Uber ein Problem der Relativitiitstheorie :
Wann sind Punktabbildungen des R” linear?

Von Hans-Jiirgen Borchers und Gerhard O'. H egerfeldt

Vorgelegt von Herrn H.-J. Borchers in der Sitzung vom 14. Juli 1972

1. Einleitung

In der Physik charakterisiert man Ereignisse durch Angabe von Zeit- und
Ortskoordinaten, (2, @, @y, #;) —. . Dieses Viertupel kann als Punkt eines
R* aufgefallt werden. Geht man zu einem anderen Bezugssystem, einer anderen
Beschreibungsweise iiber, so wird dasselbe Ereignis durch andere Koordinaten
beschrieben, etwa durch a’ = (g, 21, 23, x;). Dieser Ubergang vermittelt
also eine Punktabbildung des R* auf sich, und es ist die Frage, ob man unter
physikalisch verniinftigen Annahmen etwas iiber die Struktur dieser Abbil-
dung sagen kann, insbesondere dariiber, ob sie linear (genauer: affin) ist. In
dieser Arbeit werden hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir ange-
geben, wann eine bestimmte Klasse von Abbildungen nur aus linearen besteht.

Hiufig wird zur Begriindung der Linearitit der Begriff des Inertialsystems
benutzt, in dem sich kriftefreie Korper mit konstanter Geschwindigkeit be-
wegen, d.h., ihre ,Weltlinien** im R?* sind Geraden. Also, so wird gefolgert,
miissen Geraden in Geraden iibergehen, und deshalb muB nach dem Haupt-
satz der projektiven Geometrie die Abbildung linear sein. Dieses Argument
iibersieht jedoch, daB die Geschwindigkeit materieller Korper durch die Licht-
geschwindigkeit nach oben begrenzt ist. Deshalb weiB man von der Physik
her nur, dal Geraden mit Richtung im Lichtkegel in Geraden iibergehen. Wie
in [3] gezeigt, folgt daraus aber auch schon sehr leicht die Linearitit.

Ein anderer Weg wird in [5] eingeschlagen. ITm wesentlichen wird dort ver-
langt, da3 die Abbildung 7' ebenso wie 7! stetig ist und lichtartige Geraden
(d.h. solche, die auf einem Lichtkegel liegen) auf lichtartige Geraden abbildet.
Dann folgt die Linearitit. In [2] wurde dieses Ergebnis und das von [3] wesent-
lich verallgemeinert. Man braucht keine Stetigkeitsvoraussetzungen, sondern
nur, dal 7' eineindeutig ist und lichtartige Geraden auf irgendwelche Geraden
abbildet. Dieses Ergebnis kann sowohl auf die spezielle als auch Galileische
Relativititstheorie angewendet werden.

[1]
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Es liegt nun die Frage nahe, wieviel Geraden man wirklich fiir die Linearitiit
braucht. Diese Frage soll im folgenden beantwortet werden.

Wir zeichnen im affinen Raum R" einen Nullpunkt aus und kennzeichnen
Punkte durch ihren Verbindungsvektor vom Nullpunkt. Sei Z eine Menge von
Richtungen im R"; wir fassen L als Menge von Vektoren auf, die mit einem
Vektor auch jedes von Null verschiedene Vielfache enthiilt. Sei {hys oy g}
eine Basis im R" (d.h., des zugrundeliegenden Vektorraums). Dann liBt sich
jedes I e L schreiben als [ = 3 1,h,;; wir bezeichnen den Zahlkérper, der von
allen Verhiltnissen der Form 2,/4, mit 1, = 0 und l e L erzeugt wird, mit

(1.1) K(L;hy, ..., hy).

Dieser Unterkorper der reellen Zahlen wird in der Regel von der Basiswahl
abhiingen; er enthélt aber stets die rationalen Zahlen. In §4 wird jedoch
gezeigt, dall K(L;h,,...,h,) immer eine endliche Erweiterung vom Rang
héchstens 7* eines nur von L abhingenden Korpers ist. kY

Ferner sagen wir, da L auf einem Kegel 2. Ordnung liegt, wenn alle | e L,
l = 22;h;, eine Gleichung der Form
(1.2) QLY : = Ya;,;d=0

¥}
mit einer symmetrischen Matrix 0 <= 4 == (a,;) erfiillen. Der Kegel heilit ent-
artet, wenn 4 den Eigenwert 0 besitzt. Fiir n > 3 ist z. B. die Vereinigung zweier
Hyperebenen ein entarteter Kegel, da die zugehorige Gleichung das Produkt
zweier linearer Faktoren ist. Der folgende Satz und der Zusatz stellen unser
Hauptergebnis dar.

Satz 1. Es sei L eine Menge von Richtungen im R*, n>2, und T 1, sei die M enge
aller 1 — 1-Abbildungen T des R" in sich, die jede zu L parallele Gerade auf eine
Gerade abbilden. Dann gilt: Jedes T € Iy, ist genaw dann linear (affin), d.h.
T(x) = Ax + a, wobei A eine lineare Abbildung ist, wenn

(i) L nicht auf einem entarteten Kegel 2. Ordnuny liegt wnd, fir n — 2,
mehr als 2 Richtungen enthdll ;

(i) far irgendeine Basis {h,, .. by von R der Kérper K(L: hy..... h,)
gleich dem Korper der reellen Zahlen ist.

Wir werden spiiter zeigen, daB Bedingung (i) entweder fiir jede Basis gilt
oder fiir keine. Wihrend des Beweises von Satz 1 werden wir auf folgendes
Zusatzergebnis stoBen.

Zusatz 1. Betrachtet man 1 — 1-Abbildungen von R" in den R™ mit m > n > 2,
dann gilt: Jedes T € T, ist genau dann linear, wenn L auf keinem Kegel 2. Ord-
nung liegt und die Bedingung (ii) von Satz 1 erfallt ist.

Hinreichend fiir das Erfiilltsein der Bedingung (ii) ist z. B., wenn L eine ein-
parametrige Schar von Richtungen enthilt. Man hat also bereits Linearitit,
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wenn man sich nur ein Stiick des Lichtkegels vorgibt. Man braucht aber
stets liberabzihlbar viele Richtungen, damit (ii) gilt.

Einen Kegel kann man im R” durch in(n + 1) — 1 Richtungen festlegen.
In § 2 wird gezeigt, daB} eine etwas stirkere Form der Bedingung (i) bereits
die Additivitit der Abbildung nach sich zieht. Setzt man zu (i) nur noch die
Stetigkeit in einem einzigen Punkt voraus, so folgt auch schon die Linearitit ;
dann kommt man fiir n > 3 also mit $n(n 4 1) — 1 geeignet gewiihlten Rich-
tungen aus. Hat man die Additivitit erst einmal, so braucht man auch nur
noch Geraden zu betrachten, die durch einen festen Punkt. etwa den Null-
punkt, gehen. )

Die geometrische Bedeutung der Kérperbedingung (ii) wird in § 4 diskutiert.
Sie hingt mit aus £ ,.konstruierbaren® Geraden zusammen.

2. Die Additivitiit der Abbildungen

Kine Abbildung des affinen R" in dem R™ heiBe additiv. wenn die zugehdorige
Abbildung des Vektorraumes additiv ist. D.h.. Pyt T (x) — T (0) erfiillt
T(x + y) = T(x) + 7 (y) fiir alle Ortsvektoren B

Satz 2. Es sei L eine Menge von Richtungen im R*, n > 2, und die Menge T,
von Abbildungen des R" in den R" sei definiert wie in Satz 1. Damil jedes T e T,

additiv ist, ist notwendig. dafy I auf keinem entarteten Kegel 2. Ordnung liegt.
Ferner gilt :

(i) Es sein =>3. Wenn L auf keinem K egel 2. Ordnung oder auf einem ein -
dewutig bestimmten nichtentarteten Kegel 2. Ordnung liegt, dann ist jedes T € T g,
additiv. Ist diese Bedingung nicht erfallt und macht man keine weitere Voraus-
setzung iber L, dann braucht nicht jedes T € T4, additiv zu sein.

(i) Essein = 2. Dann ist jedes T' € T, genaw dann additiv, wenn L mindestens
drei verschiedene Richtungen enthlt.

(iii) Ks gebe eine im Sinne von Lemma 1 (s.u.) standard-normierte Basis
by,....lye L, so daff K(L; 1, ..., l,) = R gilt. Dann ist jedes T e ¥, genau
dann additiv, wenn L nicht auf einem entarteten Kegel 2. Ordnung liegt.

Bemerkung. Fiir ungerades n folgt aus (i): Jedes 7' e T 1, ist genau dann additiv,
wenn L auf keinem entarteten Kegel 2. Ordnung liegt. Denn jetzt hat die
Gleichung det (4 + AB) = 0 stets eine Losung, so daB, wenn L zwar auf
einem Kegel, aber auf keinem entarteten liegt, der Kegel eindeutig ist.

Fiir Abbildungen des R” in den R” mit m ~ n erhalten wir in Verlauf des
Beweises

Zusatz 2. Ist der Bildrawm R™ mit m >mn = 2, dann gilt: Jedes T e 3 1 ist
genaw dann additiv. wenn. L. amnt Loimoms Kol © £iudannio o 12 s i
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Wir werden die Additivitit in der folgenden, etwas stiirkeren Form beweisen.

Proposition 1. Es mogen die Bedingungen aus (i) oder (ii) von Satz 2 oder die
Bedingung von Zusatz 2 gelten. Dann lassen sich zu jedem System # linear
unabhéngiger Richtungen aus L zugehérige Vektoren I,,....1, so wihlen,
daf} jedes 7' € T, die Form

(2.1) T(E,uili) e E‘P(Hi)Ti + T(0)

hat, wobei die Funktion ¢(7) = ¢(r; T) eine additive 1 — 1-Abbildung von
R auf sich ist, mit ¢(1)=1 und ¢(0)= 0, und die Produktregel
¢(td) = ¢(v)p(4) fir alle 7eR und alle 2e K(L;1,, ..., 1,) erfillt. Ist die
Bedingung aus (iii) von Satz 2 erfiillt, so gilt GI. (2.1) fiir die dortige Basis.

Zum Beweis der obigen Behauptungen benétigen wir mehrere Hilfssiitze.
Es bestehe T C Ty aus allen T'e Ty, die den Ursprung auf den Ursprung
abbilden. Wir kénnen uns auf 9 beschrinken.

Wir nehmen zunichst an, dal L nicht auf einem entarteten Kegel liegt

und mehr als zwei Richtungen enthilt. Es gibt dann » linear unabhiingige
Richtungen in L, da sonst L in einer Hyperebene und somit in einem ent-
arteten Kegel enthalten wire. Es gilt:

Lemmal. Sei L nicht in der (mengentheoretischen) Vereinigung zweier Hyper-
ebenen enthalten. Es seien /,, ..., 1, vorgegebene linear unabhingige Vek-
toren aus L. Dann gibt es stets s weitere Richtungen aus L, fiir ein geeignetes
I <s<mn—1, so daB Folgendes gilt: Es gibt eine Umnumerierung von
Iy, ..., l,, Indizes | <7y, ..., <r,=n und Zahlen u, -+ 0, so daB sich die s
weiteren Vektoren ausdriicken lassen als

)
by :AE wil; : 3
(2.2) ’,:,“ g
Tos sy AW iy 1y Ao 1 (i Gy SR
fe P=r
mit der Zusatzbedingung, daB fiir jedes i = 1, ..., s s — 1 mindastens eine dor
Zahlen 2( gleich 1 ist.
Die n linear unabhiingigen Vektoren I, ....1, sollen standard-normiert
heiflen, wenn es Vektoren 7, , , € L der Form (2.2) mit p, — 1 gibt g el P8 .
Setzt man oben I, — u;l,, dann sind Iy, .... 1, standard-normiert.

Beweis. Wiirde aus 3 2,1, € L stets folgen, dafl hochstens ein 2, ungleieh Null
ist, so lige L in der Vereinigung der vonl,, ..., 1,_,undl,, ..., I, aufgespannten

7y
Hyperebenen. Es gibt alsoeinr, > 1 undu; 4= 0,7 =1, ...r,sodaB > u;l; € L,
1

bei geeigneter Numerierung von {ty, -.., 1,}. Nun seien bereits r,, ..., r,, A
und 1z3 definiert, k = 1,...,7,, 6 =1,...,4— 1 und Pe="50 00 g P Wenn

[4]
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r,<<mn ist, gibt es ein 7., >r,, eine geeignete Numerierung von
{l;;j >}, Zahlen u; = 0,7 =r, + 1,...,7,,, und Zablen 2%, j=1,...,r,;,
die nicht alle verschwinden, so dal} /,,,,,, gegeben durch Gl. (2.2), in L liegt;
denn anderenfalls lige L in der Vereinigung der von {l,,...,[,} und von
{l; 41, - ..} aufgespannten Unterrdume. Wir kénnen ein 1/ gleich 1 wihlen. QED.

Es seil € L. Dann bildet 7' € T, die Gerade {z; x = 7l + @, — 00 < T < oo}
auf eine Gerade ab, die fir 7 = 0 durch 7'(a) und fiir 7 = 1 durch 7'(l + a)
geht. Also kann man schreiben
(2.3) Txl+a)= g l,a)[T(l+ a)—T(a)] + T(a),

wobei ¢ (7) = @(7; 1, a) eine von [, @ und 7' abhéingige 1 — 1-Abbildung von R
auf sich ist mit ¢(0) = 0, ¢ (1) = 1. Wir zeigen, daB ¢ unabhiingig von @ ist.

Lemma 2. L liege nicht in der Vereinigung zweier Hyperebenen, und es sei
T € T1. Dann gilt mit der Bezeichnung von Gl. (2.3)
p(T;l,a) = ¢(7;1,0)

fiir alle [ € L und alle a € R".

Beweis. Es sei I' € L nicht parallel zu I. Wir zeigen zunéchst
(2.4) p(ril,a) = g LU + a).

Wenn das Bild der Ebene {x; x = vl 4+ v'l' + @, — oo < 7,7 < oo} wieder
in einer Ebene liegt, dann gehen die Geraden in 7 bzw. 7" auf jeweils parallele
Geraden. Aus den Parallelensitzen der Elementargeometrie folgt dann mit
¢ A dnd 7 = tfiraller

p(t; La)[T(U+a) —T(a)] = g(r; LU+ a)[TI+V+a)— T +a)]
Daraus ergibt sich ¢(7; I, a) = cq(z; I,I' + a). Mit v = 1 erhdlt man ¢ = 1.

Liegt das Bild nicht in einer Ebene, so wenden wir Gl. (2.3) zuerst auf 7l
und dann auf 7’7" an und erhalten

T+ v+ a) — Tl +a)
=@ Ll +a)e; U1+ a)[TU+ U+ a)— T + a)]
+ o UV, a){1 —@(x; LU+ a)}[TA + a) — T (a)]
+Ho; LAl + a) —e(r; La} [T+ a) — T(a)].
Fiir feste 7 ist die linke Seite eine Gerade in 7' durch 0, also von der Form
y(7'; 7)b(7), wobei y(7'; 7) in 7’ eine eineindeutige Funktion von R auf R
und b(7) ein Vektor ungleich 0 ist. Da das Bild nicht in einer Ebene liegt, sind

die Ausdriicke in den drei eckigen Klammern linear unabhingig. Deshalb folgt
aus dem letzten Term mit einer von 7 abhiingigen Konstanten

(2.5)

(2.6) o(t; L7 U+ a)—@(r; 1, a) = c(r)p(r’; 7).

5]
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Offenbar gilt ¢(1) = 0. Wire (7o) # 0 fiir irgendein r, - 1, dann durch-
liefe die linke Seite vonr Gl. (2.6) als Funktion von 7’ ganz R. Es giibe also ein
7o deravt, daB ¢(zy; I, 7ol + @) = I wire; das wiirde aber 7, — 1 bedeuten.
Also gilt ¢(7) = 0, d.h., GI. (2.4).

Nun kann man zu jedem le L n linear unabhangige 17, ... 1/ ¢ [, finden,
von denen keines parallel zu [ ist ; denn zunichst kann man I mit 7;, ..., el
zu einer Basis erginzen, und dann gibt es ein I, € L, das weder in der von
L4, ...l g noch der von §,..., 1, aufgespannten Hyperebene liegt. Mit
a = Exx,-l;- setze man in Gl. (2.4) sukzessive I’ = - a:li, 1 = 1,..., n. Daraus
folgt die Behauptung. QED.

Lemma 3. L liege nicht in der Vereinigung zweier Hyperebenen, und es sei
T ey, Dann ist die in (. (2.3) eingefiihrte Funktion ¢(r; I) additiv in T,
und es gilt daher ¢ (q7; 1) = qo(t; 1) fiir alle rationalen ¢.

Beweis. Aus Gl. (2.3) erhilt man mit der Abkiirzung ¢ (z; 1) =, w(7):

27 vm )Tl = T(nl+ rl) = [pE)p(z,+ 1) - Y(T)} +y(w) 7).

Die rechte Seite mufl symmetrisch in 7, und 7, sein; setzt man in der daraus

resultierenden Identitit 7, = — 1, so ergibt sich
(2.8) YDyl + 1) = —p(ry) +p(-—1).
Wahli man jetzt in Gl (2.7) 7, = 71 = 7 und setzt fir y(r | 1) Gl (2.8)

ein, so erhilt man

1

L ey i
vl = —ylg - 14 =

0l ”’(T)l' '

Wire die cckige Klammer ungleich 0, so gibe es ein 7, 4 0, derart daB die
geschweifte Klammer verschwinde. Dann wire aber y(ry) = 0. Also gilt
p(—1) = — 1. Aus GI (2.8) folgt dann (7, + 1) = p(r,) + | und aus
Gl (2.7) die Additivitit. Daraus ergibt sich die zweite Behauptung des Lemmas
in der iiblichen ScbluBweise. QED.

Wenn [,, ..., 1, n linear unabhingige Vektoren aus L sind, dann kann man
Gl (2.3) sukzessive auf T (X pl,) anwenden. Setzt man zur Abkiurzung

T, .= T, und @i(T) .= @(7; I;), so erhilt man fir 7 e 39 den allgemeinen
Ausdruck
(2.9) PAX ) =35 % i) @ () T, s

r=1 fp<ere<iy

wobei die genaue Form der Vektoren 7' i...s, fiir r = 2 keine Rolle spielen wird.
Zur Vereinfachung setzen wir 7 =L, b I = Ty ="l

1) = [ ] g (u). Man kann also die rechte Seite von GI. (2.9) als eine
iel

[6]

Wann sind Punktabbildungen des R” linear? 211

Summe iiber alle nichtleeren Teilmengen von [, .= {1, ..., n} schreiben. Die

folgende Aufspaltung wird sich als niitzlich erweisen:

(2.10) T(Eul)=Tow)Ti+ X w(u){ }ZJ i () 95 (1) Tpisiyou»
Jcl i<ilnd =0

0 |J|<n—2
\

wobei wir ¢, (@) = 1 setzen fir J = @. - : i

Wir wollen zeigen (Lemma 6), dal 7'; = 0 ist fiir |/| > 3. Dazu bendtigen
wir zunéichst Lemma 4 und 5, wobei das letztere auch spiter von zentraler Be-
deutung ist.

Lemma 4. Es seien [, ..., [, € L linear unabhingig, und sei 7' e 9 durch
Gl. (2.9/10) gegeben. Dann gilt fiir jedes { = X, 1,/,€ L und jedes J C{1,...n}
mit 0 < |J| <n—2
(211) Z (/'Yl(li)q’j(}‘j) 7,{1,1}u-l =0,

fi<ifnJ=4

Beweis. Es sei @ = Y, ,l; beliebig vorgegeben. Da {rl + a; 7€ R} auf eine
Gerade abgebildet wird, gilt fiir alle rationalen Zahlen ¢ nach Lemma 3 und
Gl. (2.9)

q[T( + a) —T(@)] + T(a) = T(gl + a) ;lxlqn,(q?\ + a)T;.
; cr,

Da die linke Scite linear in ¢ ist, miissen auf der rechten, wenn man. nach
Potenzen von ¢ ordnet, alle quadratischen und hoheren Terme verschw%nden.
Die Additivitat von ¢; und Ausmultiplikation ergibt fiir den Koeffizienten

. von ¢?

Y o X 9iA)esd) T

JC R {i<ijud=n

Diese Gleichung mull identisch in «,, ..., «, erfillt sein. Da ¢,(x;) frei
wahlbar ist und ¢;(a) + @y (o) fir J =3 J gilt, folgt Gl (2.11) durch
Koeffizientenvergleich. QED.

Wir beweisen jetzt eine zentrale Produkiregel.

Lemma 5. Seien [, ...,l, e L im Sinne von Lemma 1 sta.nda.rd—normier't
und 7' € 3Y. Dann sind die in Gl. (2.9) auftretenden ¢;s unabhingig von ¢,
@1(7) = = @,(7) =: @(z), und ¢ erfillt

(2.12) p(td + o) = (@) e@) + ¢(x)
fiir alle 1, xe Rund 2 e K(L; I,, ..., 1,).
Beweis. a) Sei I = Y} 1,/; € L beliebig. Wir zeigen zuniichst
(2.13) o(T; Dei(d) — @i(Td;) = 0, i=1..,n; TeR.

171
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Nun, aus Lemma 4 und (. (2.10) folgt

(@ OTA) = T(rl) = 3 ¢,(x2) T,.

i

Wegen ¢(1; I) = { kann man T(l) durch die 75 ausdriicken und erhslt,

(2.14) 2@ Deid) g @) T, = 0.

Wenn 7', ... 7T, linear unabhéingig sind, folgt G, (2.13) sofort. Im Fall
der linearen Abhingigkeit hemerken wir, da3 wege‘n der Eineindeutigkeit von
T nicht alle 7'; mit [1] = 2 verschwinden kénnen : denn aus 34,7, = 0
nicht alle g, eleich 0, wiirde sonst folgen, daB3 b .— E(p;’l(ﬂ»)l- + 0 7ist,j a:i)el"
T(b) = 0 gilt. Alsc kénnen in GI. (2.11) von Lemma 4 niehtlal,le T, ; fiir
alle ./ verschwinden. Fiir jedes solche J kénnen wir eine Maximalzgil}l} Tijiear

unabhingiger Vektoren aus den {T{,,,} vt wihlen, etwa S, . S und die
restlichen nach ihne ricke / i i n K /
hnen entwickeln, etwa 7., ) os mit Koeffizienten &™) wobei

nicht alle von ihnen verschwinden. Definieren wir fiir jedes solche ./ und

m=1,...,my; die symmetrische n x n-Matrix 4@m durch die Matrixele-

mente (3 < j)

0 fiir ¢ =4
A 0 fir {i, j}J £ ¢

$all™  gonst
dann ist Gl (2.11) aquivalent zu
. _ n
(2.15) D P g (A) A8 0.

=1

Da mit /e L auch (r+ 7v)lel gilt fir beliebige 7, 1" ¢ R, gilt Gl. (2.15)
alucjhu, wenn man 4, durch (v + 7/)2, ersetat; k =1, ... n. ‘Wegen der Addi-
LlVlPat von ¢, und der Symmetrie der Matrix erhilt man durch Ausmultipli-

ation :

(2.16) 2 i(vh) g, (v 1) A — 0.
(%)

Nun gibt es endlich viele linear unabhingige Funktionen (7)) o yn (T)
nach denen man die linke Seite von GI. (2.13) entwickeln kann,

(217) 7'(7; l)(l‘z(jw) T (Fl'(r}'i) BE Eﬁw%“’), ¢ = 1, PR

. .\\'11- nghmeu an, dal} nicht alle 8,, verschwinden. Multipliziert man beide
Seiten nn‘t T'; und summiert iiber ¢, s0 erhilt man links Null wegen Gl. (2.14)
Aus der linearen Unabhéingigkeit von Y1 ., yy folgt also

n
(2.18) >, BT =0, v =

=1

S

[8]
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Jetzt ' multiplizieren wir Gl. (2.17) fiir ¢ und 7 mit derjenigen fiir j und 7’,

multiplizieren die vesultierende Gleichung mit 4™ und summieren iiber i °

und j. Nach Gi. (2.16) erhiilt man auf der linken Seite 0, so daB fiir die rechte

gilt

0=3 22 A" BBV (¥).

PR

Falit man 7" als Variable auf, so erkennt man aus dev linearen Unabhingig-

keit von y,, ..., yy. dall jeder Term der Summe iiber » veirschwindet. Analog

verschwindet auch anschlieffend jeder Term der Summe iiber ». Also gilt fiir
jedes v, v, 0 < [J|<n—2undm=1,...,my,

E /‘;«‘z'ﬂj.v'A(,-’}"'") —0.
¥
Daraus folgt aber fir jedes 0 < [J| < n 2

(2.19) 35 - Bl T g =0, v=1,...,N.
{i.i}ud =u

Nach Annahme gibt es ein », so daB b .= >} ¢7Y(8,,)(; = 0 gilt. Berechnet
man jetzt 7'(b) mit Hilfe von Gl. (2.10), so folgt aus Gl./(2.18/19) T'(b) = 0,
im Widerspruch zur Eineindeutigkeit von 7. Also verschwinden alle g,, in
Gl (2.17), und Gl. (2.13) ist bewiesen.

b) Die Behauptung des Lemmas folgt jetzt aus Gl. (2.13) und Lemma 1.
Wenn in [ = Zl,lfell etwa 4; = 2, = I ist fir festes j, k, dann folgt aus
Gl (2.13)

75 () = g (r; 1) = gr(7).
Nach geeigneter Umnumerierung von 4, ..., I, kénnen wir fiir / nacheinander
die Vektoren /,,, von Lemma | nehmen, in denen jeweils zwei Koeffizienten
gleich 1 sind. Also folgt ¢, (7) = -+ = ¢, (7) =: ¢(r). Lemma 3 ergibt die Addi-
tivitdt von g¢.

Sei jetzt [ = Y 4,0, € L beliebig vorgegeben und etwa 1, % 0 fiir ein festes
7. Aus Gl (2.13) folgt

(]‘(T', ;f l) ¢ (Ai]A) = @(TA]2), =t PR

Fiir 4 = j ergibt sich ¢ (r; Zl l) = ¢(7), und damit hat man Gl. (2.12) fiir
7,

A= 2,/4;. Wenn Gl. (2.12) fiir 2 und 2" gilt, dann offenbar auch fiir 1 = 2’ + 1
und 2 = 4’2" Ist &' = 0, so folgt

7@ = g (3 7) = plX)p(X).
Fiir 7 — 1 ergibt das ¢(1/4') = ¢ (1')-1. Durch Einsetzen erhilt man
¢(t/l) = p(x)g(1/X). ;
Damit gilt GL. (2.12) auch fiir 27/2 und damit fir ganz K (L; 1, ..., 1,). QED.
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Nun kénnen wir (1. (2.9) fir 7" wesentlich vereinfachen. Dabei geht zum
ersten Male die Nichtentartung des Kegels ein.

Lemma 6. L liege nicht auf einem entarteten Kegel. Die linear unabhingigen
Vektoren 1,,...,1, L seien standard-normiert. Dann hat jedes T'e 39 die
Form

(2.20). TEwl) = o @) T + X gu)pu)T,,.
i i i<j
Dabei erfiillt ¢ GI. (2.12) und insbesondere #(0) = 0, ¢(1) = 1. Ferner sind

T,,4.,T, linear unabhingig.

Beweis. Wir nehmen an, dal fiir » > 3 nicht alle T .. . in GL (2.9) ver-
schwinden. Fiir jedes 7 — Y Al e L erfiillen dann die GroBen ¢(4,), ..., @ (4,)
die quadratische Gleichung (2.15), fiir irgendein J mit |J| > 1, wobei nicht
alle A Null sind. Jedoch gilt A% = 0 fiir ¢ oder j in J. Deshalb charakteri-
siert die Matrix 4 mit Elementen

Ai} = ‘l]'l(As";!))

einen entarteten Kegel. Nach Lemma 5 und Gl.(2.15) gilt fiir jedes 1 =3 Aled,
fiir das ein 1, = 1 ist, :

(P(E A‘z’jlili) = 245‘?(]}(11‘)‘[’(1;) = 0.

Folglich liegt L auf dem durch 4 bestimmten entarteten Kegel, im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Damit folgt Gl. (2.20).

Wiéren nun 7, ..., T, linear abhingig, so gibe es Zahlen Bty o sl cdle
nicht alle verschwinden, mit 2B:T; = 0. Wir setzen b = 2 ¢ YB)I;. Dann
ist b 4= —b, aber nach Gl (2:20) gilt 7'(b) = T (—Db), im Widerspruch zur
Eineindeutigkeit von 7, QED.

Es bleibt zu zeigen, dal} der quadratische Term in (}]. (2.20) verschwindet.
Wir bemerken, dafB bisher noch keine Annahme iiber die Dimension des Bild-
raumes benutzt wurde. Die eine Richtung von Zusatz 2 und ein Teil von Pro-
position 1 folgt jetzt aus

Lemma 7. I sei in keinem Kegel 2. Ordnung enthalten, und larabek
seien standard-normiert. Sei 7' €Y. Dann gilt in GI. (2.20)T;; = 0 fiir alle
T <j.

Beweis. Wenn nicht alle T';; verschwinden, dann erfiillen fiir jedes I =31,
die GroBen ¢(1,), ..., ?(4a) Gl (2.15) fiir J = @. Wie im Beweis von Lemma 6
schlieBt man jetzt, daB Z auf einem Kegel liegt. QED.

Im folgenden setzen wir voraus, dafl auch der Bildraum die Dimension »
hat. Dann bilden nach Lemma 6 7, ..., T, eine Basis. Die Entwicklungs-
koeffizienten von T,; nach dieser Basis selen af®, k= 1,...,n. Sei 4A® die

[10]
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symmetrische Matrix mit Elementen 4% — 0,7 = 1, ..., n und A;;C’A =-4a{¥
fir i < j« Es bezeichne w bzw. ¢(w) einen Spaltenvektor mit Element.en
s oo ftn bZW. @ (1), ..., @(u,); analog fir Matrizen. In Matrixschreibweise
lautet Gl. (2.20) dann

(2.21) T(X u:l)) = E’[,‘If’(/h) F o)AV w)]T,.
=1

Um die quadratischen Terme in Gl. (2.21) auszuschliefen, wollen wir die Ein-
eindeutigkeit von 7' ausnutzen. Dazu beweisen wir zunichst : j

Lemma 8. Die Abbildung 7' des R” in den R" sei durch Gl. (2.21) gegeben,
wobei ¢ eine additive 1 — 1-Abbildung von R auf sich sei mit @(0) =0 .und
@(1) = 1. Dann ist 7' genau dann eineindeutig, wenn es zu jedem & = 0 ein (]
gibt, so dal} gilt:

(2.22) 2By =1
(2.23) 2 hidWea =0,

Beweis. Sei a < 0 vorgegeben. Wir setzen « .= Y ¢~1(x,)l;. T ist genau
dann eineindeutig, wenn die Gleichung
(2.24) T(x + a) = T(x)

fir kein a eine Losung besitzt. Definiert man E durch @ = Y ¢1(£,)l; und
berechnet dann beide Seiten von Gl. (2.24) gemal Gl. (2.21), so wird GI. (2.24)
dquivalent zum inhomogenen linearen Gleichungssystem :

(2.25) 28'AYa + 0! AV 4 «, = 0, A e
fir &, ..., &,. Sei C = (C;;) eine invertierbare n x n-Matrix, derart daf
(2.26) DOt = 6,4, k= 13 n.

Wir setzen
(2.27) Bl S0 A,

Multiplikation von Gl. (2.25) mit C'; und Summation iiber i liefert das aqui-
valente System

(2.28) 2E'BMa — —at Bhig — 4, ,, k=1,.., n.
Die letzten n — 1 Gleichungen sind vertriglich, denn E = — }a befriedigt
die ( Hleichungen fiir & > 2. Wenn fiir k — 1 die Koeffizientenzeile der linken
Scite keine Linearkombination aus denjenigen fiir k > 2 ist, dann ist das Sy-
stem widerspruchsfrei und besitzt eine Lésung. Ist die erste Zeile dagegen eine
Linearkombination der iibrigen, etwa

(2.29) MNviBPa = 0, =1,

[11]
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dann ist das System wegen des Gliedes 01, = 1 in der ersten Gleichung wider-

spruchsvoll und besitzt keine Losung.

T ist also genau dann eineindeutig, wenn Gl. (2.29) fiir alle a <= 0 erfiillt ist.

Setzt man fiir B® Gl. (2.27) ein und definiert
B: = ;)/koki’

so erhilt man die zweite Bedingung des Lemmas. Aus GI. (2.26) folgt die erste.
Sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so folgt Gl. (2.29) mit y1 = 1, wenn
man y = (C*)~1@ setzt. QED.

. Nun kénnen wir mit den Bedingungen von Satz 2 schlieBen, daB die quadra-
tischen Glieder in GI. (2.20/21) fiir 7 verschwinden.

: Lemma 9. Es sei I,,...,1, € L standard-normiert und 7' € 39 durch Gl.
(2.21) gegeben. Es gelte eine der folgenden Bedingungen :

(i) L ist in einem eindeutiy bestimmten nichtentarteten Kegel 2. Ordnung
enthalten. : :

(ii) L ist micht in einem entarteten Kegel 2. Ordnung enthalten und -

K(L;l,...,l,)=R.
Dann verschwinden alle 4 in (. (2.21).

Beweis. Wir nehmen an, dafl nicht alle 4% verschwinden. Nach Lemma 4
und Lemma 5 liegt Z auf den durch P71 (AD) gegebenen Kegeln, falls 4 =+ 0.
Wir wollen zeigen, daB Z, dann wegen der Eineindeutigkeit auf einem entarteten
Kegel liegen muB, im Widerspruch zu (i) und (ii). Nach Lemma 8 gibt es ein
@ == 0 und ein B, so daB Y} 8,4 + 0 und YBhADa = 0.

Zuniichst zu (ii). Nach der Produktregel, die nach Annahme (i) fir alle
l'e R gilt, folgt, daB L auf dem durch 2o B (AD) £ 0 gegebenen Kegel
liegt. Dieser ist aber wegen Y g1 (B) g~ (A) g1 (&) = 0 entartet.

"Nun zu (i). Da der Kegel, auf dem L liegt, eindeutig ist, sind alle pH(AD)
Vielfache einer Matrix, etwa P1(4%) = 9,Q. Wir wollen zeigen, da dann
auch die 4 Vielfache einer Matrix sind ; dies geht nicht direkt, da die Produkt-
regel nicht fiir beliebige Produkte gilt. Man kann jedoch @ = (Q:;) so wihlen,
dal ;. € K (L; 1y, ..., 1,) gilt; denn wegen der Eindeutigkeit des Kegels gibt
es 4n(n 4+ 1) — 1 Vektoren [ — D AWl e L, derart daB die Gleichungen

2MBIWG =0, k== A i A1) 2

Qi bls‘ auf einen gemeinsamen Faktor bestimmen. Der Spaltenrang des Sy-
§:t€ims Ist also §n(n + 1) — 1, Bringt man eine geeignete Spalte auf die rechte
Seite, so erhilt man alle Lésungen durch Multiplikation mit der inversen
Koeffizientenmatrix der linken Seite. Deren Koeffizienten sind aber aus
K(L;1,,...,1,), wenn die {1} so gewihlt sind, daB fiir jedes k ein A% gleich 1 ist.

[12]
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Mit Qe K(L; I,,...,1,) folgt aus der Produktregel A = y,Q' mit
yi:= ¢(y:) und @ .= ¢(Q). Damit gilt 0 &= Y, 8,49 = (3 y: B;) @ und deshalb
Q' a =\0. Mit o' .== ¢~'(at) == 0 folgt nun Qa’ = ¢(Q'a) = 0. QED.

Da man nach Lemma 1 zu jedem System = linear unabhiingiger Richtungen
aus L zugehdrige standard-normierte Vektoren finden kann, folgt Proposition 1
aus den Lemmas 6, 7 und 9, insbesondere also die Additivitit. Es bleibt die
andere Richtung von Satz 2 und Zusatz 2 zu zeigen.

Gegenbeispiele. 1. L liege auf einem entarteten Kegel Q(z, x) = 0, n > 2.
Sei Iy = 0 so, daB Q(l,, @) = 0 fiir alle @ € R" gilt. Wir definieren

(2.30) T(z) .= z + Q(z, x)l,.
T ist offenbar nicht additiv. Sei [ % 0 und Q(/, l) = 0. Dann gilt
Tl 4+ a)=1l+ a+ 21Q( a)l, + Q(a; a)l,.

Die Summe der 7-Glieder ist ungleich 0, denn fiir I parallel zu [, verschwindet
der zweite Termin in 7. Folglich ist die rechte Seite wieder eine Gerade. Wihlt
man [, als n-ten Basisvektor, so sieht man sofort’ direkt oder mit Lemma 8,
daB T eindeutig ist. " ‘ ( '

2. Es sei m >n>2, und L liege auf einem Kegel Q(x, x) = 0. Es sei
R” C'R™ und b € R"\R”. Dann beweist offenbar

(2.31) T(x).= x + Q(«, )b

die Notwendigkeit der Bedingung von Zusatz 2. Wir bemerken, daB fiir b € R”
die Eineindeutigkeit verletzt sein kann.

3. m = 2: L bestehe aus den Vielfachen von l, und I,. Dann ist, wenn ¢,
und ¢, beliebige nichtadditive 1 - 1-Abbildungen von R auf sich sind, die
Abbildung 7',

(2.32) T(oqly + asly). == @y(x))ly + Pa(xa)ly
aus ¥, aber nicht additiv.

4. Teil (i) von Satz 2: L liege im Durchschnitt zweier nichtentarteter Kegel,
aber auf keinem entarteten Kegel. Die Dimeusion # ist dann notwendigerweise

gerade.
Wir betrachten zuerst # — 4 und die Matrix
A a0 0
Bty L | 0
2.33 el
( ) Q(2) . A
0 0 o, —4
Es gilt
(2.34) det Q1) = A4 — o242 4 g2,
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Fiir die Nullstellen der rechten Seite gilt
B=eYatolerfi—1,

d.h., fiir [o| < 2 existiert keine reelle Nullstelle, und Q(4) ist fiir alle 2 nicht-
entartet. L bestehe aus den Viertupeln

L =(1,0,1,0), l,=(1,0,—1,0), b= (1,0,0,1). 1,=(0,1,0,1):
(2.35) &5 =(1,0,0,—1), I, = (0, 1,0, 1), == (o8ls - 1, 8,1,
b=(L,0—1,0—1, 1),

0%/,)

Dann liegt L im Durchschnitt der durch Q(0) und (€:0;,) mit &) — g, — &y
= — & =1 gegebenen Kegel, d.h.. auf jedem durch ¢ (2) gegebenen Kegel,
jedoch nicht auf einem entarteten Kegel. '

Es sei jetzt o — 1 — )2 und ¢ =1 + )2 und K (o) die Erweiterung des

rationalen Zahlkérpers durch 0. Da ¢ und: " Wurzeln derselben irreduziblen

Gleichung 2% — 25 | — sind, gibt es einen Automorphismus ¥ von
K (9), der o in ¢ iiberfiihrt [4]. Wir betrachten Jetzt R als Vektorraum iiber
K (o) und fiihren eine Hamelbasis {/,},.,, in R beziiglich K () ein: man kann
fi = 1 wiihlen. Jedes 7€ R ist dann von der Form

T=2 %fs, 1.6 K(o),

aeM

wobei nur endlich viele 7, ungleich Null sind. Wir definieren die eineindeutige
Abbildung ¢ von R aaf sich durch
(236) @(7) .= E’W(T,,)f,;.
Ds‘Lm} gilt tp‘('rl T x) = @@)ed) + ¢(x) fir alle xR und 2e K(p). Es
sei Q.= 9(Q(0)) die Matrix, die man aus ©(0) durch Ersetzen von o durch o’
in .Q(O) erhilt. Da 0" > 2 gilt, ist @ entartet. Es sei B ein Nullvektor von ().
Wir definieren die Abbildung 7' des R, in sich durch

(2.37) T(@) = g@) + {p(2)Q g (x)}B.

.Wéihlt man im Bildraum ein Koordinatensystem, in dem B ein Basisvektor
1st, so sieht man sofort, dal3 7 eineindeutig ist und R?* auf sich abbildet. Man
kann auch L, ..., 1, als Basis in R¢ withlen; da deren Komponenten ganz.-
zablig sind, nimmt 7 die Form (2.21) an mit 4 — B:B'Q" B, wobei B nur
gapzzah]ige Elemente hat. Lemma 8 liefert dann ebenfalls die Eineindeutig-
Il(elt. Da die Komponenten von Lo lg in K (p) liegen, folgt sofort fiir

s ) Q p(l) = QL) = 0.

Wi'é it Beispiel 1. bildet also T jede Gerade mit Richtungsvektor aus 7, auf
eine Gerade ab.
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Dieses Beispiel 1d8t sich sofort auf beliebige hihere geradzahlige Dimensionen
verallgemeinern. Man braucht aus @ () nur eine 27 x 2n-Matrix durch Hinzu-
fiigen von Matrizen der Form

2 1
1 —2

in der rechten unteren Ecke zu machen. Man findet dann stets 42 (n' + 1) — 2,
n'= 2n, Vektoren mit Komponenten in K (p), die auf den dadurch bestimm-
ten nichtentarteten Kegeln, aber auf keinem entarteten Kegel liegen. Statt
o=1—12und o' =1+ V2 kann man natiirlich auch andere Zahlen neh-
men, insbesondere transzendente, da einfache transzendete Korpererweiterun-
gen stets dquivalent sind [4].

3. Die Linearitit. Dikussion

Wir zeigen zuniichst, daB die Bedingungen (i) und (ii) von Satz 1 fiir die
Linearitét hinreichend sind. Dazu nehmen wir zunichst an, dal} fiir irgendeine
im Sinne von Lemma 1 standard-normierte Basis {l;,...,1,} der Korper
K(L; 1, ....1,) gleich dem reellen Zahlkorper ist. Dann gilt fiir jedes 7€ T,
Gl (2.1) von Proposition 1, wobei @ ein Automorphismus von R ist. Da dieser
nur den trivialen besitzt, gilt o) = 1.

Um die Unabhingigkeit dieser Argamentation von einer speziellen Basis zu
erhalten, benutzen wir ein Resultat von Artin und Schreier [1], nach dem
keine endliche Erweiterung eines echten Unterkorpers von R ganz R ergeben
kann. Damit beweisen wir jetzt

Lemma 10. Gilt K (L; h,, ..., h,) = R fiir irgendeine Basis {hy. ..., h,} von
R so gilt dies fiir jede Basis.

Beweis. Sei {hy, ..., A} eine andere Basis. Der Ubergang werde mit der
Maivix 4 == (a,,) beschrieben. Wenn I=Y1h = Mk L ist, gilt fiir
20

Ay = Xt A 6,4,
p =

Deshalb ist K (L: hy, ..., h,) in dem Korper enthalten, der durch Adjunktion
der Elemente der Matrix A-! zu K(L; hy, ..., h,) entsteht, da man durch
Multiplikation mit ai} und Summation sowie durch Inversenbildung alle 1’2,
erhilt. Wenn dieser Erweiterungskorper gleich R ist, mu} nach dem zitierten
Resultat dasselbe fiir K(L; hy, ..., k) gelten. QED.

Damit ist die eine Richtung von Satz 1 bewiesen. Wegen Satz 2 ist Be-
dingung (i) sicherlich notwendig. s bleibt die Notwendigkeit von Bedingung

(ii) zu zeigen. kciiatlh
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Gegenbeispiel. 5. Es sei K .— K (L; ly,...,1,) = R fiir irgendeine Basis aus
L. Jede Richtung in L kann in dieser Basis durch eine Linearkombination mit
Koeffizienten aus K charakterisiert werden. Wir betrachten jetzt R als unend-
lichdimensionalen Vektorraum iiber K und fiihren eine Hamelbasis {f.} in R
beziiglich K ein. Wir definieren die Funktion @ (7) auf R als beziiglich K lineares
Funktional auf R, indem wir die Werte von @ auf der Hamelbasis vorgeben,
etwa @(f,) = f, fir « 2 «;,«,, und @lfs,) = Tass 9(f,) = f.,. mit beliebig
vorgegebenen «; = «,. Dann hat

T(E/‘i‘l?) = E‘P(Hz’)li
die gewiinschte Eigenschaft. Denn 7' ist eine nichtlineare 1 1-Abbildung
von R" auf sich, und fiir I = 32,1, mit 2, € K gilt

T(zl 4 E/h'li) = Eli(l’(T)li - E‘P(,ui)li' f
Dies ist wieder eine Gerade.
Damit ist Satz 1 endgiiltig bewiesen. Zusatz 1 folgt sofort aus Zusatz 2.

Diskussion. Wenn 7' € 31, in einem einzigen Punkt stetig ist oder eine ein-
zige Gerade mit Richtungsvektor aus L in einem Punkt stetig abbildet, dann
folgt aus der Additivitdt von ¢ und der Normierung ¢ (1) = 1 sofort, daB
¢(7) = 7 gilt. Dann ist also T bereits linear, wenn L nicht auf einem entarteten
Kegel 2. Ordnung liegt, da Lemma 9 in diesem Falle in trivialer Weise aus
Lemma 8 folgt.

Satz 2 und Proposition 1, die Additivitit der Abbildungen in T, gilt auch,
wenn man R durch einen beliebigen anderen kommutativen Korper ersetzt,
dessen Charakteristik 0 oder groBer als die Raumdimension # ist. Alle Hilfssitze
und Beweise in § 2 lassen sich fast wortlich auf diesen allgemeineren Fall
itbertragen.

Satz 1 gilt fiir solche allgemeineren Korper nur in abgewandelter Form :
Die Abbildungen sind bis auf einen Korperautomorphismus linear, wenn
K(L;1,, ..., 1, firr eine standard-normierte Basis den gesamten Korper ergibt
und L auf keinem entarteten Kegel liegt. Da Lemma 10 nicht mehr zu gelten
braucht, reicht es in der Regel nicht mehr, wenn K (L: h,, ..., h,) fiir irgendeine
Basis den gesamten Korper ergibt.

4. Zur geometrischen Interpretation

Da das Ergebnis der vorliegenden Arbeit als eine geometrische Aussage
gedeutet werden kann, scheint es wiinschenswert, auch den algebraischen Teil
der Voraussetzungen geometrisch zu interpretieren. Zu diesem Zweck haben
wir die Kombination von Richtungen in geometrischen Operationen auszu-
driicken.

Seien 1;, 1,, ... 1,,, linear abhingige Richtungen, und jeweils & seien linear
unabhéingig. Dann existiert ein bis auf Dehnung und bis auf Permutation der

[16]
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Seiten eindeutiges geschlossenes Polygon, dessen Seiten zu jeweils einem der
[, parallel sind. Sei s, eine Seite des Polygons mit den Endpunkten P,-. und
P, und g; die von s, erzeugte Gerade. Einen Punkt P € g;bezeichnen wir als
konstruierbar, wenn P,?’ rationales Vielfaches von P, P, ist. Mit anderen
Worten, ein Punkt ist konstruierbar, wenn er mit Hilfe des Strahlensatzes
(Zeichnen von Geraden und Parallelverschiebung von Geraden und Strecken)
aus den Kckpunkten des obigen Polygons gewonnen werden kann. Zeichnen
wir nun eine Gerade durch zwei konstruierbare Punkte, so soll die dadurch
repriasentierte Richtung konstruierbar heiflen. Selbstverstindlich ist die ge-
wonnene Richtung von einer Dehnung des Polygons unabhingig. Diese Kon-
struktion fiithrt uns zur folgenden

Definition. Sei L ein Biischel von Richtungen, so nennen wir L rational ab-
geschlossen, wenn L unter der obigen Konstruktionsvorschrift abgeschlos-
sen ist. :

Sei L ein Biischel von Richtungen, so nennen wir eine neue Richtung [
. L-konstruierbar*, wenn [ in dem kleinsten, L umfassenden rational abge-
schlossenen Richtungsbiischel enthalten ist.

Wir wenden uns jetzt der geometrischen Interpretation unseres Ergebnisses
zu. Dabei wollen wir nur solche Abbildungen betrachten, die schon der Be-
dingung von Satz 2 geniigen, also additiv sind. Wir erhalten:

Lemma 11. Im R” sei ein Biischel Z von Richtungen gegeben. Ferner sei T
eine Abbildung vom R” in den R mit den Eigenschaften

a) 7T ist eineindeutig,

b) T bildet jede Gerade der Form {x, | 7l: 7 € R} mit ! € L wieder auf eine
Gerade ah,

c) T ist additiv und lift den Nullpunkt fest.

Dann wird jede Gerade der Form {z, + 7vl'; 7 € R} wieder auf eine Gerade
abgebildet, wenn die Richtung !’ L-konstruierbar ist.

Beweis. Sei L das kleinste Biischel von Richtungen, so daB die Geraden
{2+ 7l'; TR}, I € L, von allen Abbildungen, die die Bedingungen a — ¢
erfiillen, wieder auf Geraden abgebildet werden. Wir haben zu zeigen, daf}
L rational abgeschlossen ist. Seien 1, l,, ..., l,,, linear abhiingige Richtungen
aus L, von denen jeweils k& linear unabhiingig sind, so existieren Zahlen g,
-

mi‘clzI uil; = 0.Seii < j < k + tund ader Ortsvektor eines konstruierbaren
i= i—1

Pllllkt;s auf der Geraden {3 u,l, + 7l;}, so existiert eine raticnale Zabl

0, mit ol
i1

Q= E toly + 0150
a=1

r4m
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) vt sl
Ebenso erhalten wir fiir einen konstruierbaren Punkt auf der j-ten Geraden

|
b= Z}lmlq + oapsl;.
Somit wird .
=1
7(@a —b) = ¥ i
( h) T{‘\ ;4+ zli'zla t ool + (1 — o) pili}.
Damit erhiilt man

=1
Tx@—Db))= X @(v; pals) T(usl,)

N=i+42
+ oo wl) T (u,1,) + p(r(1 — 01) 3 1 L) T (uil)) .
Da Y u,l, = 0ist, gilt

P75 i) = g(v: wly) = (7).,

und da g, und 1 — g, rational sind, erhalten wir
T J
(v(a — b)) = g(2){ _EF)T(/MZ@) t 0T () + (1 — 01) T (1)}
.Also Wirdl die Gerade durch die durch a und b gekennzeichneten Punkte
wieder auf eine Gerade abgebildet. Somit ist L rational abgeschlossen. QED

Als nét.chst,es wollen wir den Zusammenhang zwischen rational abgeschlos-
senen RlchFungsbiischeln und Unterkorpern der reellen Zahlen hérsktellel‘)
Dazu bendtigen wir spezielle Richtungsbiischel, die eine Art Kopplungsei ren»'
schaft besitzen. In Anlehnung an Gl. (2.2) von Lemma 1 deﬁniéren vm{q

R.])}fﬁnmon. 1. Sei L ein Biischel von Richtungen im R", so nennen wir zwei
6 tungen I, I, gekoppelt beziiglich L. wenn wir eine endliche Anzahl von
Richtungen

by o9 == Lo iV i e kT b, <m
n L finden kénnen mit den Eigenschaften
) Ly =1, Iy

s kN+T T lz-
)) lm kyt1 — l,.”,,,

2) fiir jedes » si i
) .111'].(;(18.\ v ..smd die k, 4 1 Vektoren [, ,...1, i+ linear abhiingig, jedoch
Jeweils k, dieser Vektoren sind linear unabhingig. ;

2. Bin Bi 3 ¢
s é-m Biischel L von Richtungen nennen wir gekoppelt, wenn alle Paare
0 Richtungen aus 7, beziiglich L gekoppelt sind.

Wir wollen nun zur (
riischel kommen.
aumes.

tharal 1Q1er 11 1
e /hd.l.al\.teI‘ISI(-‘lllng rational abgeschlossener Richtungs-
ir beginnen mit dem Spezialfall des zweidimensionalen

[18]
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Lemma 12. Séi L ein Richtungsbiischel im R2, das mindestens drei verschie-
dene Richtungen enthiilt. Aus L seien drei verschiedene Richtungen heraus-
gegriffen, die durch die Vektoren I,. 1. 1, repriisentiert werden und die der
(ileichung 1, + 1, + I3 = 0 geniigen.

L, ist genau dann rational abgeschlossen, wenn ein Unterkorper K der re-.
ellen Zahlen existiert mit der Kigenschaft, daB die durch {I, + xl,; = € K}
und [, reprisentierten Richtungen L (bis auf Vielfache) ausschopfen.

Der Kérper K hingt dabei nur von L und nicht von der Wahl von Iy, 1,. l5ab.

Beweis. 1. Das Richtungshiischel sei rational abgeschlossen. Die Richtun-
ven seien reprisentiert durch I, wnd {I; -+ »l,, » € K}. Wir haben zu zeigen,
daB K ein Korper ist.

v) x € K impliziert gx e K fiir jedes rationale ¢. [;. %ly und —(l; + x=ly)
bilden ein geschlossenes Dreieck. Deshalb charakterisiert I, + qxl, einen kon-
struierbaren Punkt P auf der Geraden durch [, und l; + xl,. Somit reprasentiert
I, + g=ly = O P eine konstruierbare Richtung.

B) %1, #s€ K impliziert x, + »,€ K. Sei »;, = x,, 50 bilden I, 4 #1ls, (% — #1)1s,

(I, + #yly) ein geschlossenes Dreieck. Also ergibt [, + wily + 3 (o — %5)15
einen konstruierbaren Punkt P. Somit reprisentiert O P = I, + §(%; + #2)ls
eine Richtung in L. Damit ist I,, §(% + %)l und — (I + 306, + %2)15)
wieder ein geschlossenes Dreieck und I, + (%, | #3)ls Ortsvektor eines kon-
struierbaren Punktes. Also gilt », | xy € K. Ist' %, = x,. so liefert die letzte
Konstruktion das gewiimschte Ergebnis.

y) 0 4 » € K impliziert »' € K. Da mit /, und/l2 auch 1, + [, in L ist, folgt
daB auch I, — I, in L ist, Deshalb bilden § (% + 1)(}; + ), (% — 1)( I+ 1),

(I, + xly) ein geschlossenes Dreieck. Nun stellt

3 (% + 1) (1 F lg) — §(x — ) (.4 1) = =l + ly

——
einen konstruierbaren Punkt P dar, und somit repriisentiert O P = s (I, + %1,
eine konstruierbare Richtung. Folglich ist » ' e K.

0) #y, € K = nynp€ K. Wegen (x; + %)% = #? -+ 2my%5 + #§ geniigt es
zu zeigen, daB mit jeden x € K auch »? ein Element von K ist. Sei x e K,

s0 bilden

1 1 1
I+ # ly. (I T "2) (L + 2xly), 3 (2 TR }) (I, + %ly)
ein geschlossenes Dreieck. Somit ergibt

t 1 14l
Lt Ty (1 ~~%é)(l1+ 2uly) = 3l + 5 (B — 21,

. . - gy . . . .
einen konstruierbaren Punkt P. Da O P eine konstruierbare Richtung reprisen-
tiert, folgt 3% —— 2% € K und deshalb auch »? € K. Da nun mit » auch 1 4 2
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in K ist, fo}gF (1 4+ %) =1+4 3% + 82 + »*e€ K und daraus ergibt sich
x* € K. Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung des Lemmas gezeigt.

2. Wir nehmen jetzt an, daB K einen Kérper bildet. Wir wollen zeigen,
daB L rational abgeschlossen ist.

Seien drei verschiedene R'ichtungen gegeben durch die Vektoren

ki - 1k i=1,23

mit E'li = 2;;,- = 0 und u,/2, € K, wenn 2, #+-0 ist. Da die drei Richtungen
verschieden sind, kann héchstens ein Z; verschwinden. Diese Bedingungen
koénnen jedoch nur bestehen, wenn eine reelle Zahl + 0 und Zahlen
%, k; € K, existieren mit

A)tr;{i, Iuif'rk“ ’1‘,:],2.3.

Seien nun P, und P, zwei konstruierbare Punkte; dann kénnen wir annehmen,
dal P, auf der Geraden {r(hl, + wl); 7eR} und P, auf der Geraden
b+ paly + (2,0, - #2ls); 7 € R} liegt. Also existieren zwei rationale Zahle

01 und g, mit P, = p, (Aaly + pyly) und P, = Al + mly + 0y(A50, + HUaly).
Damit wird
SR (e 01) (A0, + tals) + 02(4ely + Usly)
={(1 — 01) A + 0ala}ly + et 01 + 0apta}ly.

Wenn nun (1 — o)1, + 024y 4 0 ist, so folgt wegen der obigen Darstellung
von 2; und p :

i
(Lt e)m+ eapts _ (L—p)) by + 0o ky
A —e) hitoody (1 —0) % + gy

Also repriisentiert die durch Py, P, gehende (ierade eine Richtung, die zu
L gehort. Somit ist L rational abgeschlossen.

3. Es bleibt noch zu zeigen, daf der Korper K von der Wahl des Ausgangs-
dreiecks unabhingig ist.

: Seien drei verschiedene Riéhtungen durch die Vektoren [, — Al 4l
¢=1,2,3 mit 32, = ¥ u, — 0 gegeben. Dann gilt wieder

h=rry m=rr;, 07reR, #i ke K.
Lésen wir nach 1, und ly auf, so erhalten wir:

h= D sl — py 15}
ly = DY — 2,0 + M}, D= Aty — Aoy

Sei ei'ne Richtung durch den Vektor ly + =ly, % € K, gegeben. Im neuen Sy-
stem ist dann die Richtung gegeben durch ‘

1)71{(,“2 . 7‘1-2)1; + ("“#1 + xll)lé}:

Wann sind Punktabbildungen des R” linear? 225
’ ’ v S — g+ %A
d.h. durch Iy, wenn u, — %2, = 0, oder durch I; + »'l, mit %’ = 7131?%1;,

wenn u — x4y, & 0 ist. :
Wegen der speziellen Gestalt von 4, und yu, erhalten wir im zweiten Fall

L Gl bl )
ko — xx,

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Den allgemeinen Fall wollen wir nun auf diesen Spezialfall zuriickfiihren.
Wir bendtigen dazu jedoch einen weiteren Begriff, der in zwei Dimensionen
nicht auftritt. 7

Definition. Es seien zwei Untérmengen von L der Form (l,, I,) und (I3, ..., 1;)
gegeben, wobei die Vektoren jedesmal paarweise nichtparallel sein mogen.
Die von ihnen aufgespannten Unterrdume E(l;,l,) und E(ly, ..., 1) mogen
den eindimensionalen Durchschnitt {zl,; 7 € R} haben. Wenn dann stets auch
ly € L gilt, so sagen wir, dall L die Durchschnittseigenschaft besitzt.

Die Bedeutung dieser Definition ist klar; denn wenn wir eine Abbildung be-
trachten, die eineindeutig ist und E(l,, l,) sowie E(l;, 1,, ..., I,) jeweils wieder
auf lineare Unterraume abbilden, so wird die Gerade {zl,; 7 € R} wieder auf
eine Gerade abgebildet.

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir die

Proposition 2. Sei L ein Richtungsbiischel im R”, welches » linear unab-
hiangige Richtungen enthélt.

Ferner sei L gekoppelt und besitze die Durchschnittseigenschaft. Dann sind
die folgenden Eigenschaften 1), 2), 3) iquivalent.

1) L ist rational abgeschlossen.

2) a) Zu je k linear unabhiéngigen Richtungsvektoren [, ...l, € L existieren
weitere $k(k 4 1) Vektoren 1,, derart daBl man aus den 3k (k + 1) Rich-
tungen ein Simplex bilden kann.

) Zu je zwei beliebigen verschiedenen Richtungen [,, [, € L ist die Unter-
menge der Richtungen L, ,, ={le€ L; | = 1,1, + 2,l,} in sich rational
abgeschlossen.

7) Der zu dem Richtungssystem L, , gehérende Korper K, ,,, ist unab-
hingig von der Wahl der zwei Richtungen [,, l,.

3) Zu jeder Basis e,, ..., e, des R* existiert eine nicht ausgeartete Matrix
N € R, i,k = 1...n, und ein Unterkorper K der reellen Zahlen, derart
dal} die Menge der Richtungen {I = >y #ives; w € K} ganz L aus-

k=1
schépft. Dabei ist K unabhingig von der Basis.
Beweis. 1)=-2): §) Sei Lrational abgeschlossen, soist auch L, ,,, insich rational
abgeschlossen, wenn Ly, in sich gekoppelt ist. Deshalb geniigt es zu zeigen,
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dall L, ,, in sich gekoppelt ist. Da nun Ly, 1, ein zweidimensionales Richtungs-
system ist, geniigt es zu zeigen, daB es eine dritte von Iy und 1, verschiedene
Richtung enthilt. Dazu betrachten wir ein System von & - { Richtungen
lieL,i=1..k+ 1, derart, daB die I, linear abhiingig sind, jedoch jeweils
k von ihnen linear unabhiingig sind. Da L rational abgeschlossen ist, folgt,
da} mit jedem geschlossenen Polygon, welches aus den l; konstruierbar ist,
auch diejenigen Richtungen zu L gehoren, welche durch die Diagonalen des
Polygons reprisentiert werden. Also genligt es fir die Kopplung nur Tripel
von Richtungen zu betrachten, die in einer Ebene liegen. Als nichstes betrach-
ten wir jetzt zwei benachbarte Zyklen, d.h. {0, 1) Is) und {1, 1, ls}, derart,
da3 /;, 1y, Iy und 1y, I,, I; nichtentartete Dreiecke bilden, d.h.,

llll S }*zl‘.’. ‘!’ }-313 =0,
sl + pgly -+ bgle =10

Ist nun die Richtung [, in der von ly und [, aufgespannten Ebene enthalten
und /; und [; linear unabhiingig, so bilden {7, I, ls} oder {I,,1;, 1,} ein nicht-
entartetes Dreieck. Ist dagegen /, nicht in der von Iy und [, aufgespannten
Ebene enthalten, so ist

d.h. {l,,1,,1,, 1) sind linear abhingig, jedoch alle Untergruppen von 3 Ele-
menten sind linear unabhingig. Also existiert nach dem vorherigen eine
Richtung ', derart dal} {/,, /', ls} ein nichtentartetes Dreieck bilden. Durch
Iteration dieses Verfahrens ist damit gezeigt, dal} zu je zwei verschiedenen
Richtungen [, I, € L eine dritte existiert, die von [y, I, verschieden ist und in
der von I, und l, aufgespannten Ebene liegt. Damit ist der zweite Teil der
Bedingung von 2) bewiesen.

2a) Den ersten Teil beweisen wir durch Induktion. Fiir £ — 2 haben wir
diesen  Teil gerade bewiesen. Wir nehmen jetzt an, wir hitten die
zweite Aussage fiir » = 2, 3, ... k bewiesen. Wir haben also die Giiltigkeit fiir
r =k 4+ 1 nachzuweisen. Es seien [;,7 == 1. k 1, linear unabhingige
Richtungen aus L. Dann existieren nach Induktionsvoraussetzung Zahlen
04w, eR, i = 1.k, derart daB wili —wlie L fiiv @ 4§ <k gilt. Wir
setzen u,l; = 1,. Nach dem schon bewiesenen Teil existiert weiter eine Zahl
0= e €R mit 1, — Uil € L. Wir setzen ebenfalls il == T 5861
jetzt 1 < 7 <k -+ 1, so konnen wir eine Richtung lelL finden, derart dafB3 die
Gerade {I, | 7l} die Gerade 17li11) schneidet. Es sei Tolr1 der Schnittpunkt.
Ist 7 = 1, soist [, — Lipne Lo Tst 7 = 1, 50 liegen die 4 Richtungen (I, — 1,),
(b — L), (1 — To) ks, (Tolpy + [;) in einem R3, und jeweils drei von ihnen
sind linear unabhingig. Ferner bilden diese Vektoren ein geschlossenes Vier-
eck. Nun ist [, — 1, eine Diagonale und somit eine konstruierbare Richtung;

[22] i
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d.h., I, — 1, € L. Damit ist 2x) bewiesen, und es bleibt noch der dritte Teil

zu zeigen. :
2») Da die Aussage fiir den zweidimepsinal‘en Raufn schon'b?wiesen 131‘)5,
konnen wir R mit n > 3 voraussetzen. Es seien zunichst drfe] linear Fna. -
hiingige Richtungen [,,1,, [, € L gegeben. Nach dem schon Be'\.\flesener} komien
wir annehmen, da} auch l; —l,, [, — I und I, — [, zu L g(?horen. .er wollen
zunichst zeigen, dal} Klllz = Kl2,a ist. Aus Symmetr.legrunden ist es aus-
reichend, KLI,2 CK,,,, zu beweisen. Ks sei » € K,m.mlt % %+ 0, » & 1, dann
ist die Richtung »l, —1I, in L,,, enthalten. Nun sind (xlz'—— l}), (1 .Aw'x)lz,
(I3 — 1y), I, — Il3) vier verschiedene Richtungen, ven denel_ﬁ ]ewells. drelv h.nea.r
unabhingig sind und die ein geschlossenes Viereck bilden. Da nun jede Diago-
nale einer konstruierbaren Richtung entspricht, ist »l, — [3 € ‘L I.)a,ra.fls folgt
~—x1e Ky, und da KM_, ein Korper is.t,. fngt. S KL,{LS. qult glllt. also
K, ., = Klzla' Seien nun [, 1,, ,l gegeben, die lp ZWfBl Ve.rschle.nen Ebenen liegen.
'l)ainzn existieren Ii; 1y bzw. I3, Iy aus L, die jeweils die glelchen' Ebenen a.uf—
spannen, und von denen jeweils drei Vektoren linear unabhingig sind. Somit
erhalten wir nach dem schon Bewiesenen:

KLIIZ =Kpy = Ky, = KL:’,:; == Kz,,ld-

1la aly
Damit sind also die Eigenschaften von 2) alle bewiesen.

Wir bemerken noch, dafl wir bis jetzt von der Durchschnittseigenschaft von
L keinen Gebrauch gemacht haben. Sie wird erst wichtig fiir die folgende Ar-
gumentation.

2) = 3): Da die Aussage 3) invariant ist gegeniiber nicht ausgeart.eten
Transformationen, geniigt es, sie fiir ein spezielles Basissystem zu beweisen.
Wir wihlen zu diesem Zweck [, ...1,€ L mit [,, ..., [, linear unabhingig und
I, — 1, e L fir ¢ 4 k. Eine solche Wahl ist nach 2x) méglich. Als Kérper K
wihlen wir jetzt den durch 2y) festgelegten Korper. Ferner kénnen wir vorauss
setzen, dafl » > 3 ist. Sei jetzt I’e L mit I’ &= 1,,7 = 1 ... n. Dann ex%sqert
nach 2n) eine Zahl # mit gI' — [, € L. Wir setzen pl' — I. Ferner existiert
fiir i < 1 ein p, mit I — y,1, € L. Nun ist

A 4 pls peRyN{ 4 A0 — 1) + pyils —1); 4 ueR}
= {l, + Ay, —L); 2eR}.
Also st wegen der Durchschnittseigenschaft (y,l; —1,) € L, d.h. y, € K. Da

nun y;l, —1le L und y,€ K ist, folgt auch I, — e L. Sei nun l.: > il mit
MiFO0firi=1...k u,=0firi =%k + 1...0n Sei k > 3, so ist der Durch-

E—1 ki
schnitt der Unterriume {Al, + ul; 1, u € R} und { 2 Ali; 4, € R} die Gerade

k—1 k—1 i=1 X o :
{t 2 ul;; TeR). Da l,, I und >, u;l; in einer Ebene liegen, existiert ein
i=1 k—1 i1 S
x é K mit ¥, ul; = 1 + xl,, d.h. u, € K. Wiederholen wir dieses Argument,
i=1
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so erhalten wir u,l, + uyly € L und u, e K fiir J > 2. Daraus folgt uy/u, e K,
und da ebenfalls 1;,0,,1, —~1,, und (taly 4 wgly) — 1, € L sind, folgt

+ 1y 2
h—1, = '//,’ll //::II i Y (ly + piply).

Daraus ergibt sich — € K und somit p,, p, e K.

My My

Damit haben wir gezeigt, daf3 jedes  Element le L von: der Gestalt

lE%,-lf, z;€ K, ist. Es bleibt noch zu zeigen,; dal jedes Element dieser Gestalt

in L ist. Den Beweis fiihren wir durch Induktion. Fiir Elemente der Gestalt

#ily 4 %y, ist dieses nach den Voraussetzungen 24) und 2y) der Fall. Ange-
%

nommen, wir hitten schon bewiesen, alle Elemente der (ost alt Y #1;,
: i=1
%, € K, seien in L. Sei ferner Rl G S R 1} gegeben, so ist

e,
Dxd; =1 e £ und ebenfalls I’ - l; el fir ¢ I ... k. Damit folgt nach
T :
dem schon Bewiesenen, dafl auch [/ - - Uiy € L gilt. Somit folgt + o lie L
: : k1
fir sy e Kyoda U 4 #0450, € Ly, Iy, 15t Damit ist also E #;l; ¢ L und die
Bedingung 3 ist bewiesen. hend
n
3) = 1): Sei jetzt 3 vorausgesetzt, d.h., schopfe { D x;x,.0.5 %, € K}
‘ k=1
ganz L aus. Dann sind inshesondere 1, — Mager i = 1,...n, linear unab-
7
hingige Elemente in L. Wir erhalten also, dall L von {2 #:li; %, € K} aus-
7
geschdpft wird. Seien nun 1] = ¥ %,,1,: ,, € K, und 2l =10,d.h. B, =0.
: J 7
Seien o, und g, rationale Zahlen und P, - oili, Pa= 31l + g,y s0 gilt
=1
e J ’ ’ v 3, L
e N T o
PP, = E L + sl — o1l = 241 E %o + Qa%iyr, i —01# 4l € L,
i=1 T k=1

da die Zahlen in den Klammern zu K gehdren. Somit ist L rational ab-
geschlossen.

Dieses Ergebnis erlaubt es uns nun, die Bedeutung des Kérpers K geometrisch
zu interpretieren. Wir erhalten :

Satz 3. Sei T eine Abbildung des R™ in den R™ mit den Eigenschaften
a) T ist eineindeutig
b) T ist additiv;

¢) T bildet die Geraden der Gestall {@o +1l; TeR) fir alle l e L wieder auf
Geraden ab. ‘

[24]
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jekoppell i nn qgilt:
Wenn L gekoppelt ist, dann g .
\) Alle Geraden der Gestalt {x, + ©l; v € R} mit € L werden 'fvzeder auf G}e;;u%en
/ abgebildet, wobei L das kleinste rational abgeschlossene Rwhtm'z'gsbusc ist,
u'(;lches die Durchschnittseigenschaft besitzt und welches L enthdlt.

p) Jede Abbildung T mit den Bigenschaften a, b, ¢ ist genaw dann linear, wenn
das Richtungsbiischel L alle Richtungen des R enthilt.
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