WS 2005/06 Vorkurs: Mathematische Methoden der Physik Musterlosung von Blattl

Aufgabe 1:
a)%<3x_4 —12-2x<12x-16 = 28<14x = x>2 Lsg. |
2
b) [x+2|<1
1. Fall x>-2: 2.Fall x<-2:
X+2<]l =>x<-1 = -2<X<-1 -X=2<1] = X>-3 = -3 <X<-2
| |
Lsg.: I I
-3 -1
c) 2—4 <3
X
1. Fall x<0:
ST 2 Fall 0<x <~ 3. Fall x>
——+4<3 =>-——<-1 5 2 5 2 5
X X
= X >2 Widerspruch!!! ;_4<3 = 2<7x _;+4<3 j_;<_1
:>x>% :>£<xsl = X<2 :>l<x<2
7 7 2 2
Lsg.: | |
27 2
d) 4x*+16Xx=20 = X*+4Xx-520 S ,
Betrachtet man die stetige nach oben gedffnete
Parabel f(x)=x2+4x-5 so geniigt es die Nullstellen zu I

bestimmen um anschlieend die Ungleichung 16sen zu kdnnen.

1125

X2+4x-5=0 <X, =2tv4+5 =X =1,x,=-5

75 25 0 25 5
X

Somit gilt fiir die Ungleichung: x € R\(-5,1)

Lsg.: | |

-5 1




Aufgabe 2:

a) Punktsteigungsformel: y-y, =m(x-x,) =>y+1=-1(x-1) =>y=-x

b) Zweipunktformel: y -y, =yz—_y1(x—xl) =>y-4= >4
—X

(x-3) :>y=—lx+4+E
X, = X, -2-3 5 5

c) Erstelle die Normalform der gegebenen Gerade: 2x+5y =15 = y= —% X+3=>m= —%

Punktsteigungsformel: y-y, =m(x-x,) = y+1:—§(x-5) = y=—§x+1

Aufgabe 3:
a) Def.: [-1,1] ; Werteb.: [0,1]
b) Def.: R\0 ; Werteb.: R\0

c)Def:R\nt neZ; Werteb.: R\(-1,1)
d)Graphische Lsg. Von f;:

cos(ty 2, 0.5

In dem Gebiet in dem der rote Graph unterhalb des blauen verlduft ist die Funktion f4

definiert.
Aufgabe 4:
1 —X
a) (fog)=——r-l=—
1+ X 1+ X
1 1
b o Y X)=—m—=—
) (@0 D00= o=y

c) (fof)X)=x-1-1=x-2

1 1 X+1

) (9290 =——~=313" 112
I+— —
( 1+xj X+1



Aufgabe 5:

a) X’ +y><4: %)

Denn die Kreisgleichung lautet

X* +Yy? =r?, wobei r der Radius ist.

b) X’ +y* +6y <0 und y>-3
Die Kreisgleichung mit ,,verschobenen*
Mittelpunkt lautet:

(x=%) +(y=y,) =r?

Mit Mittelpunkt (xo,y0)

Quadratische Ergénzung:

X4y 46y =0 x +(y+3) =9

¢) X>+y>>1und y>4x’

v

o

2

y > 4x

—_—
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Aufgabe 6:

Definition der Ableitung: f'(x) = f(x+ DRI

h—>0 h

a) f(x):%

F(x) = (x+h) X |1 im (X+h)(1=x)—x(1—-(x+h))
IHOI (x+h) 1—x |h >0 h(1-x)(1-(x+h))

| { h } !
=lim =
>0 h(1—x)(I=(x+h) | (1-x)’

f(X)j F'0900= F0O0'() o
9(x) (g(x)’
1d-x)—-x(-1) 1

(1= (1=x)

1

JA+Xx%)
f'(x)= hmll ! ! ]Lir%%{\/(l+x2\/(l+(x+h)2}

woh| Jur(crh? e JA+(x+h)? 1+

1] Ja+x2 =@+ (x+hy H\/m X +\/(1+(x+h)2}

~ohl JA+ x>+ || 1+ X2 +0+(x+hy?

Mit der Quotientenregel [

f'(x)=

b) £(x) =

(1+x)—(1+(x+h)*)
Oh A+ (x+hy 1+ X (\/(1+ X +\/(1+(x+h)2)

i L —-2xh-h’ __ =X
h—0 h \/(1+(x+h) \/(1+x (\/(1+x +\/(1+(x+h) ) (1+x2)%

-1

Mit Kettenregel f(g(x))= '(g(x))g'(x) folgt fiir f(x)=(1+x")2:

f'(x):—%(1+x2)23 (20 =——
(1+x%)>

Aufgabe 7

a) f (X) = (L(X)jz

1+ cos(X)



f,(x)zz( sin(x) j(cos(x)(l+cos(x))—(—sin(x)sin(x)j

1+ cos(X) (1+ cos(x))
_ 2sin(X) [ cos(X)+cos*(X)+sin’(X) | 2sin(x)
~ (1+cos(x)) (1+cos(x))* ~ (1+cos(x))?
. X
b) f(x)= sm[mJ
V1

X
X —
2J1+x | ( X j 24X
= COS
NI

s X
f(X)_COS(\/1+Xj 5%

3

2(1+ x)?

c) f(x)=+/1+cos(x*)

F1(x) =L (—sin(x?)2x) = S0
2\/1+COS(X2) V1+cos(x?)
Aufgabe 8

a) F(x,y):x2y+xy2—6:0‘ di

=2XY+ XY + Y +2xyy' =0
& Y (X +2xy) =-2xy -y’

, 2xy -y’

eys (x> +2xy)

b) F(x,y)=x+tan(xy)=0 i
»dx

=1+

+xy)=0
cosz(xy)(y y)

& Y+ Xy =—cos*(Xy)

_ 2
oy=Y_ cos”(Xy)

X X

Aufgabe 9

a) f(X)=y=x"+1;x>0

y=xX'+l< x=,y-1

Variablentausch = f 7' (x) =vx -1

i:2x;x:a:> f'(a)=2a
dx



df ! 1 ' 1 1
= ;x=a= f"(f(a)=
0 2%l (f(a))

f'(a)f’”(f(a)):zaLzl
2a

2nal+1-1 2a

In der folgenden Grafik bezeichnet der rote Graph die Funktion und der blaue die
Umkehrfunktion.

x2 +1,(x- 17{1/2)

7.5

25

7.5 10

b) f(x)=x;x<0

y=x>ox=—y
Variablentausch = f '(x) = —v/x
df

—=2x;x=a= f'(a)=2a
dx

LA P B B B §
dx x’ 2Ja> 2fal —2a 2a

f'(a)f’“(f(a)):zaLzl
2a

Analog zu Teil a) ist die Funktion rot und die Umkehrfunktion blau dargestellt.



3.75

25

125

-1.25 1.25 25 3.75

-1.25

Aufgabe 10

Es gilt: T (f(x)) = L

F'(x)

Mit f~'(x)=arcsin(x) und f(x)=sin(x) erhilt man:

1 1
(arcsin(sin(x)))’ = = ; und mit f(x) =y folgt:
cos(X)  \/1—-sin*(x)
(arcsin(y))' = !
1-y?
Variablentausch = (arcsin(X))' = %
1-x

Mit f ' =arccos(x) und f(X)=cos(x) ergibt sich:

' 1 1 !
(arccos(cos(x)))’ = sin(x) J—cos’ (%) - Sy
Variablentausch = (arccos(X))' = 1_1x2
Aufgabe 11
a) N"

b) N(N —1)(N -2)...(N —n+1) = (N'\i!n).

of V)N
) n) (N-=n)mn!
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Aufgabe 12:
a)
(f+g) (x)=lim f(x+h)+ g(X+hh)— fF)F9(x) ~ lim f(x+hz— f(X)%},iL% g(x+hz_g(x)
=f'(0)£9'(%)
b)
(fg) (x) =lim f <X+h>9<X+hh)— F()g(%)
i FEDGO+) = £ 0090+ f (g (x+h) - () g(x+h)
h—0 h

= timgOct iy =T iy 100 SXEDZI0) 130900+ £ 09/

c)
f(x+h) f(x) f(x+h)g(x)— f(X)g(x+h)

(1/ ()< lim 30900 g0erhg00
g h—0 h h—0 h

(g0 - f(9g(x-+h)+ g0 F () -9 (0 F ()
im g(x+Mgx)
h—0 h

f(x+h)—f(x) g(x+h)—g(x)

W T F e g )
0 900g(x+h) (900’
Aufgabe 13:

Sein>0 = x " = in = f(X) dann gilt fiir die Ableitung nach der Quotientenregel:
X

— . n_l
=" =L =™
X X
Aufgabe 14:

Die Definitionsgleichung der Umkehrfunktion lautet: f~'(f(x))=x

Differenziert man dann beide Seiten erhilt man nach der Kettenregel: " (f(x))f'(x)=1
1

Somit gilt: 7' (f(x))= 70




Aufgabe 15:

a)
1

. f/ _ 1 . f/ —
f(x)_m’ f (X)_(l_x)z’ f (X)_

n!
— ;= 0 ©)=n!
(l_x)n+1

1.2:3-4
u
(1-x)°

1.2
(1-x)""

Moy 1723 @y oy
0= 1900

SW.

= "V (x) =

b)
f(X)=v1+x; f'(x)=

s = =S
2 (1+x) 4 (1+x)" 8 (1+x)"
15 1

—————— usw.

16 (1+x)"

n n

[1(2i-3) 1 [1(-3)

= 1000 = (=) H—— (1) 725 = 7(0) = (1) H———smit] ]i -
i=1

fU0x) =

Aufgabe 16:
Sei p(X)=a,+ax+a,x* +a,x’ dann gilt:

(0
P(0)=2ay; p/(o):al; p//(0)=2a2; p///(0)=6a3 =a,= nl( )

Somit gilt fiir p(x) mit den Vorraussetzungen von der Funktion 15 a:a, =1;a, =L;a, =l;a, =1
1 1

Bei 15 b gilt: 8 =1, =%;a2 —-la =k

Aufgabe 17:

a)
F(x):%Ax3 +%Bx2 +Cx+D
b)

1

1 n+1
F(x)=———(ax+b)"™ +C
(X) an+1(ax+ )+

Im Folgenden werden wir fiir SF[f(x)] immer j f (x)dx schreiben, siehe Skript.

c)

F(X) :jzx(1+x2)”dx subst.: y=X’; dy_ 2X; Y _ dx; :>I2x(1+ y)“ﬂ :I(l+ y)"dy
dx 2X 2X

L(1+ y)"+C =L(1+x2)n+l +C
n+1 n+1

d)
1

ol

dx:J(l—x)’%dx:—z(l—x)% +C
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Aufgabe 18

Es gilt: y(x) = '[ y'(x)dx = J'(I y”(x)dx) dx

a) y”(X)=%
y(X) = J.(J-%dxj dx = J-(_?l+ ajdx =—In(X)+ax+b

y"(X) = sin(X)
b) y(X) = j( | sin(x)dx) dx = [ (~cos(x) +a)dx = —sin(x) + ax+b

Aufgabe 19

,X#*1

f(0 =

Da (x-1)*(x+1) = x*-1 ergibt, folgt der Ansatz zur Partialbruchzerlegung:

A B _Ax-D+B(x+l)
(x+1)  (x=1) x> —1

Hierbei werden A und B so bestimmt, dass diese die Funktion f(x) ergeben. Daraus erhélt
man folgende Bedingungen:

|:A+B=0= A=-B
I1:—=A+B=1= mitl :B:%;: mitl : A=——

Somit gilt:

(0= 1 1

= +
x* -1 2(x+1) 2(x-1)

= F(X)=[—

j X = L 1
2(x+1) 2x-1) 2In(x+1)  2In(x—1)

Aufgabe 20
Es gilt: [(F'00g00)dx= (0900~ [(F(0g'(0))dx

a) F'(x)=xe™* mit f'(x) =™ und g(x) = x folgt:
F(x)= '[(xefx)dx =—xe " —J'(—e’x)dx =—xe ‘' —e " +cC
b) F'(x)=e *sin(x) mit f'(x)=¢™ und g(x)=sin(x) folgt:



F(0 = .[(eiax sin X)dx = _éeax sin(X) — I (- cos(X)éeaX)dx

ax

Wiederum partielle Integration mit f(X) = —le‘ und g(x)= cos(x)
a
Cax s | | . |
F(X)= J.e sin(X)dx = ——e ™ sin(X) —{cos(x)—ze —J.(— sin(X)—e )dx}
a a a

=~ L eaginex) - cos(x)ize-ax - izjeax sin(x)dx
a a a

e +%)I & sin(x)dx = — e sin(x) — cos(X) 5 &
a a a
2

+1

—ax

a j(_le—ax Sin(x)—cos(x)ize_ax)+c= 92 (—asin(x)—cos(x))+c
a a a +1

= .[e‘ax sin(X)dx :( :
a

Aufgabe 21

b)j 2X dx Substitution y:x2+1:>ﬂ:2x:>dx:d—y

o X-+1 dx 2X

Bei bestimmten Integralen muss bei der Substitution immer eine Grenzenverschiebung
vorgenommen werden, dies werden wir im Folgenden ohne Erwdhnen durchfiihren.
Hier gilt: Xx=0->y=x=1>y=2

Somit erhdlt man folgendes Integral:

1 2
I%dx_ XYy

1:1 1 1 1
- =~ [Zay=-01 =—(In(2)-0)=—In(2
o X" +1 'y 2X 2!y d Z[H(y)]‘ 2(n() ) 2n()

c) Mit Hilfe partieller Integration folgt:

/4

sin(x) cos(x)dx = [ sin’(x) | - i sin(x) cos(X)dx

O 0 | N

T T

i IRTVIPC R 3 1, 1
= 2.([s1n(x) cos(X)dX—[sm (X)J0 = _([sm(x) cos(X)dx = 2(1 0)= 5



Aufgabe 22

< 2
I, = I x"e ™ dx
|
? 2a

—00 —00

.OO _ax?
Wobelje "dx=1,

—00

= I x’e " dx :T xxe > dx :{x_—leaxz T -

Jetzt muss man den mittleren Term (Klammerausdruck) berechnen, um den Quotienten I,/I

zu bestimmen.

Dies erreicht man, indem man die Grenzen einsetzt und die Regel von L Hospital anwendet.

Fiir die obere Grenze folgt:

-1

. X . . . .
lim— =0 da die Exponentialfunktion schneller anwéchst als jede Potenz von x!

T =

x—w 29 eax

Analog fiir die untereGrenze:

Somit féllt der Mittelterm weg. Demnach gilt:

1 | 1

I —
* 22’ 1, 2a
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Aufgabe 23:
1
ln(l) = Iudu substituiere: S = 1 = ds = —iz = du =-u’ds
X u du u
1
= In(1)= jldu = TS(—Uz)dS =jids =—jld = —In(X)
X" 1u ! ' s’ 'S
Aufgabe 24:
a)
f(x)=xe® F(x)= J. xe ¥ dx
substituiere: r=-x>= dr =-2Xx=>dx= _ar
dx 2X

= F(x)= Ixe dx = jxe( SLJ=—%jerdr=—%er+c=—%e‘x2+d

: Tl
}[f(x) [——e l_—ae +E
b)

g(x) = In(x)

G(x) = [In(x) = [1In(x) = xln(x)—_[xidx = XIn(X)— X+d

jg(x)=[xln(x)—x]12 =2In(2)-2+1=2In(2)-1

Aufgabe 25:

s

V(t) = gto + (Vo - gto )e_to

_t
= X(t) = gt,t+(-t,) (v, — gt )e © +c
x(0) =h, =(t,) (v, —gt,)+¢ = c=h, +Vt, —ot,’
t

= X(t) = gt,t+(gt,” —V,t,)e © +h, +vt, —at)’



Aufgabe 26:
y =xy=0; y0)=1
Potenzreihenansatz:
y) =Y ax =y x)=> iax"
i=0 i=1
y —xy=0
< Yiax™=x> ax =0
i=1 i=0
<D (i+Da, X - ax" =0
i=0 i=0
ea+) (i+Dha,x' -> ax" =0
i=1 i=0
ea+ Y (i+2)a,x" =Y ax" =0
i=0 i=0
ea+) ((+2)a,+a)x" =0
i=I

=a=0A(+2)a,,+a =0

i+2

fiir 1 ungerade folgt: a, =0

a'i—4
. a, i—2 a_ 1
fiir i gerade folgt:a, = —=2:a =1 =14 - 4=
8 A T T i) T (im2) 642
y(0)=a,+a,0+a,0’°+...=a, =1
4= 1
' i(i-2)..6-4-2
= y(x):iL.x2i :il 1y | =eéxz
i=0 i!'2| i=0 I! 2
Ansatz mit Separation der Variablen:
y —xy=0; ﬂ:xy; :>d—y:xdx; :jﬂzjxdx; :ln(y):lx2+d
dx y y 2
L e

—y=e’  mity(0)=1 folgt d=0also y=e>



Aufgabe 27:

EPYPVNEE DRSSPI | SRS ) S DRI
fX)=(1-x)%; f'(x)= 2(1 X) 2; f7(x)= 22(1 X)2; 7 (x)= 222(1 X) %;
@y L1355
() = 2222(1 X) %,

n . 1 -n+

] | ] [T@i-3)0-x 2

= f(“)(x):H(zi—3)%(l—x)n+2 —a, = fn('x)= =l rZ]' 18y = f(x)

Fiir die allgemeine Taylorentwicklung gilt dann:

. e £70x) . "(m—méa—&)mi
:>gw(x):ao+Z(an(x_xo)n):ao+2( : (X_Xo)n]:ao"'z = (X=%,)"

n=1 n ' n=1 n '

Die Taylorentwicklung bis zum Grad 3 ist dann explizit:

son{3-e- G-

Aufgabe 28:
0 0 h2n © N h2n © N h2n
-1 -1 -1 +1-1 -1
. _cos(hy—1 . nz(;(( ) (Zn)J . ;(( ) (Zn)!j . ;(( ) (2n)!]
lim =1lim =1lim =1lim
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
) © . h2n—1
:Lﬁ%é((‘l) (2n)!j:0
0 N h2n+1
iy S )
lim sin(h) i 2n+1)!
h—0 h h—0 h
h © n h2n+1 e n h2n+1
-1 -1
. +nz_1:[( ) (2n+1)!j . nz_:‘[( ) (2n+1)!j
=lim =lim| 1+ =1

h—0 h h—0 h
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Aufgabe 29
z1 = 1+1 und z, =1-1

,=2,+2,=1+i+(1-1)=2
2,=2-2,=1+i—(1-1)=2i

Z, =22, =(1+i)e(1-)=1+i-i-i*=2
Seiz=a+bi —|7|=+a’+b’
|2 =2i|2,| = V2i|z,| = V4 =21z, | = V4 = 21|z | = V4 =2

5
@ =arc(z) =arctan| —
a

@ =arc(z,) = arctan Gj =%+ 2nrine’Z
@ =arc(z,) =arctan (_Tl] = %T+ 2nrneZ
0
@ =arc(z,) = arc(z,) = arctan (Ej =2nzr;neZ

p=arc(z,)= arctan[%) =%+ 2nr;ne’Z

i " Re




Aufgabe 30

Es gilt: i* =-1

o0

cos(ix) = Z—)( 1" (ix)*" Z STORRCA 2“—2(2—),< D" () %

] N
_ZZ—n) )" (-1) 2(2 )'x " =cosh(X)

— (2 1)'( ) (IX)2n+1

3 1 2n+1 S n ny2n+l _ 5o
:§(2n+l)!( D"i(()?) x ZO o 1)'( 1) (=1)"X>"™" =i sinh(x)

Aufgabe 31
Es gilt: e* = cos(X) +isin(x) und cos(—X) = cos(X);sin(—x) = —sin(X)

a)
cos(x+y)=Re (ei(“y) ) =Re (ei“'y ) Re( e eV ) Re((cos(x) +isin(x))(cos(+y) +isin(£y)))
=Re (cos(x) cos(y) Fsin(X)sin(y) +1i (sin(x) cos(Y) £ cos(X)sin( y))) = cos(X) cos(Y) F sin(X)sin(y)

sin(X £ y) = Im(e‘(“y)) = Im(e‘“‘y) = Im( e”e +'y) Im ((cos(X) +isin(x))(cos(y) +isin(£Y)))
=Im (cos(x) cos(y) Fsin(X)sin(y) +1i (sin(x) cos(Y) % cos(X)sin( y))) = sin(X) cos(Y) £ cos(X)sin(y)

b)

%(e“ e )= 21| (cos(X) +isin(x) —cos(—x) —isin(-x)) = %m sin(x) = sin(x)
%(eiX +e' ) = %(cos(x) +1isin(X) + cos(—X) +isin(-x)) = %2 cos(X) = cos(X)

Aufgabe 32

(cos(x)+isin(x))" = (e")" =€e"™ = cos(nx) +isin(nx)



cos(2x) = (cos(x) +isin(x)) —isin(2x)

= cos’ (X) + 2i sin(x) cos(X) —sin*(X) — 2i sin(X) cos(X) = cos’ (X) —sin” (X)

sin(2X) = %[(cos(x) +i sin(x))2 - cos(2x)} = l[cos2 (X) + 2i cos(X) sin(X) —sin® (X) — cos*(X) + sin’ (X)}

= %2i cos(X)sin(X) = 2 cos(X)sin(X)

Aufgabe 33

Fir zeC mitz=a+bigilt: z= |I’|ei¢ wobei |r| =va’+b’;p= arctan(gj
a

a) 2Z2=1; z1=1;2,=-1

b)z? +(1+i)z+i=0

Mit p-g-Formel folgt:

21/2:_(1+i)ir /(1+i)2 i () 1420 +i* - 4i _—(+D /(l—i)2 _ -+ (-0
2 4 2 4 2 4 2 2
5z, =-1

=z =-i

i(§£+2nﬁ

¢)z’=-i  mit obigem Ansatz folgt mit|r| =lund —-i=e'? ] wobein=0,1,2:

(ei¢ )3 _ e3i’/’ _ ei{%’ﬂnzz}

. 3z. Sz

Somit lauten die Losungen: z, = e 32, = e 32y = e

d) z* = -4 analog zu ¢) mit |r| =2 und -4 =4e"" undn = 0,1,2,3 folgt:
.\ 4 .

Z4 _ (\/Eel(p) _ 4e|4(p _ 4e7r+2n7r

Sdp=n+2n7w

IR N
(/)4 2

. 3z, 5. Tr.
Daraus ergeben sich folgende Losungen: z, = x/Ee“l 32, = J2e* I;Z3 =/2e* I; Z,= NOE I
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Aufgabe 34:
Laut Skript lautet die allgemeine Vektordarstellungsform: d = a €, +a,€, +a,€,

In diesem Fall benutzen wir aber die in der Schule iibliche Darstellung als Spaltenvektor, da
wir ausschlielich in der {iblichen Basis rechnen.

a)

b)
&) =32 +(—4)° =425 =5 ¢, :arctan_?4:—0,93rad ; \6\:,/(—1)2 +12 =42

@ = arctan%= 2,03rad ; |C| =) +1? 2\/5; @ = arctan%= i :

4

9)
ab =3-(-1)+(-4)-2=—11; a =3-1+(-4)-1=—1; be = (-1)-1+2-1=1;
d)

- da-b -1l
cosp(@,h)=——==——==¢p=2,96rad ;

aljp| sv2

e)

1 . 3 -1 3IA-u=1
C=| |=Ad+ub=41 +u = H ;

1 —4 2 —AA+2u=1
:>,u=3/1—1;:>—4/1+2(3/1—1)=1:>22=3:>/1=%;,u=%
Aufgabe 35:
dalblc; d=ca+pb+C;
a&=a(aa+ﬁ6+yé)=aaa+ﬁa5+yaé=aaa:>a=§—q;

b =b(aa+,[)’b+yc):aba+ﬂbb+ybc:ﬂbb:ﬂzﬁ,
= cd

ol
I
Ol

(@@ + b +yC)=atd+ feh+yCC = yec =y =

ol |
Al



Aufgabe 36:

3 2 c
a=|-1 ,5= 1 ;C=|c cla=3c-¢c,=0=c,=3cC
0 -3 c
-1 3) -1
Wihlenun € =| -3 |,da a=|-1| -3 [=0
0\ ¢
2 3A—pu=2
Ad+uC=b= 2] -1 +,u[ =| 1 |=-A-3u=1=pu=31-2=-1-3(31-2)=1
-3 UC, =—
= - 10/1——5:>/1—l ,u:_—1:>c =6
2 2
-1
=C=|-3
6
Aufgabe37
-1 2 2+9 11 1 -3\ (-22
d=| 2 |b=|3|=daxb=|-6+1|=|-5]|; (@+b)x(@-b)=| 5 |x| -1 |=| 10
-3 1 -3-4) (-7 -2) -4 14

Allgemein gilt ndmlich:
(@+b)x(@-b)=dxa+ax(-b)+bxa+bx(-bh)
—dx(-b)+bxd=bxa+bxd=2(bxa)=-2(axbh)

Aufgabe 38:

? , also gilt:

|a(x)| = Ja(x)a(x) = axax) =[a)|’, wenn [a(x)| =
axya(x)y=c= (é(x)é(x))/ =& (x)a(x)+a(x)a'(x)=2a’(x)a(x) = 0= a'(x)a(x) = 0 Dies
hei3t anschaulich, dass wenn |§(X)| = const. ist, steht der Ableitungsvektor zu jedem x

senkrecht auf der vektorwertigen Ausgangsfunktion.

Aufgabe 39:

1d,. 1d, ., - N
2 (o =12 (a(0a(x) =a(0a (3
ld ., p_1d_, :

S a0 =552 (9 =a(x)a(x)

Seitenvergleich liefert das das gewiinschte Ergebnis



Aufgabe 40:

Der Korper vollzieht eine Spirale, wobei er in der e;-e, Ebene eine Kreisbewegung vollzieht
und diese Kreisbewegung durch die e; Komponente zur Spirale wird.

X(t) = cos(wt)€, +sin(wt)€, + V, 1€,
V(t) = —wsin(at)€, + wcos(awt)€, +V,E,

d(t) = -’ cos(at)g — @’ sin(wt)E, + 08,

Fiir v,=0 gilt:

[X(t)] = /cos* (et) +sin* (et) =1 = const. = X(t) L V(t)

X(V(t) = cos(wt)w(—sin(wt)) + sin(wt)w cos(wt) =0

Das heif3t, dass der Ortsvektor immer senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor steht, dies
ist auch einleuchtend, da der Geschwindigkeitsvektor bei dieser Kreisbewegung immer der
Tangentenvektor am Kreis ist und der Ortsvektor der Vektor vom Mittelpunkt des Kreises
zum Kreisrand.

X(t) = cos(awt)g, + sin(wt)E, + 0,
d(t) = -’ cos(awt)E — @’ sin(wt)E, + 08, = —w’X(t)
Somit ist der Beschleunigungsvektor antiparallel zum Ortsvektor (Minuszeichen!!!) und um
den Faktor @” gestreckt bzw. gestaucht.




WS 2005/06 Vorkurs: Mathematische Methoden der Physik Musterlosung von Blatt 8

Aufgabe 41

1
— a ——
V(x):rza(xf+x22+x§) 2:xe R’
;

o 1 =
ox | —5(xf+x22+x32) 322x1 . #
W(;(): 2 a(x12+x22+x32)7:a —l(x12+x22+x32)72x2 :i—i X, :—%x
i X Rt
ai;} —%(xf+x§+x§)_22x3
Aufgabe 42
F(;():exp(—‘;(4+‘;(2):exp —(X12+X22)2+(X12+X22) ;XeR’?
0
N ) —2( +X3)2%, +2x, )
F — 1 2 2 2 2)) = (2 2 2 2
\% (x) o exp (xl +x2) +(x1 +x2) —2(x12+x22)2x2+2x2 exp (x1 +x2) +(x1 +x2)
0X,

3 2)? 2, ,2)\2 2, 2
=X[—4|X| +2)exp|—(X + X)) +(X +X;

Die anschlieBenden Grafiken stellen die Funktion sowie deren Gradientenfeld dar.
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Aufgabe 43

Die Rotationsmatrix fiir eine Drehung um die Q — Achse um den Winkel ¢ lautet:

cos(p) —sin(ep) O
A=
0 0 1

sin(p) cos(p) 0} analog gilt dies fiir die riickgéngige Rotation um den Winkel —¢:

cos(—p) —sin(—¢) 0 cos(p) +sin(ep) 0
A" =| sin(-p) cos(—p) 0 |=|-sin(p) cos(p) 0],
0 0 1 0 0 1

wobei cos(—X) = cos(X);sin(—X) = —sin(X) verwendet wurde.
Bildet man nun das Produkt AA™, so folgt:

cos(p) —sin(p) O0)( cos(¢p) sin(p) O
AA™ = {sin((p) cos(¢) OJ{— sin(p)  cos(@) OJ
0 0 1 0 0 1
cos’ () +sin’ (@) sin(@) cos(¢) —sin(¢p)cos(¢) 0 1 00
= {0 1 OJ
0 0 1

=| sin(@) cos(¢) —sin(¢) cos(@) sin” (@) + cos’ (@) 0
0 0 1



Fiir die Drehung um %ergibt sich:

1 1 /
T . T _ 0
cos(—4 ) - sm(—4 ) 0 > >

— O0|und A'=|-

(e o[ —
N | —
[\)>—

[\)>—¢
ot\)_ﬁﬁ\
[w)

0 1 0

Vergleicht man nun die Matrixelemente von A und A", so erkennt man, dass alle Eintrige
identisch sind und nur die Elemente a;> und a,; die Vorzeichen wechseln.

Aufgabe 44
1 2 2 3
A= ;B =
s 3
1 2 21 2-2 2 4
a) C=2A=2
3 4 2:3 24 6 8
1+2 2+3 3 5
3+4 4+5 7 9
2 -1 -1
D=A-B=
AB = 2 3 1-2+2-4 1-3+2-5 10 13
4 5 2:3+4-4 3-3+4-5 22 29
BA = 2 3 2-1+3-3 2-2+3-4 11 16
4 53 4 4.1+5-3 2-4+5-4 19 28

Anhand dieses Beispiels erkennt man, dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist.

c)

a b
d) Esgilt: AA"=1;Sei A’ = [C d j beliebig. Daraus folgt das Gleichungssystem:

AA‘1—12 ab_a+2c b+2d (10
13 4)lc d) (3a+4c 3b+4d) (0 1

l:a+2c=1
I1:3a+4c=0 az—ic
III:b+2d:O<:>b—_23d ainIund b in II einsetzen

IV:3b+4d =1



—§c+2c:1<:>c=§:>a:—2 -2 1

= 1 Somit lautet die inverse Matrix A™' =| 3 1
—6d+4d:1<:>d:—5:>b:1 5 T3
Aufgabe 45
10 00 1 0)0 0) (0 0
00 0 1 0 0)lo 1) (o o
Aufgabe 46

Sei Paula = p und Fritz = £, so ergibt sich folgendes Gleichungssystem und die anschlieende
Losung:
l:p=2f

&3f=9< f=33=p=66
IN:p+f=99

Uberfiihrt man dieses System in ,,Matrixschreibweise* der Form y = Ax;y,X € R*> und A eine

2x2-Matrix, deren Losung A"y = A Ax = X fiir x als Unbekannte ist, so folgt:

0=p-2f 0 I 2\p
& =
9=p+f (99) (1 1) f

Die Inverse zu (1 { J erhilt man analog zu Aufgabe 44.

1 1 2 1 2
2) |3 3 3 310 =66
Es gilt: = 33 und demnach folgt: P = 33 = P
1 1 l f _l l 99 f =33
3 3 3 3
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Aufgabe 47:

(i ) msmamanmae (G S )l

-4 -1
det[ j=0<:>(l—/1)(3—l)—1:0;2>12 44+2=0=>4,=2 i[

-1 3-4
F1'ir)t1=2+\/E
(1-2-V2)%, =%, =0 _ (-1-v2)x - =%, = (-1-v2)%

— X, +(3-2-~/2)x, 0" —x, +(1- \/_)x =0
Diese Relation wird eingesetzt in die zweite Gleichung bestétigt, denn:

— X, +(1=v2)(~1=42)x, =X, (-1 -14+~+2 =2 +2) =0
Xl
- :(<—1—ﬁ>xlj

Normierung:

S =X+ (C1=42)2x =% +3% 7 +242% =1 % (1+3+242)= 1 x, =

1

4+2\/5

o

- Var2Jz | (038
142 V2) [T 1=092

4+22
Probe
1 L L f)

AV]:(I —lj Ja+2v2 | \/4+2\/_ \/4+2\/— :(2+\/§)(—1—ﬁ)

-1 1-v2) | 1 L1242 4+242

| (-]
4+22 Jaaz \/4+2f

Fiir 2, =22

(1-2442)y, =y, =0 _ (-1+42)y, -y, =0
Y+ G232y, =0~y 41 +2)y, =0
Diese Relation wird eingesetzt in die zweite Gleichung bestitigt, denn:

— Y, +(1+V2)(-142)y, =y, (-1 =142 -2 +2) =0

=y, =(-1++2)y,

B Y,
= ‘((—Hﬁ)yl}

Normierung:



:>|v2|=\/y12 +(-1++/2)%y, =\/y12 +3x° +242y” =1 y12(1+3+2\/§):1<:> y, =

o

oy - Jaray2 | (038
2T (-1+42) 1+42) |~ 0.6

44242
Probe
1 L 1+J_) )
szz[l —IJ V422 | \/4+2f \/4+2f :(2_\/5)(—”\5)
-1 -1+2) | 1 NG 1+/2) 4+22
—— (-1 +3
4+2\2 \/4+2\/_ J4+22
Aufgabe 48:
00 1 00 1) (1 00 -2 0 1
B=/0 1 0| =det(B—Al)=det|/|0 1 0|-|0 A1 0]||=det| 0 1-4 0
1 0 0 1 00) (0 0 2 10 -a
-2 0 1
det| 0 1-2 0 |=0(-2)1-2)(-2)-(1-2)=0= -2 + 27+ 1-1=0
1 0 -2

A=l (R + 2 +a-1):(A-1)=-A +1= 4, =14, =1

Fir 4,,, =1
-X, +X,=0 _
= X, = X;; X, = beliebig
X, =X =0
b
: V2
Wihle v, =| 0 |= Normierung :v, =| 0
1
1 —
V2

Nun brauchen wir einen Vektor der senkrecht auf v, steht und die Bedingungen:

X, = X;; X, =beliebig erfiillt.

0 1)(0
Wihle: v, =1 |,denn vv, =| 0 || 1 [=0=V, LV,
0 1){0

Fir 4, = -1

1

4+242



X, +X; =
b

2

Wihle: v, =| 0 | = Normierung:v, =| 0
1

-1 -

Dieser Vektor steht nach Skript S.85/86 senkrecht auf den andern beiden Vektoren somit
haben wir die 3 orthogonalen und normierten Eigenvektoren zu den Eigenwerten.

Probe:
1 1 1
00 NG| || |
Bv,={0 1 0] 0 [=| 0 |=1] 0 |=4y,
0 0)] 1 1 1
v2) (\2) 2
0 0 1Y)0 0 0
Bv,={0 1 Of1]|=|1|=11|=4,v,
1 0 OO 0 0
s 1

o
<
I
S
[
S

_ o8-
&
S

p—
(e
S

=
>
-

Aufgabe 49:

Ca,, Ca, Ca;,
ca,Ca, ,Ca,, +Ca ,Ca,.Ca,, +Ca, ,Ca, ca
det(cA) = det| ca,, ca,, ca, :( 110A, b, 120c,30tdy, 130C 32}
a) Ca;, Ca;, Caj

a.a,a,, +a,a +a.a
=C3( 11922933 1285385, 138,85, ]=C3 det(A)
—8,38,,8;; — 85,83, — 3333,

—Ca,;Ca,,Ca;, — Ca,,Ca,,Cq,, —Ca,;Ca,,Ca,,

A G & a,a,,a,, +a,a,,a, +a.a,a
b) det(A):det a, a, a, :( 11922933 12923931 13921932 J
—a,38,,8;;, —&;,8,;3); — ;38,4
a; a4y, ay

Betrachtet man nun die 6 Summanden, so enthilt jeder Summand jeweils eine Komponente
aus jeder Zeile, das heil3t, dass wenn eine Zeile nur aus Nullen besteht, dass alle Summanden
0 werden also auch die Determinante O ist.

c¢) Wir vertauschen nun als Exempel die ersten beiden Zeilen. Ein allgemeiner Beweis wird in
der AGLA 1 Vorlesung folgen.



a21 a22 a23
_ £a21a12a33 + a22a'13a31 + a‘23a11a32 J

det| a,, a, a,
—8,38),8;, —a;,8,38,; — 3338,y
a; a; ay

_ _(_a21a12a33 —a,3,38; — a23aua32] _ _(alla22a33 +a,,8,;8;, +a,53,,8;, J
+8,38,,8;, +2,,3,38,, + ;3,3 —a,38,8;, —8;3,,3,; —33;3,,3,,

= —det(A)
100 000

d)A=[0 1 0}B=|0 0 0= det(A)=det(B)=0=det(A+B)=det(l)=1
000 00 1

Aufgabe 50:

cos(zj - sin(zj 0
4 4

A=|sin Z| cos| Z| 0|= det(A)=cos’| X |+sin?| Z|=1
4 4 4 4

0 0 1

cos(— Zj - sin(— zj 0
4 4

Al =|sin| - 2] cos - Z| 0 :>det(A‘1)=cos2 T ysin?( -2 | =1
4 4 4 4

0 0 1

1 -2 L3
A= [|Pde(A)=3A" =

W—w|N
ol
(@]
-
—_
=
_
Il

1
Allgemein gilt: det(A) = 7—)
det(A™



