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Kapitel 1

Einleitung

Bei der Formulierung von Modellen in der relativistischen Quantenphysik spielen punkt-
artig lokalisierte MeBgrofien (Quantenfelder) eine zentrale Rolle. Sie bilden die begriffliche
Grundlage fiir Feldgleichungen oder Wirkungsprinzipien, mit deren Hilfe sich spezielle Mo-
delle auszeichnen und stérungstheoretisch behandeln lassen.

Die scharfe Lokalisierung der Quantenfelder im Ortsraum fiihrt aufgrund der quanten-
mechanischen Unschérferelation jedoch zu Singularitdten, die eine mathematisch rigorose
Formulierung erschweren. Insbesondere sind Produkte solcher Felder am gleichen Raum-
Zeit-Punkt im allgemeinen nicht wohldefiniert, sondern weisen Divergenzen auf. Dies fiihrt
zu Problemen etwa bei der Behandlung nichtlinearer Feldgleichungen, von denen man er-
wartet, daf} sie die Dynamik wechselwirkender Modelle bestimmen.

Die vorliegende Arbeit stellt eine neue Methode zur modellunabhéngigen Analyse der
Eigenschaften von Punktfeldern vor. Ausgehend von einer Formulierung der Theorie durch
MeBgroBen, die in endlichen Raum-Zeit-Gebieten lokalisiert sind (und damit keine Singu-
laritédten aufweisen), untersuchen wir deren Kurzabstandsverhalten. Wir geben ein natiirli-
ches Phasenraumkriterium an, das uns erlaubt, den Feldinhalt der Theorie zu bestimmen,
indem wir Punktfelder als Limiten immer besser lokalisierter Observablen konstruieren.
Deren singuléres Verhalten wird analysiert.

Dasselbe Phasenraumkriterium erméglicht auch die Behandlung von Produkten der
konstruierten Felder: Im Limes kleiner Abstédnde kann eine asymptotische Reihenentwick-
lung der Feldprodukte (Operatorproduktentwicklung) etabliert werden. Diese gestattet die
Untersuchung von Normalprodukten und damit die Formulierung nichtlinearer Feldglei-
chungen im vorliegenden Rahmen.

Das genannte modelliibergreifende Kriterium wird beispielhaft in Modellen der freien
Feldtheorie explizit hergeleitet und untersucht; die Ergebnisse lassen Extrapolationen auch
auf den wechselwirkenden Fall zu.
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1.1 Punktfelder in der Quantenfeldtheorie

Der historisch édlteste und auch heute noch am weitesten verbreitete Zugang zur Quan-
tenfeldtheorie fithrt iiber punktartig lokalisierte Quantenfelder, die diesem Gebiet letztlich
auch den Namen gaben. Diese Punktfelder ¢(x) beschreiben im einfachsten Fall (soweit es
sich um neutrale Bose-Felder handelt) physikalische Messungen, die an einem Raum-Zeit-
Punkt z lokalisiert sind. Alle anderen Observablen der Theorie werden aus Funktionen
(Integralen, Ableitungen) dieser Felder aufgebaut. Symbolisch wird eine Quantenfeldtheo-
rie also charakterisiert durch eine Zuordnung

z— {¢(z)}, (1.1.1)

wobei die Menge {¢(z)} alle am Punkt z lokalisierten Observablen enthilt, also auch
Strome, Energiedichten u.4.

Die Idealisierung einer punktartig lokalisierten Messung ergibt sich zwar in natiirlicher
Weise, wenn man zur Quantenfeldtheorie durch ,,Quantisierung® einer klassischen Theorie
gelangt; sie fiihrt jedoch zu Problemen bei der mathematischen Formulierung. Es stellt
sich heraus, dafl die Punktfelder sehr singulére Objekte sind; mathematisch handelt es sich
um unbeschrankte quadratische Formen, was physikalisch bedeutet, daf§ der Erwartungs-
wert der zugehorigen Messung nicht in allen denkbaren Zusténden des Systems angegeben
werden kann. Man kann dies als Auswirkung der Unschérferelation deuten: Eine im Orts-
raum beliebig gut lokalisierte Messung muf einen beliebig groen Energie-Impuls-Ubertrag
aufweisen, d.h. ihr Hochenergieverhalten wird singulér.

Dies macht nicht nur eine mathematisch stringente Beschreibung technisch aufwen-
dig, sondern fiihrt spétestens dann zu manifesten Problemen, wenn Produkte dieser Felder
am selben Raum-Zeit-Punkt x definiert werden sollen, wie es z.B. zur Formulierung von
Wechselwirkungstermen in Lagrangefunktionen notwendig ist. Auch die Behandlung nicht-
linearer Feldgleichungen wird hierdurch sehr erschwert.f]

Zur axiomatischen Formulierung von Feldtheorien wurden daher andere Methoden als
die der punktartig lokalisierter Felder entwickelt. Man hob die scharfe Lokalisierung auf,
indem die Felder mit Testfunktionen f ,verschmiert* wurden, so dal man Operatoren ¢(f)
erhilt (Wightman-Distributionen). Eine Theorie wird in diesem Bild also grob gesprochen
durch eine Zuordnung

f=AeN} (1.1.2)

beschrieben. Die Operatoren ¢(f) sind zwar im allgemeinen unbeschrénkt, aber dennoch
yregular® genug, um ein Produkt zwischen ihnen definieren zu kénnen. Dieser Zugang
[SW64] ermoglichte es, gewisse Eigenschaften von Quantenfeldtheorien, wie das PCT-
Theorem oder den Spin-Statistik-Zusammenhang, auf allgemeine Axiome zuriickzufiihren.

Spéter 16ste man sich ganz vom Begriff der Quantenfelder und ging im Rahmen der
sogenannten algebraischen Formulierung zur Betrachtung allgemeiner Observablen {iber,
die in endlichen Raum-Zeit-Gebieten O lokalisiert sind [HK64]; zu jedem solchen Gebiet
erhilt man eine von den Observablen erzeugte Algebra A(O):

O A(O). (1.1.3)

1 “This problem has plagued quantum field theory throughout its history.” [Haads, p. 45]
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Die Elemente der Algebren sind hier beschrinkte Operatoren, so dafi die algebraischen
Relationen (insbesondere die Multiplikation) zwischen ihnen wohldefiniert sind. Konzep-
tionell wichtiger als dieser technische Punkt ist aber, daff man die ,, Koordinatisierung®“ der
Observablen durch Felder aufgibt: Als relevant erweist sich nur ihre Lokalisierung in der
Raum-Zeit und die ,abstrakte® algebraische Struktur.j Dieser Formalismus hat sich zur
modellunabhéngige Analyse von Quantenfeldtheorien sehr bewéhrt, etwa fiir Untersuchun-
gen zu Superauswahlsektoren und Austauschstatistik [DHR74, BERT], zur Teilcheninter-
pretation [BPSYT, Por9d], zur Renormierungsanalyse [BV95] und zu thermodynamischen
Aspekten [BWS6, BJRY].

Allerdings ist im Rahmen der lokalen Algebren die Punktfeldstruktur der Theorie nicht
a priori sichtbar. Zwar existieren Ergebnisse zum Punktfeldinhalt solcher Theorien [FHXT],
doch hat man iiber die Struktur dieser Felder relativ wenig detaillierte Aussagen, und
insbesondere der Aspekt der nichtlinearen Feldgleichungen hat keine direkte Entsprechung.
Aus diesem Grund gibt es bisher kaum Methoden zur Auszeichnung konkreter Theorien
im algebraischen Rahmen [Haa93].

Die Analyse von Punktfeldern und ihren Produkten bewegt sich insofern bislang meist
im storungstheoretischen Kontext oder im Rahmen exakt 16sbarer zweidimensionaler Mo-
delle. Eine Moglichkeit zur Beschreibung der bei der Produktbildung auftretenden Diver-
genzen bieten sogenannte Operatorproduktentwicklungen [Wil69], das sind asymptotische
Reihenentwicklungen von Punktfeld-Produkten der Art

;E+y)

o(z) - ' (y) = Y cile — )65 (=

J

(1.1.4)

mit c-Zahl-Funktionen c¢;(x) und Punktfeldern ¢;(x), die im Limes kleiner z — y giiltig
sind. Solche Entwicklungen wurden zunéchst storungstheoretisch eingefiihrt [Zim70] und
spielen in der Lagrange’schen Feldtheorie eine wichtige Rolle [Wei96, ch. 20]. Axiomatische

eine Herleitung . from first principles“ konnte nie ganz erreicht werden: Die Existenz der
Reihe scheint nicht aus den Wightman-Axiomen zu folgen; sie 148t sich unter der zusétz-
lichen Annahme einer konformen Symmetrie etablieren [SSV73], doch ist unklar, welche
physikalischen Eigenschaften im allgemeinen Fall eine wohldefinierte Operatorproduktent-
wicklung nach sich ziehen.

Solche Produktentwicklungen kann man nun auswerten, um einen ,endlichen Anteil*
der im allgemeinen fiir © — y divergenten Approximationsterme c;(z — y)¢o;(*3%) aus-
zuzeichnen und diesen als Normalprodukt der Felder zu verwenden, in Verallgemeinerung
des Wickprodukts der freien Feldtheorie. Dieses Normalprodukt kann dann z.B. zur For-
mulierung nichtlinearer (wechselwirkender) Feldgleichungen dienen [Zim67, Low70)]. Diese
Ergebnisse sind jedoch eng an die Struktur bestimmter Modelle gebunden und bisher kaum
systematisch (unabhéngig von konkreten Modellen oder Zusatzannahmen) analysiert wor-
den.

2 Genauer ist der physikalische Inhalt der Theorie nicht in den Algebren bei festem O codiert — sie
sind unter plausiblen Voraussetzungen an die Phasenraumstruktur alle isomorph [BDER7] —, sondern in
der Inklusionsstruktur 2A(O;) C A(O2) fiir O1 C Os.
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1.2 Ubersicht iiber die Arbeit

Das Anliegen dieser Arbeit ist eine modellunabhéngige, mathematisch rigorose Analyse der
Eigenschaften von Punktfeldern und ihrer Produkte. Hierzu gehen wir von einem qualita-
tiven Bild des Verhaltens einer Quantenfeldtheorie bei kleinen Phasenraumvolumina aus.
Auf dieser Grundlage bestimmen wir den Feldinhalt der Theorie und untersuchen das sin-
guldre Verhalten der Punktfelder. Weiter etablieren wir eine Operatorproduktentwicklung,
betrachten Normalprodukte und Feldgleichungen zwischen den konstruierten Groflen.

Als mathematische Grundlage fiir eine solche Analyse eignet sich der oben schon er-
withnte Rahmen der algebraischen Feldtheorie.f] Wir gehen aus von einem Netz O +— 2A(O),
das von beschrankten und in endlich groflen Gebieten O lokalisierten Observablen erzeugt
wird. Dieser Rahmen ist weit allgemeiner als der einer Quantenfeldtheorie aus Punktfeldern
— er konnte auch nicht-punktartig lokalisierte Objekte beschreiben, wie etwa Mandelstam-
Strings oder Wilson-Loops. Wir analysieren hier jedoch das Kurzabstandsverhalten solch
einer Theorie und untersuchen insbesondere, ob sich im Limes kleiner Gebiete O lokale
Punktfelder aus den Algebren konstruieren lassen.

Teil T der Arbeit beschéftigt sich mit der Konstruktion von Punktfeldern in diesem
Rahmen.

Hierzu formulieren wir ein natiirliches Phasenraumkriterium, das in Kapitel P motiviert
und mathematisch prézisiert wird. Es beruht auf der heuristischen Vorstellung, dafl sich
bei gleichzeitiger Einschrinkung im Orts- und Impulsraum die Struktur der Theorie sehr
gut durch nur endlich viele unabhéngige Megrofien beschreiben 1a83t.

Genauer betrachten wir folgende Situation: Die Auswertung lokaler Observablen A auf
energiebeschrinkten Zustdnden o, in Formeln

(0, A) — o(A), (1.2.1)

sollte sich im Limes kleiner Lokalisationsgebiete und nicht zu grofler Energien durch Ap-
proximation mit endlich vielen , Standardobservablen® ¢; und ,Standardzustédnden“ o;
beschreiben lassen:

a(A) ~ Y o(¢)o5(A). (1.2.2)

J

Die ¢; sind dann Kandidaten fiir lokale Punktfelder. In der Tat erlaubt es das prézi-
se formulierte Phasenraumkriterium, eine Folge von eindeutig definierten endlichdimen-
sionalen Rdumen zu konstruieren, deren Elemente sich als am Punkt x = 0 lokalisierte
Wightman-Felder herausstellen. Die Felder sind nach der Stirke ihrer Singularitét (ihrer
»,Dimension*) geordnet. Der berechnete Feldinhalt stimmt mit dem in der Literatur be-
kannten [FHRT)] iiberein. Diese Analyse findet sich in Kapitel B.

Die konstruierten Punktfelder ,erben® eine Reihe von Eigenschaften von der zugrunde-
liegenden algebraischen Theorie; insbesondere sind sie z.B. kovariant unter Lorentztrans-
formationen und Translationen. Auflerdem ist der Feldinhalt abgeschlossen unter Differen-
tiation. Diese Aspekte werden in Kapitel B in allgemeinerem Rahmen untersucht.

Teil IT der Arbeit beschiftigt sich dann mit der Untersuchung von Produktstrukturen
zwischen den konstruierten Feldern.

3 Eine genaue Auflistung des zugehorigen Axiomensystems findet man in Abschnitt .
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In Kapitel f etablieren wir in unserem Rahmen eine rigorose Version der Operatorpro-
duktentwicklung ([.I.4). Wir verwenden dazu erneut das Phasenraumkriterium. Die Er-
gebnisse gestatten eine weitere Untersuchung der Koeffizientenfunktionen ¢;(x), die trotz
des modellunabhéngigen Ansatzes sehr direkt bekannt sind. Im Fall raumartig getrennter
Argumente der multiplizierten Felder sind die Koeffizienten holomorph fortsetzbare Funk-
tionen, deren Divergenzgrad im Limes koinzidierender Punkte abgeschétzt werden kann.
Fiir beliebige Absténde der Felder existieren die Koeffizienten noch als Distributionen. Wir
untersuchen auferdem die Kovarianzeigenschaften der ¢;(x) unter anderem unter Lorentz-
transformationen und inneren Symmetrien.

Die Operatorproduktentwicklung erlaubt die Definition und Analyse von Normalpro-
dukten, die als Verallgemeinerungen des Wick-Produkts der freien Theorie verstanden wer-
den konnen (Kapitel ff). Wir leiten damit eine nicht-perturbative Fassung von Ergebnissen
her, die in der Literatur in speziellen Modellen und mit stérungstheoretischen Methoden
gewonnen wurden. Hierbei wird deutlich, daf§ ein Normalprodukt von Feldern sich im all-
gemeinen nicht eindeutig definieren lé8t. Vielmehr kann ein gewisser endlichdimensionaler
Vektorraum als ,,Spur der Produktentwicklung® ausgezeichnet werden; die konkrete Defi-
nition des Normalprodukts entspricht einer Auswahl von Elementen in diesen Raum. Die
Normalprodukte erlauben uns auch die Betrachtung nichtlinearer Feldgleichungen: Wir
bestimmen den , Feldgleichungsinhalt® einer gegebenen Theorie.

In Teil III der Arbeit diskutieren wir die Anwendung des entwickelten (modelliibergrei-
fenden) Formalismus auf konkrete Modelle. Dazu iiberpriifen wir zunéchst in Kapitel [] das
untersuchte Phasenraumkriterium in der Theorie eines freien reellen skalaren Teilchens. Ab-
gesehen von Infrarotdivergenzen bei niederdimensionalen Systemen (d < 2 + 1) lassen sich
die untersuchten Strukturen hier explizit etablieren; man erhélt durch unsere Konstruktion
die bekannten Punktfelder der Theorie (inklusive Ableitungen und Wickprodukte) zuriick.

Kapitel § diskutiert dann Erweiterungen auf allgemeinere freie Theorien sowie heu-
ristische Extrapolationen auf wechselwirkende Theorien (deren rigorose Konstruktion in
physikalischer Raumzeit bisher nicht gelungen ist). Wir skizzieren ein Kriterium zur Cha-
rakterisierung von Eichtheorien anhand ihres Punktfeldinhalts.

Auf diese Weise erhalten wir, ausgehend von einem sehr allgemeinen (dem algebrai-
schen) Rahmen, nicht-perturbative und modellunabhéngige Aussagen iiber das Kurzab-
standsverhalten von Quantenfeldtheorien, was sich explizit im Verhalten von Punktfeldern
und ihren Produkten wiederspiegelt. Betrachtet man das genannte Phasenraumkriterium
als plausible physikalische Annahme, dann sollten unsere Ergebnisse — wie etwa die Exi-
stenz der Operatorproduktentwicklung — in allen physikalisch realistischen Theorien giiltig
sein.

Abstrakter zeichnen wir durch Angabe des Phasenraumkriteriums eine bestimmte Klas-
se von Wightman-Theorien mit besonders angenehmen Eigenschaften aus (unter anderem
einem ,reguldren Verhalten der Feldprodukte im Limes scharfer Lokalisierung). Insofern
ist die Arbeit auch ein Beitrag zum Versténdnis der Feldtheorie im Wightman’schen For-
malismus.

Umgekehrt kénnte die vorliegende Analyse zu einem besseren Versténdnis des algebrai-
schen Rahmens fithren. Bisher werden konkrete Modelle der Feldtheorie fast ausschliellich
im Kontext von Punktfeldern konstruiert; im Rahmen der algebraischen Theorie ist dies
nur schwer moglich, da die gesamte heuristische Information iiber feldtheoretische Modelle
in Form von Feldgleichungen oder Lagrangefunktionen, d.h. als Relationen zwischen punkt-
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artig lokalisierten Groflen, vorliegt. Das Wissen um die Einbettung der Punktfelder in den
algebraischen Kontext sollte auch hier neue Erkenntnisse ermoglichen.

Von einem mehr mathematischen Standpunkt gesehen, leistet die vorliegende Arbeit
eine Klassifikation von lokalen Netzen (Prikogarben) aus von-Neumann-Algebren. Unter
Zuhilfenahme einer einparametrigen Symmetriegruppe mit positivem Generator zeichnen
wir eine gewisse Klasse solcher Priakogarben aus und konstruieren dort eine Folge von
endlichdimensionalen Vektorrdumen, die Invarianten des Netzes sind. Die Elemente der
Vektorraume sind, als operatorwertige Distributionen aufgefafit, affiliiert zum lokalen Netz;
die Rdume selbst sind abgeschlossen unter Symmetrietransformationen, Differentiation und
in gewissem Sinne unter Produktbildung.

Die Arbeit baut auf Ergebnissen aus [BosY98] auf bzw. iibernimmt diese zum Teil in
leicht verédndertem Kontext.

1.3 Technischer Hintergrund

Wir fiihren unsere Analyse zunéchst im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie
durch, und zwar im Vakuumsektor. Die hier verwendeten Axiome sind in Abschnitt [L371]
aufgefiihrt. Fiir einige Teilbereiche (insbesondere fiir die prizise Definition des Punktfeld-
Begriffs) beziehen wir uns auf die Wightman-Axiome, die in Abschnitt zusammenge-
stellt sind.

Die Relationen zwischen den beiden Formalismen werden in den Kapiteln B und B
ausfiihrlich diskutiert.

1.3.1 Algebraische Quantenfeldtheorie

Der algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie (,,Local Quantum Physics“ [Haa96]) ver-
wendet als Grundobjekt ein Netz von Algebren, d.h. eine Abbildung

0 — A(0), (1.3.1)

die jeder offenen Teilmenge O des Minkowskiraums M := R**! eine C*-Algebra A(O)
zuordnet; dabei fordert man Isotonie:

Ql(Ol) C Q((OQ) fir 01 - 02. (132)

Physikalisch stehen die lokalen Algebren 2((Q) — respektive ihre selbstadjungierten Ele-
mente — fiir die im Gebiet O mefibaren Observablen. Deren relativistische Lokalisierung
148t sich dann durch die algebraischen Relationen beschreiben: Sind O; und O, raumartig
getrennt, dann stellt man die Lokalitdtsbedingung

[A1, Ay] =0 fiir 4; € A(O;). (1.3.3)

Weiterhin ist eine Darstellung a(z, A) der Poincaré-Gruppe[] 8 durch Automorphismen
des Netzes A(QO) gegeben, die geometrisch auf den lokalen Algebren wirkt:

a(z,A)A(0) = A(AO + z). (1.3.4)

4 Priziser ist hier und im folgenden mit B die Zusammenhangskomponente der 1 in der Poincaré-Gruppe
gemeint (sonst oft mit ‘BL bezeichnet). Analog ist £ die 1-Zusammenhangskomponente der Lorentzgruppe.
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Die vorliegende Arbeit beschriankt sich auf die Analyse des Vakuumsektors eines solchen
Netzes: Wir nehmen die A(O) als schwach abgeschlossene Unteralgebren von B(H) fiir
einen Hilbertraum H an, also als von-Neumann-Algebren. Weiter sei die Darstellung «
unitdr implementiert, d.h. sie rithre von einer unitdren Darstellung U(z, A) von P auf H
her:

a(z,A) =U(z,A) - Uz, N)". (1.3.5)

Wir verlangen, daf§ U(x, A) beziiglich der starken Operatortopologie stetig in z, A ist. Dann
kann U(z,A) als Exponentialfunktion seiner selbstadjungierten Generatoren geschrieben
werden; man hat etwa fiir die Translationen

U(x,1) = U(z) = ", (1.3.6)

Die unbeschrinkten selbstadjungierten Operatoren P, (1 = 0...s) werden als Energie-
Impuls-Operatoren interpretiert; speziell ist H = F, der Hamilton-Operator. Seine Spek-
tralprojektoren auf das Intervall [0, E] bezeichnen wir mit P(E). Die Darstellung U soll
die Spektrumsbedingung erfiillen, d.h. das gemeinsame Spektrum der kommutierenden Ope-
ratoren P, liege im abgeschlossenen Vorwirtslichtkegel V, (,Positivitéit der Energie®).
Schlieflich gebe es in H einen unter allen U(z, A) invarianten Vektor Q (,das Vakuum*),
der bis auf skalare Faktoren eindeutig bestimmt sei. Er erfiillt dann P(E)Q = QVE > 0.

Wir setzen voraus, dafl die lokalen Algebren irreduzibel auf dem Hilbertraum wirken:
Ist Ak die Vereinigung aller 21(O) fiir beschrinkte Gebiete O, so soll 2(1°¢Q dicht in H
sein.

In unserem Zusammenhang werden wir oft nicht allgemeine Gebiete O, sondern speziel-
ler um den Koordinatenursprung zentrierte Standard-Doppelkegel mit Radius r betrachten,
die wir als

O, ={zeM||2°+ |7 <r} (1.3.7)

notieren. Die zugehorigen Algebren bezeichnen wir kurz mit 2(r) := (O, ).

Wir haben die lokalen Algebren 2((Q) als von-Neumann-Algebren vorausgesetzt, um
eine weitere mathematische Struktur zur Verfiigung zu haben, namlich ihren Prddualraum:
Der Raum der normalen (d.h. linearen und ultraschwach stetigen) Funktionale auf 2B (H)
sei mit ¥ bezeichnet; er ist identisch mit dem Raum der Spurklasseoperatoren B, (H) auf
H, wobei p € B1(H) ein 0 € ¥ induziert durch

o(-)=tr(p-). (1.3.8)
¥ wird mit der Supremumsnorm (entsprechend der Spurnorm auf %;(H)) zu einem Ba-
nachraum, dessen Dualraum gerade B(H) ist:

Y*=9B(H), auch notiert als ¥ = B(H). . (1.3.9)

Die positiven normierten Elemente von ¥ kénnen als physikalische Zusténde des betrachte-
ten Systems gedeutet werden. In unserer Analyse ist noch der Raum der energiebeschrink-
ten normalen Funktionale wichtig: Fiir £ > 0 sei

S(E) := P(E)SP(E); (1.3.10)
dabei schreiben wir P(E)oP(E) = o(P(F) - P(E)) fur o € ¥. Man hat dann
Y(E) =PE)B(H)P(E). (1.3.11)

Die ¥(F) bilden eine Prikogarbe im Sinne von Anhang P.Al.
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1.3.2 Wightman’sche Quantenfeldtheorie

Die Wightman’sche Quantenfeldtheorie [SW64] formuliert man mit Hilfe von Feldern (un-
beschriankten Operatoren) ¢(f). Wir beschrdnken uns hier auf den Fall von Bose-Feldern;
sie bzw. ihre selbstadjungierten Funktionen représentieren dann die physikalischen Obser-
vablen. Genauer betrachtet man folgende Struktur:

Zunéchst ist ein Hilbertraum H gegeben, auf dem eine unitére, stark stetige Darstellung
U(z,A) von B wirkt. Wie in Abschnitt [.3.1] bezeichnen wir die Generatoren der Transla-
tion mit P,; sie mégen der Spektrumsbedingung geniigen. Auerdem gebe es einen bis auf
einen Faktor eindeutigen U-invarianten Vektor 2 € H.

Unter einem Quantenfeld bzw. einem Satz von Quantenfeldern ¢4, ... , ¢, versteht man
nun folgendes:

e Die ¢; sind operatorwertige temperierte Distributionen, d.h. sie sind lineare Ab-
bildungen von S(M) in die Menge der (nicht notwendig beschréankten) linearen
Operatoren auf D, wobei D C H ein dichter Unterraum ist. Man betrachtet al-
so unbeschrénkte Operatoren ¢;(f) auf einem gemeinsamen Definitionsbereich D.
Fir £, ¢ € D ist das Matrixelement (£|¢;(f)¢&’) stetig in f beziiglich der Laurent-
Schwartz-Topologie (,, Temperiertheit).

e Der Definitionsbereich D ist nicht nur dicht in H, sondern auch stabil unter Anwen-
dung der U(z,A) und ¢,(f); ferner ist 2 € D.

e Die adjungierten Operatoren ¢;(f)* sind ebenfalls in der Menge der Felder enthalten:
o;i(f)* = ¢r(f) mit zu j geeignet gewihltem k. (1.3.12)
Dies gilt als Operatorgleichung auf D.

e Die ¢; erfiillen kausale Vertauschungsrelationen, d.h. fiir Testfunktionen f, g mit
raumartig getrenntem Tréager gilt

[6,(f), ér(9)] =0, jk=1...n, (1.3.13)
wieder als Gleichung auf D.

e s gibt eine endlichdimensionale Matrixdarstellung S von £, so daf}

Uz, A) ¢;(f) ZSgk ) Gk (frn), (1.3.14)

wobei
fon(y) = F(A (y — ). (1.3.15)

Zusitzlich wird oft noch gefordert, daf die ¢;(f) eine Vollstédndigkeits- oder Irredu-
zibilitdtseigenschaft besitzen, analog zu dem, was wir im algebraischen Rahmen fiir die
Algebra 2% gefordert hatten: Die Menge der Polynome der ¢;(f) (mit beliebigen Test-
funktionen f) soll, angewandt auf 2, eine in ‘H dichte Menge ergeben. Dies 1afit sich ggf.
immer erreichen, indem man H durch einen abgeschlossenen Teilraum ersetzt.
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Héufig betrachtet man statt der ¢(f) auch punktartig lokalisierte Felder ¢(x); diese
sind dann nicht als Operatoren, sondern nur als quadratische Formen auf D x D definiert.
Die ¢(f) ergeben sich aus ihnen durch ,, Verschmieren® mit einer Testfunktion:

o(f) = / & f(2)g(x). (1.3.16)

Wir werden diese heuristische Formel in Abschnitt B4 genauer prézisieren. Die obigen
Bedingungen lassen sich fast alle in analoger Weise auch fiir die ¢(x) aufstellen. Probleme
bereitet dabei aber die Lokalitédtsforderung: Da das Produkt zweier quadratischer Formen
sich im allgemeinen nicht definieren l&8t, machen Kommutatorrelationen wie ([.3.13) fiir
die ¢(z) keinen Sinn. Fiir eine exakte Formulierung muff man hier auf die Operatoren ¢(f)
ausweichen.






Teil 1
Punktfelder






Kapitel 2

Phasenraumstruktur

Wir beginnen unsere Analyse der Punktfeldeigenschaften von Quantenfeldtheorien mit
einer Untersuchung des Kurzabstandsverhaltens der Observablenalgebren.

Wiéhrend die Konstruktion von ausgedehnten Observablen aus Punktfeldern in der Li-
teratur gut untersucht ist [DSWSR6H, BY90], sind die Ergebnisse zum umgekehrten Prozef3,
némlich der Beschreibung von Punktfeldern durch Approximation mit immer besser loka-
lisierten Observablen [FH&T Wol8H, RW8G, Sum&7|, bisher unvollstandig: Sie lassen nur
wenig detaillierte Aussagen {iber die betreffenden Punktfelder zu. Wir ndhern uns diesem
Problem durch Analyse der Phasenraumstruktur der Theorie.

Phasenraumkriterien [HS65, BWS6, BPYI0] sind im Rahmen der algebraischen Feld-
theorie ein wohlbekanntes Mittel zur Beschreibung des Verhaltens von Theorien bei sehr
groflen oder sehr kleinen Absténden. Sie verlangen grob gesagt folgendes: Bei gleichzeiti-
ger Einschriankung der auszufithrenden Messungen im Impuls- und Ortsraum lassen sich
die Mefergebnisse sehr gut durch Auswertung auf einem endlichdimensionalen Raum von
Observablen bzw. Zustdnden approximieren.

Wir untersuchen solche Phasenraumeigenschaften hier speziell im Hinblick auf das
Kurzabstandsverhalten der Theorie — zunéchst heuristisch und an einem nichtrelativi-
stischen Beispiel, dann mathematisch prézisiert. Wir geben dann ein Kriterium an, das
speziell auf asymptotisch kleinen Léngenskalen sensitiv ist und das solche Quantenfeld-
theorien selektiert, die sich in diesem Bereich in gewisser Weise ,regular® verhalten und
deren Observablenalgebren hier quasi durch endlich viele Observablen erzeugt werden.

Dieses Kriterium wird uns in spéteren Kapiteln ermdglichen, zu der algebraischen Theo-
rie assoziierte Punktfelder zu konstruieren.
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2.1 Das Kurzabstandsverhalten von
Quantenfeldtheorien

Zur Analyse des Kurzabstandsverhaltens einer allgemeinen Quantenfeldtheorie gehen wir,
wie angekiindigt, von einer Theorie in der algebraischen Formulierung aus. Wir betrachten
physikalisch also Observablen, die in endlich grofien Gebieten der Raumzeit (etwa Dop-
pelkegeln) lokalisiert sind, und untersuchen die Struktur der Theorie fiir immer kleinere
Durchmesser der Lokalisationsgebiete.

In einfachen Féllen, wie der freien Feldtheorie oder (ndherungsweise) dilatationsinva-
rianten Modellen, wird man dabei vermuten, dafl im Kurzabstandslimes die der Theorie
zugrundeliegenden Punktfelder als ,idealisierte Observablen® sichtbar sind; tatséchlich er-
wartet man hier sogar eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen dem algebraischen Modell und
dem unterliegenden Punktfeld-Formalismus.

Im allgemeinen allerdings ist der algebraische Rahmen deutlich reichhaltiger als der Zu-
gang iiber Punktfelder: Er konnte auch Observablen beschreiben, die nicht aus punktartig
lokalisierten Groflen aufgebaut sind, sondern die grundsétzlich ausgedehnte Lokalisierungs-
gebiete bendtigen; man kann hierbei an feldartige Grofien, die langs Wegen (Mandelstam-
Strings), Schleifen (Wilson-Loops) etc. lokalisiert sind, denken. Man wird also nicht erwar-
ten, daf} solche Theorien durch die Angabe zugehoriger Punktfelder eindeutig charakteri-
siert sind.

Wir interessieren uns hier allerdings nicht fiir solche ausgedehnt lokalisierten Grofien,
sondern sind lediglich an den in der Theorie enthaltenen (respektive dazu assoziierten)
Punktfeldern, also am ,Feldinhalt® interessiert. Dieser beschreibt die Theorie zwar mogli-
cherweise nicht vollstéindig, liefert aber zumindest eine Moglichkeit zur Klassifikation.

Es ist also zunéchst unsere Aufgabe, die Relationen zwischen dem algebraischen Bild
und dem Punktfeld-Formalismus genauer zu kldren. Dabei ist die eine Richtung, ndmlich
die Konstruktion von algebraischen Theorien aus gegebenen Systemen von Punktfeldern, in
der Literatur gut untersucht (siche [BY90] und die dort zitierten Referenzen). Die Punkt-
felder ¢(z) werden zunéchst mit Testfunktionen f zu i.allg. unbeschrénkten Operatoren
(Wightman-Feldern) ¢(f) ausintegriert:

o(f) = / f@) (@) &, feSM). (2.1.1)

Dann geht man zu beschrinkten Funktionen dieser Operatoren iiber; im Fall selbstadjun-
gierter Wightman-Felder werden die lokalen Algebren 2((Q) von den unitdren Operatoren

D) suppfcC O (2.1.2)

mit reellwertigen Testfunktionen f erzeugt.

Weit weniger untersucht ist die umgekehrte Richtung, also die Konstruktion gegebener
Punktfelder aus einem vorgegebenen lokalen Netz 2(Q). Hier hat man offenbar die Alge-
bren fiir Gebiete O zu analysieren, die sich auf einen Punkt x zusammenziehen. Heuristisch
konnte man die gesuchten Punktfelder einfach im Durchschnitt der Algebren 20(Q) {iber
alle Umgebungen O von x vermuten:

o(x) € () A(0). (2.1.3)

O>z
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Tatséchlich stellt sich aber unter recht allgemeinen Bedingungen heraus, dafl der Durch-
schnitt auf der rechten Seite nur Vielfache des Einsoperators enthélt [BV95, p.1215]. Dies
ist insofern nicht weiter verwunderlich, als die gesuchten Punktfelder singuldre Objekte
sein sollten, nicht beschrinkte Operatoren wie die Elemente der lokalen Algebren.

Diese Singularitét der Felder kann heuristisch als Folge der Unschérferelation verstan-
den werden: Eine in Raum und Zeit beliebig gut lokalisierte Messung mufl im Impuls-
raum vollig delokalisiert sein, also einen ,,unendlich grofien® Energie-Impuls-Ubertrag be-
sitzen. Das singuldre Verhalten der Felder ist also in ihrem Hochenergieverhalten begriindet;
dampft man dieses durch einen geeigneten Operator, etwa einen Spektralprojektor P(FE)
des Hamiltonoperators, dann sollten die resultierenden Felder P(E)¢(x)P(E) beschréankt
sein. In allen bisher konstruierten Modellen weifl man sogar, daf§ die Felder Schranken der
Art

|P(E)p(z)P(E)|| < E"- const. (2.1.4)

mit gewissem [ > 0 erfiillen (siehe z.B. [DE77]).
Aus diesem Grund scheint es natiirlich, auch in (B.I.3) eine Energieddmpfung ein-

zufithren, um das Scheitern des naiven Ansatzes zu umgehen. So betrachteten Fredenhagen
und Hertel [FHRT] fiir / > 0 und R = (1 + H)~' die Rédume

() RAO)R’ (2.1.5)

O>zx

und zeigten, dafl man die Elemente dieser Durchschnitte als energiegeddmpfte lokale Punkt-
felder R'¢(x)R! auffassen kann. In gewisser Weise erhilt man sogar alle mit der Theorie as-
soziierten Punktfelder mit Hilfe der Struktur (B.1.5). Diese Analysemethoden wurde spéter
von verschiedenen Autoren [RWE&6, Wal8H, Sum&7| noch auf groflere Klassen von Feldern
ausgedehnt. Alle diese Arbeiten zeigen, dal man die Felder als Grenzwerte lokaler Observa-
blen unter Energieddmpfung suchen muf. Sie ergeben jedoch kaum Aussagen iiber weitere
Strukturen der erhaltenen Wightman-Felder.

Die Idee der Energieddmpfung ist noch in einem anderen Zusammenhang von Bedeu-
tung, der zundchst unabhéngig von der Frage der Punktfelder untersucht wurde, ndmlich
den sogenannten Kompaktheits- oder Nuklearititseigenschaften. Zuerst diskutierten Haag
und Swieca [HS65] die Struktur lokaler Algebren bei endlichen Radien und beschriankten
Energien, ausgehend von folgender heuristischer Idee:

Im Rahmen eines halbklassischen Bilds der (nichtrelativistischen) Quantenmechanik er-
wartet man, dafl zu jedem endlichen Gebiet des klassischen Phasenraums nur eine endliche
Zahl von Zusténden des Quantensystems gehdren: Jeder Quantenzustand eines Einteil-
chensystems mit s Freiheitsgraden belegt eine , Phasenraumzelle“ der GroBe A%l In der
Quantenfeldtheorie wiirde man analog die Zusténde betrachten, die durch lokale Operatio-
nen aus dem Vakuum erzeugt werden konnen, und diese dann in der Energie beschrénken:
Die Réaume

P(E)A(r) Q (2.1.6)

!Eine quantitativere Fassung dieser Aussage ist z.B. die Bohr-Sommerfeld’sche Quantisierungsbedin-
gung § p;dg; = nh.
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von Zustdnden gehoren in diesem Sinn zu einem endlichen Phasenraumvolumen E - r und
sollte daher endlichdimensional sein, wenn sich die Ergebnisse der nichtrelativistischen
Theorie direkt iibertragen lassen. Tatséchlich ist dies aber nicht der Fall, wie der Satz von
Reeh und Schlieder zeigt: Es gilt P(E)2A(r)Q2 = P(E)H, d.h. mit den Zustdnden (2.1.6)
lassen sich beliebige energiebeschrinkte Zustdnde approximieren (sicher nicht nur endlich
viele).

Dennoch sollten nach Haag und Swieca die endlichdimensionalen Strukturen aus der
Quantenmechanik zumindest in einem approximativen Sinn sichtbar sein. Die Autoren
postulierten, dal die Mengen

P(E)A(r), Q (2.1.7)

,fast endlichdimensional“, ndmlich in der Hilbertraum-Norm prikompakt sein sollten, um
eine sinnvolle Teilcheninterpretation der Quantenfeldtheorie zuzulassen.

Diese Ideen wurden spéter von vielen anderen Autoren ausgebaut. Wegen des problema-
tischen Begriffs der Lokalisierung von Zustédnden empfiehlt es sich dabei, zur Lokalisierung
von Observablen iiberzugehen bzw. allgemein energiegedampfte Zustédnde zu betrachten,
die aber nur auf lokalisierten Operatoren ausgewertet werden. Hier lassen sich analoge Re-
sultate erzielen. So zeigten Buchholz und Porrmann [BPY0], da in gewissen Modellen der
freien Feldtheorie die Abbildungen

Avrs e PH Ae™PH (A cUAr)) (2.1.8)

nuklear sind (d.h. als Summe von Rang-1-Abbildungen geschrieben werden kénnen), und
konnten Abschétzungen fiir ihren Nuklearitdtsindex angeben.

Kompaktheits- und Nuklearitédtskriterien wurden in der Literatur einerseits zur Kurz-
abstandsanalyse von Quantenfeldtheorien eingesetzt, etwa zur Beschreibung eines Skalenli-
mes [BV95, BucY6], andererseits auch zur Analyse von Feldtheorien bei grofien Abstédnden
r, insbesondere zur Untersuchung thermodynamischer Aspekte. So folgt aus Nuklearitéts-
bedingungen die Existenz von KMS-Temperaturzustinden [BJI89] sowie die sogenannte
Split-Eigenschaft [BWSG], welche die Interpretation endlich ausgedehnter Teilsysteme in
der Theorie erlaubt. Diese Eigenschaften werden nicht durch die allgemeinen Axiome der
Quantenfeldtheorie (z.B. die Wightman-Axiome) garantiert, sondern man findet Gegenbei-
spiele z.B. in freien Feldtheorien mit unendlich vielen Teilchensorten, deren Massen nur sehr
langsam anwachsen [BJS86]. Insofern scheinen Nuklearitéitsbedingungen geeignet, um aus
der Menge aller mathematisch moglichen Quantenfeldtheorien diejenigen auszuzeichnen,
die eine sinnvolle physikalische Interpretation zulassen.

Der Zusammenhang zwischen den Phasenraumeigenschaften und der Existenz von
Punktfeldern wurde zuerst von Haag erwdhnt [Haa93] und spéter von Haag und Ojima
genauer formuliert [HO96]: Die Autoren vermuteten (und begriindeten im Beispiel des
masselosen freien Feldes heuristisch), dafi die analog zum Obigen gebildeten Raume

P(E)U(r) P(E) (2.1.9)

nicht nur ,fast endlichdimensional® sein sollten, sondern dafl die gesuchten Punktfelder
quasi eine Basis dieser beinahe endlichdimensionalen Raume bilden. Genauer betrachteten
sie die hierzu dualen Rdume

P(E)S(r) P(E) (2.1.10)
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(wobei X(r) = X[4(r)), von denen sie postulierten, dafl sie durch eine endlichdimensionale
Basis von E- und r- unabhingigen Zusténden o; bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit
im Limes r — 0 gut approximiert werden kénnen. Die Zahl der Elemente dieser ,,Basis“
erhoht sich, wenn man eine bessere Approximation fordert; so erhélt man eine Hierarchie
von Zusténden o; als Basis der Réume (2.1.10), und die gesuchten Punktfelder ergeben sich
quasi als Basis des Dualraums. Diese Ideen wurden in [Bos98] aufgegriffen und prézisiert;
das zu fordernde Kriterium konnte in Modellen der freien Feldtheorie in mindestens 3
rdumlichen Dimensionen mathematisch streng etabliert werden. Die vorliegende Arbeit
baut auf diesen Konzepten auf.

Nicht unerwéahnt sollen einige konkretere Ansétze bleiben, die in gewissen Modellen
eine direktere Konstruktion der Punktfelder erlauben: Im Fall von dilatationsinvarianten
Theorien hat man als zusétzliches Analysemittel die Darsteller D(A) der Dilatationen zur
Verfiigung. So bemerkten Buchholz und Fredenhagen [BE77], dal man (heuristisch) fol-
gendes Verhalten der A € 2(0O) finden sollte:

DN ADN) ' = (QlAQ) 1 + Xp(0) +o(\)  fiir A — 0 (2.1.11)

mit einem Punktfeld ¢(0). Fredenhagen und Jor$ [F.I96] fithrten eine dhnliche Konstruktion
in einem speziellen Modell, der zweidimensionalen konformen chiralen Theorie eines reellen
skalaren Teilchens, sehr explizit durch; sie erhalten Punktfelder ¢(0) als Limiten

A"D(N) AQ Y »(0) €. (2.1.12)
Diese Vorgehensweise 1afit noch Verallgemeinerungen zu [[I6r96], bleibt aber prinzipiell auf

dilatationsinvariante Modelle beschrankt: Unitdre Darsteller D(A) der Dilatationen sind
im allgemeinen nicht verfiighar, nicht einmal in Theorien freier massiver Teilchen.

2.2 Asymptotische Phasenraumeigenschaften

Der im letzten Abschnitt zusammengefafiten Wissensstand iiber die Struktur von Quan-
tenfeldtheorien bei kleinen Absténden 148t sich im wesentlichen auf folgende drei Aspekte
reduzieren:

e Neben der Lokalisierung der Observablen bendtigt man als weitere Struktur eine
Energiebeschrankung, um den Zusammenhang zwischen Feldern und lokalen Alge-
bren herzustellen.

e Die gleichzeitig in Ort und Energie beschriankten Objekte der Theorie — Rdume von
Observablen oder Zustédnden — besitzen eine sehr einfache, beinahe endlichdimensio-
nale Gestalt.

e Punktfelder erhélt man aus diesen Strukturen, indem man zum Limes kleiner Ab-
stdnde r iibergeht.

Unser Ziel ist es, unter Verwendung dieser Aspekte ein Kriterium zu entwickeln, das es
erlaubt, Punktfelder aus einem Netz von Algebren zu konstruieren. Dies geschieht zunéchst
heuristisch.
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Wir gehen dazu aus von einem lokalen Netz 2((Q) bzw. den zu Doppelkegeln O, gehoren-
den Algebren (r) = (0O,). (Es reicht fiir die Analyse der Punktfeldeigenschaften aus, um
den Koordinatenursprung zentrierte Doppelkegel zu betrachten, da die betrachtete Theo-
rie als translationsinvariant angenommen wird.) Die Operatoren in 2((r) entsprechen also
Messungen, die innerhalb des Raum-Zeit-Gebietes O, stattfinden. Mit > bezeichnen wir
die physikalischen Zustindef] des Systems, und $(E) = P(E)XP(E) sind die Zustinde mit
eingeschrénkter Energie E. Wir interessieren uns fiir das Verhalten der Erwartungswerte

o(A), wobeio € X(F), A€ A(r) (2.2.1)

bei kleinen Abstdnden r und nicht allzu grofien Energien F; diese Erwartungswerte sollen
analysiert werden, und zwar in einer Weise, die nicht vom speziell gewéhlten Zustand o
bzw. der Observablen A abhéngt.

Die zu erwartende Situation skizzieren wir zunéchst an einem Beispiel aus der Quan-
tenmechanik: Wir betrachten ein nichtrelativistisches, freies Teilchen in einer Dimensi-
on. Die energiebeschrankten Zustdnde entsprechen hier Hilbertraum-Vektoren der Form
v = P(FE)go, und als lokalisierte Observablen verwenden wir Funktionen f(Q) des Orts-
operators mit kompaktem Trager. Die Funktionen ¢ haben beschréinkten Trager im Im-
pulsraum und sind daher im Ortsraum holomorph, d.h. wir kénnen sie als Potenzreihe
schreiben:

n!

(n)
o(x) = Zan:v” = Z L4 (O)x" (2.2.2)

Die Koeffizienten der Reihe lassen sich dabei als , Skalarprodukte® mit Deltafunktionen
darstellen:f

P (0) = (—1)”/5(")(x)<ﬂ(x)dflf = (=1)"(0" ). (2.2.3)

Ist nun 9 eine weitere Wellenfunktion, die im Ortsraum beschrankten Triger besitzt, so
erhélt man fiir ihr Skalarprodukt mit ¢ die Entwicklung

W) =3 antley = 3 T lamy 5. (2.2.0

n!

n n

Aufgrund des beschrénkten Trigers von ¢ sind die Skalarprodukte (i|z™) hier wohldefi-
niert.

Nun sei A = f(Q) eine lokalisierte Observable. Im interessierenden Erwartungswert
d(A) = (o] f(Q)|p) konnen wir die Formel (R.2.4) zweimal anwenden und erhalten

o(4) = (6@ = 3 C o) v £(@) ) 6
= S AT 609) Q) = 3 o Au)nn ()
mit Ay, = %M(m))(é(m und oy, = (@™ 27). (2.2.5)

2 Technisch ist ¥ die Menge der schwach-x-stetigen Funktionale, also der Spurmatrizen, iiber B(H).
3 Indem wir im Ausdruck (6(™|p) einen Energieprojektor P(E) auf die linke Seite bringen, kénnen wir
die Deltafunktion hier durch einen regulidren Zustandsvektor im Hilbertraum ersetzen.
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Wir haben den Erwartungswert o(A) also in eine Reihe aufgespalten, deren einzelne
Terme durch Auswertung von o auf ,,Standardobservablen“ A,,,, und von A auf zugehérigen
,Standardfunktionalen“ o,,, entstehen. Diese A,,,, und o,,, hidngen nicht von der speziellen
Wahl von ¢ und A ab, sondern kénnen quasi als intrinsische Gréfen der Theorie angesehen
werden.

Weiterhin sieht man, dafi die einzelnen Terme der Reihe im betrachteten asymptoti-
schen Bereich ein charakteristisches Verhalten zeigen: Betrachtet man nur Observablen A,
die in einem Intervall der Lange r lokalisiert sind, so verhélt sich die korrespondierende
Norm des Funktionals o,,, offenbar wie r™*"*! Ist umgekehrt p der fiir den Zustand o
maximal zuléssige Impulswert, so divergiert der Anteil von A,,, im Limes grofler p wie
p™ L (Im nichtrelativistischen Fall ist dabei p ~ VE, withrend wir im unten zu betrach-
tenden relativistischen Fall p ~ E erwarten.) Wir erhalten also eine Art Hierarchie von
Approximationstermen o,,, A, fir den Erwartungswert o(A), wobei jeweils nur endlich
viele zu einem gegebenen Kurzabstandsverhalten r7 gehoren.

Wir werden diese Uberlegungen nun auf die Situation in der Quantenfeldtheorie iiber-
tragen und dort allgemein lokale Algebren 2((r) und Rdume von energiebeschriankten Funk-
tionalen ¥(E) betrachten. Uns interessiert das Verhalten bei kleinen Abstédnden, also r — 0
gleichzeitig darf die Energie F der zuldssigen Zustédnde anwachsen, jedoch nicht zu stark,
so daf} das ,Phasenraumvolumen®, d.h. das Produkt E - r, klein bleibt. Am einfachsten
148t sich dies so formulieren, daf§ wir den Grenzfall Er — 0 betrachten. (Es erscheint sinn-
voll, sich hier auf die skaleninvariante Grofle E - r zu stiitzen, da in dem interessierenden
Hochenergielimes die Massen der in der Theorie enthaltenen Teilchen keine Rolle spielen
sollten.)

Unsere Vorstellung ist nun, ausgehend vom eben diskutierten nichtrelativistischen Mo-
dell, folgende: Je kleiner Er wird, desto ungenauer wird man verschiedene Observablen
A bei einer gegebenen Meflauflosung unterscheiden kénnen. In erster Ndherung kann die
Messung A gut durch den zugehorigen Anteil des Einsoperators w(A)1 beschrieben werden;
hier ist w ein gewisses Funktional, das in konkreten Modellen durch den Vakuumzustand
gegeben ist. Es sollte also gelten, dafl

0(A) = o(w(A)1) fiir kleine Er. (2.2.6)
In der Tat findet man im allgemeinen, dafl etwas préziser

sup  sup |o(A) —o(L)w(A)| — 0. (2.2.7)
s€S(E)1 AEA(r)1 Er=0

In diesem Sinne tritt im Grenzfall nur eine unabhéngige Observable (der Einsoperator) auf.
Will man mehr Observablen unterscheiden, so mufi man die Meflauflosung mit Verkleine-
rung der Skala erhthen. Wir beriicksichtigen dies durch einen Faktor (Er)~! in (.:2.7);
man stellt fest, daf

sup %| o(A) — o(1)w(A) | 4 0. (2.2.8)

Auf diese Weise entdeckt man also weitere Anteile der Erwartungswerte. Um diese zu
kompensieren, subtrahiert man (in Beispielen) eine weitere Standardobservable ¢ mit einem
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passenden Koeffizienten 7(A) und erhélt

sup E—} o(A) — o(1)w(A) — o(¢)T(A)| —— 0. (2.2.9)
g, A LT Er—0

Dieses Verfahren 148t sich nun fiir immer héhere Meauflosungen fortsetzen; man ersetzt
den Faktor (Er)~! durch ein allgemeineres (Er)~" und erhilt dazu n Approximationsterme,

so daf3

n

1
80171313 Er) |o(A) — Z o(¢;)o;(A)| —— 0. (2.2.10)

= Er—0
Dabei wird n sich typischerweise mit wachsendem ~ vergrofern.
Wir finden in unserem Grenzwert kleinen Phasenraumvolumens also, dafl sich die Er-
wartungswerte o(A) durch eine Summe bzw. Reihe von Erwartungswerten von Standard-
Observablen ¢; darstellen lassen, also etwa

o(A) ~ Za(qﬁj)aj(A). (2.2.11)

J

Je hoher man im Limes Er — 0 die MeBauflosung wihlt, desto mehr Terme der (im
allgemeinen unendlichen) Reihe benotigt man, um die Meflergebnisse zu approximieren.

(Im oben besprochenen nichtrelativistischen Beispiel haben wir die Reihe (B.2.11]) kon-
kret durch eine Potenzreihenentwicklung erhalten; auch in relativistischen Modellen freier
Teilchen ist dies sehr dhnlich. Es sei aber betont, dal der hier gewéhlte Zugang allgemeiner
ist — er liBt auch Approximationsterme zu, deren Er-Verhalten nicht durch ganzzahlige
Potenzen (E7r)” beschrieben wird, sondern z.B. durch irrationale Exponenten oder loga-
rithmische Faktoren.)

Da die Giite der Approximation nicht vom speziellen o oder A abhéngt, kénnte man
auch von einer Entwicklung nicht der einzelnen Erwartungswerte, sondern , der Bildung
von Erwartungswerten an sich“ sprechen. Die Messungen in den lokalen Algebren 2A(r)
reduzieren sich auf die Messung endlich vieler Standard-Observablen ¢;, die quasi als r-
unabhéngige ,, Erzeuger® der Algebren angesehen werden konnen. Insofern liegt es nahe, dafl
es sich dabei um Objekte handelt, die am Punkt x = 0 lokalisiert sind; tatséchlich handelt es
sich im Beispiel der freien Feldtheorie aufler dem Einsoperator um die der Theorie zugrun-
deliegenden Punktfelder sowie ihre Ableitungen und Normalprodukte (Wick-Produkte).

Wir werden das hier angedeutete Kriterium im néchsten Abschnitt zu préazisieren und
in eine mathematisch auswertbare Form zu bringen haben. Dies wird uns spéter erlauben,
die auftretenden Standard-Observablen ¢; als lokale Punktfelder zu identifizieren, die den
Wightman-Axiomen gentigen. Zunéchst sei aber beziiglich des heuristischen Inhalts auf fol-
gende Punkte hingewiesen, welche die hier untersuchte Struktur von derjenigen unterschei-
den, die im Zusammenhang mit Phasenraumkriterien in der Literatur haufig betrachtet
wird:

e Das halbklassische Argument einer Aufteilung des Phasenraums in ,,Zellen* der Grofie
h?®, das urspriinglich die Motivation fiir die Einfithrung von Kompaktheitskriterien
lieferte [HSGH], spielt im hier betrachteten Zugang keine Rolle. Da unsere Analyse
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sich im Bereich kleiner , Phasenraumvolumina®“ E - r abspielt, befindet man sich
quasi in dem Bereich, in dem die Theorie nur noch von einer einzigen halbklassischen
Phasenraumzelle bestimmt wird. Man sollte also nur noch einen einzigen Zustand des
Systems (das Vakuum der Quantenfeldtheorie) vorfinden. Dies ist insofern tatséchlich
realisiert, als die Reihe (B.2.T1]) in Beispielen nur einen fithrenden (im Limes Er — 0
nicht verschwindenden) Term besitzt; interessant ist aber vor allem die Analyse der
restlichen, unterschiedlich schnell verschwindenden Approximationsterme.

o Wir interessieren uns nicht fiir die Struktur der Theorie bei einem festen Radius
r und fester Energie F, sondern ausschliefllich fiir das asymptotische Verhalten im
Limes verschwindenden Phasenraumvolumens (E-r — 0). Dies unterscheidet den hier
gewihlten Zugang von den Phasenraumbedingungen, die beispielsweise in [BWS6]
und [BPY0] vorgeschlagen wurden. Von der postulierten Reihe (B.2.11) ist etwa im
Beispiel der freien Feldtheorie nicht bekannt, ob sie bei festem E und r konvergiert
— dies erweist sich fiir die Konstruktion der Punktfelder auch als irrelevant.

2.3 Mathematische Formalisierung

Wir werden nun die heuristischen Uberlegungen des letzten Abschnitts zusammenfassen
und in ihren mathematischen Kontext stellen. Dabei wird jedoch nicht auf alle technischen
Details der verwendeten Strukturen eingegangen; eine ausfiihrlichere Darstellung der Hin-
tergriinde findet sich in den Anhéngen B.A| bis 2.0.

Unser Ausgangspunkt ist eine Quantenfeldtheorie in algebraischer Formulierung (O —
20(0)), die den {iiblichen, in Abschnitt [[.3.1 genannten Axiomen geniigt. Wie bisher be-
trachten wir insbesondere die Algebren 24(r) = A(O,.). Mit den zwischen ihnen bestehenden
Inklusionen (A(r) < A(r’) fiir r < ') bilden sie eine Prikogarbe

A= {A(r)} auf dem Intervall (0,1]. (2.3.1)

(Das Intervall ist so gewéhlt, da wir das Verhalten der Theorie bei kleinen r analysieren
wollen.)

Ahnlich verfahren wir mit den energiebeschrinkten normalen Funktionalen
Y(F) := P(E)XP(E): Sie bilden eine Prikogarbe

= {Z(E)} auf dem Intervall 1, c0) (2.3.2)

mit den Inklusionen ¥(F) < 3(E') fir E < E'. (Wir betrachten das Hochenergieverhalten
der Theorie, deshalb haben wir uns auf das Intervall [1, 00) eingeschrénkt.) Dementspre-
chend bildet das mengentheoretische Produkt

Y x A= {S(E) x Ar)} (2.3.3)

eine Priikogarbe {iber [1, 00) x (0, 1]. Die uns interessierende Operation ,, Auswertung lokaler
Messungen“ kann als bilineare Abbildung auf ¥ x 2 verstanden werden:
Z: ¥xA—-C,
(0,A) — a(A). (2.3.4)
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Sie ist vertriglich mit den Inklusionsabbildungen und kann insofern als Abbildung auf der
Priakogarbe bezeichnet werden.

Zur Formulierung des Kriteriums geht es darum, Approximation dieser Abbildung = zu
betrachten. Nach Abschnitt 2.7 sollen die approximierenden Terme ,, Rang-1-Abbildungen*
sein, die in unserem Kontext ebenfalls als bilineare Abbildungen auf der Prikogarbe ¥ x 2
dargestellt werden kénnen:

@DAOJO : ixﬁ—ﬂc,
(0,A) — a(Ag)oo(A), (2.3.5)

wobei g € 3 ein festes Funktional ist und Ay eine Linearform iiber jedem der ¥(E), die mit
deren Inklusionen vertriglich ist. (A ist also eine evtl. unbeschrénkte quadratische Form
auf (Jp Xp mit der Eigenschaft, da P(E)AyP(FE) fiir jedes £ > 0 beschrinkt ist. Die
spater zu identifizierenden Punktfelder werden von diesem Typ sein.) Die obige Abbildung
Y ay0, bezeichnen wir im folgenden oft abgekiirzt mit Ayoy.

Wir werden unseren Formalismus also in der Sprache bilinearer Abbildungen auf ¥ x 2
aufbauen. Allerdings diirfen nicht alle solchen Abbildungen in der Analyse zugelassen wer-
den, sondern wir miissen uns auf in gewisser Weise ,reguldre” Abbildungen beschrénken,
um ausreichende Stetigkeitseigenschaften fiir die zu konstruierenden Punktfelder zu er-
halten. Dazu soll eine geeignete Topologie auf 3 x A eingefithrt werden; die , reguléren®
bilinearen Abbildungen sind dann gerade stetig in dieser Topologie. Wir miissen an diesen
Stetigkeitsbegriff folgende Anforderungen stellen:

e Die oben erwdhnten Abbildungen = und Agoq sollen stetig sein, wenn o schwach-x-
stetig ist und Ay auf jedem X (FE) beschrankt.

e Umgekehrt soll aus der Stetigkeit einer Abbildung Ayoq folgen, dal oy schwach-x*-
stetig ist, und daB ||P(E)A¢P(E)| < oo.

Wie in Anhang R.A| argumentiert wird, gibt es Topologien auf ¥ x 2, die diese For-
derungen erfiillen; die fiir unsere Zwecke natiirlichste ist die Finaltopologie beziiglich der

Abbildungen

mLe . A(r) — L(E) x 2A(r), A (0,A) (0 € X(F) fest),
mra: 2(E)— X(E)x2Ar), o (0,A) (A € 2A(r) fest); (2.3.6)

dies ist in Anhang 2-A ndher erldutert und hier zunéichst nicht weiter von Bedeutung. Wir
bezeichnen die Menge aller beziiglich dieser Topologie stetigen, bilinearen Abbildungen auf
¥ x A mit V.

Unsere Vorstellung ist es also, dafl sich die Auswertung lokaler Messungen, also die
Abbildung = € ¥, durch Summen von Termen der Form Ayoy € ¥ approximieren laft,
allgemeiner gesprochen durch Abbildungen in ¥ von endlichem Rang.

Auch hier ist zunéchst genauer zu kldren, was wir unter ,,endlichem Rang“ verstehen
wollen. Fiir eine solche Abbildung bei festem F und r ist das relativ klar: Zu jeder bilinearen
Abbildung ¢g, : X(E) x A(r) — C konnen wir die Linksadjungierte ¢r, g, definieren als

YLey . B(E) — Ar).,
o= Yp.(o, ) (2.3.7)
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und dann den Rang von g, als Dimension des Bildes dieser Abbildung (welches wir mit
Bildy, ¥, bezeichnen) festlegen, sofern es endlichdimensional ist. Analog 148t sich natiirlich
auch eine Rechtsadjungierte definieren,

YRE,: AU(r) — S(E),
A= Yp.( JA) (2.3.8)

und die Dimension ihres Bildes Bildg 95, zur Definition von Rang g, heranziechen. Es
stellt sich (wie zu erwarten) heraus, daf stets dim Bildy, ¢p, = dimBildg ¢, gilt, siche
Anhang BB,

Uns interessieren aber nicht die Abbildungen bei festem F und r, sondern ihr Verhalten
im Grenzfall Er — 0. Es ist hier nicht ausreichend, nur zu fordern, dafl der Rang von ¢z ,
fiir Er — 0 beschrénkt bleibt oder konstant ist, da es uns hauptséachlich auf die Interpreta-
tion des Bildes als Punktfelder (Bildg ¢) bzw. als deren duale Objekte (Bildy, ¢) ankommt.
Wir miissen daher von den approximierenden Abbildungen verlangen, daf§ Bildy, g, und
Bildg 9g, nicht nur endlichdimensional, sondern fiir kleine E - r sogar ,als Vektorraum
konstant“ sind. Wir bemerken hier nur, daf§ sich solche Abbildungen fiir kleine E -r gerade
als endliche Summen von Rang-1-Termen der Form (R.3.5) schreiben lassen:

J
w = Z¢j0'j mit 0; € Z, (bj S i* (239)
=1

Fiir eine ,basisfreie® Definition dieser Eigenschaft sei auf Anhang verwiesen. Solche
Abbildungen ¢ € W nennen wir Abbildungen von asymptotisch endlichem Rang. Die Menge
bzw. den Vektorraum aller dieser Abbildungen bezeichnen wir mit W,.

Polynomiale Energieschranken Wir werden h&ufig noch eine weitere Bedingungen
an die betrachteten Abbildungen ¢ € W, stellen, und zwar eine Einschrinkung an ihr
Hochenergieverhalten: Wir sagen, 1) € W, geniige polynomialen Energieschranken (oder:
ist polynomial energiebeschrdnkt), wenn fiir jedes ¢ € Bildg ¢ ein [ > 0 existiert, so dafl

9|l = [|P(E)¢P(E)| < E'- const. (2.3.10)

Es ist dann (durch Wahl einer Basis) klar, dafi im endlichdimensionalen Raum Bildg 1
dieser Wert [ gleichméfig gewéhlt werden kann. Den Teilraum von ¥, dessen Elemente

polynomialen Energieschranken geniigen, notieren wir als W, .

Die physikalische Bedeutung dieser Einschrankung ist folgende: In allen bisher konstru-
ierten quantenfeldtheoretischen Modellenf] erfiillen die Punktfelder solche Energieschran-
ken [DE77]. Da wir vermuten, daff Bildg ¢ in der interessierenden Situation aus solchen
Punktfeldern besteht, erscheint eine derartige Einschriankung an das Hochenergieverhalten
plausibel.

In der Literatur sind auch Feldtheorien bekannt, die nicht-polynomiales Hochenergie-
verhalten aufweisen [Jaf67, Sum&7], wobei allerdings die Temperiertheit der Wightman-
Distributionen aufgegeben werden mufl. Wir werden solche Modelle hier nicht betrachten
und unsere Analyse der Existenz lokaler Punktfelder nur unter der zusétzlichen Annahme

4 genauer in allen Modellen, die eine verschiirfte Version der Osterwalder-Schrader-Axiome erfiillen
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polynomialer Hochenergieschranken ausfithren. Tatséchlich geht diese Annahme aber nur
an wenigen Stellen in die Argumentation ein, so dafl viele Aspekte unabhéngig von dieser
Zusatzvoraussetzung betrachtet werden kénnen.

Verhalten bei kleinen Wirkungen Wir bendtigen noch einen quantitativen Begriff fiir
das Verhalten der Abbildungen ¢ € ¥ im Bereich kleiner Wirkungen E -r. Dazu definieren
wir (analog zu heuristischen Motivation in Abschnitt P.2) zunéchst

Ve (0, A)|
[Y]lgs = sup sup =t (2.3.11)
cEX(E) AcU(r) ||U||||A||

wobei das Supremum nicht notwendigerweise endlich sein mufl. Wie in Abschnitt 2.2 ver-
wenden wir zur Analyse skaleninvariante Begriffe und betrachten daher fiir w > 0

sup |[¢¥||lgr - (2.3.12)

E-r<w

Dies wird ebenfalls eventuell co; diese technische Schwierigkeit umgehen wir durch Anwen-
dung einer Funktion B(z) = 7= mit der Konvention B(co) = 1, die die Werte von (2.3.12)

1+z
auf das Intervall [0, 1] , kontrahiert“. Wir wollen also
Jo(w) = sup B([¢]lp.) (2.3.13)

im Limes w — 0 untersuchen. Hierzu definieren wir den ,,asymptotischen Exponenten* von
fy als

Y(fy) :=sup { A ‘w_’\fw(w) SN O} € [0, oo]. (2.3.14)

w—0

Es handelt sich hier also im Wesentlichen um den Exponenten, mit dem f,(w) fiir w — 0
abfillt. (Details dazu findet man in Anhang P.I).) Wir schreiben statt (f,) im folgenden
einfach

V(W) = (fy) - (2.3.15)

Um auch hier die technische Schwierigkeit , unendlicher“ Werte zu umgehen, betrachten
wir gelegentlich

_Jmm o W) <o
OE {0 v ) = oo (2.3.16)

Dann hat §(¢) — ) die Eigenschaften einer Pseudometrik auf U (siche Anhang R.I), liefert
also einen verniinftigen Konvergenzbegriff.
2.4 Ein Phasenraumkriterium

Wir wollen nun eine allgemeine Theorie, die die grundlegenden Axiome der algebraischen
Quantenfeldtheorie erfiillt, mit Hilfe der oben eingefiihrten Begriffe analysieren.



2.4 FEin Phasenraumkriterium 31

Unsere Vorstellung ist, daB sich die lokale MeBauswertung = € ¥ durch Abbildungen
von asymptotisch endlichem Rang approximieren 1a8t, und zwar um so besser, je hoher
deren Rang ist. Wir betrachten daher im allgemeinen Fall folgende Grolen (fiir n € Ny):

Yo = 111;1(3«-;)(7(5 — Ym)) € [0,00], (2.4.1)

wobei das Maximum {iber alle ¥, € W, mit Rang Ymn)y < n genommen wird. Wie oben
setzen wir

1
i

e [0,1]. (2.4.2)

n -

Analog werden 7" und 67 definiert, wobei das Maximum in diesem Fall nur iiber ¢, € T(J;

genommen wird.
Es ist unmittelbar klar, da v, > 7,1, daf§ die 7, also monoton wachsen und die 9,
monoton fallen. Weiterhin gilt stets

HEHEJ“ =1 VE,T’ = Y= 0, o= 1. (243)

Das weitere Verhalten der -, 4, respektive v7' 67 charakterisiert die betrachtete Theorie.
Wir kénnen die auftretenden Fille grob klassifizieren:

1. Es gilt §,, — O fiir n — o0, jedoch d,, > 0V n. Dies entspricht dem in der heuristischen
Motivation betrachteten Fall: Die Approximation wird mit zunehmendem Rang der
Approximationsterme immer besser. Dieses Verhalten erwarten wir in allen Theori-
en, die aus Punktfeldern (ggf. mit polynomialen Energieschranken) aufgebaut sind.
Konkret ist das in freien Feldtheorien mit endlich vielen Teilchensorten explizit der
Fall (siehe Beispiel in Kapitel [1). Wir vermuten also beim beschriebenen Verhalten
der ¢, dafl die approximierenden Terme %,y bzw. ihr Rechts-Bild aus Punktfeldern
aufgebaut sind; es wird zu klaren sein, inwieweit dies tatséchlich der Fall ist.

2. Es gilt §,, = 0 fiir groBe n. Dies bedeutet, dal die Abbildung = beliebig gut (bzw.
besser als jedes Polynom) durch nur endlich viele Rang-1-Terme approximiert werden
kann. Solche Theorien besitzen also bei kleinem E7r im Vergleich zur freien Feldtheo-
rie eine Art ,ausgediinnten Phasenraum®. Dies wird man bei Modellen erwarten,
die nicht aus Punktfeldern aufgebaut sind, sondern aus anderen, auf endlich grofien
Gebieten lokalisierten Objekten. Solch ein Modell, in dem bereits ein einzelner Term
Yy = wl ausreicht, um §(=Z — wl) = 0 zu erreichen, wurde von Lutz betrachtet
[Eat97] — siehe auch die Diskussion in Abschnitt B.1].

Das Lutz’sche Modell ist fiir den beschriebenen Fall in folgendem Sinne generisch:
Gibt es im Feldinhalt der Theorie (siehe Abschnitt B.4) mindestens ein nichttriviales
Quantenfeld, dann ist er tatsdchlich unendlichdimensional, denn er mufl auch alle
Ableitungen dieses Feldes enthalten (Abschnitt .4).f Der Fall 6, = 0 fiir grofie n*

5 Dies kann man folgendermafen prizisieren: Unter sehr allgemeinen Bedingungen kann fiir lokale
Punktfelder ¢ (auler dem Einsoperator) der Ausdruck ¢(0)€2 nicht beschriankt sein [BVY5]. Nimmt man
an, da8 ||R!'¢(0)Q| < oo fiir geeignetes [ > 0, dann 148t sich unter Verwendung von 9; = i[H, -] zeigen,
daB das Hochenergieverhalten von 9F¢(0)Q2 mit wachsendem k divergenter wird; die Zeitableitungen des
Feldes sind also nicht linear abhéngig.
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fithrt aber, wie wir sehen werden, zu einem endlichdimensionalen Feldinhalt. Als
Punktfelder werden also nur , klassische Observablen* (Vielfache des Einsoperators)
auftreten.

3. 0, > 05 > 0 ist durch eine positive Konstante d,, von unten beschrankt. Die Auswer-
tung lokaler Messungen = kann also auch durch beliebig (aber endlich) viele Rang-1-
Terme nicht besser als (Er)°< approximiert werden; der Phasenraum ist besonders
,dicht gefiillt“. Dies kénnte folgende Ursachen haben:

e Es gibt in der Theorie unendlich viele Punktfelder der gleichen Energiedimension
(beispielsweise in einer freien Feldtheorie mit unendlich vielen Teilchensorten).
In diesem Fall reichen endlich viele Approximationsterme nicht aus, um den
Anteil dieser Felder zu kompensieren.

e Im Fall 6 > 6L > 0 koénnte es sein, daf§ die zur Approximation benétigten
Felder nicht polynomialen Energieschranken geniigen.

Wir interessieren uns im folgenden fiir den Fall §,, — 0, was den obigen Fall [ und —
trivialerweise — auch P umfafit. Dies 148t sich als Kriterium wie folgt formulieren:

Definition 2.1. Eine Theorie erfiillt das asymptotische Phasenraumkriterium [mit poly-
nomialen Energieschranken], wenn es eine Folge (1) C Wy [(¢y,) C W(I; ] gibt, so dafs

0(E —,) — 0.

Das so formulierte Phasenraumkriterium sollte nach unserer heuristischen Motivation
in der Lage sein, eine physikalisch interessante Klasse von Quantenfeldtheorien auszuzeich-
nen, namlich solche mit einem ,reguldren Kurzabstandsverhalten“. Theorien dieser Art
werden wir im folgenden betrachten. Wir werden in Kapitel B analysieren, inwieweit sich
die Approximationsterme 1), aus lokalen Punktfeldern zusammensetzen.

Zu fragen ist natiirlich, ob das jetzt mathematisch prézisierte Kriterium tatséchlich in
physikalisch relevanten Modellen streng erfiillt ist. Wir werden es in Kapitel [ zumindest in
einer grofien Klassef] freier Feldtheorien etablieren kénnen. Moégliche Erweiterungen werden
in Kapitel § diskutiert.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafi das formulierte Kriterium nur darauf ab-
zielt, Theorien mit einem wohldefinierten Punktfeldinhalt auszuzeichnen. Es ist nicht sen-
sitiv dafiir, zu entscheiden, inwiefern dieser Feldinhalt die Theorie vollstdndig bestimmt,
inwiefern also sdmtliche physikalischen Observablen im Verhalten des Systems bei kleinen
Absténden codiert sind. Wie oben bereits erwéhnt (Fall f]), kann es ohne weiteres vorkom-
men, dafl das Kriterium in nichttrivialen Beispielen nur den Einsoperator als ,,Punktfeld“
liefert; solche Theorien lassen sich nicht aus ihrem Feldinhalt rekonstruieren. Wir werden
dies in Abschnitt B2 naher ausfithren.

2.A Garbenstrukturen

Im Rahmen unserer Analyse von Quantenfeldtheorien am Punkt betrachten wir oft Raume
von normalen Zustinden mit einer Maximalenergie E sowie die lokalen Algebren eines

6Probleme ergeben sich i.W. nur bei Theorien in niedrigen Raum-Zeit-Dimensionen.
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Doppelkegels O,.. Thre mathematische Struktur bei Variation von E und 7 soll hier ndher
untersucht werden.

Zunéchst zur allgemeinen Situation: Die lokalen Algebren (r) = 24(0O,) sind Unter-
algebren von B(H) fiir einen gewissen Vektorraum H. Der mit ¥ bezeichnete Raum der
normalen Funktionale tiber B(H) ist identisch mit dem Prédualraum von B(H); d.h. X
tragt eine Banachraumstruktur, deren Dualraum ¥* mit B(H) iibereinstimmt. Weiterhin
ist (P(E)XP(E))* = P(E)B(H)P(E). Wir werden im folgenden B(H) und seine Unter-
algebren meist mit der schwach-x-Topologie ausstatten (deren Dualitéten wir mit einem
Stern unten kennzeichnen); es gilt dann B(H). = ¥ und 2A(r). = S[A(r).

Nun betrachten wir die E-Abhéngigkeit der Raume X (E) genauer. Offensichtlich gilt
Y(F) C X(F) fir E < E', so da die Rdume X(E) mit den kanonischen Inklusionsabbil-
dungen X(FE) — X(FE’) zu einer Prikogarbe auf z.B. dem Intervall [1,00) werden; dieses
Intervall wird gewéhlt, da wir uns lediglich fiir das Hochenergieverhalten der Theorie in-
teressieren. Wir bezeichnen diese Prikogarbe mit X.

(Der Begriff der Pritkogarbe wird hier etwas anders als iiblich verwendet. Ublicherweise
wiirde man Réaume 3 (U) fiir alle offenen beschréankten Mengen U C [1, 00) und Inklusionen
zwischen diesen betrachten. Indem wir aber statt 3(U) stets X (E) mit £ = sup U einsetzen,
konnen wir uns auf die Angabe eines reellen Parameters beschrénken.)

Ganz analog liefern die Algebren 2(r) mit den per Axiom geforderten Inklusionen
A(r) — A(r') fiir r < 7’ eine Prikogarbe & auf (0, 1] - wir schrinken durch diese Wahl
unsere Analyse auf den Bereich kleiner r ein.

Diese Strukturen iibertragen sich auch auf die Dualrdume der ¥(F) und 24(r): Wir
erhalten Pragarben

*

T = {S(E)} und A = {A(r),} (2.A.1)

auf den entsprechenden Intervallen; die Garbenabbildungen sind hierbei durch die gewohn-
lichen Restriktionen gegeben.

Unser Formalismus zur Analyse von Punktfeldern verwendet bilineare Abbildungen
Y(FE) x 2A(r) — C. Genauer gesagt sollen diese Abbildungen fiir alle E,r gegeben und
vertriglich sein mit den Inklusionen 3(E) — X(E’) und (r) — 24(r’). Dazu bemerken
wir, daf3 automatisch auch

Y x A= {S(E) x Ar)} (2.A.2)

zu einer Prigarbe auf [1, 00) x (0, 1] wird. (Hier ist statt einer offenen Menge U C [1, 00) X
(0, 1] wieder das Supremum der Menge in der jeweiligen Variablen einzusetzen.)

Die betrachteten Abbildungen 1 sollen bilineare Formen auf dieser Priakogarbe sein,
d.h. zu jedem Paar (E,r) hat man eine bilineare Abbildung

Ypy o B(E) xA(r) = C, (2.A.3)
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und diese g, sollen mit den Inklusionen X(FE) x (r) < X(E’) x 2(r’) vertriglich sein:[]
S(E') x A(r) (2.A.4)

%

f C

VEr
S(E) X A(r)

Auflerdem sollen diese Abbildungen in einem gewissen Sinne regulér sein; das heifit, wir
wollen Topologien auf den Y (£) x 2(r) einfiihren und fordern, da8 die Abbildungen g,
beziiglich dieser Topologien stetig sind. Es geht nun darum, diese Topologien geeignet zu
definieren. Aus dem Kontext des zu entwickelnden Konstruktionsverfahrens heraus ergeben
sich folgende Anforderungen:

1. In jedem Fall sollen folgende Bilinearformen zur Menge der stetigen Abbildungen
gehoren, da sie fiir die gewiinschte Analyse benotigt werden:

=: (U, A) — U(A) und
itgm : (0, A) 1 7Aoo (A) (2.A.5)

mit festem og € ¥ und Ay € B(H).fj

2. Umgekehrt wollen wir aus der Stetigkeit einer Rang-1-Abbildung der obigen Form
Yago, 7 0 (oder kurz Agog # 0) folgern konnen, daff oy schwach-k-stetig auf jedem
2(r) und Ay normstetig auf jedem X(FE) ist. Diese Eigenschaft erreicht man gerade,
indem man fordert, dafy die Abbildungen

mye . A(r) — L(E) x 2A(r), A (0,A) (0 € X(E) fest),
mra: N(E)— X(E)xAr), o (0,A) (A € A(r) fest); (2.A.6)

stetig sind, wenn man ¥(E) mit der Normtopologie und 2((r) mit der schwach-*-
Topologie versieht. (Dann wird ¢4,,, © mL, = 0(Ag)oo stetig, und folglich ist oy
schwach-*-stetig; analoges gilt fiir mg 4.)

Die zu wihlende Topologie auf 3( E') x 2((r) sollte beide Anforderungen [[] und g erfiillen.
Man stellt allerdings fest, dafl die ,,iiblichen” Topologien diesen Anforderungen nicht genii-
gen: So scheint es natiirlich, X(F) x 24(r) mit dem Produkt der beiden Normtopologien auf
Y(F) und 2(r) zu versehen; doch l&8t sich damit die schwach-*-Stetigkeit der Funktionale
0o nicht sicherstellen. (Wir werden die schwach--Stetigkeit spéter benttigen, um Fortset-
zungen gewisser Funktionale mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach zu erhalten.) Verwendet
man andererseits das Produkt aus Normtopologie auf ¥(E) und schwach-x-Topologie auf
2(r), dann wird die Abbildung = nicht stetig: Wenn ¢ — 0 in der Normtopologie und
A — 0 im schwach-*-Sinn, dann folgt im allgemeinen nicht, dal o(A) — 0.

Allerdings bieten sich aus den beiden Forderungen heraus die folgenden zwei Topologien
unmittelbar an:

7 Zur Notation kommutativer Diagramme siche Seite @
8 Tatséichlich bendtigen wir diese Abbildungen noch fiir allgemeinere Ag; es reicht aber aus, hier als
schwiichere Bedingung die Stetigkeit fiir Ay € B(H) zu fordern.
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1. Man betrachtet die initiale Topologie 7; auf ¥(E) x 2((r) beziiglich aller Abbildungen
E und ¢ ,,, mit o9 € X und Ay € B(H). In dieser Topologie sind alle diese Abbil-
dungen stetig (Forderung [l] ist also erfiillt), und sie ist die grobste aller Topologien
mit dieser Eigenschaft.

2. Man verwendet die finale Topologie 7, beziiglich aller Abbildungen my,, und mg 4.
In dieser Topologie sind die my,, und mg 4 stetig (sie geniigt also Forderung fl), und
7¢ ist die feinste aller Topologien, die dies erfiillen.

Wir zeigen nun, daB sowohl 7; wie 7; tatsdchlich beide Anforderungen erfiillen. Die
Abbildungen my, , sind nédmlich auch 7;-stetig: Dazu ist zu zeigen, dafl die Kompositionen
Eomy, und ¢ a,., © My, stetig sind. Man hat fir A € A(r)

Eompy(A) =Z(0,A) =0(A), (2.A.7)
was bei festem o sicher stetig in A ist, und

Dago0 © Mg (A) = Yage, (0, A) = 0 (Ag)ao(A), (2.A.8)

was ebenfalls in A stetig ist. Also ist my, , stetig beziiglich 7;, und ebenso sind es die mg 4;
daher erfiillt 7; auch Forderung B, und es gilt

T C Ty. (2.A.9)

Hieraus folgt aulerdem, dafl 74 auch Forderung [I] erfiillt (sie ist feiner als 7;).

Damit sind die fiir unsere Zwecke geeigneten Topologien vollstandig charakterisiert:
Eine Topologie 7 auf X (E) x (r) erfiillt die Forderungen [ und P genau dann, wenn sie
feiner als 7; und grober als 7y ist, also wenn

7, C T C Ty (2.A.10)

Fiir unsere Zwecke erscheint es natiirlicher, mit 7 zu arbeiten, und wir werden im folgenden
stets annehmen, daf8 ¥(E) x (r) mit der Topologie 7 versehen ist.

Wir bemerken noch, daf8 7; auch mit der Kogarbenstruktur auf ¥ x 2 vertriglich ist:
Fir F < E', r < r' liest man aus den kommutativen Diagrammen

A(r) D sE) xou(r) s(E) AED gy sxar)  (2.A.11)
e ) .|
() T 5 By o) S(E) AT s mry o)

leicht ab, dafl die Inklusionen 3 (E) x 2(r) — 3(E") x A(r") stetige Abbildungen sind (denn
ihre Kompositionen mit den my,, und mg 4 sind es). Insofern kénnen wir sagen, dafl 7¢
eine Topologie auf der Priikogarbe 3 x 2 liefert.fi

Wir werden im folgenden mit W die Menge aller bilinearen, 7;-stetigen Abbildungen
auf ¥ x 2 bezeichnen.

9 Fiir 7; wire dies allerdings auch erfiillt.
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Es gilt nun, die Elemente ¢ € ¥ weiter zu analysieren, und insbesondere den Spezialfall
einer Abbildung von endlichem Rang zu formulieren. Dies werden wir zunéchst fiir festes
E und r tun, d.h. wir werden die 7;-stetigen Abbildungen

Vpy: B(E) x A(r) = C (2.A.12)

betrachten. Es sei daran erinnert, daf§ hier ¥(F) stets mit der Normtopologie und 2A(r)
mit der schwach-x-Topologie versehen ist.

Es lohnt sich, die Analyse der Abbildungen von endlichem Rang etwas allgemeiner
durchzufithren, was im néchsten Abschnitt geschehen soll.

2.B Bilinearformen von endlichem Rang

Im folgenden seien U, V' zwei hausdorffsche, lokal konvexe topologische Vektorrdume mit
Topologien 1y, 7. (Wir werden die Dualrdume usw. beziiglich 7y mit dem Symbol *
kennzeichnen, die beziiglich 7, mit ,.) Unser Ziel ist es, bilineare Abbildungen ¢ : U x V' —
C zu analysieren, die gewissen Stetigkeitsbedingungen geniigen. Wir definieren dazu die
Abbildungen

mp,: V—-UXYV, v — (u,v) (u € U fest),

mry: U—UXYV, u— (u,v) (v eV fest) (2.B.1)
und versehen U x V' mit der finalen Topologie beziiglich aller dieser Abbildungen. Mit ¥
bezeichnen wir die Menge aller hierin stetigen, bilinearen Abbildungen U x V' — C.

Zur Analyse der Abbildungen in W fithren wir sie zunéchst auf lineare Abbildungen
zuriick. Zu ¢ € ¥ definieren wir dazu die Linksadjungierte y:

YU - Ve, ur—¢(u,-). (2.B.2)

Das ist wohldefiniert, d.h. die Bilder ¢r,(u) sind stetige Funktionale auf V: Man hat ndmlich
Yr,(u) = ¢ omy,,, und beide Abbildungen auf der rechten Seite sind stetig.

Wir versehen V, mit der von V' induzierten schwachen Topologie, so daf§ (V,)* = V
wird.[9 Dann ist ¢, nicht nur linear, sondern auch stetig: Man hat fiir v € V

| (1) (0)] = [ (u,0)| = [ 0 mpu(u)] — 0 (2.B.3)

fir u — 0, da mp,, stetig ist.
Ebenso erhilt man die Rechtsadjungierte 1g als stetige, lineare Abbildung

Yr:V —=U", v—=1(-,0), (2.B.4)

wobei U* analog mit der von U gelieferten schwachen Topologie versehen ist, so dafl (U*), =
U.

Die beiden adjungierten Abbildungen r, und r héngen sehr eng zusammen; es ist
namlich ¢f = 1Y und Y. = Y. Man sieht dies leicht durch eine kurze Rechnung: Fiir
veV=V"und u € U ist

(Yiv)(u) = v(ru) = v(W(y, -)) = ¥(u,v);
(rv)(u) = (Y-, v)) (u) = P(u, v) = YL =Y (2.B.5)

10 Die , Dualititen“ bzgl. der Topologie auf V. bezeichnen wir mit *.
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Analog folgt ¥r. = ¥r. Wir erhalten also folgendes Bild:

=) Uy, (2.B.6)
I I
v = v (=7
Weiter interessieren wir und fiir Kern und Bild von ¢y, und ¥gr. Wir nennen
Bildy, v := Bild ¢y, C V, und Kerny, v := Kern ¢, C U (2.B.7)

das Links-Bild respektive den Links-Kern von v; analog werden das Rechts-Bild und der
Rechts-Kern definiert. Man hat unmittelbar das kommutative Diagramm

o (2.B.8)
#
U U/Kemy ¢ > Bild, V.
L

wobei 11, = 1, /Kerny, ¢ stetig wird, wenn man U/Kerny, ¢ mit der Quotiententopologie
und Bildy, ¢ mit der Teilraum-Topologie versieht. Die bijektive Abbildung v, werden wir,
wenn keine Verwechslungsméglichkeit besteht, meist auch mit v, oder sogar einfach mit
bezeichnen (es handelt sich um dieselbe Abbildung, die nur ,zwischen anderen Réaumen*
definiert ist).

Ganz analog erhélt man fiir ¥g:

on (2.B.9)
#

U* <— Bildg ¢ ~o0 V/Kerng ¢ <—V
R

Wir wollen die beiden Diagramme (2.B.§) und (B.B.9) nun zusammenfassen und zeigen,
dafl Bildy, ¢ = (V/Kerng ¥),. (V/Kerng ¢ tragt hierbei wieder die Quotiententopologie.)

Zunéchst macht man sich klar, da} die Linearformen v, € Bildy, ¢ auf dem Quotien-
tenraum V/Kerng ¢» wohldefiniert sind: Es gilt v, = ¢¥pu mit gewissem u € U, und fiir
v € Kerng ¥ gilt dann

v, (v) = Yru(v) = ¥(u,v) (u) = 0. (2.B.10)

= YRU
—~~
=0
Wir kénnen also Restklassen aus V/Kerng ¢ in Linearformen aus Bildy, ¢ einsetzen, oder
mit anderen Worten: (Bildp ¢, V/Kerng v) ist ein Bilinearsystem bzgl. der Einsetzung.
Es handelt sich sogar um ein Dualsystem, d.h. die Einsetzung ist , definit“: Fiir festes
v, € Bildy, ¢ folgt

v (v+Kerngy) =0 VoveV/Kerngyy = v,=0; (2.B.11)
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fiir festes v + Kerng ¢ € V/Kerng ¢ gilt

vy (v + Kerng ¢) = 0 Vv, € Bildy, ¢

= Ypu(v+ Kerng ¢)) =0 VueclU

= u(Yrv + YrKerng 1) =0 VYuelU
—_———

=0
= ¢Yrv=0in U"
= wve€Kemngy bzw.v=01in V/Kerng . (2.B.12)

Bildy, ¢ ist zunéchst mit der Relativtopologie versehen (induziert von der schwachen To-
pologie auf V); man sieht durch Betrachtung der definierenden Halbnormen aber leicht,
daBl diese mit der von V/Kerng ¢ gelieferten schwachen Topologie iibereinstimmt. Damit
ist wegen der Dualsystem-Eigenschaft klar, daf in dieser Topologie

(Bildy, )" = V/Kerng ¢ . (2.B.13)
Ganz analog zeigt man, dafl
(Bildg ¢). = V/Kerny, ¢ . (2.B.14)

Wir erhalten damit folgendes Diagramm von dualen Rdumen und Abbildungen:

U'—> (Bildn ). HBﬂdL Yy V. (2.B.15)

I
I
I
[ < Bildy ¢ < (Bildy ¢)* ~— %
R

Es ist allerdings im allgemeinen nicht bekannt, daf (Bildg v)." = Bildg % usw. Dies ist
nur im unten betrachteten Spezialfall gesichert.

Wir interessieren uns nun besonders fiir den Fall, dafl einer der Rdume Bildy, ¢ und
Bildg 1 endlichdimensional ist. Als Teilraum eines hausdorffschen, lokal konvexen topolo-
gischen Vektorraums trigt er dann die Standardtopologie. Da 1, und g’ Isomorphismen
sind, ist sofort klar, dal dann Bildy, ¢, Bildg v sowie die zugehorigen Dualrdume alle end-
lichdimensional sind und dieselbe Dimension besitzen.

Wir sagen in diesem Fall, daf} die bilineare Abbildung 1 von endlichem Rang ist und
definieren

Rang 1 := dim Bildy, ¢ = dim Bildg 1. (2.B.16)

Dieser Typ von Abbildungen ist besonders einfach, da er sich auf die Abbildungen 1y’
bzw. g’ zwischen endlichdimensionalen Riumen reduzieren 148t. (Durch Wahl geeigneter
Basen in (Bildy, ¢), und Bildg ¢ kénnen wir erreichen, daf§ ¢, durch die Diagonalmatrix
diag(1,...,1) beschrieben wird.)

Ein wichtiger Spezialfall ist der einer Rang-1-Abbildung : In diesem Fall sind (Bildg ).
und Bildy, ¢ eindimensional; die Abbildung 1)y, ist zwischen diesen Rd&umen nur die Multi-
plikation mit einem Skalar, durch geeignete Basiswahl mit dem Skalar 1. Bezeichnen wir
die kanonische Projektion {7'— (Bildg ¢), =2 C als u* (sie ist eine stetige Linearform,



2.B Bilinearformen von endlichem Rang 39

also u* € U*) und ein dazu passend gewéihltes Basiselement in Bildy, ¢ als v, € V, dann
erhalten wir also

Y1, = u'v, bzw. ¢ = u'v, (2.B.17)

in dem Sinne, daf§ ¥ (u,v) = u*(u)v.(v) und P, (u) = u*(u)v,.

Wir interessieren uns weiterhin fiir eine Zerlegung von Bilinearformen von endlichem
Rang in solche von kleinerem Rang. Dazu sei ¥ € ¥ vom Rang n. Gilt fiir Abbildungen
U1, ... ¢ € ¥ vom Rang ny, ... ,n; die Gleichung

V=14 i, n=m+... .+, (2.B.18)

so nennen wir dies eine (direkte) Zerlegung von 1. Aus Griinden, die weiter unten ausgefiihrt
werden, schreiben wir oft auch ¢ = ¢y & ... ® ¢;.. Der Einfachheit halber werden wir im
folgenden direkte Zerlegungen von ¢ in nur zwei Abbildungen genauer betrachten; fiir
Zerlegungen in mehr als 2 Abbildungen gilt aber entsprechendes.

Zu einer gegebenen direkten Zerlegung v = vy + ¢y (und damit ¢ = ¥y + P2 p)
gehort offenbar eine Zerlegung Bildy, ¢ = Bildy, ¢, @ Bildy, ¢9 als direkte Summe. Analoges
gilt fiir Bildg 4. Die Inklusionsabbildungen Bildg ¢; — Bildg ¢, die das Diagramm

Bildg ¢, (2.B.19)

#
U* < Bildg

N

Bildg 1
kommutativ machen, liefern Projektionen zwischen den zugehorigen Dualrdumen, so dafl

(Bildg 1), (2.B.20)

]
U—— (Bildg ¢).
\ 1

(Bildg o).

kommutiert, was bedeutet, dafl ¢ 1, und o, auf (Bildg ). wohldefiniert sind. Wir kénnen
diese ,, Aufteilung® von (Bildg ). noch verfeinern: Aus Dimensionsgriinden ist (Bildg ¢), =
Kerny, ¢ @ Kerny, 12, und 4, 1, wirkt dabei nur auf Kerny, 3 usw., so daf beziiglich dieser
Zerlegung gilt v = 1)y @& 1)5. Die Inklusionen in dieser direkten Summe liefern Projektionen
Bildg ¢ /—— Bildg %; in den Dualrdumen, und entsprechendes mit vertauschtem L und R.
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Wir erhalten dann insgesamt das folgende Diagramm:

Kerny, 99 = YL (Kerng 99)* =
BlldR ¢1 BlldL Q,Dl

T |

(2.B.21)

UL (Bildg ¥). L Bildy, o=V,
s JU o7
BlldR ¢2 a1, BlldL 1/]2

= Kerny, ¢y = (Kerng ¢1)*

Hierzu sei bemerkt, dafl zwar die dufleren Dreiecke kommutativ sind, dafl die mit & be-
zeichneten Abbildungen die Vierecke in der Mitte jedoch im allgemeinen nicht kommutativ
machen; diese Abbildungen hédngen auflerdem nicht nur von einer einzelnen zugehorigen
Bilinearform 1;1,, sondern stets von der gesamten Aufspaltung ab.

Ein analoges Bild ergibt sich zwischen den Dualrdumen bzw. fiir die duale Abbildung
Yr = 1R D Y2R.

Auf diese Weise fithrt uns eine direkte Zerlegung 1) = 11 + 15 zu einer (eindeutig be-
stimmten) Zerlegung der Rdume Bildyp, ¢, Bildg ¥ und ihrer Dualrdume in direkte Summen,
so dafl ¥ = ¢y @ Ys.

Umgekehrt induziert z.B. eine gegebene Zerlegung Bildy, ¢ = V; & V4 sofort eine Zer-
legung der anderen drei Rdume und eine direkte Zerlegung der Abbildung ¢ in ¢y & s,
so dafl wieder das Diagramm (R.B.21)) gilt. Analoges gilt, wenn man von einer Zerlegung
eines beliebigen anderen der endlichdimensionalen Rdume startet.

Es ist zweckméfig, diesen Fall noch weiter zu formalisieren: Zu Bildy, ¢ = V; & V5 sei
W1 @& Wy die zugehorige Zerlegung von Bildg v. Anhand der direkten Zerlegung von 1)
rechnet man leicht nach, daB fir o € ¥ folgende Aquivalenz gilt:

Wi, ) eV, & o[Wy=0. (2.B.22)

Der Raum W; ist also durch Angabe von V; eindeutig bestimmt (und umgekehrt), un-
abhiingig von der Wahl von V, bzw. W;. Wir nennen daher W, den adjungierten Kern[
von Vi. Analog ist W, der adjungierte Kern von V5.

Mit den obigen Ergebnissen ist es insbesondere moglich, eine Rang-n-Abbildung ¢ €
U in eine direkte Summe von Rang-1-Abbildungen aufzuteilen: Jede Wahl einer Basis
{Vs1, ..., Ven} von Bildy, ¢ entspricht ndmlich eine Zerlegung von Bildy, ¢ in eine Summe
eindimensionaler Rdume und liefert damit nach obigen Ergebnissen

Y =uva D ... DU Vs (2.B.23)
mit linear unabhéngigen uj,... ,u; € U* (einer Basis von Bildg ), welche durch die
Vorgabe der v,1, ... , v, eindeutig bestimmt sind.

11 Diese Begriffsbildung bezieht sich immer auf eine festgehaltene bilineare Abbildung 1.
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2.C Abbildungen von asymptotisch endlichem Rang

Wir kehren nun zu dem uns interessierenden Spezialfall U = ¥(E), V = (r) zuriick und
betrachten wieder bilineare Abbildungen auf der Prikogarbe ¥ x L.

Bisher haben wir geklart, was wir bei festem E und r unter einer Abbildung von end-
lichem Rang verstehen und wie sie zu analysieren ist. Fiir die Analyse von Punktfeldern
interessiert uns jedoch der Grenzwert , verschwindenden Phasenraumvolumens® E -r — 0;
es ist zu prézisieren, was in diesem Fall die interessierenden Abbildungen ,,von endlichem
Rang® sind.

Man koénnte hier sicherlich fordern, daf z.B.

limsup Rang g, < oo, (2.C.1)
Er—0
daf also der Rang von g, im Grenzfall gleichméfig beschrénkt bleibt, doch wire dies fiir
unsere Analyse zu schwach; es schliefft nicht aus, daf§ der Rang fiir Er — 0 oszilliert. Zwar
lieBe sich durch Ubergang zu einer geeigneten diskreten Folge (E,,r,) erreichen, daf sogar
Rang v, », = const. fiir groie n; wir sind jedoch nicht so sehr an der numerischen Gréfie
des Rangs interessiert, sondern am (Links-/Rechts-)Bild von ¢, als Vektorraum. Um ihn
im Limes Er — 0 analysieren zu konnen, verlangen wir, dafl nicht nur die Dimension des
Bildes, sondern das Bild selbst fiir kleine Er ,konstant“ ist. Dabei ist , konstant® als , mit
den Garbenabbildungen vertréglich® zu verstehen.
Wir wollen dies etwas genauer ausfithren. Es sei dazu 1 € VU so, daf alle 1g, vom
gleichen endlichen Rang sind, und E' > E, v’ > r seien fest gegeben. Dann kommutiert
das Diagramm

S(B) > (Bildg b, )s 2= Bildy, th, > (1), (2.C.2)

ﬁ |

S(E') = (Bildg 1), 2" Bildy, 1o o A(r).

[eXNelNe]

wegen der Vertréiglichkeit von ¢ mit den Garbenstrukturen. Das Bild der Abbildung g J ¢
kénnen wir wegen der Kommutativitit von (2.C.2) durch die Inklusion Bildy, ¢ g, — 24(r).
hindurch ,zuriickziehen“ und erhalten damit eine aus Dimensionsgriinden bijektive Abbil-
dung Bildy, ¥ ,» < Bildy, ¥, , so dafl das Diagramm

S(E) — (Bildg ¢g,,). = Bildy ¢, > A(r). (2.0.3)

. ]

¢E’,7"

S(E') — (Bildg ¢ 1) —— Bildy, v o —— (1),

kommutiert. Analog erhalten wir auf der dualen Seite eine Bijektion Bildg ¢/ ,» <—
Bildg ¥ g, deren duale Abbildung das Diagramm

S(B) b (Bildg b, ) 2= Bildy, b, A(r), (2.C.4)

Lo e ]

¢E’,r’

S(E) > (Bildg o). = Bildy g > A(r).
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kommutativ ergéinzt. In diesem Sinne sind das Links- und das Rechts-Bild von ¢ dann
konstant.

Allerdings gilt obige Analyse nur fiir den Fall £’ > E und r’ > r. Dieser Fall ist jedoch
im Grenzwert Er — 0 eher irrelevant, typischerweise hat man » — 0, F — oo, also z.B.
E’ > E und ' < r. In diesem Fall 148t sich also die ,,Konstanz“ der Bilder nicht wie oben
folgern, sondern wir miissen sie explizit fordern:

Definition 2.2. Eine Abbildung v € VU heiffe Abbildung von asymptotisch endlichem
Rang, wenn fiir kleine E - r, E'-r" folgende Bedingungen erfillt sind:

o Y, ist von endlichem Rang;
e Zu E,E' rr' existieren Isomorphismen j;, und jgr, die die Diagramme

BlldL 1/)E7TC—> Q((T) ’LL’ﬂd E(E)* <—)BlldR I/JE’T

o] |

Bildy, ¢ g o (1) Y(E')* < Bildg ¢ v

kommutativ machen. (Die Pfeile zwischen A(r). und A(r'), sowie X(E)* und 3(E")*
sind je nach Groflenverhiltnis von E,E', r,r' ggf. umzukehren.)

Den Vektorraum aller Abbildungen aus U von asymptotisch endlichem Rang bezeichnen
wir mit Wy.

In unserer Analyse der Punktfeldstruktur von Quantenfeldtheorien stiitzen wir uns
auf solche Abbildungen von asymptotisch endlichem Rang. Sie besitzen fiir kleine Er ein
,konstantes Bild“ und lassen sich, wie wir unten sehen werden, kanonisch in eine Summe
von Rang-1-Abbildungen aus ¥ zerlegen.

Wir wollen jetzt untersuchen, wieweit sich die Existenz des Diagramms (2.C.4) fiir Ab-
bildungen von asymptotisch endlichem Rang jetzt auch auf beliebige E,E’,r,r’" ausdehnen
liBt. Von den vier zu behandelnden Fillen F'<E ! Zr sind zwei sofort klar; wir behandeln
nur F' > E, r’ < r, der vierte Fall ergibt sich analog. Fiir kleine Er, E'r’ hat man per
Definition

S(E) — (Bildg ¢g,,), = Bildy ¢, > A(r). (2.0.5)

N
¢E’,r’

Z(El) — (BﬂdR ¢E’,r’)* —— Bildy, wE’,r’C—> Q((T,)*

mit den geforderten Isomorphismen. Die beiden &ufleren Vierecke kommutieren; fraglich
ist lediglich, ob dies auch fiir das mittlere Viereck gilt.

Problematisch ist hier, dafl wir wegen E’ > E jedoch r’ < r die Garbenvertréiglichkeit
von 1) nicht direkt ausnutzen kénnen. Wir wiahlen uns daher £” > E' > Eund " > r > r/
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und behandeln dann das Diagramm:3

S(E) e (Bildg g, )~ Bildy, v, = A(r), (2.C.6)

I T

# E(E/) L (BlldR ’lﬁE/m/)ﬂ< e BlldL ¢E,7T,C—> 91(7”/)* f

e ﬁ N

’l[) "ot
E(Eﬂ) B 91(7‘”)*

Wegen der Vertriglichkeit von ¢ mit den Garbenstrukturen kommutiert hier

....... o >e< (2.C.7)
/o e f o °

wobei mit gepunkteten Linien ,,zuriickgezogene Abbildungen* bezeichnet sind (Wahl eines
Urbilds) - man muf sich dabei {iberzeugen, dafl dies wohldefiniert ist (in diesem Fall ist

das allerdings sehr einfach). Wegen der geforderten Kommutativitiat in . Liee konnen

wir (.C.7) umformen zu )
e o e~ (2.C.8)

- hier wurde zusitzlich die Priagarben-Eigenschaft von 3 benutzt; bei der Zuriickziehung
(%) ist ein Urbild zu wéhlen, das im Bild der Inklusion ¥(FE) — X(E’) liegt.

o o oo

Weiter kann man die Urbildwahl e e (auf dem interessierenden Teilraum, wo Ur-

bilder existieren) wegen der geforderten Kommutativitét ersetzen durch . cedld J hier geht
die Existenz der geforderten Isomorphismen ein. Zusammen mit der Garbeneigenschaft von
2, 148t sich damit (2.C.§) umrechnen in:

e o >e o (2.C.9)

Verwendet man hier noch einmal die Garbenvertriglichkeit von v, so erhélt man die Kom-
mutativitat von

e eo—>o ° (2.C.10)

12 Es sei bemerkt, da wir fiir E”,r” nicht fordern miissen, daf ¢ g~ von endlichem Rang ist.
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wie gewiinscht. Wir haben also gezeigt, daf in (B.C.§) auch das mittlere Quadrat kommu-
tiert, was uns gewissermaflen ein , definiertes Verhalten® von ¢g , bei Anderung von E und
r sicherstellt.

Wir bemerken insbesondere, daf8 Bildy, ¢z, ,,nicht von E abhéngt® in dem Sinne, dafl
bei festem r und kleinen Er, E'r das Diagramm

Bildy, 15, (2.C.11)

N

Bildy, ¥,

kommutiert; die Rdume Bildy, g, und Bildy, ¢g , sind also als Teilraume von 2((r), gleich.
In derselben Weise ist Bildg 9, unabhéngig von r.

Besonders interessiert auch hier wieder der Fall von (asymptotischen) Rang-1-Abbil-
dungen. Eine solche Abbildung 1 sei im folgenden gegeben. Wir wihlen zunéchst E, r fest
(Er geniigend klein) und je ein Basiselement o, € Bildy, ¢g, und ¢g € Bildg g, so da8
Ve, = ¢po, (vgl. (B.BI7) ). Wir konnen g, also schreiben als

YE =1

£(E) =% (Bildg ¢5, ). = C C = Bild, v, 2= (1), (2.C.12)
wobei ¢, zwischen den beiden eindimensionalen Réumen einfach der Multiplikation mit
dem Skalar 1 entspricht.

Nun definieren wir o] fir v’ < r durch die fiir die Eigenschaft ,von asymptotisch
endlichem Rang® geforderten Isomorphismen j;: Sie sollen o, auf ¢, transportieren, d.h.
das Diagramm

C = Bildy, ¢, 2> A(r), (2.C.13)

4

(C = BlldL ¢E,T/(? 91(7"/)*

wird kommutativ gemacht. Fiir 7’ > r setzen wir o, beliebig als Linearform auf 2((r’) fort
(das ist moglich, da 2A(r), = X[(r)). Damit wird o insgesamt zu einer wohldefinierten
Linearform auf der Priikogarbe 2, also o € 2,.

Ganz analog definieren wir ¢ auf anderen Raumen ¥(E’), indem wir die Isomorphis-
men jr verwenden bzw. verlangen, daf3

S(E)* <22 OBildy ¢, = C (2.C.14)

Lk

S(E') <—Bild, ¢, = C
El

kommutativ wird. (Nach dem oben Gesagten kénnen wir hier v’ < r beliebig wéhlen, so daf3
wir sicherstellen kénnen, daB E'r’ klein bleibt.) Damit ist also auch ¢ € 5" wohldefiniert.
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Diese Definition von o und ¢ erméglicht es uns, fiir beliebige E’,r’" (jedoch kleine E'r")
die Abbildung ¢ g, folgendermafien darzustellen:

Vg =1

2(E) 22 (Bildg ¢s,). = C C=Bildy g, —7>Ar),  (2.0.15)

1 ﬂ !

S(E') 5 (Bildg ). & € — 2" € = Bildy 0 > A(r"),

Dabei entspricht auch g/, hier nur der Multiplikation mit einem Skalar; da wir nach
(R.C.10) aber wissen, dafl das mittlere Quadrat kommutiert, und da die Isomorphismen
die gewéhlten Basiselemente aufeinander abbilden, ist auch dieser Skalar gleich 1. Wir
erhalten auf diese Weise

¥ = ¢o (2.C.16)

as

mit o € A, und ¢ € =, wobei = bedeutet, daB die Gleichung eventuell nur fiir kleine Er

gilt (asymptotische Gleichheit).

Abbildungen ¢ € ¥, mit asymptotischem Rang n > 1 lassen sich entsprechend in
Rang-1-Abbildungen zerlegen: Bei festem E.r zerlegen wir ¢, wie in Formel (2.B.23) und
setzen diese Zerlegung dann mittels der Isomorphismen fort. Auf diese Weise erhalten wir:

Satz 2.3. Ls seiy € U, eine Abbildung vom asymptotischen Rang n. Dann gibt es linear
unabhdngige o; € A, und ¢; € DN (j=1,...,n), so daf

V=2 ;.
j=1

Da wir 2((r). = S[2(r) haben, kénnen wir hier statt o; € 2, auch o; € X annehmen
und das Element der Priagarbe ggf. durch Restriktion zuriickgewinnnen.

2.D Asymptotisches Verhalten

In diesem Abschnitt sei F' die Menge der Funktionen R™ — R™, die bei 2 = 0 beschrinkt
sind. Wir werden fiir f € F in verschiedenem Zusammenhang das asymptotische Verhalten
von f(x) fiir  — 0 analysieren und quantifizieren miissen; dazu sollen hier einige Begriffe
eingefiithrt werden.

Asymptotische Ordnung Es seien f,g € F' zwei Funktionen. Wir schreiben

f<g & f(z)<g(x)-const. fir kleine z (,asymptotisch“). (2.D.1)

Diese Relation liefert eine Pré-Ordnung auf der Menge F, d.h. wir erhalten eine Halbord-
nung modulo der Aquivalenzrelation

freg o f<gng<f (2.D.2)



46 Kapitel 2. Phasenraumstruktur

Weiter schreiben wir

f EE g <= m ﬁ 0. (2D3>

Diese Begriffe lassen sich auch beziiglich einer festen Nullfolge p definieren, d.h. in (2.D.1])

und (2.D.3) wird nur = € p zugelassen; wir schreiben die entsprechenden Relationen als <,
p

~ und <. Interessant ist das Verhalten beim Ubergang zu Teilfolgen von p: Gilt f < ¢ mit
p p P
einer Nullfolge p, dann ist auch f < g fiir jede Teilfolge p’ C p. Die Umkehrung ist aber
o
im allgemeinen falsch; insbesondere kénnte f ~ g sein, aber f « g (entsprechendes gilt
4 p

fiir <). Durch Ubergang zu Teilfolgen kann man die Ordnung also verfeinern: Gilt etwa

p
f # g, dann gibt es offenbar eine Teilfolge p’ C p, so daBl f < g. Wir kénnen also nicht
P o
vergleichbare Elemente durch Ubergang zu Teilfolgen vergleichbar machen.

Asymptotischer Exponent Einen quantitativeren Begriff des asymptotischen Verhal-
tens gibt folgende Definition: Fiir f € F' setzen wir

Y(f) =sup {A |z f(z) — 0} . (2.D.4)

rz—0

Wir nennen ~(f) den asymptotischen Exponenten von f; er nimmt Werte im Bereich [0, oo]
an. (Wir lassen den Wert oo des Supremums hier zu.) Der Name ,,asymptotischer Expo-
nent“ ist gerechtfertigt, denn es gilt offenbar

Y@M =X YA>0. (2.D.5)
Weiter haben wir fiir beliebiges (aber festes) e > 0, daf§

f< a7 f>> 27D+ mit einer geeigneten Nullfolge p. (2.D.6)
as P

Daraus ergibt sich sofort folgende Charakterisierung von ~( - ):
)=y & 7 7f(x) -0 Ve > 0. (2.D.7)

v(+) respektiert die asymptotische Anordnung in dem Sinne, daf
f<g = () =9 (2.D.8)
Beziiglich der Addition zweier Funktionen sieht man leicht, dafl

V(f +g) = min{~(f),~(9)}- (2.D.9)
Eine weitere interessante Eigenschaft von v ist diese: Sei u € R fest, dann definieren
wir zu f € F die skalierte Funktion f,(z) := f(px). Fiir diese Funktion ist

e (@) = 2 f ) W f(a), (2.D.10)

pa)

T
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was im Limes x — 0 genau dann verschwindet, wenn 2= f(z) — 0; es gilt also

Y(fu) = 2(f), (2.D.11)

d.h. der asymptotische Exponent éndert sich nicht bei Skalierung.
Um das potentielle Auftreten des Wertes v( - ) = oo zu vermeiden, betrachten wir haufig
auch

0 fiir y(f) =

was dann im Intervall [0, 1] liegt. Gleichung (2.D.9) liefert

3(f) = {ﬁm flir 7() < oo, (2.D.12)

0(f +9) = max{d(f),d(g)} < o(f) +(9), (2.D.13)

also erfiillt () die Dreiecksungleichung, und (f,g) — d(f — g) ist eine Pseudometrik
auf F.

Wir benoétigen in der Anwendung noch einige Verallgemeinerungen dieses Schemas. Es
sei dazu V' ein Vektorraum und ¢ : V' — F eine Abbildung, die ¢(v) = ¢(—v) erfiille und
zusétzlich einer ,;asymptotischen Dreiecksungleichung® gentige:

ou+v) <pu)+ @) firu,veV. (2.D.14)

(Z.B. konnte ¢ eine Halbnorm auf V' sein.) Wir definieren dann den asymptotischen Ex-
ponenten von v € V' durch

Y (v) = (p(v)). (2.D.15)

Als leicht abgeschwichtes Analogon von (B.D.9) haben wir dann

V(u+v) =v(p(utv) = (p(u)+ @) = min{y'(u),7'(v)}. (2.D.16)
(ED3)

Ist hier 7/(u) # +'(v) (wir konnen ,,<* annehmen), dann berechnet man analog

7'(w) =7 ((w+v) + (—v)) 2 min{y'(u +v), 7' (v)}; (2.D.17)

also ist tatséchlich +/(u + v) = +/(u), d.h. in (2.D.16) gilt Gleichheit.

Dementsprechend liefert ¢’ := § o ¢ eine Pseudometrik auf V.

Eine andere Verallgemeinerung ergibt sich wiederum dadurch, die Konvergenz auf eine
bestimmte Nullfolge p einzuschrinken: Wir setzen

Vo(f) :==sup {27 f(2) — 0}. (2.D.18)

P

7, und das entsprechend definierte J, haben dann analoge Eigenschaften, wie sie zuvor
fiir v und ¢ hergeleitet wurden. Auch eine Komposition mit einer Abbildung ¢ des obigen
Typs laBt sich analog bilden.
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Anwendung auf Zustinde und bilineare Abbildungen Wir wollen die obigen Struk-
turen (insbesondere die Definition des asymptotischen Exponenten) nun auf die fiir unsere
Analyse interessanten Objekte anwenden, namlich auf die Elemente von 2, und W.

Das asymptotische Verhalten eines Funktionals o € %A, (respektive o € ¥) fiir r — 0
konnen wir durch die Norm

ol = llo [2A )] (2.D.19)

beschreiben. Sie liegt als Funktion von r in unserer Funktionenklasse F', weshalb der asymp-
totische Exponent

V(@) = ~(lell) (2.D.20)

wohldefiniert ist (man beachte, daf || - ||, die oben an die Abbildung ¢ gestellten Voraus-
setzungen erfiillt).

Bilineare Abbildungen v € ¥ wollen wir im Limes kleiner Wirkungen analysieren und
betrachten dazu (wie zuvor in Abschnitt 2.3)

[¥[lpr = sup  sup [¢p,(0,A) (2.D.21)
o€ (E)1 Ae(r):
und
: T
fow) = sup B(¢]s,) mit Blz) = ——; (2.0.22)
Er<w 1+.’L’

durch die ,,Kappung® der grofien Werte durch die Funktion B liegt auch f, in /', und man
iberzeugt sich, dafl ¢ : ¢ — f, den obigen Voraussetzungen geniigt. Damit konnen wir
auch hier den asymptotischen Exponenten

V(W) = (fp) (2.D.23)

betrachten.

(Das Einfiigen der Funktion B hat in den fiir uns relevanten Fillen auf den asymptoti-
schen Exponenten keinen Einflu}: Fiir f € F gilt v(f) = v(Bo f), und falls f eine positive
Funktion mit v(B o f) > 0 ist, dann folgt f € F'.)

Der Vollstéandigkeit halber erwéhnen wir noch die Definition

9]l = [l[=(B) fir ¢ € 57 (2.D.24)
damit wird fiir Rang-1-Abbildungen ¢o € ¥, offenbar
¢oller = l¢ls lloll. - (2.D.25)

Asymptotische Exponenten fiir ||¢||z werden wir nicht betrachten.



Kapitel 3

Konstruktion von Punktfeldern

In diesem Kapitel behandeln wir die Bestimmung des Feldinhalts und die explizite Kon-
struktion von Wightman-Feldern im Rahmen der algebraischen Feldtheorie.

Wir gehen dazu aus von einer Theorie, die das im vorangegangenen Kapitel entwickelte
asymptotische Phasenraumkriterium erfiillt. Anhand einer Analyse der approximierenden
bilinearen Abbildungen im Limes kleiner Abstédnde zeichnen wir zunéchst eine Hierarchie
von endlichdimensionalen Vektorrdumen aus, die anhand eines reellen Parameters geordnet
sind. Diese Rdume wollen wir als Feldinhalt etablieren; der reelle Parameter beschreibt die
sasymptotische Dimension® der Felder.

Unter der Zusatzvoraussetzung polynomialer Energieschranken konnen wir die Elemen-
te dieser Rédume (es handelt sich um quadratische Formen) durch Folgen beschriankter loka-
ler Operatoren approximieren. Die quadratischen Formen lassen sich dann zu Wightman-
Feldern ausintegrieren, wobei sich die Lokalitdtseigenschaften der approximierenden Ope-
ratoren auf die Distributionen iibertragen.

Ein Vergleich mit dem in der Literatur bekannten Fredenhagen-Hertel-Feldinhalt [FHST]
zeigt nicht nur die Gleichheit mit den von uns berechneten Feldern, sondern wir erhalten
auBerdem explizitere Aussagen iiber die Kurzabstandsdivergenz bei Approximation der
Felder durch beschrénkte Operatoren.

Die konstruierten Felder sind affiliiert zum lokalen Netz und erfiillen die Wightman-
Axiome, wobei wir die Behandlung der Symmetrieaspekte auf Kapitel @] verschieben.
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3.1 Feldinhalt

Wir hatten im letzten Kapitel ein Phasenraumkriterium definiert, das es uns ermdoglichen
sollte, Punktfelder im Rahmen der algebraischen Feldtheorie zu konstruieren. Wir betrach-
ten nun eine Theorie, die dieses Kriterium erfiillt, und wollen ihren Feldinhalt bestimmen.

Das Kriterium besagt grob, daf§ die Auswertung lokaler Messungen (Abbildung =) sich
durch bilineare Abbildungen 1 von endlichem Rang approximieren 1a83t; und die heuristi-
sche Motivation in Abschnitt 1] legt nahe, dafl der Feldinhalt gerade aus dem Rechts-Bild
dieser Abbildungen besteht. Dies ist aus verschiedenen Griinden im allgemeinen nicht der
Fall, wie wir gleich sehen werden. Wir werden jedoch im Rechts-Bild gewisse Unterrdume
auszeichnen, die sich tatséchlich als der Feldinhalt der Theorie herausstellen.

Die Details stellen sich wie folgt dar: Das asymptotische Phasenraumkriterium ,,6,, — 0
(nach Definition .1)) garantiert uns, daB zu jedem 7 > 0 eine Abbildung ) € W, (respektive

U, ) existiert, so daf

VE—-¥) =7 (3.1.1)

Wir halten im folgenden %7 und zunéchst auch 1 fest. Um die zu erwartende Situation
zu kléren, gehen wir zunédchst zu einer Basisdarstellung von v {iber und schreiben die
Abbildung als eine (nicht eindeutig bestimmte) direkte Summe von Rang-1-Operatoren:

Rang vy
b= Y djo; mitg; €T, 0; € (3.1.2)
=1

Unsere Vermutung ist, dafl es sich bei den quadratischen Formen ¢; um lokale Punktfel-
der handelt. Dies kann aber im allgemeinen sicher nicht fiir alle der ¢; richtig sein. Gilt
beispielsweise v(o;) > 7 fiir ein j, dann ist fiir beliebiges B € B(H)

1Bojllgs < Bl llojll. = ~v(Boj) =7; (3.1.3)
daher gilt auch
Y(E—¢ = Boj) 27, (3.1.4)

und wir kénnten in der Approximationssumme (B.1.9) folglich ¢; durch B + ¢; ersetzen,
ohne die Eigenschaft (B.I.T) zu &ndern. Sicher mufl B und damit B+¢; aber im allgemeinen
nicht am Koordinatenursprung lokalisiert sein.

Wir miissen solche Terme also ausschlielen, wollen wir lokale Punktfelder im Rechts-
Bild von # identifizieren. Wir abstrahieren dazu von der Basisdarstellung (B.1.2) und de-
finieren folgenden Unterraum von S := Bildy, ¥:

S .={oecS|y(o)>7}. (3.1.5)
Dann wihlen wir einen weiteren Raum S’ C S, so daB
S =S8 s (3.1.6)

Wir nennen S? den primdren, S den sekundiren Anteil von S (der Grund fiir diese
Bezeichnung wird gleich noch klarer werden). Diese Aufspaltung ist hinsichtlich der Wahl
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von S! willkiirlich und héngt aulerdem vom gewithlten Wert % ab; dies unterdriicken wir
allerdings in der Notation.

Die Zerlegung von S in eine direkte Summe induziert (siehe Anhang P.() auch eine
Zerlegung von Bildg ¥ =: ® in zwei Rdume

d =o' @, (3.1.7)
so daB

Y=yl @yt (3.1.8)

beziiglich dieser Zerlegung in eine direkte Summe zerfillt. Dabei ist ®! als adjungierter
Kernf] von S? durch die Definition (B.1.5) eindeutig bestimmt, wihrend ®// von der Wahl
von S! abhiingt.

Die Zerlegung v = 1! @ ¢!l in primére und sekundire Anteile ist nun gerade die Auf-
spaltung, die oben am Beispiel der konkreten Basisdarstellung (B.1.3) erldutert wurde: Ein
¢ € ®! = Bildg ¢!! korrespondiert gerade mit einem fiir » — 0 schnell verschwindenden
o € S, weshalb man im allgemeinen nicht erwarten kann, dafl ¢ ein lokales Punktfeld ist.
Wir werden daher im folgenden nur den Raum & untersuchen (,,primére Felder*). Fiir das
Auftreten der ,sekundiren“ Felder aus ®//, deren genauere Analyse in unserem Rahmen
nicht moglich scheint, kann es folgende Ursachen geben:

1. Sie stammen aus ,redundanten® Terme, d.h. direkten Summanden 7 von 7, die
7(@@1 Iy > 7 erfiillen. Konkret konnen dies Rang-1-Terme ¢o mit nicht zu singuliirem
Hochenergieverhalten, namlich ||¢||g < E7 - const., sein. Solche Terme koénnte man
stets zu ¢ hinzuaddieren, ohne die Approximationseigenschaft (B.I.1)) zu &ndern,
bzw. man koénnte ihr Auftreten vermeiden, indem man in (B.I.1)) die Minimierung
von Rang ¢ fordert.

2. Es konnte auBerdem der Fall auftreten, dafl v(¢'!) < 7, so daB sich !/ nicht
vollstdndig durch eine Minimierung von Rang eliminieren 148t. Konkret ist dabei
an Rang-1-Terme ¢o zu denken, die etwa |||, ~ 777, ||¢||g ~ E7¢ erfiillen (e > 0).
Diese Terme, die man ,energiedominiert* nennen konnte, da sie in E singulérer sind,
als sie in r abfallen, zéhlen zum Anteil ¢!/, sind aber fiir die Approximation von =
im Sinne der Gleichung (B.1.1]) eventuell nicht verzichtbar.

Wir rechnen in physikalisch relevanten Modellen (explizit in der freien Feldtheorie,
allgemeiner in allen asymptotisch dilatationsinvarianten Modellen) damit, dafi keine se-
kundéren Terme von Typ B auftreten — im allgemeinen Fall 148t sich ihr Vorhandensein
aber wohl nicht ausschlieffen. Es sei jedoch bemerkt, daf§ sie in jedem Fall nicht zum Feldin-
halt beitragen: Wir werden in Abschnitt B.4 zeigen, dafl die untersuchten primdren Felder
den Fredenhagen-Hertel-Feldinhalt der Theorie ausschopfen, der in gewisser Weise ,,alle
Punktfelder der Theorie® enthélt.

Wie angekiindigt, werden wir uns fiir die folgende Analyse nur auf den Raum ®! be-
ziehen. Wir hatten bereits gesehen, dafl er unabhéngig von der (willkiirlichen) Wahl von
ST ist; allerdings konnte er von der Wahl der approximierenden Abbildung v abhingen,

I Zum Begriff des adjungierten Kerns siehe Anhang @
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die bisher festgehalten war. Tatsichlich ist ® aber auch bei Variation von 1 eindeutig
bestimmt (bei festen 7) und insofern eine intrinsische Eigenschaft der Theorie. Wir zeigen
dies, indem wir folgende Charakterisierung von ®! herleiten:

Satz 3.1. Firo € X(E), E beliebig, gilt:
oc[®' =0 & ~(EL0)>7.

Beweis. ®! ist beziiglich ¢ der adjungierte Kern von S/, und nach dessen Charakterisie-

rung (siehe (2.B.22)) gilt

Yo e S o o[ =0. (3.1.9)
Nach Definition von S/ ist also

oc[®' =0 < o) >7. (3.1.10)

Aus der Approximationseigenschaft ,,v(Z — ) > 7“ folgt aber insbesondere (durch Ein-
schrankung auf einen festen Wert von F), da8

y(ro —Epo) > 7, (3.1.11)
und damit ergibt sich laut (2.D.16):

Y(WLo) =27 & v(ELo) =27. (3.1.12)

(B-1.109) und (B.1.17) liefern zusammen die Behauptung. O

Die Eigenschaft ,v(Zp0) > 7“ ist nun aber vollig unabhéngig von der Wahl der ap-
proximierenden Abbildung . Da der endlichdimensionale Raum ® durch die Angabe
der auf ihm verschwindenden Funktionale vollsténdig charakterisiert wird, ist er ebenfalls
unabhéngig von 1 und héngt nur noch vom gewahlten Wert 7 ab.

Wir erhalten also (das asymptotische Phasenraumkriterium vorausgesetzt) zu jedem 7
einen eindeutig festgelegten Raum ®5 von ,,priméren Feldern“. Der Vergleich dieser Réume

bei verschiedenen 7 ist sehr einfach. Ist 7' > 7, dann erhalten wir nach dem Kriterium eine
Abbildung ¢ € ¥y mit

YE =) >7 >7. (3.1.13)
Da jetzt offenbar
SHE) ¢ gHA) (3.1.14)

nach Definition dieser Riume (wobei S™() beziiglich der Zerlegung zu 7 gebildet wird
usw. ), folgt sofort die umgekehrte Inklusion fiir die adjungierten Kerne:

&5 = Bildg ¢'7 C Bildg "7 = @ . (3.1.15)

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:
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Satz 3.2. Die betrachtete Theorie erfiille das asymptotische Phasenraumkriterium. Dann
gibt es zu jedem 7 > 0 einen endlichdimensionalen Raum &5 C S mit folgenden Figen-
schaften:

o &5 C Dy firy <7.

o Ist ) € Wy eine Abbildung mit v(Z — ) > 7, dann ist ®5 der adjungierte Kern des
Raums

S .= {oeBildLy|v(c) >7}.

o FiroccX gilt

O'((I)7:0 = ’Y(ELU)ZV

Es sei bemerkt, dafl durch das Phasenraumkriterium nicht garantiert wird, dafi die
Réume ®5 nicht trivial sind: Auch falls 6, > 0Vn, d.h. wenn man fiir die Approximati-
on y(Z — 1)) > 7 immer einen gewissen minimalen Rang von ¢ bendtigt, der mit n ggf.
sogar wéchst, konnte trotzdem dim ®5 = 0 sein — némlich dann, wenn Bildg ¢ nur se-
kundére Felder enthélt. Bei gegebenem v allerdings 1a8t sich die Dimension von ®5 jedoch
verhiltnismiBig leicht bestimmen, indem man die Dimension von S/ ermittelt.

3.2 Analyse des r-Verhaltens

Unser Ziel ist es, die Elemente der Rdume @5 als lokale Punktfelder zu etablieren. Dazu
sei im folgenden wieder 7 fest. Weiter sei ¢ € ¥ eine Abbildung mit v(Z — ¢) > 7 — ihre
Existenz wird durch das asymptotische Phasenraumkriterium garantiert. Wir verwenden
die Notation S, ST, ", & &' &1 wie zuvor; dabei ist &' = @=. Fiir S7 bzw. &7 bestehen
noch gewisse Wahlfreiheiten, die wir auch ausnutzen werden.

Bei der Analyse von &7 tritt folgendes Problem auf: Wie wir noch explizit sehen werden,
benétigt man sehr detaillierte Aussagen iiber das r-Verhalten der Funktionale o € S’ um
die quadratischen Formen ¢ € ®! durch beschrinkte lokale Operatoren approximieren zu
konnen. Bisher wissen wir nur, daf3

cecsSt = (o) <7, (3.2.1)

allerdings bedeutet dies im allgemeinen nicht, da8 ||o||,, > r77¢ - const. fiir ein € > 0; solch
eine explizite Abschétzung 148t sich ggf. nur auf einer bestimmten Nullfolge p etablieren,
deren Auswahl aber von ¢ abhédngen kann. Dieser Umstand erschwert den technischen Teil
der Analyse.

Wir werden aus diesem Grund auch noch andere Aufspaltungen von S als das oben
betrachtete ST @ S betrachten. Es sei dazu p C R* eine Nullfolge. Wir definieren analog

zu (B.L3):

st ={oeS|y0)=7}, (3.2.2)
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wobei

Yolo) =sup { X|r o], 70}, (3.2.3)

und erhalten bei geeigneter Wahl eines Raums S?? C S eine Aufspaltung
S=8rg st d=0Pp !l sodaBy =t e (3.2.4)

Wir sprechen hier von einer Zerlegung in p-primdre und p-sekunddre Anteile. Wiederum
sind 77 und sein adjungierter Kern ®/# durch die Definition (B.2.2) eindeutig bestimmt,
withrend bei S7 bzw. ®/? noch Wahlfreiheiten bestehen.

Aus der Definition ist sofort klar, dafl

stte 5 gt und damit d'r C @' (3.2.5)
ist weiterhin p’ C p eine Teilfolge, dann gilt
Sl 5 gte ynd @ c @lP, (3.2.6)

Im allgemeinen kann diese Inklusion echt sein; ist jedoch

/

Sliet — gt und daher P = v, (3.2.7)
fiir alle Teilfolgen p’ C p, so nennen wir die Folge p stabil. Offenbar kann man in jeder
Nullfolge pg eine stabile Teilfolge p finden, indem man unter allen Teilfolgen von p, eine
auswihlt, die die Dimension von S/ maximiert.

Die besondere Eigenschaft dieser stabilen Nullfolgen wird uns in die Lage versetzen, die
Elemente von ®!# als lokale Punktfelder im Wightman-Sinne zu etablieren. (Dies benétigt
allerdings noch einige Vorarbeiten.) Unsere Strategie ist also zunichst, ®! durch solche
Riéume ®77 mit unterschiedlichen p zu iiberdecken oder zumindest aufzuspannen.

Eine gewisse Schwierigkeit dabei ist, dafl die Folge p offenbar nicht abhéngig von einem
festen ¢ € ®!, sondern vielmehr zu einem gegebenem o € ST gewihlt werden mul — die
Auswahl der Folge soll ja zur Analyse des r-Verhaltens dienen. Dieser Umstand erfordert
einige Umwege bei der Konstruktion der gesuchten Uberdeckung von ®!. Der folgende,
etwas technisch wirkende Satz bildet hierfiir die Grundlage.

Satz 3.3. Sei @ G @ ein echter Teilraum von @, so dafs ®' ¢ &. Dann gibt es eine stabile
Nullfolge p, so dafi d* ¢ ®.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrénkung annehmen, daf d in @ die Kodimension 1 be-
sitzt. (Andernfalls ergénzen wir ® vorher durch geeignete Basiselemente aus @, ohne die
Bedingung ®! ¢ & zu verdindern.) Dann gilt mit einem im folgenden festen ¢y € @7,

b0 & P:
= Copy @ . (3.2.8)
Das induziert eine Zerlegung

S=Coo® S (3.2.9)
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mit einem Raum S C S der Kodimension 1 und einem o, € S, das durch ® eindeutig
bestimmt wird. Da ¢y € ®f, ist ST Teil des adjungierten Kerns von Cgy, also S C S; es
gilt also og & S und damit y(og) < 7. Wir withlen nun eine Nullfolge p, so da8 ||og ||, >

777 fiir ein € > 0. Durch eventuellen Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen,
dafl p stabil ist (die Abschétzung an ||og||, bleibt dabei erhalten). Es gilt insbesondere

oo &SP (3.2.10)
Wir kénnen dann S? und S’ so wihlen (hier bestand ja noch Wahlfreiheit), dafl
Coy C S C S (3.2.11)
Weiter kénnen wir S'/? so zu einem Raum S ergéinzen, daf
S=Coo®S, S>5. (3.2.12)

Wir haben damit folgendes Bild:

S = sl e gl (3.2.13)
U n

S = Sle e gl
U n

S = Cop © §

Ubertragen wir dies durch Ubergang zu den adjungierten Kernen in den Raum ®, so
erhalten wir:

d = ! o Pl (3.2.14)
@] N

o = plr o Plir
(@] N

o= Coh =

Hierbei ist ¢, als Basisvektor des eindimensionalen adjungierten Kerns von S gegeben. Wir
haben damit ein ¢} € &, ¢}, ¢ ® gefunden; also ist B/» ¢ P. O

Dieser Satz 148t sich nun folgendermafien anwenden: Wir konstruieren eine Basis von
®! induktiv aus Elementen von Riumen ®/? zu verschiedenen Nullfolgen p. Wir beginnen
mit dem nulldimensionalen Raum &, := {0} C ®'. Ist &, C &, dann finden wir nach
dem obigen Satz eine stabile Nullfolge p; und ein ¢; € /%7 ¢; & i)j. Der Raum <i>j+1 =
Span {¢;, CiDJ} ist also grofler als CiDj (explizit ist dim <i>j = j). Nach endlich vielen Schritten
muf} das Verfahren abbrechen ((i) 7 = ® mit einem gewissen J). Da o, per Konstruktion
eine Basis aus priméren Feldern beziiglich gewisser stabiler Nullfolgen besitzt, haben wir
also gezeigt:
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Satz 3.4. Sei ) € Uy, so daf v(Z — ) > 7. Dann gilt
®! = Span (U <I>Ip>,
p

wobei die Vereinigung tber alle beziiglich 1 und 7 stabilen Nullfolgen p lauft.

Unser Fernziel war es, die Elemente von ®' als lokale Punktfelder zu identifizieren; da
dies ein , linearer Begriff“ ist, kénnen wir uns dabei also auf die Raume ®!# konzentrieren.

Im folgenden sei die Folge p fest gegeben. Wir betrachten die Aufspaltung von ¢ in
p-primére und p-sekundére Anteile:

W = YlP @ plie. (3.2.15)

Wir interessieren uns dabei nur fiir die Anteile 1/?; wie aber oben schon bemerkt, kann
auch der Anteil !¢ fiir die Approximation v(Z — 1) > % wesentlich sein. Wir kénnen
diesen Anteil allerdings dann vernachléssigen, wenn wir im Limes die Dampfung der hoch-
energetischen Anteile erh6hen, und zwar in folgendem Sinne: Wir schreiben

Pllr = Zqﬁjaj mit o; € S und ¢; € ®I1*. (3.2.16)
J
Dann gilt offenbar
lim 77 ||oj|l, =0 Ve > 0. (3.2.17)
"2
Setzen wir
9(E) = max{||¢;l|z, E7}, (3.2.18)

dann ist trivialerweise

¢l e . .
——— < const. fiir alle F und j, 3.2.19
9(E) ( )
und deshalb wirdB
: 197 v : ;12 1lo;]l
limsup —— < limsup ————— = 0. 3.2.20
Er70p g(E) ro/e T ; Er—p»Op g(E) e ( )

2 Hier sollte

limsup f(E,r)
Er—0

genauer geschrieben werden als

limO sup{f(E,r)‘E €[1,00);7 € p; Er < w}.
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Andererseits haben wir

_ _ (@) . 1= =Yg,
y(=2 — >~ >0 limsup ———= = 0. 3.2.21
( v)z7 Er— 0p g(E)ri=e ( )

Die Dreiecksungleichung liefert aus (B.2.20) und (B.2.21]) sofort

N (R
imsup ————+-

msup e = 0 Ve>0. (3.2.22)

In diesem Sinne der Approximation von = sind die p-sekundéren Anteile von 9 also redun-
dant; die ,,energiedominierten Terme* wurden quasi durch den Faktor g(F) ,, weggedampft*.

Bemerkt sei, dafi im Fall ¢ € Eéj offenbar ¢g(F) polynomial beschriankt ist — siehe dazu
(B:2.18) -, d.h. wir kénnen g(F) = E' mit einem gewissen [ > 0 annehmen.

Der nichste zu klirende Punkt ist die genaue Struktur des Raums S?7. Bisher wissen
wir nur, daf fiir o € S° stets gilt

Volo) <7, (3.2.23)

was aber fiir unsere Zwecke nicht ausreicht. Zur Analyse kénnen wir Satz B.23 aus An-
hang B.A] verwenden: Danach gibt es eine Teilfolge p' C p und eine Zerlegung

Sr=8®..®8; (3.2.24)

mit gewissem J € N, wobei die Rdume S; beziiglich der Teilfolge p’ homogen sind, d.h. es
gibt Funktionen 7;, so dafl

o]l i Vo eS;, was wir auch notieren als: .S i (3.2.25)
Zusétzlich gilt

m>m>=>...>ny. (3.2.26)
p/ p/ p/

In diesem Sinne haben wir jetzt das Links-Bild von 4 vollstindig nach dem r-Verhalten
der enthaltenen Funktionale geordnet. Da p eine stabile Nullfolge ist, wissen wir wegen

(B2:23) und (B.2.23), daB

W) <7 Vi (3.2.27)

Durch weiteren Ubergang zu einer Teilfolge p” C p' kénnen wir dann erreichen (An-

hang P.1), dafl

n; > 770  mit gewissem § > 0. (3.2.28)
p//

Alle anderen oben erhaltenen Eigenschaften bleiben auch beziiglich p” erhalten. Wir for-
malisieren diese in einem eigenen Begrift:

Definition 3.5. Ein Tripel (p, g,{1;}), bestehend aus
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o ciner Nullfolge p,

e ciner monoton wachsenden Funktion g(E) : [1,00) — RT,

o ciner endlichen Menge {1;} C W, von bilinearen Abbildungen von asymptotisch end-
lichem Rang (wir numerieren j =1...J)

heiffe homogene Approximation zur Genauigkeit 7 > 0, wenn

o Y1 +...+Y; =01 D...DY; direkte Summe ist,

o die Rdiume Bildy, 1; homogen sind, und mit Bildy, ¢; ~ n; gilt
7]1>p>...>p>7]J>p>7’7_5mitemem5>0, ’

oy IE= @il

= =0 Ve>0.
Er70 g(E) e

Im Falle {1} C @5 und g(E) = E' mit gewissem | > 0 sprechen wir von einer homogenen
Approximation mit polynomialen Energieschranken.

Wir werden im Zusammenhang mit homogenen Approximationen die Elemente der
endlichen Menge {t;} meist stillschweigend mit j = 1....J durchnumerieren und ebenso
die Notation Bildy, ¢; ~ n; verwenden. Es sei aber betont, dafl J und die Funktionen 7;

P

keine eigentlich neuen Daten sind, sondern durch die Angabe der ¢; schon festgelegt werden
(bis auf Aquivalenz ~).
p

Unsere oben erhaltene Aussage ld8t sich jetzt so formulieren:
Satz 3.6. Es sei®y > 0 fest, 1 € Wy eine Abbildung mit v(Z —1) > 5 und p eine beziiglich
¥ und ¢ stabile Nullfolge. Dann gibt es eine homogene Approximation

(', 9, {¢5}),

wobei p' C p eine Teilfolge ist und
o' = (P Bildr 1); -
J

Zusammengefafit mit Satz B4 erhilt man:

Korollar 3.7. Die betrachtete Theorie erfiille das asymptotische Phasenraumkriterium.
Dann gibt es bei festem 7 > 0 homogene Approzimationen (p;, gi, {¢;i}) zur Genauigkeit
7 (i durchliuft eine endliche Indexmenge I), so dafl

Ji
®5 = Span (| @D Bildr 1) -

iel j=1
Ist das asymptotische Phasenraumkriterium mit polynomialen Energieschranken erfiillt,

dann konnen hier auch homogene Approximationen mit polynomialen Energieschranken
gewdhlt werden.

Wir haben im folgenden also lediglich nachzuweisen, daf§ die Rechts-Bilder solcher ho-
mogenen Approximationen aus lokalen Punktfeldern bestehen.
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3.3 Felder als Grenzwerte lokaler Operatoren

Nachdem uns die Analyse der Approximationsabbildungen auf den Begriff der homogenen
Approximationen gefiihrt hat, gehen wir nun daran, die Elemente ihres Rechts-Bildes als
Grenzwerte lokaler Observablen darzustellen. Wir konstruieren Folgen von beschriankten
Operatoren, die in immer kleineren Gebieten lokalisiert sind, und die unter einer geeig-
neten Energieddmpfung gegen die in Rede stehenden quadratischen Formen konvergieren.
Dies wird uns spéter erméglichen, die Lokalitétseigenschaften der approximierenden Ob-
servablen auf die Grenzwerte zu iibertragen und diese dann als lokale Wightman-Felder zu
interpretieren.

Dieser Grenzprozef3 148t sich allerdings in der gewiinschten Weise nur dann ausfiihren,
wenn zusétzliche Einschréinkungen an das Hochenergieverhalten der Abbildungen v € ¥,
gestellt werden. (Dies wird unten noch genauer diskutiert.) Wir werden dabei stets nur
polynomiale Hochenergieschranken behandeln.

Motivation und Ansatzpunkt Wir betrachten eine homogene Approximation I =
(p,9,{¢;}) im Sinne von Definition B.5. Fiir ein gegebenes ¢ € @, := Bildg ¢); suchen
wir eine Folge von lokalen Operatoren, die gegen ¢ konvergiert. Genauer soll zunéchst
P(E)pP(E) € X(E)" durch P(E)A,P(E) mit lokalen A, € 2(r) approximiert werden.
Wir kénnen den letzteren Ausdruck so schreiben:

P(E)A,P(E) =EZg,(,Ar) = ErprAr (3.3.1)
Die Approximationseigenschaft von II bedeutet grob, dafl
ErerAr = (BY)rer A im Limes r — 0; (3.3.2)
es liegt daher nahe, A, als ein Urbild von ¢ unter (€D ¢;)r g, zu wihlen, so dafl dann
P(E)¢P(E) = (®¢))rprAr = Erp,Ar = P(E)A,P(E) (3.3.3)

gilt. Wir werden von dieser Idee etwas abweichen und zunéchst nur einen einzelnen Sum-
manden ; mit homogenem Links-Bild betrachten — die notwendige Erweiterung wird
spater diskutiert.

Es sei also allgemein w € \IIO mit homogenem Links-Bild gegeben. Unser Ziel ist es,
zu einem gegebenen ¢ € Bllde/} ein Urbild unter ¢R in 2A(r) zu finden, dessen Norm wir
kontrollieren kénnen. Wir erhalten bei festem E und r folgendes Diagramm:

N(E) b (BﬂdR b), BﬂdL S A(r). (3.3.4)

|
|
|
N(E)* <——Bildg 1 ~—— (Bildy §) —2A(")
R r
(18] w (18] w

P(E)¢P(E) ¢ Ao A,

Wir konnen dabei zu ¢ sicher ein (eindeutiges) Urbild Ay € (Bildy, ¢)* wiihlen, da ¢g im
obigen Diagramm ein Isomorphismus ist. Diese Wahl ist ,,unabh&ngig von . Zu klaren ist,




60 Kapitel 3. Konstruktion von Punktfeldern

welches Urbild A, man unter der jeweiligen Projektion 2A(r)— (Bildy, ¢))* zu wihlen

hat, wenn man dabei seine Norm als Funktion von r abschétzen mochte. Aulerdem soll ein
solches Urbild linear in ¢ gewéhlt werden, d.h. wir suchen eine Rechtsinverse zur Projektion
i;. Der folgende Satz garantiert ihre Existenz:

Satz 3.8. Sei ) € U, eine Abbildung mit homogenem Links-Bild beziiglich einer Nullfol-
ge p:

Bildy, ¢ =: S ~ 1.
P

Dann gibt es ein ¢ > 0 und zu jedem r € p einen linearen Operator F, : S* — A(r) mit

c

n(r)

iroF.=idg und [F| <
Beweis. Wir definieren zunéchst einen Operator F,. vom Teilraum S C 2(r), (genauer
i,,S C A(r).) nach S als Umkehrung der Inklusion i,. Fiir o € 7,.S gilt dannf]

C

n(r)

mit einem festen ¢ > 0, da S homogen ist (siche Satz B.21] in Anhang B.A]). Abstrakter ist
also

[Erolls = llolls < ——= o]l (3.3.5)

[Frefdn S| < % (3.3.6)

Wir setzen diesen Operator F,., nun mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach fort (bzw. mit
einer leichten Erweiterung davon, siehe Satz B.24 in Anhang B.B) zu einem Operator F,.,
auf ganz 2(r), mit gleicher Normschranke (bis auf eine multiplikative Konstante). Fiir
diesen fortgesetzten Operator gilt per Konstruktion

F.. 01, = ids. (3.3.7)

Setzen wir nun F,. = (F,.)*, dann haben wir einen Operator mit den im Satz behaupteten
Eigenschaften gefunden, denn [|F..|| = ||(F.)*|| = || Frl- O

Fiir den Fall einer homogenen Approximation mit nur einem Summanden (J = 1)
haben wir also das gewiinschte Urbild gefunden, und man wird nach (B.3.3) vermuten, dafl
A, = Frozﬁglgb fiir r — 0 gegen ¢ konvergiert. Die genaue Formulierung dieser Konvergenz
sowie die Erweiterung auf J # 1 stellen wir zunéchst zuriick, da vorher noch die verwendete
Energieddmpfung genauer betrachtet werden musf.

3 Dabei bezeichnet || - ||s eine Norm auf S. Zwischen dem Funktional ¢ € i,.S und seinem Urbild in S
unterscheiden wir in der Notation nicht.
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Aufweichung der Energieschranken Wir haben bisher die quadratischen Formen ¢
stets mit einer scharfen Energieschranke P(FE) betrachtet. Es scheint in diesem Zusam-
menhang natiirlich, die Konvergenz einer Folge A, € (r) gegen eine quadratische Form ¢
y,unter Energieddmpfung” zu formulieren als

P(E)A,P(E) — P(E)¢P(E) YV E >0, (3.3.8)

also i.W. als Konvergenz im Sinne von Linearformen auf . Eine solche Aussage erweist sich
aber nicht als ausreichend, um spéter die Lokalitat der Punktfelder zu gewéhrleisten. Wir
gehen daher zu den schon von Fredenhagen und Hertel [FH&T] verwendeten polynomialen
Energieschranken iiber: Wir setzen

1

und suchen dann nach einer Konvergenz der Art
R'A,R' — R'¢R' fiir ein [ > 0. (3.3.10)

Offenbar setzt dies Restriktionen an das Hochenergieverhalten von ¢ voraus, und wir wer-
den deshalb im folgenden nur noch quadratische Formen bzw. homogene Approximationen
mit polynomialen Energieschranken betrachten. Fiir die physikalische Anwendung sollte
dies keine grofie Einschrankung darstellen, wie in Abschnitt bereits diskutiert. Zwar
sind die Ideen aus [FHRT] von verschiedenen Autoren auch auf Felder mit anderem, z.B. ex-
ponentiellem Hochenergieverhalten verallgemeinert worden [RWSR6, Wal8H, Sum8&7]; jedoch
werden wir diese Uberlegungen hier nicht aufgreifen, zumal auch das Phasenraumkriterium
auf die Beschreibung von Theorien mit polynomialem Kurzabstandsverhalten ausgelegt ist
— wir approximieren die Abbildung = stets mit einer , polynomialen Genauigkeit* (Er)7.

Wir diskutieren nun den formalen Ubergang von der bisher verwendeten scharfen Ener-
giedimpfung zu derjenigen mit Faktoren R' (nach Fredenhagen und Hertel). Zuniichst ist
die Beschrinktheit von R'¢R! dquivalent mit dem bisher diskutierten polynomialen Hoch-
energieverhalten:

Lemma 3.9. Fiir festes € & sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Es gibt ein k > 0, so dap ||¢||g < E* - const. fiir alle E > 1.
2. Es gibt ein | > 0, so daf |R'OR|| < .

Beweis. Die Richtung [l = P folgt durch Ausnutzen der Spektraldarstellung von R' — siche
Lemma in Anhang B.Q (dabei ist [ = k4 1). Um die umgekehrte Richtung zu zeigen,
berechnen wir

|P(EYOP(E)|| < |P(B)R™| |RR| |[RP(E)| < E¥ - const. (E>1),  (3.3.11)
also folgt Aussage [l aus P mit k = 21. O

Wir betrachten nun die Verbindung zwischen der Konvergenz im Phasenraumlimes
Er — 0 und der Konvergenz unter Energiedimpfung R' - R'.
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Satz 3.10. Es sei k >0, ¢ € ¥ mit || RF)rRF|| < oo, p eine Nullfolge, n : RT — RT eine
Funktion und A > 0, so daf

lim su Hw”ET
p

=0 wund r) >
E‘r70 Ek??(T) 77( ) p

Weiter sei A, € UA(r) (r € p) eine Folge von Operatoren mit

1
1A < —
P

n(r)

Dann gibt es ein 1 > 0, so dafs

IR r(A) R — 0.

Beweis. Fiir r € p setzen wir im folgenden E, = \/i;, so dal dann E, - r — 0. Im Limes
r — 0 haben wir den Ausdruck

| R*r (AR (3.3.12)

zu kontrollieren, der zunéchst wegen der polynomialen Hochenergieschranken von v wohl-
definiert ist (fiir { > k). Man erhélt mit Q(FE) := 1 — P(F) durch Anwenden der Dreiecks-
ungleichung;:

IR YR (AR < [|R'Q(E)yr (AR + | R'P(E,)Yr(A)Q(E)R'|

Der erste Summand 148t sich dabei abschitzen durch

IR Q(E (AR < [RTFQE)|| | R rRE| IR 1A
1

1 -k _
<75 '

W) r -const.70 (3.3.14)

1k 1
) 77(7“) -const. < (

fir geniigend grofies . Der zweite Summand in (B.3.13) verschwindet im Limes analog. Zu
zeigen bleibt, dafl auch fiir den dritten Term gilt

IR P(E,)¢r(A)P(E)R| — 0. (3.3.15)

Dazu betrachten wir die Operatoren B, := P(E,)Yr(A,)P(E,). Es sei E' > 1 beliebig. Mit
Erin = min{E,, '} ist dann

P(E)B,P(E') € ¥ | (3.3.16)

so daf3

/ / 1
|P(E) B P(E)| < [[Yr(Ar) | Bin < VR B [ Ar[] < %H@bllEmm (3.3.17)



3.3 Felder als Grenzwerte lokaler Operatoren 63

Da nach Voraussetzung gilt

wobei die Konvergenz gleichméfig in E.;, < E,. ist, konnen wir zu gegebenem € > 0 ein
o) € p finden, so daf fiir r < r(g gilt:

|P(E")B.P(E)| < X, < (B (3.3.19)

m

Dies gilt fiir alle £ > 1; € und r() sind von E’ unabhingig. Nach Lemma [B.2§ in An-
hang kénnen wir dann ein nicht von € und r abhéngiges d > 0 finden, so dafl

||Rk+1BTRk+1H S e-d furr S Ty, T € p. (3320)

Damit verschwindet auch dieser Term fiir » — 0, womit der Satz bewiesen ist. 0

Konvergenz Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, das Rechts-Bild einer
gegebenen homogenen Approximation durch lokale Operatoren zu approximieren. Es sei
dazu (p, g, {wj}jzl) eine homogene Approximation mit polynomialen Energieschranken.
Wir zeigen durch Induktion nach K (fir K < J), da8

@Bﬂde] - N\ FRmR," (3.3.21)

r>0

wobei —/ "I den Normabschluf} bezeichnet.

Den Induktionsanfang machen wir bei K = 0 (also mit der ,trivialen Aussage®). Ist
(B-3:2T) fiir K — 1 statt K bereits bekannt, dann gehen wir so vor: Nach Voraussetzung
gilt

IE — & _1¥ille,
lim su = — =0, 3.3.22
B (B (3322
wobei wir € > 0 so klein wihlen kénnen, daff]
Nk > 15> 17" (3.3.23)
P P

Die Dreiecksungleichung liefert aufgrund der ,,asymptotischen Anordnung® der 7;, da$$

li HE - @}KzleHE,r
im sup

Er70 g(E) UK(T) =0 (3324)

Wir konnen dabei ohne Einschrinkung annehmen, daf g(E) = E* mit geniigend grofiem
k > 0. Zu gegebenem ¢ € Bildg ¢k verschaffen wir uns nun nach Satz eine Folge
A, € A(r) (r € p) und ein ¢ > 0, so daB

1/JK(A7‘) = 9257 ||Ar|| <

7 (3.3.25)

4 Die Funktionen 7n; werden hier wie in Definition @ verwendet.
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Damit konnen wir Satz B.I0 anwenden; wir erhalten

IR (2 @%R )R —0 (3.3.26)

fiir groffe [. Nach Auswertung der Abbildungen bedeutet dies

K-1
R'OR' = n—lim(R'A, R — €D ¢;r(4,). (3.3.27)
p J=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢, r(A4,) € Bildg ¢; fiir j < K bereits durch beliebig
gut lokalisierte Operatoren approximierbar; wir haben also fiir grofle [

ROR € RAMR + RAMR " = RAMR" " vr>o0. (3.3.28)

Damit haben wir insgesamt gezeigt:

Satz 3.11. Sei (p,g,{v;}) eine homogene Approximation mit polynomialen Energie-
schranken. Dann gilt fiir gentigend grofie L:

R'(Bildg ;)R ¢ (\RRAMNE " vj. (3.3.29)

r>0

Zusammenfassung Die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte lassen sich folgen-
dermaflen zusammenfassen: Wir waren ausgegangen von einer Theorie, die das asympto-
tische Phasenraumkriterium erfiillt; das hatte uns zur Definition der Rdume ®5 gefiihrt
(Satz B.2). In diesen Rdumen konnten wir eine Basis finden aus Elementen, die zu gewissen
(,stabilen®) Nullfolgen p assoziiert waren (Satz B.4); die zugehorigen bilinearen Abbildun-
gen konnten wir als homogene Approximationen genauer analysieren (Satz B.G). Unter
der zusatzlichen Voraussetzung polynomialer Energieschranken konnten wir das Rechts-

Bild dieser Approximationen schliefllich als Grenzwerte lokaler Operatoren darstellen (Satz
B.11)). Wir erhalten also:

Korollar 3.12. Die betrachtete Theorie erfiille das asymptotische Phasenraumkriterium
mit polynomialen Energieschranken. Dann gilt fir die in Satz [5.3 beschriebenen Rdume

R'&- R C m RlQl(T)Rl”.H fiir zu 5 > 0 ausreichend grof$ gewdbhltes I. (3.3.30)
r>0

Diese Eigenschaft ist genau die, welche die Elemente der ®5 zu lokalen Punktfeldern
macht, wie wir unten noch sehen werden.

3.4 Lokalitiatseigenschaften

Im letzten Abschnitt haben wir die Approximation der erhaltenen quadratischen Formen
¢ € ®5 durch lokale Operatoren hergeleitet. Es liegt nahe, dafl dies auch Lokalitdtseigen-
schaften der quadratischen Formen ¢ nach sich zieht. Wir formulieren diese Eigenschaften
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nun genauer und untersuchen auferdem die Eigenschaften der ¢ als operatorwertige Dis-
tributionen (im Wightman-Sinn).

Dazu werden wir den Raum der von uns erhaltenen Felder mit dem von Fredenhagen
und Hertel [FHST] betrachteten vergleichen. Dies verschafft uns neben Lokalitédtsaussagen
auch Einsicht in weitere Eigenschaften der betrachteten Felder.

Fredenhagen und Hertel betrachteten folgende Klasse von quadratischen Formen (und
etablierten sie als lokale Punktfelder):}

Dpyy = { bex ‘ 31> 0: |RR|| < 0o, R'9R' € (| RRAN)R! “’} . (3.4.1)

r>0

Die Autoren zeigten, dal ®py gerade die polynomial energiebeschrankten quadratischen
Formen enthélt, die einer sehr schwachen Kommutativitdtsbedingung mit den lokalen Al-
gebren geniigen. Insofern kann ®py als Raum aller zum Netz 2 assoziierten Punktfelder
verstanden werden, wenn man die polynomialen Energieschranken als Obervoraussetzung
betrachtet.

Nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts ist sofort klar, daf§ unsere Felder die
Bedingungen von Fredenhagen und Hertel erfiillen, dafl also ®5 C ®py fiir alle 7 > 0.
Zunichst scheint — da in (B.4.0]) der schwache und nicht der Normabschlul gewihlt ist
— die Klasse ®py aber echt grofler zu sein. Im Laufe der Diskussion werden wir jedoch
zeigen, dafl die Vereinigung aller ®5 den Raum ®py tatséchlich ausschopft, dal also unser
Konstruktionsverfahren sémtliche Fredenhagen-Hertel-Felder liefert.

Die dabei verwendeten Methoden lehnen sich zum Teil sehr dicht an [FHST] an; wir
reproduzieren sie hier der Vollstdndigkeit halber.

Distributionen Wir beschéftigen uns zunéchst mit den Eigenschaften der quadratischen
Formen auf ®py als Distributionen (durch ,, Ausschmieren® mit einer Testfunktion). Sei
¢ € % fest, und es gelte ||R'GR!|| < oo fiir groBe . (Die andere Fredenhagen-Hertel-
Bedingung benétigen wir zunéchst nicht.) Fir f € S(M) definieren wir

of) = / & f(2) U(2)oU ()" (3.4.2)

zuniichst als Linearform auf 3, d.h. im Sinne eines schwachen Integrals. Die Form ¢(f) ist
durch die Integration jedoch soweit ,regularisiert®, dafl sie sich zu einem (im allgemeinen
unbeschriankten) Operator erweitern 1&8t, und zwar auf dem Definitionsbereich

C¥(H) = R'H. (3.4.3)

Um dies zu sehen, verwenden wir die in Lemma B.28 in Anhang berechneten Vertau-
schungsrelation

(R, ¢(f)] = —iR (0. f) R; (3.4.4)

% Schreiben wir im folgenden ||R!¢R!| < oo, so ist damit immer gemeint, daB sich die Linearform
R'$R! € " zu einem beschréinkten Operator erweitern 1d8t. Da diese Erweiterung dann eindeutig ist,
verzichten wir auf eine neue Bezeichnung.
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mit ihrer Hilfe erhiilt man aus ||R'¢(f)R!|| (was fiir grofie [ aus der Konstruktion klar ist)
sofort ||¢(f)R¥| < oco. Fiir £ € C*(H) ist also die Abbildung

x = (x|o(f) [€) (3.4.5)

stetig und wird daher vom Skalarprodukt mit einem Vektor ¢(f){ € H induziert. Eine
erneute Anwendung der Vertauschungsrelation (B.4.4) liefert ¢(f)¢ € C*(H), d.h. der
Operator ¢(f) iiberfiihrt seinen Definitionsbereich C*°(H) in sich.

Mit ||RI$R!|| < oo gilt auch ||R!¢*R!|| < oo, wenn ¢* die zu ¢ adjungierte quadratische
Form bezeichnet; damit existiert auch ¢*(f). Fir &,& € Hp ist sofort klar, dafl

(Elo()E) = (€le*(£)8) (3.4.6)

diese Relation (die definierende Gleichung fiir ¢(f)*) 148t sich auf Vektoren £ € C>*(H), &’ €
'H stetig erweitern, deshalb ist

o"(f) C o(f)", (3.4.7)

und ¢(f)* ist dicht definiert. Damit ist ¢(f) C ¢(f)** abschlieBbar [Kat84, Ch. III Thm.
5.28].

Die Abbildung f +— ¢(f) ist nach obigen Ergebnissen eine operatorwertige Distribution
auf C*(H); diese ist sogar temperiert, denn fiir festes x,& € C*°(H) und geniigend grofles

[ gilth

[(Xle(f) &) < /ds“ﬂflf(fc)! | (x| U(x)oU ()" €) |
< IRTXIIRT SRR /If(x)lds“x — 0, (3.4.8)

wenn f — 0 in der S-Topologie. Damit haben wir folgendes Resultat:

Satz 3.13. Sei ¢ € 5, und es gelte |R'¢R!|| < oo fiir grofe I. Dann lift sich die Line-
arform

o) = [ @2 f@) Ua)oU(-a) (1 € S(M)
zu einem abschliefSbaren Operator mit dichtem Definitionsbereich

C*(H) =) R'H

leN

erweitern. Es gilt ¢(f)C®(H) C C>®(H). Die Abbildung f +— ¢(f) ist eine temperierte
operatorwertige Distribution.

Insbesondere erlaubt uns dieser Satz, Produkte von Operatoren ¢(f)¢'(g) fir f,g €
S(M) und ¢, ¢’ € Ppy zu betrachten.

Intuitiv ist klar, dafl man ¢ aus den Operatoren ¢(f) ,zuriickgewinnen“ kann, indem
man fiir f eine Delta-Folge f, einsetzt. Die Details zeigt folgendes Lemma:

6Zu Konvergenzfragen des auftretenden Integrals siehe (B.C.10).
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Lemma 3.14. Sei ¢ € Opy mit || RIGR'|| < co. Sei ferner (f,) C S(M) eine Folge mit
fn(z) >0, /fn(x)dSHI =1Vn wund suppf, C O,, mitr, — 0.

Dann gilt

R'¢(fu)R' —R'oR',

R o(f) R — 7 RHYOR™ genauer: RN (@(fn) — @) R < 1 - const. (o).

Beweis. Fiir festes ¢& € ‘H hat man

[R (@)~ OR)E < [ ¢ fuo) | R W)U ) - )R
< sup [|U(z Rl¢Rl(U(x)*—1)5|| + sup |[(U(z) — 1)R'¢R¢||. (3.4.9)

ze(’)rn !L‘EOTn

Dann gilt fiir den ersten Summanden (der zweite wird analog behandelt):

sup [|U(2)R'6R (U(x)" = 1E|| < [R'oR'|| sup [[(U(-2) - 1)¢], (3.4.10)

xe OT‘n xe TN

was wegen der starken Stetigkeit der Translationen fiir n — oo verschwindet. Die starke
Konvergenz ist damit gezeigt.
Zum Beweis der behaupteten Normkonvergenz berechnet man analog

HRH—I( fn) o RH—I) ||

< sup [[U@@)RMSR'R(U(z)" = 1)|[ + sup [|(U(x) = 1)RR'GR™. (3.4.11)
€0, €0y,

Daraus folgt sicher die behauptete Abschétzung, wenn noch gezeigt werden kann, dafl
|(U(x) — 1)R|| < ||z]| - const. (3.4.12)

Um diese Relation einzusehen, berechnet man mit Hilfe der gemeinsamen Spektraldarstel-
lung der Translationsoperatoren, daf3

I(U(z) = DR[| = sup

peEV 4

(3.4.13)

; n
| ‘

14 po

Wegen der Giiltigkeit der Abschéitzung
e — 1] < [sin(pua®)| + [ cos(pua®) — 1] < 2pua| < 8pollzll (peVy)  (3.4.14)

folgt dann

3p
I(U () = DR[| < 2] - sup - °
po>0 L+ D

(3.4.15)

womit das Lemma bewiesen ist. O
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Lokalitat Wir werten nun die Lokalitdtseigenschaften der Felder ¢ € ®py aus, d.h. die
geforderte Approximierbarkeit durch lokale Operatoren. Zunéchst sind die ¢ relativ lokal
zueinander:

Satz 3.15. Seien ¢, ¢ € Ppy und f,g € S(M); dabei seien supp f und supp g raumartig
getrennt. Dann gilt

[6(f). ¢'(9)] =0
als Operatorgleichung auf C*°(H).

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dafl supp f kompakt ist. Dann kann man eine Null-
umgebung O finden, so dafl auch supp f + O und supp g + O raumartig getrennt sind. Wir
wahlen Netze Ay und B, in A(O), so dafl

R'A,R! - R'¢R', R'B,R — Rl'¢'R". (3.4.16)
Dann gilt auch
RANf)R — R(f)R', R'Bu(9)R' — R'¢/(g)R, (3.4.17)
denn im Ausdruck
(EIR'¢(f)R'E) = / e f(z) Iim(E|U(x) RAR'U(2)'¢) (6,8 €H)  (34.18)

konnen Limes und Integration vertauscht werden, da der Integrand gleichméfig beschrankt
ist (analog fiir B,,). Man hat dann fiir £,¢&' € C*(H):

(€l [6(f): #'(9)]€') = lim lim (] [Ax(f), Bu(9)]€) = 0, (3.4.19)

denn A,(f) liegt in A(O + supp f), B,(g) in A(O + supp g).
Fiir den Fall, daf§ supp f nicht kompakt ist, fiihrt eine Zerlegung f = >° f; in Testfunk-
tionen mit kompaktem Tréager supp f; C supp f zum Ziel. O

Dies zeigt die relative Lokalitit der Felder untereinander. Wie zu erwarten, erhélt man
dhnliche Lokalitatseigenschaften auch zwischen einem Feld und Elementen der lokalen Al-
gebren 2A(r). Allerdings sollen diese Eigenschaften etwas anders formuliert werden. Wir
sagen, ein abgeschlossener Operator C' mit Definitionsbereich Do C H ist affilitert zur
von-Neumann-Algebra 2(r), wenn fiir A" € A(r)’ stets gilt

A'De = D (3.4.20)
und [C,A'] =0 als Gleichung auf De. (3.4.21)

Wir notieren dies als C'n2((r).
In unserem Fall gilt:

Lemma 3.16. Sei ¢ € $py, und seien f € S(M), r > 0 gegeben, so daf$ supp f C O,.
Dann gilt fir den Abschluf8 ¢(f)~ von ¢(f):

o(f)" nA(r).
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Beweis. Der Tréager von f liegt kompakt in der offenen Menge O,., also kénnen wir Radien
r’,r” > 0 wéhlen, so dafl supp f + O, + O,» C O,. Wir wihlen eine nichtnegative Test-
funktlon g mit Trager in O, und [ g(x)d*ttz = 1; setzen wir dann g, := n*ttg(n~'z),
dann gilt auch [ g,(z)d** e = 1.

Ist nun A" € A(r)’, dann erfiillt A" als beschrankter Operator insbesondere die Bedin-
gungen von Satz B.13 mit [ = 0, und es ist deshalb A’(g,)C>*(H) C C>(H). Eine analoge
Uberlegung wie im Beweis zu Satz B.17 zeigt

(6(f), A'(9,)] =0V n als Gleichung auf C*(H), (3.4.22)

wobei die Lokalisierung von ¢(f) und A’(g,) sowie deren , Trennung® durch einen weiteren
Doppelkegel O, ausgenutzt wird.

Es bezeichne D~ den Definitionsbereich von ¢(f)~; zu £ € D~ gibt es also eine Folge
(&,) C C®°(H) mit

&n — &, ¢(f)£n - (b(f)ig (3'4'23)

Nun gilt

1A (gn)&n — AEIL < A (gn) Il 1(6n = O+ [[(A" = A'(gn) )<
< A€ = Ol + 1A= A'(gn))S ]l (3-4.24)

Da &, — £ und nach Lemma @ auch A'(g,) — A’, erhalten wir also

A'(gn)6n — A€ (3.4.25)
Ganz analog folgt
A'(ga)d(f)&n — AO(f)& (3.4.26)
die Vertauschungsrelation (B4.23) liefert also
O(f)A(92)6n — A'O(f) 7€, (3.4.27)
und wegen der Abgeschlossenheit von ¢(f)~ bedeutet das
AeeD und o(f) At = Ag(f) ¢ (3.4.28)
0

Wir wissen also, dafi ¢(f) n2(r). Fiir den Fall beschriankter ¢(f)~ = ¢(f) hieBe dies
o(f) € A(r)”" = A(r). Fir unbeschrankte ¢(f) kann das so natiirlich nicht gelten; ist aber

o(f)” =Vie(f) | = V/OOO AdE()\) (3.4.29)

die Polarzerlegung von ¢(f)~ [Kat84, Ch. VI §2.7], dann gilt stets V' € 2(r), E(\) € A(r)
— zum Beweis siehe [BR79, Lemma 2.5.8].
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Lokale Approximation Wir zeigen nun, daf} sich die quadratischen Formen aus ®py
aufgrund der gewonnenen Erkenntnisse noch besser durch lokale Operatoren approximieren
lassen, als wir dies in der Definition (B.4.1]) gefordert hatten, ndmlich (unter Energiedamp-
fung) in der Operatornorm, wobei auch die Norm der approximierenden Operatoren kon-
trolliert werden kann.

Satz 3.17. Sei ¢ € Opy. Dann gibt es eine Folge A, € A(r) (0 <r < 1), einl > 0 und
ein k>0, so dafs

|RY (A, — ¢)R'|| <7 -const., [|A.|| <r™" - const.

Beweis. Es sei f € §(M) eine feste Testfunktion mit f(x) > 0, [ f(z)d**'e =1, supp f C
O,—1. Wir setzen

= r—<s+1>f<§), (3.4.30)

so daB dann supp f, C O, und ebenfalls [ f.(z)d*t'z = 1. Zunichst sei r fest. Wir wissen,
dal ¢(f,)” affiliiert zu 2A(r) ist, und schreiben die Polarzerlegung als

&(fy) =V, D, mit V, € Ar), Df =D,, D, >0, (3.4.31)
g(D,) € A(r) fir jede beschrankte Funktion g.

Wir setzen fiir € > 0
1
A, .= —V,.sin(eD,) € A(r) (3.4.32)
€

und schétzen im folgenden die Norm von R*(A, . — ¢(f.)) R ab. (Dabei sei [ so grof, dafi
|R'¢R!|| < oc.) Man hat

[ (Ave = 6 RN = IV; (- sin(eD,) — D) RY < (D, — ~sin(eD)) RY). (343
Aus der leicht nachzupriifenden Ungleichung
|z —sinz| <2? Vo >0 (3.4.34)
erhédlt man durch Ersetzung z — ex:
|x — %sin ex| <exr? Vo >0,e>0. (3.4.35)
Entsprechendes gilt fiir die quadrierte Ungleichung; daher folgt
I(Dr — %Sm(eDr))R‘”II < e| DIRY| = ello(f.) o (fr) RY|- (3.4.36)

Durch 4/-maliges Ausnutzen der aus Lemma B2 in Anhang folgenden Identitét

(R, 6()] = ~iR6(0f;) R = — R o(r D @uf)(D) R (3.4.37)
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(bzw. analog fiir ¢(f,.)*) und unter Verwendung der Abschétzung

||Rl¢(f)(*)Rl|| < /|f(x)| &'z - const. ¥ f € S(M) (3.4.38)
erhélt man
lp(f) e (fr)RY < r ¥ - ¢, (3.4.39)
wobei ¢ > 0 nicht von r abhéngt. Damit ist schliefSlich
IR (Are — ¢(f)) R <77 -e-c. (3.4.40)

Nun miissen wir noch die Konvergenz ,¢(f,.) — ¢(0) betrachten. Lemma B.14 liefert
IR (o(f,) — @(0)) R < -7, ¢ > 0 konstant, (3.4.41)
so daff wir zusammen mit (B.4.40) erhalten (wobei [ > 1 angenommen werden darf):
|R*(A,c — @)RY|| < (er * +7)-¢", " >0 konstant. (3.4.42)

etzen wir nun € = r ann erhalten wir
Set 4+l g halt

RYA, . R" ”—‘L> RUGRY, || A, < v~ . const. (3.4.43)
Damit ist die gewiinschte Folge A, = A, . gefunden. (]

Die Wahl der ,, Approximationsgiite“ r - const. fiir die Norm der Differenzfolge ist hier
willkiirlich; durch eine Neuzuordnung der Folgenglieder, etwa A/ := A.x (A > 1) 148t sich
genauso ||RY A" —¢)R'|| < r*-const. fiir groBe [ erreichen, wobei die Normschranken der A’
entsprechend skalieren. Wir kénnen sogar noch weitere Eigenschaften der approximierenden
Folgen fordern:

Satz 3.18. Die Operatoren A, in Satz G177 kénnen so gewdhlt werden, dafs mit einer
geeigneten Testfunktion f € S(M) und f, == r=TV f(Z) gilt:

A (f) €Ur), |JA(f)|| € r % const., ||RYA(f,) — ¢)R!|| < - const.

Dieser Zusatz ist fiir spétere Anwendungen wichtig, da wir nun die Vertauschungsrela-
tion aus Lemma B.2§ auf die approximierenden Folgen anwenden kénnen.

Beweis. Durch Skalierung kénnen wir annehmen, daf in Satz .17 schon A, € (3) gilt.
Wir wiihlen eine Testfunktion f > 0 mit kompaktem Tréger so, daf [ f(z)d*™a = 1. Ist
f geniigend gut lokalisiert, dann gilt sicher A, (f,.) € 2((r). Die Eigenschaft

[A(fll < A Sl < 777" - const. (3.4.44)
folgt sofort aus der entsprechenden fiir A,. Ebenso gilt
IRY(G(f,) — A(F) R < Ifolls - 1B (6 — A)RY| < 7 - const. (3.4.45)
Aus Lemma B4 erhalten wir
IR (¢(f.) — &) R|| <1 - const., (3.4.46)

nachdem [ eventuell vergrofiert wurde. (B.4.45) und (B.4.46) liefern zusammen die dritte
der behaupteten Relationen. 0
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Aufgrund der ,,verbesserten* Approximationseigenschaften kénnen wir nun die Freden-
hagen-Hertel-Felder mit unserem Phasenraumkriterium in Verbindung bringen. Wir be-
trachten im folgenden eine Theorie, die dem asymptotischen Phasenraumkriterium mit
polynomialen Energieschranken geniigt. Zu einem festen ¢ € ®py verschaffen wir uns nach
Satz B.17 eine Folge A, € (r), so dafl

| A || <777 - const. mit gewissem 7 > 0; R'A.R' — R'¢R' fiir groBe [ > 0. (3.4.47)

Wir werden dann zeigen, dal ¢ € ®5;,. Dazu verschaffen wir uns nach Satz B.§ eine
homogene Approximation (p, g, {%;}) zur Genauigkeit 7 + 1. Wir setzen 1 := @&);. Dann
gilt

R
im sup

(B i =0 Ve>0 und Bildgy C ®54;. (3.4.48)
Er—0

Wir wahlen € = % Weiter sei E > 1 fest. Dann ist

lim 12— Yler _ (3.4.49)
1”70 7«’Y+§
insbesondere
lim (2~ ¥)(4,)l|e < lim||(E — ¥)]lg, 14, = 0. (3.4.50)

Zusammen mit (B.4.47) ergibt das
Yr(4,) — ¢ in X(E)". (3.4.51)

Andererseits bewegt sich die linke Seite im endlichdimensionalen Teilraum
P(E)(Bildg ¥)P(F) C ¥(E)*; dieser ist abgeschlossen, also ist

P(E)pP(E) € P(F) (Bildg ) P(E). (3.4.52)
Dies gilt fiir alle £ > 1, weshalb
¢ € Bildg ¢ C @544, (3.4.53)

wie zuvor behauptet. Dieses Verfahren 148t sich fiir jedes ¢ € ®py durchfiithren (mit jeweils
angepafitem 7); daher gilt:

Satz 3.19. Die betrachtete Theorie erfiille das asymptotische Phasenraumkriterium mat
polynomialen Energieschranken. Dann ist

Opy = | J 5.
>0

Der von uns bestimmte Feldinhalt stimmt also mit dem von Fredenhagen und Hertel
betrachteten iiberein; wir erhalten durch unsere Konstruktion alle polynomial energie-
beschriankten Punktfelder der Theorie.
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Zusammenfassung Wir haben in diesem Abschnitt verschiedene Eigenschaften der
Fredenhagen-Hertel-Felder hergeleitet und konnten schliefSlich feststellen, dafl die von uns
konstruierte Klasse von Feldern mit der von Fredenhagen und Hertel betrachteten iiber-
einstimmt. Wir stellen nun noch einmal zusammen, was wir im Laufe der Konstruktion
also fiir unsere Punktfelder etabliert haben:

e Die ¢ € ®5 werden durch Integration zu operatorwertigen temperierten Distributio-
nen f — ¢(f). Die Operatoren ¢( f) sind abschlieSbar und besitzen den gemeinsamen
invarianten dichten Definitionsbereich C*(H).

e Die ¢(f) sind lokal und relativ lokal; ihr Abschlufl ¢(f)~ ist affiliiert zu den lokalen
Algebren.

o Jedes ¢ € O 1Bt sich (unter Energieddmpfung) in der Operatornorm durch eine Fol-
ge A, € A(r) approximieren. Die Norm der A, divergiert im Limes r — 0 hochstens
wie eine inverse Potenz.

3.A Lokalisierte Zustiande im Limes kleiner Abstiande

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Kurzabstandsverhalten von Rdumen lokalisierter
Zusténde, d.h. endlichdimensionaler Teilrdume S C 2., die in der Anwendung als Links-
Bilder gewisser Abbildungen von endlichem Rang auftreten. Wir wollen eine Zerlegung von
S in eine Summe von Réumen herleiten, deren Elemente sich im Kurzabstandslimes jeweils
gleich verhalten.

Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall, ndmlich den, in dem alle Elemente von
S dieselbe Asymptotik zeigen:

Definition 3.20. Ein endlichdimensionaler Teilraum S C 2, heifle homogen beziglich
einer Nullfolge p, wenn es eine Funktion n auf (0, 1] gibt, so dafs fiir alle o € S\{0}

o]l ~ n(r).
p

Wir schreiben in diesem Fall auch kurz S ~n.
P

Auf homogenen Teilriumen von 2, 148t sich das r-Verhalten der Zusténde sogar gleich-
méfig iiber den ganzen Raum abschétzen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.21. Sei S C A, homogener Teilraum beziiglich p (S ~ n), und sei || - ||s eine Norm
p

auf S (als endlichdimensionalem Raum). Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dajs
VoeS: |lofl.=cllollsn(r) (rep).

Beweis. Nach Voraussetzung ist |||, ~ n fiir alle betrachteten o; es gibt also Konstanten
p

c(o), so daB

loflr = c(a)n(r) (€ p). (3.A.1)
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Wir zeigen, dafl diese Konstanten lokal gleichméflig gewahlt werden konnen. Dazu sei
{o1,... ,0,} eine Basis von S. Fiir ¢ € R" und festes o € S gilt

|U+Z%|| lolle = el lloill - (3.A.2)
Da ||lo;]| ~ n, konnen wir Konstanten d; > 0 wahlen, so daB ||o;||, < din(r) fir r € p;
p
folglich wird

lo+ ZGMH > c(o Z el din(r) = (c(o) — Z l€ildi) n(r), (3.A.3)

Z%C(O') fiir kleine €

d.h. wir kénnen die Konstanten ¢(o) lokal gleichméfig wéahlen. Da die Einheitskugel bzgl.
| - ||ls kompakt ist[] kénnen wir die Konstante dann auf der gesamten Einheitskugel
gleichméfig wihlen; es gibt also ¢ > 0, so daf

lofl- = clloflsn(r)  Vrep, (3.A.4)

was zu zeigen war. ]

Wir wollen nun allgemeinere endlichdimensionale Raume S C A, in direkte Summen
aus homogenen Rdumen (wie oben beschrieben) zerlegen. Dies wird im allgemeinen nur
moglich sein, indem man, ausgehend von einer gegebenen Nullfolge p, zu Unterfolgen iiber-
geht.

Dazu zunéchst eine Vorbemerkung: Ist

S=5 85, (S, Sl, Sy C ﬁ*), (3A5)

so haben wir fiir festes r folgende Situation, wobei wir mit ig die Inklusion S — 2A(r),
usw. bezeichnen:

S A (3.A.6)
is,
#
SC—>iS A(r)
/4ﬁ
1Sy
S

Im folgenden wollen wir die Normen der hier eingezeichneten Inklusionsabbildungen
analysieren, und zwar ist

lisall

lig|l = sup (3.A.7)
ves [lolls
mit einer fest gewahlten Norm || - ||s auf S. (Es ist fiir das spéter zu betrachtende asymp-

totische Verhalten gleichgiiltig, welche Norm auf S gewéhlt wird: Da fiir eine andere Norm

7 Jede Norm auf dem endlichdimensionalen Raum S induziert die Standardtopologie.
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| - |I's stets Konstanten a,b > 0 existieren, so daf a|o|ls < [|o||s < b|lo]ls, wird dann
lis|lr ~ |lis]l., d.h. asymptotisch ergibt sich kein Unterschied.)
Fiir die Abbildungen ig,, ig, haben wir zunéchst zwei Normbegriffe: Einerseits ist analog

zu (B.AT)

HZ‘SJUHT'

lis, |l = sup : (3.A.8)

o€S;

andererseits kann man die Norm der Inklusionen als Abbildungen auf S (fortgesetzt durch
0 auf dem Komplement) betrachten:

S T
lis, ® 0], = sup L @0l - llonl

= _— (3.A.9)
oes lolls 0,5, |lon + oals

Diese beiden Begriffe sind jedoch fiir unsere Zwecke gleichwertig: Wir wéhlen dazu die
Norm auf S zunéchst als
lor @ o2lls := [lovlls, + llozlls, (3.A.10)

(das definiert tatséchlich eine Norm). Dann ist offenbar

ol _ ol

lis, ® 0|, =  sup = = |lis, || - (3.A.11)
' 01€51,02€852 ||01||51 + ||02”52 01E€51 ||01||S1 '
Bei anderer Wahl der Normen auf S, S; gilt immerhin noch
lis, © Ol ~ [lis: - (3.A.12)

wegen der Aquivalenz aller Normen auf endlichdimensionalen Rédumen. Interessieren wir
uns also nur fiir das asymptotische Verhalten, dann miissen wir die beiden Normbegriffe
nicht unterscheiden, wovon wir im folgenden 6fters Gebrauch machen.

Es seien nun ein endlichdimensionaler (mindestens eindimensionaler) Raum S C 2,
und eine Nullfolge p vorgegeben; wir wollen S beziiglich einer geeignete Teilfolge von p in
eine direkte Summe homogener Teilrdume zerlegen.

Dazu wéhlen wir zunéchst eine Teilfolge p’ C p und Unterraume S, Sy C S derart, dafl

S =S &S, (3.A.13)
lésillr > llisu - (3.A.14)

und so, dafl dim S; unter diesen Nebenbedingungen minimal wird. (Mit S; = S, Sy = {0}
148t sich sicherlich eine Zerlegung finden, die (B:A-T13) und (B.A.14) erfiillt, so dafl wir das
Minimum nicht iiber die leere Menge bilden.) Durch diese Wahl, so behaupten wir, wird
S1 homogen.

Dies begriindet sich folgendermafien: Sicher ist dimS; > 0 (wegen (B.A.14), solange
dimS > 0). Fir dimS; = 1 ist S; trivialerweise homogen. Sei also dim.S; > 1. Wir
nehmen an, dal es o € Sy gibt, so daf3

ol 9% [l7s, ]I - (3.A.15)

o
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Sicher gilt aber ||o||, < ||is, ||, so daB beziiglich einer gewissen Teilfolge p” C p’ gelten muf
o'

o]l < lis, - (3.A.16)

Wir zerlegen dann S; = 57 @ Co mit geeignetem S C Sy und zeigen, dafl

S=5®(CodS,) (3.A.17)
Sl

ebenfalls eine Zerlegung von S ist, die (B.A.14) erfiillt: Es ist ndmlich

lisillr o llis; @ Oll- = llés, = 0@ dcolly = llisy |- = 10 ® icoll; ~ Nl |- (3.A.18)
<,<,Hi51|‘7”
P
und
||ZS§|| S” ||0 S Z.‘5'2”7" + ||7:(CO'||7‘ § ||i51||r; (3A19)
P
also
lis llr > iy - (3.A.20)

Damit ist ein Widerspruch zur geforderten Minimalitdt von dim S; erreicht, und es gilt

doch ||a]|, ~ |lis]|- Folglich ist Sy ~ ||ig||, =: n(r) homogen. Wir erhalten also folgende
4 4

Aussage:

Satz 3.22. Sei S C 2, ein endlichdimensionaler Teilraum, S # {0}, und p eine Nullfolge.
Dann gibt es eine Teilfolge p' C p, einen beziglich p’ homogenen Teilraum S; C S und
einen weiteren Teilraum Sy C S, so dafs

S = Sl S¥ 527 ||i51||r >? ||Z.52||7" :
P

Wenden wir diesen Satz wiederum auf Sy an (es gilt dim Sy < dim S) und iterieren dieses
Verfahren, bis als zweiter Summand nur noch der Nullraum {ibrig bleibt, dann erhalten
wir:

Satz 3.23. Sei S C A, ein endlichdimensionaler Teilraum, S # {0}, und p eine Nullfolge.

Dann gibt es eine Teilfolge p' C p und beziiglich p' homogene Teilrdume Sy,...,S, C S,
so dafs

S=8® ... 88, lisll >...> llis,|. -
p p
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3.B Eine Erweiterung des Satzes von Hahn-Banach

Der Satz von Hahn-Banach wird iiblicherweise fiir die Fortsetzung linearer Funktionale
auf einem Banachraum formuliert. Wir benétigen eine leicht erweiterte Fassung, die nicht
lineare Abbildungen nach C, sondern solche mit einem allgemeinen endlichdimensiona-
len Vektorraum V' als Bildraum behandelt. Der Satz 148t sich auf diese Situation leicht
verallgemeinern:

Satz 3.24. Es sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Norm || - ||v. Dann gibt
es eine Konstante ¢ > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Ist (B, || - ||g) ein Banachraum
und U C B ein abgeschlossener Unterraum, dann lifst sich jeder lineare stetige Operator
A:U —V zu einem linearen stetigen Operator A : B — V fortsetzen (d.h. A[U = A), so

dafs
JA| < c- || Al .

(Die Konstante ¢ hdngt hier von der Wahl der Norm || - ||v, nicht aber von A oder || - ||5
ab.)

Beweis. Wir wahlen eine Basis {v;}?_; von V aus Einheitsvektoren und bezeichnen mit p;
die Projektionen auf die zugehorigen Komponenten. Dann sind die Funktionale p; = p;0 A
stetige lineare Funktionale auf U; sie lassen sich nach dem Satz von Hahn-Banach also zu
Funktionalen ¢; auf B fortsetzen, ohne ihre Norm zu vergroflern. Wir setzen nun

L= @i v - (3.B.1)
i=1
Dann gilt
ATU = (@i )[U)vi =D (pi(-) 0 A)vy = A, (3.B.2)
und wir erhalten die Normabschétzung

IAL <D @O Joall =D o)l < Z D COIHAI = ell Al (3.B.3)
i=1 1 i=1

=:C

wobei ¢ nur von der Wahl der Einheitsvektoren v; (und damit von || - ||y) abhéngt. O

3.C Linearformen mit polynomialen
Energieschranken

Fiir die Konstruktion punktartig lokalisierter Felder ¢ ist es wichtig, die scharfe Energie-
abschneidung P(E)¢P(FE) abzuschwiichen und etwa zu der von Fredenhagen und Hertel
[FHRT] verwendeten Energieddmpfung R'¢R! iiberzugehen. Dabei ist R der wegen der
Spektrumsbedingung beschrinkte Operator R = (1 + H)™'. Als wesentliches Bindeglied
zwischen den beiden Formen von Energieschranken erweist sich folgende Formel:
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Lemma 3.25. Im Sinne schwacher Konvergenz auf H x H gilt firl € N:

(e e}

R l/dE (H%>Z+1P(E)

0

Beweis. Es seien f(FE) eine stetig differenzierbare, g(F) eine monoton wachsende und be-
schriankte Funktion auf R derart, dal die im folgenden auftretenden Integrale existieren. g
ist dann bis auf abzihlbar viele ,,Sprungstellen” F; differenzierbar mit Ableitung ¢’. Man
wertet folgendes Riemann-Stieltjes-Integral aus:

/ J(E) dg(E / P (B)E + 3 18 — g(E-)). (3.0.1)

Auflerdem berechnet man durch partielle Integration:

| -r@Ee / FE)G(ENE — f(Eii)g(Bua-) + F(E)g(Eit)).
(3.C.2)

(Dabei sind eventuelle Randterme bei E' = +o0 in suggestiver Weise notiert.) Die beiden
Integrale (B.C.1) und (B.C.2) stimmen also iiberein. Setzt man nun

1B = (1) 9lB) = WIPEW) (v emn) (3.C3)

dann folgt die Behauptung zumindest auf Zustédnden (1| - ¢) . Die Polarisationsidentitét
liefert die Erweiterung auf alle Matrixelemente. O

Wir konnen hieraus eine etwas technische, aber sehr niitzliche Abschétzung folgern:

Lemma 3.26. Zu | € N g¢ibt es eine Konstante d > 0 mit folgender Eigenschaft: Sei
B € B(H), und sei ¢ >0, so daff

IP(E)BP(E)[|<c B VE>1.
Dann folgt
IR'RBR'| <c-d.

Ein wichtiger Aspekt ist hierbei, dal die Konstante d universell gew#hlt werden kann
und nicht von B oder ¢ abhéngt.

Beweis. Wir konnen aus der Abschétzung fir ||P(E)BP(E)| folgern, daf fiir beliebige
El, Es >0

|P(Ey) B P(E,)|| < (1+max{E,, B,})'! -c. (3.C.4)
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Nun berechnet man fiir Einheitsvektoren &, & € H:

(EIR'BR'¢)]
o) o] I+1
(Lemm_a@) 2 1 ) 1 /
25 \p [ap, [an (G ) € PE)BPE
0 0
< l27dE 7dE ! LT (1 +max{E, F>})t. (3.C.5)
~C 1 2 1+E1 1—|—E2 max 1, L9 . L.
0 0

Dieses Integral existiert, da der Integrand mindestens wie E; 2 abfillt. Damit ist eine von
£, &, B und ¢ unabhidngige Abschiatzung gefunden. O

Wir konnen dieses Lemma auch auf unbeschrinkte Linearformen ausdehnen, solange
deren Hochenergieverhalten polynomial ist:

Lemma 3.27. Sei ¢ € & eine Linearform mit
lpllz < E" e fir einl €N, ein c> 0 und alle E > 1.
Dann lifst sich RI¢R! zu einem beschrinkten Operator erweitern, und es gilt
IR'GR| < c-d
mit einer von ¢ und ¢ unabhdingigen Konstanten d.
Beweis. Sei zunéchst E' > 1 fest. Wir setzen B = P(E')¢P(E’). Nach Voraussetzung ist
|P(E)BP(E)| < E"' - (3.C.6)

Lemma liefert dann

|P(E")R'$R'P(E")| = |R'BRY| < ¢-d. (3.C.7)

Da diese Abschitzung unabhingig von E' ist, laBt sich R'¢R' zu einem beschrinkten
Operator fortsetzen. O

Wir interessieren uns auflerdem fiir die Vertauschungsrelationen von R mit den durch
Testfunktionen f , verschmierten quadratischen Formen

¢m=/ﬁﬂwmvw¢ww,f6&M» (3.08)

Dabei erfiille ¢ die Bedingungen aus Lemma B.27; das Integral (B.C.§) ist dann im Sinne
von Linearformen auf Y erklart. Da f absolut integrierbar ist, gilt

lo(N)lle < /dS“x [f(@)] 1ol < B - const.. (3.C.9)
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also existiert auch Rl'¢(f)R! als beschrinkter Operator. Wir bemerken, daf} fiir das ener-
giegeddmpfte Feld die Integralformel (B.C.8) sogar stéirker gilt: Man hat

Rl+1¢(f)Rl+1 _ /dS—HI f(ZL‘) U(l’) Rl+1gle+1 U(ZL‘)* (3010)

im Sinne von Normkonvergenz, d.h. als Bochner-Integral. (Das sieht man so: Das Integral
auf der rechten Seite existiert sicherlich, da U(z)R normstetig ist, wie (B.4.19) zeigt. Auf
Funktionalen o € ¥ stimmen die linke und die rechte Seite wegen (B.C.8) iiberein, also
sind sie auch als Operatoren gleich.) Wir zeigen nun:

Lemma 3.28. Sei f € S(M); dann gilt im Sinne von Operatoren auf C*°(H):

(R, ¢(f)] = —iRo(0.f) R. (3.C.11)

Beweis. Sei im folgenden E > 1 fest, und sei 0 € %(E). Da P(E)R™! beschriinkt ist, hat
man

1 1

AR = ol (60, (L B 1) = —o(RIH, (NI B).  (3.C.12)

Wir setzen o’ := o(R - R); auch dieses Funktional liegt in ¥(£). Da die Operatoren P(E)P,
beschrankt sind, konnen im Ausdruck

o' (U(x)pU(x)") (3.C.13)

die Translationsoperatoren U(z) = e7»®" als Potenzreihe ausgeschrieben werden, und

(B-C.13) wird damit eine differenzierbare Funktion von x. Man berechnet nun:

/(eiPHm” gbe—iPHI”)

0o’ (U(x)oU(x)*) = 5207
=o' (P U(z)pU(x)* — U(x)pU(z)* Py) = io'([H,U(x)pU(z)*]). (3.C.14)
Damit ergibt sich schlieflich

o'([H,¢(f)]) = /d”le(f) o'([H, U(z)oU(x)"])
= —z’/d$+1x f(x) 0o’ (U(x)pU (2)*)

(P.L)

i / &2 8, f () o' (U(2)oU (2)*) = io’ (¢(D,f)). (3.C.15)

Zusammen mit (B.C.12) liefert das die Behauptung zunéchst im Sinne von Linearformen
auf X, was sich dann als Operatorgleichung fortsetzen 1af3t. O

Fiir den Beweis des Lemmas mufite hinsichtlich der Funktion f nur ausgenutzt werden,
daf in (B.C.15) partiell integriert werden kann und dafi 0,f absolut integrabel ist. Wir
miissen f also nicht als Schwartzfunktion annehmen; es reicht, wenn f eine verallgemeiner-
te Ableitung im Sinne von Sobolevraumen besitzt. In der Anwendung (Satz B.13) bedeutet
dies, dafl man — bei oben festgehaltenem [ — die ¢(f) zu unbeschriankten Operatoren er-
weitern kann, sobald f verallgemeinerte Ableitungen [-ter Ordnung besitzt. Bei festem [
kann man die Klasse der zuldssigen Testfunktionen fiir die operatorwertige Distribution ¢
also iiber S(M) hinaus erweitern. (Vgl. hierzu auch [BDHYA, §8].)
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Symmetrien

Ein wichtiger Aspekt bei der Klassifikation und Analyse von Quantenfeldtheorien sind die
Darstellungen von Symmetriegruppen, wie der Poincaré-Gruppe, der Dilatationsgruppe
oder innerer Symmetrien der Theorie. Wir untersuchen in diesem Kapitel das Verhalten
der konstruierten Punktfelder unter solchen Symmetrietransformationen.

Dazu geben wir zunéchst eine vereinfachte Version des betrachteten Punktfeld-Forma-
lismus an, der zwar nicht alle Aspekte des Phasenraumkriteriums enthalt, sich fiir die
Betrachtung von Symmetrien aber als geeignet erweist.

In diesem Rahmen untersuchen wir dann allgemein die Ubertragung von Kovarianz-
eigenschaften der algebraischen Theorie auf die konstruierten Rdume von Punktfeldern.
Von den betrachteten Transformationen miissen wir voraussetzen, dafl sie Lokalisierungs-
eigenschaften in Orts- und Impulsraum nicht zu stark stéren; in diesem Fall kann gezeigt
werden, dafl sie die Punktfeld-Vektorrdaume in sich iiberfithren, daf§ sich die Felder also
kovariant unter der Transformation verhalten.

Als konkrete Anwendung behandeln wir die Lorentzkovarianz der Punktfelder, deren
Hermitezitat sowie eine mogliche Kovarianz unter Dilatationen (als Zusatzstruktur).

Bis hierher wurden stets am Koordinatenursprung lokalisierte Punktfelder betrachtet;
alle Strukturen wurden fiir diesen Spezialfall definiert. Das stellt wegen der Translations-
symmetrie der Theorie keine Einschréankung dar. Diese Tatsache wird prézisiert: Wir geben
explizit eine Wirkung der Translationen auf den Punktfeldern an und etablieren so die Ko-
varianz der Punktfelder bzw. Wightman-Distributionen unter der vollen Poincaré-Gruppe.
Insbesondere sind damit die Wightman-Axiome fiir die konstruierten Punktfelder etabliert.

Auflerdem untersuchen wir partielle Ableitungen der Punktfelder, die in der Wight-
man’schen Feldtheorie zur Formulierung von Feldgleichungen wichtig sind. Wir zeigen, dafl
die Menge der konstruierten Felder abgeschlossen unter Differentiation ist.
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4.1 Reformulierung der Struktur

Wir haben bisher unsere Strukturen in der Sprache bilinearer Abbildungen ¥ x %A — C
formuliert und ihr Verhalten im Limes kleiner Wirkungen E-r — 0 betrachtet. Das asymp-
totische Phasenraumkriterium mit polynomialen Energieschranken, das wir in diesem und
in folgenden Kapiteln stets als gegeben annehmen, erlaubt uns die Analyse des Punkt-
feldinhalts. Dabei war die gleichzeitige Betrachtung von E- und r-Verhalten unbedingt
notwendig, um die Lokalitatseigenschaften der Punktfelder zu etablieren, wie wir in Kapi-
tel B gesehen hatten.

Jetzt, da wir diese Analyse durchgefiihrt haben, kénnen wir den Formalismus etwas
vereinfachen und das E- vom r-Verhalten trennen. Dies fithrt uns zu einer Formulierung, die
die Rdume @5 statt der bilinearen Abbildungen als zentrales Element in den Mittelpunkt
stellt, und die ndher an den von Haag und Ojima [HOY6] urspriinglich vorgeschlagenen
Strukturen liegt.

Wir halten dazu im folgenden E zunéchst fest. Ist £ dabei hinreichend grofl, dann
kénnen wir @5 als Teilraum von X(E)* betrachten; die Inklusionsabbildung nennen wir js:

S(B) <0y (4.1.1)

Diese Inklusion ist trivialerweise stetig (da auf ®5 die Teilraumtopologie mit der Standard-
topologie iibereinstimmt). Betrachten wir also den (Pré-)Dualraum des endlichdimensio-
nalen Raums ®5 (®5, =: ¥5), dann kann man die Abbildung js als , praduale“ Abbildung
J7+ auf die Priadualrdume iibertragen:

S(E) s Yy (4.1.2)
Z(‘E)* <T)@—

Bei geniigend groflem F ist js, dabei surjektiv, d.h. wir kénnen jz, als Projektionsabbildung
beziiglich einer Quotientenbildung verstehen. Diese wollen wir genauer untersuchen; es
stellt sich also die Frage nach einer Charakterisierung von Kern js,. Die Antwort darauf
gibt folgendes Lemma:

Lemma 4.1. Im Diagramm (f.1.9) gilt:
Kern j5, = {0 € 2(E) [y(ELo) 27 } .
Beweis. Man hat per Definition
ceKemjs & (j0)(¢)=0Veoeds & o(js5¢) =0 Vo€ Dx, (4.1.3)

d.h. o liegt im Kern von js. genau dann, wenn o auf dem Teilraum ®~ C ¥ verschwindet.
Nach Satz B.2 ist das dquivalent zu

1(Ero) > 7. (4.1.4)

womit das Lemma bewiesen ist. O
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Wir konnen damit schreiben:
Ss = $(E) / {o € S(E) |1(E10) = 7} | (4.15)

Der Raum Y5 ist also quasi der Raum aller energiebeschréankten Funktionale, wobei dieje-
nigen identifiziert werden, deren Differenz im Limes r» — 0 auf 2((r) schnell verschwindet

— man beachte hierzu, dal nach (B.D.7) gilt
VELo) =7 & o, =20 Ve 0. (4.1.6)

Damit entsprechen die ¥5 den Halmen der Pragarbe X(E)[2((r) beziiglich der betrachteten
Aquivalenzrelation; ihre Elemente sind gerade die von Haag und Ojima in [HOY6] betrach-
teten Zustandskeime (,germs of states”). Die Dualrdume ®5 = ¥Z bilden den Punktfeld-
inhalt der Theorie (zu einem gegebenen Kurzabstandsverhalten r7). Wir werden die 5
daher auch als Zustandshalme und die ®5 als Feldhalme bezeichnen.

Wir skizzieren noch die Situation bei Variation von 7 und E. Fiir verschiedene E, E’
(etwa E < E') erhélt man, wie Lemma [L.] zeigt, das folgende Diagramm von zueinander
dualen Rdumen und Abbildungen:

S(E') (4.1.7)
jW*(EI)
t
(I 3
() ) !

|
| |
| . |
E(E)*<L3q>

J\ %
Jz(E")

E(E/)*

7

Das ist hier nur der Vollsténdigkeit halber erwdhnt — die Abbildungen j5, j5+ kann man in
diesem Sinn als ,,unabhéngig von E“ verstehen, vorausgesetzt, F ist hinreichend grofs.

Bei Variation von 7 — wir geben uns zwei Werte 7/ < 7 vor — kennen wir bereits aus
fritheren Kapiteln eine natiirliche Inklusion jy5 : ®5 < @5, die uns folgendes Diagramm
liefert:

et (4.1.8)
m
Y(E)! Y Yo
| I |
| e s |
Y(E)* - P < OP,

Wie von Haag und Ojima erwartet, erhalten wir also eine ganze ,, Kaskade“ der Rdume von
Zustandskeimen

RS YN » B R 5 B (4.1.9)
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und eine entsprechende Kette fiir die Rdume von Punktfeldern auf der dualen Seite:

SN S S S— (4.1.10)

Die Indizierung mit n, n — 1 etc. soll dabei darauf hinweisen, dafl man gewisse geordnete
Werte fiir 7 auswéhlt; die Schritte miissen nicht notwendigerweise ganzzahlig sein. Sinnvoll
ist sicher, sie so zu wéhlen, dafl alle in der Kette auftretenden Radume unterschiedliche
Dimension haben, so daf} die Inklusionen bzw. Projektionen ,echt® sind.

Wir wollen nun diese ,, Kette“ von Vektorrdaumen in Abhéngigkeit von 7 genauer unter-
suchen. Dazu betrachten wir die Funktion

d(7) = dim ®~ : R* — Nj. (4.1.11)

Sie ist monoton wachsend und deshalb stiickweise konstant; zwischen den konstanten
Stiicken liegen diskrete Unstetigkeitsstellen. Es sei 7, eine solche Stelle, d.h. es gelte in
einer Umgebung von 7,:

ny  fir y <7,
A7) = ny fiir y =7,, (4.1.12)
ns flir 5y > 7,.

Dabei ist n; < ny < ng. Um die Stetigkeitseigenschaften bei 7, zu untersuchen, nehmen wir
ny < np an; dann ist also @, & Py, fiir kleine € > 0; entsprechende echte Inklusionen
gelten fiir die X5 und Kern j5,. Man beachte, daB auf den Intervallen, auf denen d(%)
konstant ist, sich auch die Rdume ®5, 35, Kern js. selbst nicht dndern. Wir kénnen also

in unserer Situation ein ¢ € 3 wihlen, so daB
o & Kern jy, ., o € Kern j,_e fiir kleine € > 0. (4.1.13)
Nach Lemma BT bedeutet dies
Y(ELo) < T, aber ~(Epo) > 7, — € fiir kleine € > 0, (4.1.14)

was offenbar ein Widerspruch ist. Also gilt ny = ny, und die Funktion d(7¥) ist linksseitig
stetig. Thr qualitativer Verlauf ist in Abbildung B gezeigt. Bezeichnen wir die Unstetig-
keitsstellen mit 7, < 7, < 73 < ..., dann reicht es zur Analyse also meist aus, die Kette

B D C P ¢ . (4.1.15)

zu betrachten.

Zu kldren bleibt, wie sich die Approximationseigenschaft ,v(= — ¢) > 7“ in den neu
formulierten Rahmen iibersetzt. Wir fiihren dazu den Begrift der requldren Projektion auf
den endlichdimensionalen Raum ®s ein. Dieser ist in Anhang [-A] ndher erlautert; wir
bemerken hier nur, daf es sich dabei um einen Projektionsoperator auf ®5 handelt (also
p:% — % Bildp = &5, p? = p), der sich in der Form

J
p=Y_o;(-)¢; mito; € T(E)und ¢; € by (4.1.16)
j=1
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Abbildung 4.1: Qualitativer Verlauf der Punktfeldraum-Dimensionen

dma_
Y o
€}
———X
—x
Y, ¥ ¥ Y

schreiben 1aft (£, J geeignet). Eine solche reguldre Projektion existiert zu jedem endlich-
dimensionalen Teilraum von 3 (siche Satz in Anhang [£.A)), muB aber nicht eindeutig
sein.

Mit Hilfe dieser Projektionen 148t sich die Approximationseigenschaft umformulieren.
Wir schreiben dazu etwas symbolisch ps= = Z(ps. -, - ) usw. und zeigen:

Satz 4.2. Sei py ein requldrer Projektor auf ®, dann gilt
T(IE = p5Eles) 27 VE>0.
Hierbei ist || - ||g, bet festem E als Funktion von r zu lesen.

Beweis. Wir wiahlen vermoge des Phasenraumkriteriums ein ¢ € E(’f ,sodaBy(E—v) > 7.
Beachten wir Satz B.2, dann kénnen wir nach eventuellem Weglassen des ,sekundéren®
direkten Summanden annehmen, dafl Bildg ) = ®5, und daf} bei festem E gilt

Y(IE=+ler) =7 (4.1.17)

Die regulére Projektion ps schreiben wir als ps = ijl o;(+)¢; mit o; € X(E') (B geeig-
net), ¢; € 5. Dann folgt, dafl

J
Ip5(E = ) lgr = 1Y (E=2)(05, ) bjlles
j=1

J
<Y ol sz lIE = lles < IE—=¢)py - const. (4.1.18)
j=1

Zusammen mit ([L.1.17) ergibt das also

Y(lp5(E = ¥)les) 27 VE > 0. (4.1.19)
Wegen Bildg ¢ = @5 gilt ps1) = 1; damit folgt die Behauptung per Dreiecksungleichung

aus (L.I.T7) und ({L.I.I9). [
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4.2 Gruppendarstellungen

Wir interessieren uns nun fiir Darstellungen von Symmetriegruppen auf den Punktfeldrau-
men ®; dies ist unter anderem zur Nachpriifung der Wightman-Axiome von Bedeutung.
Die Wirkung solcher Symmetrieoperationen, wie etwa der Lorentzgruppef], der Involution
A +— A* oder der Dilatationsgruppe, sind auf B(H) bereits vorgegeben. Die Frage ist
nun, wie diese Operationen auf die Rdume ®5 wirken und insbesondere, ob sie diese in
sich iiberfithren; in diesem Fall kénnen wir dann von einer Kovarianz der konstruierten
Punktfelder sprechen. Das Prinzip der Ubertragung solcher Operationen auf die O wird
in diesem Abschnitt erldutert.

Wir befassen uns zunéchst mit einer einzigen Transformation und ignorieren eine even-
tuell vorhandene Gruppenstruktur. Fiir unsere Zwecke soll solch eine Transformation durch

eine Abbildung
a:B(H) — B(H) (4.2.1)

gegeben sein, von der wir voraussetzen, daf sie linearf], invertierbar und schwach-x-stetig ist.
Auflerdem sei sie isometrisch, d.h. es gelte ||aB|| = || B||V B € B(H). In den Anwendungen
sind solche Operationen typischerweise gegeben durch

aB = UBU* (4.2.2)

mit einem unitdren Operator U € B(H). Solch ein « erfiillt offenbar die geforderten Be-
dingungen.

Da wir die schwach-*-Stetigkeit von a gefordert hatten, kénnen wir v auf den Préadual-
raum X von B(H) ,liften“, indem wir setzen

a,c=coa  bzw. a,.0(B) =o(aB) (0 € X,Be€B(H)). (4.2.3)

Allerdings werden « und «, im allgemeinen nicht vertriglich sein mit den Garben-
strukturen von ¥ bzw. 2. Um die Transformation in diesem Rahmen behandeln zu kon-
nen, miissen wir zusétzlich fordern, dafl o die Lokalisierung in Orts- und Impulsraum in
gewisser Weise respektiert. Es ist sicher nicht vorteilhaft, dabei zu verlangen, dafl etwa

aAd(r) cAr) Vo<r<li, (4.2.4)

denn dies wiirde z.B. Lorentz-Boosts oder Dilatationen ausschlieen. Wir schwachen daher
(E:2.4) in folgender Definition etwas ab:

Definition 4.3. Fine lineare (oder antilineare) Abbildung o : B(H) — B(H) heifie lo-
kale Transformation, wenn sie invertierbar und isometrisch ist, stetig bzgl. der schwach-x-
Topologie auf B(H), und wenn es ein A > 1 gibt, so dafs

a20(r) C™ANr) VO<r<l,Ar<1
und

. 2(E) CS(AE) VE>1,AE > 1.

I Translationen bilden hier einen Sonderfall und werden erst in Abschnitt [.J behandelt, so da8 erst
dort die Kovarianz der Felder unter der vollen Poincaré-Gruppe untersucht werden kann.
2 Wir werden unten eine Verallgemeinerung auf antilineare Transformationen diskutieren.
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Ein solches o konnen wir dann als Abbildung auf der Prikogarbe 2 auffassen: Wir
erhalten Abbildungen «,.,» : A(r) — 2A(r'), wenn 7’ geniigend gro§ gewahlt ist (r'/r >
A), und diese sind sicher vertrdglich mit den Garbeninklusionen. Analoges gilt fiir die
Prikogarbe X.

Dementsprechend koénnen wir auch von einer Wirkung von a auf % sprechen: Ein
¢ € ¥ ist gegeben durch eine Linearform ¢p auf jedem L(E), und adp : (AE) — C
bildet dann auch eine wohldefinierte Linearform auf ¥. (Dabei setzen wir ggf. durch die
Garbenabbildungen zu ,kleinen* E fort.) Ohne direkt auf die Garbenstruktur Bezug zu
nehmen, kénnen wir also « einfach als Abbildung auf dem Vektorraum ¥ betrachten.

Wir wollen nach der Kldrung dieser Begrifflichkeiten nun untersuchen, wie o auf ®5
wirkt, und insbesondere zeigen, dal o @5 C ®5. Dazu iibertragen wir die Wirkung von o
zunéchst auf die Pradualrdume.

Wir hatten schon gesehen, in welchem Sinne die priaduale Abbildung a, auf der Pra-
kogarbe ¥ bzw. auf die Riume Y (E) wirkt. ZusammengefaBt haben wir dort folgende
Situation:

Y(\E) (4.2.5)
Jx(AE)
X(E)

Hierbei wissen wir nach Lemma E.1], dafl
Kern j5.(E) = {o € 2(E) |v(0) > 7} (4.2.6)
Nun gilt aber wegen der Isometrie von «, daf3
ool = ||looal, < |lo|lax fir kleine r, (4.2.7)
und deshalb wird nach (2.D.11)):

Yawo) > (o). (4.2.8)

Wir haben also o ker j7.(E) C ker jz.(AE), und damit liefert o, eine wohldefinierte lineare
Abbildung auf dem , Quotientenraum® Y=, die wir mit ¢, bezeichnen. Wir kénnen diese

wiederum per Dualitdt auf den Dualraum ¥ = &5 iibertragen und erhalten so einen

Operator & : &5 — P5. Insgesamt haben wir vier , Darsteller von « erhalten, die wir
symbolisch so zusammenfassen:

X O (4.2.9)
A
| |
I |
I |
D R
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Man rechnet aus den Definitionen nun leicht nach, dafl gilt
Jyo& = o jz, (4.2.10)

oder daf, wenn wir ®5 als Teilraum von ¥ begreifen, dieser stabil unter der Wirkung von
« ist. Dies ist die gewiinschte Ergebnis.

Wir erhalten solch einen Operator & natiirlich fiir jedes 7 (das oben festgehalten war),
wobei per Konstruktion klar ist, dal diese verschiedenen Operatoren mit den Inklusionen
P5 — 5 (§ < 7') vertréglich sind. Wir konnen also auch von einem Operator auf ®py
sprechen, der jedes ®5 in sich {iberfiihrt.

Wir bemerken noch, da$§ sich obige Uberlegungen genauso auch fiir antilineare Opera-
toren « formulieren lassen, wobei der praduale Operator a, hier abweichend definiert wird
durch

(.0)(9) :=0(ap), oc€X, ¢E DK (4.2.11)

analog modifiziert man die Definition von ¢& durch ¢,. Damit haben wir insgesamt folgenden
Satz bewiesen:

Satz 4.4. Es sei « eine lokale Transformation (linear oder antilinear). Dann gibt es einen
Operator & auf Ppy, der jedes O stabil lifit und der

j7 (0] éé = O j7
erfillt, d.h. als Teilrdume von S sind die O stabil unter a.

Da die Transformationen & auf den ®5 im diskutierten Sinne nichts anderes sind als
Restriktionen von a auf Teilriume von &, ist sofort klar, daB die Zuordnung o — ¢ nicht
nur linear ist, sondern auch die Produktstruktur erhélt ((a8) = af). Ist also g — a(g) eine
Darstellung einer Gruppe G auf B(H), wobei die Darsteller a(g) lokale Transformationen
sind, so erhalten wir unmittelbar Darstellungen g — &(g) der Gruppe auf den ®=.

Entsprechend ergeben sich auch Darstellungen der Gruppe auf ¥ und Y-, wobei wir
allerdings ax(g) = a.(g7!) als Darsteller auf ¥ verwenden miissen. Wir werden diese
Darstellungen aber hier nicht weiter betrachten.

Von Interesse ist noch die Stetigkeit der Darstellung g — &(g) auf ®5. Dazu versehen
wir den Raum der linearen Abbildungen « : 3(E)* — X(E’)* mit folgenden Halbnormen:

peerale) = |(ElaAl)|, ¢,& € P(EYH, Ae S(E). (4.2.12)

Das liefert eine lokal konvexe, hausdorffsche Topologie auf diesem Raum von Abbildungen.

Wir betrachten nun speziell den (fiir die Anwendungen wichtigen) Fall, dafl die a(g)
von einer stark stetigen unitdren Darstellung g — U(g) der Gruppe G auf H herriihren.
Es gelte aulerdem

U(g)P(EYH C P(AE)YH VYV E >1 mit in g lokal gleichmé&fig wéhlbarem A\;  (4.2.13)

das impliziert dann gerade die geforderte Vertriglichkeit der «(g) mit der Energiebeschrén-
kung. Mit £’ = AE (X fest auf einer Umgebung von 1¢) erhalten wir in diesem Fall

peealalg) — 1) <|(E[(U(g) = DAU(9)* )] + |(€|AU(9)* — 1) &), (4.2.14)
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was wegen der starken Stetigkeit von U(g) fiir ¢ — 1g verschwindet. Die Zuordnung
g — a(g) ist also in der betrachteten Topologie stetig. Eingeschrankt auf den endlichdi-
mensionalen Raum der linearen Abbildungen ®5 — ®5 stimmt diese aber mit der Stan-
dardtopologie iiberein, so daf§ g — ¢(g) stetig im iiblichen Sinne ist. Unser Ergebnis lautet
also:

Satz 4.5. Sei a eine Darstellung einer Gruppe G auf B(H), und die Darsteller a(g) (g9 €
G) seien lokale Transformationen. Dann liefert die Restriktion von a auf ®gy C > dort
eine Darstellung & von G, die jedes ®5 stabil lifst. Ist speziell

a(g) =Ulg) - Ulg)’
mit einer stark stetigen unitiren Darstellung U(g) von G auf H, und gilt
U(g)P(EYH C PANEYH VYE>1

mit zu g lokal gleichmdfig wihlbarem A, dann ist g — d&(g) auf jedem O eine stetige
Darstellung.

Wir wollen noch die Transformation von reguléren Projektionen auf ®5 betrachten,
die ja in unserem Kontext die ,,Phasenraumapproximation® realisieren. Es sei py eine sol-
che Projektion. Auch auf sie wirken die Symmetrietransformationen in natiirlicher Weise,
namlich durch Adjunktion:

pr=aopyoa . (4.2.15)
Wir zeigen, dafl diese Operation regulidre Projektionen wieder in solche iiberfiihrt.

Satz 4.6. Sei o eine lokale Transformation. Ist ps eine requlire Projektion auf ®5, so

auch pL = aopyoa.

Beweis. Da a®5 = &5 gilt, ist Bildp, = ®5. Die Eigenschaft (p%)2 = p- folgt sofort
aus p?—y = p5. Die Stetigkeitseigenschaft von p% ist ebenfalls gegeben, da a~! die Energie-
beschranktheit von Funktionalen respektiert. O

Wir kommen nun zu den angekiindigten Anwendungen.

Lorentz-Transformationen Sind U(A) die Darsteller der Lorentztransformationen auf
B(H), so sind a(A) = ad U(A) lokale Transformationen. Nachzupriifen bleiben dabei nur
die Lokalitatsbedingungen: Die Ortsraumlokalisierung bleibt wegen

a(N)A(r) C A(AO,) C A(2||Al|r) (4.2.16)
erhalten. Im Impulsraum hat man
P(EYUN) =U(A) UN)*P(E)U(A) =U(A) PA(E); (4.2.17)

hier ist P*(E) der Energieprojektor in einem lorentztransformierten Bezugssystem. Da sich
das gemeinsame Spektrum der P, mit der bekannten (s + 1)-dimensionalen Darstellung
von £ transformiert, erhélt man fiir geniigend grof§ gewéhltes A

PME) P(AE) = PME). (4.2.18)
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Dies impliziert nach ({£.2.17), dafl
P(E)U(AN)P(AE)=P(E)U(A) = U(A)P(EYH C P(AE)H. (4.2.19)

Wir kénnen hier also Satz .5 anwenden und erhalten bei festem 7 eine stetige endlich-
dimensionale Darstellung ¢ von £ auf ®=. Entwickeln wir sie nach einer Basis {¢1,... ,¢,}
von ®=, dann erhalten wir eine stetige Matrixdarstellung Sj;(A) von £, so da8

= Sp(Ah) o (4.2.20)

im Sinne von Linearformen auf . Die Darstellung ist vollstindig reduzibel [Boehs, IX §3];
durch Aufspaltung von ®5 in irreduzible Teilréume kann man einzelne Skalar- und Vektor-
felder sowie Tensorfelder hoherer Ordnung identifizieren [Cor84, 17.2].

Zur Uberpriifung der Wightman-Axiome ist Gleichung (£2.20) noch auf die ausinte-
grierten Felder zu iibertragen. Man hat fiir o € 3(F):

a(U(N)g;(fIUA)) = /d8+1$f(90)U(U(A)U@)cbjU@)*U(A)*)
J
T2 § g5 (A / &0 f(2) o (U(Ax)dnU (Az)")

I
(-

Sik(AY) / o f(A ) o (U (@) el (2)°)

i
I

= Sik o(or(fa)),  wobei fa(y) = f(A™'y). (4.2.21)

k=1

Dies 148t sich stetig auf Vektorfunktionale o = (§| - &) mit £ € H, &' € C*°(H) erweitern,
d.h. man hat

U(A)o; = Z Sik(A™Y) ¢r(fa) (4.2.22)

k=1

als Operatorgleichung auf C*(H).

Hermitesche Konjugation Als weitere Anwendung betrachten wir die antilineare Ab-
bildung o : A — A* (,hermitesche Konjugation“). Da [|A*|| = ||A]|, 2A(r)* = A(r) und
(P(E)AP(E))" = P(E)A*P(E), ist « eine lokale Transformation. Die induzierte Wirkung
auf ein ¢ € ¥ stellt sich, ausgewertet zwischen Vektoren &, &' € P(E)H, folgendermafien
dar:

(€l(ap)¢’) = (0 &) = (£]97¢); (4.2.23)

hier ist ¢* die zu ¢ adjungierte quadratische Form. Wir wissen also nach Satz .4, dafl mit
jedem Feld ¢ € ®, auch die adjungierte Form in ®5 liegt. Dies {ibertrégt sich sofort auf
die Operatoren ¢(f) und ihre Adjungierten, denn wir wissen bereits aus (B.4.7), dafl

o(f)* = ¢*(f) als Gleichung auf C*(H). (4.2.24)
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Waihlen wir nun eine Basis von ®5 aus a-invarianten Vektoren ¢;, dann ist mit ¢;(f) auch
¢;(f)* in der Menge {¢1(f),...,¢s(f)} enthalten, wie dies die Wightman-Axiome auch
fordern.

(Die Wahl einer solchen Basis ist immer moglich: Ist {¢1,... , ¢} eine beliebige Basis

von ®5, dann spannen die 2.J Vektoren

1

ebenfalls den Raum ®5 auf, sind aber a-invariant. Wir kénnen nun aus ihnen eine neue
Basis auswéhlen.)

Dilatationen Wir diskutieren noch den Fall, dafl die betrachtete Feldtheorie dilatati-
onsinvariant ist, d.h. daf§ wir als zusétzliche Struktur auf B(H) eine stark stetige unitére
Darstellung U(A) der Dilatationsgruppe gegeben haben, die geometrisch auf den lokalen
Algebren wirkt:

a(N)RA(r) = 2A(\r), (4.2.26)

wobei wieder a(\) = ad U(). Die Vertauschungsrelationen zwischen Lorentz- und Dilata-
tionsgruppe bedingen, daf

UNPE)UN =P(E/\) = UNP(EYHC P(E/NH. (4.2.27)

Damit ist «(A) eine lokale Transformation, wobei man in Definition f.3 ggf. A durch 1
ersetzt. Wir erhalten also eine stetige Darstellung ¢ der Dilatationsgruppe auf jedem ®5.
Die endlichdimensionale Darstellungstheorie dieser Gruppe — die durch Logarithmieren des
Parameters zur Gruppe (R, +) isomorph ist — ist vollstéandig bekannt [Boebd, V §9]; der
Darstellungsraum l&8t sich in Unterrdume zerlegen, auf denen die Darsteller als Matrizen
der folgenden Form wirken:

1 0 0 .. 0
logA 1 0 ... 0
log \)?

Gy =t | SEE dlogh 1 . 0| pen gec (4.2.28)
ey G

Wir koénnen den Feldern also eine wohldefinierte ,,Skalendimension“ Re ¢ zuordnen.

4.3 Translationen

In der gesamten bisherigen Konstruktion haben wir das Verhalten der Theorie am Ko-
ordinatenursprung betrachtet und dort lokalisierte Punktfelder ¢ = ¢(0) untersucht. Zur
Nachpriifung der Wightman-Axiome miissen wir allerdings noch das Verhalten unter Trans-
lationen mit einbeziehen. (Diese hatten wir in Abschnitt .9 ausgespart, da sie den Koor-
dinatenursprung des Minkowskiraums nicht invariant lassen.)
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Man konnte hierzu das asymptotische Phasenraumkriterium ,an jedem Punkt® des
Minkowskiraums fordern, entsprechende Feldhalme ®(x) konstruieren und Relationen
zwischen diesen Rdumen fiir verschiedene x untersuchen. Da die betrachtete Theorie aber
translationssymmetrisch ist, erhalten wir dieselbe Struktur viel einfacher, indem wir direkt
die unitdren Darsteller der Translationen verwenden. Wir definieren fiir ¢ € ®py im Sinne
von Linearformen auf X:

o(x) == U(zx) oU(z)*, =€ M. (4.3.1)

Wir kénnen dann die Kovarianz der ¢(z) unter der gesamten Poincaré-Gruppe 8 nachwei-
sen: Sei dazu {¢;}7_, eine Basis von ®5 bei festem 7. Fiir z € M, A € £ hat man dann

als Relation in & :
Uz, N)¢;(y)U(z,A)" = U(z)U(A) Uly) ¢; U(y)" U(A)"U(2)"

= U(@)U(Ay) UN)GUA) UAy)U() B2 Uy +2) 3 Siu(A e U(Ay + 2)°

J
= Si(A)gr(Ay + 7). (4.3.2)
k=1

Dies ist gerade die gewiinschte Kovarianzeigenschaft. Durch Integration mit einer Test-
funktion — dhnlich wie in (f.2.21)) — erhdlt man ebenso

J
U, A, (f = 3 SAT) Gulfon) it fonly) = FA (y—a)).  (433)

zunichst im Sinne von Linearformen auf ¥, dann durch Erweiterung als Operatorgleichung
auf C*(H).

Zusammen mit den Ergebnissen der vorangegangenen Abschnitte haben wir damit alle
Wightman-Axiome fiir die Elemente von ®5 nachgepriift, mit Ausnahme der Invarianz der
Wightman-Doméne D = C*(H) unter Poincaré-Transformationen. Man bemerkt dazu,
dal wegen der Gruppenrelationen gilt

1 .1
und folglich fiir £ € H und [ € Ny:
1 ! 1 !
U(x,A)<71 +H) €= (—1 +A5PH) Uz, A)E. (4.3.5)

Damit wird

1+ H

l
w) U(r,N)é € R'H = Ulz,A)C®(H) C C¥(H),

(4.3.6)

U(z, A)R'€ = R' (
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sofern wir noch zeigen konnen, dafl ; jﬁ; als beschrankter Operator existiert. Dazu be-
0" K

merkt man, dafl es € > 0 gibt mit
AyP, > €H. (4.3.7)

Das ist zumindest in dem Fall klar, da} A einen boost entlang der 1-Achse darstellt, denn
dann ist mit gewissem y € R

AjP, = coshx Py+ sinh x P, > coshxy H — |sinh x| |Pi| > (coshy — |sinh x|) H (4.3.8)

-~
=€

unter Verwendung der Spektrumsbedingung. Allgemeine Lorentztransformationen erge-
ben sich aus solchen A durch Komposition mit rdumlichen Drehungen, die aber die 0-
Komponenten der Minkowskivektoren nicht &ndern. Wir erhalten also auch im allgemeinen
Fall

1 1

< . 4.3.9
1+ APE, S 1+ eH (4:3.9)
Da sicher =2 <1+ 1 fiir z € Ry, folgt
1+H 1+H 1+ H
< t. 4.3.10
L+AP, — 1+eH — cons ( )

Fiir die obige Argumentation ist es natiirlich wesentlich, daf§ die Operatoren P, eine ge-
meinsame Spektralschar besitzen, so dal man die Abschéatzungen von reellen Zahlen direkt
auf Operatoren iibertragen kann.

Zusammenfassend konnen wir nun festhalten:

Satz 4.7. Wir betrachten eine Quantenfeldtheorie, die das asymptotische Phasenraum-
kritertum mit polynomialen Energieschranken erfillt. Dann gibt es zu jedem 7 > 0 eine
Basis {¢1,... 05} von O, die (nach Ausintegration) einen Satz von Wightman-Feldern
im Sinne der in Abschnitt [I.3.2 aufgefithrten Axiome bildet.

Dabei haben wir das in Abschnitt [.3.2 erwdhnte Irreduzibilitdtsaxiom nicht betrachtet;
durch eine geeignete Einschrinkung des Hilbertraums 148t sich aber auch dieses Axiom
immer erfiillen. (Wir werden in Abschnitt B.4 noch néher auf diesen Aspekt eingehen.)

Damit lassen sich alle bekannten Resultate der Wightman-Theorie auch auf die von uns
konstruierten Punktfelder anwenden, wie etwa das PCT-Theorem oder der Satz von Reeh
und Schlieder. Da wir zusétzlich wissen, daf3 die Felder zum lokalen Netz affiliiert sind,
gilt z.B. auch das Bisognano-Wichmann-Theorem, wenn man annimmt, daf§ das Vakuum
zyklisch fiir die Felder ist (d.h. eine Einschrénkung des Hilbertraums nicht notwendig ist).

4.4 Differentiation der Felder

Im Rahmen des Punktfeldformalismus in der Quantenfeldtheorie betrachtet man auch Ab-
leitungen der Punktfelder ¢(z), etwa um Feldgleichungen untersuchen zu koénnen oder
erhaltene Strome zu definieren. Man arbeitet also mit Ausdriicken der Form

W(ﬁ( z). (4.4.1)
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Es stellt sich die Frage, wie diese Ableitungen in unserem Rahmen zu behandeln sind;
insbesondere sollte die Menge ®ry unter der Anwendung von Differentialoperatoren stabil
sein, d.h. der Feldinhalt sollte zu jedem Feld ¢ auch seine Ableitungen 0,¢ enthalten.

Ahnlich wie die Wirkung der Lorentzgruppe sind auch die Ableitungen der Felder in
unserem Rahmen a priori definiert, und zwar unter Verwendung der Translationssymmetrie.
Wir hatten die translatierten Felder definiert als

o(x) ==U(z)pU(z)* (4.4.2)

mit den Darstellern U(x) der Translationsgruppe. Dann ist mit P(E)¢P(E) auch
P(E)¢(x)P(E) ein beschrankter Operator. Da die Generatoren P, der Translationen nach
Multiplikation mit P(F) beschrinkt sind (die Spektrumsbedingung liefert Pﬁ < H? pu=
0...5), kann man U(z) = ¢f»*" in (1.4.2) als Potenzreihe ausschreiben, die dann absolut
konvergiert:

o0 ‘m—-n

?

L P(E)(Puat)" PE)GP(E)(Pu)" P(E)
m,n=0 o
— P(B)SP(E) +iP(B)[Py dP(B)* + O(J).  (443)

Genauer konnen wir (bei festem F) schreiben:

|P(E)6(a)P(E) — P(E)$(0)P(E) — iP(E)P,, | P(E)e"| < ol - const.  (4.4.4)

Folglich ist P(E)¢(x)P(E) bei x = 0 in der Operatornorm differenzierbar, mit

0 .
S P(E)S@)P(E)| = iP(E) [P, 6] P(E). (1.45)
Im Sinne von Linearformen auf ¥ gilt also
0 .
@d:c) = [P, ¢]. (4.4.6)

Eine andere Moglichkeit, die Ableitungen einzufiihren, ist die Differentiation auf Ebene
der Wightman-Distributionen:

(0.0)(f) = =¢(Ouf), [ €SEM). (4.4.7)

Wir werden unten zeigen, dafl dies in unserem Kontext mit der oben gegebenen Definition
vertréglich ist.

Wir wollen die Differentiation nun in unseren Formalismus einordnen und dabei ins-
besondere zeigen, dafi py C 5 unter der Wirkung von Differentialoperatoren stabil ist.
Es ist moglich, dies direkt im Kontext des Fredenhagen-Hertel-Feldinhalts nachzuweisen,
indem man dessen Definition (B.4.1]) und die Eigenschaften der approximierenden Folgen
aus Satz B.18 verwendet. Wir wihlen hier jedoch einen Zugang, der dem Formalismus der
Feldhalme angepaft ist. Dazu betrachten wir zunéchst folgenden Operator auf ¥ (E):

DM* : E(E) - Z(E)7
D,.o(A) = o(i[P,, A]), A€ X(E). (4.4.8)
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Das ist offenbar vertréiglich mit den Prikogarben-Inklusionen, liefert also zusammenge-
nommen einen Operator D, : 3 — Y. Sein dualer Operator (D,.)* = D, stimmt nach
(£4.6) gerade mit der eben betrachteten Ableitung iiberein:

o(D,¢) = %J(gb(x)) VoeX(E). (4.4.9)

=0

Es stellt sich nun die Frage, ob sich D, analog zu den Symmetrietransformationen aus
Abschnitt [ auf die Halme Y5 iibertragen 1&8t. Hierbei ergibt sich eine Schwierigkeit,
die dort nicht vorhanden war: Wegen der Relation ,,0,¢ = i[P,, ¢]* wird man erwarten,
dafl das Hochenergieverhalten von d,¢ um einen Faktor E singuldrer ist als das von ¢.
Folglich sollten wir 9, nicht als Operator ®5 — ®5 erhalten, sondern die Ableitung wird
®5 in einen Raum ®s abbilden, wobei typischerweise 7' > 7 + 1 ist. Dies wirkt sich auf
die Konstruktion der verschiedenen Operatoren aus.

Konkret stehen wir dabei vor dem Problem, ob in

S(E) T 5 (4.4.10)

der Kern von jz, stabil unter D, ist. Wie schon angedeutet, ist dies im allgemeinen nicht
der Fall. Wir zeigen jedoch, dafi wir zu jedem 7 ein 7 finden koénnen, so daf (fiir jedes
feste F)

D, ker j5. C ker j.. (4.4.11)
Dies ergibt sich so: Es sei 0 € ¥(F) fest. Wir haben dann per definitionem

| Dyso|lr = Aesup o ([P, A)|- (4.4.12)

A(r)1

Zur Behandlung des Kommutators approximieren wir ihn durch Gleichung (f.4.4). Dazu
setzen wir oy = U(qe,) - Ulge,)* fir ¢ > 0, wobei e, der Einheitsvektor entlang der
p-Achse ist. Wir erhalten dann fiir kleine g¢:

asA—A

|7 ([P, AD] < o ( .

1
)| +ea< 5||0Hq+r||oqu—A||+c-q
2

mit einer Konstanten ¢ > 0, denn man hat a,A € A(r + ¢), wenn A € A(r).
Setzen wir nun ¢(r) = r® mit einem 3 > 1, dann ergibt sich

_ 2 5 7
r N Dol < P TTT(E |0 |lrg e q) < 7T 2|0 ||y, 4+ T (4.4.14)
q

Dies verschwindet fiir alle € > 0, wenn wir annehmen, daf§ > 7 und v(Ep0) > 7 + 5.
Setzen wir 7' := 7 + 3, dann haben wir also die Implikation

Y(ELo) >7 = F(ELD,.0) >7. (4.4.15)

Nach der Charakterisierung des Kerns der js. aus Lemma [.]] erhalten wir damit:



96 Kapitel 4. Symmetrien

Lemma 4.8. Zu7 > 0 gibt es 7' > 0, so dafs
D, ker j5, C ker jg..
Ezplizit kann man 5 = max{7 + 1, 25} wdhlen.

Das bedeutet, daf§ wir fiir geniigend grofies 7’ eine Abbildung Du* D My — Xy ,rest-
klassenweise® definieren konnen:

S(E) (4.4.16)

Dﬂ*l ﬁ lbu*
5(E)— %

Betrachtet man die dazu duale Abbildung D, = (D,,.)*, dann fiihrt diese von ®5 nach ®-:

S(E)* < (4.4.17)

ol 4 n

S(E)* -

Per Kompatibilitdat mit den Inklusionsabbildungen kénnen wir Du also als Restriktion von
D, auf ®py verstehen, bzw. der Operator D, lafit den Feldinhalt ®py stabil. Allerdings
erhalten wir, wie bereits angekiindigt, keine Stabilitét von @5 fiir festes 7. Wir formulieren
dies so:

Satz 4.9. Es gibt lineare Operatoren D), : ®py — Ppy, die folgender Relation geniigen:

o(D,¢) = iJ(gzﬁ(ar:)) V¢ € Ppy, 0 € 1.

N ozt =0
Dabei gilt D, ®5 C &5 mit 7' = max{7y + 1, 27}.

Das bedeutet, dafl die Differentiation der Felder nicht aus dem berechneten Feldinhalt
herausfiihrt. Der Formalismus ist also sicher zur Formulierung von Kontinuitédtsgleichungen
und linearen Feldgleichungen geeignet; wir werden dies in Abschnitt B.4 noch genauer
ausfiihren.

Im Hinblick auf spétere Anwendungen betrachten wir auch Differentialoperatoren ho-
herer Ordnung: Mit ®; bezeichnen wir den von den Operatoren

D .-Dy,, pef{0...s},0<n<k (4.4.18)

M1
durch formale Linearkombinationen aufgespannten Vektorraum, wobei wir solche Operato-
ren identifizieren, die durch Permutation der Indizes auseinander hervorgehen. Durch den
Fall n = 0 ist oben der Einsoperator eingeschlossen. ®, ist also der Raum der linearen Dif-
ferentialoperatoren (hochstens) k-ter Ordnung. Durch mehrfache Anwendung von Satz .9
erhalten wir zu jedem k und 7 ein 7, so daf}

0,05 C o (4.4.19)
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Wir erwdhnen kurz die Symmetrieeigenschaften der Differentialoperatoren: Durch die Fest-
setzung

a(A)D,:=A, D,, aA)l:=1 (4.4.20)

wirkt auf ®; (und analog auf ®;) eine Darstellung der Lorentzgruppe. Man rechnet leicht
nach, daf§ fiir D € ®; und ¢ € Ppy gilt

((A)D) (a(A)¢) = a(A)D; (4.4.21)

die Wirkung auf den Differentialoperatoren ist also kompatibel mit derjenigen auf ®py.

Der Vollstiandigkeit halber zeigen wir noch, dafl unsere Definition der Differentiati-
on von Punktfeldern nach Ausintegrieren mit der iiblichen Ableitung der Wightman-
Distributionen iibereinstimmt. Dazu seien ¢ € $py und o € 3(F), E fest. Wir integrieren
das differenzierte Feld D, ¢ aus:

(D)) = [ @12 f(@) o (U@} D)U(a))
_ / 1 () a%o(mx) (U(y)oU () U(2)")
- /dS“:pf(x) iU(U(x)qu(x)*)

oz

y=0

(P.L)

= —/ds“x Ouf(@)o(U(x)pU(x)*) = —o(o(0.f)). (4.4.22)
Nach Fortsetzung erhélt man somit

(Dpd)(f) = —9(0uf) (4.4.23)

als Operatorgleichung auf C*°(H). Damit sind auch die im Sinne von Distributionen diffe-
renzierten ¢(f) in der Menge der ,ausintegrierten Felder aus ®py enthalten.

4.A Regulire Projektionen in DN

Es sei V € & ein Unterraum. Wir wollen Projektoren auf V' betrachten; dabei tritt das
Problem auf, daB auf & a priori weder eine Hilbertraumstruktur noch eine Topologie de-
finiert sind, die uns eine sinnvolle Analyse von Projektoren erlauben wiirden. Ist aber V'
endlichdimensional, so kann man diesen Raum in natiirlicher Weise mit der Standardtopo-
logie versehen. Die Stetigkeit des Projektors fordern wir durch folgendes Axiom:

Definition 4.10. Sei V C & ein endlichdimensionaler Unterraum. Eine reguldre Pro-
jektion auf V ist eine lineare Abbildung p S — %, fir die gilt

p’=p, Bidp=V,
und fiir die zu jedem v* € V* ein £ > 0 existiert, so dafs

viope X(E).
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Aus der Definition folgt direkt, dal p[V = idy, wie man es von einer Projektion auch
erwartet.

Ist eine regulire Projektion p gegeben, so kénnen wir durch Wahl einer Basis {v;} von
V offenbar eine Summendarstellung der folgenden Form finden:

dim V/
p= Z oj(-)v; mito; € ¥(E), E > 0 geeignet. (4.A.1)

J=1

Ist andererseits p eine Abbildung von der Form ([LAT]) und gilt p* = p, dann ist p offenbar
eine reguldre Projektion auf V' := Span {v; }, wenn man noch voraussetzt, da§ die o; linear
unabhéngig sind. Insofern lassen sich die reguldren Projektionen leicht charakterisieren.

Wir zeigen nun, dafl solche Projektionen immer existieren. Dazu sei ein V' C T mit
endlicher Dimension n fest gegeben. Wir wéhlen eine Basis {v;} von V. Dann betrachten
wir die Abbildung

X UEE) = o (o(v))] ) (4.A.2)

X ist surjektiv, denn sonst wiren die v; nicht linear unabhéngig. Wir wihlen Urbilder o; der
Standard-Basisvektoren des C"; dann gilt also 0;(v;) = ;5. Die Abbildung p := . 0;(+)v;
ist dann von der Form (fLA]) und erfiillt p? = p, ist also eine regulire Projektion. Damit
haben wir bewiesen:

Satz 4.11. Sei V C X ein endlichdimensionaler Unterraum. Dann ezistiert eine requldre
Projektion auf V.

Wir bemerken noch, daf} sich reguldre Projektionen wegen der geforderten Stetigkeitsei-
genschaften leicht auch als ,, priduale Abbildungen® auf ¥ tibertragen lassen: Wir definieren
Py 2 — 2 durch

pio(+)=o(p)= Z o(v;) 0, (4.A.3)

was offenbar energiebeschriankte schwach stetige Funktionale wieder in solche iiberfiihrt
(wobei sich die Energieschranke evtl. dndert).
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Produkte von Feldern






Kapitel 5

Produktentwicklungen

Zur Untersuchung von Wechselwirkungstermen und Korrelationsfunktionen in der Quan-
tenfeldtheorie benotigt man eine Produktbildung zwischen den betrachteten Punktfeldern.
Dabei ist bekannt, dafl das Produkt von Punktfeldern am selben Raum-Zeit-Punkt im all-
gemeinen nicht wohldefiniert ist, sondern zu Divergenzen fiithrt. Um diese zu analysieren,
verwendet man sogenannte Operatorproduktentwicklungen [Wil69], das sind Reihenent-
wicklungen des Produkts von Feldern an verschiedenen Raum-Zeit-Punkten, die man im
Limes kleiner Abstédnde untersucht.

auch in storungstheoretischen und exakt losbaren Modellen [Zim70, Wil70a, Wil70h, Low70]
betrachtet; sie entwickelten sich im Lagrange’schen Zugang zur Quantenfeldtheorie zu ei-
nem wichtigen Hilfsmittel (z.B. [CG73, BDIWT74]; siche auch [Weid6, ch. 20]). Dariiberhin-
aus sind sie im speziellen Rahmen der konformen Feldtheorie genau bekannt [SSV75, [Liis76,
Mac77]. Unser Ziel ist es, unter Verwendung der besprochenen Phasenraumeigenschaften
eine mathematisch rigorose, modelliibergreifende Form der Operatorproduktentwicklung
zwischen den konstruierten Punktfeldern herzuleiten.

Die Produkte der Punktfelder lassen sich in unserem Kontext als Grenzwerte der Pro-
dukte der approximierenden lokalen Operatoren einfithren. Wir zeigen zunéchst, daf§ dies —
aufgrund der Lokalitédtseigenschaften und Energieschranken — tatséchlich ein wohldefinier-
tes Produkt von Feldern an raumartig getrennten Punkten ergibt. Unter Verwendung der
Phasenraum-Approximation konnen wir dann hierfiir eine Operatorproduktentwicklung im
Sinne einer asymptotischen Reihe angeben.

Wir diskutieren die Symmetrieeigenschaften dieser Entwicklung, die vor allem im Zu-
sammenhang mit spontan gebrochenen Symmetrien von Interesse sind.

Anschlielend geben wir noch eine analoge Produktentwicklung fiir Felder mit beliebigen
(nicht notwendig raumartigen) Abstanden an; hier lassen sich Produkte wie Produktent-
wicklung aber im allgemeinen nur im Sinne von Distributionen interpretieren.
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5.1 Problemstellung

Die Einfiihrung einer Produktstruktur zwischen punktartig lokalisierten Quantenfeldern
¢(z) am selben Raum-Zeit-Punkt, wie sie in Wechselwirkungstermen wie ¢(z)* verwendet
wird, bereitet grundsétzliche Probleme. Wie wir in unserer Diskussion gesehen hatten,
existieren die ¢(z) im allgemeinen nicht als Operatoren, sondern nur als quadratische
Formen, so daf§ ein Produkt zwischen ihnen nicht in natiirlicher Weise definiert werden
kann. Fithrt man das Produkt als Multiplikation der ,,ausgeschmierten® Wightman-Felder
ein, etwa ¢(f)¢'(g) fiir zwei Punktfelder ¢, ¢’, dann kann man im allgemeinen nicht mehr
im Sinne eines Grenziibergangs zu einem Punktfeld bzw. zu einer Wightman-Distribution
(in einer Minkowskiraum-Variable) iibergehen; schon in der freien Feldtheorie wird man
hierbei auf Divergenzen gefiihrt.

Zur Analyse dieser Singularitdten bei Produkten am gleichen Punkt betrachtet man
den Ausdruck ¢(z)¢'(y), der entweder fiir bestimmte (z.B. raumartige) Abstédnde oder im
Sinne von Distributionen definiert werden kann, im Limes y — z. Wie Wilson [Wil6Y]
vermutete, sollte sich dieser Ausdruck in eine Reihe von Punktfeldern entwickeln lassen,
die z.B. am Punkt % lokalisiert sind:

B0 () = Y eilw =)oy (50). (5.1.1)

J

Die ¢;(z — y) sind dabei , c-Zahl-Funktionen®, genauer Distributionen, die typischerweise
auf dem Lichtkegel Singularitéten aufweisen [O0Z72].

Solche sogenannten Operatorproduktentwicklungen wurden axiomatisch im Rahmen der
Wightman-Theorie von Wilson und Zimmermann [WZ72] untersucht. Die Existenz der
Entwicklung konnte dabei nicht auf die Wightman-Axiome zuriickgefiihrt werden, son-
dern die Autoren formulieren zusétzliche Annahmen an die Theorie, die die Existenz der
Produktentwicklung sichern, aber mehr ,,ad hoc“ zu sein scheinen.

Aus diesen Annahmen heraus konnten Otterson und Zimmermann fiir ein Produkt
zweier Felder eine sehr detaillierte Klassifikation der x-Abhéngigkeit der Koeffizienten-
funktionen c;(x) ableiten [OZ72]; allerdings héngen diese Ergebnisse sehr kritisch davon
ab, daf die Funktionen sich in einer faktorisierten Form ¢;(x) = (xQ)’\éj(\/%IQ) schreiben
lassen, was bei Wilson und Zimmermann eher eine Annahme als eine Folgerung ist.

die Singularitdtenstruktur der 4-Punkt-Funktion zuriickzufiihren, was in einigen speziellen
Fillen eine genauere Analyse der Entwicklungsterme erlaubt.

Sehr viel genauer ist die Kenntnis iiber Produktentwicklungen im speziellen Rahmen der
konformen Feldtheorie [SSV7H, [Liis76, Mac77]. Hier existiert die Produktentwicklung stets,
wenn man annimmt, daf§ die Theorie ,,geniigend viele* lokale Punktfelder enthélt. Solch
einen vollstdndigen Satz von Punktfeldern liefert z.B. die Analyse von Fredenhagen und
JorB [EJ96]. Allerdings verwenden diese Ergebnisse sehr explizit die konforme Symmetrie,
zum Teil auch spezielle Eigenschaften der 14 1-dimensionalen Theorie, so daf sie sich kaum
auf allgemeinere Modelle iibertragen lassen.

Wir stellen hier eine Operatorproduktentwicklung vor, die aus dem asymptotischen
Phasenraumkriterium folgt. In unserem Kontext sind die Produkte der Felder durch die
algebraische Struktur der 2((r) bereits bestimmt: Die Punktfelder ¢ € ®py lassen sich
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durch Folgen A, € 2A(r),r — 0, approximieren, und das Produkt der Felder wird man
als Limes der Produktfolge definieren, falls dieser existiert. (Wir werden genauer kldren,
inwieweit dies der Fall ist.) Auf ein Produkt

AO (z0) - AP (2,) 2% 0O (2g) - ) () (5.1.2)

T

kann man dann die Phasenraum-Approximation (= ~ psZ) anwenden, um so eine Ope-
ratorproduktentwicklung nach Punktfeldern ¢; € ®5 zu erhalten. Diese Entwicklung folgt
also aus den allgemeinen Axiomen der algebraischen Feldtheorie zusammen mit zusétzli-
chen Phasenraumeigenschaften.

5.2 Raumartige Produkte

Wie bereits erwiihnt, sind fiir Punktfelder ¢, ... ¢ die Produkte

¢ (x0) - ... - 9" () (5.2.1)
im allgemeinen nicht erkldart. Wir werden jedoch in diesem Abschnitt zeigen, daf fiir Raum-
Zeit-Punkte xy, ... , x,, die zueinander paarweise raumartig getrennt liegen, solch ein Pro-

dukt in eindeutiger Weise definiert werden kann. Dies folgt aus den Lokalitétseigenschaften
der Felder sowie ihren polynomialen Energieschranken; das asymptotische Phasenraumkri-
terium spielt dabei keine direkte Rolle.

Wir gehen aus von einem Satz ¢, ... ¢(™ € &~ von Punktfeldern, wobei 7 im folgen-
den festgehalten wird. Nach Satz B.17 kénnen wir uns ein [ > 0 und n + 1 Folgen lokaler
Operatoren AW ¢ 2(r) verschaffen, die die lokalen Felder ¢¥) approximieren:

|RNAY) — ¢gUNR| < r-const. Vje€{0,...,n} (5.2.2)

(Hierbei héngt [ nur von 7 ab.) Das Produkt der Punktfelder soll definiert werden als

¢ (zg) - ... ¢ () = lir% A0 (z0) ... - A (x,,), (5.2.3)
wobei wir A(z) = U(z)AU(x)* usw. schreiben. Wir interessieren uns fiir den Fall, daf die
x; raumartig getrennt sind, das heiit formaler, dafl der Vektor = = (zo,...,z,) in der
Menge

Mt ={z e MM | (2, — 2;)? <O0Vi,j €{0,...,n}, i #j} (5.2.4)

liegt. Unter dieser Voraussetzung zeigen wir, dafl der Grenziibergang (b.2.3) tatséchlich eine
Linearform auf ¥ definiert, wobei der Grenzwert unabhingig von den approximierenden
Folgen ist — er hat insofern als Produkt der Punktfelder intrinsische Bedeutung. Fiir die
spitere Etablierung einer Operatorproduktentwicklung ist dabei nicht nur die Tatsache der
Konvergenz interessant, sondern wir benotigen auch detaillierte Abschétzungen iiber die
Konvergenzgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von r und vom Abstand des Punktes x zum
Rand des , Definitionsbereichs* Mt den wir als dist (z, M) notieren.

Zum Erhalt dieser Ergebnisse verwenden wir funktionentheoretische Methoden, indem
wir die Matrixelemente der quadratischen Formen in (p.2.3) als Grenzwerte holomor-
pher Funktionen darstellen. Als wesentlich erweisen sich hier das Maximumprinzip und
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das Edge-Of-The-Wedge-Theorem; diese Analysemethoden sind in Anhang b-Al ndher aus-
gefiihrt.

Um zum funktionentheoretischen Kontext iiberzugehen, wéhlen wir zunéchst ein Vek-
torfunktional o = (§| - [£') € X(F) fest (mit gewissem FE); der Einfachheit halber sei o
normiert. Wir definieren dann die Funktionen

fr(z1, ooy 2n) = U(U(zo)Aﬁo)U(zl)Af}) L U(2) AU (=g — 2 — .. —zn)) (5.2.5)

r

zunéchst fur reelle z = (21,...,2,) € M". xo € M ist dabei festgehalten. Die Funktionen
fr sind stetig und lassen sich als stetige Randwerte von Funktionen darstellen, die auf
(M + iV,)" holomorph sind: Man erweitert U(z;) zu e*% | wobei die Potenzreihe der
Exponentialfunktion aufgrund der Spektrumsbedingung fiir Im z; € V. absolut konvergiert.
Der Faktor e *fulm (zit-+20)" pechts im Argument des Funktionals stort dabei nicht, da o
energiebeschriankt ist. Die so erhaltenen holomorphen Funktionen, die wir ebenfalls mit f,

bezeichnen, ergeben wegen der starken Stetigkeit der Translationen im Limes Imz; — 0

wieder den Ausdruck (5.2.5). Man hat fiir sie folgende Schranken:

5] < IPERT - IRADR - |R R - |[RAVRY - ..
R R RAD R - R PE)| - I|P(E) e |

< (H#E)”(jr:[o IRADR) (H | R P ) (H |P(E)e* ). (5.2.6)

Dabei sind die R'A,R' normkonvergente Folgen, so dafi die Folge ihrer Normen im
Limes r — 0 beschrénkt bleibt.

Fiir y € V. ist weiter P, := y* P, ein positiver Operator, der nicht nur mit A kommu-
tiert, sondern sich auch abschétzen 148t als ¢;H < P,y < coH mit positiven Konstanten
c; und cg, die lokal gleichméflig in y gewéhlt werden kénnen. Wir wahlen einen offenen
konvexen Teilkegel C, dessen AbschluB C ganz in V. liegt; dann kénnen aus Kompaktheits-
griinden die ¢y, ¢y fiir alle normierten y € C gleich gewihlt werden. Halten wir nun ein
y € C fest und betrachten z € C*™! mit Im 2z = y, dann haben wir

|R2e i = R~ || < [|(1+-H) e | = sup ((14+2)"e 1l
A>0

< lyl 7 sup ((lyll+X)"emX) <yl = - ep - etwa fiir [yl < 1, (5.2.7)
O Al x>0

wobei die Konstante c3 nicht von y abhéngt. Ganz &hnlich ergibt sich
[P(B)et =t = || P(E)e|| < | P(B)er =T < e=P (|ly| < 1). (5.2.8)

Fassen wir diese Ergebnisse in der Abschétzung (b.2.6) zusammen, so ergibt sich fiir Im z =
y € C", ||ly|| <1 folgende Schranke fiir f,.(z):

£ (2)] < ca(E) - lyl =" (5.2.9)
Per Konstruktion ist die Konstante ¢4(E) dabei

e unabhéngig von o (solange E fest ist und ||o|| = 1) sowie von x,
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e unabhingig von r und von z, soweit Im z € C".

Insbesondere ist die Familie der f, auf (M +iC)" lokal gleichméflig beschrénkt.
Neben den f, betrachten wir nun auch die ,,permutierten Matrixelemente“ f,.:

Frlz, .o z) = o(U(zo+z1+. . A2 AU (=2,) .. .Afnl)U(—zl)Aﬁo)U(—xo)), (5.2.10)

zunéchst wieder fiir reelle zq, ... , z,; die Funktionen lassen sich aber ganz analog wie oben
als Randwerte holomorpher Funktionen darstellen, wobei das Holomorphiegebiet diesmal
(M — iV, )" umfaBt. Die f,(z) geniigen entsprechenden Schranken, wie sie in (5.2.9) schon
fir f.(z) berechnet wurden.

Der Grund fiir diese Definition ist folgender: Wir betrachten den Fall, dafl die Punkte
x; paarweise raumartig getrennt sind. (Bei festgehaltenem z( lassen sich zi,...,z, und
die reellen Punkte zi,... ,z, eindeutig ineinander umrechnen.) Wegen der Lokalitét der
AY vertauschen dann die translatierten Operatoren A’ (x;) im Argument von o fiir kleine
r (siehe die Definitionen (5.2.5) und (5.2.10)); folglich stimmen f,(z) und f,(z) an diesen
reellen Punkten iiberein.

Formaler muf} dazu x € Mﬁ“ sein, was fiir z bedeutet, dafl es in der Menge aus reellen
Punkten

J1
Mg = {ze M| (D %) <0 Vijo<ji} (5.2.11)

J=Jjo

liegen muf. Wir wissen also, da f,.(z) = fT(z) in einer reellen Umgebung jedes festgehal-
tenen Punkts zZ € Mpy, wenn man r zu z geeignet klein wahlt.

Diese Ergebnisse erlauben uns, das Edge-of-the-Wedge-Theorem auf f,., fr anzuwenden.
Zunéchst sollen jedoch Abschéitzungen fiir diese Funktionen in der Nihe der reellen Punkte
etabliert werden.

Wir betrachten dazu zunéchst ein festes y € C* mit [|y|| = 1. Es sei 2 € M}y (also
reell). Die Funktionen

Fralt) = {f?(f ) firImt >0, (5.2.12)
fr(Z+ty) firlmt <0

sind holomorph in C\R und (fiir kleine r) nach obigen Ergebnissen stetig fortsetzbar auf ei-
ne gewisse reelle Nullumgebung, deren Gréfie nur von 2 und 7 abhéngt. Mit der Abkiirzungf]

d(%) := min{1, dist (,0M%)} (2 € MDg) (5.2.13)

ist diese Nullumgebung z.B. gegeben durch [f| < 1d(Z), wenn r < 1d(Z). Nach dem
~eindimensionalen Edge-of-the-Wedge-Theorem® (Satz p.§ in Anhang p.A.2) ist f,., dann
tatséchlich holomorph auf C\{t|Im¢ = 0,[¢t| > 3d(Z)}. Die Funktion erfiillt nach (5-2-9)
die Schranken

1
|fry@®)] < ca(E)Tmt| 2" fiir [t < 5d(i). (5.2.14)

! Die Definition wird zur Vereinfachung der spiteren Abschiitzungen so gewihlt, daB stets d(2) < 1.
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Ein Phragmén-Lindelof-Argumentf] liefert nun die Abschétzung

|fry@®)] < es(E)d(2)72" fiir |t] < @, (5.2.15)

wobei wieder ¢;(E) nicht von y abhéngt. Schreiben wir dies als Ungleichung fiir die Funk-
tion f,., indem wir ¢ rein imagindr wéhlen, so erhalten wir

d(z d(z
55+ i)] < o)) fir € My y e, ol < B2 v < B8 (5210

Insbesondere gilt diese Abschitzung bei y = 0, d.h. an den reellen Punkten.

Nun setzen wir die Funktionen f,. und fr selbst per Edge-of-the-Wedge-Theorem fort
(Satz b.9 in Anhang 5.A.7); als Kegel verwenden wir das oben eingefithrte C", dann existie-
ren die Grenzwerte der Funktionen fiir Im z — 0 in der gewiinschten Weise. Die holomorph
fortgesetzten Funktionen bezeichnen wir wieder mit f.. Diese Funktionen f, sind holo-
morph auf (M +£iC)" und einer komplexen Umgebung eines Teilgebiets von M7y, wobei
dieses Teilgebiet fiir kleine r jeden festgehaltenen Punkt von My, umfafit. Konkret enthélt
das Holomorphiegebiet eine komplexe Kugel vom Radius ro-d(Z) um 2 fiir jedes Z € M}g;
1o ist eine durch C festgelegte Konstante (siche Korollar 5.10). Die Abschétzungen (5.2.16)
lassen sich nach demselben Korollar wie folgt auf die fortgesetzten Funktionen iibertragen:fj

1fr(2)| < es(B)d(2)7*" fiir 2€ My, |2z — 2| < Z—O -d(Z) und kleine r. (5.2.17)
Tl

Hier ist r; eine weitere (durch C festgelegte) Konstante.
Wir untersuchen nun die Konvergenz der f, fiir r — 0. Zuné&chst zeigen wir, dafl sie
auf (M + V)" punktweise gegen eine holomorphe Funktion konvergieren. Es sei dazu fiir

f(z) =0 (U(z0)d VU (1) ... U(2n) U (=9 —21—. .. — 2,)). (5.2.18)
Das ist wohldefiniert, da || R™'U(z;) R7Y|| < oo usw., es ist also ,geniigend Energieddmpfung

vorhanden®. f(z) ist im angegebenen Bereich sogar holomorph (via Entwicklung der U(zy)
in Potenzreihen). Um den angesprochenen Grenziibergang zu etablieren, schreibt man nun

f(z) = fi(z) =
o (U(20) (99 = APVU(21)6VU (z3) ... 6V (—zg—21 = .= 2))
+0(U(20) ADU (21) (¢<1> - Aﬁ”) Uz)...¢MU(—z9—21—. . .—2))
4+ ...
+ 0 (U(20) AU () ADU () ... (¢<n> - Agm)U(—xo—zl—. =) (5.2.19)

2 Siehe Anhang 5.A.1. Zur Anwendung des Arguments beschreibt man dem betrachteten Gebiet ein
geeignetes Quadrat ein.
3 Wir withlen dazu in Korollar die Funktion g(||y||) konstant fiir [|y|| < 1d(Z).
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In dieser Summe schétzen wir wie folgt ab (wobei Imz =¢-y mit 0 <t < 1 und y € C",
Iyl =1):

HRl(ng(j) — As,j))RlH <r-const.;
| RV R < const., ||R'APR'|| < const.,
IR™'U () R7Y| < t e,

IRP(E)| < (—=)', |P(E)U(=zo—z1—...—2,)| < e'P, (5.2.20)

1+F
wobei s, ¢3 von oben iibernommen sind. Damit erhdlt man

1

H—E)”etcﬂ g (5.2.21)

1f(2) = fr(2)] < s (
Insbesondere gilt (da sich entsprechende Abschitzungen auch fiir £ > 1 finden lassen):

lim f,(2) = f(2) Vze (M+iC)". (5.2.22)

r—0

Entsprechend erhélt man, dafl die ﬁ. auf dem Gebiet (M — iC)™ punktweise gegen ein
entsprechend definiertes holomorphes f konvergieren. Diese Grenzwerte sind offenbar un-
abhéngig von den approximierenden Folgen AY) definiert.

Wir hatten bereits gezeigt, dafl die f, eine beschrénkte Familie holomorpher Funktionen
bilden. Konvergiert eine Folge daraus punktweise auf einer offenen Menge, so muf3 sie auf
ihrem gesamten Holomorphiegebiet lokal gleichméfig gegen eine holomorphe Grenzfunktion
konvergieren. Dies gilt dann auch fiir die fortgesetzten Funktionen f,; wir kénnen also auch
die Grenzfunktion f nach (M=£iC)" sowie in eine komplexe Umgebung von Mp fortsetzen.
Insbesondere erhalten wir an den reellen Punkten:

f(z1,0eey20) = liné fr(z1, oo y20), 2 € MPR. (5.2.23)
Wir schreibenf!

o (6O (xg) - .- 0™ () == f@1—T0, oo s Ty —Tp1)
fiir (zo,...,2,) € MR (5.2.24)

und haben damit die raumartigen Operatorprodukte im Sinne quadratischer Formen de-
finiert. Es ist klar, dafl diese Definition linear in o ist; alle Abschédtzungen sind zudem
gleichmiBig in normiertem o (bei festem E), also ist tatsichlich ¢(© (zq)-... ¢ (z,) € "
wohldefiniert.

Durch erneute Anwendung des Phragmén-Lindel6f-Arguments aus Anhang 5. AT kon-
nen wir auch fiir den Grenzprozefl noch Abschétzungen an den reellen Punkten etablieren:

Aus (b.2.21)) folgt

1f(2) = fr(2)| < c2(BE) -7 -d(2)™" fiir 2 € Mg, 7 < id(z) (5.2.25)

4Man beachte, da8 die Definition der Funktion f von o und z( als ,Parameter” abhingig ist.
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respektive fiir die Linearformen

169 (o) - .. - 6" () = A (wo) - ... - AL (@)l < e7(B) -7 - d(2) 7"
fiir o € M 1 < id@;). (5.2.26)
Hierbei ist
d(z) := min{1, dist (z, OME!)} (5.2.27)
gesetzt, und man bemerkt, da§ mit der verwendeten Relation zwischen z und z stets gilt:
d(z) = d(z).

Aufgrund der Schranken an das Produkt der lokalen Operatoren aus (5.2.16) erhélt
man auflerdem zusammen mit (p.2.25), da8

6 w0) .- 6™ ()l < es(E) - d(x) " firz € My (5.2:28)

Wir fassen die in diesem Abschnitt gewonnenen Aussagen iiber die Existenz raumartiger
Operatorprodukte nun in einem Satz zusammen.

Satz 5.1 (Existenz raumartiger Operatorprodukte). Sei 5 > 0 fest, und seien
6O e e O lokale Punktfelder. Dann existiert zu jedem x € Mﬁ“ eine Linearform

o (o) ... o™ (2,) €T,

definiert wie in Gleichung (B.2.3). Es gibt eine zu 5 wdahlbare Konstante | > 0 und eine
Funktion c¢(E) > 0, so daf fiir alle x € Myt gilt

16© (o) - ... - 6™ (@)l < e(E) - d(a) 7>
Die Abbildung
eF =X, (0, 0™) = 6O (zo) - 0 ()
ist (bei festem x) multilinear.

Die Multilinearitét ist hierbei klar per Definition der Operatorprodukte als Grenzwerte.
Sie fiihrt dazu, dafl wir die Definition der raumartigen Operatorprodukte auch auf Elemente
des Tensorprodukts @?"“ ausdehnen kénnen: Einer Linearkombination

N=Y ¢ V.. 0¢"edimt! (5.2.29)
J

ordnen wir das wohldefinierte Operatorprodukt

(z) = Z ¢ 0 (wo) . ¢ () €T (2 € MET) (5.2.30)

J

zu. Die Abschétzungen in Satz b.1] gelten entsprechend.
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Wir bemerken noch, dafi wir II(z) = II'(x) erhalten, falls II" aus II durch Permuta-
tion der Tensorfaktoren hervorgeht — dies ergibt sich aus den Lokalitdtseigenschaften der
Operatorfolgen AY Das raumartige Produkt ist in diesem Sinne also kommutativ.

Die eigentliche Bedeutung der raumartigen Produkte liegt in ihrer Approximierbarkeit
durch das Produkt lokaler Operatoren. Die gewonnenen Abschédtzungen fiir die Konver-
genzgeschwindigkeit werden wir auch in der spéteren Argumentation noch verwenden; wir
halten sie deshalb in einem eigenen Satz fest. Die funktionentheoretischen Details der Kon-
struktion spielen in der Anwendung allerdings keine Rolle mehr.

Satz 5.2 (Approximation raumartiger Operatorprodukte). Sei7y > 0 fest, und sei-
en O, .. ¢ € O lokale Punktfelder. Ist | > 0 zu % ausreichend groff, und sind

AP € A(r) Operatoren mit
|RN(AY) — ¢UNR!|| < r-const. (j=0...n),

dann gibt es eine Funktion ¢(E), so daf fir v € ME und r < Ld(z) die folgende

Abschdtzung gilt:

1
4

16 (@o) - ... - 6" (wn) = AL (o) - ... A ()| < ¢(E) -7 - d(w) >
Hierbei haben wir verwendet, daf§ die Konstruktion unabhéngig von den zur Appro-

ximation verwendeten Operatorfolgen ist, solange sie die im Satz genannte Bedingung
erfiillen.

5.3 Produktentwicklung fiir raumartige Abstinde
Wir wollen nun die behauptete Operator-Produktentwicklung etablieren, und zwar fiir
raumartig getrennte Argumente der Felder. Dazu werden wir das Produkt ¢ (z) - ... -

™ (x,) — wie im letzten Abschnitt definiert — in eine Reihe lokaler Punktfelder entwickeln,
d.h. symbolisch

J
¢ (o) - .. 0 (x) Y i)y, weE MR, (5.3.1)

wobei sich herausstellt, dafl die Koeffizienten ¢;(z) reguldre Funktionen (sogar holomorph
fortsetzbare Funktionen) von x sind.
Formaler suchen wir zu gegebenem [ > 0 eine Abbildung

80(5) : M?{*‘l N (I)7 (7 geeignet), (532)
so daf
169 0) - .. - 6P () = ¢ (o, .. ) 27 =0, (5:3.3)

wenn « — 0 von raumartigen Abstdnden her (wir werden dies unten prézisieren).
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Skizze Zunichst sei hier die Vorgehensweise kurz skizziert, die zu solch einer Operator-
produktentwicklung fithrt. Nach den Ergebnissen des vorangegangenen Abschnitts lassen
sich die raumartigen Produkte durch Folgen lokaler Operatoren approximieren:

PO (zg) - ... - oM (z,) & E(A£°>(x0) Cee Aﬁ")(xn)) (r —0). (5.3.4)

Der lokale Operator auf der rechten Seite 1é3t sich aufgrund der Phasenraumeigenschaften
der Theorie nach lokalen Punktfeldern zerlegen: Ist % > 0 und p5 eine regulére Projektion
auf ®=, dann gilt fiir kleine » und ||z;|:

E(AD (2g) ... - A (2,)) = ps o E(AD(xg) - ... A (z,)). (5.3.5)

T T

Die Projektion ps ist ,energiebeschrankt® (sie 148t sich als eine Summe mit energie-
beschrinkten Funktionalen schreiben), weswegen die Folge der lokalen Operatoren unter
py wieder konvergiert:

py o E(AV (20) ... - A(2,)) & pr (0O (o) - ... 9™ (). (5.3.6)

Damit erhalten wir insgesamt:

6O () .+ 6 (wa) & (6O (o) - .. - $(w2)). (5.3.7)
Das ist die gewiinschte Produktentwicklung, wenn wir
0B (xg,. .. x,) = p7(¢(0) (o)« ... gb(")(a:n)) (5.3.8)

setzen. Die approximierende Abbildung ¢(®(z) ist also sehr direkt bekannt, deshalb sind
viele ihrer Eigenschaften auch leicht zugénglich.

Préazisierung Es geht nun darum, die eben skizzierte Approximation genau zu quantifi-
zieren und die Details des Limesprozesses zu klédren.
Es seien dazu n + 1 Punktfelder ¢©, ... ¢ ¢ O~ gegeben (7 fest). Wir verschaffen

uns nach Satz zuniichst approximierende Folgen von Punktfelder AY) e 2(r) mit
|AD || <775 const., ||RY ¢V — AVR!|| <7 - const., (5.3.9)

die wir im folgenden festhalten. (I > 0, k > 0 sind Konstanten, die durch Wahl einer
Basis gleichméaBig fiir ¢U) € O~ bei festem 7 gewéhlt werden konnen.) Zur Vereinfachung
schreiben wir

gzﬁ(o'"”) (x) := ¢(0) (g) + ... gb(”)(a:n) ,
AL () = AP (o) ... - AL () (z € MR™). (5.3.10)

s T

Wir zeigen zunichst, daB ¢ (z) ~ Z(A% ™ (2)). Dies ergibt sich mit Satz p.4: Wir
erhalten daraus, daf fiir festes £ > 0 gilt

T

. 1.
|0 (z) — AC)(2)|| g <7 -d(z)"* - const. fiir r < Zd(az‘) (5.3.11)
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Die auftretende Konstante wird i.allg. von E abhéngen, was wir aber nicht weiter notieren.
Der néchste Schritt lautet E(ASP---”) (x)) = py o E(Ago"'n)(x)): Es sei 7 > 0 (wir werden

diese Wahl noch genauer festlegen). Ist dann ps : ORI @~ eine regulidre Projektion, so
gilt nach Satz .2 bei festem E und € > 0:

IE(A0™ (@) ~ py o Z(ALD(@)) 1 < (+ 2l )T~ [AS ™ (@)]| - const.,  (5.3.12)

T T

wobei man bemerkt, daf A&O"'”)(:c) € A(r + 2||x]|). Mit € := 1 haben wir also

IE(AL (@) = py 0 E(AL (@) |5 < (r+ 20|27 const. (5.3.13)

T

Nun bleibt noch die dritte Approximation zu behandeln: Wir schreiben ps durch Wahl
einer Basis aus als

J
Py = Zaj( )¢; mit ¢; € P und o; € X(E'), E' > 0 geeignet. (5.3.14)
j=1
Ein analoges Argument wie in (5.3.11)) fithrt uns dann auf die Abschitzung
. 1.
|p5 o E(Afﬂo'“”) () — por (0 (@) ||g < - d(x) ™ - const.  fiir r < Zd(m) (5.3.15)
Die drei Abschitzungen (5.3.11)), (5.3.13) und (5.3.15) haben wir jetzt im angesproche-

nen Grenzfall zu kontrollieren. Dieser wird prizise so formuliert: Fiir eine Folge (z*)) C
Mt schreiben wir

z® = 0 (,2®) strebt raumartig gegen 0“), (5.3.16)
wenn
z® — 0 und d(z®) > ||z®| - const., (5.3.17)

d.h. wenn die Folge sich nicht zu schnell dem Rand von M;t! nihert.f| Der betrachtete
Grenziibergang soll diese Form haben.
Es sei nun § > 0 gegeben. Im betrachteten Limesfall gilt dann nach (5.3.17)):

|77 [lo©" (2) — AL (@)l < 7 [ll| 727 - const. (5.3.18)
Dies verschwindet im Limes x — 0, wenn wir r(z) = [|x]|*"*P*L setzen. Die Bedingung

r< ici(x) ist dabei fiir kleine ||| sicherlich erfiillt. Mit dieser Festsetzung wird weiterhin

)|~ |E(AL" (2)) = psr 0 Z(AY " (2)) ||
< (”xH2nl+ﬁ+l + ZHxH)T—lHx|‘f(2nl+ﬁ+l)-(n+l)ﬁfﬁ . const., (5319)

(E313)

was sicher verschwindet, wenn 7’ geniigend grof3 gewihlt war. Der Ausdruck (b.3.17) ver-
schwindet ebenfalls schneller als ||z||°, weshalb wir insgesamt erhalten:

|27 116 (@) = pyr (6 () L2 — . (5.3.20)

Wir formulieren dies als Satz:

5 Insbesondere erfiillt eine Folge (%) = \yz mit festem z € Mﬁ“ und Ay — 0 die genannte Bedingung.
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Satz 5.3. Es seien ¥ > 0, ¢, ... 0™ € & und B > 0 gegeben. Fiir zu 7, n und f3
gentigend grofles ¥' > 0 und jede reguldre Projektion ps auf ®= gilt dann

2l = 1 (@) = pyr (¢ (@) [l12 — 0 VE > 0.

Das ist die gewiinschte Operatorproduktentwicklung. Sie 148t sich in der gewohnten
Form ¢ (x) ~ 3" ¢;(x)¢p; schreiben, indem man eine Basisdarstellung der Projektion
p- wahlt. Die , Koeffizientenfunktionen® ¢;(x) erhdlt man allgemein durch Anwenden eines
Funktionals v* € q);, auf den Approximationsterm:

Cor i= 0" 0 por (60 (2)). (5.3.21)

Die ps und damit die Koeffizientenfunktionen sind in unserem Rahmen nicht eindeutig
bestimmt; man konnte sowohl 7" wie die Projektion ps noch variieren. Die Approxima-
tionseigenschaft in (5.3.20) legt den Term p-(¢®™(x)) nur bis auf Anteile fest, die im
Limes schneller als ||z|/® verschwinden. Erhéht man die ,, Approximationsgenauigkeit® 3,
so muf auch der Approximationsterm angepaft werden; ihn fiir alle 3 fest zu wihlen,
scheint in unserem Rahmen im allgemeinen nicht moglich. Verzichtet man allerdings wie
in [WZ72] darauf, die lineare Unabhéngigkeit der Felder ¢, in einer Reihenentwicklung
0" (z) ~ 3 ¢;(x)¢; zu fordern, so kann man eine solche Reihe, die , fiir alle 3“ appro-
ximiert, trivialerweise durch Basisentwicklung von

P, (60 (@) + (p5, = p3,) (@ (2)) + (5, — P7,) (" (@) + .. (5.3.22)

erhalten, wobei 7; — oo.

Die auftretende Mehrdeutigkeit der Approximationsterme ist, wie erwéhnt, auf im Li-
mes schnell verschwindende Anteile beschrankt. Insbesondere ist die Singularitdtenstruk-
tur der Operatorproduktentwicklung unabhéngig von den verbleibenden Ambiguitédten und
kann daher als intrinsische Eigenschaft der Theorie verstanden werden.

Uber die Koeffizientenfunktionen c,-(x) haben wir aus Abschnitt p.2 detaillierte Aus-
sagen zur Verfiigung. Zunédchst sind die ¢,«(x) holomorph fortsetzbar auf eine komplexe
Umgebung von M. Ferner wachsen sie fiir z — 0 hichstens wie eine inverse Potenz von

R
|z|| an, wie man aus Satz entnimmt. Tatséchlich folgt aus der Approximationseigen-
schaft sogar, daf in einer Summendarstellung ¢(®™(z) ~ 3" ¢;(x)$; nur eine feste (von
( unabhéngige) Zahl von Funktionen tatséchlich divergieren kénnen, wihrend die iibrigen
fiir x = 0 gegen 0 konvergieren. Auf diesen Aspekt werden wir in Kapitel H naher eingehen,
um ein Normalprodukt der Felder am gleichen Raum-Zeit-Punkt zu definieren.

Wir bemerken noch, dafi auch die Operatorproduktentwicklung (wie die Produkte
selbst) in natiirlicher Weise auf Linearkombinationen II € ®2"*! ausgedehnt werden kann;
Satz b.J iibertréagt sich wortlich.

Ein Beispiel fiir die Berechnung der raumartigen Produkte und der Produktentwicklung
in der freien Feldtheorie behandeln wir in Abschnitt [C3.

5.4 Symmetrieeigenschaften der
Approximationsterme

In den Anwendungen der Operatorproduktentwicklung spielen ihre Symmetrieeigenschaf-
ten eine wesentliche Rolle. So wird die Produktentwicklung in der storungstheoretischen
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Behandlung der starken Wechselwirkung verwendet, um deren Hochenergielimes zu analy-
sieren, in dem (approximativ) eine Dilatationsinvarianz auftritt [Wil6Y].

Es stellt sich also die Frage, inwieweit sich Symmetrien der zugrundeliegenden Theorie
in der Produktentwicklung wiederspiegeln, das heiffit in unserem Kontext, wie sich bei
gegebenem IT € 2" die Ausdriicke II(x) und pyII(z) unter lokalen Transformationen a
verhalten.

Dabei haben wir auf dem Tensorprodukt #2"*! eine natiirliche Darstellung von o durch

a(gf)(o) ®...Q ng(")) =V @ ... @ ap™ (5.4.1)

gegeben; auch auf den Linearformen II(z) € ¥ wirkt a in bekannter Weise. Um aber
zeigen zu konnen, dafi die raumartigen Produkte II(z) durch a wieder in solche tiberfiihrt
werden, mufl man die Kompatibilitit der beiden Darstellungen untersuchen, d.h. man muf3
eine Relation der Art

a(l(z)) = (odI) () (5.4.2)

etablieren. Hierzu werden aufler den bisher betrachteten Axiomen fiir lokale Transforma-
tionen noch weitere Zusatzannahmen bendétigt: Einerseits sollte o die Produktstruktur in
B(H) respektieren, andererseits mufl man eine gewisse Vertriglichkeit mit der Darstellung
der Translationen sicherstellen. Konkret fordern wir folgendes:

Definition 5.4. Fine lokale Transformation o heifie vertraglich mit raumartigen Produk-
ten, wenn sie

a(AB) = a(A)a(B) VA, Be B(H)
erfillt, und wenn es eine Operation x — «a.x von a auf M gibt, so dafs
aoadU(r) =adU(a.x)oa (z€ M),
a Mt C Mt
und a.x;O & x?() (x € M.
(Hierbei wirkt o auf jede der n+ 1 ,Minkowski-Komponenten® von x € Mﬁ“.)
Beispiele fiir solche Transformationen sind:
e Die unitdr implementierten Darsteller der Lorentzgruppe (mit a(A).x = Ax);

e cine unitdre Darstellung der Dilatationen (mit a(\).z = Ax);

e innere Symmetrien der Theorie, wenn sie durch Automorphismen von B(H) wirken
und mit den Translationen kommutieren (a.x = ).

Wir zeigen nun fiir solche Transformationen die Vertréglichkeitseigenschaft (5.4.2) in
leichter Abwandlung.

Lemma 5.5. FEs sei a eine lokale Transformation, die vertrdiglich mit raumartigen Pro-
dukten ist. Dann gilt fir IT € @2

a(l(z)) = (odl) (c.z).
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Beweis. Es reicht aus Linearitdtsgriinden aus, II = 9 ® ... ® ¢™ zu betrachten. Wir
wihlen approximierende Folgen AY) zu ¢U) wie in Satz B.17. Fiir o € $(E) gilt dann nach
Satz B4

a(a(¢(0“'")(:c))) = lim a(a(A(O“'")(:c))), (5.4.3)

T
r—0

da 0 o € X(AFE) mit geeignetem \. Die Vertréglichkeit von o mit Produktstruktur und
Translationen impliziert

oz(AﬁO"'") (z)) = aA (azg) - ... - A (anzy,) . (5.4.4)
Ko6nnen wir nun noch zeigen, daf3
IR (AP — apU )R < r - const. (5.4.5)
fiir gentigend grofles [, dann folgt nach Satz pb.2:
a(ozAﬁo“'”) () — U(Ong(o)(a.xo) Ca agb(")(a.xn)) = o((all)(a.z)). (5.4.6)

Daraus ergibt sich dann die Behauptung des Lemmas. Zum Beweis von (f.4.5) geht man
so vor: Wir wissen, daf

IR (AD — ¢RI <7 -c (5.4.7)
mit einer Konstanten ¢ > 0; also gilt
|AY) — W ||p < (1+E)*-r-¢  VE>0 (¢ >0 konstant). (5.4.8)
Ist o € 3(F), dann hat man
coa € X(AE) und |o|| =|ooal, (5.4.9)

da « eine lokale Transformation ist; das impliziert

lo - Nz <[ Ixe - (5.4.10)
Man erhélt so fiir £ > 0:
IP(E)a(AY — V) P(B)|| < AP — 6V |he < N'rc (14 E)™. (5.4.11)
Nach Lemma B.27 erhalten wir damit eine Konstante ¢”, so dafl
||R2l+loz(Af,j) - ¢(j))R2l+1|| <r-d, (5.4.12)
wie gewiinscht. O

Wir wenden diese Ergebnisse jetzt auf die raumartige Produktentwicklung an. Wieder
sei ¥ > 0 fest und « eine Transformation nach Definition f.4. Dann ist mit p auch o 'pa
eine regulére Projektion auf ®- (vgl. Satz @) Fir IT € @%’”H hat man damit

2|77 [T(z) = pyTl(@)][ — 0 VE >0 (5.4.13)
wie auch || 77 [|T(2) — a ' pyall(z)| g = 0 VE>DO. (5.4.14)
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Per Dreiecksungleichung und nach linksseitiger Anwendung von « ergibt sich daraus

|2l llapy TI(z) = pyaTl(@)|z —0 VE >0, (5.4.15)

oder in etwas suggestiver Schreibweise:

ap11(z) = py ((odl)(nz)) . (5.4.16)

Die Approximationsterme der Operatorproduktentwicklung spiegeln also (bis auf schnell
verschwindende Anteile, die sich in unserem Zugang nicht ausschliefen lassen) die Sym-
metrien der Theorie wieder. Man beachte dabei, daBl a sowohl auf der linken Seite der
Gleichung wie auch in den einzelnen Tensorfaktoren von II durch eine endlichdimensio-
nale Matrixdarstellung wirkt. Schreibt man ps beziiglich einer Basis aus, dann kann die
Wirkung von « als Transformation der Koeffizientenfunktionen aufgefafit werden.

Diese Kovarianzeigenschaften sind in den Anwendungen der Operatorproduktentwick-
lung (vgl. [Weidf, ch. 20]) ein zentraler Aspekt, vor allem im Hinblick auf spontan gebro-
chene Symmetrien: Solche Transformationen lassen den Vakuumzustand nicht invariant;
da die Phasenraumapproximation und die Produktentwicklung aber auf keinen speziellen
Zustand Bezug nehmen, sind die Symmetrien in den Termen der Entwicklung trotzdem
sichtbar, sofern sie unsere Voraussetzungen erfiillen.

Besonders interessant ist dies im Zusammenhang mit spontan gebrochenen inneren
(Eich-)Symmetrien. Zu deren Behandlung betrachtet man statt der Observablenalgebren
2A(0) die Feldalgebren §(O); unser Formalismus 148t sich auch auf diese anwenden, nach
eventueller Modifikation beim Auftreten von Fermi-Feldern (vgl. Abschnitt B.T). Man
erwartet dann, dafl auch die gebrochenen Symmetrien als Automorphismen auf die be-
schrinkten Operatoren wirken, zumindest auf den lokalen Feldalgebren §(r) [BDLR92],
was fiir unsere Zwecke ausreichen wiirde.

5.5 Produktentwicklung im Sinne von Distributionen

Wir wollen nun die oben entwickelte Methode modifizieren, um eine Operatorproduktent-
wicklung fiir beliebige (nicht notwendig raumartige) Abstédnde der Argumente zu etablieren.
Hier ist das Produkt der Felder allerdings nur noch im Sinne von Distributionen definiert,
und auch die ,,Koeffizienten“ der Operatorproduktentwicklung werden im allgemeinen Dis-

tributionen sein.
Es seien wieder 7 > 0 fest und ¢, ... ¢ ¢ ®5. Das Produkt dieser Felder nach

, Verschmierung“ mit Testfunktionen liefert a priori eine wohldefinierte Linearform auf P

0O (g) =D (go) ... 0 (gn),  Gos--- s Gn € S(M). (5.5.1)

Diese Linearform soll im Limes immer besser lokalisierter Testfunktionen g; analysiert
werden. Préziser verlangen wir, daf§ die g; kompakten Triger besitzen; setzen wir

d(g) = max supd o] | € supp g} (5.5.2)

dann soll nicht nur d(g) im Limes verschwinden, sondern es gelte dabei auch

10,9511 < d(g)™ ¥ - e, Ve M, j=0...n. (5.5.3)
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(Hier ist || - ||; die L1-Norm, p ein Multiindex; ¢, sind Konstanten.) Wir sprechen in diesem
Fall auch vom Limes scharf lokalisierter Testfunktionen.f] Beispielsweise sind die genannten
Bedingungen erfiillt, wenn wir

1 T
9i(x) = 3 9i0(5), A >0 (5.5.4)

mit einer festen Testfunktion g;o mit kompaktem Tréger im Limes A — 0 betrachten.

Um das Produkt ¢®™(g) mit Hilfe des Phasenraumkriteriums analysieren zu kénnen,
approximieren wir es wieder durch lokale Operatoren: Wir wihlen nach Satz B.17 approxi-
mierende Folgen AY) € 2(r), ein { > 0 und ein & > 0, so daf

|AD || < 77" - const., ||R'(¢Y) — AR < r - const. (5.5.5)

AuBerdem sei | R'¢U) R!|| < oo fiir alle j. Die Konstanten [ und x héingen nur von 7 ab. Es
ist dann intuitiv klar, dafl

Aﬁo)(go) el Aﬁn)(gn) =! Ago...n)(g) —— 0 (g). (5.5.6)

r—0

Wir wollen dies genauer quantifizieren. Dazu schreiben wir das Produkt der Wightman-
Felder in anderer Form: Bei festem F erhalten wir durch mehrfaches Ausnutzen der Kom-
mutatorrelation aus Lemma B.28 eine Darstellung

P(E)¢(go) - ...+ 6" (9a) P(E)
= > cunP(EYR(RY 60 (07 g0) B 6 (07" 1) R -

- R ¢ (9™ g,,) Rl”“) R¥P(E). (5.5.7)

Hierbei lduft die (endliche) Summe iiber gewisse Parameter [;, m;, k, k'; die c¢x, sind Pha-
senfaktoren. Wir interessieren uns nicht fiir die Details dieser Entwicklung; wichtig ist nur,
daB man [; > 2 fiir alle j erreichen kann, und dafl dabei m; < 2nl gilt.

Fiir A% (g) statt ¢ (g) erhilt man wortlich dieselbe Entwicklung, mit gleichen
Parametern. Wir betrachten daher die Differenz zweier Summanden dieser Entwicklungen:
Es ist

HRlo ¢(0)(811€n090) Rh . Rl" qb(n)(a;nngn) Rl"+1
— Rlo Agﬂ)(agnogo) Rh . Rln Aﬁn)(aznngn) Rln+1 H

< ||[R'(@ = AD) (@ g0) R - |\Rl¢<1><arlgl>Rln- IR ™ (07 g, ) R
TIRAD @ g0) R - [|R (90— A) O g) R ... |R 6O g) R

+ ...

+ |[RAD @ go) B - [RAD @ )R - ... |[R (6™ — A) (" gu) RY|| . (5.5.8)

6 Die Bedingungen fiir den Limes konnten, wie unten deutlich wird, auch noch weiter abgeschwicht
werden.
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Hier kénnen wir folgendermaflen abschétzen: Man hat

IR 60 g) Rl < 10" gl - const., (55.9)
IRTAD (8" g )R!|| < [|0; g;|1 - const. fiir Kleine 7, (5.5.10)

und aufgrund der Approximationseigenschaft (5.5.5) erhélt man
IR (oY) — A9 (07" g;)R!|| < (|0} gjl|1 - 7 - const. (5.5.11)

Beriicksichtigen wir, da§ im Limes die Bedingung (p.5.3) fiir die Testfunktionen und ihre
Ableitungen gelten soll, dann erhalten wir fiir (5.5.8) die Abschétzung

... || <7-d(g)” 2™ const., (5.5.12)

und nach Aufsummation in (5.5.7) ergibt sich daraus

16 (g) — AL (g)||lg < 7 - d(g)" 2"V const.(E) VE > 0. (5.5.13)

Damit kénnen wir die Approximation der ¢(>™(g) durch lokale Operatoren kontrollieren.

Diese Operatoren werden jetzt in die Phasenraumentwicklung eingesetzt: Da A=) (g9) in

der Algebra 24(2d(g) + r) liegt, erhélt man nach Wahl eines 7’ > 0:

1AL (g) — py AL (9| < 12 = pyEllp2ag e -~ " T llgs
J

< (2d(g) + )" IR const.(E) . (5.5.14)

(Satz [£3)

Hierbei ist ps eine beliebig gewihlte regulidre Projektion auf ®s. Setzen wir (5.5.13) und
(b.5.14) zusammen, dann ergibt sich also:

l6©"(g) =y > (95 < 16" (g) — A (9)]|
+ 147 (g) = py A ()& + oIl - 1AL (g) = ¢ (9) |1 &
(Die Konstante E’ wird durch ps festgelegt.)

< (r-d(g) O L (2d(g) + )7 "L DR L const. (5.5.15)
Wiéhlt man zu gegebenem n und 7 (was wiederum [ und & festlegt) sowie zu 5 > 0 nun
r=d(g)? mitqg>2nn+1)l+ 3 (5.5.16)

und 7' geniigend gro, dann verschwindet der Ausdruck (5.5.15) schneller als d(g)?. Wir
haben also folgendes Ergebnis erhalten:

Satz 5.6. Es seien 7 > 0, ¢© ... oM™ ¢ O5 und B > 0 gegeben. Fiir zu 7, n und 3
gendigend grofles ¥' > 0 und jede regulire Projektion ps auf ®= gilt dann

d(9) 7 19 (go) - - - 6" (gn) = P (67 (g0) - .- - 6" (gn)) |, = 0 VE >0

im Limes scharf lokalisierter Testfunktionen g;.
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Damit haben wir eine analoge Form der Produktentwicklung aus Satz b.3 auch fiir
beliebige Absténde etabliert, allerdings im Sinne von Distributionen. Die aus der Literatur
bekannte Form der Produktentwicklung ergibt sich wiederum, indem man ps beziiglich
einer Basis {¢;} von ®s entwickelt; man erhélt dann

¢(O...n)(g) ~ Zaj(¢(0"'n)(9))¢7 = ZC]’(QO, e Gn) Oy (5.5.17)

J

Die Koeffizienten ¢; sind in diesem Fall temperierte Distributionen] in go, ... , g,. Sie stim-
men allerdings fiir raumartige Absténde mit den in Abschnitt .3 berechneten analytischen
Funktionen iiberein, wie man durch Betrachtung der approximierenden Folgen lokaler Ope-
ratoren leicht sieht.

Auch die ,allgemeine“ Operatorproduktentwicklung 1ét sich auf das Tensorprodukt
@?"“ erweitern, und sie weist analoge Symmetrieeigenschaften wie die raumartige Pro-
duktentwicklung auf. Die Argumentation kann aus Abschnitt b.3 iibernommen werden,
wobei die Forderung nach ,, Vertréglichkeit der Transformationen mit raumartigen Produk-
ten“ in Definition p.4 entsprechend zu modifizieren ist. Wir gehen darauf hier aber nicht
néher ein.

5.A Funktionentheoretische Erginzungen

5.A.1 Ein Phragmén-Lindel6f-Argument

Aus dem Maximum-Prinzip der Funktionentheorie lassen sich Aussagen der folgenden Form
gewinnen: Ist von einer Familie holomorpher Funktionen bekannt, dafl sie gewissen Schran-
ken geniigt, die jedoch a priori an einigen Stellen des Holomorphiegebiets divergieren, dann
ist die Familie tatséchlich gleichméflig beschrénkt. Ein Argument dieser Art benétigen wir
in unserer Analyse von Operatorprodukten:

Lemma 5.7. Zu k > 0 ewistiert eine Konstante ¢ > 0 mit der folgenden FEigenschaft: Ist
f holomorph in einer Umgebung eines Quadrats

Q={2z€C|Rez€xg—09,20+6]; Imz € [-0,0]} (x0€R,§>0 fest),
und gilt die Abschdtzung
1f(2)] < |Imz|™%  fir alle z € Q mit einer Konstanten ¢’ > 0,

so folgt

| S

1f(2) <c-d-67% fir|eeg—Rez| <

| S

, [Im z] <

Beweis. Ohne Einschréankung der Allgemeinheit kénnen wir xyp = 0 annehmen. Es sei

a(z) = ZF! (5.A.1)

7 Die Temperiertheit folgt dabei wie in Satz aus den polyomialen Energieschranken der Felder.
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Abbildung 5.1: Zum Beweis von Lemma b.1

Imz

T Rez

(wir wihlen dabei einen Zweig mit Schnitt bei z € —R™). Dann gilt

la(2)| = |2[** — 0, (5.A.2)

z—0

also ist die Funktion nach z = 0 stetig fortsetzbar (bei Anndherung aus ihrem Definitions-
bereich heraus). Wir setzen weiter

b(z) :=a(d — z)a(d + z); (5.A.3)
diese Funktion ist holomorph im Inneren von @) und stetig auf ganz (). Dasselbe gilt fiir
g(z) = f(2)b(2). (5.A.4)

Bekanntermafien nimmt |g(z)| sein Maximum in @ auf dem Rand 0@ an. Dort la8t sich
der Betrag von g so abschétzen: Auf den Strecken 2 und 4 (vgl. Abbildung) gilt

’g(z)‘ — |f<Z)| . ’Z _ 5|k+1 . |Z + 5|k+1 < J 57k . (35>2k+2 —c. 32k+2 5k+2. (5A5)
Auf Strecke 1, die wir als z = —0 + it, t € [0, §] parametrisieren, hat man
l9(2)| = f(=0 +it)] - | = 20 +at|*+" - [it|*+
< RTY(30)RTE = dJt|(36)F T < - 3R T (5.A.6)

wobei diese Abschétzung aufgrund der Stetigkeit von g auch bei ¢ = 0 richtig ist. Analoges
erhélt man auf Strecke 3. Insgesamt haben wir aus (5.A.5) und (5.A.G) also

l9(2)| < - 32552 v 2 € 90, (5.A.7)
und diese Schranke gilt folglich auch fiir alle z € ). Mithin ist fiir z € % -Q

]g(z)] - c - 32k+25k+2
b(z)] = (5)%+2

If(z)] < <c-d-oh (5.A.8)

hierbei ist ¢ := 6212 ein rein numerischer Faktor. O
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5.A.2 Das Edge-of-the-Wedge-Theorem

In unserer Analyse begegnen wir einem Fortsetzungsproblem fiir holomorphe Funktionen,
das in der Wightman’schen Quantenfeldtheorie héufig anzutreffen ist. Wir formulieren
zunéchst die Fassung fiir Funktionen einer komplexen Variablen.

Satz 5.8. Es sei £ C R eine offene Menge und f eine Funktion auf (C\R)UE, holomorph
auf C\R und stetig an den reellen Punkten. Dann ist [ tatsichlich auf dem gesamten
Definitionsbereich holomorph.

Der Beweis ist nicht schwer zu fithren, etwa mit Hilfe des Satzes von Morera [FLI4,
Kap. 11, Satz 4.1].

Uns interessiert aber vor allem die Verallgemeinerung der Aussage auf Funktionen meh-
rerer komplexer Verdnderlicher, die als Edge-of-the-Wedge-Theorem bezeichnet wird. In
Satz b.8 sind die beiden ,,Halften“ des Holomorphiegebiets durch die Bedingung +Im z > 0
abgegrenzt; dies wird in der mehrdimensionalen Fassung ersetzt durch +Im 2z € C mit ei-
nem konvexen Kegel C. Der Rand des Holomorphiegebiets ist dann nicht mehr ein Teil
der reellen Achse, sondern eine offene Menge im R”. Gegeniiber dem eindimensionalen Fall
ist besonders auffillig, dafl das Fortsetzungsgebiet der ,,zusammengesetzten“ Funktion im
mehrdimensionalen Fall iiber die urspriinglichen Holomorphiegebiete und ihren gemeinsa-
men Rand hinausgeht. Man erhélt sogar einen sehr expliziten Ausdruck fiir die fortgesetzte
Funktion.

Der untenstehende Beweis orientiert sich am Buch von Streater und Wightman [SW64,
ch. 2-5]; er wird hier reproduziert, weil wir einige Zusatzaussagen iiber Schranken der
fortgesetzten Funktionen benétigen, die iiblicherweise nicht als Teil des Theorems genannt
werden, sich aber aus den Details des Beweises ergeben.

Satz 5.9 (Edge-of-the-Wedge-Theorem). Es sei £ C R™ eine offene Menge, C C R"
ein offener konvexer Kegel. Es seien f.,f_ zwei holomorphe Funktionen auf € 4 1C respek-
tive £ —1C; die Grenzwerte

Jolz) = lim fi(z+iy)= lm f(z—dy) (z€&)

maogen existieren und tibereinstimmen; die Grenzfunktion fo(z) sei stetig auf € und bei
Anndherung aus € +iC. Dann ezistiert eine komplexe Umgebung O von £ und eine holo-
morphe Funktion f auf O, die auf (€ +iC) mit f+ und auf & mit fy tbereinstimmdt.

Das Gebiet O hdangt hierbei nur von € und C ab, nicht aber von den fi. Auflerdem
verhdlt es sich kovariant unter reellen Translationen und Dilatationen, d.h. firxzg € R™, X €
R* erhdlt man zu (AE + xo,C) statt (€,C) das Holomorphiegebiet \O + xq statt O.

Beweis. Zunéchst bringen wir die geometrischen Objekte C, £ auf eine ,Standardform*: Im
konvexen Kegel C wihlen wir n linear unabhéngige Vektoren v;; die Linearkombinationen

Zajvj mit o; > 0 (5.A.9)
=1

bilden dann einen offenen Teilkegel C' von C, mit dem wir im folgenden arbeiten. Wir
wéhlen eine lineare Abbildung R" — R", die die v; auf die Standardbasisvektoren e; des
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R™ abbildet und damit den Kegel C" auf das Produkt der oberen Halbebenen. Die genannte
Transformation erweitern wir auf C* — C"; sie transformiert dann auch & innerhalb der
reellen Ebene.

Der Satz macht Aussagen iiber lokale Eigenschaften der betrachteten Funktionen (in &)
— es reicht, diese in einer Umgebung jedes Punktes von &£ zu etablieren. Durch Anwen-
dung reeller Translationen und reeller Dilatationen des C" kénnen wir einen gegebenen
Punkt zy € £ auf den Koordinatenursprung und eine gegebene Umgebung von x, auf eine
Umgebung des Wiirfels [—1,1]" C R™ transformieren. Diese Transformationen lassen iC’
invariant.

Kurz gesagt, wir kénnen nach Anwendung der beschriebenen Transformationen anneh-
men, dafl

ED[-1,1]",
C={(z1,...,2,) e R"|z; >0V} (5.A.10)

und miissen zeigen, dafl sich eine Funktion f mit den gewiinschten Eigenschaften auf einer
gewissen Nullumgebung finden l&8t.

Es seien K, K_ die obere bzw. untere Hilfte des Einheitskreises in der C-Ebene (mit
positiver Orientierung). Wir definieren folgende Funktion von n + 1 komplexen Variablen:

L S e
9(C, 21,0 2n) = = +(1+u21 ’ 1+uzn)du

2mi S, u—C

u+21 u+zn

f-G 1)
e Uen . Al
27m/ e du. (5 )

Der Definitionsbereich umfat dabei [¢| < 1 und |z;| < 1; die Integralausdriicke sind dann
wohldefiniert, denn man berechnet leicht, daf3

Im<u+zj ) _ (1= |2)*)Imu+ (1 — |u*)Im 2 B 1— |z

- Imu,  (5.A.12
14 uz; 11+ uz;|? (we Ki) |1+ uz;|? e ( )

was fiir u € K positiv, fiir u € K_ negativ ist; fiir u = £1 erhélt man 1“;‘2 = =1, also
zuléssige Randwerte des Definitionsbereichs von fu.

Die in (F.AT1) definierte Funktion g ist (wegen der Stetigkeit der fi auch an den
Randwerten) in ihren n 4 1 Variablen stetig; in der Variablen ( ist sie holomorph. Nehmen

wir zusétzlich an, daf§ die partiellen Ableitungen a%j f+ in einer Umgebung der Punkte
+(1,...,1) beschrinkt sind (zu dieser Annahme siche unten), dann ist auch g partiell
nach z; differenzierbar (durch Vertauschung von Integration und Differentiation). Damit
ist g im Bereich [(| < 1, |z;| < 3 holomorph in allen Variablen. Wir werden im folgenden
zeigen, daB die dann fiir |z;] < £ holomorphe Funktion

flz1,eoey2n) =90, 21, ..., 2) (5.A.13)

die gewiinschte Fortsetzung liefert, d.h. daf} sie auf dem jeweiligen gemeinsamen Definiti-
onsbereich mit den fi(z) iibereinstimmt.
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Um dies zu sehen, betrachten wir g auf einer reellen Nullumgebung z; € R, |z;| < 1.
Die Nenner der Integranden in (5.ATT), ndmlich

filu) == fu(

U+ 21 u—i—zn)

e, ———— 5.A.14
14+uz 14wz, ( )

sind dann holomorphe Funktionen von u (jeweils fiir +Imu > 0, |u| < 14+€, € > 0 geeignet)
mit gemeinsamer stetiger Fortsetzung nach Im v = 0. Wir kénnen daher Satz .8 anwenden,
der besagt, daB fi(u) und f!(u) Einschrinkungen einer einzigen holomorphen Funktion
fY(u) sind. Damit wird (5.A-T1)) zur Cauchy-Integralformel fiir f'; man erhlt:

C‘f’Zl (—i‘Zn)
1+C¢z 1+ Cz,

1
fir z; e R, |7] < 3 +Im¢ > 0. (5.A.15)

g(C7217~-- 7Zn) = f1<C) = fi(

Betrachten wir dies bei festem ¢, so folgt, dafi die holomorphen Funktionen ¢(¢, -) und
f ( fjgzll b ) auf einer reellen offenen Menge iibereinstimmen (wobei £ je nach Vorzeichen
von Im ¢ zu wéhlen ist). Damit stimmen sie aber auf ihrem gesamten Definitionsbereich

iiberein. Gehen wir zum Grenzwert ¢ — 0 iiber, dann bedeutet dies

1
(0,21, ... ,2n) = fa(z1,... ,2,) firlmz € £C, || < 5 (5.A.16)

Damit ist die gewiinschte analytische Fortsetzung der Funktionen fi gefunden.

Wir miissen im allgemeinen Fall nun noch die erhaltene Fortsetzung und deren Holo-
morphiegebiet auf die urspriingliche geometrische Situation ,zuriicktransformieren®, d.h.
die oben beschriebenen Translationen, Dilatationen und linearen Transformationen des Ke-
gels riickgéingig machen. Das ist offenbar in der gewiinschten Weise moglich, indem man
das Argument von ¢(0, -) transformiert; die behauptete Kovarianz des Gebiets £ unter
reellen Translationen und Dilatationen ist klar.

Zu behandeln bleibt noch der Fall, daf§ die partiellen Ableitungen (%_ f+ in einer Um-

gebung der Punkte £(1,... ,1) nicht a priori beschrinkt sind. In diesem Fall untersuchen
wir zunéchst die Stammfunktionen
zZ1 Zn
F:I:(Zh'“ ,Zn) Z:/ dCl/ an f:l:(gla-“ ,Cn) (5A17)
—1 -1

Sie erfiillen ebenfalls alle Voraussetzungen des Satzes, und ihre partiellen Ableitungen
sind in einer Umgebung der angegebenen Punkte beschrankt. Mit obiger Argumentation
erhalten wir eine gemeinsame holomorphe Fortsetzung der Flr, und damit auch ihrer Ab-
leitungen f., in eine komplexe Umgebung von £. Also miissen die partiellen Ableitungen
der fi tatsédchlich lokal gleichméfig beschriankt sein (auch an den reellen Punkten), und
wir kénnen die oben durchgefiihrte Argumentation auch auf die fi anwenden. O

Wie angekiindigt, konnen wir nun noch bestimmte Schranken an die Funktionen fi auf
die Fortsetzung f (auf ihrem gesamten Definitionsbereich) {ibertragen. Fiir die fortgesetzte
Funktion f = ¢(0, -) erhdlt man aus Gleichung (b.A.11)) die Abschétzung

F()] < sup |fo (22 ]

1
fiir |z;] < =. 5.A.18
uwEK 4 1+U21 1+U2n)| UI"|Z]| 2 ( )
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Aus (5.AT2) entnimmt man, dafl im angegebenen Bereich

(1- )|
‘ <u+ZJ)‘_ %) mu] (5.A.19)
1+ uz; 114 uz;|?
damit kénnen wir (5.A.T§) ersetzen durch
F()] < sup {|fele £ iy)] |lze& yed, |yl <4n}. (5.A.20)

Diese Abschitzungen gelten fiir die in (b.A.10) beschriebene ,,geometrische Standardsi-
tuation“. Die Ubertragung auf allgemeinere Gebiete ist vergleichsweise uniibersichtlich:
wir beschrinken uns auf folgenden Fall: Es sei C ein offener konvexer Kegel, den wir im
folgenden festhalten, und £ eine Kugel (Radius r, Mittelpunkt zg). Zunéchst sei r = 1,
xo = 0; wir erhalten dann eine holomorph fortgesetzte Funktion mindestens auf einer kom-
plexen Kugel mit einem gewissen festen Radius 7y > 0 um den Ursprung. Geniigen die fi
Abschétzungen der Form

[fe(z i)l < g(lyl) (z€&yel) (5.A.21)

mit einer monoton wachsenden Funktion ¢, dann erhalten wir aus (5.A.20) die Ungleichung

()] < g(r1) (5.A.22)

auf der besagten Kugel; 11 = 4n ist eine Konstante, die nicht von f oder g abhéngt.
Nun kénnen wir die reelle Kugel £ skalieren und translatieren, wobei C fest bleibt; unser
Ergebnis ist dann folgendes:

Korollar 5.10. Es sei C C R™ ein offener konvexer Kegel. Es gibt Konstanten ro,r1 > 0
mit folgender Eigenschaft: Sind f+ zwei Funktionen, die den Voraussetzungen von Satz 5.9
gentigen, wobei C wie oben und £ C R"™ eine Kugel mit Radius r und Mittelpunkt xq ist,
dann umfafst das Gebiet O mindestens die kompleze Kugel |xg — z| < r-ro. Geniigen die
f+ zusdtzlich Abschdtzungen der Form

[fe(z +iy)l < g(lyl) (z €& yel)

mit einer monoton wachsenden Funktion g, dann qilt fir die fortgesetzte Funktion f:

[f ) <glry-r) fiirllzo = z[| <7 -7o.






Kapitel 6

Normalprodukte

In wechselwirkenden Quantenfeldtheorien erwartet man, daf die Zeitentwicklung der Quan-
tenfelder durch nichtlineare Feldgleichungen bestimmt wird. Um diese zu formulieren,
benotigt man einen Produktbegriff fiir Felder am gleichen Raum-Zeit-Punkt. Eine naive
Definition dieses Produkts fiithrt jedoch, wie wir gesehen hatten, zu Divergenzen. Um ein
endliches Ergebnis zu erhalten, mufl man im Limes dicht benachbarter Punkte gewisse An-
teile des Produkts subtrahieren; auf diese Weise 1483t sich die Existenz der Feldgleichungen
zumindest storungstheoretisch begriinden [Valbd, Fed61, Bra67, Bra7(, Zim67).

Eine systematische Behandlung dieser ,,Subtraktionsterme® ist mit der Operatorpro-
duktentwicklung moglich [Zim70, Low70]: Aus den eventuell divergenten Termen der Ent-
wicklung wahlt man einen aus, der dann als (Zimmermann-)Normalprodukt der Felder be-
zeichnet wird. Dies kann man als Verallgemeinerung der Situation in der freien Feldtheorie
verstehen, wo das Wickprodukt als Limes eines raumartigen Produkts nach Subtraktion
gewisser Vakuumerwartungswerte erhalten werden kann (Wick’sches Theorem).

Wir verwenden hier die raumartige Operatorproduktentwicklung, um im Kurzabstands-
limes ein Normalprodukt von Feldern zu definieren. Dieses Normalprodukt existiert als
Vektorraum — es enthilt alle Terme der Entwicklung, die im Limes ,relevant® bleiben.
Die Auswahl eines einzelnen Terms als das Normalprodukt eines Ausdrucks (als Analogon
zum Wickprodukt) ist im allgemeinen nicht eindeutig moglich — man wird dies auch nicht
erwarten —, kann aber durch gewisse Kriterien eingeschrankt werden.

Wir diskutieren dann das Verhalten dieses Normalprodukt-Vektorraums unter Sym-
metrietransformationen und bei Differentiation. Weiter geben wir ein Verfahren an, um in
einem gegeben quantenfeldtheoretischen Modell den ,, Inhalt* an linearen und nichtlinearen
Feldgleichungen zu bestimmen.



126 Kapitel 6. Normalprodukte

6.1 Das Konzept ,,Normalprodukt*

Die Definition eines Produkts von Quantenfeldern am selben Raum-Zeit-Punkt bedarf
einiger technischer Anstrengungen. In Kapitel f hatten wir untersucht, inwieweit Produkte
von Feldern an wverschiedenen Raum-Zeit-Punkten

O (z) = ¢ (o) - ...+ ¢ () (6.1.1)

definiert sind — fiir raumartig getrennte xy, . .. , x, existiert das Produkt z.B. als quadrati-
sche Form. Geht man jedoch zum Limes koinzidierender Punkte iiber, etwa z; — 0, dann
hat das Produkt (f.I.1)) im allgemeinen keinen endlichen Grenzwert; schon in der freien
Feldtheorie treten hier divergente Terme auf.

Allerdings existiert in der freien Theorie mit der Wick-Ordnung ein Verfahren, um
trotzdem ein Normalprodukt (Wickprodukt) fiir koinzidierende Punkte eindeutig festlegen
zu konnen: Man subtrahiert vom raumartigen Produkt gewisse ,, Gegenterme®, die sich aus
Vakuumerwartungswerten der Felder ergeben, und erhélt so einen endlichen Grenzwert.
Fiir ein reelles skalares freies Feld ¢ betrachtet man etwa

(24
o). ow) = 3 (-1 SQ () . 0w) | Q) Blow,) . Olwn, ) (6.12)

C

was im Limes x; — 0 konvergent ist [WGES]. (Die Summe )., lduft iiber alle Partitio-
nen (jy...7)(k1...kyr1-9) der Indizes (0...n).) Im einfachsten Fall eines zweistelligen
Produkts erhélt man so etwas expliziter

bwo)d(1) = (2] olwo)d(x1) [ Q) —— 6% (0) , (6.1.3)
wobei das Wickprodukt :¢% ein reguliires Wightman-Feld ist.

Diese Konvergenzeigenschaften beruhen allerdings auf der speziellen Struktur der frei-
en Feldtheorie (etwa der Eigenschaften der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren) und
lassen sich nicht direkt verallgemeinern. Trotzdem kann die Idee des Abziehens geeigne-
ter divergenter Gegenterme verwendet werden, um storungstheoretisch eine ,renormierte*
Version von nichtlinearen Feldgleichungen (,finite local field equations®) zu betrachten,
etwa in der Quantenelektrodynamik [Bra67, Bra70] oder der ¢*-Theorie [Zim&7], oder um
in zweidimensionalen Modellen Stréme zu definieren [Joh61, Som63].

Eine systematische Moglichkeit zur Behandlung solcher Subtraktionsmethoden bietet
die Operatorproduktentwicklung: Schreibt man sie fiir das Produkt ¢(™(z) in einer Basis
aus, dann lautet sie grob

¢\ (z) ~ Zc](:r;) ¢; firx - 0, (6.1.4)

Jj=1

und man erwartet daher, dafl etwa unter geeigneten Voraussetzungen an den Koeffizienten
cy(x) gilt

= lim = 4(0..n) ) — cj(x) )
0= Jim, (G @ %) (6.1.5)
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In Analogief] zu (6.1.2) bzw. (6.1.3) kann man ¢; dann als verallgemeinertes Wickprodukt
oder Normalprodukt von ¢~ bezeichnen, wie dies zuerst von Zimmermann [Zim70] in
der Storungstheorie vorgeschlagen wurde. Allerdings ist die Auswahl von ¢; in (b.1.5) im
allgemeinen keineswegs eindeutig — man konnte auch ein anderes der Felder ¢; wéhlen,
solange der zugehorige Koeffizient ¢j(x) im Limes ,relevant” bleibt (nicht verschwindet).
Diese Zimmermann-Normalprodukte wurden stérungstheoretisch [Low71] und in zweidi-
mensionalen exakt losbaren Theorien [Low70, LS71)] betrachtet; man kann hier in gegebenen
Modellen die Auswahl des Normalprodukts konkretisieren. Das Ergebnis ist auch insofern
eine Verallgemeinerung des Wick-Produkts, als es einige von dessen Eigenschaften (Kom-
mutativitét, Lorentz-Kovarianz) ebenfalls aufweist. Normalprodukte der beschriebenen Art
spielen auch in der Renormierungsanalyse mit Fluigleichungen eine Rolle [KK92, KK93].

Ein anderer, axiomatischer Ansatz zur Definition von Normalprodukten auf der Grund-
lage der Operatorproduktentwicklung stammt von Baumann [Bau75] auf der Grundlage
der Ergebnisse von Schlieder und Seiler [SSe73]. Hier wird das Normalprodukt nicht durch
Subtraktion von Termen im raumartigen Limes definiert, sondern durch Multiplikation des
raumartigen Produkts mit einem geeigneten c-Zahl-Faktor, so dafl der resultierende Aus-
druck auf einer Nullumgebung holomorph ist. Diese Methode 148t sich allerdings nur in
speziellen Theorien anwenden (etwa fiir ein masseloses, nicht aber fiir ein massives freies
Feld); sie scheint sich nicht auf allgemeinere Félle zu iibertragen.

6.2 Definition von Normalprodukten

Zur Definition eines Normalprodukts von Felder in unserem Rahmen gehen wir von der
raumartigen Operatorproduktentwicklung aus, die in Abschnitt etabliert wurde. Es
seien 7 > 0, n € N fest; wir werden das Normalprodukt von II € ®2"*! definieren. (Es
empfiehlt sich hier, im Hinblick auf die spiatere Anwendung von Differentialoperatoren auch
Linearkombinationen von Produkten zuzulassen.) Fiir geniigend grofies 7’ > 0 wissen wir,
daB

|(z) — pI1(x)| & = 0 VE>DO, (6.2.1)

wenn ps eine regulire Projektion auf ®= ist. Der Raum ®= ist also ,,ausreichend grofi“, um
[I(x) im Limes zu approximieren. Wir versuchen nun, diesen Raum zu ,,minimieren*, d.h.
Richtungen in ®= auszuschlieBen, die im betrachteten Limes nicht zur Approximation bei-
tragen. Elemente des , minimierten® Raums sind dann Kandidaten fiir das Normalprodukt
des Ausdrucks II. Um dies zu prézisieren, fiithren wir folgenden Begriff ein:

Definition 6.1. Sei II € @?”H und V. C I ein endlichdimensionaler Unterraum. V.
heifst raumartig approximierend fir II, wenn es eine regulire Projektion py auf V' gibt, so

! Es sei bemerkt, da im betrachteten Beispiel die aus der Operatorproduktentwicklung abgeleitete
Approximation (B.1.5) nur im einfachen Fall des Wick-Quadrats mit dem Ausdruck aus dem Wick’schen
Theorem (B.1.2) wortlich iibereinstimmt. Bei Produkten hoherer Ordnung sind die Terme fiir endliche
raumartige Abstinde unterschiedlich, da in der hier beschriebenen Produktentwicklung lediglich die Ko-
effizienten (nicht die Felder) ortsabhéngig sind, im Gegensatz zum Zugang iiber die Wick-Ordnung. Der
Unterschied verschwindet aber asymptotisch.
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dafs

|(z) — pvII(2)] & - 0 VE>O.

Wir kénnen also stets 7' > 0 finden, so dafl - raumartig approximierend fiir II ist. Die
Wahl des Projektors py in der Definition ist nicht wesentlich: Sei p|, eine weitere regulére
Projektion auf V', dann folgt aus der in der Definition genannten Approximationseigen-
schaft wegen der Energiebeschrianktheit von pj, sofort

10y (z) — pypvIl(2)| e =0 VE>0. (6.2.2)

Wegen p{, [V = idy gilt aber p{,py = py, weshalb
Py (x) — pyIl(2)|| e = 0 VE >0. (6.2.3)
Zusammen mit dem in der Definition geforderten Grenzwertverhalten ergibt sich also
|IT(x) — pL,1(2)|| e = 0 VE>O0, (6.2.4)

d.h. die Approximationseigenschaft in der Definition gilt tatséchlich fiir jede regulére Pro-
jektion py auf V.

Der nun folgende Satz ist zentral fiir die Definition eines ,,minimierten approximierenden
Raums*.

Satz 6.2. Sind zwei Raume V, V' fiir Il raumartig approzimierend, dann ist es auch VNV,

Beweis. Wir schreiben V4 = V. NV und V, = Span (V U V’). Weiter wihlen wir eine
Zerlegung

Vo=VaeVieV/, wobei V=V,oV, V =V0V, (6.2.5)
und eine reguldre Projektion p, auf V{;. Dann sind
pri=1®d1®0)op,, pr:=(180H1)o0p, (6.2.6)
regulire Projektionen auf V' respektive V', und
pri=pvopy =(10080)op, (6.2.7)

ist eine regulédre Projektion auf V. Man hat nun

() — prll(z) [ = [T(z) — pvpvIl(z)| 2
< [1(z) = pyII(@)||e + [lpv (T(z) — pvI1(2)) |6
< () = py (@)l + pvlle [(T(z) = pvIl(z)) | — 0 VE >0, (62.8)

wobei F’ durch py bestimmt wird. Also ist auch V; raumartig approximierend fiir II. [
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Mit Hilfe dieses Ergebnisses konnen wir nun leicht einen ,, minimierten approximierenden
Raum® definieren: Wir setzen

=MV (6.2.9)

wobei V' alle fiir I raumartig approximierenden Raume durchliuft. (Da es sich hier um
endlichdimensionale Vektorrdume handelt, reicht es aus, endliche Durchschnitte zu betrach-
ten.) Wir nennen N[II| den Normalproduktraum von II. Seine offensichtlichen Eigenschaften
fassen wir kurz zusammen:

Satz 6.3. Fiir den Normalproduktraum NI[II| gilt:
e NIII] ist raumartig approzimierend fir I1.
o Ist ein RaumV C % fir 11 raumartig approximierend, dann gilt N[II] C V.
e Zu7y>0,n €Ny gibt es einy >0, so daf N[II] C ®5 fiir alle Il € ®Z"*.
o Geht Il aus I durch Permutation der Tensorfaktoren hervor, so ist N[II] = N[IT'].

Dabei folgt die zuletzt genannte Eigenschaften aus der Kommutativitdat des raumartigen
Produkts. Auch der Normalproduktraum ist also ,, kommutativ*.

Fiir die Elemente von N[II] kénnen wir Zimmermanns Approximationsformel (p.1.5)
etablieren: Wir wihlen eine regulidre Projektion p auf N[II]. Ein fest gewihltes ¢ € N[II]
ergidnzen wir durch Vektoren {¢1,... , ¢} zu einer Basis von N[IT] und schreiben p beziig-
lich dieser Basis aus:

J
b=+ 3 00 (6:2:10)

J=1

respektive
¢+Zc] 2)¢;, wobei c(x) = o(l(z)), ¢;(z) = o;(I(z)).  (6.2.11)

Dabei verschwindet ¢(x) im raumartigen Limes nicht, denn sonst hitte man

[T Z 2)¢ille < [1(z) = pll(@)|[p + c(2) |¢]z — O, (6.2.12)

also wire auch Span {¢; } raumartig approximierend fiir IT, im Widerspruch zur Minimalitét
von N[II]. Auf einer gewissen raumartigen Folge (xy) gilt also ¢(x) > ¢ mit einer Konstanten
¢ > 0. Damit folgt aus

[TI(z) — pIl(z)[| = [ITI(z ch c(z)¢lle — 0 (6.2.13)
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durch Division auch

g NGl ),
also
6 = lim (in(x) —icj(x)a) (6.2.15)
z,—0 \ (1) ‘= c(z) "’

im Sinne von Linearformen auf X.

Um die Konsistenz des Schemas zu iiberpriifen, berechnen wir noch den Normalpro-
duktraum fiir n = 0, d.h. fiir ,Produkte” mit nur einem Faktor. Dazu sei ¢ € ®py, ¢ # 0,
und wir withlen o0 € ¥ mit o(¢) = 1, so daf o(-)¢ eine regulire Projektion auf C¢ ist.
Dann haben wir

I'o(z) —o(é(z)) dlle < (=) = dlle +[1 —a(é(x))] |¢llz — O, (6.2.16)

da P(FE)¢(z) P(E) normstetig und o energiebeschrankt ist. Folglich ist C¢ raumartig appro-
ximierend fiir ¢. Offenbar 148t sich dieser approximierende Raum nicht weiter verkleinern
(der Nullraum ist nicht raumartig approximierend), so dafl wir erhalten:

N[g] = Co. (6.2.17)

Weiter untersuchen wir die Symmetrieeigenschaften des Normalproduktraums. Dazu
sei « eine lokale Transformation und vertrdglich mit raumartigen Produkten. IT € @?"H

sei fest, V . 3 fiir II raumartig approximierend und py eine reguldare Projektion auf V.
Mit

ITI(x) — pyI1(2)| & - 0 VE>0 (6.2.18)
gilt auch
|aIl(z) — apyIl(x)| g = 0 VE>DO. (6.2.19)

Da aber o(Il(z)) = (all)(a.z) nach Lemma p.5, haben wir
|(aIl)(a.z) — (apya™)(all)(a.2)|| s - 0 VE>DO. (6.2.20)

Dabei ist apya~! eine regulire Projektion auf oV, analog zu Satz [.6. Nach Definition 5.4
ist x oy 0 aquivalent zu a.x = 0; damit wird also oV raumartig approximierend fiir oll.

Dies gilt insbesondere fiir V' = N[II], so daf wir
Nlodl] C aN[II] (6.2.21)

1

erhalten. Eine analoge Argumentation mit o~ statt « liefert die umgekehrte Inklusion;

man hat also

NJadl] = aN[I] (6.2.22)
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fiir IT € 2"+ und lokale Transformationen a, die vertréiglich mit raumartigen Produkten
sind.

Der Normalproduktraum N[II] als Vektorraum erfiillt damit die Eigenschaften, die man
von einer Verallgemeinerung des Wickprodukts erwartet. Fiir das Quadrat eines reellen
skalaren freien Feldes hat man beispielsweise

N[¢ ® ¢] = Span {1, :¢*:}, (6.2.23)

wie in Abschnitt 25 gezeigt wird.
Man beachte, daf§ N[II] mehr Informationen enthélt als nur die Angabe eines Teilraums
von Ppy: Da wir wissen, dafl

1T(z) — pnpIL(2) || £ = 0 VE>0 (6.2.24)

fir reguldre Projektionen pyjy auf N[II], kennen wir auch die , Approximationsterme®
pnmll(z) bis auf Anteile, die im Limes verschwinden und die von der Auswahl der Projek-
tion abhidngen konnen.

Offen bleibt aber im allgemeinen Fall die Frage, wie und ob sich ein einzelner Vektor aus
diesem Raum als das Normalprodukt von II auszeichnen 1a8t, dhnlich dem Wickprodukt
in der freien Feldtheorie. Aus den Erfahrungen in zweidimensionalen Modellen wird man
im allgemeinen nicht erwarten, dafl sich eine solche Wahl eindeutig treffen 1at [Som63].
Abhéngig von der konkret gegebenen Situation kann man aber einige ,, Auswahlkriterien*
angeben, die die Wahlfreiheit fiir das Normalprodukt zumindest eingrenzen:

Referenzzustinde Die Auswahl eines Vektors bzw. eines eindimensionalen Unterraums
in N[IT] kann eingeschrénkt werden, indem man verlangt, daf} sein Erwartungswert in gewis-
sen ausgezeichneten , Referenzzustdnden® (etwa im Vakuum) verschwindet. Dies entspricht
der Situation in der freien Feldtheorie, wo z.B. das Wick-Quadrat :¢?: eines reellen skalaren
Feldes dadurch ausgezeichnet wird, da8 (Q| :¢% |©2) = 0. Der Raum der ,, Referenzzustinde“
ist in unserem Rahmen allerdings als eine zusétzliche Struktur anzusehen, die durch die
Phasenraumeigenschaften der Theorie nicht eindeutig vorgegeben wird.

Symmetrieeigenschaften und ,,Ordnung®“ der Felder Der von uns konstruierte
Feldinhalt ®py = U7 ¢~ weist durch seinen Aufbau aus endlichdimensionalen Raumen
eine ,,Ordnungsstruktur® nach dem Parameter 7 auf, und das Beispiel der freien Feldtheo-
rie (vgl. Abschnitt [.4.2) zeigt, dafl die Wickprodukte im Normalproduktraum Felder ,,von
hochster Ordnung® sind, wiahrend man Felder niedriger Ordnung wie etwa den Einsope-
rator nicht als Normalprodukt von Feldern bezeichnen wiirde. Auch im allgemeinen Fall
mochte man daher Felder hochster Ordnung in N[II] auszeichnen.

Dazu nehmen wir an, daf} ein 7 existiert mit N[II} N ®5 C N[II], und wihlen 7 maximal
mit dieser Eigenschaft. Dann kommen Elemente von N[II] N ®5 also nicht als Normalpro-
dukte von II in Betracht. Damit ist aber noch nicht geklért, wie ein dazu komplementérer
Vektorraum V' von ,,moglichen Normalprodukten“ gewéhlt werden soll, so daf3

N[II] = (N[II] N &) & V. (6.2.25)

Eine Moglichkeit hierzu bieten die Lorentztransformationen: Wir wéhlen 7/, so dafi N[II] C
=, Dann ist &5 C $5 stabil unter den Darstellern «(A) der Lorentzgruppe. Da deren
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Darstellungen vollsténdig reduzibel sind, kénnen wir ein V5 C ®5 finden, das ebenfalls
unter den «(A) stabil ist, so daB

Do = D=0 V. (6.2.26)
Man wird in (6.2.253) dann V' = VN NJ[II] betrachten. Allerdings ist weder die Wahl von V4,

immer eindeutig, noch wird V' im allgemeinen eindimensional sein. Trotzdem kann dieses
Verfahren weitere Restriktionen fiir die Auswahl von Normalprodukten liefern.

In konkreten Modellen wird man die Normalprodukte unter Umstanden so auswéhlen
wollen, daf} sie sich unter einer bestimmten irreduziblen Darstellung der Lorentzgruppe
transformieren, etwa einer Vektordarstellung im Fall eines Stroms [Ioh61, Som63]. Ob
sich so ein Darstellungsraum in den N[II] finden ldfit (und ob er ggf. eindeutig ist), 148t
sich aber ohne weitere Informationen aus der Kovarianzeigenschaft (6.2.22) nicht ablesen.
Diese garantiert nur, dafl eine einmal getroffene Wahl eines , konkreten* Normalprodukts
fiir ein Produkt II konsistent auf alle Produkte fortgesetzt werden kann, die aus II durch
Symmetrietransformationen hervorgehen.

Feldgleichungen Das Vorhandensein einer Feldgleichung in der Theorie (wir werden dies
in Abschnitt noch genauer diskutieren) kann unter Umsténden ebenfalls zur Auszeich-
nung eines eindimensionalen Unterraums herangezogen werden. Beispielsweise erwartet
man in einer Theorie mit ¢*-Kopplung eine Feldgleichung [Zim67], die in unserem Rahmen
zunéchst ausgedriickt werden kann als

(@+m?)p € N[¢’]. (6.2.27)

Die linke Seite kann nun zur Definition eines , verallgemeinerten Wickprodukts* :¢*:€ N[¢?]
verwendet werden, so daf3

@+m?*)e = g™, (6.2.28)

wobei die ,, Normierungskonstante“ A\ unbestimmt bleibt bzw. frei wéhlbar ist.

6.3 Lowenstein’s rule

Wir befassen uns nun damit, inwieweit die Normalproduktbildung mit der Differentiation
der Felder vertraglich ist. Dies ist im Zusammenhang mit nichtlinearen Feldgleichungen,
die wir in Abschnitt .4 betrachten werden, von Interesse.

Dazu sei D € 9, ein Differentialoperator und II € CD%@”“. Da D den Raum ¥ in sich
abbildet, ist D(II(z)) fiir # € Mpt" eine wohldefinierte Linearform. Man erwartet, daf
sie sich wieder als raumartiges Produkt von Operatoren schreiben 148t — D sollte hier via
Produktregel auf die einzelnen Tensorfaktoren von II wirken.

Um dies genauer zu behandeln, definieren wir zunéchst eine Wirkung von D als lineare
Abbildung ®2"*! — @?,"H mit zu 7 geeignetem 7', und zwar wie folgt: Differentialopera-
toren D, erster Ordnung wirken durch eine ,formale Produktregel®

D¢V ®..@¢™M):=) ¢V ®.. @ (D" ®.. ¢, (6.3.1)
7=0
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Differentialoperatoren hoherer Ordnung entsprechend durch Hintereinanderausfithrung.
Wir zeigen dann, dafl diese Definition mit der Wirkung von D auf den raumartigen Pro-
dukten kompatibel ist:

Lemma 6.4. Sei D € ®y ein Differentialoperator und 11 € @?"H. Dann gilt
D(11(x)) = (DI)(x).

Beweis. Es reicht wiederum, die ,elementaren® Differentialoperatoren D, und Vektoren
N=¢"®... %(”) zu betrachten. Wir wihlen zunachst approx1m1erende Folgen AY) €

20(r) nach Satz , und zwar so, daf auch AY) = AY )( f,) die Felder ¢¥) approximieren
(zu Details und Bezeichnungsweisen siehe dort). Nach Satz p.2 gilt dann
o (A9 (o) - ... A™(x,)) — o (¢ (o) ... 9™ () = o(U(x)) (6.3.2)

fiir energiebeschrénkte Funktionale o. Weil D, = i[P,, -] die Energiebeschrénkung erhlt,
mit den Translationen vertauscht und auf B(H) der Produktregel geniigt, erhalten wir

n

> o (A0 @) - ... DAY (25) - A (2,)) — o (Du(TH(x))). (6.3.3)

=0
Da die AY) von der Form AY )( fr) sind, haben wir weiter
DAY BV A9 @,1,) € A(r), (6.3.4)
und es gilt die Abschéatzung
|R (DAY — Do @) R = || R[Py, RU(AD )RR < 7 - const. (6:3.5)
Satz B2 liefert dann
o (AP (20) .. DAV () ... AP (w,)
___>o(¢mxx@-.”-1¢¢ﬁxxg-.”-¢Wxx@).(636)

r—0
Das ergibt zusammen mit (f.3.3) die Behauptung des Lemmas. O

Wir haben damit die Differentialoperatoren D als lineare Operatoren D : &'+ —

®E" auf die Rdume von Produkten iibertragen. Es ist dann naheliegend, nach den Rela-
tionen zwischen

DN[I] und N[DII| (6.3.7)

zu fragen — tatséchlich werden wir zeigen, dafl die beiden Raume gleich sind. Dazu beweisen
wir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 6.5. Es sei V C % ein endlichdimensionaler Vektorraum und D € Dy, ein Dif-
ferentialoperator. Dann gibt es reguldre Projektionen py auf V' und ppy auf DV, so daf

Dopy =ppyvoD.
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Beweis. Wir wihlen eine Basis {¢1,...,¢;} von Kern D C V und ergénzen sie durch
Vektoren ¢1, . .. , b zu einer Basis von V so daB dann { D¢y, ... , Do} eine Basis von DV
ist. Nach dem aus (.A.J) bekannten Verfahren konnen wir nun Funktionale 61,... ,0x €

3" finden, so daB

6,(Dop) =05 (jk=1...K), (6.3.8)
und weiter o1,... ,0; € 3, so daf
oi(dr) =0 (k=1...0), o;()=0 (j=1...J k=1...K). (6.3.9)

Wir setzen nun

Ppv —Zak ) Doy , PV —ZOJ ¢;+Z<7k (6.3.10)

Diese Abbildungen sind von der Form (f.A.T]), wobei man beachtet, dafl mit o, (-) auch
o,(D -) energiebeschrénkt ist. Weiter rechnet man mit Hilfe von (f.3.8) und (p.3.9) sofort
nach, dafl p, = py, p%, = ppy. Die in den Summen auftretenden Funktionale sind nach

Definition linear unabhéngig. Also ist py eine regulére Projektion auf V', ppy entsprechend
auf DV. Da ¢; € Kern D, ergibt sich aulerdem

DOpv—ZO'k D¢k —pDVOD (6311)
womit das Lemma bewiesen ist. O
Hieraus konnen wir fiir die Normalprodukte folgendes schlieBen: Es sei IT € &2 und

V raumartig approximierend fiir II. Mit den im obigen Lemma konstruierten Projektionen
gilt dann

|DI(z) — ppv DIL(2)|| 5 = || DIL(z) — DpyIl(z)||s
<|IDlle [M(x) = py(@)[[e — 0 VE>0; (63.12)

also ist DV approximierend fiir DII, d.h. es gilt DV D N[DII]. Insbesondere ist das fiir
V' = N[II] der Fall, weshalb wir erhalten:

N[DII] ¢ DNIII. (6.3.13)
Um auch die umgekehrte Inklusion zu zeigen, zerlegen wir N[II] in eine direkte Summe
N[ =VoeVie Vs, (6.3.14)
wobei

Vo =Kern D NN[I], DV, =N[DII], DV,nN[DII = {0}. (6.3.15)
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Das ist nach (6.3.13) offenbar moglich. Wir wihlen regulire Projektionen py auf V' = NJ[II],
ppy auf DV wie in Lemma B.5. Dabei konnen wir py schreiben als

pv =Dy, +Pvi + Py, wobel py, auf V; projiziert, (6.3.16)
und zwar so, daf3
Dpy, = ppy, D fiir j = 1,2 mit Projektionen ppy, auf DV}, (6.3.17)

wie man dem Beweis des Lemmas entnimmt. Wegen Dpy, = 0 gilt dann

(E312)
|DI1(x) — (Dpy, + Dpy, ) I1(2)| g = || DI(x) — DpyIl(zx)| £ = 0 VE>0. (6.3.18)
Andererseits ist

|DT() ~ DpuTI(@)ls = | PTI() — poy, D) [ — 0 VE >0, (6.3.19)

da DV; = N[DII] raumartig approximierend fiir DIT ist, und damit folgt

| Dpyv, ()| g = 0 VE>0. (6.3.20)

Da aber D auf dem Raum V5, nach Definition invertierbar ist, erhalten wir

IpvTT(@)]lz — 0 VE=>0. (6.3.21)

Daraus folgt offenbar

IT() — (v, + ) @) 5 — 0 VE >0, (6.3.22)

d.h. Vy @ V; ist raumartig approximierend fiir II. Wegen der Minimalitét von V = N[II]
(vgl. Satz p.3) kann das nur fir dim V5 = 0 gelten; daher ist

DNIII] = DV; = N[DII]. (6.3.23)
Wir haben damit bewiesen:

Satz 6.6. Seiy >0, Il € ®2"*" und D € ®y, ein Differentialoperator. Dann gilt
N[DII] = DNI].

Diese Aussage (bzw. ihr storungstheoretisches Analogon) wird in der Literatur als ,,Lo-
wenstein’s rule“ bezeichnet [KK92].

In den Beweis dieser Eigenschaft (von Lemma [.J an) geht nicht direkt ein, daB es
sich bei D um einen Differentialoperator handelt. Wir haben lediglich verwendet, dafl D
ein linearer Operator PO 3y ist, der den Feldinhalt ®py in sich tiberfithrt und der in
gewisser Weise mit den raumartigen Produkten kompatibel ist. Lowenstein’s rule gilt also
in einem deutlich allgemeineren Kontext. Man kann z.B. die Kovarianzeigenschaft (.2.29)
des Normalproduktraums als Spezialfall von Satz (.G auffassen.
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6.4 Feldgleichungen

Die Moglichkeit der Differentiation innerhalb des Feldinhalts ®gy (Abschnitte f.4, b.3)
und die Definition von Normalprodukten (Abschnitt (.2) erlauben uns, Feldgleichungen
zwischen den konstruierten Punktfeldern zu betrachten. Konzeptionell gehen wir dabei
aus von einem gegebenen Modell, dessen Punktfeldinhalt wir auf das Vorhandensein von
partiellen Differentialgleichungen untersuchen.

Wir entwickeln zunéchst einen Formalismus zur Untersuchung linearer Differentialglei-
chungen, den wir dann weiter unten auf nichtlineare Differentialgleichungen verallgemei-
nern.

Lineare Feldgleichungen Gegeben sei ein endlichdimensionaler Raum V' C ®py, den
wir daraufhin untersuchen wollen, ob dort lineare Differentialgleichungen erfiillt sind. Ist
D € ®y, ein Differentialoperator hochstens k-ter Ordnung, dann wére eine solche Gleichung
etwa gegeben durch

D¢ =0 mit einem ¢ € V. (6.4.1)
Wir formalisieren dies etwas allgemeiner und betrachten dazu folgende Abbildung:

Vk- . @k X V — @7/ ,
(D, &) — Do (6.4.2)

!/

(7 ist geeignet zu wihlen.) Die Abbildung ist bilinear und 148t sich daher eindeutig zu
einer linearen Abbildung

VE: D0V — by (6.4.3)

fortsetzen. Der Kern dieser linearen Abbildung kann nun als ,,Raum der Feldgleichungen*
verstanden werden: Fiir ein Element ) i ¢;D; ® ¢; des Tensorprodukts hat man gerade

Z Cij (029 ¢j € Kern V? = Z Cij¢j =0. (644)
J J

Auf diese Art konnen wir unter anderem Gleichungen der folgenden Typs darstellen:
o Triviale® Gleichungen wie n*D,¢ = j*;
o Kontinuitdtsgleichungen der Art D, j* = 0;

e lineare Feldgleichungen im eigentlichen Sinne,
wie etwa die Klein-Gordon-Gleichung  (n** D, D, + m?)¢ = 0.

Hierbei gibt es in unserem Formalismus zumindest a priori keine Moglichkeit, zwischen
eigentlichen , Feldgleichungen“ und anderen Differentialgleichungen zu unterscheiden, et-
wa im Sinne des Zeitschichtaxioms. Heuristisch kann man die Losbarkeit des , klassischen*
Cauchy-Problems als Kriterium heranziehen; eine Konstruktion von Lésungen solcher Glei-
chungen zwischen Punktfeldern behandeln wir hier allerdings nicht.
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Der ,Raum der Feldgleichungen“ Kern V' triigt trivialerweise eine lineare Struktur. Auf
ihm wirken aber auch Symmetrietransformationen: Ist a(A) Darsteller einer Lorentztrans-
formation, dann operiert «(A) nicht nur auf V', sondern in der in (f.4.20) beschriebenen
Weise auch auf ®y. Folglich ist durch

a(A)(D ® ¢) = (a(A)D) @ (c(A)g) (6.4.5)

eine Darstellung auf ©; ® V' erklédrt, wenn wir annehmen, daf§ V' unter a(A) stabil bleibt
(etwa V = ®5). Da wir ({£.4.21)) nun auch schreiben kénnen als

V2 (a(A)(D @ 6)) = a(MVE(D ® ), (6.46)
gilt dann
Kern VY = a(A) Kern V. (6.4.7)

Wir erhalten durch unsere Konstruktion also stets einen Lorentz-kovarianten Satz von
Gleichungen. Entsprechendes kann man fiir andere Symmetrietransformationen etablieren,
wenn sie in geeigneter Weise auf die Differentialoperatoren wirken. (Insbesondere gilt das
fiir innere Symmetrien, die mit den Translationen vertauschen.)

Nichtlineare Feldgleichungen Mit Hilfe des Normalprodukts kann man die oben be-
handelten linearen Feldgleichungen zu nichtlinearen verallgemeinern. Wir gehen dazu wie-
der aus von einem endlichdimensionalen Teilraum V' C ®py. Grob gesagt bilden wir nicht-
lineare Gleichungen fiir Elemente von V', indem wir zunéchst Normalprodukte dieser Ele-
mente berechnen und zwischen diesen dann lineare Gleichungen betrachten.

Zunéchst geht es also um die Bildung des Raums ,,aller Normalprodukte® in V. Fiir
m € N setzen wir dazu

N,V = Span {N[II] | IT € V=™ } . (6.4.8)

Nach Satz p.3 folgt aus V' C ®5 (7 geeignet) auch N,V C ®5 mit gewissem 7'; also ist
N,V endlichdimensional.

Die lokalen Algebren 4(r) = 2((r)” enthalten alle den Einsoperator; nach der Definition
(B-4.1)) gilt dann auch stets 1 € ®py. Wir nehmen im folgenden an, daf§ auch V' den
Einsoperator enthilt, bzw. nehmen in gegebenenfalls hinzu. Fiir IT € V™ gilt offenbar

(z) = (I® 1)(2), (6.4.9)

also folgt N,,V C N,,.1V; es reicht also, die Raume N,V | fiir grofle m*“ zu betrachten.
Aus (6.2.17) entnehmen wir

Njg|=Cp VoV = NV=V = VCN,V VmeN; (6.4.10)

der Raum V' wird durch das Bilden von Normalprodukten hochstens gréfier.
Wir schliefen auch mehrfache Normalprodukte in unsere Uberlegungen mit ein und
betrachten fiir [ € N

NEV =N (N (- (N, V)---) (I Faktoren) . (6.4.11)
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Das ist wieder ein endlichdimensionaler Teilraum von ®py. Wir konnen also den oben
entwickelten Formalismus zur Bestimmung linearer Gleichungen auf N! V' anwenden. Die
gesuchten Gleichungen finden wir als Kern der linearen Abbildung

Ve D, ®@ (NLV) — @ (7 geeignet). (6.4.12)
Auf diese Weise 1483t sich z.B. die Feldgleichung
(" D,D, +m?*) ¢ = X\ ™ (6.4.13)

darstellen, wobei :¢? : ein gewisses Element in N[¢p ® ¢ ® ¢] ist.
Durch Variation von k, [, m konnen wir den ,,Feldgleichungsinhalt“ der Theorie bestim-
men; bezeichnen wir den Kern der Abbildung (6.4.12) als Fj,,,, dann gilt offenbar

Frp C Frpn fiir &' > /C, U > l, m’ > m. (6414)

Auf Fy,, wirkt wie im Fall der linearen Gleichungen eine Darstellung der Lorentzgruppe
(vel. (6.4.3)); ist V unter «(A) stabil, dann sind es wegen (.2.29) auch die Normalprodukt-

rdume, und wir erhalten

auch die nichtlinearen Feldgleichungen verhalten sich also kovariant unter £.

Es stellt sich nun die Frage, ob das Verfahren allgemein genug ist, um tatséchlich al-
le vorhandenen Feldgleichungen zwischen Elementen von V' zu beschreiben, ober ob man
z.B. durch mehrfach iteriertes Normalprodukt-Bilden und Differenzieren nicht weitere Glei-
chungen erhélt. Formaler lautet die Frage, ob man durch Betrachtung des Raums

VONL vV (6.4.16)

und Anwendung des oben beschriebenen Schemas auf diesem Raum statt V' neue Feld-
gleichungen erhilt, die bisher nicht sichtbar waren. Tatséchlich ist das nicht der Fall: Als
Konsequenz aus Lowenstein’s rule werden wir weiter unten zeigen, dafl

VONLV C N D,V (6.4.17)
Dies bedeutet offenbar, daf3

Kern (VE[NL, VENL V) € Kern (VE[NL D.V), (6.4.18)

max{m,m’}

d.h. man erhélt mindestens dieselben Gleichungen, indem man die Parameter k, [, m geeig-
net dndert und D,V statt V' betrachtet. Die Verwendung von ®,V statt V' entspricht der
Bildung von Gleichungen zwischen Elementen von V' mit zusétzlichen linearen Relationen
der Form

Dv—v'=0, veV,De®D,. (6.4.19)

Wir beweisen nun die Relation (.4.17).
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Lemma 6.7. Fir k,l,m € N und endlichdimensionale Teilrdume V C ®py gilt
VONLV C N D,V

Beweis. Wir zeigen zunéchst fiir beliebige endlichdimensionale Réaume W C ®py, dafl
DN, W C N, D, W. (6.4.20)

Das ergibt sich so: Fiir D € ©; hat man

DN,,W = D Span {N[II] | Il € W®™}
= Span { DN[II] | IT € W*™} = Span {N[DII] | I € W*™} (6.4.21)

nach Lowenstein’s rule (Satz 6.6). Durch Anwendung der Produktregel erhélt man DII €
(D W)™, daher gilt

DN,,,W C Span {N[M] | I € (DxW)®™} = N, (DeW), (6.4.22)
womit (b.4.20) gezeigt ist.
Zum Beweis der Aussage des Lemmas betrachten wir ein allgemeines Element von

VENL V; es hat die Form

> ¢;D;¢; mitc; € C, Dj € Dy, ¢; €N,V (6.4.23)

J

Aus Linearitatsgriinden reicht es offenbar zu zeigen, dafl
Dj¢; € NL DV (6.4.24)
Das folgt aber durch wiederholte Anwendung von (5.4.20):
D,NLV € N, D,N-'W < ... ¢ NLD,V, (6.4.25)

wie behauptet. O
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Kapitel 7

Freie Feldtheorie

Wir wollen nun die betrachteten Strukturen in konkreten Modellen anwenden und insbeson-
dere das asymptotische Phasenraumkriterium explizit etablieren. Als Beispiel behandeln
wir die freie Feldtheorie, also Modelle mit wechselwirkungsfreien Teilchen.

Die freie Feldtheorie wurde aufgrund ihrer vergleichsweise einfachen mathematischen
Struktur h#ufig als Testfall fiir Phasenraumkriterien herangezogen, siehe etwa [BWSH,
BJIR7, BPYU]; wir adaptieren teilweise die dort entwickelten Methoden. Auch Haag und
Ojima [HOY96] verwenden ein solches Modell, um ihre Vermutungen iiber Zustandskeime
plausibel zu machen. Thre Rechnungen sind jedoch sehr heuristisch; wir priasentieren hier
in gewisser Weise eine Prézisierung der Vorstellungen dieser Autoren. Die vorgestellten Er-
gebnisse wurden in vergleichbarer Form zuerst in [Bos98] erzielt; die Rechnungen in diesem
Kapitel sind groitenteils von dort {ibernommen.

Nachdem zunéchst der Formalismus der freien Feldtheorie in unserem (dem algebrai-
schen) Rahmen kurz wiederholt wird, wenden wir uns der Untersuchung des reellen ska-
laren freien Feldes zu. Wir etablieren zunéchst das asymptotische Phasenraumkriterium.
Es zeigt sich, dal das Kriterium im Fall von mindestens 3 + 1 Dimensionen erfiillt ist;
in niedrigeren Raum-Zeit-Dimensionen ergeben sich hingegen technische Schwierigkeiten
(Infrarotdivergenzen).

Wir bestimmen dann die Rdume ®5 explizit, indem wir ihre Dimension nach un-
ten abschitzen. Auf diese Weise 1é8t sich der Fredenhagen-Hertel-Feldinhalt der Theorie
vollstdndig berechnen. Er stimmt mit den bekannten Feldgréfien der Wightman-Theorie
(Quantenfeld, Ableitungen, Wick-Produkte) iiberein, was in einem gesonderten Abschnitt
exemplarisch gezeigt wird.

Weiter erlautern wir anhand eines einfachen Beispiels die explizite Berechnung der
raumartigen Operatorproduktentwicklung und des Normalproduktraums.

Die Analyse wird nur fiir den Fall eines reellen skalaren Feldes vollstéindig durchgefiihrt.
Allerdings lassen sich die Ergebnisse auf gewisse Eigenschaften der Theorie im Einteilchen-
raum zuriickfithren, so daf eine Erweiterung auf allgemeinere freie Modelle einfach moglich
ist — siehe dazu auch die Diskussion in Kapitel B.
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7.1 Modelle freier Felder

Wir geben zunichst einen kurzen Uberblick iiber die Formulierung der freien Feldtheorie,
genauer der Theorie freier Bosonen, im algebraischen Rahmen. Wir nennen dabei nur die
Definitionen und Resultate; eine ausfiihrlichere Darstellung der Konstruktion findet man
in [BW92, Kapitel 8.3].

===

7.1.1 Einteilchenraum

Die Konstruktion beginnt mit dem FEinteilchenraum IC, einem separablen Hilbertraum mit
Skalarprodukt (-|-), dessen Elemente man als Wellenfunktionen eines Teilchens (,,im Im-
pulsraum*) deutet. Auf K hat man eine unitire Darstellung Uy (x, A) der Poincaré-Gruppe
P, welche die Spektrumsbedingung erfiillt. Der selbstadjungierte Generator w der Zeit-
translation kann als Energieoperator interpretiert werden; wir bezeichnen seinen Spektral-
projektor auf das Intervall [0, E] mit Q(E).

Weiterhin ist auf K eine antiunitére Involution J gegeben, d.h. ein antilinearer Operator
mit J? = 1, (Jf|Jg) = (g|f). Wir nehmen an, dafl J mit w kommutiert. Jedes f € K besitzt
eine eindeutige Zerlegung in J-invariante Funktionen der Form

f=rt+if o =17 (7.1.1)
dabei ist explizit
1 _ 1
ft= 5(1+J)f, = Z(l—J) f (7.1.2)

Speziell betrachten wir im folgenden die Theorie eines reellen skalaren freien Teilchens

der Masse m > 0 in s rdumlichen Dimensionen. Hier ist der Einteilchenraum gegeben als

K = L*(R*, d°p) (7.1.3)
mit dem iiblichen Skalarprodukt. Die Zeittranslation wird generiert durch

w=+/p?+m? (als Multiplikationsoperator); (7.1.4)

die Generatoren fiir rdumliche Translationen sind die Multiplikationsoperatoren mit den
Koordinaten p;. Fiir die Definition der Darsteller von Lorentztransformationen sei auf
[SW64, sect. 1-4.] verwiesen; wir werden sie nicht explizit benétigen.

Vom ,, Impulsraum® L?*(R®, d*p) kann man durch Fouriertransformation zum ,Orts-
raum*“ L?(R®, d*x) iibergehen (zu Vorzeichenkonventionen siehe Seite R0T); die Transfor-
mation ist unitir, so dal man jedes f € K und jeden linearen Operator auf K wahlweise
in einem der beiden Ridume betrachten kann. Um die Notation nicht zu tiberfrachten, wer-
den die beiden Darstellungen im folgenden nicht streng unterschieden, sondern wir deuten
lediglich iiber das Funktionsargument & bzw. p’ an, ob wir uns im Orts- oder Impulsraum
befinden.

Die Involution J kann nun durch komplexe Konjugation im Ortsraum definiert werden:

JN@) = 1(Z) < (JNHE) = f(=D). (7.1.5)
J hat also die Bedeutung, die Aufspaltung der Wellenfunktionen in Real- und Imaginérteil
zu beschreiben respektive (im allgemeinen Fall) diesen Begriff auf beliebige Einteilchen-
rdume zu erweitern.



7.1 Modelle freier Felder 145

7.1.2 Fockraum

Die Beschreibung von Mehrteilchenzustéinden geschieht mit Hilfe symmetrisierter Tensor-
produkte von K, der sogenannten n-Teilchen-Rdume

H, =Symm ®" K (ne€N). (7.1.6)

AuBerdem setzen wir Hy := C - Q als eindimensionalen ,,0-Teilchen-Raum*; physikalisch
reprasentiert 2 das Vakuum. Aus den H,, bildet man nun den Fockraum H.:

H = @Hn mit Skalarprodukt (-|-). (7.1.7)
n=0

Mehr von technischer Bedeutung ist der Raum der Vektoren endlicher Teilchenzahl, der
aus endlichen Linearkombinationen von Produktvektoren besteht:

N
HY = Span{ @Symm (fu® - ® fan) | N €Ny, fi5 € ’C}- (7.1.8)
n=0

Er ist dicht in H.

Die Darstellung Ux(x,A) von P auf K bestimmt durch ,zweite Quantisierung® eine
Darstellung U(z, A) auf H. Die Generatoren der Translationen schreiben wir wie zuvor als
P, (1 =0...5); speziell fiir die Zeittranslation ist das der Hamiltonoperator H = Fy. Seine
Spektralprojektoren auf [0, E] notieren wir wie gehabt als P(E).

Zu f € K hat man die iiblichen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a*(f) und
a(f), die linear bzw. antilinear in f sind und kanonische Vertauschungsrelationen erfiillen:

[a(f),a*(9)] = {flg)1; [a*(f),a*(9)] = 0 =[a(f),alg)]  (f,g€K). (7.1.9)

Sie sind unbeschrinkt, aber zumindest auf H° definiert. Durch Anwendung der Erzeu-
gungsoperatoren a*(-) auf 2 kann man ganz H° (und nach Abschluf} auch H) erhalten,
und zwar mit Hilfe folgender Relation:

a*(fi). .. a*(f)2=Vnl Symm(fi @ - ® f); fi,.... fa €K (7.1.10)

Der offenbar symmetrische Operator a(f) + a*(f) ist nach geeigneter Erweiterung des
Definitionsbereiches selbstadjungiert [RS75, Theorem X.41]; man kann daher die unitéren
Operatoren

W(f) = e () (7.1.11)

betrachten. Sie werden als Weyl-Operatoren bezeichnet; wir listen hier einige ihrer Eigen-
schaften auf:

W(f)W(g) = W(f+g)etm<slr>; (7.1.12)

W(f) = eia™ () gialf) e=allfI1, ( )

lalg), W(F)] = ilgl Y W(F) . [a*(g9), W(S)] = —i{flg) W(f); (7.1.14)
QW (f)Q) = e 2lM1F, (7.1.15)



146 Kapitel 7. Freie Feldtheorie

7.1.3 Lokale Algebren

Die Definition der lokalen Algebren 24(O) erfolgt so: Zu jeder offenen Menge O C M
sind zwei abgeschlossene Unterrdume £(0) C K gegeben. Sie sind unter J invariant,
also JL*(O) C L*(O); bezeichnet PF(O) den Projektor auf £*(0O), dann impliziert das
[J, P=(O)] = 0. Die Riaume £*(0O) hiingen mit den Anfangswerten des Cauchyproblems
fiir die zugrundeliegende Feldgleichung zusammen (néheres siehe Abschnitt [(.4). Man be-
trachtet jetzt folgenden reell-linearen Unterraum von KC:

LO) = (14+) LT(O) + (1—J) L~ (O). (7.1.16)

Fiir f € £(0O) ist in der Zerlegung (7-1.1) dann f* € £*(0).
Die lokale Algebra fiir O wird nun von allen zu £(O) gehérenden Weyloperatoren
erzeugt, enthélt also deren Linearkombinationen und schwache Limespunkte:

A0) = {W(f)| f € L(O)}". (7.1.17)

Erfiillen die £(O) Isotonie-, Kovarianz- und Lokalitédtsbedingungen, wobei die Lokalitét
formuliert wird durch

(filfe) = (fo|f1) fiir raumartig getrennte Oy, O2 und f; € L(O;), (7.1.18)

dann bilden die A(O) ein lokales Netz, das die Axiome aus Abschnitt [.3.1 erfiillt. Die

Darstellung der Poincaré-Gruppe ‘B ist dabei per Definition unitidr implementiert:
alz,N):=U(z,A) - U(z,\)". (7.1.19)

Fiir das reelle skalare Feld werden die Raume £* wie folgt definiert: Fiir offene Standard-
Doppelkegel O, vom Radius  mit Mittelpunkt 0 (wie in ([.3.7) definiert) setzt man

L0, == w2 De(r). (7.1.20)

Dabei bezeichnet D¢(r) die Menge der komplexwertigen Schwartzfunktionen auf R®, deren
Triger im Ortsraum innerhalb der Kugel |Z] < r liegt. Damit sind die £(O) fiir eine
Nullumgebungsbasis erklart; durch Anwendung der Translationen Uy (x) erhélt man sie fiir
Umgebungsbasen beliebiger z, fiir allgemeines O dann per Additivitit. Fiir unsere Analyse
geniigt es, Doppelkegel O, zu betrachten; wir schreiben daher auch kurz £*(0,) = £*(r)
und PF(0,) = PE(r).

7.2 Nachweis des Phasenraumkriteriums

Unser Ziel ist es, das in Definition B.I formulierte asymptotische Phasenraumkriterium
mit polynomialen Energieschranken im beschriebenen Modell explizit nachzupriifen. Wir

haben also zu jedem %7 > 0 eine Abbildung ¢ € Eéj von asymptotisch endlichem Rang
anzugeben, so dafl

Y(E—) > 7. (7.2.1)
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Wir betrachten dazu zunéchst =g, bei festem £ und r und leiten eine Entwicklung dieser
Abbildung in Rang-1-Terme her, also eine Reihendarstellung

Epe =Y 0j0;. (7.2.2)
J

Das Verhalten im Limes kleiner Wirkungen (Er — 0) wird dann spéter diskutiert.

Im Zusammenhang mit der von ihnen untersuchten Nuklearitédtsbedingung hatten schon
Buchholz und Porrmann [BPY0] eine Entwicklung von Zg, nach Rang-1-Operatoren an-
gegeben. [] In dieser Arbeit lag das Augenmerk aber hauptsichlich auf einer Abschiitzung
der p-Normen von Zg,; die einzelnen Terme der Reihenentwicklung waren ohne Belang.
Buchholz [BucYs] gelang es spéter, die dort verwendeten Konzepte so zu erweitern, da8
auch die Normen der einzelnen Approximationsterme ¢;0; und ihr Verhalten mit £ und r
kontrolliert werden konnten.

Fiir unsere Zwecke weist der Ansatz dieser Autoren aber einen entscheidenden Mangel
auf: Die von ihnen berechneten o; und ¢; héngen in subtiler und kaum zu kontrollierender
Weise von E und r ab. Wir mochten jedoch letztlich eine Entwicklung der Form ([.2.2)
mit F- und r-unabhéngigen Termen erhalten, d.h. eine Reihenentwicklung im Sinne bili-
nearer Abbildungen auf ¥ x 2 — diese Form hatte sich in Kapitel | als essentiell fiir die
Konstruktion von Punktfeldern erwiesen. Das Verfahren aus [BP90] mufl daher in unserem
Sinne modifiziert werden.

Gleichzeitig beseitigen wir einen weiteren Nachteil des genannten Konzepts: Die An-
zahl der Approximationsterme (fiir Approximation bis zu einer gegebenen Genauigkeit)
ist in [BPA0] nicht minimal gewé&hlt — dies ist dort auch nicht relevant, fithrte aber zu
einer Diskrepanz zwischen den von Buchholz [Buc95] einerseits und Haag/Ojima [HOY6]
andererseits berechneten ,Dimensionen der Halme®. Die hier hergeleitete Entwicklung be-
steht hingegen im beschriebenen Sinn aus minimal vielen Termen, d.h. die lineare Hiille
der berechneten ¢; stimmt tatsichlich mit dem Feldinhalt iiberein. Wir werden dies in
Abschnitt [[-3 noch préziser betrachten.

7.2.1 Vorgehensweise

Um das Phasenraumkriterium aus Definition B.1] zu etablieren, haben wir die bilineare Ab-

bildung = durch eine Abbildung v von asymptotisch endlichem Rang so zu approximieren,
daf3

limO w7 sup |2 —¢|lg,=0 Ve>0. (7.2.3)

Er<w

Wir werden uns dazu, wie erwdhnt, zunichst auf festes E und r beschrinken und die
Abbildung =g, approximieren; genauer erweist es sich als giinstig, die Rechtsadjungierte
zu betrachten, die wir hier in der Form

Erp. Alr) — D(E)* = P(E)B(H)P(E), (7.2.4)
A P(E)AP(E) (7.2.5)

! In [BPY0] wurde allerdings eine Energiedimpfung mit e A statt P(F) verwendet.
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schreiben. Wir werden fiir diese Abbildung zwei Reihenentwicklungen nach Rang-1-
Operatoren angeben, und zwar in der Form

Erp() =) 0i()d;; o0 €Y, ¢; € P(E)B(H)P(E). (7.2.6)

Eine davon besteht aus skalenunabhéngigen Termen und 148t sich spéter zu einer Entwick-
lung von = fortsetzen, die andere benétigt man nur aus technischen Griinden wegen ihrer
guten Konvergenzeigenschaften.

Beide Entwicklungen werden zunéchst durch explizite Zerlegung von Zg g, (W (f)) mit
lokalisiertem f hergeleitet (Abschnitt [(.2.4); diese Aufgabe la8it sich auf Annahmen iiber die
Eigenschaften der Theorie im Einteilchenraum zuriickfithren (Abschnitt [(.2.2 und [7.2.3),
die wir im Fall des reellen skalaren Feldes explizit nachweisen. Dann diskutieren wir, in-
wiefern sich die berechnete Zerlegung linear und stetig auf ganz A(r) fortsetzen 1afit (Ab-
schnitt [7.2.5).

Zuerst aber befassen wir uns mit dem Problem im Einteilchenraum. Im folgenden be-
zeichne f* eine Funktion aus £*(r), und es sei k € Q(E)K. Wir interessieren uns fiir
Reihenentwicklungen des Skalarprodukts (f*|k) und werden, wie angekiindigt, zwei ver-
schiedene solche angeben.

7.2.2 Entwicklung nach skalenunabhéngigen Funktionen

Zuerst leiten wir eine Reihendarstellung fiir das besagte Skalarprodukt her, indem wir
Projektoren auf explizit bekannte Funktionen im Einteilchenraum , einschieben®.

Dazu fixieren wir eine reellwertige Testfunktion y(x) auf R mit x(z) = 1 fir |z < 1,
x(x) =0 fur |z| > 2; weiter setzen wir

X (%) = x (@) , also x € S(R?); x,.(7) =1 fiir 7] <. (7.2.7)

AuBlerdem bezeichnen wir mit yg(p) die charakteristische Funktion

1 firw(p) < E,

0 sonst.

Xe(p) == { (7.2.8)

Sei zundichst k € D(w™2) und auferdem glatt. Weiterhin sei f* € wF2D¢(r). (Damit
werden sowohl f als auch k aus dichten Mengen der interessierenden Réume gewéhlt.) Wir
kénnen dann schreiben:

(FHk) = (w2 fHlwFak) = / (W2 f5)(7) - T k(@) d°x
|Z]<r
(ij%k hat im Impulsraum kompakten Tréger, die Fouriertransformierte ist also holomorph.)
- / (@ F5)(@) 2 (D). (7.2.9)

\#<r
NG

1 0% 1,

- Z aﬁx“uﬁ%k

KEMS

=0

J/

-

1
(w2 fEerx)
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r lauft tiber alle s-stelligen Multiindizes — siehe dazu Anhang [[-2-A]. Die auftretende Ab-
leitung 1a8t sich auch als Skalarprodukt ausdriicken:

{Zcﬁﬁ k:v:O QW)S;;;F» /ij;/{:(ﬁ) P }
w<FE
_s 1 - \NK s il
= (2m) 2 /w¥2k(ﬁ) (ip) dp:<<2 )S/Qp XE’W;QM (7.2.10)
w<FE

Man sieht nun, dafl sowohl x"y, wie auch p"yg im Definitionsbereich von wtz liegen, falls
s > 2 oder m > 0: Fiir p"x g ist das unmittelbar klar, und da z"y, eine Testfunktion ist, ist
ihre Fouriertransformierte ebenfalls glatt und fillt rasch ab. Damit erhilt man insgesamt:f

|~

<fi!k>—Z<fﬂf *2 xr><Z7ﬂw$%p“XE|k>—Z<fi|hf><g§\k>. (7.2.11)

CIRSANCTPSEE -
—pE ~
= =gn

Die Funktionen g= und hZ sind von E bzw. r abhingig definiert (im Widerspruch zum
Titel des Abschnitts); sind aber £, E” > E, dann gilt

Q(E)g=*) = Q(B)gt ™", (7.2.12)

K

in diesem Sinne kénnen wir sagen, daff die Definition der g= mit den Q(FE) vertriiglich
ist, oder wir kénnen in Ausdriicken der Form Q(E)g= die g= als E-unabhiingige Gréfien
betrachten. Analoges gilt fiir die b hinsichtlich der PZ(r).

Wir werden nun noch die Normen der Vektoren g und hf, insbesondere deren Verhal-
ten hinsichtlich £ und r, abschétzen. Allgemein hat man fir § > —1 (und s > 2):

||wﬁp/iXE||2 — / w?ﬂp2ndsp S / p2n (]5»2 + m2),3 dsp
w<E IpI<E

B
(Skalierung) s+26+2|x] / % (_,2 (m)Q) <
k) (™)
p p p

E
[pl<1 =<1
< B4Rl const. etwa fiir E > m.  (7.2.13)

Die Konstante héngt zwar von (3, nicht aber von x ab. Mit der Definition

1
9% (k) == S;F + || (7.2.14)

erhalten wir also

lgZll < B9 e, sowie  |lwEigE| < ET7E ., (7.2.15)

g

2 Die in (.2.11)) scheinbar willkiirlich eingeschobenen Faktoren /2 dienen zur Normierung der in
Abschnitt [472 rekonstruierten Punktfelder.
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mit einer Konstanten c,.
Die Normen der Funktionen h lassen sich so abschétzen:

/w”xr(f)e_iﬁdsm

(Slelrne) (9r)oF 14200l (97r) / a*p i+ 2mr)? | / 2"y 2le S \

2

+1
lotbaml = [ y/Frme ™ o)

(2r)sFL+2Ixl (z" X1’\/p +(2mr)? ‘x X1> (7.2.16)

Im zuletzt stehenden Erwartungswert ist zwar das Verhalten mit r sehr einfach, das mit

k jedoch weitaus schwieriger zu kontrollieren. Wir betrachten zunéchst den Fall ,,—*. Hier
gilt
P2+ (2mr)? < ! (7.2.17)
B

Den genannten Erwartungswert berechnen wir nun durch Aufspalten des Integrationsbe-
reiches in |p] <1 und |p] > 1:

K 1 K
(a X%\ﬁ\x X%>

1 |2 1

= (2m)° / dsp—‘/x”)@ Z) e Prdx| + / ’p —
(27) Al ad 7
—~—

Ip1<1 [F1>1

—s S 1 K v S
< (2m) / dpﬁ< / %[ [x1 (D) d°x > + ||z" X1H2 < const. (7.2.18)
|Z]<1

[p1<1

7

<1

Hier wurde s > 2 verwendet. Im Fall |+ hat man fiir 2mr < 1:
P2+ (2mr)2 <%+ 2mr)? +1 < p? +2 (7.2.19)
und damit
(2"x1[V/P2+(2mr)? |z X1 )

2
< <91;"‘X%‘ — A ‘:L"{X%> + 2“3:”)(% 17 < / <grad JUHX%) d’x + const.

|Z]<1
5 2
< / Z(ZX 2|7]) - | | " 4kt Xl( )) d°x + const.
|Z]<1 =S <co‘;st’ <const.”

(k' ist gegeniiber k an der i-ten Stelle um 1 vermindert.)

< const.” - Z K7+ const.”” (7.2.20)

%
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Beriicksichtigt man nun, da§ >~ x? < const. - Vk!, dann wird mit einer Konstanten ¢,

(gr)ﬂi(n)

VE!

Wir kommen jetzt noch einmal auf die Reihenentwicklung ([7.2.11) zuriick. Nach obigen
Abschétzungen gilt fiir s > 2, Er <1 und F > 2m:

1A < < Cp. (7.2.21)

+ sZL (QET)M . ! "
Z |\ A -(2Er)= - const. < 11 Z:O o const.” < const.
(7.2.22)
denn die Potenzreihe
F(z) = ;; T (7.2.23)

konvergiert fiir alle z € C nach dem Quotientenkriterium. Damit kann die Entwicklung
(F2:11) aber auf alle f£ € £*(r) und alle k € Q(E)K ausgedehnt werden (bisher waren
die Funktionen nur aus dichten Teilmengen gew#hlt). Wir kénnen im Sinne von Normkon-
vergenz behaupten:

= QB )P (1) (7.2.24)

Tatséchlich benotigen wir fiir das folgende nur schwache Konvergenz.

Wir numerieren die g* und A* nun mit natiirlichen Zahlen j statt Multiindizes, und
zwar derart, daB das aus ([.2.14) resultierende 9= (j) monoton mit j wiichst. Fiir spétere
Anwendungen betrachten wir noch einmal die Summe der Normen dieser Vektoren, wobei
wir jetzt die Terme zu niedrigem j fortlassen; mit analogen Argumentationen wie in ([7.2.22)
erhalten wir fiir n € N:

S IRE | Erw2gE || < (2Br)"" ™ - const. (7.2.25)

DaB wir hier die Ezw ™2 g; statt der g;° verwenden, macht wegen (7:2.15) keinen Unter-
schied.

Wir formulieren nun fiir den allgemeinen Fall als Forderung, was wir fiir das reelle
skalare Feld in s > 2 Raumdimensionen gezeigt haben:

Eigenschaft 7.1. Zur < ro, E > Ey, Er < 1 gibt es Vektoren g; ,hj.E e K (j € N),
vertrdglich] mit den Q(E) bzw. Px(r), so daf

Q(E ZQ ) lg; ) (k5| Pz (r)

3 Fiir eine genauere Formulierung dieser Elgenschaft siehe () und die zugehorige Diskussion.
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. , . . . . i . _1

im Sinne schwacher Konvergenz. Die Funktionen gji liegen im Definitionsbereich von w™2;
die h;c sind invariant unter J. Weiter existieren zwei monoton wachsende Funktionen
¥ N — RT mit 9%(n) — oo (n — 00), so daf

S IES QB SgF | | PEIRT] < (cBr)™ ™ - const. V€ N,
j=n

Dabei sind Ey,ro und c positive Konstanten.

Aus dieser Eigenschaft folgt offenbar auch im allgemeinen Fall
|EZP(E)w™2gE| - [|PE(r)hE| < (cBr)™ 9. const. (7.2.26)

— fiir das reelle skalare Feld war das bereits klar. Insbesondere sind die ||F2 P(E)w™2 gji||
fiir E — oo polynomial beschrankt.

7.2.3 Entwicklung nach skalenabhingigen Funktionen

Die oben beschriebene Entwicklung verwendet explizit bekannte Funktionen g;E und h;-t.
Diese sind jedoch nicht orthogonal zueinander; das stellt sich bei der Analyse der W ( f) als
hinderlich heraus, wenn man Anteile fiir hohe Teilchenzahlen abschéitzen will. Wir benoti-
gen daher eine weitere Entwicklung im Einteilchenraum nach einem Orthonormalsystem;
dies lehnt sich an die in [BP90] verwendete Methode an. Wir betrachten dazu folgende
Operatoren:

T*(E,r) == w 2Q(E)P(r). (7.2.27)
Die von ihnen geforderte Eigenschaft formulieren wir gleich allgemein:

Eigenschaft 7.2. Die Operatoren T*(E,r) = w_%Q(E)Pf(T) sind in der Spurklasse, und
fiir ihre Spurnormen gilt mit einem o > 0:

IT*(E,r)|s < E"2(Er)* - const. firr <ro, E > FEo, Er < 1.

Der Nachweis dieser Eigenschaft fiir das reelle skalare Feld wird in Anhang [[-2.Q gefiihrt;
sie 1aBt sich in s > 3 Raumdimensionen etablieren.

Wir schreiben nun |T%#| = (T#*T#)z und bezeichnen die kleinste obere Schrankef] von
|T*| und |7~| mit 7. Dann ist 7" nach Lemma [{.15 in Anhang ebenfalls in der
Spurklasse, und die Spurnorm erfiillt Schranken vom in Eigenschaft [[-2 genannten Typ.
Die der Grofle nach geordneten Eigenwerte von 7' seien t;,7 € N, und die zugehdrigen
Eigenvektoren benennen wir mit e;. Die Involution J vertauscht mit w und Pf, also auch
mit den 7 und ihren Adjungierten, damit auch mit |7*| und nach Korollar schliefSlich
mit 7". Wir koénnen also Je; = e; annehmen. Die e; bilden eine Orthonormalbasis von K;
daher kann man das interessierende Skalarprodukt zwischen f* € £L£(r) und k € Q(E)K
so entwickeln:

(FEI) = (PE(r) fFE|Q(E)w 2w k) = (fE|THwik)
= D (el T wik) = 3 {fFles) (wiT e k). (7:2.28)

J

4 Siehe dazu Anhang .
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(Man beachte, da8 das Bild von T nach Definition (7.2.27) immer im Definitionsbereich
von w? liegt.) Im Sinne schwacher Konvergenz gilt also

QUE)PE(r) = D Q(B) [wiTe;)(es| PE(r) (7.2:29)

Wir wissen dabei, dafl
1 Te;]1? = (e;] [T*|%e;) < (e|T?e;) = 7 < E'- (BEr)* - const. (7.2.30)

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafi mit den 7=(E, r) auch T und die e; explizit
von F und r abhéngen.

7.2.4 Aufspaltung der Weyloperatoren

Wir iibertragen die bewiesenen bzw. vorausgesetzten Eigenschaften der Theorie im Einteil-
chenraum jetzt auf den Fockraum, indem wir eine Reihenentwicklung fiir Weyloperatoren
W (f) herleiten.

Sei dazu f € L(r). Wir zerlegen f wie in ([[.I.1)) in , Real- und Imaginérteil“, d.h. wir
schreiben f = f* +if~ mit J-invarianten Vektoren f* € £*(r). Der Weyloperator W (f)
kann dann wie folgt als Exponentialreihe dargestellt werden:

W(f) = e 3 gin” (D gialh) — o= ISP gia" (1) g=a" (1) gia( ) oS )

1 ) Z'm++n++2m* N N N N
=20y e U ) el el ) (T231)

m* nTeNg

Die Gleichungen sind dabei im Sinne quadratischer Formen auf H° x H° zu verstehen. Um
unsere Kenntnisse iiber die Theorie im Einteilchenraum einbringen zu kénnen, miissen wir
die vorkommenden Polynome von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in Operatoren
zwischen den n-Teilchen-Réumen zerlegen.[] Der Ubersichtlichkeit halber beginnen wir mit
den einfachsten Monomen:

Lemma 7.3. Im Sinne von Operatoren von H° nach H° gilt

() =3Vt symm(|/5) @ 1,),  a(f*) = S Vit Symm((f* @1,,).

(Dabei ist 1,, der Einsoperator auf H,; die Operatoren unter der Symmetrisierung sind
durch 0 auf das orthogonale Komplement von H,, bzw. H,41 fortgesetzt.)

Beweis. Zunéchst sieht man unmittelbar, dafl die formal unendlichen Summen {iber w
nach Anwendung auf einen Vektor aus H° endlich werden und wieder einen Vektor aus

5 Das dazu verwendete Konzept ist ein Spezialfall einer allgemeinen Entwicklungsformel fiir beschrinkte
Operatoren auf dem Fockraum [ATaG3, section 6]. Wir bendtigen den allgemeinen Formalismus hier jedoch
nicht.
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HO liefern. Aus Griinden der Linearitéit reicht es, die Relationen auf Vektoren der Form
Symm(b; ® - -+ ® by) € Hy, nachzupriifen. Dort hat man

Z Vw41 Symm(\fﬂ ® 1w> Symm(b @ - - - ® by,)
w=0

= VE+1 Symm(fF @b ®@--- @ by) €L a*(fF) Symm(b, ® - -- @ by). (7.2.32)
Damit ist die Relation fiir Erzeuger gezeigt; diejenige fiir Vernichter folgt analog. O

In héheren Monomen a*(f) a*(f~)™ a(f*)" a(f~)" kénnen wir nun jeden Faktor
nach Lemma [7-3 entwickeln; die auftretenden Mehrfachsummen reduzieren sich dabei sofort
auf eine einzelne Summation, denn es ist

symm<\f+> ® 1w) : symm(\f+> ® 1w,) = Syt symm(|f+>®2 ® 1w) (7.2.33)
und so weiter. Man erhéilt auf diese Weise:

Lemma 7.4. Im Sinne von Operatoren von H° nach H° gilt
a*(fH)" () al ) a(f )"
> m+w)l(n+w)! mt m- ot n=
3 AR g (" 159 1) B (B (@),
w=0 ’

Dabei ist m =m*+m~,n=n"+n".
Wenn wir die unter der Symmetrisierung auftretenden Einteilchen-Vektoren und - Li-

nearformen noch zusétzlich mit einer Energiebeschrinkung versehen, dann kénnen wir die
Reihenentwicklung aus Eigenschaft [71] einsetzen. So ergibt sich

®Q(E><®\f*>n<§l VB R ) e QE)

= > LIt TIO Im) TIr i) TTO1ne)

ki IFeN
< @Q(E)(© 195 19, ) © (g} © (g 1) ©QE). (7:2:3)

— hier wird iiber m*+m™ +n"+n~ verschiedene Indizes summiert. Wir haben verwendet,
daB sowohl die f* wie die h;" invariant unter J sind, so daf im Skalarprodukt die Seiten
vertauscht werden kénnen. Eine entsprechende Entwicklung erhdlt man auch nach ([7.2.29)
mit den e;.

Wir setzen dieses Ergebnis nun in den Ausdruck aus Lemma [7-4 ein; da die Summation
iiber w in Matrixelementen tatséchlich immer endlich ist, 148t sich die Reihenfolge der
Summenzeichen ohne weiteres vertauschen. Wir wenden dann Lemma [(.4 erneut an; das
ergibt:

P(E) a*(f5)™ a*(f 7)™ a(f")" a(f )" P(E)

> L) T I ) T i) TTO 10 )

kT EN
) [T e o) 1] algi) [T atey) P(E) . (7.2.35)
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Um aus diesen Termen nach ([7:2.31) Weyloperatoren zu erhalten, muf noch iiber m* und
n* summiert werden. Dazu organisieren wir die Summe um, indem wir

e alle Terme mit gleichen Potenzen von (f*|h) und (f~|h}) zusammenfassen und

e diese Summanden mit zwei Multiindizes pu* € 91 numerieren, wobei p]” die Anzahl
der Faktoren (fT|h{) zdhlt usf.

Wir werden g und g~ manchmal auch zu einem einzigen Multiindex p zusammen-
fassen, wobei wir die Anordnung der Komponenten j; so wéhlen, dafl das analog zu
([7.2.14) gebildete ¥(j) monoton mit j wichst.

Auf diese Weise erhilt man schliefilich

P(E)W = N e MR (fT IR P(B) e, P(E) (7.2.36)
prp
mit Operatoren (quadratischen Formen) ¢,+,-, die sich ergeben als
im++n++2m_
Gutp- = Z mﬂm‘!nﬂn‘!a*(g?) coealge) .. (7.2.37)

a*(g7)...a(g7) ... sind gewisse Produkte von Erzeugern bzw. Vernichtern der g]j-[, und zwar

mit der durch die Multiindizes p*, i~ beschriebenen Multiplizitdt. Summiert wird {iber

alle moglichen solchen Produkte; insgesamt enthélt die Summe Wﬂ pr+1)(jpu~|+1)

Terme.f] Die Entwicklung ([7.2.36) konvergiert im Sinne quadratischer Formen auf H° x H°.
Analog kommt man zu einer Entwicklung

P(EYW(f)P(E) = > e s (f ey (f~|ey - P(E)x,+u- P(E) (7.2.38)
it
mit Operatoren x,+,-, die aus entsprechenden Summen mit Erzeugern und Vernichtern
der uﬁ%Tiej gebildet werden.

7.2.5 FErweiterung und Normkonvergenz der Reihe

Wir wollen die angegebenen Entwicklungen ([7.2.36) und ([(.2.38) jetzt auf ganz A(r) aus-
dehnen;[] hierzu miissen einerseits die Normen der einzelnen Summanden abgeschiitzt wer-
den, andererseits miissen die von f* abhiingigen Vorfaktoren durch lineare Funktionale der
W (f) ersetzt werden.

Wir betrachten zunéchst die Operatoren P(E)¢,+,- P(E), die eine Summendarstellung
wie in ([[.2.37) besitzen. Unter Verwendung sogenannter , Energieschranken® [BPY0, sect.
3.3

J K J K
* 1 1 ~ J+K ~
1P(B) [ a(wzby) [ Tatzb PE) < [T T 106l B2 5 bibe & (7.2.39)
j=1 k=1 j=1 k=1

6 Bei vorgegebenem pt miissen m* und nt so gewiihlt werden, daB m* +nt = |uT|; dafiir gibt es
(lu™| + 1) Moglichkeiten. Sind m™,n* fixiert, dann hat man noch die Eintrige von pu+ auf die einzelnen
Erzeuger/Vernichter zu ,,verteilen®, wofiir es per Multinomialkoeffizienten |p7|!/u™! Alternativen gibt. p~
liefert einen analogen Beitrag.

" Fiir den Ausdruck ([7.2.36) wird das nur teilweise gelingen.
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sieht man unmittelbar, daf} ihre einzelnen Summanden beschrinkt sind; auflerdem ist
die Schranke fiir jeden Summanden gleich, da sie sich bei Permutation der ng nicht
dndert. Zu den Vorfaktoren in ([[-2.37) sei bemerkt, dafi stets m* +n* = |p*| und da-
her ||/ (m®In®1) < 2I+*1 (Binomialkoeffizienten). Damit ergibt sich

[bulle = 1P(E)¢.P(E]

2' 1 1 - ]

=0 L+ D+ 1) (B gt 1 Qe by B
Alul 1
g-—ruE2 (B gl (7.2.40)

Wir haben dabei sehr grob |pu*|+1 < ol abgeschétzt. Entsprechend erhélt man unter

Verwendung von ([7.2.30):
Alml -
Ixulle = IP(E)x,P(E)| < ot E%. (7.2.41)

Nun werden die von f* abhiingigen Faktoren in ([.2.36) betrachtet. Wir nutzen dazu
die in Anhang konstruierten speziellen Funktionale aus. Nach Lemma [/-§ lassen sich
die fraglichen Faktoren als Auswertung eines Funktionals o,+,- auf W(f) darstellen:

O p (W(F)) = e 2Pty (f-|h)e (7.2.42)

Wir kénnen also diese Funktionale in Formel ([.2.36) einsetzen und erhalten

P(EYW(f)P(E) = Z o,(W(f)) - P(E)¢.P(E) (7.2.43)

I

und mit analog (nach Lemma [.9) gebildeten 7, zur Entwicklung ([7.2.38)

P(EYW(f)P(E) = Zru(W(f)) - P(E)x,.P(E). (7.2.44)

I

Beide Entwicklungen lassen sich sofort auf die lineare Hiille der W(f) fortsetzen. Um
eine stetige Fortsetzung auf ganz 2(r) zu erméglichen, mufl noch die Normkonvergenz der
obigen Reihen gezeigt werden; wegen der schwachen Stetigkeit der Funktionale o, bzw. 7,
reicht es zu zeigen, dafl die Reihe der Normen konvergiert. Nach Lemma [/.8 und [.9 wissen
wir, dafl

ot -1 < 20/ Tult [PE ()BT ([P ()BT 5 e | < AW/l (7:2.45)

Nur im letzteren Fall reichen diese Schranken aus, um die gewiinschte Konvergenz zu
etablieren: Man erhélt

e g4 _ ( 1) )2
N e VI

utops wtop j=1 k=0
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Die Potenzreihe

[e.9]

F(z) = kz_% “3%) (7.2.47)

konvergiert fiir alle z € C nach dem Quotientenkriterium; insbesondere konvergiert die
Reihe in ([.2.46). Zur Konvergenz des unendlichen Produkts beachte man, dafl log F'(z)
eine differenzierbare Funktion ist mit log F/(0) = 0, log F'(z) > 0 Yz > 0; daher gibt zu
2o > 0 eine Konstante ¢/, so dafl

0<logF(z) <d-x Vzel0,x. (7.2.48)

Da wegen Eigenschaft [[.7 gilt
E%tj < E%HTH1 < const., (7.2.49)

konnen wir xy dabei unabhéngig von E so wahlen, dafl stets F %tj < x¢. Mit diesen Ab-
schitzungen wird

logH F(E3t;) = Zlog F(Et)) < C’ZE%Q = - ExtrT < const. (7.2.50)
F=1

j=1 j=1

Die Konvergenz der Summe ([(.2.44) ist also gewéhrleistet, und zwar gleichméiflig im Ar-
gument von 7,; wir haben im Sinne der Normkonvergenz von Abbildungen

Erer = Y _ 70 P(E)XuP(E). (7.2.51)

Fiir die Entwicklung nach o, ¢,, 1a83t sich aufgrund der schlechteren Abschétzungen fiir
die ||o,|| keine derartige Konvergenz fiir die gesamte Reihe zeigen — der Faktor /|u|! statt
V! in (7.2.45) verhindert dies. Man kann jedoch die Teilsummen von ([7.2.43) bei festen
Teilchenzahlen |u®| betrachten; wegen m* + n* = |p*| in ([:2.35) kann man auch sie auf
die lineare Hiille der W (f) fortsetzen. Fiir die Summe der Normen gilt

Y ol 19t ,-lle

luE|=N*+

\/\M“ _ - 1 _1 1 Ll -
< ) s ol |PE ()R (| (|Py (r)h ™ | |E2Q(E)w 2g™ M |E2Q(E)w 29" ||*

I |=N*

B ' k! k!
Jj=1 k=0 7j=1 k=0
. . B
it yr = |PERE| | B2 Q(B)w 2 gF| . (7.2.52)
Wir haben dabei die Summation — nach Herausziehen der Vorfaktoren — wieder auf alle

Multiindizes ausgedehnt und die Reihe &hnlich wie in ([.2.46) umgeformt. Fiir die verblei-
benden unendliche Summen und Produkte gilt

oo 0 + 9] 00
1> (yli;l)k = [T exp(y) = exp <Z yf) < exp ((cEr)”" ™ - const.)
I <

j=1 k=0

(BEr<1)

r < ,
< const.

(7.2.53)
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Dies ist nach Eigenschaft [/.1] sichergestellt. Die betrachteten Teilsummen konvergieren
damit gleichméBig auf A(r). Wegen |u| = [p*| + |p~ | konvergiert fiir Ny € N dann auch

> 0. P(E)$,P(E) (7.2.54)

|ul<No

in der Operatornorm.

Fiir die uns interessierende Anwendung benétigen wir noch weitere Abschéatzungen fiir
die Normen gewisser Teilsummen der beiden Reihenentwicklungen. Dabei beginnen wir
wieder mit der Entwicklung nach 7, und x, aus ([.2.44). Wir fixieren ein j € N und
ein Vorzeichen ,+“ und betrachten nur die Summanden, in denen der j-te Eintrag des
Multiindex p* mindestens einmal besetzt ist:

> Inllle< 3 g (B

pipi>1 pipy>1

++u
\/,7
( Est)r+u
T
Dabei wird im letzten Schritt wieder iiber alle @ summiert; die Nenner der Summanden

wurden nach unten abgeschéitzt. Wir folgern fiir die Summe iiber alle an irgendeiner Stelle
mindestens einmal besetzten Multiindizes:

<16B3t; -y 16 < E7t; - const. (7.2.55)

I

([CZ55)

Z 17l Xl 2 < ZZ Z 16‘M \/_ < QZE%@- - const.

lul>1 e | j=1
= 2F2||T||; - const. < (Er)® - const.! (7.2.56)

nach Eigenschaft [[.2. Nun ergibt sich fiir die Summe iiber alle mindestens Ny-fach besetzten
Indizes (Ny € N):

(E3t)r+1
> Inllle < 3 160 E0
i H1=Ny I
Elt“ 1T\ No (TZ50)
< (Z 16|M| 2 ) 0 < (BEr)M>.const.(Ny), (7.2.57)
|u>1

denn durch Ausmultiplizieren der Potenz (...)"° ergeben sich héchstens mehr als die ge-
wiinschten Terme; im Nenner mufl wieder abgeschétzt werden.

Ahnliches berechnen wir jetzt fiir die Entwicklung nach den o, und Yy, laut ()
bzw. ([7.2.54). Die Summen konvergieren dabei stets nur, wenn wir die Summation auf

|| < Ny einschrénken; diese Bedingung notieren wir am Summenzeichen als ). Alle im
folgenden auftretenden Konstanten hingen von Ny ab, was aber nicht explizit notiert wird.
Mit denselben Prinzipien wie in ([(.2.55) erhalten wir fiir j,m € N:

*

rZ52) < H
Z loull loulle < Z y' const. <y Z -const < yj" - const.”  (7.2.58)
!

Hipi >m Mg >m
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Wichtig ist fiir unsere Zwecke noch die Summation iiber alle p, die fiir gegebenes j, €
N mindestens eine Besetzung p; > 1 fiir ein j > j, aufweisen. Man erhélt als obere
Abschétzung

g 258 & .
SO loul dulle < ) w - const. < (Er)”9) - const.! (jo) (7.2.59)

J=Jjo pipj>1 J=jo

unter Verwendung der Normschranken in Eigenschaft [(.1].

7.2.6 Anwendung auf die Abbildung =

Wir werden nun die bisherigen Ergebnisse iiber Reihenentwicklungen der Abbildung =g g,
zusammenfassen und sie schlieBlich zur Approximation der Abbildung = : ¥ x % — C
verwenden.

Die fiir diesen Zweck gewiinschten (weil skalenunabhéngigen) Approximationsterme
sind die 0,¢,; wir konnten die Konvergenz der Reihe iiber diese Terme aber oben nicht
etablieren. Geht man jedoch zuriick zu ([.2.31)) und ([(.2.35), dann sieht man, da8 fiir jeden
Wert der m*, n* die gewihlte Art der Entwicklung der Einteilchenraum-Skalarprodukte
unabhiingig gewihlt werden kann. Wegen m* + n* = |p*| kann man insbesondere die
Terme zu kleinen Teilchenzahlen nach Abschnitt [[-2.2, diejenigen zu hohen Teilchenzahlen

nach Abschnitt [-2.3 entwickeln. Man erhélt so eine ,,gemischte Entwicklung

EREr = Z ou - P(E)ouP(E) + Z Tu P(E)xuP(E), (7.2.60)

Iul<No Iul>No

die nach obigen Uberlegungen in der Normtopologie konvergiert. Ny kann hier beliebig
festgesetzt werden.

Wir interessieren uns dabei vor allem fiir die Normschranken der Rang-1-Terme 0,¢,:
Nach ([(.2.26) haben wir

lolly |¢ull < (Br)®® - const. (7.2.61)

mit der Festsetzung

o) =D _ 19(j). (7.2.62)

Im folgenden werden wir die o, auch als o; mit natiirlichen Zahlen / numerieren (analog die
¢1). Dabei soll das aus ([[.2.62) resultierende (/) monoton wachsen, was wegen ¥(j) > 0,
¥(j) — oo (j — o0) moglich ist. Es gilt sogar O(1) — oo (I — 00).

Wesentlich ist nun, dafl wir die ¢;0; als ,,skalenunabhéngige* Rang-1-Terme aus @(I;
ansehen kénnen: Wegen der in Eigenschaft [[-1] genannten ,, Vertréglichkeitsbedingung® sind
die ¢; wohldefinierte Linearformen auf ¥, und die polynomialen Energieschranken folgen
aus ([(.2.26) und ([(.2.40). Die Konstruktion der o; kénnen wir etwa bei r = r( fixieren,
ohne ihre Einschréankungen auf A(r) (r < ry) zu dndern; wegen o; € ¥ erfiillen die ¢;0;

dann die fiir Elemente von W(I; geforderten Stetigkeitsbedingungen.
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Es sei nun 7 > 0 gegeben; wir wollen zeigen, daf3

N
E-) b)) =7 (7.2.63)
=1

fiir gentigend grofie N. Dazu wéhlen wir N derart, dafl O(N + 1) > 7. Weiter sei Ny so
grofl, daB Noaw > 7 und jy grofl genug, damit J(jo) > 7. Fiir festes E > Eo, r < rg, Er <1
erhalten wir dann

Z¢zazllEr_ Z 16ullz - llowll- + > xulle - 7l (7.2.64)

|ul<No ||>No

Dabei fehlen in der Summe Z alle Terme zu [ < N, d.h. die zu den Summanden der Reihe

korrespondierenden Multiindizes p erfiillen ©(p) > 7. Wir spalten nun davon noch eine
OO

weitere Summe ) ab, die nur iiber solche Terme lduft, die y1; = 0Vj > jj erfiillen. (Diese
Summe ist wegen |u| < Ny sicher endlich.) Wir kénnen dann den ersten Summanden in

(7:2.64) so abschiitzen:
< 00 00 "
> Ioullzlionle < 30 Ioulle ol + 32 3 lloulls ol

|l <No || <No J=jo pip;>1

< (Er)7 - const. + (Er)?U0) . const’ < (Er)7 - const.””  (7.2.65)

Wir haben dabei die Abschétzung ([7.2.59) verwendet. Den zweiten Summanden in ([7.2.64)
konnen wir mit Hilfe von ([(.2.57) kontrollieren. Damit erhalten wir insgesamt

Z¢ZUI||E1~ < (Er)7 - const., (7.2.66)
und zwar zunéchst fiir £ > Ey, r < rg und Er < 1. Da aber || - ||, mit £ sicher anwéchst,
gilt fiir beliebige £ > 1:

N N -
=Y dlles <IE=) dioillpse < E; (Er)7 - const. (7.2.67)
=1 =1

tir Er < B Uund r < ry. Der Faktor Eg kann in die Konstante absorbiert werden. Wir
haben nun fiir kleine w:f

N
sup |2 — ZQSZUZHET < w? - const. (7.2.68)
Er<w =1
und folglich
N
E-) b)) =7, (7.2.69)
I=1

Unser Ergebnis konnen wir also (unter geringfiigiger Anderung der Bezeichnungsweisen)
so formulieren:

8 Es sei daran erinnert, da8 das Supremum per Definition nur iiber £ > 1 liuft, so daf kleine Werte
von w auch solche von r implizieren.
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Satz 7.5. Wir betrachten ein Modell der freien Feldtheorie, das die Eigenschaften [T und
[7.2 besitzt, etwa die Theorie eines reellen skalaren Feldes in s > 3 Raumdimensionen.

Dann gibt es Rang-1-Abbildungen ¢jo; € E(I)D, so daf
=2 _ %9
j=1

im Sinne der von 6(-) auf U gelieferten Topologie. Das asymptotische Phasenraumkriteri-
um mit polynomialen Energieschranken ist erfillt. Genauer hat man fiir jedes N € N:

(1]

v(E - Zcbmz) > O(N +1).

=1

In Abschnitt [CZ2 werden die ersten Terme der berechneten Reihe fiir das reelle skalare
Feld explizit angeben; die ¢; lassen sich dort mit Funktionen des der Theorie zugrundelie-
genden Punktfeldes ¢(z) identifizieren.

7.2.A Multiindex-Schreibweise

Um im Zusammenhang mit der freien Feldtheorie die Notation zu verkiirzen, ist es an
mehreren Stellen sinnvoll, Multiindizes zu verwenden. Wir geben hier einen Uberblick iiber
die wichtigsten damit gebildeten Kurzschreibweisen.

Unter einem n-stelligen Multiindex verstehen wir ein n-Tupel x € (Np)™. Eine Folge
= ()32, in Ny wird als Multiindex beliebiger Stellenzahl bezeichnet, vorausgesetzt, dafl
nur endlich viele p; von Null verschieden sind. Die Menge aller n-stelligen Multiindizes
bezeichnen wir mit 91", die aller Multiindizes beliebiger Stellenzahl mit 9t>°. Die Zahl

n
|k| := Z Ki
i=1

heilt Ldnge des Multiindex; bei beliebiger Stellenzahl lauft die Summe formal bis oo, ist
aber tatsdchlich endlich.

Die Mengen 9™ und 9> versehen wir mit einer natiirlichen (Halb-)Ordnungsstruktur,
indem wir fiir Multiindizes s, " setzen

K> K e Ry > KV (7.2.70)

Analog werden die Relationen ,<“, ,>“ und ,,<* definiert.
Sei k ein n-stelliger Multiindex und x € R", dann schreiben wir

A A i (7.2.71)

n
In dhnlicher Weise kiirzen wir Differentialoperatoren ab:

o orn
0, = . )
Oxy'  Oafin

(7.2.72)
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Addition von Multiindizes sowie die Multiplikation mit Zahlen aus Ny werden komponen-
tenweise erklart. Die Fakultét eines n-stelligen Multiindex « ist

rl= ]kt (7.2.73)
j=1

entsprechend fiir Multiindizes beliebiger Stellenzahl.
Wir werden auch diverse andere, suggestive Schreibweisen mit Multiindizes verwenden.
Sind beispielsweise b; ... b, € K und wieder x € 9", dann notieren wir:

V' =b®..00®..0b,Q...Qb,; (7.2.74)
~—— ~—_——

K1 Rn

1b]]* = Hllb [ (7.2.75)
L =T1wln~ (fek). (7.2.76)
7j=1

7.2.B Spezielle Funktionale

Fiir unsere Analyse der freien Feldtheorie im Fockraum benétigen wir spezielle lineare
Funktionale, die auf Weyloperatoren W (f) bestimmte vorgegebene Werte annehmen. Wir
konstruieren sie mit Hilfe einer erzeugenden Funktion, um die auftretenden kombinatori-
schen Probleme zu umgehen. Fiir die Anwendung ist es weiterhin wichtig, die Normen der
besagten Funktionale kontrollieren zu koénnen; daher beginnen wir mit der Abschétzung
der Normen gewisser Vektoren im Fockraum.

Lemma 7.6. Seien b; € K (j € N),  ein Multiindex und

Y =a(by)...a"(by) ...,

wobei a(bs) ... fir gewisse Produkte der Vernichter der b; steht (analog a*(b?)...) und k;
dabei die Multiplizitit von b; zdhlt (ohne Unterschied, ob als Erzeuger oder Vernichter).
Dann gilt

[/ ISRVATH R (1

Bilden die b; ein Orthonormalsystem, dann folgt sogar

]| < Vel .
Beweis. Wir verwenden Induktion nach der Anzahl n der Vernichter. Fiir n = 0 ist
¥ = a* (b)*Q = /|k[! Symm (b®*) (7.2.77)
und damit

I < Ts]t (16951 = |s]! [B]1*". (7.2.78)
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Bilden die b; ein Orthonormalsystem, dann hat man explizit

|
|Symm (b*")|* = W (7.2.79)
Kl!

womit der Induktionsanfang gezeigt ist.

Nun nehmen wir ohne Einschrinkung an, dafl in ¢ ein Vernichter a(b;) vorkommt.
Weiter fixieren wir eine Reihenfolge der vorkommenden Erzeuger und numerieren sie als
a*(by). Dann wird

[l = lla(Be) .. a(br)a*(Be) ... QU = lla(bz) ... Y (bilbwy) @ (b2) . Q

k ohne by

< o] b la(Be) ... a*(B) ... Q
_;H L o[l latbe) - . a™(b2) ... Q

ohne by

"<l = DV 20 o < VIR (7.2.80)

Im Fall des Orthonormalsystems ergibt sich nur dann ein Beitrag von (b1 |b)), wenn by =
by, und man erhélt einen Faktor sy — 1 statt || — 1. O

Als Folgerung ergibt sich:

Lemma 7.7. Seien b; € K (j € N), & ein Multiindex und 7 € B(H). das Funktional
T(A) = (a(bs)...a*(bs)...Q | Aa(br)...a*(bs)... ),

wobei wieder k; die Multiplizitit von b; zdhlt (ohne Unterschied, auf welcher Seite oder ob
als Erzeuger oder Vernichter). Dann gilt

[l ISRVAT R (/e

Bilden die b; ein Orthonormalsystem, dann folgt sogar
7]l < Vil .

Beweis. Wir teilen x auf in kp + kg, die jeweils die Besetzungszahlen auf der linken bzw.
rechten Seite beschreiben. Die Norm von 7 wird durch die Norm der Vektoren im Skalar-
produkt abgeschétzt, und Lemma [7.§ liefert

Il < VIsLlsrlol* < /Ix[!b]". (7.2.81)

Im Fall des Orthonormalsystems gilt entsprechendes, wobei man xp!kg! < k! beachtet. [J

Nun kommen wir zur Konstruktion der bereits erwéhnten Funktionale mit vorgegebenen
Werten auf Weyloperatoren. Es seien £ <m € N und by,...,b,, € K. Man betrachte
folgendes Funktional:

7(A) = (Q] [a(by), [ - - [a(b), [ (Brsa), [ - [0 (b)), A] ... ] Q). (7.2.82)
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Durch Ausrechnen der Kommutatoren erhélt man eine Darstellung der Form
T(A) = Z(—l)j (a(b?) cooat(by) .. at (b)) | Aa*(by)... Q), (7.2.83)
J
wobei jeweils einige der bg,1,... , b, auf der linken, die anderen auf der rechten Seite des

Skalarprodukts stehen (angedeutet durch b,) und die Summe tiber alle moglichen Auftei-
lungen liuft, insgesamt iiber 2% Terme. Lemma [7.7 liefert dann

7l < 27l T Il (7.2.84)
J

Entscheidend ist, dafl sich der Wert von 7 auf Weyloperatoren W ( f) leicht ausrechnen 148t:
Mit den Relationen ([.I.14) und ([[.I1.15) erhdlt man unmittelbar

r(W() = e T Lwstin)y IT st (72.:85)

Wir gehen nun zu dem Fall iiber, in dem die b; auch mehrfach in den Kommutatoren auftre-
ten kénnen; zu Multiindizes p, v € 9™ (,,Besetzungszahlen) kénnen wir dann Funktionale
T € B(H). finden, so daf

T (W) = e 2V [T liy TT s o)™ (7.2.86)
J k
Fiir ihre Norm gilt

e VAP 2 A 1) (7.2.87)

Falls die b; ein Orthonormalsystem bilden, liefert Lemma [77 eine bessere Abschatzung:
7| < 2N/ (4 0)t (7.2.88)

Es erweist sich als niitzlich, die Funktionale 7, aus einer erzeugenden Funktion zu gewin-
nen: Sei f € K fest; man setze

G(s,t) = e 2% exp <Z(bj|2'f>3j + Z(z’ﬂbk}tk) , s,t € C"(n geeignet),  (7.2.89)
k

J
dann gilt

o+ o
Tw(W(f)) = Do D1

Wir zerlegen f nun wie in (T.1.1)) als f = f* 4+ if” mit Jf* = f*. Weiter nehmen
wir an, daf§ auch die b; invariant unter J sind. Dann kénnen wir G(s,t) folgendermafien
umschreiben:

Gls,t) = e P e (7 (0 Gbs10) = (317755 + 30 (= (el s ™) = (el )

J

G(s,t)

(7.2.90)

5=0,t=0

J U k =wy,

— e 3 exp (D401 %) (355 = its) + D (0ulS ) (msk— 1) ). (7.2.90)
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Die Ableitung nach den ,neuen Variablen“ u und w liefert

%881:”G<u’w) 1 L H(bj‘f+>uj H<bk‘f—>l/k = 0, (W(f)) (7.2.92)

u=0,w=0 :
J k

Andererseits lassen sich die Ableitung nach neuen und alten Variablen leicht durcheinander
ausdriicken: Man hat offenbar

0 (o, i 0 0 10 10
w205 "0t ow, 20 201, (7:2.93)
da die numerischen Faktoren konstant sind, erhélt man
ot o i0 10\ 19 10\’ o+ 9
—_— = | —== - —_——— = = = I .2.94
Dur Dw” ( 20s 2815) ( 2 s 28t> ZC“” D5 D1 (7.2.94)

W

mit Konstanten c¢,,,» vom Betrag 2~ IH=; summiert wird iiber solche p/, v/, die p/ + v/ =
w + v erfiillen (eventuell kommt ein solches Paar p/, v/ mehrfach vor); insgesamt hat die
Summe 2/#+" Summanden. Dies bedeutet, dafi man die Funktionale o, auf ganz B(H)
erweitern kann; sie ergeben sich als Linearkombinationen der 7,,:

Ouy = Z Cuv' Ty - (7295)
W

Mit der bereits bemerkten Abschéitzung der Vorfaktoren erhélt man

o || < 2#H/(ul + WD) ol baw. ol < 24/ + ) (7.2.96)

(letzteres im Fall eines Orthonormalsystems).

Wir kénnen durch Umdefinition der Multiindizes p, v auch erreichen, dafl in den Skalar-
produkten (-|f*) und (-|f~) die Funktionen b; unabhéngig voneinander gewéhlt werden
kénnen. Somit erhélt man:

Lemma 7.8. Seien u™, u~ Multiindizes beliebiger Stellenzahl, bf e K mit Jb;-t = b;c. Dann
gibt es ein schwach stetiges Funktional 0,+,- € B(H)., so dafs

ot (W) = e 2WEEH Y @1/ Viek.
Es gilt
o || < 28 I/ T T DY ] 1[0
Fiir ein Orthonormalsystem lautet das Ergebnis so:f]

Lemma 7.9. Seien p*, p~ Multiindizes beliebiger Stellenzahl, b; € IC orthonormal mit
Jbj = bj. Dann gibt es ein schwach stetiges Funktional o,+,- € B(H)., so dafi

O (W(f)) = e 2B bl ) ek
Es gilt
o= < gt Vitlpot.

9Man verwendet dabei noch die Abschéitzung (kk';'ll!)! = (kzl) < 9k+L,
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Wir wollen noch ein weiteres Detail der konstruierten Funktionale fixieren: Falls die
Einteilchenraumvektoren b; in ([7.2.83) energiebeschrankt sind, etwa b; € Q(E)K, dann
tibertragt sich dies auf die Hilbertraum-Vektoren ¢ = a(bs)...a*(bs)...<2; sie liegen in
P(nE)H, wenn insgesamt n Erzeuger auftreten. Fiir die Funktionale o,+,- ergibt sich so:

Korollar 7.10. Liegen in Lemma oder die b; bzw. bji in Q(E)K, dann gilt

A

Outp- € B(E) mit E=(ut|+|p E.

7.2.C Spurnorm der Operatoren T=(E,r) fiir das reelle skalare
freie Feld

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dafl fiir das reelle skalare freie Feld die Einteil-
chenraum-Operatoren

T*(E,r) = Q(E)w 2 PX(r) (7.2.97)

im Fall s > 3 in der Spurklasse sind, und das Verhalten ihrer Spurnormen mit £ und r
soll untersucht werden. Dabei verwenden wir das folgende, bereits in [BWR6G] angewandte
Verfahren: Kann man 7* als Produkt von vier Operatoren schreiben,

T*=A-B-C-D, (7.2.98)

wobei A und D beschriankt, B und C' Hilbert-Schmidt-Operatoren sind, dann ist 7% Spur-
operator,[Y und fiir seine Spurnorm gilt

1=l < Al [1Bll2 - €12 - D] (7.2.99)

Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, dafl sich die Hilbert-Schmidt-Norm fiir soge-
nannte Integralkernoperatoren leicht berechnen 148t (s.u.).

Die konkrete Aufspaltung von TF wird so konstruiert: Wir fixieren eine Testfunktion
X(Z) € S(R?), die x(Z) = 1 fiir |#] < 1 erfiillt, und setzen x,.(Z) = x(r~'7). Die Funktionen
X wirken durch Multiplikation als Operatoren ,;im Ortsraum®. Nach Definition der Rdume
L£*(r) hat man nun die Identitét

WX XwE PE(r) = PE(r) (7.2.100)

— das ist zumindest auf einer dichten Menge sofort klar und 148t sich dann stetig fortsetzen.
Wir erhalten daraus folgende Zerlegung der T=:

T*(E,r) = (Q(E)wa(l + r2w2)25> : <(1 + 7"2w2)_23w_°‘_%¢%xr (1+ r2w2)5>

J

A B
: ((1 +r2w?) 7y, wi%) PE(r). (7.2.101)
- =
‘C’ D

10 Das Produkt zweier Hilbert-Schmidt-Operatoren liegt stets in der Spurklasse, und diese ist ein beid-
seitiges Ideal in B(H).
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Dabei ist o eine zunéchst unbestimmte positive Zahl; wir werden spéater sehen, welche
Werte dafiir zuldssig sind. Man berechnet

Al = |Q(E)w™(1 + r?w?)*| < E*(1+ (Er)*)* < E*-const. (Er <1); (7.2.102)

auBerdem ist natiirlich || D|| = || P=(r)|| = 1.
Bei B und C' handelt es sich, im Impulsraum betrachtet, um Integralkernoperatoren,
d.h. sie sind von der Form

(Bf) (@) = /KB(ﬁ O f(Dd*q (7.2.103)

mit einer Funktion Kg(p, ), dem Integralkern (analog fiir C'). Die Hilbert-Schmidt-Norm
solch eines Operators 1afit sich berechnen als

1813 = [ 1KaG 0P v, (7.2.104)

und B liegt genau dann in der Hilbert-Schmidt-Klasse, wenn dieser Ausdruck konvergiert.
Tatséichlich erhélt man die Integralkerne von B und C so: Transformiert man den Operator
X in den Impulsraum, dann wirkt er, wie man durch Ausschreiben der Fouriertransforma-
tion sieht, als

() () = (2m) "5 / Wi — D@D dq. (7.2.105)

wobei ¥, die Fouriertransformierte von y, bezeichnet. Da die iibrigen Anteile von B bzw.
C' durch Multiplikation im Impulsraum wirken, erhélt man als Integralkerne:

N

Kp(7,q) = (2m) "2 (1+r2ﬁ2+r2m2)_25 (p* + 7712)7%7ﬁ (0 — @) (1472 +1°m?) ;
(7.2.106)
Ke(7,q) = 2m)7% (140252 40%m?) 7 3,.(5 — (7 + m?)*1. (7.2.107)
Bevor wir zur Abschétzung der Hilbert-Schmidt-Normen kommen, beweisen wir noch eine
Hilfsformel: Es gilt

72 2 — 2
" tc P — 4l o
ﬁ2+02§( c +1> fir p,¢ € R*, ¢ > 0. (7.2.108)

Offenbar reicht es durch Skalierung der Vektoren, die Formel fiir ¢ = 1 zu beweisen; wir
schreiben d = ¢ — p und erhalten

72 > T\2 —9 72 = 7
7“+1 (p+d)yr+1 p*+d*+2pd+1 7 . >
= = <142 d dl* < (1 dl)-.
1
<

(7.2.109)
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Nun wenden wir uns der Hilbert-Schmidt-Norm von B zu; unter Verwendung von

Xr(P) = r*x(rp) (7.2.110)

erhalt man

147202 +r2m?\ > (P2 4m?)~* 2% )
1+7r2p2+r2m?2 ) (14r2p2+r2m?2)s X(r(7 =)

1518 = e [ anrq (

— 25 s 9 2 9N_—q—Llxl
(Skalierung) _s 2 s s 1+q2—|—7“2m2 (p +rm ) 3T3 L 2
=" (2m) r2+1i1/dpdq I 52 225 X7 - D
1+p2+r2m (14+p2+r2m?)
(F:2.108) 1
—s 2a+1+1 S S — 28 |~/ — 2
< o [ =) (L5 ) 16— 0 e
@ h N g
(1)
(7.2.111)
Dabei haben wir im letzten Schritt rm > 0 abgeschétzt. Da x Testfunktion ist, existiert
das Integral iiber (I) in (p'—¢). Auch dasjenige in  (Term II) existiert, solange |p]~2*~1¥!
bei p'= 0 integrabel bleibt; das erfordert
—1F1
2atltl<s < a<%. (7.2.112)
Wir setzen s > 3 voraus, damit solche (positiven) a existieren. Es gilt dann
B> < r*t2*z . const. (7.2.113)
Fiir den Operator C' gehen wir analog vor:
IC113 = (2m)~ ™ / d'pd'q 1 TR - D) @t
2 141292 +1r2m?2
s 2s =2 2, 2\+1
(Skalierung) s Tl s s 1+q2—|—7“2m2 I 2 (q +7r°m ) 2
= 2 i d’pnd -t _
(@m) / ped <1+ﬁ2+r2m2 X —a)] (1+q24r>m?)%s
(CZI09) . . . . s a2 (4rim?)*e
< (2m) T /d (p—q)d’q (1 +|p'— a* X - (j)‘/- (<1+7)2)3 (7.2.114)

ey an
Wieder existiert das Integral iiber (5—¢). Im Term (II) schiitzen wir 7?m? im Fall ,—*
gegen 0 ab, im Fall |+ setzen wir mr < 1 voraus; dann erhélt man auch fiir das Integral
iiber ¢ eine r-unabhiingige Abschiitzung, denn fiir s > 2 bleibt |¢] ™! lokal integrabel. Man
hat also insgesamt

1Cl2 < r¥2 . const. (7.2.115)

Fassen wir die Ergebnisse nach ([(.2.99) zusammen, dann ergibt sich

—1F1
1T, < r%(ET)a -const.  fir a < %, rm < 1. (7.2.116)

Die Konstante héngt allerdings von o ab. Nach Umbenennung von a kénnen wir folgende
Aussage iiber die Operatoren T=(E,r) formulieren:
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Satz 7.11. Wir betrachten die Theorie eines reellen skalaren freien Feldes in s > 3 Raum-
dimensionen. Fir Er <1, r < L (r < oo @m Fall m=0) sind die Operatoren T*(E,r) in
der Spurklasse; ist 0 < a < %, dann gibt es eine Konstante c, so dafs

IT*|: < ¢ E=2(Er)°,
1T~ |l < e E=2(Br)™*",

Insbesondere besitzt die betrachtete Theorie die Eigenschaft [7.3.

Die hier etablierten Abschéitzungen lassen sich allerdings im Fall niedriger Raum-Zeit-
Dimensionen (s < 2) nicht mehr aufrechterhalten, da dann Integrale wie ([[.2.111) nicht
mehr gleichméfig im Kurzabstandslimes abzuschétzen sind. Dieses singulére Verhalten der
niederdimensionalen Theorien wurde bereits von Buchholz und Porrmann bemerkt; explizit
weifl man, dal im Fall s = 2, m = 0 der Operator Tt nicht in der Spurklasse liegt [BP90].

Es soll allerdings bemerkt werden, daf§ sich die Abschéitzungen in leicht verdnderter
Form immerhin auf die 2 + 1-dimensionale massive Theorie ausdehnen lassen:

Fiir s = 2 lassen sich die Abschétzungen fiir 7~ wie zuvor durchfiihren; man erhélt

1 3
IT7[1 <c-E72-(Er)* fir0<a< 3 (7.2.117)
Die Abschitzungen fiir T+ sind schwieriger zu handhaben. Um in ([[22.111]) das Integral
noch abschétzen zu kénnen, muff man dort (zumindest infinitesimal) negative Werte fiir

a zulassen. Dies ist im Fall m > 0 auch moglich, denn man kann den Operator A =
Q(E)w(1 + r’w?)?* dann in der Norm abschitzen durch

(1 + T2w2)2s

[A[l = lQ(E) 7 + m2) I

| <m*-const. (a<0). (7.2.118)

Die Operatoren C' und D bleiben unverédndert — sie waren unabhéngig von « definiert. Man
erhélt auf diese Weise fiir 7" Abschétzungen der Form

ITH| <c-E2-(Erf)2, (7.2.119)

wobei die Konstante ¢ von m abhéngt und 0 < 8 < 1 beliebig vorgegeben werden kann.

Dies reicht nicht aus, um Eigenschaft [.J und damit das asymptotische Phasenraum-
kriterium zu etablieren. Die Abschitzung kann aber dann interessant sein, wenn man das
Phasenraumkriterium in eine nicht-skaleninvariante Form abédndern will; siehe dazu die
Diskussion in Abschnitt B,

7.2.D Die kleinste obere Schranke zweier Operatoren

Es seien A, B € B(H) zwei positive Operatoren. Wir werden im folgenden einen zuerst
in [BIR7] beschriebenen Operator C' konstruieren, der in gewisser Weise die kleinste obere
Schranke von A und B darstellt: C soll der kleinste Operator sein, der die Gleichung

cn> A", C"> DB (7.2.120)
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fiir alle natiirlichen Zahlen n erfiillt, wobei sich ,klein“ auf die iibliche Ordnungsstruktur
selbstadjungierter Operatoren bezieht.
Fiir einen solchen Operator muf} offenbar

1

1 1 n
o= <§A” + 53”) Vn e N (7.2.121)

gelten. Wir versuchen, C' als den Grenzwert einer Teilfolge der rechten Seite zu definieren,
und setzen dazu

—m

O = (%(AQ’” + BT”)) . (7.2.122)

Lemma 7.12. Die Folge C,, ist monoton wachsend und gleichmdj$ig in der Operatornorm
beschrdnkt.

Beweis. Allgemein gilt fiir selbstadjungierte Operatoren D, E € B(H):

1 1 1 1.\ 1 1.\? 1 1 \?
—_D*+-FE’=(-D+-F “D--E)| >|=D+ZE) . 2.12
57 13 <2 +2>+(2 2)—(2 +2> (7.2.123)

>0

Da die Funktion x +— 2P (p < 1) operator-monoton ist, folgt speziell mit D = A%",
E = B?":

—m—1

1 2m+1 1 2m+1 2 1 om 1 om 2
Weiterhin hat man fiir die Norm der C,,
L gm L om
1Cwll < { S1AI7 + 1B < max{|[Al], | B} (7.2.125)

(man betrachte die Ungleichung zunéchst mit 2™ exponentiert); damit ist eine gleichméBige
Normschranke gefunden. O

Aus dem eben bewiesenen Lemma folgt gerade, dafi C,, stark gegen einen Operator
C € B(H) konvergiert:

C :=slimC,,. (7.2.126)

m—00

C ist offenbar positiv, da die C,, es sind. Aulerdem ist Relation ([[.2.120) erfiillt, denn

1ogm 1 m\™ 1 om "2
C™ = s-lim (§A2 + =B? > > s-lim (§A2 +0) = A" (7.2.127)

—m
m—00 2 —00

(der Exponent ist kleiner als 1 fiir grofie m); analoges gilt fiir B. Ist D ein weiterer Operator,

der ([7.2.120) erfiillt, dann folgt wegen ([.2.121)):
D>C,VmeN = D>C. (7.2.128)

Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse nun zusammen:
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Satz 7.13. Seien A, B € B(H) positive Operatoren. Dann ist der Operator

. 1 gm 1 om z
C = s-lim §A +-B

m—00 2
ebenfalls positiv, und er erfillt
ct>A", C">B" VYneNlN.

C ist der kleinste Operator mit dieser Figenschaft; er heifit kleinste obere Schranke von A
und B. Fiir seine Norm gilt

IC]] < max{[|A], || B]|}-

Vertauscht D € B(H) mit A und B, so auch mit allen C,, und deshalb mit C. Dabei
kommt es nicht auf die C-Linearitét von D an, wir konnen z.B. auch antilineare Operatoren
zulassen. Es gilt also das

Korollar 7.14. Sei D ein R-linearer, beschrinkter Operator mit [D,A] = [D,B] = 0.
Dann ist auch [D,C] = 0.

Wir nehmen nun an, dafl A und B in der Spurklasse liegen. Aus [Kos84] weifl man, da8
fiir beliebige positive Operatoren D, E € B(H) und 0 < ¢ < 1 gilt

I(D+ EYelly < 1070+ 1B (7.2.129)
Daraus folgt fiir m € N:
1\27™ m myo—m  (CZI29)
ICull = (3)" 142"+ B7)" "l < Al + 118 (7.2.130)

Die Spurnormen ||C,,||; sind also gleichméflig nach oben beschrénkt. Sei nun {e;} eine
Orthonormalbasis von ‘H und N € N fest; da die C,, positiv sind, folgt

N
> (elCme;) < Al + 1Bl (7.2.131)
j=1
fiir m — oo also
N
Z ej|Ce;) < || Allr + [|Bllx - (7.2.132)

Die linke Seite konvergiert folglich fiir N — oo, woraus wir schliefen, daf§ auch C' Spur-
operator ist:

Lemma 7.15. Seien A, B zwei positive Spurklasseoperatoren und C' thre kleinste obere
Schranke. Dann ist C ebenfalls in der Spurklasse, und es gilt

11 < Al + 1Bl
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7.3 Bestimmung des Feldinhalts

Nachdem wir nun das asymptotische Phasenraumkriterium in den betrachteten Modellen
etabliert haben, bleibt noch die Frage nach dem Feldinhalt der Theorie. Wie wir im Verlauf
der Konstruktion in Kapitel B gesehen hatten, ist dieser nicht sofort aus den konstruierten
approximierenden Abbildungen

N
V= @0 (7.3.1)
j=1

abzulesen. Zwar ist deren Rechts-Bild (also die lineare Hiille der ¢; fiir beliebig grofie j)
eine Obermenge des Feldinhalts, diese Inklusion kann aber i. allg. echt sein. Genauer tragen
nur die ,,priméren Anteile“ der approximierenden Abbildung zum Punktfeldinhalt bei (vgl.
Abschnitt B.T]).

Wir wollen jedoch nachweisen, dafl in den betrachteten Modellen der freien Feldtheorie
die lineare Hiille der ¢; mit dem Fredenhagen-Hertel-Feldinhalt ®py iibereinstimmt. Dazu
wiirde es nach Abschnitt B.1] ausreichen zu zeigen, dafl ,,sekundére Anteile“ von Bildy, ¢ =
Span {01, ... ,on} nicht vorhanden sind, d. h. daf§

v(o) <©O(N+1) VoeSpan{oy,... ,on} (7.3.2)

zumindest fiir gewisse V.

Es erweist sich jedoch als schwierig, fiir die Linearkombinationen der konkret konstru-
ierten Funktionale o; untere Abschétzungen anzugeben. Wir wéhlen daher einen etwas
anderen, in gewisser Weise allgemeineren Ansatz: Zu einer beliebigen Rang-N-Abbildung
Wy € Uy zeigen wir, daBl sie = nicht besser approximieren kann als eine bestimmte, von N
abhéngige untere Schranke. (Wir vermeiden auf diese Weise eine explizite Referenzierung
der konstruierten Funktionale.) Dies erlaubt uns, die Dimension der Punktfeldraume &=
zu gegebenem 7 von unten abzuschétzen. Da diese Schranken zumindest fiir gewisse N mit
dem in Abschnitt [ berechneten Rang der approximierenden Abbildungen iibereinstim-
men, haben wir somit den Feldinhalt vollstédndig bestimmt.

7.3.1 Vorgehensweise

Wir betrachten eine beliebig vorgegebene Abbildung ¥y € ¥, vom Rang N und interes-
sieren uns fiir untere Abschitzungen des Ausdrucks

IZ ~ gl = sup 207, 4) = ¥ (r, A) |

= sTu}‘) | T(A) — YN (T, A)|| s (1 € X(E)1, AeAr)). (7.3.3)

Kénnen wir hier zu jedem F und r ein 7 € X(F) und ein A € 2(r) angeben (beide
normiert), speziell etwa A € Kerng ¢y, so daf§

()] = c- (Br)T (7.3.4)
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mit einer von £ und r unabhéngigen Konstanten ¢, dann haben wir als untere Schranke
fiir die ,, Approximationsgiite* von 1y erhalten:

I1Z — Unlles > c- (Er)7. (7.3.5)

Wir kénnen dann F, r speziell so wihlen, dafl wir dim ®5,. > N erhalten — siche dazu die
Uberlegungen in Abschnitt [7.3.4.

Die Auswahl von 7 und A in (7.3.4) treffen wir aufgrund folgender Uberlegung: Der
Rechts-Kern von ¢ hat in 2((r) die Kodimension N. Sind nun fy ... fx € L(r) fest gewéhlt
und paarweise verschieden, dann gibt es also ag . ..ay € C (nicht alle 0), so daf

A= CL()W(fo) + ...+ aNW(fN) € Kerng 1. (736)

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei A normiert. Man hat dann

L= [lA[ = Zaz (fi)ll < Z |ail W (fi)ll = Z il (7.3.7)

Unser Ziel ist es, Zusténde 7; € ¥(E) (j =0...N) zu finden, so daf

|T;(A)| > const. - ZCUal (Er)Y (7.3.8)

Dabei sind die C;; Konstanten. Wir wollen dann zeigen, dafl diese Abschitzungen in einem
gewissen Sinne unabhingig von den (in unserem Zugang unbestimmten) a; sind.[] Dazu
ist folgende Aussage niitzlich:

Lemma 7.16. Sei C' = (Cj;) eine invertierbare n x n-Matriz. Dann gibt es d > 0, so daf
aus

a€Cb; >0,

ij

i=1
stets folgt

max |a;| < d - maxb;.
J j

Beweis. Seien a,b; wie oben; man berechnet

2 1 2 1
mjax bJQ > m]aX‘ZC”CLl > E Z ’ ZCZ-]-&Z- = 5”0@"2
>1( la u)2 1 WP 0 (739)
maX a; L.
[oT] R R
A/—’
=:d?

11 Das Auftreten der a; in den Abschiitzungen ([7.3.8) ist in gewissem Sinne der ,generische Fall“, da
die 7; immer linear sind.
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Wir nehmen die Matrix (Cj;) in (7.3-8) nun als invertierbar an; nach Multiplikation
mit (Er)~7 kénnen wir das Lemma anwenden. Da wegen ([7.3.7) hier max; |a;| > 5 gilt,
erhalten wir ein j mit

75 (A)| = (Er)7T - const. (7.3.10)

Unter den genannten Voraussetzungen an C;; haben wir damit untere Abschétzungen der
Form ([7.3.5) etabliert.

Es miissen nun die speziellen Funktionen[d f; und Funktionale 7; konstruiert werden,
wobei die letzteren wie bei der Etablierung des Phasenraumkriteriums auf Matrixelemente
mit Einteilchen-Wellenfunktionen g; zuriickgefithrt werden. Wir beginnen daher wieder mit
der Konstruktion gewisser Funktionen im Einteilchenraum.

7.3.2 Funktionen im Einteilchenraum

Unser Vorgehen ist in mancher Hinsicht sehr &hnlich (aber nicht identisch) zu dem in
Abschnitt [(.2.9. Wir fixieren eine Testfunktion f € S(R) mit f > 0, f # 0 und f(z) =0

fir |Z] > 1; dann setzen wir fiir r > 0:

fr(@) = f(r 7). (7.3.11)

fr ist dann in der Kugel vom Radius r um 0 lokalisiert; damit ist f,. ein Kandidat fiir die
Konstruktion der Weyloperatoren aus 24(r).

Weiterhin bendtigen wir energiebeschrinkte Funktionen im Impulsraum. Dazu sei fiir
E>m

1 firw(p) < E,

g € Q(E)K. (7.3.12)
0 sonst;

9e(p) = {

Wir betrachten im folgenden fiir s-stellige Multiindizes[® x, A die Funktionen

wi%p”gE und ij%p’\ﬁ. (7.3.13)

Man beachte, dafi dabei die Energiebeschrinktheit erhalten bleibt; auflerdem stort der
Faktor p* die Lokalisierung des Triigers nicht, da er sich als Ableitung —idy in den Ortsraum
yuiberwélzen“ 148t. Die Funktionen sind linear unabhéngig. Wir berechnen nun diverse
Skalarprodukte zwischen ihnen, zunéchst diejenigen zwischen den f’s:

17 =l oA g
(wF2p fr’W$2p>\fr>
1 _ PSR

:/dsp ]72+m2¢ P (27()_5/dsgjdsyf(7~1’f‘)f(r—1‘y—") C)
r—|)\‘—‘fﬁ|+8:|:1

(2m)*

(Saterun) [ PP [y 7@ @ . (@)

12 Wir werden sie spéter mit f; bezeichnen.
13 Zur Multiindex-Schreibweise siehe wiederum Anhang .
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Wir betrachten diesen Ausdruck im Limes 7m — 0. Der Term (52 + (rm)2)¥2 kann gleich-
mifig in rm abgeschiitzt werden (es ergibt sich hochstens eine Singularitit wie [p]~!, die
fiir s > 2 integrierbar bleibt); der vom Integral iiber  und y herrithrende Term fallt mit
|p] sehr schnell ab (f ist Testfunktion). Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz
kann man den Limes also unter dem Integral ausfithren und erhélt

<w¢%pﬁf~r|ﬁ§pxﬁ> R L G B (7.3.15)

wobei die Konstante nur noch von x und A abhéngt; sie verschwindet nicht, falls kK = A.
Das Skalarprodukt zwischen den ¢’s ergibt sich so:

1, 1 s = L
(wE2p gplw2piygr) = / &p\/p2+m2 pt
w<FE

A VI e o)k

FEED
::A‘(g—i—)\)
\/1-m?2/E? 11

(Skali;rung) EIKH'/\HSil A(/i—i—)\) / dq q2+ <%>2 q|l€\+\)\|+871. (7316)

K+

I
o\;g

0

Der oben definierte Ausdruck A(k + A) wird in Anhang [/.3.A] ndher untersucht. Wieder
148t sich im Limes % — oo der Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden, womit
sich ergibt, daf}

E_o

(wi%pﬁgE|wi%p>‘gE) E_lﬁ‘_l)‘l_(sj:l) 2 const. (7317)

Auch diese Konstante ist nicht 0, falls kK = A.
Nun berechnen wir das Skalarprodukt zwischen einem f und einem g¢:

1 1 3 K r -3 S K S —ipT —1|=
(wE2p gplwTip f,) = (Pigulp*fr) = (2m) 72 /dpp A / d*ze” P f (r717])

w<FE |z|<r
(Skallerung) | — || / d*p p™ (2m) > / d*x e~ f(|7])
P2 (B%m?)r? =t
—F®)

(f(7) hiingt nur von |p] ab.)

g - ) [ dee)

(Skalierung) rtA

52§17m2/E2

\/1-m?2/E?
= s Bt RNA (5 4 ) / gt f g Er) dg. (7.3.18)
0
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Im Limes Er — 0, % — 00 kann noch einmal der Satz von der majorisierten Konvergenz
angewandt werden; Ausfiithren der Integration ergibt dann

Er—o0 A(/{ + >\) ~

3 prgplwTepr ) rms BrsIsl=IA 0). 7.3.19
Die Funktion f war so gewshlt, daB f(0) # 0.
Wir normieren nun die oben betrachteten Funktionen:
k|, FEokF k| Lk
_ ) LE(r)y ; gFi= LY P 9B Q(E)K. (7.3.20)

kT 2L - 1

lw¥zp=f, | lw*2prggll
Die f* sind dann linear unabhéingig und invariant unter .J, denn man hat [J,w] = 0 und
Jpr = —piJ. Entsprechendes gilt fiir die g=. Unter Verwendung der Ergebnisse (7.3.15)

und ([7.3.17) erhélt man:[]

(gElgy)  ——>  comst.(k,\); (7.3.21)

= —00
m

(FEIFE) == const/(k,)). (7.3.22)

= —00
m

Die Konstanten const.(k, ) und const.’(k, A) sind gleich 1, falls kK = A. Fiir die gemischten
Skalarprodukte hat man

B s A(k+ )
gV (Br)~ R B0 gy ST gy 7.3.23
<fn’g)\>( T‘) E_ 1<KI>S+‘/€|+|)\‘ 2( ), ( )

dabei ist

sF1

+ -
(k) = |K| + 5

(7.3.24)

die b (k), b3 (\) sind wiederum nichtverschwindende Konstanten. L&t man » und A iiber
eine endliche Menge M von Multiindizes laufen, dann ist die Matrix

A(k+ A
ﬁ (5, A € M) (7.3.25)
nach Lemma in Anhang invertierbar; die Multiplikation mit den b (), bs (\)
kann als Multiplikation mit zwei Diagonalmatrizen aufgefafit werden, die ihrerseits inver-
tierbar sind. Die rechte Seite von ([7.3.23) bildet somit eine nichtsingulire Matrix BZ,.

Wir kénnen auf die Details der Funktionen f*, gf\E jetzt verzichten und numerieren sie
daher mit natiirlichen Zahlen j durch, wobei wir die Reihenfolge so wéhlen, daf§ das resul-
tierende ¥*(j) monoton mit j wichst. Die im folgenden relevanten Ergebnisse fassen wir
noch einmal zusammen bzw. formulieren sie fiir beliebigen Einteilchenraum als Forderung;:

14Man beachte, daB Er — 0, % — 00 auch rm — 0 impliziert.
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Eigenschaft 7.17. Zu E > Ey, r < rg, Er <1 gibt es J-invariante Vektoren

frect(r), gfeQEX (jeN),

die in LE(1) bzw. Q(E)K linear unabhingig sind. Weiterhin existieren zwei monoton wach-
sende Funktionen v : N — R mit 9%(j) — oo fiir j — oo, so dafs

Er—0

(1) (. k),
Er—0 .
(fla) —— k),
N Er—0
(gF 1fiy(Br)™ ™ === B

Die Konstanten c]jf (J, k) und c; (j, k) verschwinden nicht, falls j=Fk; die Matriz Bﬁ (7, k<
N) ist fir jedes N € N invertierbar. Ey und ry sind positive Konstanten.

Wie interessieren uns besonders fiir den Fall, in dem die ¥& mit den in Eigenschaft ]
erwahnten Funktionen iibereinstimmen, wie dies beim reellen skalaren Feld der Fall ist;
unsere Uberlegungen sind aber unabhingig davon. Die Tatsache der Invertierbarkeit der
Matrizen Bﬁ soll noch etwas umformuliert werden, bevor wir sie im folgenden verwenden:

Lemma 7.18. Set N € N und

_ + . Er—o0 0
g= E 1 ci(E,r) 9 wobei ci(E,r) -
‘]:

mit Konstanten c , die nicht alle verschwinden. Dann gilt fir 1 < k < N

(g fF) (Br) 0 220 g0

E—oo
mit Konstanten dY, die ebenfalls nicht alle verschwinden.

Beweis. Man hat nach Eigenschaft [-17:

N N
+ Er—0 -0
(g|fi) (B = (B, r) (g |fE) (Er)™® e > OB = d). (7.3.26)
J=1 j=1
Wegen der Invertierbarkeit von Bﬁ kénnen nicht alle d) verschwinden. O

7.3.3 Verallgemeinertes Gram-Schmidt-Verfahren

Das Verhalten der Skalarprodukte ( f;—L| g) fiir grofle E und kleine Er ist nach Eigen-
schaft [[.17 bekannt. Fiir das folgende erweist es sich aber als giinstig, iiber noch einfachere
Relationen fiir diese Ausdriicke zu verfiigen, etwa ( fji| g) o 0. Wir werden dies durch ei-
ne Variante des bekannten Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens erreichen.
Die Vorzeichen + werden im folgenden fortgelassen, die Konstruktion verldauft in beiden
Féllen vollig gleich.



178 Kapitel 7. Freie Feldtheorie

Wir konstruieren nun rekursiv Funktionen fn, Jn, die folgende Eigenschaften erfiillen
sollen:

Span{fla"' 7fn}zspan{fla"' 7fn} (7328)
Spa’n {gh B 7gn} = Span {glv B Jgn} (7329)
(felf) % const.(k,n) Vk €N (7.3.30)

(fel £ % const.(k,n) Vk <n (7.3.31)
(9k|9m) % const.(k,n) VkeN (7.3.32)
(9lga)  ——=>  const.(k.n) Yk <n (7.3.33)
(gelfa) (Er) ™™ 22 const.(kyn) Wk €N (7.3.34)
<§n|fk>(E7")_19(k) % const.(k,n) VkeN (7.3.35)
(Gnlfr) =0 Vk <n (7.3.36)
(Gl fn) =0 Yk <n (7.3.37)
<§n|fn>(ET)_l9(n) ? const.(n) # 0 (7.3.38)

Induktionsanfang (n = 1): Wir setzen
fi=f, @=a. (7.3.39)

(7-328) und ([(-3:29) sind trivial erfiillt; (7.3.30) - ([[.3.38) ergeben sich aus den entspre-
chenden Eigenschaften der f; und g;.

Induktionsschritt (n—1 — n): Wir definieren

n—1 , .

for=fa =) <E|Ji”>ﬂ, (7.3.40)
j=1 < j| j>
n—1 A

Gn = Gn = il 3>gj. (7.3.41)

(Die Nenner sind nach Induktionsvoraussetzung ([.3.38) nicht 0 fiir geniigend kleine Er
und grofie E.) Diese Funktionen sind wieder invariant unter .J, denn die skalaren Faktoren
sind reell.
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(7.3.29) ist erfiillt, denn einerseits gilt fn € Span{fi,..., f.} nach Definition, ande-
rerseits ist f, & Span{fi,..., fao_1}, weil die f; linear unabhéngig sind; also wird der von

den f erzeugte Unterraum echt grofer. Ebenso folgt (7.3.29).
Zu ([[3.30): Fiir k € N gilt

~

j=1 <g]|fj <fk|fj>

~

_ = <gj|fn>(ET)_ﬂ(n) m 3 Er—0
_<fk|f”>_;<gj|fj><m)ﬂm (Er) alfy) 5o const. (7.3.42)

nach Induktionsvoraussetzung ([(.3.30), ((-3.35) und ([.3:3§). Ebenso erhilt man ([7.3.32).
Zu (.3.31): Sei k < n, dann ist

w (35111} S i),
(Felfub = (il fa) - 2& £y b1 Z (filfa)

<fy|fl> % const. (7.3.43)

unter Verwendung von ([7.3.30), ([7.3.31)), (7-3:35) und ([(-3.38). Genauso ergibt sich ([7.3.33).
Zu ([.3.34): Fiir k € N berechnet man

(ol F (B0 = (gl o) ()

n—1 . E —¥(n) R ) s
— Z <gj|ffb>( r) —(gi| £;) (Er) 00 B0 const. (7.3.44)
j=1 (G;1f;)(Er)=7D Emeo
mit Voraussetzung ([7.3.34), ([7.3.35) und ([7.3.38). Gleichung ([7.3.35) folgt analog.
Zu ([[:3:37): Es sei k < n; dann gilt identisch fiir alle E und r:

i @Jlfn) (el )

jk

{9kl fr) = 0. (7.3.45)

Eine dhnliche Rechnung zeigt (@)
Zu ([(.3.3§): Man hat aufgrund von Voraussetzung ([.3.34) - ([7.3.38)

(Gnl fo) (Br) =00 = (gn|fn>(Er)— 9(n)

S n—1 .
e - fu)(E
=1 9J|fg |.7 r)”’ — <g]|fg><gj| Y(ET)
n—1 .
+ ) (90l m
2 1) Gl S

(Die drei Summen sind also gleich!)

S <gj|f">(ET)ﬂ9(n) <gn|fj>(Er)719(j) Er—0 const. (7.3.46)
= (35 f;) (Er)—00) oo - (7.3

= (gnlfn) (Er)iﬁ(n) -
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Zu zeigen ist noch, daf diese Konstante nicht verschwindet. Dazu nehmen wir an, daf
(G| fu) (Er) "™ — 0. Wegen ([7.3.36) gilt dann (g, | fi)(Er)~*® — 0Vk < n, und aufgrund
von ([7.3.28) auch (g, |fi)(Er)~"®) — 0Vk < n. Andererseits erfiillt

9 (7.3.47)

die Voraussetzungen des Lemmas [7.1§; daher gibt es ein k mit (g, |f)(Er)~"® 4 0. Damit
ist ein Widerspruch erreicht.

Die Konstruktion der fn und ¢, ist nun abgeschlossen. Wir lassen das ,,Dach® iiber den
Symbolen wieder weg und verfiigen damit iiber Funktionen f und g, deren Eigenschaften
sich wie folgt zusammenfassen lassen:

frel*(r); greQEX (7.3.48)

=1 Jon = gn (7.3.49)

() pro const.(k,n);  (giflgE) % const.(k,n) (7.3.50)
(gilfif)y =0 fiic k#n (7.3.51)

(GEl£5) (Er) =7 % const.(n) (7.3.52)

Die Konstante in der letzten Gleichung verschwindet nicht.

7.3.4 Zweite Quantisierung

Nachdem wir die Situation im Einteilchenraum festgestellt und um einiges vereinfacht
haben, bleiben noch die gewiinschten energiebeschrénkten Funktionale 7; und die lokalen
Weyloperatoren W(f;) zu konstruieren.

Wir beginnen auf der Seite der Funktionale: Mit Hilfe von Lemma [-§ in Anhang
verschaffen wir uns zu Multiindizes ', u~ beliebiger Stellenzahl ein Funktional 7,+,-, das
auf Weyloperatoren W (f) die Werte

T (W) = e WP TTC lan ) (7.3.53)

J k

annimmt. Da die gjj-E energiebeschrankt sind, liefert Korollar , daB 7,+,- € Z(E) mit

E = (|ut|+|p|) E; auerdem erhilt man ||7,+,- || < const.(u*, u~) fiir groBe E und kleine
Er, wenn man die Abschéatzung der Normen der g]i aus ([7.3.50) berticksichtigt.

Zur Konstruktion der Weyloperatoren setzen wir fiir Multiindizes v, v~:

Fov =Y vl +i> v fi (7.3.54)
J k

Das liegt stets in £(r). Analog zu ([(.3.6) betrachten wir Summen

A= > apu, W(f, ) €Ur). (7.3.55)

(vtwv—)eM
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Dabei ist M C IM> x IM> eine endliche Teilmenge, die wir erst spéter spezifizieren wer-
den. Die Auswertung des Funktionals 7,+,- auf A ergibt wegen der Orthogonalitétsrelati-

on (T351):
Teu-(A) = Y e e Won U TT07 1005 Tk £ Lo )

vty— J k
=S v G (Eor). (73.50)

vtu—

Setzen wir nun

O™, 1) ==Y (10" (j) + 1507 (4)) (7.3.57)

J

dann erhalten wir aufgrund des in ([(.3.53) beschriebenen Grenzwertverhaltens:
Coutp—tv- (ET)_G(“+’“_)

L), cl(z/Jr,y*)'H( “ H () = Cli ey (7.3.58)
j K

E—oo

c1(vt,v7) und cp(p™, ™) sind nichtverschwindende Konstanten.

Wir fassen die Multiindizes p*, = nun wie in Abschnitt [(.9 zu nur einem Multiindex
p zusammen (entsprechend auch v*) und bilden aus den ¥£(j) ein entsprechendes 9(j),
das monoton wachsen soll. ©(u) wird analog definiert. Mit dieser Umbenennung lautet die

Relation ([.3.58) jetzt
Cy (Br)y=@® 220 HV“J : =, (7.3.59)

E—>oo

Die Multiplikation mit ¢;(v) und ca(p) entspricht der Multiplikation des mittleren Terms
mit je einer invertierbaren Diagonalmatrix. Zu betrachten bleibt die Matrix C’fy =11 j 1/]” ’
Wir konnen diese Matrix ohne Einschrankung als invertierbar annehmen, und zwar in
folgendem Sinne:

Falls C’P nicht invertierbar ist, dann ersetze man alle nichtverschwindenden Eintrédge

der Multiindizes v durch Variablen a: ) und betrachte das entsprechend gebildete ny(xgy)).

Die Determinante dieser Matrix ist ein Polynom in den Variablen x§

Nullpolynom, denn beispielsweise tritt das Monom

I ()’

veM;j

, und zwar nicht das

nur in dem Term auf, der von der Diagonalen der Matrix herrithrt. Mithin kann man fiir
J”) Werte finden (sogar in beliebiger Néhe der urspriinglichen), so daf§ die Determinante
nicht verschwindet und damit C’P 1nvert1erbar wird. Startet man aber in () mit den
gednderten Werten statt der ganzzahhgen I/J dann verlauft die Konstruktion wie zuvor.
Insgesamt ist die Matrix C7), also (ohne Einschrénkung) invertierbar. Da sowohl die
Determinante als auch die Komponenten der inversen Matrix stetig in den Eintrdgen von
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C sind, ist fiir gentigend kleine Er und grofie E auch C,,,(E,r) invertierbar, und die in
Lemma [(16 erwahnte Konstante d kann gleichméBig gewéhlt werden. Man kann den in Ab-
schnitt skizzierten Gedankengang also anwenden;[ dabei wihlt man den Exponenten
7 so, dafl

¥ >0O(u) Ve M. (7.3.60)

Die Menge M kann noch geeignet gewéahlt werden, um 7 méoglichst klein werden zu lassen
(sie muf} mindestens N + 1 Multiindizes enthalten). Um das Ergebnis einfacher formulieren
zu kénnen, numerieren wir nun auch die 7, und f; mit natiirlichen Zahlen j statt Mul-
tiindizes, wobei ©(j) wieder monoton wachsen soll — das ist wegen 9=(j) — oo (j — o0)
stets moglich. Unter Préazisierung der bisherigen Formulierung ,.fiir grofe £ und kleine Er“
erhalten wir dann folgende Aussage:

Satz 7.19. Wir betrachten ein Modell der freien Feldtheorie, das die Eigenschaft [7.17
besitzt, etwa die Theorie eines reellen skalaren Feldes in s > 2 Raumdimensionen. Zu
N € N gibt es dann Konstanten Ey, wy und c, so daf fir E > FEy, Er < wy und beliebige
Rang-N-Abbildungen 1¥n € W gilt:

1= = Unllpr > e (Br)oFD,

Es sei bemerkt, da§ die oben definierte Funktion ©(j) mit derjenigen aus Abschnitt [7.2
{ibereinstimmt, vorausgesetzt, da8 die 9F in Eigenschaft [[-]] und Eigenschaft [7.17 ebenfalls
gleich gew#hlt werden konnen (wie im Beispiel des reellen skalaren Feldes).

Wir kénnen nun die ,oberen Abschétzungen® aus Abschnitt -2 und die ,unteren
Abschéitzungen® aus diesem Abschnitt vergleichen und damit den Feldinhalt der Theo-
rie vollstédndig bestimmen:

Erfiillt die betrachtete Theorie die vorausgesetzten Eigenschaften im Einteilchenraum,
dann folgt zunéchst aus Abschnitt [.2, daf

dim®- < N, falls O(N) > 7; (7.3.61)

denn dann konnen wir nach Satz [(.J eine Rang-(/N —1)-Abbildung ¥y_; finden, so dafl

Y(E—Yn-1) 27
Die Abschéitzung in die andere Richtung folgt so: Nach Satz .2 wissen wir, dafl

V(12 = psEller) 27 (7.3.62)

bei festgehaltenem FE. Dabei ist ps eine reguldre Projektion auf ®5, weshalb ps= € U,
eine Abbildung vom Rang dim ®5 wird. Aus Satz [[.19 wissen wir aber, daf§ eine solche
Approximation durch Rang-(N —1)-Operatoren zumindest fiir groBe E nicht méglich ist,
falls ©(N) < 7; deshalb gilt

dim®5 > N, falls O(N) < 7. (7.3.63)
Aus ([-3.61)) und ([.3.63) erhilt man unmittelbar, daf
d(7) = dim &5 =max{ N | O(N) <7 }. (7.3.64)

15 Dazu miissen die Funktionale 7,, noch normiert und die Energieskala um einen konstanten Faktor
gedndert werden. Dies 148t sich aber in den im Endergebnis erwdhnten Konstanten auffangen.
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Man sieht hieran noch einmal explizit die linksseitige Stetigkeit von d(%).
Damit haben wir nicht nur dim ®5 bestimmt, sondern auch den Raum ®= selbst: Da
per Definition

0dm) +1) 27, (7.3.65)

liefert uns Satz [(.J eine Abbildung ¢ vom Rang dim ®=, die (= —1) > 7 erfiillt und deren
Rechts-Bild daher mit ®5 iibereinstimmt. Explizit hat man

5 = Span {¢;}1] ; (7.3.66)

die in Abschnitt [[- berechneten ¢; bilden also gerade den Feldinhalt der Theorie.
Ein explizites Beispiel fiir die ersten Terme der Approximationsreihe und fiir die zu-
gehorigen ©(N) und d(7) ist in Abschnitt [.4.2 angegeben.

7.3.A Ein Hilfssatz im Einteilchenraum

Im Zusammenhang mit unserer Analyse im Einteilchenraum der Theorie betrachten wir
folgenden Ausdruck: Sei x ein s-stelliger Multiindex, dann ist

A(k) = / d0(x) 2" (7.3.67)
\#=1

das Integral 1auft iiber die Einheitssphire im R*. Wir bemerken folgende Eigenschaften:

A(k) > 0; (7.3.68)
A(k) =0 & & besitzt einen ungeraden Eintrag, (7.3.69)
insbesondere: A(2x) > 0. (7.3.70)

Das folgende Lemma stellt sich fiir unsere Anwendungen als wichtig heraus.
Lemma 7.20. Sei M C 9M° eine endliche Teilmenge; dann ist die Matrix

A(k+ )

By = ——0—
QPR P Y

k,NEM

positiv definit, insbesondere ist sie invertierbar.
Beweis. Man betrachte die Funktionen

zt o fir |7] < 1,

k€ M. (7.3.71)
0  sonst;

Fu(@) = "X (17]) = {
Sie sind offenbar linear unabhéingig. Bezeichnet (- | - ) das gewdhnliche L?(R?®)-Skalarprodukt,
dann gilt
(ful fx) = Brx, (7.3.72)

wie man leicht berechnet. B, ist also die Matrixdarstellung des Skalarprodukts auf dem
Teilraum Span{ f,} und deshalb positiv definit. O
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7.4 Freie Wightman-Felder

Wir haben bisher das betrachtete Modell der freien Feldtheorie vollsténdig im algebraischen
Rahmen formuliert und das Verhalten der Theorie ,am Punkt®“ analysiert, wodurch wir
dann in Kapitel B lokale Punktfelder am Koordinatenursprung erhalten haben. Historisch
wurde die freie Feldtheorie aber zuerst durch Punktfelder (bzw. durch , ausgeschmierte*
operatorwertige Distributionen) definiert und spéter auf die algebraische Theorie iibertra-
gen.

Wir geben in diesem Abschnitt zunéichst einen Uberblick iiber die Formulierung der
freien Feldtheorie im Wightman’schen Rahmen und zeigen, wie die algebraische Sichtweise
daraus hervorgeht. Dabei beschréinken wir uns auf das reelle skalare Feld; nur dort hatten
wir den Einteilchenraum und die ,lokalen® Unterrdume £*(r) konkret definiert. Anschlie-
Bend geben wir die ersten Terme der in Abschnitt [[-2.6 hergeleiteten Reihenentwicklung
explizit an; wir deuten die darin vorkommenden quadratischen Formen als Punktfelder und
zeigen, daf man nach Ausintegration tatséchlich das Feld ¢(f) zuriickerhélt, mit dessen
Hilfe die Theorie definiert wurde.

7.4.1 Das reelle skalare Feld im Wightman-Rahmen

Ein reelles skalares Feld ist in der Wightman’schen Quantenfeldtheorie eine hermitesche
operatorwertige Distribution

o) Do(f), [feSM). (7.4.1)

Das Feld ¢ soll (im Sinne von Distributionen) die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen:
(@ +m?)p =0. (7.4.2)
Geniigt ein solches Feld allen in Abschnitt [[3.2 aufgefiihrten Wightman-Axiomen, ein-

schlieBlich der dort genannten Vollstédndigkeitsbedingung, dann erfiillt es notwendigerweise
[Rob62] die Vertauschungsrelationen

60, 0(9)] = ({Fla)+ — {glf)s) -1 (7.4.3)
mit
(flg)s = / ey / 1y (2) g(y) Ay (2 — ); (7.4.4)

hierbei ist A, die Distribution
A (z) = (27r)_s/dspé(pz—m2)9(po)e_ipz. (7.4.5)
Dadurch ist das Feld ¢(f) bis auf Unitaraquivalenz eindeutig festgelegt. Es kann in der

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a* und a zerlegen:

¢(f) = a*(f) +alf), feSeM). (7.4.6)
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Um die lokalen Algebren 2A(O) zu erhalten, mufl man beschrinkte Funktionen der ¢(f)
betrachten. Da die ¢(f) fiir reellwertiges f sogar (wesentlich) selbstadjungiert sind, bieten
sich dazu die unitdren Weyl-Operatoren

W(f) = e Se(M) (7.4.7)
an.[q Sie erfiillen wegen (-4.3) die Relation
W()W(g) = e W(f + g). (74.8)

Die in O lokalisierten Observablen erhélt man nun, indem man die im Ortsraum im Gebiet
O lokalisierten reellwertigen Testfunktionen f und Funktionen der zugehorigen Felder ¢( f)
betrachtet, also

A(0) ={W(f)|f € De(0)}". (7.4.9)

Es ist dabei aber nicht notwendig, f tatséchlich durch ganz Dg(Q) laufen zu lassen. Man
bemerkt ndmlich

s(@+m?)f) = (@+m?)g)(f) ZEY 0 Vf € Da(M); (7.4.10)

folglich reicht es aus, Restklassen [f] aus dem Quotientenraum Dg(O)/(0+m?)Dg(M)
zu betrachten. Einem solchen [f] konnen wir seine s-dimensionale Fouriertransformierte
zuordnen:

f(p) = (2m) "2 / A f(2)e @D (y(p) = \/p2m2). (7.4.11)

Diese Zuordnung [f] — f ist wohldefiniert und injektiv, denn fiir f € Dg(M) gilt
/ &M f(2)ef@ D — 0 Vg o f e (O+m?)Dp(M). (7.4.12)
(Die Richtung ,,=* folgt dabei mit Hilfe funktionentheoretischer Argumente — man beachte,
daBl wegen der Trégereigenschaften von f seine (s+1)-dimensionale Fouriertransformierte

ganz analytisch ist.)
Wir zerlegen f dann in J-invariante Funktionen (J wird wie in (7.1.5) definiert):

L _ _ 1 - L 1 - _

foftriof wit [ =S(F+ID F= oo (F -0 (74.13)
diese Zerlegung ist eindeutig. Wichtig ist nun, da sich die Lokalisierung von f an den f*
ablesen 1a8t: Es sei speziell O = O, ein Standard-Doppelkegel; dann gehoren vorgegebene

J-invariante Testfunktionen f* genau dann zu einem [f] € Dg(O,)/(O+m?)Dg(M), wenn
die Trager der Fourierriicktransformierten

(@) = (27r)‘§/dsp e f* () (7.4.14)

16 Die Einschrinkung auf reellwertige Testfunktionen bedeutet keinen ,, Verlust an Information“, da sich
jede komplexwertige Funktion als Linearkombination zweier reellwertiger schreiben 1aft.
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innerhalb der Kugel || < 7 liegen. Wir erhalten also eine eineindeutige Zuordnung [f]
f=fT+iwf~, wobei die f * die genannten Eigenschaften haben. Betrachtet man das Feld
nun als Funktion von f statt [f], dann lautet die Weylrelation ()

W(HW(g) = e =19 W (f + g) (7.4.15)

mit

7o) = [ 555 Tt = la)- (7.4.16)

Zur Vereinfachung der Rechnungen ziehen wir den Faktor (2w)~! im Integrationsmaf noch
zu den Funktionen, d.h. wir setzen

J(B) = (20) 72 () (7.4.17)

und erhalten

WHW @) = e ™0 W (f +g) mit (fl5) = / &p F@i5) (7.4.18)

auf eine Neubezeichnung des Skalarprodukts verzichten wir dabei. Die lokale Algebra 24(r)
wird nun erzeugt von den Weyl-Operatoren

W(f), f=wiff+iwrf, (7.4.19)

wobei f% im Ortsraum reell und in |Z] < r lokalisiert sind. Das stimmt bis auf Bildung
topologischer Abschliisse mit unserer bisherigen Definition in Abschnitt [ iiberein.

7.4.2 Rekonstruktion des Feldes

Wir hatten unter gewissen Voraussetzungen im Einteilchenraum in Abschnitt eine
Reihenentwicklung der Abbildung = hergeleitet,

== ¢j0;, (7.4.20)
J

und in Abschnitt [/ gezeigt, dafl die ¢; den Feldinhalt der Theorie bilden. Fiir das reel-
le skalare Feld hatten wir die Einteilchenraum-FEigenschaften explizit nachgepriift. Es ist
instruktiv, die ersten Terme dieser Reihe explizit auszurechnen. Um die Notation aus Ab-

schnitt [7.2 etwas zu vereinfachen, setzen wir h = h/_, und g = g!_,. Man erhilt dann im
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Fall physikalischer Raumzeit:[]
Epr= (9 1Q) -P(E)1P(E)

+ %((h\ 1)+ (@ - ) -P(E)(alg) + a(9) ) P(E)

+%§;(@ﬁy|m (@ - Ja;h)) -P( (a ~ipg) + o’ (~ip;g) ) P(E)

wth| - 1) — (9] - \w_1h> -P(E) | a(iwg) zwg))P(E)

alg)? +a*(9)* + 20" (g)alg) ) P(E)
(7.4.21)

A
+oq(+)
+ o

Die Schreibweise x;h ist dabei etwas symbolisch und miifite genauer w_%xjuﬁ%h heifen.
Das mit o¢ abgekiirzte lineare Funktional lautet explizit

o) = (e bl )+ @l hom)+ 1ol -l ). ez

Intuitiv erkennt man in den Approximationstermen bereits das Punktfeld ¢(0) wieder; in
etwas suggestiver Schreibweise lautet die obige Gleichung

E= Q19 1 =0
o1+ @ ) 6(0) (r=1
#3530 (@bl - 19+ @ - [23h) - 3,000) (v=2)
t o (Wl 19) — @ - o) - 20(0) (v=2)
+oq(+) ¢*:(0) (v=2)
4 (7.4.23)

Wir haben hier explizit dim ®; = 1, dim ®; = 2, dim &3 = 7, O(N; + 1) = j. Die Terme zu
v > 3 sind nicht aufgefiihrt. In der Reihenentwicklung treten neben dem Feld ¢ auch seine
rdumlichen und zeitlichen Ableitungen sowie das Wickprodukt : ¢?: auf. Bei den héheren
(nicht gezeigten) Termen handelt es sich entsprechend um hohere Ableitungen des Feldes
(auch gemischte raumliche und zeitliche) sowie deren Wickprodukte. Zweite oder hohere
Zeitableitungen treten allerdings nicht auf — das ist Ausdruck der Feldgleichung ([(.4.9).

Man beachte, daf§ die hier aufgeschriebenen ersten Terme der Reihenentwicklung mit
dem Ergebnis der heuristischen Rechnung in [HOY6] im wesentlichen iibereinstimmen; die
Form der Funktionale o; ist jedoch aufwendiger als dort vermutet.

Die Schreibweise a*(g) + a(g) = ¢(0) usw., zu verstehen im Sinne von Linearformen
auf 3, ist zwar heuristisch unmittelbar einleuchtend; streng genommen bleibt aber noch zu

17 Fiir s > 3 dndert sich die Reihenfolge der Terme; der Term mit dem Wick-Quadrat des Feldes gehort
zu v = s—1, wihrend die Terme mit den ersten Ableitungen v =
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zeigen, daf die aus den ¢; nach Integration (Abschnitt B.4) erhaltenen Wightman-Felder
tatsichlich mit dem definierenden Feld ¢(f) und seinen Ableitungen iibereinstimmen. Wir
fiithren den Beweis hier fiir das Feld selbst (2. Term der Entwicklung ([.4.23)); fiir die
Ableitungen und Wickprodukte 148t sich eine analoge Argumentation durchfiihren. Im
folgenden sei wieder s > 3 beliebig.

Zu zeigen ist die Gleichheit der quadratischen Form a*(g)+a(g) mit dem Feld ¢( f) nach
Ausintegration mit einer reellwertigen Testfunktion f, und zwar im Sinne von Operatoren
auf C>*(H). Es reicht jedoch aus, die Identitéit auf einer dichten Menge im Sinne von
quadratischen Formen nachzupriifen. Seien also

E=h® - ®b, € PIEYH, {=c®---®c, € P(E)H,; (7.4.24)
dabei sind b;, ¢, € Q(E)K. Wir haben zu zeigen, daf
[ (€106 (@ 0) + o) U@y €) f@) a1z = (€] 6()€) (7.4.25)

Schreibt man die rechte Seite nach ([.4.6) als Erzeuger und Vernichter aus, dann reicht es,
folgendes nachzuweisen:

[ 1@ Uy HoUare) = (€] @) ¢). (7.4.26)

Dabei ist af entweder a oder a*; wir behandeln den Fall af = a*, der andere ergibt sich
entsprechend. Interessant ist dann nur m = n+1, andernfalls verschwinden beide Seiten
von ([(.4.2G). Man hat nun

/ i f(z) (U(x)€

= /ds‘Hx f(x) (Symm ®; Ux(—2)b;

a*(9)U(z)"¢)

a*(g) Symm ®y, Urc(—z)cy)

D VAT [ @ f(a) (Symm @ Uc(—a)b; | Synm(g © @uUi(~a)ar) )

= Vn+1 Symm<H<bj|cj>- / daf(x) / d*p e, 4 (p) (2m) 2 (2w)’%><E(ﬁ))-
" (7.4.27)

Die Symmetrisierung lduft dabei {iber die Indizes der b;. Da das Integral {iber d°p nur iiber
ein endliches Gebiet lduft und der Integrand auch beziiglich x geniigend schnell abfallt (f
ist Testfunktion), kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden. Auflerdem kann die
Multiplikation mit yg(p) entfallen, da bereits b, € Q(E)K. Man erhélt so

/ ' fl) (U(a)€
— \/n—HSymm(ﬁ (bjle;) /dpbnﬂ(q) (@)

Jj=1

a*(9)U(2)"¢)

= Vo1 symm( [T bles) - (bual ) = (€la (D €), (74.28)
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wobei
F(7) = (2w) 2m) 8 / g ()l (7.4.29)

Damit ist schliellich gezeigt, dafl

/ e f(2)U () (a*(9) + a(9)) Uz)" = 6(f) (7.4.30)

im bereits diskutierten Sinne.

7.5 Produktentwicklung und Normalproduktraum

Um die Berechnung der Operatorproduktentwicklung zu illustrieren, betrachten wir wie-
derum den Fall eines reellen skalaren freien Feldes in s = 3 rdumlichen Dimensionen. Wir
untersuchen dort das ,,Quadrat® des Feldes, also das Produkt Il = ¢ ® ¢.

Dazu bendtigen wir zunéchst eine regulére Projektion ps auf ®5, wobei 7 geeignet gro83
gewahlt werden mufl. Wir werden unten explizit sehen, dafl ¥ = 3 fiir die Operatorpro-
duktentwicklung zur Genauigkeit 5 = 0 ausreichend ist. Im Raum ®3 wahlen wir die Basis

{¢j};:1 = {17 (b: al‘b? 82¢7 83(257 at(b; :¢2: } (751)

Um die gewiinschte Projektion zu konstruieren, miissen wir energiebeschrankte Funktionale
o; finden, so dafl

Heuristisch liegt es nahe, hierzu die in ([(.4.23) aufgefiihrten linearen Funktionale zu ver-
wenden. Tatséchlich stellt man fest, daf sie 0;(¢x) = J;; erfiillen. Sie sind jedoch nicht
energiebeschrinkt, da die Funktion w~2h im Ortsraum kompakten Trager besitzt.[§ Wir
werden deshalb die Funktion h modifizieren und wéhlen dazu eine Testfunktion f € S(R?)
mit kompaktem Tréger, so dafl

/f(ﬁ)dsp:(%r);, /pjf(p)dsp:o vie{l,. . s} (7.5.3)

(Das kann man z.B. mit einer geeigneten rotationssymmetrischen Funktion f sicher errei-
chen.) Wir setzen dann

h(p) = (20) f(P) (7.5.4)

und bezeichnen mit ¢; die Funktionale, die man aus o; erhélt, indem man h durch h ersetzt,
also

G =(Q -1, G==(h Q)+ Q- h), ..., 61=0dg (7.5.5)

18 Zwar konvergiert h im Limes eines grofien , Abschneideradius® gegen die Delta-Funktion im Impuls-
raum, aber in diesem Limes bleibt die Norm von h nicht beschriankt. Rechnet man trotzdem formal mit dem
,,nicht reguldren® Projektor Zj 0;(-)¢;, dann erhalt man zwar endliche Ergebnisse, in hoheren Ordnungen
der Produktentwicklung ergeben sich jedoch Widerspriiche zur Lorentz-Kovarianz der Koeffizientenfunk-
tionen.
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Mit Hilfe der Relationen
(hlg) =1, (w;hl —iprg) = Gje,  (hl —ipsg) = 0 = (x;hlg) (7.5.6)
rechnet man leicht nach, dafl tatséchlich
7i(or) = Oji, (7.5.7)

also ist py = ) ;05(+)o; eine Projektion mit den gewiinschten Eigenschaften.
Wir betrachten nun das raumartige Produkt

(z,y) = d(z) ¢(y) = U(2) pU(y —2) 9U(~y)  (r,y € M, (z —y)* <0), (7.5.8)
das man als holomorphe Fortsetzung in der Variablen z des Produkts
y(2) =U(x)pU(z) pU(—2z—1x) (Re2)?* <0, Imz € V) (7.5.9)

erhilt (im Sinne von Linearformen auf ). Wir berechnen psI1(z, y) und setzen dazu Iy(2)
in die Funktionale &; ein. Eine kurze Rechnung zeigt, dafl

QU (2)]) = Ay(~2), (7.5.10)

was tatsdchlich eine Fortsetzung auf reelle raumartige 2 = y — x besitzt (siehe ([.5.17)
unten). Weiter stellt man fest, dafl

o;(Ilp(2)) =0 fiir j € {2,...,6}, (7.5.11)

und dafl nach Fortsetzung gilt

1

oo(M(w,y)) = (hle™ g){hle™g) + i<eimgm><meiwg>

4
| . . 1 . . . .
+ Z<h|62pr9><€zpy9|h> + Z(@”’zglh)(@’pyglh)
= Re ((h|eipmg>) - Re (<ﬁ|eipyg>). (7.5.12)
Hierbei hat man
(ilerg) = (2m) 3 [ f@e . (7.5.13)

Da dieses Integral nur iiber ein kompaktes Gebiet lduft, sieht man explizit, dafl eine ho-
lomorphe Fortsetzung von ([7-5.12) auf beliebige xz € C*T! existiert (ebenso in y). Weiter
folgt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz

(hle™g) — (hlg) =1, (7.5.14)
weshalb wir erhalten:
go(I(z,y)) — 1. (7.5.15)

z,y—0
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Die Produktentwicklung lautet damit insgesamt

pill(z,y) = Ap(z —y) - 1+ p(z,y)- 0™ (7.5.16)

mit einer Funktion p(x,y), die fiir x,y — 0 gegen 1 konvergiert; der Faktor A, (x —y) 148t
sich auch schreiben als

A (x—y) =< V- E-9)? fiir (z —y)? <0, (7.5.17)
~Ter (m =0)
woraus man die Divergenz des Koeffizienten am Koordinatenursprung ablesen kann. (K;(z)
ist hier eine modifizierte Besselfunktion.)
Wir wollen nun explizit zeigen, dafi psII(z,y) das Produkt I im raumartigen Limes
approximiert. Dazu schreiben wir per Wick-Ordnung

I(z,y) = b(x)o(y): + (Qe()o(y)[€2) -1

= 9(@)o(y): +Ar(z—y) 1, (7.5.18)
wobei nach dem Wick’schen Theorem gilt
d(x)o(y): — 9% (7.5.19)

Zusammen mit ([7.5.1G) folgt daraus offenbar

Iz, y) = psll(,y)lle — 0 VE >0, (7.5.20)

d.h. 7 = 3 war geniigend grofl gewéhlt, und die Operatorproduktentwicklung ist konsistent
mit der Wick-Ordnung.

Aus ([(-5.16) 148t sich auch der Normalproduktraum von IT = ¢ ® ¢ ablesen: Er liegt
sicher in der linearen Hiille von 1 und :¢* ; andererseits gibt es offenbar keinen eindimen-
sionalen Raum, der fiir ¢ ® ¢ raumartig approximierend ist, weshalb wir

N[¢ ® ¢] = Span {1, :¢*:} (7.5.21)

erhalten.






Kapitel 8

Erweiterungen und Ausblick

Die im vorigen Kapitel analysierte freie Feldtheorie zeigt die prinzipielle Anwendbarkeit
unseres Verfahrens zur Punktfeldanalyse. Wiinschenswert ist aber eine Anwendung des
Formalismus auf physikalisch realistischere Modelle. Wir diskutieren hier, inwieweit die
in der freien Feldtheorie gefundene Situation auch auf wechselwirkende Modelle extrapo-
liert werden kann, und welche Aussagen sich unabhéngig von konkreten Modellen — nur
aufgrund der allgemeinen Eigenschaften einer relativistischen Quantentheorie und des Pha-
senraumkriteriums — treffen lassen.

Wir behandeln dazu zunéchst Verallgemeinerungen des in Kapitel [ entwickelten Ver-
fahrens fiir das reelle skalare freie Feld. Auf diese Weise untersuchen wir unter anderem,
ob der mathematische Rahmen auch Teilchen von héherem Spin, die Behandlung von Fer-
mionen oder die Analyse von Modellen in niedrigen Raum-Zeit-Dimensionen zulafit. Wir
diskutieren kurz ein Netz von Algebren, das nicht aus Punktfeldern aufgebaut ist und
trivialen Feldinhalt besitzt [Luf97].

Weiter fithren wir aus, unter welchen physikalischen Voraussetzungen das Phasenraum-
kriterium in Modellen giiltig sein sollte, und welche Konsequenzen daraus fiir die Struktur
der Theorie folgen. Wir skizzieren ein Kriterium, um Theorien, die von lokalen Punktfeldern
erzeugt werden, von solchen mit nicht punktartig lokalisierten Observablen zu unterschei-
den: Ist der Feldinhalt ,,ausreichend groff*, dann kann das lokale Netz vollstéandig aus ihm
rekonstruiert werden. Dies liefert eine Charakterisierung von Eichtheorien, die sich allein
auf die Betrachtung observabler Groflen stiitzt.
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8.1 Weitere Aspekte der freien Theorie

Autbauend auf der Behandlung des reellen skalaren freien Feldes in Kapitel [ untersuchen
wir die Ubertragbarkeit der Analyse auf weitere freie Theorien, insbesondere solche mit
anderem Einteilchenraum und in anderen Raum-Zeit-Dimensionen.

Allgemeine freie bosonische Modelle Es stellt sich zunéchst die Frage, ob das Pha-
senraumkriterium auch in Theorien mit anderer Teilchenstruktur als der relativ simplen
des reellen skalaren Feldes etabliert werden kann. Hierzu bemerkt man, dafl sowohl der
Nachweis des Phasenraumkriteriums wie auch die Bestimmung des Feldinhalts auf gewisse
Eigenschaften im Einteilchenraum der Theorie zuriickgefithrt wurden; sind diese Eigen-
schaften gegeben, dann lduft das folgende Konstruktionsverfahren (,,zweite Quantisierung*)
unabhéngig von den Details des Modells. Man sieht leicht, dafl die besagten Eigenschaf-
ten [, [[-2 und [[.I7 bei der Bildung direkter Summen von Einteilchenrdumen erhalten
bleiben; auf diese Weise 1&8t sich unsere Analyse also auch auf Theorien mit

e mehreren (jedoch endlich vielen) Teilchensorten,
e Bosonen von héherem Spin,
e geladenen Teilchen (komplexe Felder)

iibertragen.

Allerdings ist das asymptotische Phasenraumkriterium in Theorien mit unendlich vielen
Teilchensorten, unabhéngig von deren Masse, nicht erfiillt. Wahrend andere in der Litera-
tur bekannte Phasenraumbedingungen solche Theorien zumindest teilweise noch zulassen
[BPY0], fallen sie aus unserem Rahmen aufgrund ihres Kurzabstandsverhaltens heraus:
Mit Hilfe der Argumentation aus Abschnitt [[J folgt, daBl die Dimension der Réume &=
beliebig grof3 sein miifite, da jedes unabhéngige Feld mit einem linear unabhéngigen Anteil
X (Er)?1 zu den unteren Schranken beitrdgt. Insofern ist das asymptotische Phasen-
raumkriterium im Bereich kleiner Skalen sensitiver als die bekannten Nuklearitdts- oder
Kompaktheitsbedingungen.

Fermionen Unser Verfahren zur Konstruktion von Quantenfeldern haben wir bisher
ausschlielich fiir bosonische Felder formuliert: Wir betrachten nur Gréflen, die sich als
Grenzwerte lokaler Observablen darstellen lassen; nicht-observable Fermifelder kénnen im
berechneten Feldinhalt also nicht auftreten. Allerdings sollten dort observable Funktionen
dieser Felder sichtbar sein, etwa :1)(x)y*1)(x): im Fall eines Dirac-Feldes v (z).

Um fermionische Modelle direkt zu analysieren, kann man den Formalismus jedoch
abéndern und statt der Observablenalgebren 2((Q) die Feldalgebren §(QO) betrachten [BR&,
sect. 5.4.3]. Die Vertauschungsrelationen der so erhaltenen Punktfelder, die ja bisher asymp-
totisch aus den Vertauschungsrelationen in den 24(Q) gewonnen wurden, wiirden dann au-
tomatisch auch Antikommutatorrelationen beinhalten. Auflerdem miifite die Symmetrieei-
genschaft der 2(QO) unter £ entsprechend durch eine Darstellung der Uberlagerungsgruppe
SL(2,C) auf den §(O) ersetzt werden; das sollte aber mit Hilfe der in Abschnitt f.2 ent-
wickelten Methoden kein Hindernis beim Nachweis der Wightman-Axiome darstellen.
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In derselben Weise kann das Verfahren auch auf bosonische, aber nicht observable Felder
ausgedehnt werden, z.B. auf Eichfelder (entsprechende Phasenraumeigenschaften voraus-
gesetzt).

2+1-dimensionale Modelle Da Informationen iiber konkrete Modelle, insbesondere in
der konstruktiven Quantenfeldtheorie, hauptséchlich in niedrigen Raum-Zeit-Dimensionen
vorliegen, ist es wiinschenswert, die Anwendbarkeit unseres Formalismus auch im Fall nie-
derdimensionaler freier Feldtheorien zu untersuchen. Wir betrachten dabei zunéchst die
2+ 1-dimensionale Theorie, die z.B. im Hinblick auf das wechselwirkende ¢3-Modell [GI87,
sect. 23.1] von Interesse ist.

Man bemerkt hier, dafl im Fall des reellen skalaren Feldes — der nach obigen Uberlegun-
gen als generisch anzusehen ist — die fiir die Feldstruktur wesentlichen Einteilchenraum-
Eigenschaften [/.1] und [/.I7 auch in s = 2 Raumdimensionen noch erfiillt sind.

Probleme bereitet nur die Nuklearitdt bei festem F und r, wie sie in Figenschaft [[2
gefordert wird; hier divergieren die Abschétzungen fiir s = 2. Man kann vermuten, daf es
sich dabei um ein rein technisches Problem handelt, da die Entwicklung bei festem E und
r eher den Charakter einer Hilfsaussage hat und zur eigentlichen asymptotischen Approxi-
mation der Abbildung = nicht beitrigt. Diese Schwierigkeiten konnten jedoch bisher nicht
iiberwunden werden.

Um das Phasenraumkriterium hier exakt behandeln zu konnen, kann man allerdings den
massiven Fall ndher betrachten. Vergleicht man mit den Abschédtzungen in Anhang [7.2.Q,
dann sieht man, daf§ man zwar fiir die Spurnorm der dort behandelten Operatoren T
keine ,skaleninvariante“ Abschétzung der Form

1T, < E~2 (Er)* - const. (8.1.1)

mehr erhélt, wohl aber eine Abschitzung mit einem ,,etwas schlechteren Hochenergiever-
halten*:

T, < E~2 E*r® ¢ - const. (8.1.2)

Modifiziert man nun die Kurzabstandsanalyse derart, dafl statt

sup ||IZ —¢|gr (8.1.3)
E-r<w
der Ausdruck
sup ||I2 =g, (8.1.4)
Elter<w

fiir ein gewisses € > 0 im Limes w — 0 analysiert wird, dann ist das resultierende Phasen-
raumkriterium auch in der 2 + 1-dimensionalen massiven Theorie noch erfiillt, allerdings
nicht mehr im masselosen Fall. Die anschlieBende Konstruktion der Punktfelder verlauft
analog auch mit dem modifizierten Kriterium.f]

I Man bemerkt, daf eine Theorie, die das urspriingliche asymptotische Phasenraumkriterium erfiillt,
auch dem modifizierten Kriterium geniigt, denn das Gebiet in der E-r-Ebene, iiber das sich das zu bildende
Supremum erstreckt, wird durch die Modifikation verkleinert. Die Menge der konstruierten Punktfelder
ist dann in beiden Féllen dieselbe, da sie mit dem in (B4.]]) unabhéingig vom Kriterium definierten Raum
$py Ubereinstimmt.
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Es wirkt sicher unnatiirlich, hier die Analyse auf ,,Skalierungsorbits* Er < w zugunsten
einer nicht-skaleninvarianten Form E'*¢r < w aufzugeben. Man mag dies als eine Konse-
quenz der unphysikalischen Eigenschaften der dreidimensionalen Theorie verstehen, die im
masselosen Fall zumindest bei festem E und r ein singulidres Phasenraumverhalten zeigt.

1+1-dimensionale Modelle Noch singulidrer sind die Phasenraumeigenschaften von
Theorien in nur einer Raumdimension. Hier bereitet nicht nur die Nuklearitét bei festem
E und r Probleme, sondern auch die asymptotischen Abschéatzungen fiir Eigenschaft [/l
lassen sich nicht mehr etablieren: Neben technischen Schwierigkeiten (Integraldivergenzen)
wire auch die bei formal gleichen Ergebnissen zu erwartende Funktion 91 nicht mehr strikt
positiv (man hat 9% (k) = |s| + 55%); infolgedessen erhielte man in der Reihenentwicklung
(7.2.60) beliebig viele Terme zum Er-Verhalten v = 0, entsprechend den Wick-Potenzen
1" : des Feldes. Die Rédume ®5 sind , unendlichdimensional®; das asymptotische Phasen-
raumkriterium kann nicht erfiillt sein.

Einen eventuellen Ausweg bietet die masselose 1 + 1-dimensionale Stromalgebra, wie
sie von Fredenhagen und Jorf [FJ96] im Zusammenhang mit Punktfeldeigenschaften be-
trachtet wurde. Hier wird das lokale Netz nur von den Stromen eines freien masselosen
Feldes generiert (z.B. durch Restriktion des Einteilchenraums). Auf diese Weise tritt das
beschriebene Problem der Wickprodukte gleichen Kurzabstandsverhaltens nicht auf. Im
Prinzip ist es in diesem Fall also denkbar, endlichdimensionale Riaume ®5 zu erhalten.
Allerdings 148t sich die spezielle Konstruktion der Einteilchenraum-Funktionen g=, hE aus
Abschnitt [[.Z nicht direkt iibertragen, sondern miifite geeignet modifiziert werden; abge-
sehen davon bleibt auch das Problem der Nuklearitéit bei festem E und r bestehen.

Modelle mit trivialem Feldinhalt Das in dieser Arbeit formulierte Phasenraumkrite-
rium garantiert nur die Wohldefiniertheit (, Endlichkeit“) des Feldinhalts einer Theorie; es
macht keine Aussagen iiber dessen Umfang oder gar dariiber, ob die algebraische Theorie
vollstdndig aus ihm rekonstruiert werden kann. So kénnten die lokalen Algebren durchaus
Observablen beschreiben, die in endlich ausgedehnten Gebieten lokalisiert und im Phasen-
raumlimes nicht sichtbar sind. Ein Modell, das dieses Verhalten exemplarisch zeigt, wurde
von Lutz betrachtet [Lut97]. Es basiert auf einer freien Theorie (genauer einem reellen
skalaren masselosen Feld in zunéchst (s 4 1) + 1 Raum-Zeit-Dimensionen), bei der jedoch
die Algebren 2(r) fiir kleine r quasi ,,ausgediinnt* werden: Man hatf]

£i(r):uﬁ%( > )n(T)DC((’)T) (8.1.5)

2
astrl

mit einer Funktion n : R* — N, die fiir r — 0 beliebig wéchst. Die Koordinate x4, ist
hier eine , Hilfsdimension“; das Netz wird dann auf s Raumdimensionen eingeschréinkt.
In diesem Modell brechen die unteren Abschétzungen aus Abschnitt — mangels
verfiigbarer Funktionen fjlL — zusammen, d.h. eine Mindestdimension der ®5 grofier als 1
kann nicht sichergestellt werden. Tatséchlich sollte sich das Phasenraumkriterium wie folgt
etablieren lassen: Durch partielle Integration in ([.2.9) sieht man, da8 der Beitrag von h
in der Einteilchenraum-Entwicklung verschwindet, falls 4,1 < 2n(r). Somit entfillt auBer

2 Die Notation ist gegeniiber [[11£97] leicht verdindert und unseren Konventionen angepafit.
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dem Anteil des Einsoperators jeder festgehaltene Term o0,¢,, in der Reihenentwicklung fiir
=g, wenn man r geniigend klein wéhlt; man erhalt

S(E—(Q-12)1) =0. (8.1.6)

Das asymptotische Phasenraumkriterium ist trivialerweise erfiillt; wir erhalten ®5 = C1
fiir alle % > 0. Die Phasenraumstruktur dieses Netzes fiihrt also zu einem trivialen Punkt-
feldinhalt der Theorie. Wie in [[uf97] gezeigt, ist auch der Skalenlimes des Netzes trivial.

8.2 Wechselwirkung, Eichtheorien

Wie wir gesehen haben, lassen sich viele qualitative Aspekte des Punktfeldinhalts und des
Phasenraumverhaltens durch Betrachtung freier Modelle diskutieren. Wiinschenswert wére
allerdings auch eine direkte Analyse realistischer wechselwirkender Theorien. Da es bisher
nicht gelungen ist, Quantenfeldtheorien in physikalischer Raumzeit rigoros zu konstruie-
ren, ist eine , konkrete“ Analyse zum momentanen Zeitpunkt nicht moglich. Der entwickelte
Formalismus versetzt uns jedoch in die Lage, Aussagen ohne Kenntnis spezieller Modelle
fiir alle relativistischen Quantentheorien zu treffen, die das asymptotische Phasenraumkri-
terium erfiillen.

Das betrachtete Phasenraumkriterium wurde mit physikalisch plausiblen Annahmen
iiber das Kurzabstandsverhalten der Theorie motiviert. Wie explizit gezeigt, ist es in der
freien Feldtheorie erfiillt. Seine Formulierung verwendet aber keine speziellen , freien* Be-
griffe wie Wickprodukt, Fockraum oder Teilchenzahl, sondern sie basiert auf einem qualita-
tiven Bild des Verhaltens der Theorie bei kleinen Wirkungen. Insofern scheint es plausibel,
daB das Kriterium in jedem Modell mit ,,sinnvollem Punktfeldinhalt* erfiillt ist. Genauer er-
wartet man dies zumindest in asymptotisch freien Theorien, deren Kurzabstandsverhalten
dem einer freien Theorie entsprechen sollte; allgemeiner wird man ein analoges Verhalten
in jedem Modell mit Ultraviolett-Fixpunkt der Renormierungsgruppe vermuten.

Setzen wir das asymptotische Phasenraumkriterium als physikalisch sinnvolle Annahme
voraus, dann ist automatisch garantiert, dafl die Theorie einen wohldefinierten Punktfeldin-
halt aus Wightman-Feldern besitzt, der in einer aufsteigenden Kette von endlichdimensio-
nalen Rdumen ®x vorliegt; der Parameter 7 klassifiziert dabei das Kurzabstandsverhalten
der Felder. Zwischen den Feldern existiert stets eine Operatorproduktentwicklung in ei-
nem mathematisch wohldefinierten Sinn, unabhéngig von der Storungstheorie. Allerdings
konnen wir iiber die Gréfle des Feldinhalts a priori keine Aussagen machen.

Aus den Erfahrungen der Storungstheorie heraus vermutet man in wechselwirkenden
Theorien, dafl sich die Struktur der Réume @5 folgendermaflen von der in freien Theorien
unterscheidet: Die Entartung des Kurzabstandsverhaltens der Felder wird beim ,,Einschal-
ten der Kopplung®“ aufgehoben; die Funktion dim ®5 weist deutlich mehr Sprungstellen
auf, und diese werden dann auch nicht mehr bei ganz- oder halbzahligen Werten liegen,
sondern bei allgemeinen reellen Werten (,anomale Dimensionen®).

Es ist im allgemeinen nicht klar, ob der von uns konstruierte Satz von Punktfeldern
in dem Sinne ,vollstéindig® ist, dal man aus ihm das lokale Netz O +— 2A(O) vollstandig
rekonstruieren kann — fiir ein reelles skalares freies Feld ist dies der Fall, aber das oben
erwiahnte Modell von Lutz [Luf97] bildet ein Gegenbeispiel. Wir kénnen zur Klassifikation
folgendes Schema angeben, das hier nur skizziert werden soll:
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Der Feldinhalt ®py erzeugt, wie man mit Hilfe der in [DSWSR6] entwickelten Methoden
sehen sollte, folgendermafien ein lokales Netz: Ist P(O) die von den Feldern mit in O
lokalisierten Testfunktionen erzeugte Polynomialalgebra, d.h.

P(O) = {<Z51(f1) oo On(fn) | @5 € Ppu, supp f; C O, n € N} , (8.2.1)

und P(O)" die schwache Kommutante dieser Operatoren, also

P(O)" = {B € B(H)|(¢|Bt') = (€|¢BE) VE, & € C*(H),9 € P(O)},  (822)

dann definiert
Ax(0) := (P(O)"Y (8.2.3)

ein neues lokales Netz, wobei man sich auf bestimmte Gebiete O beschréankt, namlich
Doppelkegel, Keilgebiete und deren kausale Komplemente. Offenbar gilt

AOY C PO =  A(O) C AO), (8.2.4)

wobei die Inklusion im allgemeinen echt sein kann. Es ist klar, dafl das Netz 2y ebenfalls das
asymptotische Phasenraumkriterium erfiillt. Die Felder sind auch zu den Ag(O) affiliiert
(der Beweis zu Lemma tibertragt sich); durch die in Satz etablierten Approxi-
mationseigenschaften wissen wir dann, dafl das ,,verkleinerte“ Netz zum selben Feldinhalt
fithrt wie das urspriingliche:

Pru(Ar) = Pru(A). (8.2.5)

Das Netz 2 ist in diesem Sinne ein ,,Fixpunkt unserer Konstruktion®.
Wir konnen also in 2 ein von Punktfeldern erzeugtes Unternetz 2p finden. Ist die
Menge ®ry von Feldern zusétzlich irreduzibel, gilt nach dem Reeh-Schlieder-Theorem also

P(O)Q)="H fiir alle offenen Gebiete O, (8.2.6)

dann kann man mit den in [BW75, BWT76] entwickelten Techniken zeigen, daff das Netz
r fiir Doppelkegel und Keilgebiete die Dualitdtsbedingung erfiillt:

Ap(0°) = Ap(O), (8.2.7)
wobei O°¢ das kausale Komplement von O bezeichnet. Aus
Ap(O0°) C A(O°) (8.2.8)
folgt dann
Ap(O) = Ar(O0)" = Ar(O°) D A(O°) DA(O) = Ap(O) =A(0O). (8.2.9)

Die Netze 2l und 2y stimmen also iiberein.

Auch der umgekehrte Schlufl 148t sich durchfithren: Ist P(O)S2 fiir ein O ein echter
Teilraum Hp C H, dann lassen die Operatoren B € Ap(O) das orthogonale Komplement
von Hy stabil. Dasselbe gilt dann fiir jedes beschréinkte O und damit auch fiir die von den
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2Ar(O) erzeugte Algebra 211K, Da wir aber vorausgesetzt hatten, dafi 21°€Q dicht in H ist,
muf Ak £ Ak gelten, also folgt Ar(O) C A(O) zumindest fiir gewisse O.

(Diese Argumente sollten natiirlich genauer ausgearbeitet werden; es sei aber darauf
hingewiesen, dafl die Situation in unserem Fall deutlich ,,besser® ist als in [BW75, BWT76,
Ergebnissen aus Abschnitt B.4 auch iiber genaue Informationen iiber die Approximation
von Feldern durch beschriankte Operatoren verfiigen.)

Wir haben damit also ein Kriterium zur Klassifikation von lokalen Netzen anhand ihres
Punktfeldinhalts erhalten: Im Fall

PO =H (8.2.10)

stimmen 2 und 2 {iberein, d.h. die Theorie wird vollstdndig durch ihren Punktfeldinhalt
bestimmt. Ist aber

P(O)2CH fiir ein O, (8.2.11)

dann gilt Ar C 2A; damit sind nicht-punktartig lokalisierte Observablen zur Beschrei-
bung der Theorie wesentlich, etwa Mandelstam-Strings oder Wilson-Loops. Dies bietet
eine Moglichkeit, um z.B. Eichtheorien von Punktfeld-Theorien nur durch Betrachtung
observabler Gréflen zu unterscheiden.

Das urspriingliche Fernziel von Haag und Ojima [HOY6] war nicht nur eine Klassifi-
kation von Modellen, sondern auch eine Definition von Theorien direkt im algebraischen
Rahmen. Dieses scheint jetzt insofern nédhergeriickt, als die Begriffe der ,heuristischen®
Feldtheorie, wie Punktfelder, Normalprodukte und Feldgleichungen, nun im algebraischen
Rahmen zur Verfiigung stehen. Dabei darf allerdings nicht vergessen werden, dafl auch die
in der vorliegenden Arbeit beschriebene Methode nur auf eine Klassifikation und Analyse
gegebener Modelle hinzielt, auf eine Auszeichnung einer Klasse von physikalisch sinnvol-
len Theorien im allgemeinen Rahmen. Die globalen Strukturen der Theorie, insbesondere
auch der Generator der Zeittranslationen, werden stets als gegeben vorausgesetzt. Eine
tatsichliche ,, Definition einer Theorie® wiirde aber die Rekonstruktion eines Netzes aus ge-
gebenem Punktfeldinhalt und der dort vorhandenen Produktstruktur erfordern (eventuell
unter Zuhilfenahme einer Form von , Eichprinzip“), ohne dabei die Symmetrietransforma-
tionen a priori zu kennen. Ob dieses moglich ist und inwieweit es einen sinnvollen Rahmen
zur Definition von Modellen bietet, ist momentan nicht absehbar.






Notationskonventionen

Mafleinheiten Die Langen-, Massen- und Energieskalen sind anhand der Konvention
h=1, c =1 gewahlt.

Minkowskiraum-Notation Wir verwenden den Minkowskiraum M = R**!; die Lo-
rentzmetrik 7 habe die Signatur (+——...—). Elemente z, p € M werden als (z°, ) bzw.
(p°, p) geschrieben. Das indefinite Skalarprodukt lautet pz = p,a# = p’z°—p'Z, p* = (p°)*—
72. Dagegen bezeichnet ||p|| = ((p°)2 + 52)2 die euklidische Norm. Differentialoperatoren
sind haufig abgekiirzt als

0

B or’

wobei die Ableitung dy nach der Zeitkoordinate auch als 0; notiert wird.

Fouriertransformation Die Fouriertransformation schreiben wir mit folgender Vorzei-
chenkonvention:

F: LA(R®, d*z) — L*(R®,d°p); (@) — f() = (2n)~/? / e PEf(D)dox
F LR, d°p) — L*(R®, d°z) ; fp) — f(@) = (2m) / e PEf(p)dp

Um die Notation nicht zu iiberfrachten, ist im Text die Tilde iiber der Fouriertransformier-
ten nur selten notiert; manchmal bezeichnet sie auch die Riicktransformierte. Aus dem
Zusammenhang und besonders aus der Bezeichnung des Funktionsarguments sollte stets
klar sein, ob Orts- oder Impulsraum gemeint ist.

Kommutative Diagramme In Diagrammen von Abbildungen verwenden wir folgende
Konventionen fiir die Form der Pfeile:

——>  steht fiir eine allgemeine Abbildung,
C—  steht fiir eine Inklusionsabbildung (allgemeiner eine injektive Abbildung),
L—=  steht fiir eine surjektive Abbildung (Projektion),
<—>  steht fiir eine Bijektion,
> steht fiir eine ,zuriickgezogene Abbildung® (Wahl eines Urbilds),
> bezeichnet wie {iblich die Abbildung einzelner Elemente,
- ——  verbindet Paare dualer Rdume (keine Abbildung).

Kommutative Késtchen in solchen Diagrammen kennzeichnen wir mit dem Symbol §. Kést-
chen, die dieses Symbol nicht enthalten, miissen nicht notwendig kommutativ sein.
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Multiindizes An diversen Stellen des Textes, hauptséachlich in Kapitel [, verwenden wir
Multiindex-Schreibweisen; sie sind in Anhang [[-2.A] erldutert.

Asymptotisches Verhalten von Funktionen Es seien f(z), g(x) zwei Funktionen auf
R* (oder auf einer geeigneten Nullumgebung) und p = (x,,) eine Nullfolge. Wir schreiben

f<g, falls f(xz,) <c-g(x,) mit einer Konstanten c;
p

f>g, falls f(x,)>c-g(x,) mit einer Konstanten c;
p

f~yg, falls f>gund f <g;
p P

p

f<yg, fallsfe) o
P g(mn) n—oo

f>gq, falls 4= 0.

Gelten diese Abschétzungen unabhéingig von einer speziellen Folge, dann notieren wir f < g

usw. Siehe dazu auch Anhang B.D. -

Symbole und Kurzschreibweisen Im folgenden sind die im Text haufig verwendeten
Symbole und Bezeichnungen aufgelistet. Zahlen in Klammern verweisen auf Gleichungs-
nummern, solche ohne Klammern auf Abschnitte oder Unterabschnitte.

Symbol Beschreibung Referenz
a*(f), a(f) Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperator auf H 7.1.2
2A(0) lokale Algebra zum Gebiet O 1.3.1
A(r) lokale Algebra zum Doppelkegel O, 1.3.1
2Ylok lokale Algebra aller beschrinkten Gebiete 1.3.1
2A Prakogarbe der lokalen Algebren (3.1), R.A
2, Priagarbe der lokalisierten Funktionale (B-A)
B(H) Raum der beschriankten linearen Operatoren auf H
Bildy, (...) Links-Bild einer bilinearen Abbildung 2B1)
Bildg (...) Rechts-Bild einer bilinearen Abbildung 2.B7)
d(g) Ausdehnung des Tréigers von Testfunktionen g (b.5.2)
d(z) Abstand von z zum Rand von M}, (p-2.13)
d(z) Abstand von z zum Rand von M} (b.2.27)
D, Differentialoperator auf 3 (E4A3)
D Definitionsbereich der Wightman-Felder
De(r) komplexwertige Testfunktionen, Tréger in |Z] < r

Dr(0) reellwertige Testfunktionen mit Tréger in O

Dy, Raum der Differentialoperatoren k-ter Ordnung (E413)
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F Operator der Fouriertransformation siche oben
H Energieoperator (Hamiltonoperator) auf H 1.3.1
H Vakuum-Hilbertraum 1.3.1]
H, n-Teilchen-Raum (7.1.6)
HO Raum der Vektoren endlicher Teilchenzahl (r.1.8)
J antiunitire Involution auf auf K 7. 1.1
K Einteilchenraum 7.1.1
Kerny, (...)  Links-Kern einer bilinearen Abbildung (2.B.7)
Kerng (...)  Rechts-Kern einer bilinearen Abbildung (2B.7)
£ Lorentzgruppe |1.3_.1|, Fn.
L(0),LE(0) ,lokale* Unterrdume von K 7.1.3
L(r),LE(r)  =LH0,) 7.1.3
M Minkowskiraum (= R*t1) 1.3.1]
Mt Menge raumartig getrennter Vektoren in M™+! (b.2.4)

DR Differenzen raumartig getrennter Vektoren (C M™) (p-2.17))
omn Menge der n-stelligen Multiindizes 7.2.A
e Menge der Multiindizes beliebiger Stellenzahl 7.2.A
NI[-] Normalproduktraum (6-2.9)
N = {1,2,3,...}
No =1{0,1,2,...}
O offenes Gebiet im Minkowskiraum M = R**+?
O, Standard-Doppelkegel (Mittelpukt 0, Radius r) ([L.3.7)
P, Impulsoperatoren auf H; Py = H 1.3.1
P(E) Spektralprojektor des Hamiltonoperators H 1.3.1
Px(r) Projektor auf £*(r) 7.1.3
B Poincaré-Gruppe 1.3.1, Fn.
Q(E) Spektralprojektor von w 1.1
R —(1+ H) 639)
R* ={z eR|z >0}
Ry ={reR|z >0}
Vi,V offener bzw. abgeschlossener Vorwértslichtkegel
s Zahl der rdumlichen Dimensionen
S(R™) Raum der Schwartz’schen Testfunktionen auf R"
Sr(R™) reellwertige Funktionen in S(R™)
Span(...) lineare Hiille einer Menge von Vektoren
supp f Tréger einer Funktion f
Symm(. . .) Symmetrisierung im Fockraum
tr A Spur eines Operators A
U(z,A) Darsteller der Poincarétransformationen auf ‘H
U (z, A) Darsteller der Poincarétransformationen auf

W(f)

Weyloperator
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a(x,A) Darsteller der Poincarégruppe auf 24(O) bzw. B(H) (L3:9)

~y(+) asymptotischer Exponent

5(+) Pseudometrik auf ¥ (2:3.14), %

A.(z)  Green’sche Funktion des Klein-Gordon-Operators (74.35)

nt Lorentzmetrik; (n*”) = diag(1, —1,... ,—1)

A Lorentztransformation, A € £

= Phasenraum-Abbildung: Z(o, A) = o(A) (2-3:4)

¥ Raum der normalen Funktionale auf 9B (H)

S(E) = P(E)SP(E) 510

Y Zustandshalm (E1.2)

D) Priakogarbe der energiebeschrankten Funktionale £32), A

bl Prigarbe der Linearformen auf ¥ (R-AT)

g Raum bilinearer stetiger Abbildungen auf ¥ x 2 , R.Al

U Abbildungen aus ¥ von asymptotisch endlichem Rang , 2.0

@5 Abbildungen aus ¥y mit polynom. Energieschranken E
5 Feldhalm (Raum von Punktfeldern) 3.1

Dpy Fredenhagen-Hertel-Feldinhalt (B-4.1))

w Energieoperator im Einteilchenraum C 7.1.1

Q Vakuumvektor in ‘H 1.3.1

1 Einsoperator, Identitét

O D’ Alembert-Operator; O = 8,0 = 95 — >_5_, 97

A Laplace-Operator; A = 7% _, 02

(-]) Skalarprodukt in K 7.1.1]

(-1-) Skalarprodukt in H 1.3.1]

[, -] Kommutator; [4, B] = AB — BA

|- (Supremums-)Norm eines Operators; allg.: Norm

| - |[1  Spurnorm eines Operators; L;-Norm einer Funktion

| - |l Hilbert-Schmidt-Norm eines Operators

I-le  lglle=6[S(B) (peX) (2.D.29)

-l ol = lloef&)] (ceA) (2.D.19)

I Nzr N0ller = [OTEE), A (L € V) (2.3.10), 2.D.21)

M schwacher Abschluf} einer Menge M C B(H)

! NormabschluBl einer Menge M C B(H)

= raumartiger Limes (6.3.16)

Y Linksadjungierte einer bilinearen Abbildung 1) 237), (2.B.2)

YR Rechtsadjungierte einer bilinearen Abbildung 23.9), (2.B4)

Ve, Einschrinkung eines 1) € ¥ auf festes E und r @

B, Einheitskugel eines Banachraums ‘B

Einschriankung einer Abbildung
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