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Vorwort A%

Vorwort

Die Theorie der Quantenfelder auf gekriimmten Raumzeiten ist ein erster Schritt zum Verstdnd-
nis der Verbindung zwischen der Theorie des Mikrokosmos, der Quantentheorie, und der All-
gemeinen Relativitdtstheorie, welche die grofraumigen Strukturen unserer Welt beschreibt. Ein
Versténdnis dieser Verbindung ist erforderlich in den extremen Bereichen unseres Universums,
in denen sehr starke Gravitationsfelder aufgrund Materieballungen hoher Dichte auftreten (Neu-
tronensterne, schwarze Locher, Frithzeit des Universums,...).

Hier ist einerseits eine quantentheoretische Beschreibung der Materie und ihrer Wechselwirkun-
gen notwendig (man denke etwa an den Ubergang des Quark-Gluon-Plasmas zur hadronischen
Materie im frithen Universum), andererseits mufl das Gravitationsfeld, welches {iber den Energie-
Impuls-Tensor an die Materiefelder gekoppelt ist, in die Beschreibung eingebunden werden.

In einer vollstdndigen Theorie ist daher - neben den Materiefelder - auch das Gravitationsfeld
zu quantisieren. Haufig lédsst sich jedoch die Riickkopplung der Quanteneffekte der betrachteten
Materiefelder auf das Gravitationsfeld vernachléssigen. In einer solchen Situation kann das Gra-
vitationsfeld als nicht trivialer, klassischer Hintergrund in die quantentheoretische Beschreibung
der Materiefelder integriert werden.

Diese Approximation fiihrt zur Theorie der Quantenfelder auf gekriitmmten Raumzeiten, die Ge-
genstand dieser Arbeit ist.

Grofle Schwierigkeiten bei der Formulierung von Quantenfeldtheorien auf generischen gekriimm-
ten Raumzeit entstehen durch das Fehlen von Symmetrien. Im Gegensatz zum Minkowskiraum
stehen daher Konzepte, wie etwa das Vakuum, nicht zur Verfiigung.

Ein weiteres Konzept, welches im Allgemeinen seine Bedeutung verliert, ist der Begriff des globa-
len (thermischen) Gleichgewichtes eines physikalischen Systems, denn dafiir wird ein “Zeittransla-
tions”-Begriff benttigt, d.h. eine Dynamik beziiglich derer das System als “im Gleichgewicht”
angesehen werden kann. Nur wenn eine solche Dynamik vorhanden ist, erlaubt die sogenann-
te KMS-Bedingung' die Bestimmung von globalen, d.h. iiber der ganzen Raumzeit definierten,
Gleichgewichtszustédnden.

Die Abwesenheit von Symmetrien in der generischen Situation zeigt die Notwendigkeit eines
“lokalisierten” Gleichgewichtsbegriffes. Ein Vorschlag in diese Richtung wurde von D. Buchholz
und J. Schlemmer in [BS07] im Rahmen der Quantenfeldtheorie auf gekriimmten Raumzeiten
gemacht, basierend auf Ideen von D. Buchholz, I. Ojima und H. Roos (s. [BOR02|, [Buc03)).
Grob gesagt, besteht das lokale Gleichgewichtskonzept in der Auswahl geeigneter KMS-Zusténde
im Minkowskiraum, zur Beschreibung von Gleichgewichtssituationen gewiinschten Typs (Refe-
renzzustinde), und bestimmter Observablen, die empfindlich gegeniiber den intensiven Para-
metern dieser Zustinde sind, sowie einem anschliefenden Vergleich der Erwartungswerte dieser
Observablen in Zusténden iiber einer gewdhlten Raumzeit mit den Erwartungwerten in den Re-
ferenzzusténden (s. Teil II, Abschnitt 3).

Das Ziel dieser Arbeit ist ein Vergleich dieses neuen Konzeptes mit dem durch die KMS-
Bedingung gegebenen anhand eines einfachen Modells, dem masselosen, konform kovarianten
Klein-Gordon-Feld, in Situationen, in denen beide Ansétze Anwendung finden (stationéire Raum-
zeiten, s. Teil 11, Abschnitt 4). Als Modell-Raumzeiten werden das statische Finstein-Universum
(ESUy) und die Anti-de Sitter-Raumzeit (adSs) betrachtet, die zwar nicht als realistische Kandi-
daten fiir die Beschreibung unseres Universums anzusehen sind, aber trotz relativer Einfachheit
allgemeinere Eigenschaften als der Minkowskiraum besitzen, wie etwa nicht verschwindende
Kriimmung, eine geringere Anzahl von Symmetrien (ESU4) oder auch pathologische kausale
Eigenschaften (adSs). Somit ist eine Betrachtung dieser Raumzeiten zur Analyse des lokalen
Gleichgewichtskonzeptes nach [BS07] gerechtfertigt.

Letztere besteht in der Anwendung des, in [BS07] eingefiihrten, lokalen Temperaturbegriffes auf
zuvor bestimmte Kanditaten fiir KMS-Zusténde iiber ESU4 und adS4. Dabei stellt sich heraus,
daB in diesem Modell eine im Allgemeinen positionabhéingige Temperaturverteilung (je nach

s, Teil 11, Abschnitt 3.
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Dynamik des Beobachters) die Folge ist. Dies wurde bereits in [BS07] fiir geodétische Beobach-
ter auf der de Sitter-Raumzeit festgestellt, und unterstreicht die zuvor betonte Notwendigkeit
eines lokalen Gleichgewichtsbegriffes. Weiterhin zeigen sich Abweichungen in der Form der Tem-
peraturverlaufe, die moglicherweise eine notwendige Erweiterung der Menge der betrachteten
Referenzzustande andeuten (s. Teil II, Abschnitt 5).

Als Nebenprodukt dieser Analyse ergeben sich Aussagen iiber die Bedeutung der Renomierungs-
freiheit des Wick-Quadrates (s. [HWO1]) in diesem Modell und die in [BS07] vorgeschlagene
Moglichkeit zur Fixierung ebendieser.

Der Aufbau der Arbeit gestaltet sich wie folgt:

In Teil I finden sich grundlegende Erlduterungen und Konzepte zur Konstruktion der Quan-
tentheorie einer klassischen, linearen Feldtheorie auf einer gekriimmten Raumzeit. Abschnitt
1 erinnert dazu an das Konzept der “Wellengleichung” in Termen von normal hyperbolischen
Differentialoperatoren. Desweiteren werden Eindeutigkeit, Existenz und Konstruktion spezieller
Fundamentallosungen (avancierter/retardierter Propagator) diskutiert. Insbesondere wird die
Hadamard’sche Konstruktion mit Blick auf Unterabschnitt 2.2.2 (Hadamard-Zustinde) analy-
siert. In Unterabschnitt 1.3 werden spezielle normal hyperbolische Differentialoperatoren, die
Huygens’schen Differentialoperatoren, welche eine scharfe Signalausbreitung beschreiben, be-
sprochen. Die Formulierung und Konstruktion einer Quantenfeldtheorie, in dem hier verwende-
ten Sinne, ist Gegenstand von Abschnitt 2, mit besonderer Betrachtung des konform gekoppelten
Klein-Gordon-Feldes in Unterabschnitt 2.2.2, fiir dessen avancierten/retardierten Propagator ei-
ne Invarianzaussage bewiesen wird (Lemma 2.7, S. 24)

Teil II besteht in der Erkldrung der KMS-Bedingung und des lokalen Gleichgewichtskonzep-
tes nach [BSO07] (Abschnitt 3), sowie in deren Vergleich und der Analyse fiir das statische
Finstein-Universum und die Anti-de Sitter-Raumzeit (Abschnitte 4 und 5). Zur Konstrukti-
on der Quantenfeldtheorien iiber diesen Raumzeiten wird eine Aussage iiber das Verhalten des
avancierten /retardierten Propagators unter konformen Diffeomorphismen bewiesen (Lemma 4.2,

S. 40).

Technische Details und Aussagen zu den verwendeten mathematischen Werkzeugen finden sich
in den Appendizes (Teil III).
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Konventionen und Notation

“One, two, three, five, four,...”

“No, Daddy, it’s one, two, three, four, five.”

“Well, if I want to say one, two, three, five, four, why can’t 1?”
“That’s not how it goes.”

Eine Raumzeit .# ist, soweit nicht anders erwahnt, eine glatte, zusammenhéngende, Lorentz’sche,
orientierte und zeit-orientierte Mannigfaltigkeit?.

Die Signatur der Metrik ¢ einer Raumzeit .# ist (—, +,...,+) (vgl. [HE73], [BGPO07], [Wal84],
[DB60], [O’N83]). Die induzierte Metrik g, auf raumartigen Hyperflichen . C .# ist somit
positiv definit (“geometrische Wahl”). Es ist zu beachten, daf in der zitierten Literatur ebenso
die Signatur (+, —, ..., —) anzutreffen ist, z.B. [Fri75]. Der Levi-Civita-Zusammenhang V ist von
dieser Wahl nicht betroffen, abgeleitete Groflen jedoch schon. Weitere Schwierigkeiten sind durch
verschiedene Konventionen in der Definition des Kriimmungstensors R bedingt.

Da es dies beziiglich zu Verwirrungen, insbesondere zwischen den Quellen [Fri75], [BGPO07]
und [Wal84], kommen kann, soll deren Notation in Hinblick auf einige wichtige Groflen hier
verglichen werden. Die Konventionen innerhalb der Arbeit stimmen mit [BGPO7] iiberein.

Ist Q eine mathematische GroBe, so bezeichnet QF, QB bzw. QW die, der jeweiligen Quelle
zugeordnete, Grofle.

Es gilt fiir den

Kriimmungstensor
RF i 4y = _RBGP i i =RW g
RF ;= —RBCP .. = —RW ,; mit R;j := R¥ ;1; bzw. R;j := Rip; *
SF = §BGP — W mit § = g9 Ri;
Laplace-d’Alembert-Operator
ol = gijvivj
OBGP .= —gV,;V;
oW .= giﬂ‘v,-vj
konform gekoppelter Laplace-d’Alembert-Operator®
TF .= gl + %SF
YBGP ._ qBGP | %SBGP
TW .= oW — %SW

Andererseits bewirkt die Operation g — —g eine Umkehr der Signatur, d.h.: O, = —0O_, und
Sg=—5_4.

Letzteres impliziert:

TF — TBGP — —TW

2Zur Erkliarung der Begriffe siehe Appendix A und B.
3siehe auch Yamabe-Operator
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Fiir die (skalierte) Fouriertransformation §g und die (skalierte) inverse Fouriertransformation
§% iiber R bzw. S! (Kreis) gilt die Konvention:

A 2 .,
f.@(k) - g.@[.ﬂ(k) = /0 f(t)e_ZkEdt
F(t) = Falfal (k) = & S falk)ets

Fak) = Falf)(k) = /R ft)e ",

70 = Salfal(h) = 5 [ Fath)e

Ist .4 eine Raumzeit mit konstanter Skalarkriimmung S, so wird durch letztere eine natiirliche
Langenskala in .# induziert, welche genutzt werden kann, um den Parameter £ zu definieren
und w resp. k in der Fouriertransformation dimensionslos zu machen. Die gewohnliche (inverse)
Fouriertransformation §*) ergibt sich fiir & = 1.

Die Einheiten sind in der gesamten Arbeit so gewéahlt, dal c =G =h = kg = 1 gilt.

Liste hiufig verwendeter Symbole

A Observablen-Algebra

C der Korper der komplexen Zahlen

ds®, alternative Notation fiir die Metrik der Raumzeit .4

DM, E) kompakt getragene (glatte) Schnitte des Vektorbiindels & — .#
(M) =D (M, R) kompakt getragene (glatte) Schnitte des trivialen Biindels .# x R
(M ,C) kompakt getragene (glatte) Schnitte des trivialen Biindels .#Z x C
D (M, E,V) Distributionen iiber Z(.#, &) mit Werten in einem Vektorraum V'
A7 kausaler Propagator iiber .4

AY Bochner-Laplace-Operator des Zusammenhangs V

& (K-)Vektorbiindel iiber einer Raumzeit .#

&* duales Biindel zu &

End(&) Endomorphismen Biindel zu &

F lokal kovariante Quantenfeldtheorie

P lokal kovariantes Quantenfeld

:®": n>0 (lokal kovariante) Wick-Monome von ¢

¢, tER 1-Parameter-Gruppe von Isometrien mit zeitartigen Orbits

g (Raumzeit-)Metrik

gk duale Metrik zu g

ge Fasermetrik eines Vektorbiindels &

G avancierter /retardierter Propagator iiber .#

L'(p,q) geoditisches Abstandsquadrat zwischen den Punkte p, ¢
IN(A,E&) (glatte) Schnitte des Vektorbiindels & — .4

H, Hadamard-Parametrix der Ordnung n

I.(S, M) chronologische Zukunft/Vergangenheit der Menge . in .#

Ji (S, M) kausale Zukunft/Vergangenheit der Menge . in .#

A kosmologische Konstante

M (allgemeine) Raumzeit

M Minkowskiraum der Dimension 4

\Y% Zusammenhang iiber einem Vektorbiindel

P linearer Diffenrentialoperator

K74 thermische Referenzzusténde

R der Korper der reellen Zahlen

R} die Mannigfaltigkeit R™ mit der Standard-Metrik g, mit Index v
R Kriimmungstensor

Ric

Ricci-Tensor
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ix

Skalarkriimmung

die n-dimensionale Sphére

Hauptsymbol des linearen Diffenrentialoperators P
lokale thermische Observablen

Tangentialbiindel von .#

Kotangentialbiindel von .#
Hadamard-Koeffizienten

Weyl-Algebra iiber .4

Weyl-Algebra eines symplektischen Vektorraumes V'
Weyl-Operator zu einem Schnitt s € Z( 4, &)
Zustand {iber der Observablen-Algebra 2
2-Punkt-Funktion des Zustandes w

konform gekoppelter Laplace-d’Alembert-Operator
oder masseloser, konform invarianter Klein-Gordon-Operator
der Ring der ganzen Zahlen
Laplace-d’Alembert-Operator
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2 1 Wellengleichungen auf gekriimmten Raumzeiten

1 Wellengleichungen auf gekriimmten Raumzeiten

Viele physikalische Felder kénnen im Rahmen der Allgemeinen Relativitéitstheorie, sofern ihr
jeweiliger Einflufl auf die betrachtete Raumzeit .# und ihre Wechselwirkung untereinander ver-
nachléssigt werden kann, durch Losungen von (in-)homogenen linearen Differentialgleichungen
auf Vektorbiindeln iiber .# beschrieben werden (z.B. das Klein-Gordon- (Pion), das Proca-
(massive Spin-1-Teilchen) und das Maxwell-Feld (in der Lorentz-Eichung) oder auch (hypothe-
tische) Gravitationswellen (linearisierte Einstein-Gleichungen)).

Der Ausbreitungsgeschwindigkeit physikalischer Phinomene ist durch die Lichtgeschwindigkeit
eine natiirliche Grenze gesetzt, s.d. diese Felder Differentialgleichungen unterworfen sind, die
Losungen eines solchen Fortpflanzungscharakters zulassen.

Die Theorie der normal-hyperbolischen Differentialoperatoren® liefert einen gemeinsamen Rah-
men fiir diese Situation (s. [BK96] und [BGP07], Abschnitt 1.5).

Im Folgenden ist & immer ein Vektorbiindel iiber einer Raumzeit (.Z, g)°.

1.1 Normal-hyperbolische Differentialoperatoren
Definition 1.1:

Ist P:T(M,&) — U(M,8E) ein linearer Differentialoperator, so heifst P normal hyperbolisch,
falls das Hauptsymbol die Relation

O-P(w) = —g*(w,w) id(fp; pe %7 w e T;('%)

erfiillt, d.h. in einem trivialisierenden Koordinatensystem (% ,x, ) fir P ergibt sichS:

(Ps)(p) = Z(wwp)—l (_g‘gaﬁpaj’jp(m oo s)) + niedrigere Ordnungen in {826@};6:17.”,”
0

(1.1)
fir alle s e T( M, &).

Wichtige Besipiele fiir normal hyperbolische Differentialoperatoren sind die Folgenden.

Beispiel 1.2:

(1) Ist & = .4 x R, so sind die glatten Schnitte dieses Biindels gerade die glatten Funktio-
nen auf .#. Der Laplace-d’Alembert-Operator O von .# ist ein normal hyperbolischer
Differentialoperator auf diesem Biindel, denn”

0u(W)f(p) = —0div (W) © Tgraa(w) f () = —w(f(p) - ()7 (w)) = —g"(w,w) - f(p)

fiir alle f € C°(A), pe M, w € T;(M).
Es folgt, dal auch der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-Operator T = O+ 4(’;77_21)8
normal hyperbolisch ist. S ist die Skalarkriimmung von .Z .

(2) Ist V ein Zusammenhang auf & und V7 #®¢ der, durch den Levi-Civita Zusammenhang
auf T.# und V induzierte, Zusammenhang auf 7T*.# ® &, so ist der Bochner-Laplace-
Operator

AV = try ®ide oV I A8E oy

4Vektorbiindel und linearen Differentialoperatoren werden in Appendix A, Unterabschnitte A.3.1 und A.3.2 erklirt.
®Begriffe aus der Semi-Riemann’schen Geometrie sind in Appendix B erklirt.

Die Funktionen {g"/} sind die Koeffizienten der dualen Metrik g* beziiglich des assoziierten Kobasenfeldes {dz" }.
"%9 ist der metrik-induzierte Isomorphismus zwischen T.# und T*.#; vgl. Appendix A, Bemerkung A.111
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normal hyperbolisch, denn es gilt:
0 (@)5(p) = — trg @ idg 00 e () 0 05 (w)3(p) = — try Bids (W ® w @ 5(p))

fir alle s € (A, &), pe M, w e Ty (M)

Das zweite Beispiel ist von besonderem Interesse, denn die folgende Proposition besagt, daf
jeder normal hyperbolische Differentialoperator zu einem bestimmten Bochner-Laplace-Operator
assoziiert werden kann.

Proposition 1.3 (Weitzenbdck-Formel):

Ist P ein normal hyperbolischer Differentialoperator iiber &, so existieren ein eindeutiger Zu-
sammenhang VT auf & und ein eindeutiges Endomorphismenfeld M¥ € T'(.#,End(&)) mit

P =AY+ M7, (1.2)

wobei AY der zu VT assoziierte Bochner-Laplace-Operator ist. VF heifst P-vertriglicher Zu-
sammenhang. Gleichung (1.2) wird als Weitzenbock-Formel fiir P bezeichnet.
Der Beweis ist analog zu [BK96], Proposition 3.1 (S.322).

Beweis:
Fiir alle f € C* und s € T'(#, &) und einen Zusammenhang V auf & gilt:

AV(fs) = —tr, ®ids (VI 79 (df @ 5 + fVs))
= —tr, @ide (VT df) ® s + 2df ® Vs + [V 725V s)
= (Dgf) - 2vgradgf5 + fAvs.

Nimmt man an, da8 V der gesuchte Zusammenhang ist, folgt wegen P — AV € T'(.#,End(&))
und der obigen Rechnung:

(P = AV)(f8) = f(P = AV)(s) = Vigaa, g8 = 5((O,f)s — Pfs) + FP(5))

Zeigt man also, dafl

Vos = 2 (Qgfo)s — PUos) + TP(E)@), pe A, v e To()
mit einer Funktion f € C*°(.#), s.d. (grad, f,)(p) = v,? einen Zusammenhang auf & definiert,
so ist die Aussage bewiesen.
Die Wohldefiniertheit, Linearitdt und C°°-Linearitéit von V ist aus der Definition ersichtlich. Die
Leibniz-Regel fiir V folgt in einem trivialisierenden Koordinatensystem % fiir P mit Gleichung
(1.1), denn auf % sieht man, dafl

S (Quf)(hs) = P(fhs) + FP(hs)) = Sh(Dg)(s) — P(fs) + FP(s)) + (gwad, £)(h)

Dieses Resultat ist fiir die spétere Konstruktion einer asymptotischen Fundamentallésung eines
normal hyperbolischen Differentialoperators wichtig.

Bemerkung 1.4:

Ein triviales Beispiel fiir die Weitzenbock-Formel ist der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-

Operator Y von .# mit VY =d und MT = 4(’;;21)3.

8tr, bezeichnet die, durch w ® w' — gy (w, ") induzierte, metrische Spur auf (T* ).
9Eine solche Funktion existiert immer, z.B lisst sich ausnutzen, daf auf einer Koordinatenumgebung %

gradg zt = ; gilt, die {9:;} T //[W parallelisieren und Theorem A.96 fiir T.# anwendbar ist.
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1.2 Die Fundamentallésung

Das Konzept der Fundamentallésung ist entscheidend fiir die Losungs-Theorie partieller Diffe-
rentialgleichungen

Ps=s.

Auch aus physikalischer Sicht ist die Frage nach Fundamentallosungen gerechtfertigt, da sie als
Feldkonfigurationen einer Punktquelle verstanden werden kénnen (Definition 1.5, s.u.) und fiir
lineare, partielle Differentialgleichungen ein Superpositions-Prinzip gilt.

Definition 1.5:

Ist P ein linearer Differentialoperator iiber & und % C M, so heifit eine Distribution!®
D, € 7*(M,E,E,) Fundamentallosung fir P an p € A, falls

P®, =6,, d.h. ®,(P*s) =s(p) Vs € D(M,E"),
gilt.

Ist der lineare Differentialoperator P in obiger Gleichung normal hyperbolisch, so werden wir
im Folgenden von einer Wellengleichung sprechen'!.

Wie im Falle des Minkowskiraumes R’ gibt es auch fiir allgemeine Raumzeiten .# keine ein-
deutige Fundamentallésung fiir normal hyperbolische Differentialoperatoren, denn es existieren
in der Regel Losungen der homogenen Differentialgleichung. Allerdings lassen sich nicht alle
aus dem flachen Fall bekannten Fundamentallosungen, wie z.B. der Feynman-Propagator Gp,
in invarianter Weise auf die allgemeinere Situation iibertragen, da zur Konstruktion eine Un-
terteilung der Losungen beziiglich positiver und negativer Frequenzen mittels Fourieranalyse
ausgenutzt wird (s. [Ful89], Kapitel 4).

Fiir Raumzeiten geeigneten Typs ist es moglich den avancierten G4 und retardierten Propa-
gator G_ in eindeutiger Weise zu definieren (s. Unterabschnitt 1.2.3 “Globale Theorie”). Die

Eindeutigkeit wird durch Bedingungen an den Triger realisiert!?-!3:
supp G4 |p € J+(p,#) und supp G4, ist vergangenheits/zukunfts-kompakt in ./ .

Im Weiteren werfen wir einen genaueren Blick auf die Struktur dieser speziellen Fundamen-
tallésungen.

1.2.1 Riesz-Distributionen

Dieser Abschnitt widmet sich den Riesz-Distributionen'#, die, wie in [Giin88] und [BGP07]
gezeigt, zur Konstruktion des avancierten bzw. retardierten Propagator in einem asymptotischen
Sinn verwendet werden konnen.

Definition 1.6:

Fiir den (n-dimensionalen) Minkowskiraum'® RY mit Standard-Orientierung und Standard-
Zeitorientierung, und o € C, R(«a) > 0 definiert die Vorschrift

Cla,n)(—q(z)*Z , falls = € J4(0)
0 , sonst

105, Appendix A, Unterabschnitt A.4

"Beachte die Analogie eines normal hyperbolischen Differentialoperators zum “Wellenoperator” 0O im Minkowski-
raum.

125 auch Definition 1.13 und Theorem 1.14.

3Die Notation J4(p,.#) ist in Appendix B, Abschnitt B.4 erklért.

14Benannt nach Marcel Riesz.

155, Appendix B, Abschnitt B.2 fiir die Definition.
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eine stetige Funktion auf RY. q1 bezeichnet die zur Standard-Metrik assoziierte quadratische
2—n
Form; C(a,n) := % ist ein Normierungsfaktor mit der Gammafunktion z — (z —1)!.
2 : 2 °

Die avancierte bzw. retardierte Riesz-Distribution, ebenfalls Ry (), bei o ergibt sich durch
Re@)f):= [ clama@) 3 )
+

fir alle f € 2(RY,C)(= CF(RY, C)). d™u bezeichnet die Standard-Volumenform auf RY.

Bemerkung 1.7:

Die Distributionen Ry (c) sind holomorph in {a € C | R(a) > n}, d.h. Ri( . )(f) ist eine
holomorphe Funktion auf {a € C | R(a) > n} fur alle f € Z(RY).

Zusammen mit der Identitit OR4(a + 2) = Ri(«a) erlaubt diese Tatsache eine eindeutige,
holomorphe Fortsetzung auf C.

Die folgende Proposition gibt einen Uberblick iiber die Eigenschaften der Riesz-Distributionen
(vgl. [BGPO7], S.11f).

Proposition 1.8:
Fiir alle o € C gilt:

(1) —q1- Ri(o) = ala—n+2)Ri(a+2),
(2) (—gradq) - Ri(a) = 2agrad Ry (o + 2),
(3) OR+(a+2) = Ri(w),

(4) supp R (a) = J+(0) und sing supp Ry () € 0J+(0) fiir
aeC\({—2k | keNoyU{n—2(k+1) | keNo)),

(5) supp Ry (a) = sing supp Ry (a) C 8J+(0) fira € {—2k | k € No}U{n—2(k+1) | k € No},
(6) supp R () = sing supp R (a) = 8J1(0) fir a € {n —2(k +1) | k € {0,..., ["5°]}},

(7) R+(0) = do,

(8) ordpy (Re(a)) < n+ 1 fir R(a) >0,

(9) Ry(a)(f) € R fiir alle f € 2(R?,R) und o € R,

(10) ¢*(R+(a)) = R+(a) fir alle eigentlichen, orthochronen Lorentz-Transformationen'® des
RY.

Die (lokale) Ubertragung der Riesz-Distributionen auf allgemeine Raumzeiten erfolgt mittels der
Exponentialabbildung.

Definition 1.9:

Ist A eine Raumzeit und (%, = <poexp;1) ein Orthonormal-Koordinatensystem um p € A ,
so heifst der Pullback'™ der avancierten bzw. retardierten Riesz-Distribution

R?t/(a,p) =Y*Ro(a)ly, W =y(U)

die avancierte bzw. retardierte Riesz-Distribution auf % bei p und o € C.

16D h. ¢ ist eine orientierungserhaltende, zeit-orientierungserhaltende, lineare Isometrie des RY.
175, Lemma A.122.
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Proposition 1.8 iibertriagt sich wie folgt:

Proposition 1.10:
Ist T' das geoditische Abstandsquadrat'® auf % , so gilt fiir alle o € C:

(1) {R% (o,p)}acc ist eine holomorphe Familie von Distributionen iber D(% ,€),

Cla,n)(=Ty(q)" 2 , falls g € Jo(p, %)

0 , sonst

(2) RY (a,p)(q) :== { fiir R(e) > n,

(3) —Tp- RY(a,p) = a(a —n+2)RY (a +2,p),
(4) (—grad,TI'y) - RY (o, p) = 2 grad, RY (a+2,p),
(5) OgRY (0 +2,p) = (F255="" + )RY (a,p) fiir o 0,

(6) supp RY (v, p) = J(p, %) und sing supp RY (o, p) C 0J+(p, %) fiir
o€ C\({=2k | k€ N} Ufn—2(k+1) | k € No}),

(7) supp RY (., p) = sing supp RY (v, p) € J+(p, %) fiir
ae{-2k|keNgtU{n—-2(k+1)|keNy},

(8) supp R¥ (v, p) = sing supp RY (o, p) = 9J+(p, %) fiir o € {n—2(k+1) | k € {0, ..., [253]}},
(9) RZ(0,p) = by,

(10) ordy (RY (a,p)) < n + 1 fiir R(a) >0

(11) R¥ (a,p)(f) € R fiir alle f € 2(%,R) und o € R,

(12) R¥ (o, (. ))(f) ist glatt fiir alle f € D(U x U), falls % geodiitisch konvex ist,

(18) ¢*(R¥ (a,p)) = Ri_l(%)(a, ¢~ L(p)) fiir alle orientierungserhaltenden,
zeit-orientierungserhaltenden Isometrien ¢ : % — U .

1.2.2 Lokale Theorie: Die Hadamard’sche Konstruktion

Im Folgenden beschiiftigen wir uns mit der Konstruktion des retardierten/avancierten Propa-
gators eines normal hyperbolischen Differentialoperators P unter Verwendung des vorherigen
Abschnittes. Dazu erweist sich der folgende (formale) Ansatz als niitzlich (s. [BGPO07], S.38f):

G¥ (p Zv’f RY(2(k+1),p) € 2°(%«.6,6)), (1.3)

mit V¥(p) € T(%, &) @k &; und

(VF@)RY (20 +1).p))(s) = B 20k + 1. p) (V). 9)e,60))

fiir alle s € 2(% , ). (. )(¢,6+) bezeichnet die natiirliche Paarung zwischen & und &*.

Dies fiihrt durch termweise Berechnung von

PGY(p) =6,

185, Appendix B, Unterabschnitt B.1.2.
Die Auswertung RY (2(k + 1),p)((V*(p), s)(s,s+)) kann komponentenweise in & verstanden werden.
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und anschliefenden Koeffizientenvergleich auf die sogenannten Transportgleichungen:
1 _
~Vigraa, 1, V" (p) — (—50e0p —n+ 2k)VF(p) = 2kPV*L(p), k € Ny (1.4)

mit Anfangsbedingung Vpo (p) = idgp20.

Die V¥(p), k > 0 heiflen Hadamard-Koeffizienten fir P bei p. V ist dabei der P-vertrigliche
Zusammenhang auf & (s. Proposition 1.3.).

Theorem B.25 zeigt, daf3

_ d _

(grad, p)y, 1) = 2 €XD), 1 expy(q) (texp, 1((])|te)q);1(q)) = 2t£ exp,,(t exp, Yq)) = 2ty,(t) (1.5)
mit v,(t) := exp,(t exp, 1(q)) gilt, d.h. die charakteristischen Kurven der Transportgleichungen
sind die Geoditen durch p, wodurch die Eindeutigkeit der Hadamard-Koeffizienten gezeigt wer-
den kann. Die (rekursive) Integration der Gleichungen (1.4) entlang der Geodéten durch p liefert
die Existenz letzterer. Um dies einzusehen benotigen wir etwas Vorarbeit.

Dazu betrachten wir in lokalen, orientierungserhaltenden?! Koordinaten v auf % die relative
Jacobi-Determinante?? J__ pyl € C>°(% ) beziiglich der assoziierten Volumenform dV, von .#

und der induzierten Volumenform dV,(p) auf T,,(.#)*:

exp,,

(Tp(A),dVy(p)) 2V (%, dvy) (1.6)

Yu,p ¥

(R, lgy (P ()| d"u(ep(p))) 2 #

Lo
woespy o1 N #) S (R lgyl* d™)

D.h. es ergibt sich

. 1901 (q))|? L L .
(Y ) Mg = —(det((tap), o101 © (€55 ug 0 (s @) (1.7)
€XPp |g¢(w(p))|§ P/ x, Pp (9) p q ¥(q)
190(0(q))|? . ) »
= 1 (det(%, © (exp )*, o (?P )*, )) .
190 ()| P v
Mit [BGP07], Lemma 1.3.19 (S.28) und Definition 1.3.2 (S.20) folgt:

1

—imgrp —-n= g(gradg ['p, grad, ln((JeXp;1)

N

))- (1.8)

20 p wirkt auf die &-Komponente von V*(p) fiir alle k € INo.
21Djes ist beziiglich der Standard-Orientierung auf R™ gemeint.
225, Definition A.67.

233. Definition B.7.
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Definiert man fiir ¢ € Z\(0J4(q, %) U J_(q,%))** rp := \/|Tp], so gilt

g(grad, 1n(r];), grad, I';) = kg(grad,In(ry), grad, T';)
= kr;lg(gradg 7p, grad, I'p)

kE _
= i§rp 2g(gradg ['p, grad, I'p)

Th. B.25 _9
=" £2kr, T, = 2k

auf Z\(0J4(q, %)V OI_(q,%)).

Dies erlaubt die Umformulierung der Transportgleichungen zu:

- Vgradg pka(p) - g(gradg ['p, grad, ln((Jexpf)*%r’;))Vk(p) = 2kPVk*1(p)
) 2RV (p) = 2k(J 1) IR PVET ()

—1
eXPp

~ = vgradg ry ((J

exp:;1
Fiir £ = 0 bedeutet das:
_1
2V (o) 2V () = 0.

—1
expp

Daher folgt mit V,)(p) = ids,, (J pr)*%(p) =1 und der Stetigkeit von V9(p)

€

(ST

(7] (1.9)

VO(0)(g) = (Jp1)? (4) P

fiir alle g € %. P} : &, — &, ist der Paralleltransport beziiglich des P-vertriiglichen Zusam-
menhangs V entlang der eindeutigen Geodéten zwischen p und q € % .

Eine sehr niitzliche Darstellung von (J 71)%(q) in lokalen Koordinaten (% ,v), (¢(p) = y)

exp
ergibt sich mit Gleichung 1.7 und Theorem B.25, Eigenschaft (9) (% sei dazu geoditisch kon-
vex)?:
or, ,
" (y) = —2g4; (y)’
AL 9i5 (Y)m
oL (z,y) on’
= |det | ——= || =16 det
‘ ¢ <8u§8% l9(y)l |de duk

mit z = 9 0 expy-1(y) o(p™V)uy(m); z € V(%) CR™, n € Yup(Ty(A)) C R, d.h.

1
- lgs(y) ] _ -
l(x)) = L1| det(w*,w—l(y) o (eXP¢E1(y))*,¢—1(x) o (1/} 1)*,90)‘

(JY 0 )E( . 3 (1.10)
Py-1(y) |gy ()]
1
Oy (z,y) \ | 2
oot ()

4gy(2) gy (y)|7

Fiir k > 0 wird ¢,(s) := v4(e?*) gesetzt, wodurch Gleichung (1.5) zu

(grad, T'p) g, (s) = C(s)

2" Hier wird bildlich gesprochen der Lichtkegel aus % entfernt, d.h. dJ (¢, % )UdJ_(q, % ) ist das Bild der lichtartigen
Vektoren in ¥ C Ty, (.#) unter exp,.
Zygl. [Fri75], S.135
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wird und die Transportgleichungen die Gestalt

_1 _1 _
- (qu(S) (<Jexp;1 ) 2 Tgvk (p))) (Cq(s)) = Qk((‘]expgl) 2 TI;PVk ! (p)) (C‘I(S))
annehmen. Letztere lassen sich in dieser Form rekursiv und eindeutig integrieren. Dabei dient
Vk=1(p) zur Fixierung der Anfangsbedingung fiir V*(p).

S

(Jopr ) 2T EVED) (G (5) = 2625 [ (o) 2R G(T) P (L (PVET () (Gy(7)dr

—00

Theorem B.25, Eigenschaft (4) liefert die Identitét

[SIE

k
2 5

7p(Ca(8))" = Tp(Ge(s))] “expy (), ¢ expy (9))|F = €|y (g)| 7,

d.h. fur g € Z\(0J4+(q, %) U J_(q, %)) ist die Division durch |I',(q)|

= |g|p(6

koo
2 zuléssig.

s

(Jopz!) 2VE@)(CGyl)) = =2k 25" [ ()3 (G () PE o (PVETL(0))(Gy(7))dr

—0o0

Durch Reparametrisierung 7 = %ln(t) erhalten wir bei s = 0:

N
(ST

1
VED) (@) = —k(J 1) (Q)%?/O N (T )3 (gD P o (PVFH () (4 (8))dlt. (1.11)

Die Rechnung zeigt, wie angestrebt, einerseits die Eindeutigkeit der Hadamard-Koeffizienten, da
diese als Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen entlang der Geodéten durch p formuliert
werden, und andererseits deren Existenz, da die Gleichungen (1.9) und (1.11) zur Definition eben
dieser verwendet werden kénnen.

Wird die Umgebung % von p geodétisch konvex gewihlt, so zeigen die Gleichungen (1.9) und
(1.11), daB die Hadamard-Koeffizienten V*(p) auch glatt in p sind.

Zusammenfassend ergibt sich?6:

Proposition 1.11:

Ist P ein normal hyperbolischer Differentialoperator iber & mit P-vertriglichem Zusammenhang
V und % C M eine normale Umgebung von p € M, so existieren durch (1.9) und (1.11)
eindeutig bestimmte Hadamard-Koeffizienten {V*(p)}ren, fiir P bei p.

Ist % geoddtisch konvex, so sind die Hadamard-Koeffizienten glatt in p, d.h.

VEeD(U x U,6 ® &) Yk € N.

Die Bedeutung des Ansatzes (1.3) wird durch ein Theorem von Paul Giinther (s. [Giin88], Kapitel
3.3) verdeutlicht. Allerdings bendtigen wir zu dessen Versténdnis zwei Definitionen.

Definition 1.12:
Eine offene Teilmenge % C # heifit kausale Umgebung, falls

(1) % C ' fiir eine geoditisch konvexe Umngebung %',
(2) firp,q€ % ist Jy(p,%")NJ_(q, %) eine kompakte Teilmenge von U
gilt.

Theorem 4.4.1 in [Fri75] (S.147) besagt, daf jeder Punkt in .# eine kausale Umgebung besitzt.

%6Tm Vergleich mit [BK96], Proposition 3.2 ist Uy, = V¥ zu beachten.

_1
2k k!
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Definition 1.13:

Ein Teilmenge . einer Umgebung % C A heifit zukunfts/vergangenheits-kompakt in %, falls
S NJx(p, %) fiir alle p € U kompakt ist in U .

Theorem 1.14:

Ist P ein normal hyperbolischer Differentialoperator tiber & und % eine kausale Umgebung von
p € M, so existieren eindeutige Fundamentallosungen GZP e (%,&, <§’p*) fir P an p auf %
mit den Eigenschaften:

(1) suppG?t/lp CJi(p,%),
(2) sing supp G:/E/‘p CoJe(p, %),
(3) supp G:Ztll p st vergangenheits /zukunfts-kompakt in % .

G?/

Tl heifit avancierter/retardierter Propagator auf % fir P an p, und ist von der Form

(1) Fiir n =2 oder n ungerade:
GY,=T(p, . )RY(2,p)

(2) Fiir n gerade:

n—4
2

7 1 G 7
Gf\p = Z 0(2,19)2Tk!vk(pa : )Rf@(k‘ +1),p) + 0(2,"7*2)T(p7 : )Rf (n,p)

Dabei ist die Zahl c¢(q ) durch
Ca0) =1, clapy =ala+2)..(a+2k—-2); a€C, k€N

definiert und T € T(% X U ,8 @ &) ein glatter Schnitt mit dem folgenden asymptotischen
Verhalten bei C := {(p,q) € % x % | I'(p,q) = 0}
(1) Fiir n =2 oder n ungerade:
> 1

T —— — 1) ————V*(p, )T (p, 0)"
(P.0) 550 2 (1) oz ol

(2) Fiir n gerade:

0o 1 s
T(p,a) 50 2 (1" Vg (p, )

n—2 _
R C(2,k)2 2 +k(n72+k)!

Das letzte Resultat besagt, dafl die Hadamard-Koeffizienten die Struktur der Singularitdten des
avancierten /retardierten Propagators kodieren, daher werden sie sich in Abschnitt 2, Unterab-
schnitt 2.2.2 fiir die Definition der Hadamard-Zustinde des Klein-Gordon-Feldes und dessen
Renormierung als niitzlich erweisen.

1.2.3 Globale Theorie

Fiir die in Abschnitt 2 folgende Konstruktion einer Quantenfeldtheorie fiir einen normal hyper-
bolischen Differentialoperator P ist es notig den avancierten/retardierten Propagator auf ganz
A zu kennen, daher benotigen wir einige Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit selbiger
auf geeigneten Raumzeiten.

Ein solche Klasse von Raumzeiten wird durch die folgende Definition ausgewé&hlt.
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Definition 1.15:
FEine Raumzeit A heifit global hyperbolisch, falls

(1) Fiir alle p,q € A ist Jy(p, #) N J_(q,.#) kompakt,

(2) Fiir allep € A und alle (offenen) Umgebungen % von p existiert eine Umgebung %' C U
von p, s.d. jedes nicht raumartige Kurvensegment v : [a,b] — .# mit v(a),v(b) € U’
bereits ganz in U liegt; 7y : la,b] — % .

gilt?" .
Zu einem besseren Verstindnis global hyperbolischer Raumzeiten verhilft Theorem 1.1 in [BS05].

Theorem 1.16:

Ist A eine global hyperbolische Raumzeit, so ist A isometrisch zu einem kartesischen Produkt
R x . mit Metrik —Bm;(du?®) + 73 (guon, ). Dabei ist S eine glatte Mannigfaltigkeit,

B € C®(R x.¥) eine positive, glatte Funktion, {g:}ier eine glatte Familie positiv definiter Me-
triken auf . und u die natirliche Koordinatenfunktion auf R.

Die Hyperflichen {{t} x S }er sind Cauchy-Fliachen fir .#, d.h. jede nicht fortsetzbare zeit-
artige Kurve (s. A.13) in M schneidet diese Flichen in genau einem Punkt®S.

Die Existenz einer Cauchy-Fléiche . fiir eine Raumzeit .# ist so zu verstehen, dafl alle Ereig-
nisse in .# durch . bestimmt sind.

Im weiteren Verlauf benétigen wir ein Resultat, dafi die Konstruktion (einfacher) global hyper-
bolischer Raumzeiten ermoglicht (vgl. [O’N83], Lemma 33 (S.418)).

Lemma 1.17:

Ist (S, g) eine zusammenhdngende, geodditisch vollstindige Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so ist
das kartesische Produkt % x .7 (fiir ein Intervall & C R) mit der Metrik

—7i (du®)+ (75 (f))?73(g) eine global hyperbolische Raumzeit. Dabei ist f € C*°(R) eine nirgends
verschwindende Funktion.

Beispiel 1.18:

Typische Beispiele fiir global hyperbolische Raumzeiten sind der Minkowskiraum, die de Sitter-
Raumzeit (Inflations-Modelle), innere und &duflere Schwarzschild-Raumzeit (sphérisch-symme-
trische, gravitierende Korper) und die Friedmann-Lemaitre- Robertson- Walker- Raumzeiten (Kos-
mologische Modelle).

Kehren wir zur Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit des avancierten/retardierten Propa-
gators zuriick. Diese wird durch das nachstehende Theorem geklért (s. [BGP07], Theorem 3.3.1.
(S.87)).

Theorem 1.19:

Ist A eine global hyperbolische Raumzeit und P ein normal hyperbolischer Differentialoperator
iiber &, so existiert fir alle p € . eine eindeutige Fundamentallésung G, € 9" (M, &, &)
fiir P an p auf A , mit:

(1) supp G, ist vergangenheits/zukunfts-kompakt in A .
Es gilt weiter:

(2) SuppGi|p - J:t(pv%)7

*"Eigenschaft (2) wird in der Regel als starke Kausalititsbedingung bezeichnet; sie besagt, daB es in .# keine
geschlossenen bzw. fast geschlossenen kausalen, d.h. nicht raumartigen, Kurven gibt.

#Die Existenz einer Chauchy-Fliche in einer Raumzeit ist sogar dquivalent zu deren globaler Hyperbolizitit (vgl.
[O’N83], Korollar 39 (S.422)).
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(3) fiir alle s € (M ,E) ist die Abbildung p — G, (s) ein glatter Schnitt von & und erfillt
die Differentialgleichung

PGy . )(s) = s,

(4) supp G| . \(s) C Jx(supp(s), #) fiir alle s € D(M,E™).
G +|p heifit avancierter /retardierter Propagator fir P an p auf A .

Eine Distribution die eng mit dem avancierten und retardierten Propagator verbunden ist, ist
der kausale Propagator fiir P

Ap = G+|p — G,‘p, pEMN (1.12)
Der kausale Propagator kann zu Losung von Wellengleichungen des Typs
P's=s, 5,scl(M,E") (1.13)

wie folgt eingesetzt werden?:
Ist s € 2( M ,E) vorgegeben, so ist die allgemeine Losung § von der Form

§=584++ S, =5_4 S
mit s1 := G4, )(s) und Losungen s, und s, der homogenen Differentialgleichung
P*sq/e = 0.
Wegen der Trigereigenschaften von st (s. Theorem 1.19, Eigenschaft (4)) ldsst diese Situation

folgende intuitive Deutung zu:

Die Losung § ist in der kausalen Vergangenheit von supp(s) durch die eingehende, homogene
(“freie”) Losung s. gegeben und erfihrt in supp(s) eine Stérung durch den “Quellterm” s,
wodurch eine Deformation in eine auslaufende, homogene (“freie”) Losung s, in der kausalen
Zukunft von supp(s) bewirkt wird.

Die Differenz von auslaufender und eingehender Losung wird durch den kausalen Propagator
bestimmt:

Se = 8a = A¢ (s)

g _ ig
Supp (=) supp (3)
LT 5‘+

Abbildung 1.1 — Die linke Seite zeigt die Situation fiir § = s_ + s., die
rechte Seite fiir § = s4 + s,. Die grauschattierte Region deutet den Trager
von s+ auflerhalb von supp(s) an. Lichtartige Kurven sind in einem Winkel
von 45° zur Senkrechte dargestellt.

Tst .4 eine Raumzeit ohne Rand, so ist nach [BGP07], Lemma 3.2.1. (S.73) P genau dann normal hyperbolisch,
wenn P* normal hyperbolisch ist, P* = AY 4+ (M*)* in der Notation von Theorem 1.3, d.h. es kann alternativ
die Differentialgleichung P§ = s in I'(.#, &) betrachtet werden.
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Der kausale Propagator definiert eine Abbildung

DM, EY) —2 Ty M, E),

dabei ist I'so( A, &*) der C°° (A )-Untermodul der Schnitte s € I'(#, &*) mit “raumartig kom-
paktem” (“spacelike compact”) Triger, d.h. fiir alle s € Tg( A, &) existiert ein Kompaktum
H T A mit supp(s) C Jp (A, )V J_(H, #). Bild (img A) und Kern (ker A) dieser Abbil-

dung werden durch den Komplex

00— DM, &) — s Pl ) —E T M, E) — T ( M, EF)

beschrieben. Der Komplex ist exakt an der ersten Stelle, und exakt iiberall, falls .# global
hyperbolisch ist (s. [BGPO07], Theorem 3.4.7. (S.90f)).

1.3 Differentialoperatoren vom Huygens’schen Typ

Abschlieflend wenden wir uns einer speziellen Klasse normal hyperbolischer Differentialoperato-
ren zu, den Differentialoperatoren vom Huygens’schen Typ (s. [BK96], Abschnitt 4 (S.3271f)).
Diese besitzen die Eigenschaft, da8 sie eine scharfe Wellenausbreitung beschreiben, d.h.3? der
Tréger ihrer avancierten und retardierten Propagatoren Giﬂp an einem Punkt p € .# ist auf
den Lichtkegel C(p, %) = C+(p, %) U C_(p, %) := 0J+(p, %) U 0J_(p, % ) beschrénkt. Fiir
einen Beobachter in .# bedeutet dies, dal er nur fiir einen begrenzten Zeitraum Signale einer
raumzeitlich lokalisierten Quelle empfiangt; eine Eigenschaft die fiir die Ausbreitung von Licht,
oder allgemein elektromagnetischer Phianomene, und Schall charakteristisch ist.

Definition 1.20:

Ist P ein normal hyperbolischer Differentialoperator iiber & und % eine kausale Umgebung eines
Punktesp € M , so heifit P Huygens’sch an p, falls avancierter und retardierter Propagator G/ﬁp

supp G, € C(p, %)

erfiillen.
P heifit Huygens’sch (auf # ), falls eine Uberdeckung € von .# mit kausalen Umgebungen
ezistiert, s.d. fiir alle % € € und p € % P Huygens’sch an p ist.

Eine direkte Konsequenz aus Theorem 1.14 und Proposition 1.10 ist (vgl. [BK96], Theorem 4.2
(5.327))

Theorem 1.21:
(1) Ist dim .# = 2 oder ungerade, so ist P nie Huygens’sch.

(2) Ist dim.# > 4 und gerade, so ist P genau dann Huygens’sch, wenn eine Uberdeckung €
von # mit kausalen Umgebungen existiert, s.d. in der Notation von Theorem 1.14

T(p,q) =0
fir alle % € €, pe¥, g€ Jy(p, %)V J_(p, %) gilt.

Ebenfalls aus Theorem 1.14 ergibt sich ein Kriterium iiber die Hadamard-Koeffizienten von P
(vgl. [BK96], Theorem 4.3 (S.327)).

3%n der Notation von Theorem 1.14.
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Theorem 1.22:

Ist dim .# = n > 4 und gerade, so ist P genau dann Huygens’sch, wenn eine Uberdeckung €
von M mit kausalen Umgebungen existiert, s.d.

n—2
V2 (p,q) =0
oder alternativ

P(V'2 (p)(g) =0

fir alle % € €, pe ¥, qe C(p,%) gilt.

1.3.1 Konforme Kovarianz Huygens’scher Differentialoperatoren

Eine Eigenschaft der Huygens’schen Differentialoperatoren, die spéter wichtig sein wird (s. Teil
II, Abschnitt 4), ist ihr Verhalten®' in Bezug auf konformen Transformationen®? der Raumazeit

M.
Proposition 1.23:

Ist (A", g) eine Raumzeit und P ein normal hyperbolischer Differentialoperator iber &, so
definiert die Vorschrift

Po(s) := Q7172 P(Q271s),

mit einer nirgends verschwindenden Funktion Q € C*™ (.4 ), einen normal hyperbolischen Dif-
ferentialoperator iiber & auf der Raumzeit (. ,Q% - g). Ferner gilt in Bezug auf Proposition
1.3:

V7 = VP und MP = Q7 2MP + Qe g (2 ).

Ist dim .# > 4 und gerade, so ergibt sich fiir eine kausale Umgebung®® % C .4 in der Notation
von Theorem 1.14:

To(p,q) = Qp)' 2 Qa)' " 2T(p, q)

firalepe %, g€ J(p, %)V J_(p,%).
Letzteres impliziert, dafl P genau dann Huygens’sch ist, wenn Pqo Huygens’sch ist.
Beispiel 1.24:

(1) Fiir den Minkowskiraum .# = R} zeigt Proposition 1.8, da§ der “Wellenoperator” O fiir
n > 4 und gerade Huygens’sch ist.

(2) Ist (#,g) eine konform flache Raumzeit, d.h. .# ist lokal konform diffeomorph zu R},
mit dim.# > 4 und gerade, so ist der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-Operator
T, Huygens’sch nach Proposition 1.23 und Bemerkung B.38.

3ls. [BK96], Abschnitt 5 (S.329) fiir eine allgemeinere Behandlung.

325. Appendix B, Abschnitt B.3.

33Genauer ist hier eine kausale Umgebung beziiglich g und Q2 - g gemeint. Die Existenz einer solchen Umgebung
wird wie folgt gezeigt: Ist " geodiitisch konvex fiir g, so existiert eine geoditisch konvexe Umgebung %’ C %"
fir Q2 - g, wihlt man nun eine kausale Umgebung % C %’ fiir Q2 - g, so ist diese auch kausal fiir g, da alle
Kausalititskonzepte beziiglich ¢ und Q2 - g iibereinstimmen.
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2 Quantenfeldtheorie auf gekriimmten Raumzeiten

I presume that to the uninitiated the formulae will appear cold and cheerless.

BENJAMIN PIERCE

Zur Formulierung von Quantenfeldtheorien auf allgemeinen Raumzeiten erweist sich der alge-
braische Ansatz, urspriinglich von R. Haag und D. Kastler fiir Quantenfeldtheorien auf dem
Minkowskiraum entworfen (s. [HK64]), als natiirlich. Eine Verallgemeinerung der in [HK64] vor-
geschlagenen Haag-Kastler Axiome auf global hyperbolische Raumzeiten wurde von J. Dimock
in [Dim80] gegeben.

Wir wollen im Folgenden einen Schritt weiter gehen und den Zugang der lokal kovarianten
Quantenfeldtheorie von R. Brunetti, K. Fredenhagen und R. Verch (s. [BFV03]) verwenden, der
in gewissem Sinne die Hintergrundunabhéngigkeit, d.h. das Prinzip der allgemeinen Kovarianz,
einer Quantenfeldtheorie im Einklang mit der Allgemeinen Relativitéitstheorie vorsieht.

Die Hintergrundunabhéngigkeit der Quantenfeldtheorie hebt die Tatsache hervor, dafl in der
Allgemeinen Relativitiitstheorie die Physik der Raumzeit lokal in der Metrik kodiert ist34, d.h.
in denen durch diese gegebenen Relationen zwischen Raumzeitpunkten, und nicht in der men-
gentheoretischen Struktur der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit. Folglich sollte eine Quanten-
feldtheorie im Einklang mit der Allgemeinen Relativitdtstheorie eine Vertriaglichkeits-Bedingung
in Bezug auf Isometrien zwischen Raumzeiten erfiillen.

Es ist zu beachten, dal die Wechselwirkung zwischen Quantenfeldern und Raumzeit nicht
beriicksichtigt werden, sondern die Raumzeit als (klassischer) Hintergrund fiir die Quanten-
feldtheorie verstanden wird. Gerechtfertig wird diese Nédherung durch relative Schwéche der
Gravitation gegeniiber den anderen Wechselwirkungen. Ferner sind in dieser Situation nicht tri-
viale Phénomene wie der Hawking- und der Unruh-Effekt (s. [Haw75], [Unr76] und [Wal94])
sowie die Teilchen-Erzeugung in expandierenden Raumzeiten (s. [Ful89]) bekannt.

Die Begriffe aus der Kategorientheorie, die zum Verstdndnis dieses Zugangs nétig sind, werden
in Appendix C erklirt3®, die Begriffe aus der Theorie der C*-Algebren in Appendix D.

2.1 Der Algebraische Zugang

Der algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie stellt in gewisser Weise eine Abkehr von den
Quantenfeldern @, die den klassischen Feldern (z.B. dem elektromagnetisches Feld) entsprechen,
als zentrale, “reale” Objekte dar (s. dazu auch den folgenden Abschnitt 2.2). Stattdessen wird
die Aufmerksamkeit auf die (direkt) zugénglichen Messgrofien (Observablen), durch welche sich
die Felder uns erschlielen, gerichtet. Diese Vorstellung ist konzeptuell dem Heisenberg-Bild der
Quantenmachanik dhnlich.

Aufgrund der rdumlich und zeitlich begrenzten Durchfithrbarkeit von Experimenten sowie der
Anwendung (statistischer) Auswertungmethoden (z.B. Mittelwertbildung, Varianz, Korrelatio-
nen zwischen Messreihen,...), werden die Observablen durch ein “Netz von Algebren” (fiir Details
s. [Haa96]) modelliert

0 ——A0),

wobei jedes @ fiir eine geeignete Region der Raumzeit .#, die wir als (klassisches) Modell der
“Umwelt” der Quantenfelder verstehen, steht. Die Algebra (&) wird zur Modellierung der in
O lokalisierten Messungen verwendet, dabei wird eine involutive Abbildung * zur Auswahl der
Observablen (“reelle”, “selbstadjungierte” Elemente der Algebra) benétigt, d.h. die Algebren
2A(0) sollten x-Algebren sein.

Die Zuweisung von Erwartungswerten fiir eine Observable geschieht durch “Erwartungswertfunk-

34Global kénnen topologische Eigenschaften der unterliegenden Mannigfaltigkeit entscheidend sein.
35Weitere Einzelheiten konnen in [Mac71] gefunden werden.
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tionale” w (Zustinde, s. Appendix D) iiber der Algebra 2 = [ JA(€)3¢, die das Messarrangement,
beschreiben. Auflerdem dienen die Zustidnde dem Zweck der Implementation einer gewiinschten
Dynamik, die dem zu beschreibenden System zugrunde liegt.

Der Umstand, dafl es in der “Quantenwelt” keine Zusténde ohne jegliche Korrelationen gibt,
wird in die Nicht-Kommutativitéit der Algebren 2A(&) kodiert. Die Vertriglichkeit mit der kau-
salen Struktur von .# wird durch weitere algebraische Relationen innerhalb der und zwischen
den 2A(0) erzielt. Symmetrien ¢ der Raumzeit .# driicken sich in Algebren-Automorphismen
as(A(0)) = A(9(0)) aus.

Der iibliche “Hilbertraum-Formalismus” kann (teilweise) durch Auswahl eines Zustandes w und
die GNS-Konstruktion (s. Appendix D) zuriickgewonnen werden.

2.2 Das Prinzip der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie

First quantization is a mystery, but second quantization is a functor.
EDWARD NELSON
Eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie im zuvor beschriebenen Sinne wird als Funktor .# zwi-

schen einer Kategorie Rj geeigneter Raumzeiten (mit Zusatzstrukturen) und einer Kategorie 2lg
von involutiven, topologischen Algebren (zur Formulierung der Observablen-Struktur) realisiert,

d.h.
M N

F (M) — 57— F(N)

(2.1)

kommutiert fiir alle .#Z, A € Oy; und ¢ € homyp; (A, N )37, AuBlerdem respektiert .F die
Komposition und die Eins in 9Rj:

F(por)=F(¢)oF (k) und F(id.g) =idz(x)

fur alle ¢, k € oy, mit cod(k) = dom(¢) und alle A# € O;,.

Die Kategorien 93 und lg werden jenach Situation genauer spezifiziert (s. Unterabschnitt
2.2.1).

Die Worte “lokal” und “kovariant” sind so zu verstehen, dafl die Struktur der Observablen-
Algebra bis auf (Iso-)Morphismen in 2(lg durch die lokale metrische Struktur der Raumzeiten in
R3 bestimmt ist.

Um die kausale Struktur, die durch eine Raumzeit vorgegeben wird, auf die Struktur der zu-
gehorigen Observablen zu iibertragen, kénnen weitere Bedingungen an .% gestellt werden, z.B.

(1) Z heilit kausal, falls
() (F (M), FENF (N ) = (0}

gilt, wenn fiir ¢ € homp;(.#, ) und k£ € homgp, (A", &) die Mengen ¢(.#) und k(A")

nicht durch kausale Kurven in £ verbunden werden kénnen®®.

36Werden die Algebren (&) durch C*-Algebren modelliert, so wird hier der C*-induktive Limes betrachtet.

3"Die Homomorphismen in %3 kénnen auf der Ebenen der Raumzeiten, d.h. ohne Zusatzstrukturen, als orientie-
rungserhaltende, zeit-orientierungserhaltende isometrische Einbettungen mit offenem, kausal-vertréglichem Bild
verstanden werden. Die Eigenschaft, dafl das Bild offen sein soll, impliziert, dafl es nur Morphismen zwischen
Raumzeiten der gleichen Dimension gibt.

3. ]#(») bezeichnet den Kommutator in .7 (2).
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(2) Sind die Raumzeiten in 23 global hyperbolisch, so geniigt .% dem Zeit-Schnitt-Axiom,
falls fiir ¢ € homy; (A, .4") gilt:

wenn ¢(.#) und A4 eine gemeinsame Chauchy-Fliche besitzen.

Die Kausalitédt (1) einer lokal kovarianten Quantenfeldtheorie .# ist so zu verstehen, daf§i Ob-
servablen in kausal getrennten Bereichen der zugrundeliegenden Raumzeit sich nicht gegenseitig
beeinflussen. Dies wird auch als “Einstein-Kausalitiit” bezeichnet3?.

Das Zeit-Schnitt-Axiom (2) ist ein Audruck der Idee, dal die Observablen einer Raumzeit einer
deterministischen Dynamik geniigen, d.h. es ist ausreichend die Regeln dieser Dynamik und die
Bedingungen innerhalb einer Raumzeit zu einem festen “Zeitpunkt”4? zu kennen, um kausale
Zukunft und Vergangenheit zu bestimmen.

Wihlt man eine geeignete Klasse von Teilmengen einer gegebenen Raumzeit ., s.d. diese Teil-
mengen mit der eingeschrénkten Metrik (und den passend eingeschrinkten Zusatzstrukturen) in
M3 enthalten sind*!, so erlaubt eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie von .# die Konstruk-
tion einer Quantenfeldtheorie im Sinne des algebraischen Zuganges (Abschnitt 2.1, s.0.), wie
in [BFV03] (S.10-12), oder auch in [BGP07] (S.130ff) erldutert wird.

Die Quantenfelder ®, die beispielsweise im Wightman-Zugang®? als operatorwertige Distribu-
tionen ®(f) = [ , ®(p)f(p)dV,, iiber einem Raum geeigneter “Testfunktionen” f € (.4 auf
einer Raumzeit .# verstanden werden®?, werden in diesem Kontext ebenfalls durch eine lokal
kovariante Konstruktion im obigen Sinne realisiert.

Dazu wird in funktorieller Weise jedem Objekt in 9R3 ein topologischer (Vektor-)Raum von “Test-
funktionen”, z.B. Schnitte mit kompaktem Triger in einem Vektorbiindel iiber einer Raumzeit,
zugewiesen®?.

Bezeichnen wir diesen Funktor zwischen 933 und der Kategorie der “Testfunktionen”-Raume ¥f
mit 2, so ist ein lokal kovariantes Quantenfeld ® eine natiirliche Transformation*®
dem Funktor 2 und der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie .%. Als kommutatives Diagramm
heifit das:

zwischen

D) —2" s 7 () (2.2)
2(9) 7()
D

fur alle A4, ¥ € Ox; und ¢ € homp,(.#,.4"). Demnach ist ein lokal kovariantes Quantenfeld
als eine Familie {® 4} ey, von algebren-wertigen Distributionen mit der Kovarianzbedingung

F(9)oPy =Py oD ()

39Man denke dabei an die “Unschérfe-Relation” fiir Observablen O1, O2: A,O;1 - A, Oy > %\w([Ol, 03])| beziiglich
eines Zustandes w iiber der Observablen-Algebra.

“OHier mag man sich eine “Fliche der Gleichzeitigkeit” beziiglich einer geeigneten “Zeit”-Funktion vorstellen, diese
“Zeit” ist nicht zwingend als die von uns wahrgenommene zu verstehen.

417 B. die Menge der offenen, kausal-vertriglichen, global hyperbolischen, relativ kompakten Umgebungen in .#,
sowie & und . selbst.

125 [SW64].

43Dies wird hiufig als “Verschmieren” des Quantenfeldes im Bereich des Triger der “Testfunktion” bezeichnet und
tragt dem singuldren Charakter ersterer Rechnung.

44 Auf die Wirkung dieses Funktor auf den Morphismen soll an dieser Stellen nicht niiher eingegangen werden, aber
man mag sich eine Art “Pushforward”-Konstruktion fiir die Morphismen in i3 vorstellen.

“Sgenaner: In der Kategorie der topologischen Riume Top.
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zu verstehen.

In Analogie zum Konzept der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie .%# kénnen zusétzliche Bedin-
gungen, z.B. in Hinsicht auf die kausalen Strukturen der Objekte in fR3, an das lokal kovariante
Quantenfeld ® gestellt werden. So wird ® als kausal bezeichnet, falls

[@.(f), (D)7 () =0

fiir alle f,g € Z(.#) mit kausal getrenntem Triiger gilt.

Wir stellen auflerdem fest, daf ein lokal kovariantes Quantenfeld ® eine a priori Identifikation der
Messgroflen @, auf verschiedenen Raumzeiten ermdoglicht. Dies rechtfertigt den Vergleich von
Messwerten w_z (P 4 (f)), f € D(#) fiir unterschiedliche .. In Kapitel II ist diese Uberlegung
von entscheidender Bedeutung.

Die Konstruktion einer lokal kovarianten Quantenfeldtheorie im obigen Sinne soll im Folgenden,
ausgehend von einer linearen (freien, klassischen) Feldtheorie, angegeben werden. Wir halten
uns dabei an die Vorgaben in [BGPO07], Abschnitt 4.

2.2.1 Die Quantenfeldtheorie eines
normal-hyperbolischen, formal selbst-adjungierten Differentialoperators

Betrachten wir mit Blick auf Abschnitt 1 die Spezifizierung der Kategorie R3, als die Kategorie
mit folgenden Objekten und Morphismen:

Die Objekte O, sind Raumzeiten .#, zusammen mit einem (reellen)?® Vektorbiindel & — .#
mit Fasermetrik g¢?7, einem formal selbstadjungierten (beziiglich gs), normal hyperbolischen
Differentialoperator P iiber &, sowie einem avancierten und retardierten Propagator

Gip € 9"(M,E,6p) fiir P* und alle p € M8,

Formale Selbstadjungiertheit®? ist folgendermafien zu verstehen:

Fir alle s,s' € (4, &) gilt

/gg(Ps,s’)dV;]—/ gs(s, Ps')dV,.
M M

Ferner sollen der avancierte und retardierte Propagator G4+ die Relation

/% 06 (G y(8).8)dV, = /ﬂ g6(5, Gy 1 ())dV (2.3)

fiir alle s,s’ € 2(M,&) erfiillen™.

Die Morphismen zwischen zwei Objekten (#, &, P,Gy) und (.#', &, P', G',) in Rj sind, falls die
Raumzeit .# global hyperbolisch ist, Vektorbiindel-Homomorphismen ((ﬁ, ¢)ysd. o M — M
eine orientierungserhaltende, zeit-orientierungerhaltende, isometrische Einbettung mit offenem,
kausal-vertriglichem Bild (img¢ C .#’) und ¢ : & — & eine faserweise Isometrie ist.
AuBerdem soll (¢, ¢) mit P und P’ vertiglich sein, d.h.

¢poP(s)op ' =P(dosogt)

4Tm Falle eines komplexen Vektorbiindels verwerfen wir die komplexe Struktur.

47 g5 muss nicht notwendig positiv definit sein.

“8Beachte dazu auch die FuBnote zu Gleichung (1.13).

“*Diese Eigenschaft besitzen der Laplace-d’ Alembert-Operator O, und der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-
Operator T4, bzw. allgemein der konform gekoppelte Klein-Gordon-Operator Oy + m? + ASy.

%0Djese Identitit wird auf global hyperbolischen Raumzeiten .# durch die Tatsache gesichert, daf

supp G4 . y(s) Nsupp G| . y(s") C J(supp(s), #) N Jx(supp(s’), #) kompakt ist, und somit die partielle
Integration, die fiir den Beweis der formalen Selbstadjungiert normalerweise ben6tigt wird, wohldefiniert ist.
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fir alle s € (4, &) oder als kommutatives Diagramm

WM, E)—E 9, &) (2.4)

DM\ ) ———— DM, &)

mit 24(s) := (P o 50 ¢ Vext, fiir s € Z(M,&). Dabei bezeichnet ( . )ext, die Fortsetzung durch
Null auf Z"\¢(A).

Ist .# nicht global hyperbolisch, so gibt es nur die Identitét (idg,id ,) als Morphismus mit
dom(¢, ¢) = (A ,&,P,G).

Die Vertréglichkeit des avancierten und retardierten Propagators

WM E)—2 G, &) (2.5)
G+ Gy

NG/ p e —" T )

mit j4(s) := ¢t oso¢ fiir s € T(4', )%, wird durch Theorem 1.19 und ein einfaches Lemma
(vgl. [BGPO07], Proposition 3.5.1. (S.92)) gesichert.

Lemma 2.1:

Ist (M ,8,P,G) ein Objekt in Ry und % C M eine kausal-vertrigliche, offene Teilmenge, so
definiert die Vorschrift

Y () = G 0uls))jars 5 € 9, 6)

mit der Fortsetzung durch Null v, : D(U ,E) — D( M, &), avancierte und retardierte Propa-
gatoren G¥ € 9*(U , &*, ép) fir die Einschrinkung von P* auf % mit den Figenschaften (2),
(8) und (4) aus Theorem 1.19.

Beweis:
Fir s € 2(%, &) gilt, da % offen ist:

Py GY \(5) = Py Gy (l8))jzr = (PG )(1(9)jr = 12(8) 2 = 5

und
GY( \(Pas) = Guy (P = Gy )(Pra(8)jzr = t(8)jr = 5.

Da 7% kausal-vertriiglich ist, gilt fiir den Triiger von GZ‘( . )(3) mit s € (%, &):

supp G:ﬁ( . )(s) = supp G| . )(%(5))jzr =supp G| . \(1(8)) "%
C J+(supp«(s), #)NU = J+(supps, % ).

51, ist das Inverse zu 14 auf 2(.#,&) und 2(4',&").
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AufBerdem erhalten wir fiir den Tréger von G%, Y P E U 52

supp G:ﬂp =supp Gy, N%,
denn fiir s € Z(% , &) finden wir:

supp(s) € % \(supp G+, N %) = supp(1(s)) € % \(supp G|, N %)
= (M \supp Gp) NU
= Gi|p( s)=0
= supp Gi‘p C supp Gy, N %

und
supp(s) C %\ supp GZ), = GZ(s) =
= Gipp(e«(s ))
(2:(s)) € (~///\ supp G1|p) N % = U \(supp G, N %) C M

= supp(s) € % \(supp Gy, N %)
= supp G4, N % C supp Gillp.

= supp (1« (s

Die kausale Vertréglichkeit von % liefert:

suppG;Z/lp:suppGﬂpﬁ%gJi(p,///)ﬂ%:Ji(p,%). 0O

Bemerkung 2.2:

Ist % global hyperbolisch, so folgt aus der Kompaktheit der Mengen J4 (p, % )N J_(q,% ) in %
fiir alle p, g € % auch Eigenschaft (1) aus Theorem 1.19 fiir G:ﬁp
Wir nutzen den kausalen Propagator A := G — G_ um jedem Objekt (4, &, P,G+) in R} eine
bilineare, anti-symmetrische Abbildung

D(MLE) X DM, E) —— R
w(s, s') i /ﬂgo@(A(s),s’)dVg

zuzuordnen.
Der Quotient

Viwepa) = DM, E)]ker A

wird mit der Reduktion w’s®® zu einem (reellen) symplektischen Vektorraum, d.h. w ist eine

anti-symmetrische, nicht-ausgeartete, R-wertige Bilinearform auf V(_4 ¢ pa.)- Ist .4 global hy-
perbolisch, so gilt ker A = P(2( 4, &)) (s. S.12).

Mit Blick auf die Bemerkung vor Beginn dieses Unterabschnittes stellen wir fest, daf3 der Vektor-
raum V(4 o pc.) eine (im global hyperbolischen Fall vollstéindige) Beschreibung der Lésungen
der Differentialgleichung

Ps=0, sels (A, 8&) (2.6)

52Djese Gleichung ist in der Unterraum-Topologie von % zu verstehen. In dieser Topologie ist supp Gep "%
abgeschlossen.
*3Die Reduktion wir ebenfalls mit w bezeichnet.
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liefert, d.h. die zu konstruierende Quantenfeldtheorie kann als Quantisierung der (klassischen)
Feldtheorie zu (2.6) angesehen werden.

Das nédchste Lemma (vgl. [BGP07], Lemma 4.3.8. (S.129)) zeigt, dafl wir zusammen mit dieser
Konstruktion einen Funktor .# von der Kategorie R3 in die Kategorie Gy der symplektischen
Vektorrdume, mit linearen, symplektischen®® Abbildungen als Morphismen, erhalten.

Lemma 2.3:

Sind (M ,E,P,G+) und (A', &', P',G) in Op; und ist (b, ) € g ein Morphismus zwischen
diesen, so induziert die Abbildung
WM E)—2— G, &) (2.7)

aus Diagramm (2.4) eine lineare, symplektische Abbildung

Viw.e.pGys) SN Viw &,paL) (2.8)

[s]1 P« ([s]) == [16(s)]

Beweis:

Ist .# nicht global hyperbolisch, so ist (¢, ¢) = (ide,id ) und die Aussage ist trivial.
Ist .4 global hyperbolisch, so gilt:

(1) Ist s € ker A, so existiert § € Z(#,&) mit Ps' = s. Es folgt:
A'(19(s)) = A (14(P5)) = A'(P'(14(5))) =0,
d.h. 14(ker A) C ker A’ und die induzierte Abbildung ¢, ist wohldefiniert.

(2) Fir alle s,5 € (4, &) gilt:

da ¢ eine Isometrie zwischen .# und .#" ist, dV,; und dV, die metrik-induzierten, invari-
anten®® Volumenelemente sind und ¢ eine faserweise Isometrie zwischen & und & ist.

Die Linearitdt folgt trivialerweise aus der Definition von 724 und der Vertréglichkeit mit der
Vektorraum-Struktur des Quotienten. 0

Die bereits zuvor angesprochene Quantisierung der (klassischen) Feldtheorie besteht darin jedem
der symplektischen Vektorrdume Vi 4 ¢ pa,), (#,&, P,G1) € Ox; in funktorieller Weise eine
topologische x-Algebra, hier sogar eine C*-Algebra, zuzuweisen.

Dazu definieren wir die Kategorie 2Alg, deren Objekte C*-Algebren mit Eins und deren Morphis-
men injektive *-Homomorphismen, die die Eins erhalten, sind, und bedienen uns der Aussagen
in [BR97], Abschnitt 5.2. (insbesondere Theorem 5.2.8., S.19) und [BGP07] (S.115ff).

*Eine lineare Abbildung zwischen zwei symplektischen Vektorrdumen M : (V,w) — (V',w’) heiBt symplektisch,
falls w' (M (v), M(w)) = w(v,w) fiir alle v,w € V gilt. Dal w nicht-ausgeartet ist, impliziert daf§ M injektiv ist.
SInvariant unter Isometrien (s. Appendix B, Definition B.7).
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Theorem 2.4:

Ist (V,w) ein (reeller) symplektischer Vektorraum, so existiert eine C*-Algebra # (V,w), erzeugt
von nicht-verschwindenden Elementen W (v), v € V' mit den Eigenschaften:

(1) W(v)" = W(-v),

(2) W)W (w) = e 2 W (0 + w)

fiir alle v,w e V.

Ist V/N(V,w) eine weitere C*-Algebra mit diesen Eigenschaften, so existiert ein eindeutig be-
stimmter x-Isomorphismus o : # (V,w) — # (V,w) mit (W (v)) = W (v) fiir allev € V.

D.h. die C*-Algebra W (V,w) ist, bis auf Isomorphie in €s, eindeutig bestimmt. Weitere (abge-
leitete) Eigenschaften sind

(3) W(0) =1,

(4) W (v) ist unitir fir alle v €'V,

(5) [|W(v) — W(w)|| =2 fir alle v,w € V mit v # w,
(6) die Menge {W (v)}yev ist linear unabhingig,

(7) fiir jede lineare, symplektische Abbildung M : (V,w) — (V' W) existiert ein eindeutig
bestimmiter, injektiver x-Homomorphismus ayy : W (V,w) — # (V') mit
ap(W(v)) = W(M(v)) fiir allev €V,

(8) W (V,w) ist nicht separabel, falls V # {0},
(9) W (V,w) ist einfach, d.h. {0} und # (V,w) sind die einzigen zweiseitigen Ideale in # (V,w),

(10) ist U C V ein Untervektorraum und # (U,w) C # (V,w) die entsprechende C*-Unteralgebra,
so gilt

W (U,w)=#V,w) & U=V.

Bemerkung 2.5:

Die C*-Algebra # (V,w) wird als Weyl-Algebra von (V,w) bezeichnet; die Elemente W (v), v € V
als Weyl-Operatoren. Dies liegt darin begriindet, daf die W (v) die kanonischen Vertauschungs-
relationen in exponentieller Form, Eigenschaft (2), erfiillen.

Ist die Abbildung M in Eigenschaft (7) ein Automorphismus, so bezeichnet man den assoziierten
*- Automorphismus als Bogoliubov- Transformation.

Die Existenz von # (V,w) kann durch die Realisierung als beschréinkte Operatoren auf £% (V)5
mittels

(W(U>a)w = e%w(v,w)av+w7 {aU}UEV € E?C(V)
gezeigt werden.

Theorem 2.4 liefert somit einen Funktor % von &y nach 2lg.
Die angestrebte lokal kovariante Quantenfeldtheorie .# erhalten wir durch die Komposition der
Funktoren . und #'.

R —2 =", llg (2.9)

56¢2(V) bezeichnet die quadrat-summierbaren, iiber V indizierten, komplex-wertigen Folgen; diese bilden in
natiirlicher Weise einen Hilbertraum.
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Betrachten wir ein Objekt (.#, &, P,G1) in R3 und schreiben (heuristisch)

fiir s € 2(A)"7, so finden wir in #' (V4 6 pc.) w) die Identitéiten
(1) W(Ps) = W(A(Ps)) =W (0) =1 fiir alle s € Z(4),

(2) W(s)W(5) = e ZW(SS)W(S +35) =W(s+35) =WiE+s) = ... = W(E)W(s) fir alle
s,5 € Y(A, &) mit kausal getrennten Trégern; letzteres impliziert w( 5) =0,

d.h. die Weyl-Operatoren erfiillen (in einem schwachen Sinne) die Differentialgleichung (2.6) und
die lokal kovariante Quantenfeldtheorie .% ist kausal®®.

Schrinken wir .7 auf die (volle) Unterkategorie 3., C 93, der Objekte mit global hyperboli-
schen Raumzeiten, ein, so erfiillt .%# auch das Zeit-Schnitt-Axiom (vgl. [BGP07] und [BFV03]),
denn V(4 ¢ p ) ist durch die Angabe geeigneter Anfangswerte auf einer Chauchy-Fléche be-
stimmt.

Wir bemerken noch, dafl die Weyl-Algebren keineswegs alle physikalisch relevanten Observablen
enthalten, z.B. ist nicht zu erwarten, da§ der (an einem Punkt lokalisierte) Energie-Impuls-
Tensor® der Quantenfeldtheorie in der Weyl-Algebra enthalten ist. Dieser wird (heuristisch)
durch Produkte des Quantenfeldes an einem Punkt gebildet. Daher ist es in der Regel nétig die
Observablen-Algebra in geeigneter Weise zu erweitern (vgl. auch den folgenden Abschnitt 2.2.2).

Bemerkung 2.6:

Alternativ zur Konstruktion der Weyl-Algebra kann eine (abstrakte) x-Algebra mit Eins definiert
werden. Diese wird erzeugt von Elementen ®(s),s € Z(4,&) mit den Relationen

(1) ®(As + 8) = AD(s) + B(3) fiir 5,5 € 2(M,E), NER,
(2) ®(s)" = @(s),

(3) ®(Ps) =0,

(4) [(s), ®(3)] = —icw(s, 3)1.

Die ®(s) werden dabei heuristisch als “verschmierte” Quantenfelder [ , ®(p)s(p)dVj interpre-
tiert. Eigenschaft (4) wird, daher héufig als

[@(p), 2(q)] = iA,(q) (2.10)

geschrieben. Eine lineare Fortsetzung auf “komplex-wertige” Schnitte s € Z(#,8 @R C) ist
moglich (®(s)* = ®(5)). Die Relation zu den Weyl-Operatoren ist (ebenfalls heuristisch) durch
W (s) = e Ja 2@)s)dVs gogehen.

Dieser Einschub verdeutlicht wie wir ein zu .%# assoziertes lokal kovariantes Quantenfeld ® ge-
winnen koénnten.

Angenommen wir hitten eine Familie von Zusténden {W('ﬁ7(g@’P7Gi)}('%’éﬂ’p’Gi)eﬁmz iiber den ent-
sprechenden Weyl-Algebren % (.#,&, P,G+), s.d. die Generatoren

d

(I)w(//z,g,P,Gi) (s) = di

e
t=0

W (ts))

W(,8,P,Gy) (

®"Identifiziere [s] € Vi_z.,p,c,) mit A(s)

%8Die Vertraglichkeit der avancierten/retardierten Propagatoren und der Differentialoperatoren ist dazu entschei-
dend.

5Der Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensor wird beispielsweise in der semi-klassischen Behandlung der Ein-
stein’schen Feldgleichungen benétigt (s. [Wal94]).
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der 1-Parameter-Gruppen {m,(W (ts)) hter, s € (A, &) in den zugehorigen GNS-Darstellungen
(s. Appendix D, Bemerkung D.21) einem gemeinsamen, dichten Definitionsbereich

u‘*’(fﬂﬁm,@i) C ‘6%%,&1’51) besitzen und auf diesem (essentiell) selbst-adjungiert sind.

Wiirde aulerdem die Zuordnung der, von den Poivier Giyr S € D(M , &) erzeugten, x-Algebren
zu den Objekten (.#,&, P,G4) in Rj einen geeigneten Funktor Zey, mit der Vertriglichkeits-
Bedingung

Fext((9,0)) 0 Pu s p ) (5) = (I)wwag/,p/,c;)(%s)

fiir (¢, ¢)) € homey,((#, &, P,Gy), (A", &', P',G")) und s € D(M , &), induzieren, so lieBe sich
® als eine natiirliche Transformation zwischen dem “Testschnitt”-Funktor 2 und %, auffassen
(vgl. [BFVO03] (S.15)).

2.2.2 Hadamard-Zustinde und Wick-Monome des Klein-Gordon-Feldes

Zum Abschlufl von Teil I betrachten wir eine spezielle Klasse von Zustinden, die Hadamard-
Zustinde, iiber der Weyl-Algebra des konform gekoppelten Klein-Gordon-Feldes®°.

Dazu schranken wir die Objekte in $R3 auf Raumzeiten .# der Dimension 4 mit dem trivialen
Biindel . x R% und dem konform gekoppelten Klein-Gordon-Operator P, := Oy + m? + \Sy,
A€R, m>0 (“Masse”) ein.

Als Morphismen betrachten wir daher nur die Paare (£id xR, ¢), ¢ wie oben%2. Fiir die Objekte
in R3 verwenden wir abkiirzend die Raumzeit . .

Die Tatsache, da8 P, nur von der Metrik g und der (Mannigfaltigkeits-)Struktur von .# abhéngt,
sichert die Vertraglichkeit (Diagramm (2.4))

Py(so¢™") = (Py(s) o ¢~ (2.11)

fir alle s € P(M)(:= D(M, 4 x R)) und ¢ € homp, (A, #") (s. [Hel62], Proposition 2.1
(S.387) fiir einen Beweis; s. auch Appendix B, Definition B.14.).

Bevor wir uns den Hadamard-Zustédnden zuwenden, bemerken wir, daf§ Gleichung (2.11) eine
niitzliche Eigenschaft fiir den avancierten und retardierten Propagator auf einer global hyper-
bolischen Raumzeit impliziert.

Lemma 2.7:

Ist A eine global hyperbolische Raumzeit und Py der konform gekoppelte Klein-Gordon-Operator,
so ist der eindeutig bestimmte avancierte/retardierte Propagator G4 invariant unter orientie-
rungserhaltenden, zeit-orientierungserhaltenden Isometrien ¢ : M — M, d.h.

" Giig( . )(8) = Gy y(5)
fiir alle s € D(M).

Beweis:
Fiir alle s € 2(A) gilt:

(1) Pf(s) = (Py(s0¢)) 0 ¢! = Py(s),

59Die folgenden Definitionen sollten sich allerdings in geeigneter Weise auf den allgemeineren Fall eines normal
hyperbolischen Differentialoperators iiber Raumzeiten der Dimension n tibertragen lassen.

51Die Fasermetrik ist das Produkt in R

52Das Paar (—id_zxr, ¢) entspricht einem Orientierungswechsel in den Fasern von .# x R; im Folgenden wird auf
diese Moglichkeit verzichtet.
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(2) @"Gap( ) (Pys) = Gijg(. )(Jqs 1-((Pys)op™1))
1
= Gyjp( )(PP(so o)

= Gyjg( . )(Py(s007)
=so¢ logp=s,
(3) Py(¢"Gyg(.)(s) = (L Gi|¢ J(s0¢))op T og
= (PYGyy( Y(sop 1) oo
(PyGy)( y(s0971)) 00
sop tog=s,
(4) supp ¢*G1|¢(p) = sSupp Gy, € Jx(p, A ) fiir alle p € 4, da ¢ eine zeit-orientierungserhal-
tende Isometrie ist. Genauer:
(a) g € Jilp, #) < ¢(q) € J=(d(p), #),
(b) supps C A \Jx(p, #) & suppso¢~' C M\Jx((p), A),
(¢) supp Gijg(p) € J+(0(p), A),

(5) supp ¢*Gyig( . )(s) € Jx(supps, .Z).
Mit Theorem 1.19 folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.8:

Die globale Hyperbolizitéit von .# ist entscheidend fiir den Beweis. Fiir nicht global hyperbolische
Raumzeiten ist ¢*G 44 . ) ein(!) avancierter/retardierter Propagator, die Eindeutigkeit entfillt.

Ein Zustand w iiber der Weyl-Algebra heifit quasifrei, falls die 2-Punkt-Funktion

_ d
wa(s,§) == p7
t=0

d

o w(W (ts)W (us)) (2.12)
u=0

fiir alle s,5 € P(.#) existiert und der Zustand durch diese in folgender Weise definiert ist364:

w(W(s)) = e~ 29259) s € 9(). (2.13)

Kommen wir nun zur Definition der Hadamard-Zusténde (s. [KW91], S.82ff; [Mor03], Abschnitt
3; [DB60], Abschnitt 2).

Definition 2.9:

FEin quasifreier Zustand w tber der Weyl-Algebra heifst lokaler Hadamard-Zustand dber einer
kausalen Umgebung % C .#™, falls sich

wo — H,

%Beachte, daB die {W(s)}sca(x) die Weyl-Algebra linear erzeugen. Die Quasifreiheit von w ist so zu verste-
hen, daf} alle “abgeschnittenen” (“truncated”) n-Punkt-Funktionen bis auf die “abgeschnitte” 2-Punkt-Funktion
verschwinden (s. [BR97], S.39 fiir eine genaue Erklirung der Terminologie). Teilweise wird das Verschwinden
der 1-Punkt-Funktion nicht in die Definition von “quasifrei” integriert. Es wird dann die “Eichinvarianz” des
Zustandes verlangt, d.h. w ist invariant unter W(s) — W(—s). Diese Invarianz ist durch die Invarianz der Diffe-
rentialgleichung Ps = 0 unter s — —s motiviert (“innere Symmetrie”).

64 ist somit ein analytischer Zustand, d.h. t — w(W (ts)) ist eine analytische Funktion. Analytische Zustéinde sind

s = tn:ow(W(817..,7sn)) bestimmt

vollstéandig durch die n-Punkt-Funktionen (n > 1) wn(s1, ..., $n) =
(s. [BRO7], S.38).

=0
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fiir alle n € Ng zu einer Funktion der Klasse C™ auf % x % fortsetzen lisst;
wo — Hy, € C(U X U ). Dabei ist Hy, € D*(U x U)(:= D (U x U, (% x R)®?,C)) folgender-
maflen definiert®:

0
H,(s,5):= lim 1/%X% (W + V(")(p, q) log (Fa()\% q)>> s5(p)3(q)dVy(p)dVy(q)

e—0+ 472 I.(p,q)
mait
n . 1
V™ (p,q) = Z(—l)kmvk+l(p> Q)T (p, q)"*
k=0
und

T-(p,q) :==(p,q) — 2ie(t(q) — t(p)) + &>

Die VK, k > 0 sind die Hadamard-Koeffizienten fir den konform gekoppelten Klein-Gordon-
Operator Py auf % x % (s. Unterabschnitt 1.2.2). I' ist das geoddtische Abstandsquadrat auf %
(s. Appendix B, Proposition B.23) und X\ € R ein (beliebiger) Skalierungsparameter. t : % — R
ist eine glatte Funktion mit zeitartigem, zunkunfts-gerichtetem Gradienten; eine solche Funktion
existiert, da % global hyperbolisch ist (s. [BS05]). Die Definition ist unabhingig von der Wahl
der Funktion t, wie in [KW91] bewiesen wird.

w heifit globaler Hadamard-Zustand, falls es eine Uberdeckung € von # durch kausale Umge-
bungen gibt, s.d. w beziiglich jedes % € € ein lokaler Hadamard-Zustand ist.

Die Distribution Hy, wird als Hadamard-Parametrix (der Ordnung n) bezeichnet. Die Definition
macht ersichtlich, daff Hy, nur von der lokalen Geometrie von (M ,g) und den Parametern in
P, abhdngt.

Diese Definition hélt sich an die “minimale” Vorschrift nach [Mor03], d.h. die Unbestimmtheit
in der Definition der Hadamard-Parametrix ist auf die willkiirliche Wahl der Léngenskala A
reduziert. Im Vergleich dazu wird beispielsweise in [Wal94] die Hadamard-Parametrix um eine
glatte Funktion W = W(T") ergénzt. Letztere ldsst sich als formale Entwicklung in I' bis auf die
nullte Ordnung W9 in #hnlicher Weise wie die V*, k > 0 bestimmen (s. Unterabschnitt 1.2.2),
d.h. die Hadamard-Parametrix (mit W) wird als formale Fundamentallsung aufgefasst (vgl.
Gleichung (1.3)). Eine (eindeutige) Bestimmung von W0 aus der (lokalen) Geometrie und P, ist
nicht moglich.

Die Hadamard-Bedingung besagt, dafl die 2-Punkt-Funktion eines Hadamard-Zustandes ei-
ne zum Vakuum-Zustand des Minkowskiraumes analoge Singularititen-Struktur bei kurzen
Abstinden aufweist (s. [Wal94], [Kay06], sowie Theorem 1.14%). Physikalisch gesprochen zeigen
die “Ultraviolett-Divergenzen” dieser Zusténde ein Verhalten, das als “vakuum-#hnlich” bezeich-
net werden kann. Die Hadamard-Zusténde werden aus diesem Grund als die Klasse der physi-
kalisch sinnvollen Zustédnde iiber der Weyl-Algebra einer Raumzeit angesehen. Bestéirkt wird
dies durch den Umstand, dafl Hadamard-Zusténde die Definition eines renormierten Ernergie-
Impuls-Tensors der Quantenfeldtheorie zulassen (s. [Mor03], [Wal94]).

Auch in Hinsicht auf die Renormierung weiterer physikalischer Gréfien verschafft die Hadamard-
Bedingung Abhilfe, indem sie eine Klasse moglicher Referenzzustinde bereitstellt®”. Allerdings
fithrt dies auf das Problem, daf} es in der Regel eine Vielzahl verschiedener Hadamard-Zusténde
gibt, weshalb die Renormierung einer Gréfle mittels eines gewéihlten Hadamard-Zustandes eine
unerwiinschte Beliebigkeit bekommt.

5Fiir den komplexen Logarithmus wird der iibliche Hauptwert verwendet.

%6Die Hadamard-Parametrix wird mittels der asymptotischen Entwicklung des avancierten/retardierten Propagators
konstruiert.

5"Beachte, dafl im Allgemeinen kein ausgezeichneter Zustand wie das Minkowski-Vakuum fiir eine Raumzeit definiert
werden kann, weil die Isometrie-Gruppe generisch trivial ist.



2 Quantenfeldtheorie auf gekriimmten Raumzeiten 27

Letztere kann durch die Forderung der lokalen Kovarianz weiter eingeschrinkt werden (s.
[Wal94], [HWO01]), d.h. ist ¢ ein Morphismus in Rj zwischen Raumzeiten .# und .4, und
sind Q_yz(p) und Q_y (q) renormierte Grofie (in einer geeignet erweiterten Observablen-Algebra)
an Punkten p € .# und q € A4, so sollten diese bis auf Isomorphie in 2Alg iiber einstimmen.

Fext(0)(Qua () = Qv (¢(p)),

dabei sollte Fexi(¢) durch den *-Automorphismus % (¢) der zugehorigen Weyl-Algebren

W (M) =W (Vy,wy)) und # () induziert sein.

Als ein Beispiel fiir die Renormierung in Sinne der lokalen Kovarianz betrachten wir die Wick-
Monome, insbesondere das Wick-Quadrat, der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie des kon-
form gekoppelten Klein-Gordon-Feldes mit Bezug auf eine Familie von Hadamard-Zusténden
{w.#}.wem; tiber den Weyl-Algebren # (. )(vgl. [BFK96], [BFV03]).

Da die Hadamard-Zusténde w 4 analytisch sind, sind die Generatoren @, ,(s), s € Z(A) der
unitéiren 1-Parameter-Gruppen {m,, , (W (ts))}+cr in der zugehorigen GNS-Darstellung wohlde-
finiert®, und liefern Operator-wertige Distributionen

S (n7 (I)w/{(s)é% 5777 € ﬁw/ﬂ

in 9, ,, welche die Eigenschaften aus Bemerkung 2.6 besitzen.
Das Wick-Quadrat : ®* 3, + (p) an p € A in der GNS-Darstellung von w 4 erhalten wir durch
die Operator-wertige Distribution

L 9 W (s) = ((I)w//zq)uwz - Hnllw(%)(fé)

auf einer kausalen Umgebung % von p. ¢ ist die Einschrinkung auf die Diagonale
fr— [, f()f(p)dVy(p). DaB die Komposition mit &, ,®, , — H,1,,, wohldefiniert ist, wird
in [Mor03] bewiesen. Da w 4 ein Hadamard-Zustand ist, ldsst sich die Formel

wa(: 9w, () = (W2 — Hn)(p,p) (2.14)

sinnvoll interpretieren. Dazu sei bemerkt, dafl die Einschriankung der verwendeten Fortsetzung
von (w g2 — Hy) auf die Diagonale in % x % eindeutig ist (s. [HWO1], Abschnitt 5.2) und die
Konstruktion nicht von dem gewéhlten n > 0 abhéngt.

Eine globale Formel fiir : 2 :, , ergibt sich durch eine geoditisch konvexe Uberdeckung® von
A und eine Zerlegung der Eins, die einer kausalen Verfeinerung dieser Uberdeckung unterge-
ordnet ist, sowie aus der Tatsache, dal die Hadamard-Koeffizienten auf geodétisch konvexen
Umgebungen eindeutig bestimmt sind.

Die hoheren Wick-Monome : ®" :, , ergeben sich durch Rekursion und : ® :, := @, ,
(s. [Mor03]). Desweiteren kénnen Ableitungen der Wick-Monome definiert werden, dabei ist dar-
auf zu achten, dal der Parameter n grofler als die Ableitungsordnung gewéhlt wird (s. [Mor03],
Abschnitt 3). Da wir spéter jedoch nur das Wick-Quadrat bendtigen, soll darauf nicht genauer
eingegangen werden.

Betrachten wir nun die *-Algebra <7, ,, die von den ®,, , erzeugt wird (s. Bemerkung 2.6). Dann
konnen wir die Wick-Monome verwenden um eine erweiterte x-Algebra ;zflj’:; zu definieren, die
<, , als x-Unteralgebra enthélt.

Diese Algebra dj’; kann abstrakt durch eine vom gewéahlten Hadamard-Zustand unabhéngige
Algebra & %* realisiert werden, zusammen mit einem (kanonischen) *-Isomorphismus

. t t
Qg+ 'Q{off/, > Ay

%*Die ®,, , (s) sind dicht definiert mit gemeinsamem Definitionsbereich {W (s)Qw , }sca ()
59, Appendix B, Lemma B.27.
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mit Q| = Q © 04;,1, aw|w/(<I>wr//{) = Dy, und Q| © Qi = gl Ahnliches gilt fiir die
Algebra o, , =: A 4.

Insbesondere fiihrt dies dazu, dal zu jedem Morphismus ¢ in R3 zwischen Raumzeiten .# und
A ein injektiver, die Eins erhaltender, *-Homomorphismus

O‘d> . M/e/;(t dext’

assoziiert werden kann, denn ein Hadamard-Zustand w s iiber 4" induziert durch ¢*w_y o einen
Hadamard-Zustand ¢*w_y iiber .Z (s. [Pin09], Lemma 2.4 (S.8)). Die bereits erwidhnte Eindeu-
tigkeit der Hadamard-Koeffizienten sichert die lokale Kovarianz der Wick-Monome

Ggo: Pz, =1 D", o1y

mit ay = a;j/ oagoaqy, ,. Daher schreiben wir im Folgenden die Wick-Monome kurz als : " : ,.
Auf der abstrakten Ebene ist oy im Prinzip die natiirliche Einbettung.

Die Willkiirlichkeit der so konstruierten Wick-Monome kann durch zusitzliche Forderungen,
genaueres in [HWO01], auf polynomielle Ausdriicke in der Metrik, dem Kriimmungstensor und
dessen Ableitungen, sowie der “Masse” m und Wick-Monomen niedrigerer Ordnung reduziert
werden.

Abschlieflend sei bemerkt, dafl es eine niitzliche Umformulierung (s. [Rad96]) der Hadamard-
Bedingung in Termen der Mikrolokalen Analysis (s. [Ho6r83]) gibt, die sich zu einer Bedingung
an allgemeinere Quantenfeldtheorien fortsetzen lasst, die Stichworte sind hier: “Wellenfronten-
Mengen-Sprektrums-Bedingung” (“wave front set spectral condition” (WFSSC); s. [Rad96]) oder
“Mikrolokale-Spektrums-Bedingung” (“microlocal sprectrum condition” (uSC); s. [BFK96]).
Die Umformulierung der Hadamard-Bedingung besagt im Wesentlichen, dafl sich die Singula-
ritdten der 2-Punkt-Distribution we(p,q) entlang lichtartige Geodéten zwischen p,q ausbrei-
ten”t.

"Diese Forderungen beziehen sich zum Teil auf die Vorstellung, dafl die Wick-Monome heuristisch die Potenzen
des Quantenfeldes ® seien sollten.

" wa(p, q) soll hier die Abhéingigkeit von zwei Argumenten andeuten.
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Die Formulierung von thermischen Gleichgewichtssituationen im algebraischen Zugang zur Quan-
tenfeldtheorie geschieht mittels der sogenannten KMS-Bedingung™ (s. Unterabschnitt 3.1). Zur
Formulierung dieser Bedingung wird eine 1-Parameter-Gruppe von “Zeittranslations”-Automor-
phismen {oy}ier (der Observablen-Algebra 2[) benétigt, welche die Dynamik des betrachteten
Systems relativ zum Beobachter widerspiegelt, und beziiglich derer das System als “im thermi-
schen Gleichgewicht” angesehen wird.

In Bezug auf die, der Quantenfeldtheorie zugrunde liegende, Raumzeit wiirden wir folglich einen
direkten Zusammenhang der Automorphismen mit zeitartigen Isometrien, d.h. Isometrien, de-
ren Trajektorien in der Raumzeit zeitartige Kurven sind, ersterer erwarten’.

Dies wirft fiir allgemeine Raumzeiten ein schwerwiegendes Problem auf, da die Gruppe der Iso-
metrien generisch trivial ist.

Ein Ausweg aus dieser Situation wurde, basierend auf den Ideen von D. Buchholz, I. Ojima
und H. Roos (s. [BOR02], [Buc03]), von D. Buchholz und J. Schlemmer (s. [BS07]) fiir lokal ko-
variante Quantenfeldtheorien (resp. lokal kovariante Quantenfelder) vorgeschlagen und auf das
masselose (m = 0), konform kovariante (A = %) Klein-Gordon-Feld auf der de Sitter-Raumzeit
angewandt. Ein essentieller Unterschied zur Charakterisierung mittels der KMS-Bedingung liegt
darin, dafl dort ein lokales Kriterium ohne Bezug auf eine bestimmte Dynamik verwendet wird.
Genauer gesagt werden die Gleichgewichts-Eigenschaften eines Zustandes an jedem Punkt der
zugehorigen Raumzeit seperat analysiert und mit Gleichgewichtssituationen im Minkowskiraum
verglichen.

Die Notwendigkeit eines solchen lokalen Gleichgewichts-Konzeptes wird durch die Ergebnis-
se in [BSO7] betont. Inbesondere wird gezeigt, daf fiir bestimmte geodétische Beobachter die
Zuweisung eines globalen Temperaturbegriffs nicht moéglich ist, was als Konsequenz des Unruh-
Effektes, resultierend aus der Kriimmung der Raumzeit, angesehen werden kann.

Die folgenden Unterabschnitte 3.1 und 3.2 dienen der Erklirung der in [BS07] und Abschnitt 4
verwendeten Ideen.

3.1 KMS-Zustinde
Definition 3.1:

Ein Zustand w tber einer (Observablen-)Algebra 2 heifst KMS-Zustand bzw. erfillt die KMS-
Bedingung zur inversen Temperatur (§ := % > 0 und Dynamik {4 }er, falls fiir alle A, B € 2
eine Funktion Fa p ezistiert, die analytisch im Inneren von Dg:={z € C | 0 < J(z) < B} und
stetig auf dem Abschlufs D ist, s.d.

(1) Fap(t) =w(Bat(A)) und
(2) Fap(t+if) =w(ow(A)B) =: Ga,B(t)

fiir alle t € R gilt. Dabei ist {a;}er C Aut(A) eine 1-Parameter-Gruppe.
Ist diese Bedingung fiir 8 = +oo erfiillt, d.h. Fy g ist analytisch im Inneren von ® 1, stetig
auf R C C und es gilt (1), so heifft w Grundzustand.

Die Verwendung von KMS-Zustéinden zur Beschreibung von thermischen Gleichgewichtssitua-
tionen ist einerseits durch ihre Stabilitdt gegen kleine Stérungen und ihre Passivitéit (s. [BR97],
Abschnitt 5.4), d.h. in den von ihnen beschriebenen Systemen kann in zyklischen Prozessen kei-
ne Arbeit geleistet werden, gerechtfertigt. Andererseits charakterisiert sie im Falle endlichen
(System-)Volumens V (A C Z($) fiir einen geeigneten Hilbertraum $) gerade die Gibbs-
Zustdinde

T2«KMS” fiir Kubo-Martin-Schwinger.
"Inbesondere fiir lokal kovariante Quantenfeldtheorien ist dies unter Beriicksichtigung ihrer funktoriellen Natur
zutreffend.
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—BH
w(A) = W mit a;(A) = e Ae M A € 2($)

(s. [BRI7], Beispiel 5.3.31 (S.119)). Ferner bleibt die KMS-Eigenschaft der Gibbs-Zusténde unter
recht allgemeinen Bedingungen im thermodynamische Limes (V' — oo) erhalten (s. [Haa96],
Theorem 1.4.2 (S.210f))™.

Vorgeschlagen wurde die KMS-Bedingung von R. Haag. N.M. Hugenholtz und M. Winnink
in [HHW67).

Bemerkung 3.2:
Ist A eine normierte Algebra und w ein KMS-Zustand™, so folgt mit den Abschitzungen

w(Bay(4)) < [[w[ [AIB] = w(e:(A)B)

und einem Theorem der komplexen Annalysis (Phragmen-Lindelsf; s. [BR97], Proposition 5.3.5.
(S.80)), sowie dem Satz von Liouville die ay-Invarianz von w, d.h.

w(ai(A)) = w(A)

fir allet € R und A € 2.

Im Falle einer C*-Algebra, z.B. der Weyl-Algebra, impliziert dies zusammen mit der Stetig-
keit der Funktionen F4 g|r,GA,B, dal {ay}+cr eine Implementierung als stark-stetige Gruppe
unitérer Operatoren in der GNS-Darstellung von w besitzt (s. Appendix D, Korollar D.23).

Eine praktikable Umformulierung der KMS-Bedingung, falls F'4 g|g und G4 g beschrénkt sind,
lautet (s. [HHW67]):

Proposition 3.3:

w ist genau dann ein KMS-Zustand zur inversen Temperatur 8 und Dynamik {cy}ier, falls die
Fouriertransformationen der Funktionen Fa glr und G A B, aufgefasst als temperierte Distribu-
tionen, die Relation

B(.)

Faplr=e Gap

erfillen.

3.2 Lokales Gleichgewicht

Die Idee in [BS07] zur Formulierung eines lokales Gleichgewichtskonzeptes nutzt die Vorschlige
aus [BORO2] fiir ein lokales Gleichgewichtskonzept im Minkowskiraum M(:= R}) in Verbindung
mit der Tatsache, daf3 ein lokal kovariantes Quantenfeld ® die Identifikation der Quantenfelder
® , iiber verschiedenen Raumzeiten .# € Ox; ermdglicht.

Explizit bedeutet das, dafl erstens ein Menge von Gleichgewichts/KMS-Zusténden, die thermi-
schen Referenzzustinde 2%, iiber dem Minkowskiraum und zweitens eine geeignete Menge von
“lokalisierten” Observablen, die lokalen thermischen Observablen 7, gebildet aus lokal kovari-
anten Quantenfeldern, ausgewihlt werden. Ein Zustand w 4, ist dann im lokalen Gleichgewicht
beziiglich #Z und 7 an p € ., falls es einen Punkt x, € M gibt, s.d.

w.a (P (p)) = wpp) (Pm(zp)) (3.1)

fiir einen Referenzzustand wp,) € # und alle ® € 7 gilt. Die p-Abhiingigkeit von wp,)
und z, trégt Situationen Rechnung, in denen die thermischen Eigenschaften von w , iiber .#

"TFiir den klassischen Fall (2 kommutativ) ist die KMS-Bedingung ungeeignet; s. [BR97], Proposition 5.3.28. (S.113).
"Sfiir eine normierte Algebra 2 verlangen wir ||w|| = 1 (s. Appendix D).
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verdnderlich sind. Diese Bedingung ist so zu verstehen, daf ein Beobachter, der seine Messgeréte
® € 7 zur Bestimmung thermischer Eigenschaften eines Systems (Thermometer,...) in einem
Gebiet nidherungsweise flacher Raumzeit (IM) mittels der durch % beschriebenen Referenzsy-
steme kalibiriert hat, auch in einem Gebiet gekriimmter Raumzeit (.#) seine Mefigerite zur
Bestimmung der thermischen Eigenschaften seines dortigen Systems (w ;) verwenden kénnen
sollte.

Die Vorstellung, dafl die Messungen an einem Punkt der Raumzeit stattfinden, angedeutet durch
® 4 (p), ist eine Idealisierung des Umstandes, dafl prinzipiell beliebig kleine Regionen der Raum-
zeit fiir die Messungen verwendet werden konnen. Die statistische Interpretation der Quanten-
theorie rechtfertig dies, da die Fluktuationen zwar mit zunehmender Lokalisierung ansteigen,
jedoch ausreichend héufige Messungen’® die gewiinschte Information liefern.

Im Gegensatz zur KMS-Eigenschaft, welche als eine Bedingung an die Zeitmittel der Observablen
verstanden werden kann (Stationaritdt der Erwartungswerte, Stabilitét,...), wird fiir das lokale
Gleichgewicht eine Bedingung an die Scharmittel der lokalen thermischen Observablen gestellt.
Das lokale Gleichgewicht charakterisiert demnach solche Zusténde deren Erwartungswerte fiir die
thermischen Observablen eine Situation widerspielgeln, die mit dem Gleichgewichtsverstdndnis
im Minkowskiraum vertréiglich ist. Ein direkter Bezug auf die Dynamik der Zusténde wird nicht
benétigt.

Einige Feinheiten bei der Auswahl der Mengen % und .7 werden in den folgenden beiden Un-
terabschnitten erlautert (vgl. [BOR02] und [Buc03]).

3.2.1 Thermische Referenzzustinde

Als thermische Referenzzusténden (scharfer Temperatur) verwenden wir alle KMS-Zusténde wg .
zu inversen Temperaturen 8 > 0, deren Dynamiken {«; }1er durch Zeittranslationen x — xz +te,
fiir ein e € M mit ¢1(e) = —1, e € I.(0,M)"", gegeben sind. D.h. das Paar (3,e) dient
dem Beobachter zur Fixierung des lokalen Ruhesystems und dessen Temperatur. Eine kom-
paktere Notation erhalten wir durch die Kombination von 3 und e in einen Temperaturvektor
pe, kurz B € I.(0,M). Generell sind die Zustéinde ws zu Temperaturvektoren S nicht ein-
deutig (z.B. Phasenkoexistenz), sondern es werden weitere intensive Observablen (chemisches
Potential, Druck,...) zur Fixierung benétigt”®. Um die weiteren Uberlegungen zu vereinfachen,
nehmen wir die Eindeutigkeit der Zusténde wg an™. Dies bedeutet, dafl die Zustinde wg dem
Transformationsverhalten

wgo F(Aa)™' =wpp (3.2)

fiir eine (eigentliche, orthochrone) Poincaré-Tranformation (A, a) geniigen®®, also translations-
invariant®'und isotrop®? im Ruhesystem sind, sowie eine invariante Temperatur |q;(3)| besitzen
(Zur Erinnerung: .# ist die lokal kovariante Quantenfeldtheorie).

Im Allgemeinen bewirkt 1eine Poincaré-Transformation allerdings einen Wechsel des Ruhesystems
(e > Ae, e = (| (B)])2B)%.

Um auch allgemeinere Situationen behandeln zu kénnen, in denen die thermischen Eigenschaften
nur unzureichend bekannt oder statistisch verénderlich sind, lassen wir Konvex-Kombinationen

"*Es wird davon ausgegangen, daf eine physikalische Situation fiir eine Messung in geniigend grofier Menge
prépariert werden kann (Ensemble).

"1 ist die quadratische Form der Standard-Metrik auf IM.

Da die Menge der (8, {ou}rer)-KMS-Zustinde in vielen Fillen einen Simplex bildet, d.h. Konvex-Zerlegungen
beziiglich der Extrempunkte sind eindeutig, lésst sie sich in diesen Féllen durch zentrale (klassische) Observablen
parametrisieren.

"™Diese Bedingung schlieit Phaseniiberginge aus.

80 Allgemeiner gilt, daB ws o .F (A, a)™" ein KMS-Zustand mit Temperaturvektor A3 ist.

8 Invarianz unter der Untergruppe der Raum-Zeit-Translationen {(1m, a)tacm-

82Invarianz unter der Isotropiegruppe I = SO3(R) der Punkte in M. Jedes Element e € I (0,M) definiert ein
Ruhesystem nur bis auf eine Wirkung mit Elementen aus I.

83 Spontane Symmetriebrechung in Gleichgewichtssituationen.
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der wg zu, d.h. ein thermischer Referenzzustand wp ist von der Form

= [ wdu(9) (3.3)

fiir eine Wahrscheinlichkeitsma$ p auf IM mit Triger B C I, (0,IM)%4. Dazu sei bemerkt, daf u
ohne die Eindeutigkeitsbedingung an die KMS-Zusténde wg auch im Spektrum anderer intensiver
Observablen, welche die Menge #Z parametrisieren, getragen wiirde.

3.2.2 Lokale thermische Observablen

Die Auswahl der lokalen thermischen Observablen .7 ist dadurch bestimmt, dafl sie empfind-
lich fiur die (makroskopischen) thermischen Eigenschaften der Referenzzustinde Z iiber IM sein
miissen und in lokal kovarianter Weise zu konstruieren sind, um eine Identifizierung zwischen
verschiedenen Raumzeiten zuzulassen.

Auflerdem sollten die Elemente in .7 bestenfalls eine Unterscheidung zwischen beliebigen Zustén-
den scharfer Temperatur in Z ermdéglichen. Unter der vereinfachenden Annahme, daf die Zustén-
de wg eindeutig sind, sollten die lokalen thermischen Observablen folglich die Bestimmung des
Ruhesystems und dessen Temperatur fiir einen Beobachter ermoglichen ( “Kalibrierung gentigend
vieler Mefigerite”).

Ferner miissen die Elemente in .7 eine “Lokalisierung” in Vektorrdume®> Ty, D € M zulassen.
Dabei sollten die an einem Punkt 2 € IM “lokalisierten” Observablen .7, die selbe Information
bereitstellen, wie die intensiven thermischen Groflien der Zusténde in Z. Im Folgenden fassen
wir diese Grofen als Funktionen 8 — O(f3) auf (thermische Funktionen).

Der Erwartungswert einer thermischen Funktion © im Referenzzustand wp ist

a@(G)ZL/(XﬁﬁHAB% (3.4)

d.h. wir verstehen die thermischen Funktionen als (zentrale) Grenzwerte von Elementen der
Observablen-Algebra .7 (IM), fiir die eine eindeutige Fortsetzung der Referenzzustéinde Z moglich
ist (s. [Buc03], S.5).

Die “Lokalisierungs”-Eigenschaft ldsst vermuten, dafl die Elemente der Observablen-Algebren
F (M) (M € Ox;) fir die Konstruktion der Menge .7 ungeeignet sind. Viel mehr sollten, wie
schon erwéhnt, lokal kovariante Quantenfelder ® verwendet werden, fiir die eine sinnvolle In-
terpretation des Ausdrucks w_ 4 (®_4(p)), p € .# moglich ist; z.B. die Wick-Monome : ®" : im
Falle des Klein-Gordon-Feldes (s. Unterabschnitt 2.2.2).

Hier ist zu betonen, dafl nicht alle physikalisch relevanten Observablen in der Menge .7 realisiert
werden konnen, da die thermischen Referenzzustinde unter unseren Annahmen nicht sensitiv
gegeniiber raum-zeitlichen Variationen der lokalisierten Quantenfelder sind. Als Beispiel sei der
Energie-Impuls-Tensor genannt, fiir den lediglich eine Realisierung des “thermischen Anteils”
moglich ist.

Die thermischen Funktionen, die zu den Elementen ® € .7 gehtren werden durch die Referenz-
zustdnde scharfer Temperatur wg mittels der Identitét

O(5) == wp(Pm(z)), z € M (3.5)

identifiziert. Aufgrund der Eindeutigkeitsbedingung an die Zustédnde in %, und der daraus fol-
genden Invarianz unter Raum-Zeit-Translationen in IM, kann die Identifikation der Funktionen
B — ®(B) als von € M unabhéingig angesehen werden.

84Hier muB streng genommen die Integrierbarkeit der Funktionen § +— wg(A) fiir alle A € A beziiglich 4 angenom-
men werden. Dies wird fiir eine grofle Klasse von Maflen durch die Forderung der Stetigkeit dieser Funktionen
erreicht, was abgesehen von Phaseniibergangs-Punkten unproblematisch ist.

85Dies ist eine Minimalannahme iiber die Struktur der lokalen thermischen Observablen, um die Bildung kompli-
zierter thermischer Groflen eines physikalischen Systems aus elementaren Gréflen zu ermdglichen.
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Kombinieren wir die Gleichungen (3.1) und (3.5), so erhalten wir eine Beziehung zwischen den
thermischen Funktionen, die der Charakterisierung makroskopischer, thermischer Groflen die-
nen, und den “lokalisierten” Quantenfeldern, welche die mikroskopische Theorie kodieren.

(@) = / B(8)du(5) (3.6)

Ist die Menge der thermischen Observablen .7 ausreichend grof3, so erlaubt diese Gleichung die
eindeutige Bestimmung des lokalen Wahrscheinlichkeitsmafies .
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I have not thought it necessary to undertake the labour of a formal proof of the theorem in the
general case.

ARTHUR CAYLEY

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Analyse der in Abschnitt 3 vorgestellten Ideen zu. Das
Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Frage, inwiefern das Konzept des lokalen Gleichgewichts
als eine Verallgemeinerung des Gleichgewichtskonzeptes, das durch die KMS-Zustédnde gegeben
ist, darstellt. Dazu betrachten wir die stationdren Raumzeiten in Rj3.

4.1 Stationire Raumzeiten
Definition 4.1:

FEine Raumzeit M € Oy, heifit stationdr, falls es eine 1-Parameter-Gruppe von zeitartigen
Isometrien {¢;}er C D™ (A4) gibt.

Ist .# die, in Unterabschnitt 2.2.1 beschriebene, lokal kovariante Quantenfeldtheorie, so er-
halten wir fiir eine stationidre Raumzeit .# eine 1-Parameter-Gruppe von ‘“Zeittranslations”-
Automorphismen {.7 (¢;) }1er der Observablen-Algebra .#(.#'), d.h. es ist moglich von KMS-
Zustidnden wg mit inverser Temperatur § und Dynamik {.%(¢¢) }ter zu sprechen.

Da die KMS-Bedingung, wie in Abschnitt 3.1 erlautert, als geeignete Charakterisierung thermi-
scher Gleichgewichtssituationen angesehen wird, stellt sich die Frage, ob die KMS-Zusténde wpg
einer lokal kovarianten Quantenfeldtheorie iiber einer stationsire Raumzeit .#%6 eine Interpreta-
tion im Sinne des lokalen Gleichgewichts zulassen. Anders gesagt, ob der Gleichgewichtsbegriff,
der durch die “Zeittranslationen” in .# bestimmt ist, im Sinne einer Gleichgewichtssituation im
Minkowskiraum IM verstanden werden kann. Bestenfalls sollten sich die thermischen Funktionen
von wg durch Gleichung (3.6) bestimmen lassen.

Ein anderer Aspekt ist die in [BS07] aufgeworfene Frage, ob die Analyse lokal thermischer Eigen-
schaften eines Zustandes genutzt werden kann, um die verbleibenden Uneindeutigkeiten in der
Renormierung lokal kovarianter Quantenfelder (s. Unterabschnitt 2.2.2, Wick-Monome) weiter
einzuschranken.

4.2 Explizite Konstruktionen am Modell des Wick-Quadrates

Immer mit den einfachsten Beispielen anfangen.

DaviD HILBERT

Zur Untersuchung der genannten Fragen verwenden wir die lokal kovariante Quantenfeldtheorie
Z des konform kovarianten, masselosen Klein-Gordon-Feldes (m = 0, A = %, dim(.#) = 4;
Unterabschnitt 2.2.2) mit dem Wick-Quadrat : ®2 : als lokale thermische Observable. Dieses
Modell sollte, trotz seiner Einfachheit oder gerade deswegen, geeignet sein eine konzeptuelle
Analyse im obigen Sinne zu erméglichen. Als stationdre Raumzeiten verwenden wir das statische
FEinstein-Universum (ESU4) und die Anti-de Sitter-Raumzeit adSs. Die Uneindeutigkeit des
Wick-Quadrates ist in dieser Situation durch ein Vielfaches der Skalarkriimmung c¢- S, ¢ € R
gegeben.

Das Vorgehen in den folgenden Unterabschnitten (4.2.1)-(4.2.3) ist bestimmt durch die Schritte:

(1) Auswahl der thermischen Referenzzustinde und die Bestimmung der thermischen Funktion
des Wick-Quadrates.

(2) Motivation der betrachteten stationdren Raumzeiten und Erlduterungen derer Struktur.

86Sofern die 1-Parameter-Gruppe von zeitartigen Isometrien Morphismen in der betrachteten Kategorie 93 induziert.
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(3) Bestimmung des kausalen Propagators und der Hadamard-Parametrix Hy tiber letzteren.
Diese Objekte sind die relevanten Gréflen, um die lokal kovariante Quantenfeldtheorie und
das Wick-Quadrat zu konstruieren.

(4) Angabe von Kandidaten fiir (quasifreie) KMS-Zusténde iiber ESU; und adS4 durch eine
passende 2-Punkt-Funktion (vgl. Gleichung (2.13)).

(5) Berechnung des Erwartungswertes des Wick-Quadrates mittels dieser 2-Punkt-Funktion.

Zu Punkt (3) bemerken wir, dafl die Wahl des konform kovarianten, masselosen Klein-Gordon-
Feldes die Hadamard-Parametrix auf den V9-Term reduziert, weil der entsprechende Klein-
Gordon-Operator®” Y Huygens’sch ist (s. Beispiel 1.24).

4.2.1 Der Minkowski-Raum (IM)

Die Weyl-Algebra # (IM) iiber dem Minkowskiraum ist durch den avancierten und retardierten
Propagator (s. [Fri75], S.128)

1
Gifely) = 5-0(Fa(y — z.€))do(ar(y — ), (4.1)
bestimmt. Dabei ist e € I (0,IM) mit ¢;(e) = —1 beliebig und 6 die Heaviside-Funktion.

Im Weiteren betrachten wir Zustidnde w iiber selbiger, die durch Angabe der n-Punkt-Funktionen
(n>1)

d

w(W(s1,...,Sn)), S1,...,Sn € Z(IM) (4.2)
=0 dtn

tn=0

d
Wi (81, ey Sp) 1= i

bestimmt sind®®. Um die algebraische Struktur der n-Punkt-Funktionen zu betonen, fithren wir
die Notation

wW(P(s1)...2(sp)) = wn(s1, ..., Sn) (4.3)

ein und erinnern an Bemerkung 2.6.

Die KMS-Bedingung driickt sich fiir einen solchen Zustand w unter Verwendung von Definition
3.1 und Gleichung (4.2) wie folgt aus: Ist {¢;}ier eine 1-Parameter-Gruppe von zeitartigen
Isometrien und {.% (¢) }+cr die zugehorige 1-Parameter-Gruppe von Automorphismen der Weyl-
Algebra, dann ist w ein KMS-Zustand zur inversen Temperatur 5 > 0 und Dynamik {.# (¢) }ier,
falls fur alle si,...,sn,51,...,5m € Z2(M) (n,m > 0) Funktionen F, ,,, wie in Definition 3.1,
existieren, s.d.

(1) Fpom(t) = wngm (81, s 8m, 16, (51)5 -5 29, (Sn)) und
(2) Fum(t+iB) = wntm (2, (51), 126, (5n), 815 oy 8m) =1 Grom(t)

gilt.

Zusammen mit der Kommutator-Relation fiir die abstrakten Felder (Gleichung 2.10) und der
KMS-Bedingung fiir die Fouriertransformierten von Fj, ,,|r und Gy, erhalten wir die funda-
mentale Gleichung

(70 = DFT(@(51)--B(5) (00 (5041))) 44

=3 —i3[Ag, (snr1), 56)]w(D(s1)...B(58)...B(sn)),
k=1

8"Entspricht dem konform gekoppelten Laplace-d’Alembert-Operator.
%8 Dies ist z.B. fiir einen analytischen Zustand der Fall (s. FuBnote 25)
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dabei ist A die, aus dem kausalen Propagator konstruierte, (pré-)symplektische Form, ( X ) die
Auslassung des entsprechenden Faktors und § die Fouriertransformation beziiglich ¢ € R.

Wir sehen, dafl die KMS-Bedingung zusammen mit der Tatsache, dafl der Kommutator der
abstrakten Felder proportional zur Identitét ist, eine Reduktion der n-Punkt-Funktionen auf
eine Kombination von (n — 2)-Punkt-Funktionen erlaubt®, sofern die Funktion

1

R —

(4.5)
ein Multiplikator fiir die Distributionen §[A(1p  (s),5)], 5,5 € Z(M) ist, was im Folgenden
angenommen wird. Auflerdem muf bei der Auflésung von Gleichung (4.4) nach
Flw(®(s1)...@(5n) P (25 (8n+1)))] streng genommen ein moglicher Beitrag der Form

Csl,...,SnJrl : 50 (46)

aufgrund des “Boltzmann-Faktors”?0 (4.5) beriicksichtigt werden. Dieser Beitrag kann als Mani-
festation der Bose-Finstein-Statistik der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie .# angesehen wer-
den und spielt bei der Analyse der Bose-Einstein-Kondensation eine Rolle (“Impuls-0-Beitrag”).
Zunéchst beschranken wir unsere Betrachtungen auf Zusténde, fiir die diese Beitrage verschwin-
den. Zusammen mit der, im Anschluf} erlduterten (und geforderten), Fichinvarianz des Zustan-
des lésst sich dies durch die Eigenschaft erreichen, dafl w ein extremaler, ¢¢-invarianter Zustand
ist. D.h. w lésst sich nicht in eine (nicht triviale) Konvexkombination anderer ¢;-invarianter
Zustéande zerlegen. Dies ist dquivalent dazu, daB w “schwach-clusternd” (s. [Haa96], S. 242) ist.
Die ¢¢-Invarianz der KMS-Zusténde iiber der Weyl-Algebra folgt aus Bemerkung 3.2. Auf die
Beitrige (4.6) und die damit verbundene Erweiterung der Menge der Referenzzustéinde werden
wir spéter zuriickkommen.
Verlangen wir, als weitere Vereinfachung, die Invarianz des Zustandes w unter dem Automor-
phismus « : # (M) — # (#), induziert durch die Abbildung s — —s, s € Z(IM), so impliziert
dies das Verschwinden der 1-Punkt-Funktion w(®(s)) fiir alle s € 2(IM).
Der Automorphismus « entspricht einer Reflektion in den Fasern des Biindels IM x R und spie-
gelt die innere Symmetrie des (reellen) Klein-Gordon-Feldes wider. Die a-Invarianz wird daher
als Fichinvarianz®' bezeichnet; sie hingt mit dem chemischen Potential zusammen (s. [BR97],
Abschnitt 5.4.3. (S.197ff)).
Aus Gleichung (4.4) folgern wir, dafl w ein quasifreier Zustand mit 2-Punkt-Funktion

i

nls8) = ot [y [t A s10,(9) (4.7)

oder heuristisch mit Integralkern

i 1 —ikt
ist.

Wiéhlen wir fir ¢, ¢t € R die Zeitranslationen = — z + te (vgl. Unterabschnitt 3.2.1) so ist
bekannt??, daf die 2-Punkt-Funktionen (4.7) geeignet sind, quasifreie KMS-Zustéinde % zu in-
versen Temperaturen 8 > 0 und diesen Dynamiken iiber der Weyl-Algebra # (M) zu definieren.

89Fiir alle anderen (n 4+ m)-Punkt-Funktionen mit m zeitverschobenen Argumenten ergeben sich zu (4.4) analoge
Gleichungen. Lediglich die Kombinatorik wird komplizierter.

9Dieser hat eine Nullstelle 1. Ordnung bei 0.

9n der allgemeineren Situation von Unterabschnitt 2.2.1 werden die inneren Symmetrien durch Vektorbiindel-
Isomorphismen (¢, ¢) mit ¢ = id 4 beschrieben. .Z ist die Basis des betrachteten Vektorbiindels &. Weil &
faserweise eine Isometrie ist, entsprechen die inneren Symmetrien in jeder Faser dem Stabilisator der Fasermetrik
ge (“Eichgruppe”).

922.B. in [Hiib05] bewiesen.

93Entscheidend ist die Positivitits-Bedingung.
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Diese Zusténde werden wir als thermische Referenzzustinde scharfer Temperatur, d.h. zur Er-
zeugung von %, verwenden und wie in Unterabschnitt 3.2.1 durch wg mit Temperaturvektor
B € I.(0,M) bezeichnen.

Eine einfache Beobachtung ist, dafl die Zustédnde wg translationsinvariant und isotrop im Ruhe-
system sind (vgl. Gleichung (3.2)), da die Raum-Zeit-Translationen und die Isotropiegruppe des
Ruhesystems mit allen ¢4, ¢ € R kommutieren und Lemma 2.7 anwendbar ist.

Um das Wick-Quadrat : ®2 : als lokale thermische Observable nutzen zu kénnen, miissen wir
zeigen, dafl die Zustinde wg Hadamard-Zustande sind (vgl. Gleichung (2.14)). Dies folgt aus
einem Resultat von H. Sahlmann und R. Verch (s. [SV00]), das besagt, daf passive Zusténde,
also insbesondere KMS-Zusténde, einer (lineare) Quantenfeldtheorie im Sinne von Abschnitt 2.2
iiber einer global hyperbolischen, stationiren Raumzeit die “Mikrolokale-Spektrums-Bedingung”
(s. Unterabschnitt 2.2.2) erfiillen.

Wir werden diesen Umstand direkt anhand der Berechnung der thermischen Funktion des Wick-
Quadrates in den Zustdnden wg einsehen. Dazu bemerken wir, daf§ die Hadamard-Parametrix
(s. Definition 2.9) durch den Integralkern

1

Ho(z,y) = 42 (q1(y — =) + 2ie(q1(y, ) — q1(z, e)) + €2)

(4.9)

gegeben ist (e € I,(0,IM) wie in 4.1), denn fiir den Minkowskiraum ist V° = 1 (s. Gleichung
1.10).
Zur Berechnung von wpgjo — Ho fiihren wir zunéichst eine orthonormale Basis in M ein; mit zeit-

artigem Basisvektor e = (|¢; (ﬁ)|)7% B; und verwenden Kugelkoordinaten® (—oo < t < 00,0 <
r<o00,0<d<m0<p <27 in den (raumartigen) Hyperflichen orthogonal zu e. Auflerdem
geniigt aufgrund der Translationsinvarianz der wg die Berechnung an 0 € IM:

1 1
Gi\O(ta r, 197 90) = %H(it)éo(Tz - t2)7 H0(07 (t7 r, 197 ()0)) = 47_(_2(7_2 IR (t + ’iE)Q) : (410)

Dazu verwenden wir die bekannte Formel

Solg(a)) =3

el

(50(1‘ — acl)

@] (4.11)

wobei g eine differenzierbare Funktion (auf R) mit einfachen, diskret-verteilten Nullstellen
{z;}icr und ¢’ die Ableitung ist.
Somit berechnen wir fiir wg(: ®2 :pp) (vgl. [BS07], Gleichung (9)):

hm(t,r,ﬂ,cp)—)(){wﬁ (Oa (t7 T, 197 SD)) - HO(Ov (ta r, 19? (P))} (412)

) 1 i SIN(kT) 1
= llm(t77.’197<p)_)0 4771_2 / € 1 e_ﬁk — 0(]{}) dk

1 <k 1
[ g
272 /0 ePk —1 1232

D.h. die thermischen Referenzzustinde scharfer Temperatur sind Hadamard-Zustéinde und die
thermische Funktion des Wick-Quadrates : ®? : ist

1

i = —. 4.1
Wir stellen fest, dafl das Wick-Quadrat als lokale thermische Observable nach Gleichung (3.6) zur

Bestimmung der lokalen (mittleren, beziiglich 1, in Gleichung (3.6)) Temperatur eines Zustandes

94Diese Koordinaten iiberdecken zwar nicht den ganzen Minkowskiraum (Koordinaten-Singularititen bei r = 0 und
¥ € {0,7}), sind aber fiir die weitere Analyse ausreichend.
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verwendet werden kann. Die Identifizierung des lokalen Ruhesystems ist jedoch, wie auch die
Fixierung des lokalen Wahrscheinlichkeitsmafles yi,,, durch : ®? : allein nicht moglich.
Verwenden wir zusétzlich lokal kovariante Verallgemeinerungen der “balancierten Ableitungen”
(s. [Buc03] und [Mor03]) des Wick-Quadrates, konnen wir auch das lokale Ruhesystem ermitteln.
Wir wollen aber hier nur das Wick-Quadrat verwenden, d.h. die Menge der lokalen thermischen
Observablen ist 7 = {\: ®?: | A € R}.

4.2.2 Das statische Einstein-Universum (ESU,)

Das statische Finstein-Universum ESUy ist eine exakte Losung der Einstein’schen Feldgleichun-
gen

Ric —%Sg + Ag = 8T (4.14)

mit der kosmologischen Konstanten A und dem Energie-Impuls-Tensor T' der Materie und Felder.
Es wurde urspriinglich von A. Einstein mit der Einfithrung der kosmologischen Konstanten als
statische Losung der, aus Gleichung (4.14) hervorgehenden, Friedmann-Gleichungen (s. [HET3],
S.134fF)

2a
3a(t)_1fl?(t) — _dn(p(t) + 3P(1)) + A, (4.15)

2
3a(t) ™2 { (f;(t)) + K} = 8mp(t) + A

vorgeschlagen, wurde aber aufgrund der Beobachtung der kosmologischen Rotverschiebung und
der Tatsache, daf} es instabil gegen kleine Stérungen der definierenden Parameter ist, als Modell
unseres Universums verworfen. Dennoch ist die Verwendung in unserem Modell nicht abwegig,
da ESUy eine allgemeinere Situation (Kriimmung, geringere Anzahl an Symmetrien,...) als der
Minkowskiraum beschreibt, aber uns vertraute kausale Konzepte bestehen bleiben.

Die Friedmann-Gleichungen modellieren die Dynamik einer rdumlich homogenen, isotropen
Raumzeit, deren Energie-Impuls-Tensor die Form fiir eine perfekte Fliissigkeit annimmt

T = (p+ P)(U*)®* + Pg; (4.16)

p und P sind Dichte und Druck der Fliissigkeit als Funktion der Koordinate ¢, welche die Fluf3-
linien, d.h. die Integralkurven des Vektorfeldes U, parametrisiert, K ist die Schnittkriimmung
der (rdumlichen) Metrik do?, a der (rdumliche) Radius der Raumzeit. Die Metrik?® wird durch

ds® = —dt* + a*(t)do?, do* = dr’ + f(r')*(d¥? + sin(0)?de?) (4.17)
mit

RKsin <%> , falls K >0
foy =<+ , falls K =0

Asinh (%) falls K <0

modelliert. (7,4, ) sind sphirische Koordinaten in den (raumartigen) Hyperflichen orthogonal
zu U, 8 > 0 ist ein Langenparameter, welcher der Skalierung der (rdumlichen) Ausdehnung der
Raumzeit dient und invers an die Krimmung K = % gekoppelt ist. Allerdings werden wir im
Folgenden K und R seperat behandeln, was sich in Abschnitt 5 als niitzlich erweist.

1
ESU, erhalten wir aus (4.15) fir A > 0, K >0, a = (%) 2 p= gS_Q, P = 0; zur Vereinfa-

9 Fiir die Metrik ¢ verwenden wir alternativ die géingige Notation ds.
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chung der weiteren Diskussion wihlen wir ¢’ := a~!t als neue “Zeit”-Koordinate:

ESU; =R x S° (4.18)

N\ 2
dspsy, = % (—dt'2 + dr'* + &2 sin (;) (d¥* + sin(ﬁ)quﬁz)) .

Fir A = K ist ESU4 durch den “Zylinder”

{(t,z,y,2,w) €R] | 2?2 + > + 22 +w? = B} C R} (4.19)

mit der induzierten Metrik gegeben, ist A # K so ist ESUy eine konforme Transformation
dieser Raumzeit mit konformem Faktor £. ESUy ist die einzige Losung (s. [SKM 03], S.117)
der Friedmann-Gleichungen (fiir eine perfekte Fliissigkeit) mit einer 7-dimensionalen Isometrie-
gruppe. Die orientierungserhaltende, zeit-orientierungserhaltende Komponente®® ist isomorph zu
R x SO(4), die Isotropiegruppe zu SO(3).

Fiir die nach Abschnitt 4.2 angestrebte Analyse bendétigen wir Kandidaten fiir Hadamard’sche
KMS-Zusténde iiber der Weyl-Algebra von ESUy. Diese finden wir durch Gleichung (4.8) bzw.
(4.7), welche sich auch fiir ESUy sinnvoll interpretieren lassen. Als Zeittranslationen { ¢ }+cr ver-
wenden wir die Translationen s — s+t im ersten Faktor R von ESU, (Darstellung (4.19)). Dies
entspricht der Dynamik geoditische Beobachter, die sich entlang der Kurven (' = const., 9 =
const., ¢ = const.) bewegen.

Die Konstruktion des avancierten/retardierten Propagator des massenlosen, konform kovarian-
ten Klein-Gordon-Operators T und der zugehorigen Hadamard-Parametrix kénnen wir durch
die Beobachtung bewerkstelligen, dafl der Minkowskiraum IM konform diffeomorph zu einer
kausal-vertriglichen®” Teilmenge von ESU und Y konform kovariant und Huygens’sch ist. Da-
zu bendtigen wir eine Verallgemeinerung von Lemma 2.7.

Lemma 4.2:

Ist A" eine Raumzeit™®, M mit g := Q% - g eine konforme Transformation und P, ein kon-
form kovarianter?, normal hyperbolischer Differentialoperator iber einem Vektorbindel & iiber
A mit avanciertem/retardiertem Propagator Gip € DM, E,6Ep) fiir Py, so ist ein avancier-

ter/retardierter Propagator @ﬂp fir P iber & :=1*& — M durch
Gapp =05 (p)" (25 Gy, pE A (4.20)

gegeben. 1 : M —s M ist der, durch die Identitdt id 4 induzierte, konforme Diffeomorphismus.

Beweis:

Die konforme Kovarianz von P, bedeutet
Py(s) = (U2 P, (2 (s0uY))) 01, s € D(M,E)
Die Volumenénderung die » verursacht, misst die (relative) Jacobi-Determinante
dVy = J,dVy, J, =(Q7").

Die Tragereigenschaften von éi|p, p € . sind identisch mit denen von Gip, p € A, da die

kausalen Strukturen von .# und .# iibereinstimmen und 2 eine nirgends verschwindende, glatte
Funktion ist. Es miissen nur die definierenden Differentialidentitéiten iiberpriift werden.

96Entspricht der eigentlichen, orthochronen Poincaré-Gruppe.

9"Diese Teilmenge ist sogar kausal konvex, d.h. alle kausalen Kurven in ESU, zwischen zwei Punkten dieser Menge
liegen bereits in der Menge selbst.

98Fiir dieses Lemma ist die Dimension von .# nicht notwendigerweise 4.

99vgl. Proposition 1.23; P ist konform kovariant, falls Py = P gilt.



4 Konsistenz des Modells 41

Fiir s € 9( M, &) gilt:
(1) PGy y(s) = (2P (Q7 T2 Gyy1( . )(5)) 02
= (@2 PGy Q72 T - (souTh))) o
=(so1 1)or=3s,
QT2 G ) (Py(s)) 0
BI(TE Jz_l - (Ps(s)) ou™1)
(P 5 (s007h)))

Ql
Ql
Ql

so01

(2) Gy )(Py(9))

l\)\: N\: l\?\:
(¢] (¢]
~ ~

SN— N— N—
H

@
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~

o
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®

= (
= (
= (
=
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Die konforme, kausal konvexe Einbettung des Minkowskiraumes in ESUy erhalten wir, indem
wir neue Koordinaten (t',r/, 9, ¢) fiir M einfiithren (s. S38 und [HE73], S.121).

t—E tan 1t’+r’ + ta }tlirl —Es'n t—/ sec L+ sec 17—
— 9 2" & "2 g — 9% R 2 R 2 R

(4.21)
R . lt’—l—r’ . lt’—r’ R 7;’ 1t’+r’ lt’—r'
T = 9 an 9 ﬁ an B R = ) S1n R sec B ﬁ sec 9 ﬁ
(4.22)
t'=2m K
<——MC
t'=0
t=—2mH
r=mk r=0 r=nHk

Abbildung 4.2 — Ein Teil des statische Einstein-Universums als Penrose-
Diagramm, aufgeschnitten entlang 7’ = 7£. 2 Dimensionen (¥, ) sind unter-
driickt, jeder Punkt ist eine Hélfte einer S? mit Flicheninhalt 47 &2 sin %

Die grau-schattierte Region ist das konforme Bild des Minkowskiraumes.
Lichtartige Kurven sind 45°-Linien zur Senkrechten.
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In diesen Koordinaten ist M eine konforme Transformation (dsi; = Q2 - ds%sm) der “diamant-
formigen” Region (s. Abbildung 4.2)

M, :={(t',7,0,p) | —mAR<t £r <7k 0<r' <7/ 0<V <7, 0< <21} CESUY
(4.23)

mit der Metrik

1 1¢ 1t — 7"\ 2 "\
dsi; = 1% <2 —;r ) se (2 RT ) {—dt"”? + dr'"* + 2 sin <;> (d* + sin(09)%dp?)}.
(4.24)

Der konforme Faktor € ldsst sich aus Gleichung (4.24) ablesen:

1
K\ 21 1t + 7 1t —7
/ / _ - o _
Q(t’r’ﬁ’@_(/\) 9 5¢¢ (2 A >bec(2 A > (4.25)

Verwenden wir Lemma 4.2 und Gleichung (4.10), so kénnen wir den avancierte/retardierten
Propagator Gi|0 an (' = 0,7 = 0,9 =0, = 0)!% fiir T auf der Teilmenge M. C ESUy (4.23)
berechnen. Wegen der globalen Hyperbolizitit von ESU, (Lemma 1.17 und (4.18)), Theorem
1.19 und der kausalen Vertraglichkeit von M. stimmt dieser mit der Einschrénkung des avan-

cierten/retardierten Propagators G i‘S&J * auf ESUy iiberein.

]Mc / _ . i 8 11 1¢ + 7 1 — o'
Gi|0( 7,0, ) —Q(O)Q(t,r,ﬁ,cp)%rﬁ (:l:2 sin | & | sec | 5—g— ) sec|{ 5 —x
R 1+ 1t —\? "\ 2 t
- dp T sec (2 A > sec <2 A ) cos <ﬁ> — cos <ﬁ>
GLaany 1 A [t r! t
= IR K9 (j: sin (ﬁ)) 9o <cos <ﬁ cos | = (4.26)

Aus Abbildung 4.2 erkennen wir, dafl wir “diamant-férmige” Regionen D;, i € I, wie M., verwen-
den kénnen um ESUy zu iiberdecken!®!. Da die Einschriinkung des avancierten /retardierten Pro-
pagators Gilsgj 4 auf jeder dieser Umgebungen in obiger Weise konstruiert werden kann, kénnen

wir eine solche Uberdeckung verwenden, um einen globalen Ausdruck fiir Gisgj 4 zu erhalten.
Dabei ist zu beachten, dafl wir auf allen Regionen D;, i € I, auler M., den Pullback des
kausalen(!) Propagators A\o fiir die Fortsetzung verwenden miissen, damit keine zusétzlichen
5-Quellterme entstehen!?

Fiithren wir dies durch, erhalten wir

!/ / / !/
GE‘S(}M( 9, p) = 4:5:{2 IA(O <:|:;) sgn (sin (;)) 0o (cos <;) — CoS (;)) (4.27)

ESU
Glo'
bei t' = 0,7" = 0 angedeutet.

Aufgrund der Transitivitit der Isometriegruppe R x SO(4) und Lemma 2.7 kénnen wir den

avancierten /retardierten Propagator G:JEE‘S;“ fiir jeden Punkt p € ESU,4 berechnen.

103.

Der Trager von ist in Abbildung 4.2 durch den oberen/unteren “Diamanten” mit Apex

100Gt reng genommen sind die gewihlten Koordinaten an diesem Punkt nicht zuldssig, da die Metrik dort singuldr
ist. Dies ist aber an dieser Stelle irrelevant.

101Djes kann beispielsweise folgendermafien geschehen: Man nutzt die transitive Isometriegruppe von ESU; um
(0,0,0,0) auf einen beliebigen Punkt (r',t',19, ¢) abzubilden, und betrachtet das Bild von M. unter dieser Abbil-
dung.

102Beachte: Der kausale Propagator 16st die homogene Differentialgleichung.

1031y [AIS78] wird der kausale Propagator A angegeben.
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Dazu verwenden wir die Darstellung von ESU4 durch Gleichung (4.19) mit

7,/ ,r,/
t=t, = Rcos (ﬁ) , y = Rsin (ﬁ) cos ¥ (4.28)
/

/
z = Rsin <;> sin ¥ cos(p), w = Ksin (;) sin ¥ sin(yp)
—co<t <00, 0<r <7R, 0<VI<m 0< <21

Fiir den avancierten/retardierten Propagator erhalten wir

GE (@) = G (0(a) (4.29)

= et (£ ) (o (T 22) ) o (R oo () )

wobei ¢, eine Isometrie mit ¢,(p) = 0% ist; p,q € ESUy.
Eine mdogliche Wahl fiir ¢, ist (in dieser Darstellung)

bp = D_ts X (R_T; oR_y, o R_%) (4.30)

mit der Zeittranslation ¢, ¢t € R und den Rotationen

1 0 0 0 0

0 cos (%” sin (%) 00
Ry =10 —sin (%) cos (%) 0 0}:

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
R_y,:== [0 0 cos(dp) sin(d,) 0],

0 0 —sin(9¥,) cos(dp) O

0 0 0 0 1

1 00 0 0

010 0 0
R, =100 1 0 o |,

0 0 0 cos(pp) sin(ep)

0 0 0 —sin(p,) cos(pp)

s.d. Gleichung (4.29) zu
:l:l A t/ _ t/ ) t/ _ t/
Gi?;‘*(q = K@ (:I: E A p) sgn <s1n <qﬁp>) (4.31)

r / T/ r/
a g\ [P

- 0p <COS<R (ﬁ) +sm<ﬁ)sm<ﬁ>
0,

(cos(Vq) cos(dp) + sin(V,) sin(d) cos(p, — ¢p)) — cos <H>)

R

wird. Interessanterweise induziert die riumliche “Periodizitit” (S ist geschlossen) eine Periodi-
zitdt des kausalen Propagators AESU“ in der “Zeit” ¢’ (fiir den kausalen Propagator entfillt die
Heaviside-Funktion 6). Dieser Umstand lisst sich auch in Abbildung 4.2 erkennen.

Die Identitét (2.3) folgt bereits aus der globalen Hyperbolizitit von ESUy4 (s. Fuinote zu (2.3),

1% Der Punkt 0 in den Koordinaten (¢/,7, %9, ¢) entspricht in der Darstellung (4.19) dem Punkt (0, £,0,0,0) € Rj.
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S.18), kann aber ebenso aus der Eigenschaft G]iifj“(q) = G%SqU‘l (p) abgeleitet werden.

Die Hadamard-Parametrix fiir den masselosen, konform kovarianten Klein-Gordon-Operator T
auf ESUy lisst sich mit Gleichung (1.10) und Proposition B.34 (fiir S3) berechnen. Dazu ist
zu beachten, dafl die Geoditen in einem kartesischen Produkt Semi-Riemann’scher Mannig-
faltigkeiten durch Geodiiten in den jeweiligen Faktoren gegeben sind!®®, d.h. das geoditische
Abstandsquadrat zerlegt sich additiv {iber dem kartesichen Produkt.

_1A VO(p,q)
T A2 K 2
AT K @2 arecos (%”5”‘”) — ((th, = t3) +ie)?

qO(”pv”q))2
[2

HO(pv Q)

(4.32)

mit Tpsu, (p, ¢) = —(t(q) — t(p))? + K2 arccos (

mit qo(vp, ve) = x(p)x(q) + y(P)y(q) + 2(p)2(q) + w(p)w(q). Der Ausdruck fiir I'gsy, zeigt, daf

der Lichtkegel I'gsu, (p,q) = 0 an p = 0 durch cos (%) = @ bestimmt ist. Ein Vergleich

mit (4.27) unterstreicht, warum das betrachtete Klein-Gordon-Feld als “masselos” bezeichnet
werden sollte. Die genaue Form von V' ist fiir Punkte p, ¢ mit Vp =g, ©p = <pq106:

r r
VOp,q) = i ﬁTp - CSC <Tq ﬁrp> . (4.33)

Um die Berechnung der 2-Punkt-Funktionen (4.8) zu vereinfachen, bietet es sich an die skalierte

Fouriertransformation §g zu verwenden, d.h. (4.8) wird zu'":
_ b 1 —ikLt AESUy4
) = g [ e AR o) (1.34)
Da wir letztlich an dem Grenzwert
limg—p(wa — Ho)(p, q) = w(: 9* msv, (p)) (4.35)

interessiert sind, setzen wir im Folgenden 9, = 94, ¢, = ¢4. Dieses Vorgehen ist unproblematisch
wegen Lemma 2.7, und weil die Zeitranslationen ¢;, ¢ € R mit den Abbildungen ¢,, p € ESU,
(s. (4.30)) kommutieren. Wir stellen fest, dafl (4.34) zeigt, dal wy invariant unter R x SO(4) ist.
Prinzipiell kénnten wir aus diesem Grund auch p = 0 und t;, = 0, ¥, = 0, ¢, = 0 setzen,
allerdings wiirde dies die nachfolgende Rechnung nicht vereinfachen. Wesentlich ist, daf} wir
r), # Ty annehmen.

Wir sehen anhand dieser Uberlegung, dafi der Wert von w auf dem Wick-Quadrat : ®? :ggy,
nicht von p abhéngt.

Als weiteres Hilfsmittel benotigen wir die Poisson’sche Summenformel (s. [Ho6r83], Abschnitt
7.2 (S.1771h))

> e =N "6o(k — 1) (4.36)

leZz leZ

105Djes ist eine direkte Folgerung aus Definition B.4 und Definition B.16.

1067 ur Berechnung von Gleichung (4.12) fiir die 2-Punkt-Funktionen (4.8) auf ESU4 geniigt es, Punkte dieser Form
zu betrachten, da die Zeittranslationen {¢:}+cr mit den Abbildungen ¢, (Gleichung (4.30)) kommutieren. Der
allgemeine Ausdruck fiir V° ist sehr unhandlich und wird daher nicht angegeben.

107yerwenden wir s in Definition 3.3 so erfiillen die Fouriertransformierten von Fa,g|r und G4, die Relation

§a[Fa,Blr] = e )Fa[Ga B
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Jetzt konnen wir (4.34) berechnen.
. ) A 1 _ikt (tfz - t;o) +1
wa(p,q) = ST2R3 K /1 o lk /e ® sgh <iﬁ (4.37)
rl—r! ty —ty) +1t
- 0o (cos( ! A p) — cos <(qﬁ)>> dtdk
k(r{l 7“;,)
Gl (4.11) / Sm R ) —omilk
“ - e dk
47T2R2 K ﬁ sin <T0;T ) IEZZ
- (rg—rp)
GL. (4.36) 1 A / 1 s ( T ) Nd
AR K ) 1 e=%F gin (L = ) I€Z
. (rg=7p)
0<ko<1 1 A /OO - ( ) )
AR K Jiy 1 — e %F gin <T';;p) I€Z

i (“)

k—1)d

47r2ﬁ2K/001_e B,

. Ty
sin <7R ) =/

Der zweite Term in der letzten Zeile von Gleichung (4.37) lisst sich direkt bestimmen!®®, den
ersten Term fassen wir als inverse (skalierte) Fouriertransformation der Distribution

. k(rl—r!
- sin (2420 ) Sy do(k = 1)k = ko

0 sonst

(4.38)

auf. Um §5[D] in eine geeignetere Form zu bringen, verwenden wir die Identitét (s. z.B [Fri75],
Abschnitt 2.5 (S.43ff))

Fald- - D] = F3l0-) * F3D) ———— do * F3[D] = F3[O). (4.39)

—0

Dabei ist der Grenzwert ¢ — 0 in der Topologie der temperierten Distributionen .#*(R) zu
verstehen, d.h. in der Schwach-*-Topologie beziiglich der schnell fallenden Funktionen .7 (R).
* ist die Faltung und {d.}.~0 ein Netz von schnellen fallenden Funktionen, s.d. §[dc] gegen die
Distribution dg konvergiert.

Eine passende Wahl fiir §. ist

k ¢ (=ko, ko)

5. (k)
(—ko, ko)

|K|
(k) := el ) " (4.40)
glatte Fortsetzung von e~ 5¥/, mit Werten in (e‘ﬁ‘ ol 1) ke

Eine solche Familie von Funktionen kann unter Verwendung einer “Hut”-Funktion im Intervall
(—ko, ko) konstruiert werden. Es gilt:

1im€_>0 65 — 1.

. . . . A1 .. ..
108Beachte: Der Beitrag fiir | = 0 ist wohldefiniert, da lim;_,¢ sin (%) 131 fiir r; #* r; existiert.
1—eR"
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Fiir die inverse (skalierte) Fouriertransformation finden wir:

ko Lk ko Lk . Lk
218 - Fgloc] (t) :/ e~ w ket ak + (55(k:)e”ﬁdk—l—/ e~ wkleit gr; (4.41)
—00 —ko ko
e+1 ko e—1
= ey [ stk ¢ Dk
€+t —ko € — zt

:i 2¢ cos l{:gE e k0§ — 2tsin t e k0w ) + ko&(k:)eit%dk
e? + 12 R R ke '

Wenden wir den Satz iiber die dominierte Konvergenz auf das verbleibende Integral an, konnen
wir den Grenzwert lim._,o §[0c](¢) analysieren:

. " . 1 1 t L€ . 1 . t t e 1
11m5_>0 -,Sﬁ[(sg] (t) = hma_m ;mg COS (koﬁ> e koﬁ — hma_,o E Sin (ﬁ) <€2 T t2€ koﬁ — t)

=0

. 1 1 t k£
= lim._,q ;ma cos <k0ﬁ> e hog (4.42)

lim, 0 §5[0-](t) verhélt sich nach (4.42) wie das bekannte do-Netz {%ﬁ}om denn
m(t) := cos (ko%) ist ein Multiplikator in .#*(R) mit m(0) = 1 und lim._,o e~ kg = 1.
Fiir den ersten Term in (4.37) erhalten wir somit:

1 A 1

. k(r! —r")
Sm( E ) p g laTth
= lim._o 2ﬁ2K/ 7 — e~ sketh— R
_ ko Tq"Tp
1—e™ % s1n< R )

ﬁ

> do(k

leEN
li 1 A 1 1 . l(rq - rp) _£] iltilft;
= 1Me—0 2 27 T, Z B Sin e R'e R
472 R KSin (Qﬁ%) el 1— e—;l R
/ / ! ! /
geom. Rh. .. 1 A 1 g1 » 1 ifa""p; _;la""p;
= lim. o de“eﬁ Rl P e A
TUUmRK ( & ) el 2i
I n=
/ / /
abs.Konv. ;. 1 A Bl —2 lq » 1 i7a""p; _;la""p;
= hIIl_>0 — Z ekne wret k — (e = —e 'R
AR K ( “T ) OIZE]N 2i
I3 n=
1 1 A 1
- et (rw;)
Sin I

1 1
. nZ:(] (1 _ e—%(Bn-}-&-i—(tfz—t;)—i(ré—ré)) N 1— e—;(ﬁn—i—aﬁ-(t{l—t;)-ﬁ-i(rl/l—r;))>

1A 1 & sin (752
= hmEHO . a " 74/ 7
A2 ]2 K <r ﬁ'rp) —~ 2 cosh (5 +€+j§tq tp)) — cos ("’qﬁ""p)
glm.Konv. 1 A 1
R K Gy ()
1 sin (rq ;p) 1 sin (Tq ;p)

a 7471 7 + a Y] 7
2 cosh (L(té t”)) — cos (Lﬁrp) neN 2 cosh (76n+(f§’ tp)) — cos (Lﬁrp)

lim,
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Die letzte Zeile zeigt uns, daf sich auf diese Weise der divergente Anteil des Netzes {F§[0--D]}e0
in einem seperaten Term (1. Term) isolieren lésst, d.h. zur Bestimmung von (4.35) ist lediglich
der Grenzwert (vgl. Gleichungen (4.32 und (4.33)); ¢, = t;)

q

. rL—r] a——
1 A ) 1 sin ( o ") Tq—Tp
lim lim — — csc [ L2 — - L 4.44
o e20 472 K < R > 28 cosh (§) — cos (r{l;é)) (rg —1p)% + 2 .

zu ermitteln. Dazu verwenden wir die bekannten Reihendarstellungen des Kosinus Hyperbolicus,
des Kosinus und des Sinus, und finden den Wert:

1 A1

TR K12 (4.45)

d.h. fiir (4.35) ergibt sich mit (4.37), 2. Term, letzte Zeile und (4.43), 2. Term, letzte Zeile!":

1 A n 1 1
w(: P? Bsu, (P) = —5=— —-— + s~ 15| t¢ Sesu, -
a 4m2R2 K n;ﬁ ehn 1 neZ]N 2 cosh (gn) 1 12 ——

Diese Gleichung sagt uns, dafl die 2-Punkt-Funktionen (4.34), abgesehen von der Positivitétsbe-
dingung, geeignet sind, Hadamard’sche KMS-Zustédnde auf der Weyl-Algebra des masselosen,
konform kovarianten Klein-Gordon-Feldes auf ESU,4 zu definieren. Die Positivitdt des durch ws
definierten Funktionals wollen wir an dieser Stelle nicht weiter untersuchen, verweisen aber auf
ein Resultat (erwihnt in [Kay06], S.6), das besagt, dafl die KMS-Zustéiinde fiir unseren Fall'l?,
bei gegebener Dynamik, quasifrei, Hadamard’sch und eindeutig fiir 5 > 0 sind.

D.h. bis auf einen vernachlédssigten Beitrag ﬁc(p, q) (4.6) haben wir die 2-Punkt-Funktion
der KMS-Zustéande zu der, durch {¢;}icr gegebenen, Dynamik eindeutig bestimmt. Desweite-
ren muss c¢(p,q) hinreichend regulir sein, da wir sonst nach obiger Analyse keinen Hadamard-
Zustand erhalten, und Bemerkung 3.2 impliziert, dal ¢(p, q¢) entlang der Trajektorien der Zeit-
translationen konstant ist. Verlangen wir weitere Invarianzeigenschaften, wie z.B. die Invari-
anz unter der gesamten orientierungserhaltenden, zeit-orientierungserhaltenden Isometriegruppe
R x SO(4), so reduzieren sich die Freiheitsgrade weiter.

Eine Interpretation und Diskussion von (4.46) im Sinne des lokalen Gleichgewichts schlieflen wir
in Abschnitt 5 an. Wir werden dort auch noch einmal auf die mogliche Modifikation von (4.46)
durch einen Beitrag ﬁc(p, p) zu sprechen kommen.

Ein weiterer Freiheitsgrad, der in der Formel fiir die 2-Punkt-Funktion (4.34) auftaucht, ist die
1-Parameter-Gruppe {¢; }1er. Es stellt sich daher die Frage, inwiefern unter Verwendung ande-
rer 1-Parameter-Gruppe weitere KMS-Zustinde definiert werden konnen.

Eine erste Feststellung in dieser Richtung ist, dafl eine 1-Parameter-Gruppe durch einen (steti-
gen) Gruppenhomomorphismus

R— " S I(ESUL) (4.47)

gegeben ist, wobei [(ESUy) die Isometriegruppe von ESUy ist. Nach Proposition A.83 ist ¢ von
der Form!!!

¢r = exp(tX) (4.48)

1097 den verbleibende Ausdriicken kann der Grenzwert ¢ — p mit der Summation vertauscht werden, da die Summen
gleichm#Big konvergieren (3,8 > 0).

10D h. raumartige Schnitte sind kompakt und das Potential %S inY=0+ éS ist iiberall posititv.

Hlexp ist die Exponentialabbildung von I(ESUy).
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fiir ein Element X der Lie-Algebra Lie(I(ESUy)) =: i(ESUy,). Da die Zusammenhangskomponen-
te der Eins in I(ESUy) durch R x SO(4) gegeben ist, finden wir fiir die Lie-Algebra (s. [O’N83],
Abschnitt 9 (S. 233))

i(ESU4) = R @ s0(4) mit so(4) = {L € My(R) | L = —L'}. (4.49)

Die Standard-Basis fiir so(4) in der Darstellung (4.19) bezeichnen wir mit {X;};—1,_6:

0 0 00O 0 0 00O 0 0 00O
0 0 1 00 0 0 010 0 0 0 01
Xi;=]10 -1 0 0 0f,Xo=|0 O OO0 O}],Xs=|0 0 0 0 O],
0 0 00O 0 -1 0 00 0 0 00O
0 0 00O 0 0 00O 0 -1 0 0 O
00 0 0O 00 0 00O 000 0 O
00 0 0O 00 0 0O 000 0 O
X4=100 0 1 0|, Xs5=|0 0 0 0 1}|],X¢=(0 00 0 O
00 -1 00 00 0 0O 000 0 1
00 0 0O 00 -1 00 000 -1 0

Weil wir fiir unsere Analyse eine 1-Parameter-Gruppe zeitartiger(!) Isometrien bendtigen, ist
das Element X € i(ESUy) in (4.48), bis auf lineare Reparametrisierung, von der Form H + %L,
0# H € R, L € so(4) fiir einen zu bestimmenden Parameter A € R. Dies ist bedingt durch den
Umstand, daf die Elemente L € so(4) Rotationen der S® in (4.18) induzieren, d.h. exp(tL) ist
eine 1-Parameter-Gruppe raumartiger(!) Isometrien.

Im Folgenden werden wir die 2-Punkt-Funktion (4.34) am Beispiel H =1, L = X (Rotation in
der (z,w)-Ebene) néher betrachten, wodurch wir einen qualitativen Eindruck bekommen, wes-
halb in dieser Situation eine Berechung analog zu (4.37) schwierig ist.

Dazu fiithren wir, an die Struktur der Rotationen angepasste, Koordinaten, die Hopf-Koordinaten,
in (4.19) ein:

=t', = Rcos (%) cos(&1), y = Rcos (%) sin(&;) (4.50)
z = Rsin (%) cos(&2), w = Rsin (%) sin(&2)
0<n< IR 0<E,E<2m
Diese Koordinaten blittern die S® in 2-Tori entlang 7, die fiir n = 0, 58 in Kreise entarten. Die

durch X7 und Xg induzierten Rotationen wirken in diesen Koordinaten als Rotationen in den
2-Tori entlang &; bzw. &. Die Metrik hat in Hopf-Koordinaten die Form:

K 2 2
dstsu, = <dt’2 +di? + 82 <cos (%) de2 + sin (%) d§§>> . (4.51)

Benutzen wir (4.29) und, daf§ der Punkt (0, £,0,0,0) in diesen Koordinaten durch (# = 0,7 =
0, = 0,& = 0) gegeben ist, erhalten wir fiir den avancierten/retardierten Propagator

GV (q) = G5V (6,() (4.52)

+1 A ty =ty (=t
—m§9 <:|: A >5gn (51n< A >>

- 0o (Cos (%) cos (%) COs (51,(1 - 51,10)

+ sin (%) sin (%) cos (§2,4 — §o,p) — CO8 (75;;75;’))
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mit ¢p(p) = 0. Eine mogliche Wahl fiir ¢, ist:

¢p = exp(—t,H) exp (%Xz) exp(&1,p,X1) exp(§2,pX6)- (4.53)

Ist p € ESUy4 ein beliebiger Punkt, so ist die Wirkung von ¢; in Hopf-Koordinaten:

ty,+t
\ Rcos () cos(&1,p)
pa(t) = exp(t(H + EXG))p = Rcos (1) sin(&1,p) (4.54)
Ksin (ﬁ”) cos(&a,p — %t
Asin (%P) sin(&2, — %t
K K

= gmsu, (A0, 7h(0) = o1 B0, P (1) = 1 (~1 -+ sin ()" 2)

d.h. die Trajektorien von ¢, t € R sind genau dann iiberall zeitartig, wenn 0 < A\? < 1 gilt.
Andererseits sehen wir, da8 die Rotationsgeschwindigkeit nicht homogen iiber die S verteilt ist
und ihr Maximum fiir 7, — 58 erreicht, d.h. es ist zu erwarten, daf§ der Wert fiir

w(: ®* : (p)) in diesem Fall von p abhéngt. 1, — Z8 entspricht dem Grofkreis in S3, der
durch die Rotationen exp(t%Xﬁ), t € R definiert wird. Eine solche Positionsabhéngigkeit ist fiir
generische stationidre Raumzeiten aufgrund fehlender weiterer Symmetrien und des Umstandes,
dafl die “Zeittranslationen” nicht notwendigerweise mit anderen Symmetrien kommutieren, zu
erwarten. Fir die de Sitter-Raumzeit wurde dies in [BS07] festgestellt. Wie zuvor kénnen wir
uns bei der Berechnung von wy auf Punkte p,q mit &1, = 14, &2 = 2,4 beschrénken, da
exp(&1,pX1) und exp(&2,Xe) mit ¢, = exp(t(H + %Xﬁ)), t € R kommutieren. Somit reduziert
sich der erste Schritt der Berechnung von wy (vgl. (4.37) und (4.11)) auf die Bestimmung der
Nullstellen von

q p q p (tg —tp)
f(t) = cos <TJ]§) cos (Z%) + sin (i;) sin (l) cos <;t> — cos (W) (4.55)

th—t)+t A
= Cos <77qﬁ77p> — Cos <(qﬁp)>—2sm <2ﬁ> sm(%)sm(%)

Fiir A = 0 reduziert sich f auf den Fall (4.37) und ¢; wird zur Zeittranslation exp(tH). Ist
A # 0 so besteht das Problem darin, daf§ die Periodizitdt der Nullstellen empfindlich von dem
gewihlten Wert fiir A abhéngt (2m-periodisch fiir A = 0) bzw. fiir A € R\Q eine solche nicht
vorliegt, wodurch eine analytische Parametrisierung der Menge {t € R | f = 0} schwierig ist.
Bildlich gesprochen beschreibt der Parameter A die Frequenz der Schnitte der Trajektorie
¢p(gr(t)), t € R mit dem Lichtkegel an (0, &, 0,0,0).

Dieses Problem taucht fiir alle 1-Parameter-Gruppen {exp(t(H + %X"))}teR’ i=1,...,6 au
daher erwarten wir, dafl diese Situation generisch fiir 1-Parameter-Gruppen der Form

112
£,

{exp(t(H + ;L))} , 0# L €s0(4)

teR

ist.

4.2.3 Die Anti-de Sitter-Raumzeit (adS,)

Die Anti-de Sitter-Raumzeit adS, ist ein Raum konstanter, negativer Kriimmung (s. Definition
B.15), d.h. der Kriimmungstensor ist durch

Rpp(v,w)u = K (g, (u, v)w — gjp(u, w)v) Yo, w,u € Ty(adSs), mit K <0 (4.56)

"2Um dies zu sehen, miissen lediglich die Koordinaten (4.50) an die jeweilige Rotation angepasst werden.
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gegeben. Kontrahieren wir Gleichung (4.56), finden wir fiir den Ricci-Tensor
Ric = 3Kyg. (4.57)

Eine weitere Kontraktion ergibt fiir die Skalarkriimmung den Wert

S = 12K, (4.58)
d.h. der Kriimmungtensor erfiillt die Einstein’schen Feldgleichungen (4.14) fir 7' = 0 mit A = %S
bzw. fiir eine perfekte Fliissigkeit mit Dichte p = 32%5 und Druck P = —32%5’ sowie A = 0.113
Ric — ~8g = —1§ (4.59)
ic — 5589 =—,5¢ .
Ein Modell fiir adSy ist die Quadrik H{(R) (s. Appendix B, Abschnitt B.2)
adSy = {(u,v,2,9,2) €R) | —u? — v+ 2% +9% + 22 = —/?}, (4.60)

die diffeomorph zu S* x R? ist (s. [0’'N83], Lemma 25 (S.110)). Die Realisierung als Quadrik
zeigt, dafl adSy ein mazximal symmetrischer Raum ist, d.h. die Dimension der Isometriegruppe
ist 10, die maximal mogliche in 4 Dimensionen!!*, denn (4.60) ist invariant unter der Wirkung
der Isometriegruppe O(2,3) von (RR3, go).

Die Schnittkriimmung lisst sich durch den Parameter £ > 0 ausdriicken (s. Proposition B.33):

1

= (4.61)

Kadas, = —
Aus physikalischer Sicht ist adS, ein eher pathologisches Modell einer Raumzeit, weil es geschlos-
sene, zeitartige Kurven''® enthilt und somit nicht global hyperbolisch ist'16. Letzteres wird auch
durch den Ubergang!''” zur universellen Uberlagerung CadS; = R x R?, die keine geschlosse-
nen zeitartigen Kurven besitzt, nicht behoben, wie wir anhand der folgenden Parametrisierung

(s. [HET73], S.131) von (4.60) sehen werden.

/ / / /

u = K cos (;) sec (;) , v = Rsin (;) sec (1) (4.62)
,,,/ ,,,/ 7,,/

x = Rtan (R) cos(¥), y = Rtan (R) sin(¥) cos(yp), z = Rtan (fi) sin(¥) sin(¢p)

— TR <t <7k, 0<r'<gﬁ, O<d<m 0<p<2n

Die Metrik ist in diesen Koordinaten:
2 2
dszds4 = sec <ﬁ> —dt"”? + dr'”? + R? sin <§> (d? + sin(0)%dp?) | . (4.63)

Die Koordinaten (¢,7/,9, ) iiberdecken adSy, abgesehen von Koordinatensingularitéiten bei
r" =0 und 9 = 0, 7. Der Ubergang zu CadS, wird in diesen Koordinaten durch die Ausweitung
des Parameterbereichs fiir ¢’ auf (—oo, 00) bewerkstelligt. Als direkte Konsequenz dieser Koor-

"3Diese letztere Wahl ist wenig sinnvoll, da entweder Dichte oder Druck der Fliissigkeit negativ sind (vgl. [HE73],
S. 124)

"Um Allgemeinen ist dim([(.2)) = $2OEmALD (5 [0’N83], Lemma 28 (S.253)).

15, B. u = Rcos(t), v = Rsin(t), c=y=2=0.

1167yiese Eigenschaft ist zentral fiir die eindeutige Konstruktion einer Quantenfeldtheorie des Klein-Gordon-Feldes
nach Unterabschnitt 2.2.1.

7Bildlich gesprochen wird die S* in adSs abgerollt.
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dinantenwahl erhalten wir konforme Einbettungen von adS; und CadS, in ESU4 als Regionen
adS§ :={-mR <t <7/, 0<7r' < gﬁ, 0<d<m 0<¢<2r} CESUy (4.64)

CadSZ::{—oogt'<oo,0<r’<gﬁ, 0<d<m 0<p<2r} CESU,

1
7\ (K72
ds{opaas, = X - dsksu,, AU, 7',0,0) = sec <ﬁ> <A> '

Zuriickkommend auf die globale Hyperbolizitit, erkennen wir aus Abbildung 4.3, dafl zu jeder
Hyperflache, die keine lichtartige Kurven enthélt, eine lichtartige Kurve gefunden werden kann,
die diese Hyperfliche nicht schneidet. Folglich existiert keine Cauchy-Fliche in adSy, was nach
FuBnote 28 zu Theorem 1.16 dquivalent dazu ist, daf§ adS, nicht(!) global hyperbolisch ist. Diese
Eigenschaft ist direkt auf den Umstand zuriickzufiihren, dafl die “Unendlichkeit”, {r’ = gﬁ} in
Abbildung 4.3, fiir licht- und raumartige Kurven als zeitartige Hyperfliche verstanden werden
kann, was auch fiir CadSy der Fall ist.

t=2nH
zettartige
Geodsten
@ CadsS}
t=0 :
t=—2n K :
r=n K =0 r=nK

Abbildung 4.3 — Ein Teil des statische Einstein-Universums als Penrose-
Diagramm, aufgeschnitten entlang v’ = 7£. 2 Dimensionen (¥, ) sind unter-

driickt, jeder Punkt ist eine Hélfte einer S? mit Flicheninhalt 47 /2 sin (%)

Die grau-schattierte Region ist das konforme Bild der Anti-de Sitter-
Raumzeit. Lichtartige Kurven sind 45°-Linien zur Senkrechten.

Fiir die Konstruktion einer Fundamentallosung bedeutet die Nicht-Existenz einer Chauchy-
Fléche, dafl das Verhalten einer Losung zu einer Differentialgleichung vom Typ (1.13, S.12) nicht
vollstédndig durch Spezifikation von Anfangsdaten auf einer geeigneten Hyperfliche bestimmt ist,
sondern zusétzliche Randbedingungen an der zeitartigen “Unendlichkeit”, {7"’ = gﬁ}, gestellt

werden miissen, um den Ein- und Austritt von Informationen zu regulieren!!®.

'8Man kénnte hier an ein “Feld im Kasten” mit geeigneten Randbedingungen (transparent, reflektierend) denken.
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Eine andere interessante Eigenschaft von (C)adS; ist, daB alle zeitartige Geodéten, die von einem
Punkt p ausgehen, nach der Zeit ¢ = 7 in einem gemeinsamen Fokuspunkt ¢ zusammenlaufen
(s. Abbildung 4.3). Es gibt daher Regionen in (C)adSy, die nur fiir einen beschleunigten Beob-
achter, nicht aber fiir einen geoditischen (“frei fallenden”) Beobachter erreichbar sind!!®.

Die Motiviation (C)adS, im Modell des lokalen Gleichgewichtes zu untersuchen, begriindet sich
einerseits gerade durch die pathologischen Eigenschaften, welche helfen kénnten einen Rahmen
abzustecken, fiir den das Modell des lokalen Gleichgewichtes sinnvoll ist, andererseits ist (C)adSy
ein sehr einfaches Modell mit negativer Kriimmung, was insbesondere in Hinsicht auf den unbe-
stimmten Term c - S relevant sein konnte.

Das Problem der Bestimmung des avancierten/retardierten Propagators fiir (C)adS, fiir T
koénnen wir durch Einschriankung des selbigen fiir ESU, vermoge (4.64), Lemma 4.2 und Lemma
2.1 16sen, da die Region adS§ bzw. CadS§ kausal-vertagliche Teilmengen'?® von ESU, sind.

C)adS
G = 2l @6 ) (4.65)
/ ,r/ :l:l t/ t t/ _ t/
_ ‘p g 'p : g 'p
= (ﬁ)sec< >47rﬁ26<i )sgn(sm(ﬁ >>
r’ r'q
cos < > cos ( R + sin E

GlL4a11 £l ty =ty : 7yq —t

= 47rﬁ20 <:|: A sgn | sin ~a
Ty r!

-00 < + tan (ﬁ) tan (é’)

(cos(Uq) cos(tp) + sin(dg) sin(dp) cos(iwg — ¢p))

/ / t/ _ t/
— sec (g) sec <T:£> COS <w>)

Da die t’-Koordinate fiir adSy 27 8&-periodisch ist, ist diese Vorschrift fiir den avancierten /retar-
dierten Propagator problematisch, denn die Heaviside-Funktion 6 ist mit dieser Periodizitét
inkompatibel. Allerdings zeigt sich, dafl der kausale Propagator, der fiir die Konstruktion der
Quantenfeldtheorie notig ist, diese Inkompatibilitdt nicht aufweist.

b2

C)adS C)adS, C)adS
rtSi(g) = G0 q) - G u(g) (4.66)

1 (=t v r
= R sgn <s1n <§>) do <1 + tan <ﬁ> tan <ﬁ>
s(¢ 0

p) +sin(dy) sin(dy) cos(pq — ¢p))

/ / t, _ t/
— Sec (T;) sec (2) CcOS <w>)

Die Identitét (2.3) auf ESUy sichert zusammen mit Lemma 2.7, daf§ dieser kausale Propagator
eine symplektische Form induziert'?!. Ein #hnliches Resultat fiir den kausalen Propagator fin-
det sich in [AIS78]. Von den Autoren wird dort argumentiert, daf§ diese Wahl “transparenten”
Randbedingungen bei r’ = TR entspricht, was sich anhand von Abbildung 4.3 verstehen ldsst:

A

H9Bj]dlich gesprochen kehrt ein Gegenstand, der von einem Punkt weggeworfen wird, nach einer bestimmten Zeit an
seinen Ausgangspunkt zuriick. Auflerdem kann der Gegenstand nicht an jeden beliebigen Ort geworfen werden.
120Fin ausfiihrlicher Beweis der kausalen Vertriglichkeit findet sich in [BGPO07], Beispiel 3.5.4. (S. 93), ist aber
aufgrund der geodé‘utischen Konvexitit der S% in der Zerlegung adS§ 2 S* x Sf’r/CadSZ =~ R x Sf_ einsichtig; Si

bezeichnet eine halbe S3, zerlegt entlang eines Grofikreises.

C)adS C)adS
121 Beachte auch: AL; ‘(q) = *AL; “(p)-
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(C)ads,
+|0
(schwarz, mit Apex (|)) in ESU, auf die grau-schattierte Region gegeben, d.h. “Information” tritt
beispielsweise bei ' = Z& aus (C)adS, aus und kehrt bei ¢’ = 3& nach (C)adS, zuriick.

In [AIST78] wird auch der Fall “reflektiver” Randbedingungen diskutiert, dessen avancierter /re-
tardierter Propagator an p durch eine zweite Punktquelle!?? am antipodalen Punkt

pa(= (—u(p), —v(p), —x(p), —y(p), —z(p)) = (t, + ™R, 1, ™ — Vp,¢p + 7)) konstruiert werden
kann.

Der Trager von A ist durch die Einschrankung des oberen und unteren “Diamanten”

G () = G (g) - (—1)76E ) g), j=1,2 (4.67)
Die Falle j = 1,2 entsprechen von-Neumann- bzw. Dirichlet-Randbedingungen. Der Tréger
der zugehorigen Propagatoren kann als die kleinen (grauen) “Diamanten” in Abbildung 4.3
verstanden werden!?3. Fiir eine ausfiihrliche Erklirung sei auf [AIS78] verwiesen.

Bevor wir uns der Berechnung der 2-Punkt-Funktionen nach (4.8) zu wenden, untersuchen wir
die Invarianz-Eigenschaften des kausalen Propagators (4.66), denn Lemma 2.7 ist fiir (C)adSy
nicht anwendbar.

Betrachten wir einen Punkt p = (£, 7, Jp, ), so definiert die Vorschrift

¢p=R_pyoR y,0R o 0R 4 (4.68)
mit den Rotationen
cos (% sin (%) 000 sec (%) 0 —tan (%) 0 0
—sin (%) cos(%) 0 0 0 0 1 0 0 0
Ry = " ® R, = " TL
—t, 0 0 10 ol — tan <§> 0 sec <§> 0 0}:>
0 0 010 0 0 0 10
0 0 0 01 0 0 0 0 1
10 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 010 0 0
R_y,=10 0 cos(dp) sin(Wp) O|,R,,=[0 0 1 0 0
0 0 —sin(Y¥,) cos(dp) O 0 0 0 cos(pp) sin(ep)
0 0 0 0 1 0 0 0 —sin(p,) cos(pp)

ein Element in O}, (2,3)'%%, s.d. ¢,(p) = 0(:= (&,0,0,0,0)) gilt'?. Ein direkter Vergleich zeigt:

A1 (g) = AT, (@) (4.69)

fur alle p, ¢ € (C)adS, mit ¢, wie in (4.68). Dabei haben wir beachtet, daf3 sich der Propagator

an p = 0 (vgl. (4.62)) als
L (M0 5, (1 9) wy

schreiben lédsst und sec <%> > 0 fiir alle ¢ € adSy gilt.

A (q) =

Wie im vorherigen Unterabschnitt 4.2.2 verwenden wir Gleichung (4.8) um Kandidaten fiir die
2-Punkt-Funktion quasifreier KMS-Zustéinde iiber der Weyl-Algebra des masselosen, konform
invarianten Klein-Gordon-Feldes auf (C)adSs zu erhalten. Zur Konstruktion der Weyl-Algebra

122TPG:E| — 5

pA PA ] ]

123)\ it A‘f‘;ji%(q) = A4 (g4) folgt Af‘zfds‘” (q) = —A S () (j=1,2).

124 jer ist in Anlehnung an die Lorentz-Gruppe die orientierungserhaltende, zeit-orientierungserhaltende Kompo-
nente, d.h. die Zusammenhangs-Komponente der Identitit, von O(2,3) gemeint.

125piir CadSs verwenden wir die durch R; induzierte Translation s — s + ¢ im ersten Faktor.
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verwenden wir den kausalen Propagator (4.66) fiir die “transparenten” Randbedingungen. Eine
Diskussion der “reflektiven” Randbedingungen kann aus dem “transparenten” Fall abgeleitet
werden, da der kausale Propagator zu (4.67) durch Superposition entsteht.

Als Dynamik {¢;}cr verwenden wir die, durch Ry, t € R (s. 4.68) gegebene, 1-Parameter-
Gruppe. Die Trajektorien dieser Dynamik haben die Form (p € adSy):

Rcos (t;;t)se (:é’)

Asin (t +t> sec <f”>

pt) = | tan (%) cos(d)
)

,r/
tan (K” sin ¥y, cos(

, (4.71)

tan (%) sin(1,) sin <pp)
7n/ 2
guds (7 (8),9/(8)) = 920/ (6), /(1)) = — sec () ,

2 I\ 2
Bem. B.30 1 T/ r
P s (900 01,V 0) = e (2) am ()

Wir erkennen einerseits, dafl die Isometrien, wie gewiinscht zeitartig sind, und andererseits, daf3
ein Beobachter sich gemifl dieser Dynamik nur fiir 7“; = 0 geodatisch bewegt. Die Abweichung
von der geodétischen Bewegung nimmt mit wachsendem 7“; zU.

Wir kénnen (4.71) nutzen, um das Verhalten von Objekten zu beschreiben, die von einem frei
fallenden Beobachter durch ), = 0 (¢, = konst., ¢, = konst.) mit Anfangsgeschwindigkeit p’(0)
in fester, relativer Position (' = konst., ¥ = konst., ¢ = konst.) mitgefiihrt werden.

Um Gleichung (4.8) auf (C)adSs zu tibertragen, benutzten wir wie fiir ESUy die skalierte Fou-
riertransformation mit Parameter K. Allerdings miissen wir fiir adSy die diskrete Fouriertranfor-
mation einsetzen, da die ¢’-Koordinate 2w &-periodisch ist. D.h. die Fourierbasis {efik% | ke R}
wird durch {e~* §lke Z} ersetzt. Beachten wir die 2mR-Periodizitét in der Formulierung der
KMS-Bedingung nach Proposition 3.3, so erhalten wir durch analoges Vorgehen zu [HHW67]
die Bedingung'?6

FalF|rrnn (k) = #5Fa[GI(), k € Z. (4.72)

Die Formeln fiir die 2-Punkt-Funktionen sind somit

i 1 ™
alpd) =553 e [ e R 60 (4.73)

5k
2mR (71— e P Jora

und

2(00) = g [k e AT (), (4.74)

A priori wiirden wir an dieser Stelle erwarten, dafl die beiden Audriicke nicht notwendig

iibereinstimmen, aber die 2w R-Periodizitét in ¢ des kausalen Propagators (4.66) hat genau dies
zur Folge. Daher beschranken wir uns auf die Berechnung fiir CadSy, die nach dem selben
Muster wie fiir ESUy4 verlduft (s. 4.37). Die Invarianz des kausalen Propagators (4.69) und der
Umstand, dal R; mit Ry und R, fiir alle ¢, ¥ und ¢ kommutiert, erlaubt es uns 9, = 9,
und @, = @q anzunehmen'?”. Andererseits kommutiert R, nicht mit R;, weshalb wir bereits
vermuten konnen, da der Wert von w auf dem Wick-Quadrat : &2 {(C)ads, durch r;; von p

126Die Indizes der Funktionen F, G sind hier unterdriickt.
1277Zur Erinnerung: Wir sind an dem Grenzwert ¢ — p interessiert.
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abhingt.

1 1 ikt (t/ - t/) +1t
wa(p, q) = G2 / 5 /e k% sgn <j:q;> (4.75)

/ / / / t/ _ t/ + t
-0 <1 + tan <7;;> tan (2) — sec <7:é> sec <7:£> cos <(qﬁp)>) dtdk

Ty ™\ . k(ry—ry,)
Gl. (4.36) 1 cos (y) cos (f) sin ( ) —
- 47‘(‘2_@2 / 7&]{ . r! —p! ik Z 50(]{; l)dk
L=ex s (%) ez
r! ! k( éir;)
1 o0 COS (%) cos (%) sin (T) vy
= 2R / g ety " So(k — Dk

r! r! . k(r;—r;)
1 ko COS (%) CcoS (%) sin ( = ) T
A2 R2 / _Bg . rl—r! €Zk s Z 50(k o l)dk
—0 l1—e"= sin (—q ”) 17

+

Vergleichen wir die letzte Zeilen in (4.75) mit der entsprechenden in (4.37), erkennen wir, daf der

/

. .. r r!
Integrand, wie zu erwarten war, durch die (inversen) konformen Faktoren cos Kq) und cos (%)

modifiziert ist. Da diese Faktoren nicht von dem Integrationsparameter k£ abhéngen, kénnen wir
den divergenten Anteil in wy in der selben Weise wie zuvor (s. (4.38)-(4.43)) isolieren.

1 COSs (%) COS (%)

wa(p, q) = cos
2(1) Q) A2 /2 n <%)
Sin (7.‘1;7‘1}> N Z 1 Sil’l (Tq;rp>
) — cos (%) nelN 2 cosh (W)  eos <%>

VA
sin (%) o

t t
q P
e TR

(4.76)

liIné:—>0 s Y]
2 cosh (a-‘r(tjé t1,)

+ 7

n%l%o ePr—1
Der verbleibende Schritt besteht in der Bestimmung der Hadamard-Parametrix. Der relevan-
te Hadamard-Koeffizient V° konnte erneut mittels Gleichung (1.10) und der Formel fiir das
geoditische Abstandsquadrat nach Proposition B.34 bestimmt werden. Wir wollen uns an dieser
Stelle einer anderen Technik bedienen, denn V? ist auf Mannigfaltigkeiten konstanter Kriitmmung
eine Funktion des geoditischen Abstandsquadrates (s. [Fri75], S.162), d.h. V® = VO(T'). Daher
ist fiir die Bestimmung von w(: ®2 {(C)ads, (p)) nur die Entwicklung von V' nach I bis zur ersten
Ordnung

0

VO (p,q)) = V°(p,p) + % I+ 0 (I?) (4.77)

relevant (vgl. Definition 2.9). Nach Theorem B.25 besteht eine einfache Moglichkeit, um die-
se Entwicklung zu erhalten, in der Verwendung eines Orthonormal-Koordinatensystems!?® (s.
Definition B.24) um p, denn mit den Gleichungen 1.7 und 1.9 ist V° in solchen Koordinaten

128Kine #hnliche Berechnung findet sich in [BGP07], Lemma 1.3.17. (S.27).
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durch

exp,, (tX)

VO(p,exp,(tX)) = i (tX)2, (4.78)

gexp; !

gegeben, wobei t das geodétische Abstandsquadrat parametrisiert:

°T(p, q) = gpp(texp, '(q), texp;, ' (q)),
—_——— ——

=:Xq =:Xq

_1
& ' (tX)

dt? !

d.h. wir benétigen lediglich einen expliziten Ausdruck fiir . Die Ableitung

t=0

des Paralleltranportes QZ;XPP ergibt die kovariante Ableitung in Richtung X. Dies ist aller-
dings fiir die weitere Betrachtung irrelevant, da wir mit dem trivialen Biindel arbeiten und der
Paralleltransport fiir den Klein-Gordon-Operator die Identitét ist.

gexp;

(tX)

d2
dt?

fax)| =2 3 Xx0090670) (4.79)

i7j7k7l

gexp E
i t=0

Somit reduziert Gleichung (4.79) das Problem auf die Berechnung der zweiten partiellen Ab-
leitungen der Metrikkomponenten an p, {050,9:;(0)}, in Orthonormal-Koordinaten. Die Basis-
Vektorfelder zu diesen Koordinaten sind:

1 1
i exp, (tx) = €XPp s px (Xijrx) = EJZ‘X(t) = g;(tX) = ﬁg\expp(tX)(JS{(t)7 ij(t))- (4.80)

Die Vektorfelder {J;X} sind die Jacobi-Felder (s. [0'N83], Kapitel 8 (S.215ff)) mit Anfangswerten
JX(0) =0, (Vo J¥)p = Xi Vi entlang der Geoditen vx (t) = exp,(tX).
Die definierende Gleichung fiir Jacobi-Felder J entlang einer Geodéten ~y

VyVyd+R(J,~)Y =0 (4.81)
kénnen wir nutzen, um die (lokale) Taylorentwicklung!?’

N n-mal

t" N+1
Pty 13 Nexpy 1) = D (Vg Vo )y + O (4.82)

n=0

der Jacobi-Felder {JX} nach ¢ in dritter Ordnung zu ermitteln. Dies geniigt nach (4.80) und
Korollar B.12 zur die Bestimmung der {0,0,9;;(0)}, weil der Paralleltransport des Levi-Civita-
Zusammenhangs eine Isometrie ist.

(Vo Vor il = RS (00,95 (0)7x(0) = 0 (4.83)
J¥(0)=0
(Vo Vo Vo Ny = (Vg R (00,75 (0D (0) = Rip(V T 7 (07 (0)
V,YS(VS(ZU
= ~Ry,(Xi, X)X
(V"/’XJz‘X)\p:Xi’ JX(0)=0

129 2 bezeichnet an dieser Stelle den Paralleltransport des Levi-Civita-Zusammenhangs.
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= Pho, ax) i () = tXi — ét3R|p(Xi, X)X +O0(th (4.84)
= gi(1X) = by - ét?(mp(xs, Ripl(X5, X)X) + 0,(X, Riyl(Xi, X)X)) + O(F)
= 0k019ij(0) = —7 Z{gzl )R1;4(0) + gj2(0) Rjy1 (0)}
. & g 1 i tx) = fZRkl(O)X’“Xl
dt? |Fexwy o 6

Gleichung (4.77) wird somit in unserem Fall (trivialer Paralleltransport!) zu

VOT(p,q) = 1+%Ric|p(Xq,Xq)+O(X;‘) (4.85)

Gl 4.57 1
=11+ ES - g1p(Xq, Xq) + O(X))

— 1 2

Mit Proposition B.34 erhalten wir die Entwicklung der Hadamard-Parametrix Hy fiir raumar-
tig(1)130 getrennte Punkte p, ¢ im Grenzwert g — p:

1 1
Ho(p, q) 5= + S (4.86)
- 472 (ﬁQ arcosh (—7‘12%"1)) —2ie(t(q) — t(p)) + 52> 19272 :_'%
R

Bestimmen wir die Differenz der Hadamard-Parametrix (4.86) und des divergenten Anteils in
(4.76), kénnen wir w(: ®2 {(C)ads, (P)) angeben. Dazu setzen wir wie fiir ESUy ¢, = ¢ und
verwenden die Reihendarstellungen von (Area-)Kosinus Hyperbolicus, Kosinus und Sinus. Der
Grenzwert ¢ — p kann fiir die verbleibenden Ausdriicke direkt genommen werden, weil die
Reihen fiir alle Parameter (3,8 > 0) gleichméBig konvergieren.

<

g p
1 1 COS (f) COS (?) 1
hm lim 5 — - -
!l =1y e—=0 472 12 2 cosh (5) P ( - ™ 1—sin %) "

n( £
arcosh . ;
T
cos(—? cos(%)

 4872R2

1 1 r 1 1
08, ) =it (1o (23)) S
4 Am2 ]2 2 R %; ﬁﬁ ~1 %}V 2 cosh (8%) — 1
1

12

]2

Fiir den entsprechenden Wert mit “reflektiven” Randbedingungen (s. 4.67) bendtigen wir zusétzlich
wa(pa,p) (pa = (t, + TR, 1y, —Vp, op +1)).

130Kin analoges Resultat gilt fiir zeitartig getrennte Punkte.
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Halten wir uns an das Vorgehen in (4.75) und (4.76) (bzw. (4.38)-(4.43)), finden wir:

_ L1 1 2E 4.89
wa2(pa,p) =122 9 + cos @ (4.89)
1 sin <2n%> 1

1 1
— 2.3 ~ (—1)"—= ; -
s 2 cosh (ﬁ%) + cos (2%) n;l;o PR —1 sin (2%) 1672R2

Die Félle j = 1 (von-Neumann-Randbedingungen) und j = 2 (Dirichlet-Randbedingungen)
fithren auf:

w (: ® H(C)ads, (P)) = w(: P H(C)ads, (P)) — (—1)wa(pa,p) (4.90)
1 1 T n 1 1
- (1 2L o ——
47r2ﬁ22< +COS< ﬁ)) ngoeﬁﬁ_l—i_%\l?cosh(ﬁg)—l

1 o1
g Y g e S0,

12

/2

11 T 1 1
+ (-1 —== <1 + cos <2p>> + ;
AT2R% 2 R neZ]N 2 cosh (ﬁ%) + cos <2r”

"

SN

- o n . r!
nelNy e’ =1 gin (2%)

Wie auch fiir ESUy zeigen die Gleichungen (4.88) und (4.90), daf die 2-Punkt-Funktionen wp und
wy, j = 1,2 (fiir (C)adS4) Hadamard’sch sind, d.h. abgesehen von der Positivititsbedingung zur
Definition entsprechender KMS-Zustdnde benutzt werden kénnen. Das fiir ESU4 zitierte Resul-
tat (s. [Kay06], S.6) iiber Form, Existenz und Eindeutigkeit der KMS-Zusténde ist fiir (C)adSy
nicht anwendbar!'3!. Es verbleibt daher eine gewisse Unsicherheit, ob die berechneten 2-Punkt-
Funktionen Zustédnde iiber der Weyl-Algebra definieren. Die Diskussion selbiger findet sich in
Abschnitt 5.

Die Frage, ob die 2-Punkt-Funktionen (4.73) bzw. (4.74) fiir anderen Dynamiken, als die “Zeit-
translation” ¢’ — ¢'+t¢ (in Koordinaten (¢, 7,9, )), definiert werden kénnen, wollen wir an dieser
Stelle nicht weiter untersuchen. Wir bemerken aber, dafl beispielsweise 1-Parameter-“Boost”-
Gruppen wie

cosh (%) 0 sinh (%) 0 0
0 1 0 0 0
R, = | sinh (%) 0 cosh (%) 0 0l,neR
0 0 0 1 0
0 0 0 01

untersucht werden konnten. Die Orbits {p(n) := R,p}yer sind zeitartig in “Keilen”, gegeben
durch die Zusammenhangskomponenten der Menge

/

{p € (C)adS, | g2(p'(n),p'(n)) = cos (ﬁp>2 cosh <%p)2 — sinh (%)2 cos(9,)? < 0},

mit r = Kln (tan (% <% + %7[')))132.

131Raumartige Schnitte sind nicht kompakt in (C)adSs, das Potential éS’ ist negativ.

32Djes definiert “hyperbolische” Koordinaten: uw = £cos (%) cosh (%) , v = Rsin (%) cosh (%) , * =




4 Konsistenz des Modells 59

Die Trajektorien der Punkte (¢, = 7 +27k, 1), ¥, = 7427k, ), k € Z sind zeitartige Geodéten
und daher fiir die Beschreibung “frei fallender” Beobachter geeignet. KMS-Zustédnde zu dieser
Dynamik sind nur fiir die Weyl-Algebren der “Keile” zu erwarten (s. [BS07], S.5 (zweite Hélfte)
fiir ein vergleichbares Phénomen in der de Sitter-Raumzeit). Es ist zu erwarten, daf die “Keile”
eine dhnliche lokale Struktur wie das Rindler- Wedge (s. [Wal94], Abschnitt 5) zeigen (“bifurcate
Killing horizon”, s. [KW91]).

sinh (%) cos(¥), y = sinh (%) sin(d)cos(p), z = sinh (%)sin(9)sin(p) (—co < r < oo) mit der Metrik
ds? = —cosh (%)% dt'? + dr® + R sinh (£)? (d9? + sin(9)?dp?)
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5 Diskussion

Zur Interpretation der Ergebnisse aus Abschnitt 4 im Sinne der lokalen Gleichgewichts-Hypothese
nach Abschnitt 3 erinnern wir uns kurz daran, welches die dazu zentralen Objekte sind.

(1) Die thermischen Referenzzustéinde # (iiber M) sind durch Gleichung (4.8) bestimmt.

(2) Die lokalen thermischen Observablen .7 sind die skalaren Vielfachen des Wick-Quadrates
: ®2 ;. Die zugehorige thermische Funktion im Minkowskiraum ist

1

L H2 - (B) —
Br—:® .(ﬁ)_w.

Dabei ist 3 der Temperaturvektor eines thermischen Referenzzustandes wg scharfer Tem-
peratur.

(3) Der Erwartungswert des Wick-Quadrates ist in den konstruierten KMS-Zustéinden!?? durch

1 A n 1 1 1
w(: 2% sy (P) = 1o o ) 5o an 1 15| To Sesu
! Am2R2 K %1;0 exn 1 7;? 2cosh (B%) —1 12 \,A,_lé
:6??2
(5.1)

11 T n 1 1
: (I)2 : =——— (1 2£ —a D e ——
w( (C)ads, (P)) An2R2 9 ( T cos < ﬁ)) Z PE_q + Z 2 cosh (82) — 1

n€lNg nelN
+ BYRore) +c- S(C)adS4 (5.2)
—_ 12
=-1
W (: D* 1 cpaas, (P)) = w(: % :(Cyaas, () — (—1) wa(pa,p) (5.3)
11 < < r;>> n 1 1
472R/2 9 R n;l;() ePr —1 % 2 cosh (BE) -1

o

o T g T S(C)ads,
12
w2

11 T 1 1
+ (-1 —== (1+cos <2p>> + . ;
47T2ﬁ2 2 ﬁ TLEZIN 2 COSh (5%) —+ cos (2%)
1 sin (Qn%)

_ _17’L — -
> (-1 PE Sm<2%>

nelNg

gegeben ((4.46), (4.88) und (4.90)).

Die konstruierten Zustinde werden nach Gleichung (3.6) als lokal im Gleichgewicht beziiglich %#

und 7 angesehen, falls es Wahrscheinlichkeitsmafle ,uESU4 (unabhéngig von p € ESUy), ,ui,c)ads‘l
P

133Wir bezeichnen der Einfachheit halber die berechneten Funktionale als Zustéinde, wenn auch die Positi-
vitdtsbedingung nicht bewiesen wurde.
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(C)adS,,j

und Hat (j = 1,2) gibt, s.d.

(s @2 spsu, () = | V) (5.4)

1 C)adS
w(: D* 1(Cyaas, () = / uﬁzd/‘i;,) “(8),

1 (C)adS,.j

6 8 suas, () = [ Ty

erfiillt ist. Diese Wahrscheinlichkeitsmafle sind, da wir nur das Wick-Quadrat als lokale ther-
mische Observable verwenden, in keiner Weise eindeutig fixiert. Wir konnen lediglich anhand
der Erwartungswerte des Wick-Quadrats festmachen, ob eine lokale Gleichgewichtssituation vor-
liegt, da diese Werte dazu zwingend positiv sein miissen. Wir erkennen sofort, daf diese Frage
entscheiden durch die Wahl der freien Konstanten ¢ € R bestimmt ist.

Ist diese fixiert und der Erwartungwert des Wick-Quadrates in einem Zustand w positiv, so
koénnen wir (durch Wahl des passenden Dirac-Mafles) (5.1), (5.2) bzw. (5.3) zur Bestimmung
der (lokalen) Temperaturfunktion

T(p) = V12w(: *: (p)) (5.5)

verwenden.
Eine genauere Betrachtung der Reihen

! <§> =Y (5.6)

neNg es"™ —1

und
CATEE L
g <ﬁ> o % 2 cosh (6%) -1 (57)

zeigt, daf diese positive, monoton fallende Funktionen f, g in % reprisentieren. Insbesondere ist
die Konvergenz fiir alle Intervalle [z, o), zo > 0 absolut und gleichm#Big'34, und wir erhalten:

m o (5) =0= gm 1 (5) 62

Gleiches gilt fiir die Reihen

und

1 1
2 n p
nelN 2 cosh (ﬂﬁ) + cos (2 R)

(5.10)

wie eine direkte Abschitzung!3® gegen (5.6) und (5.7) sowie der Umstand, dal 0 < r, < 58
fur p € (C)adS, gilt, erkennen lassen. Wir sehen also, daf8 fiir festes 8 (entspricht fixierter

134Dazu schitzen wir f bzw. g durch f(zo) bzw. g(zo) ab.
135Beachte: sin ist betraglich durch 1 beschrinkt.



5 Diskussion 63

Skalarkriimmung S; r;, = konst. fiir (C)adS,) gilt:

1\ 1 AK=p 1
; . P2 . — —_ i _
ﬁh_)n;ow(. ®“ gy, (p) = (66 487r2> ol <60 487T2> A (5.11)
. 1 1
. 1 1 1
Bl;rrgow(: P2 H(C)ads,.g (P) = <247r2 +(—1)/ 602 120) w2 (5.13)

Die Konsequenz ist, dafl die Wahl der Konstante ¢ bestimmt, ob eine kritische inverse Tempera-
tur S, fiir die jeweilige Raumzeit und die zugehorigen KMS-Zusténde w existiert, ab welcher der
Erwartungswert des Wick-Quadrates negativ wird (mit zunehmendem £). Fiir die entsprechen-
den KMS-Zusténde hitte dies zur Folge, daf eine lokale Gleichgewichtsinterpretation nach (5.4)
nicht mehr moglich ist. Ein Beobachter in ESU4 kénnte beispielsweise keine Wahl fiir ¢ treffen,
s.d. sowohl er als auch ein (C)adSs-Beobachter mit “reflektiven” Dirichlet-Randbedingungen
(j = 1) und dieser Wahl fiir ¢ in der Berurteilung aller ihrer KMS-Zustdnde zu Parametern
B zu dem Schlufl gelangen, dafl ihre Situation lokal durch einen thermischen Referenzzustand
beschrieben werden kann.

Fiir (C)adSy tritt dieses Problem gleichermafien im Grenzwert 7, — §8 (&, 3 fest) auf, wie
wir aus (5.2) und (5.3) erkennen.

Bevor wir uns weiter mit diesem Umstand beschéftigen, wollen wir noch eine asymptotische
Analyse der Ausdriicke (5.1) und (5.2) fiir & — oo (B fest; r), = konst. fiir (C)adS4) vorneh-

men. Dies ist insofern interessant, als dafl die Metriken ds]%:SU4 (4.18) und ds(c) (4.63) fiir
1
R — oo in die Minkowski-Metrik (mit konformem Faktor (%) 2 fiir ESUy) in Kugelkoordinaten
ibergehen. Wir wiirde daher erwarten, daf§ (5.1) und (5.2) sich asymptotisch wie ﬁ% bzw.
ﬁ verhalten.
Die asymptotische Entwicklung der Reihe (5.6) erhalten wir durch
B 2 2
T fj%’i/ =S s
nelNg € R - ]- ne]NO -1 6 - B

Fiir (5.7) verwenden wir die Reihendarstellung des Kosinus Hyperbolicus:

1 1 1
Z §cosh( " T2 Z Z
nelN

o\ 262
ﬁ ne]N e Ren) <f> ne]N 1+22k 27 ) <?>

(5.15)
2
= s 1%]1:\1 nZ ﬁz 6
Setzen wir dies in (5.1) und (5.2) ein, finden wir das vermutete Resultat!35:
ols @ ssu, () TF o (5.16)
w(: % :(C)aas, (P)) T 12152

Wir bemerken aulerdem, dafi (5.14) und (5.15) genauso fiir eine asymptotische Analyse 8 — 0
(R fest; r, << & fiir (C)adS,) verwendet werden kann. D.h. der Schwache-Krimmung-Limes
(R — oo) und der Hohe-Temperatur-Limes (3 — 0) bei r;, << & fiihren auf ein asymptoti-

/
136 Beachte: cos (%”) ~ 1, fiir 7, << R
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sches Verhalten der Temperaturfunktionen von (5.1) und (5.2), das dem der Referenzzustinde

scharfer Temperatur gleicht (fiir ESUy ist die Temperaturfunktion durch (%)% skaliert).

Dabher ist fiir § << &, 1 << K (und 7"; << R fiir adS,) die Interpretation im Sinne des lokalen
Gleichgewichtes moglich. Ein Beobachter, fiir den diese Bedingungen an 8 und & (und r},) erfiillt
sind, wiirde mittels des Wick-Quadrates als lokale thermische Observable eine Gleichgewichtssi-
tuation'3” in ESU4 bzw. (C)adS4 nicht von einer Gleichgewichtssituation!3® im Minkowskiraum
unterscheiden kénnen. Sogar die Angabe einer scharfen Temperatur, bestimmt durch den Pa-
rameter § der konstruierten KMS-Zusténde, wire unter diesen Umstdnden moglich. Lediglich
der Beobachter in ESU,4 wiirde eine Diskrepanz entsprechend der Skalierung (%) festellen, d.h.
einem Zustand w mit Parameter 8 wiirde er einen thermischen Referenzzustand zur inversen

1
Temperatur (%) 2 8 zuordnen. Diese Diskrepanz ist durch den zuvor erwihnten Umstand be-

dingt, dafl die Metrik dieses Beobachters nur bis auf den konformen Faktor % im Grenzwert

K — 0o mit der Minkowski-Metrik iibereinstimmt. Sie ist umso gréfler je stérker % von 1 ab-
weicht. Insbesondere fiir grofies & und somit schwache Kriimmung K (= %) bedeutet letzteres,
daf ein ESU4-Beobachter nur fiir entsprechend kleine Werte der kosmologischen Konstanten A

(% ~ 1) den Parameter § als Temperatur (nach (5.5)) interpretieren wiirde.

Eine Reskalierung der ¢-Koordinate der Form ¢ := (%)% t’ und der “Zeittranslationen” gf)( ) 3,
(statt ¢¢) in ESUy gleicht den Unterschied aus, da dies nach (4.34) auf die inverse Tempergtur
(%)% B (statt (B) fiithrt. Die Koordinate ¢ entspricht der “Zeit” in den Friedmann-Gleichungen
(s. (4.15) und (4.18)). Der Umstand, daf} es fiir ESU4 zwei natiirliche Zeitskalen gibt, lésst sich
durch die Existenz der zwei Parameter K = % (Kriitmmung) und A (kosmologische Konstante)
verstehen. Beide induzieren ein intrinsisches Langenmafl und mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ ein
assoziertes Zeitmaf. Die Koordinate ¢’ entspricht der “K”-Skala, die Koordinate ¢ der “A”-Skala.
Die vorangegangene Diskussion deutet an, daf§ in Bezug auf den Minkowskiraum die “A”-Skala
geeigneter ist. Die Form der Temperaturfunktion des Beobachters ist von der Wahl der Skalie-
rung unabhéngig.

Zur Veranschaulichung: Fiir unser Universum ist & ~ 5-10% (GroBenordnung: 102°m) und 3 ~
5-103 (GroBenordnung: 1K; Mikrowellen-Hintergrund) in Einheiten mit G = c=h = kg = 1
(z.B. Plack-Einheiten; s. [Bar02]).

Zuriickkomend auf die freie Konstante ¢, wollen wir die in [BS07] getroffenen Wahl diskutieren.
Dort wurde ¢ durch die Vorschrift fixiert, daBl ein geoditischer Beobachter in der de Sitter-
Raumzeit den Erwartungswert des Wick-Quadrates im Grundzustand (f — o0) als 0 de-
klariert. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl die Entwicklung der Hadamard-Parametrix
(4.86) einen fehlerhaften numerischen Faktor 768% (statt in [BS07] (s. S.5) aufweist, ergibt
sich der Wert:

1
19272 )

7

Hinsichtlich der asymptotischen Analyse stellt sich die Frage, ob eine Bestimmung der Konstante
c im Grenzwert § —> oo sinnvoller wire, d.h. am Beispiel ESU4

1 . (
c= lim
SEsu, B—o0

o~ P s )(9)). .19

137Entsprechend der konstruierten KMS-Zustéinde und der verwendeten Dynamiken.
38 Entsprechend der thermischen Referenzzustinde Z.
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Mit der Wahl (5.17) fiir ¢ erhalten wir fiir den Erwartungwert des Wick-Quadrates im Grenzwert
B — oo (s. (5.11)):

13 1 AK=3513 A

li L 92 T 06422 K 964n2 !
61—>Holo w( Bsu, (P)) 96 4m2R/2 K 96 472 (5.19)
13 1
. LR . —
Jim w(: % x(cpaas, (P) =~ 2o (20
. 13+ (=112 1
. P2 . =
N o

D.h. ein ESU4-Beobachter wiirde die KMS-Zustédnde w fiir alle Werte von S mit Referenz-
zusténden identifizieren kénnen. Ein (C)adSy-Beobachter (alle Randbedingungen) dagegen kénnte
dies nur bis zu einem kritischen Wert .. Dieser kritische Wert wére, bedingt durch den Faktor

P p

Desweiteren konnten beide in Abhéngigkeit der Kriimmung (repriisentiert durch K) eine mit (3
zunehmende Abweichung im Verlauf ihrer Temperaturfunktion (5.5) von der durch die Refe-
renzzustinde vorgegebenen festellen. Allerdings ldsst die obige asymptotische Analyse erwarten,
da diese Abweichung fiir einen realistischen Bereich 5 - 103! ~ 8 << & ~ 5-10%, (r, << R)
vernachléssigbar ist.
Die umseitigen Abbildungen (5.4-5.7) zeigen den Verlauf des Wick-Quadrates als Funktion von
B relativ zu der thermischen (Referenz-)Funktion 8 — ﬁ bei & ~ 5-10% (und r, = 0) fiir
ESUy (in der “Zeit” t der Friedmann-Gleichungen, s.o.) und (C)adS, (“transparente” Randbe-
dingungen).

(1 + cos (%)), umso kleiner, je grofler der “Abstand” r/ von den Geoditen bei r! = 0 wiirde.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dal vom Standpunkt des lokalen Gleichgewichtes ein gewisser
Unterschied zwischen den physikalischen Situationen, die durch KMS-Zusténde auf verschiede-
nen (stationdren) Raumzeiten modelliert werden, bestehen kann.

Insbesondere deuten die Ergebnisse an, dafl es in dem betrachteten Modell (masseloses, kon-
form kovariantes Klein-Gordon-Feld) nicht notwendigerweise moglich ist, KMS-Zusténde (zu
einer bestimmten inversen Temperatur ) auf gekriimmten Raumzeiten im Sinne der gewéhlten
KMS-Zusténde scharfer Temperatur im Minkowskiraum (eichinvariant, “schwach-clusternd”,...),
welche die hier verwendeten thermischen Referenzzusténde erzeugen, zu verstehen, nicht einmal
in der idealisierten Messungen “am Punkt”.

Es konnte daher sinnvoll sein, die “Impuls-0-Beitrége” ¢(p, ¢) (vgl. Gleichung (4.6)) zur 2-Punkt-
Funktion ((4.7) und (4.8)) sowohl in der Auswahl der thermischen Referenzzustiande # (Zustande
mit Bose-Finstein-Kondensat), als auch in den betrachten KMS-Zustédnden tiber ESU; und
(C)adS4 zu berticksichtigen. Dies wiirde einerseits die, durch die thermischen Referenzzustande
beschreibbaren, physikalischen Situationen erweitern und andererseits Zustédnde mit modifizier-
ten Temperaturverldufen iiber ESU4 und (C)adSys erlauben.

Ungeachtet dessen, scheinen die gefundenen Abweichungen auf realistischen Skalen minimal zu
sein.
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Abbildung 5.4 — Die Abbildung zeigt den Erwartungwert des Wick-
Quadrates (blau) fiir ESU4 (5.1) als Funktion von 3 mit & ~ 5 - 10 so-
wie die Funktion g — ﬁ (lila) im Bereich 0.1 < % < 1. Die vergroferten
Bereiche lassen auf dieser Skale einen kleinen Unterschied erkennen, der mit

abnehmendem 3 geringer wird.
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Abbildung 5.5 — Die Abbildung zeigt den FErwartungwert des Wick-
Quadrates (blau) fiir ESUy4 (5.1) als Funktion von 8 mit & ~ 5-10%° sowie die
Funktion 8 — ﬁ (lila) im Bereich 1 < % < 10. Der Unterschied wird mit
zunehmendem [ grofler, da der Erwartungswert des Wick-Quadrates gegen

m tendiert.
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Abbildung 5.6 — Die Abbildung zeigt den Erwartungwert des Wick-

Quadrates (blau) fiir (C)adS; (5.2) als Funktion von 8 mit & ~ 5 - 10%

sowie die Funktion f — ﬁ (lila) im Bereich 0.1 < % < 1. Die vergroferten

Bereiche lassen auf dieser Skale einen kleinen Unterschied erkennen, der mit

abnehmendem g geringer wird.
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Quadrates (blau) fiir (C)adSs (5.2) als Funktion von 8 mit & ~ 5 - 10%
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sowie die Funktion 8 — S
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A Differentialgeometrie

Man darf nicht das, was uns unwahrscheinlich und unnatirlich erscheint, mit dem
verwechseln, was absolut unmdglich ist.

CARL FRIEDRICH GAUSS

In diesem Abschnitt finden sich einige grundlegende Definitionen und Aussagen zum Thema
Differentialgeometrie'?. Der Leser sollte mit den Grundlagen topologischer Riume vertraut
sein. Ist dies nicht der Fall, so finden sich Details im Buch von Glen E. Bredon [Bre93]. Ebenso
ist sind Kenntnisse der elementaren Differentialgeometrie im R™ hilfreich!40.

A.1 Mannigfaltigkeiten
Definition A.1:
Fir eine Menge .# nennt man ein Paar (% ,1) ein n-dimensionales Koordinatensystem oder
eine n-dimensionale Karte, falls % C .# und v eine bijektive Abbildung

v —" s U)=W CR" (A.1)
auf eine offene Teilmenge (%) =W des R™ (in der Standard-Topologie) ist.

Bezeichnet man mit v’ : R* — R, i = 1, ..., n die natiirlichen Koordinatenfunktionen, so nennt
man die Funktionen xzﬁ =ul o)

2t

% ———R (A.2)

die zu 1 assoziierten Koordinatenfunktionen.
Sind (U, Vo) und (%p,p) zwei Koordinatensysteme fir 4 mit Uz = U N U # D, S0
bezeichnet man die Abbildung g, = g o Pt

Yo (%3a) V(%Ba)

als Ubergangsfunktion zwischen (Zu, Vo) und (%s,15).

(A.3)

Definition A.2:

Ein n-dimensionaler Atlas'! /" (.#) der Klasse C" (r = 1,2,...,00,w) fiir eine Menge .4 st
eine Familie von n-dimensionalen Koordinatensystemen {( a,wa)}aeA, s.d.

(1) UaeA %04 = '//,
(2) Yaras € CT(R™) Y00y # 2.

Zwei solche Atlanten <" (M#') und B} (M) heiffen kompatibel oder vertréglich, falls ihre Ver-
einigung 6 (A ), gegeben durch die Familie {(%y,y)},cc mit C = AU B, wieder ein n-
dimensionaler Atlas der Klasse C" fiir A4 ist.

139giehe [O’N83](Abschnitte 1, 2, 5, 11 und Appendix B), [HE73](Abschnitt 2), [BGPO7](Abschnitt 1),
[Fri75](Abschnitt 1 und 2), [KN69](Abschnitt 1), [Bre93](Kapitel 2)

9iehe [AF01])(besonders Kapitel 3)

Mlurz: Atlas
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Der Atlas &/ (.#), bestehend aus allen mit einem Atlas < (#) kompatiblen Atlanten, heifit
vollstandiger Atlas zu " (A ).

Es ergibt sich folgendes niitzliche Resultat:

Proposition A.3:

Der wollstindige Atlas " (M) zu einem Atlas (M) fiir eine Menge # ist eindeutig be-
stimmdt.

Bemerkung A.4:

Proposition A.3 erlaubt die Einfiihrung einer Topologie auf A durch die Forderung, daf} die
Abbildungen 5 in & (A) fiir alle & € A Homgomorphismen sind. Man bezeichnet dann
MM ) als eine C"-Struktur auf .#.

Definition A.5:

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit'4? .# (auch .#) der Klasse C" ist eine Menge .4 mit
einem wvollstindigen Atlas (M), s.d. A in der durch < (.#) induzierten Topologie ein
parakompakter Hausdorff-Raum ist'*3.

Bemerkung A.6:

Sind .Z™ und A" zwei Mannigfaltigkeiten der Klasse C" bzw. C* mit Atlanten
A (M) = {(We; Vo) aea w0d F(A) ={(V5,Xp)} ge > 80 wird

M XN ={(p,q) |[pe M, qe N}
mit den Produktkoordinatensystemen

YaXXp

Uo x T Vo (%a) X xp(V5) S R™™ (A.4)

(p,q) (Ya(p); x5(q))

in eindeutiger Weise zu einer (m + n)-dimensionalen Mannigfaltigkeit der Klasse Ccmin(r:s)
M x N heifit das kartesische Produkt von .# und .4 .

Definition A.T:
Sind A" und N zwei Mannigfaltigkeiten, so ist eine Abbildung

sy (A.5)

aus der Klasse CP (p = min(r, s)), falls die Abbildungen

R™ D () 2 \(#) C R™ (A.6)

fiir alle Koordinatensysteme (% ,4) von A und (¥, x) von A in CP(Y(% ), x(¥)) liegen.

¢ wird als Diffeomorphismus der Klasse CP bezeichnet, falls ¢~ existiert und ebenfalls aus der

Klasse CP ist. M und A heiffen dann diffeomorph.

Die Menge der Abbildungen der Klasse CP zwischen A4 und AN wird mit CP(M , N") bezeichnet,

die Menge der Diffeomorphismen der Klasse CP mit DiffP (.4, .N").

Im Fall /" =R oder C wird die Abkiirzung CP(#) bzw. CQ(A) verwendet.

Ferner bezeichnet man den Abschluf der Menge {p € .4 | f(p) # 0} fiir ein f € CP(M) (CL(A))
als den Trager supp f von f.

142} urz: Mannigfaltigkeit
143 Allgemeiner ist es moglich Mannigfaltigkeiten mit Rand zu definieren, siche z.B. [HE73](Abschnitt 1)
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Bemerkung A.8:

Die Eigenschaft der Parakompaktheit einer Mannigfaltigkeit .# hat die niitzliche Konsequenz,
daB8 zu jeder offenen Uberdeckung {%,},; von .# eine untergeordnete Zerlegung der Eins
{fx | K € K} der Klasse C" existiert, d.h.:

(1) fo€ OT(M) ¥k € K™,

2) 0< f. <1Vk €K,

)
)
3) {supp fu}.cx* ist lokal endlich,
4) Vk € K3ve I :supp f. C %

)

(
(
(
(5) Ypex fn=1.
Bemerkung A.9:

Im Folgenden soll eine Mannigfaltigkeit immer von der Klasse C* sein. Dies ist durch die
Tatsache gerechtfertigt, dafi ein vollstdndiger Atlas der Klasse C” r > 1 immer auf einen Atlas
der Klasse C° reduziert werden kann (siche [Kith99] fiir eine Erwidhnung dieses Resultates).
Ein vollstandiger Atlas der Klasse C*° wird auch als glatte Struktur bezeichnet, i.A. wird glatt
als Synonym fiir “von der Klasse C'°°” verwendet.

A.1.1 Vektoren, Kovektoren und Abbildungen
Definition A.10:
Ist A eine Mannigfaltigkeit, so heifst eine Abbildung

C®(H) ——— R (A.7)
Tangentialvektor an p € .4, falls
(1) v(Af + pg) = Au(f) + po(g), (R-Linearitét)

(2) v(fg) =v(f)glp) + f(p)v(g) (Leibniz-Regel)
fiir alle \,p € R und f,g € C®(A) gilt.

Die Menge der Tangentialvektoren an p ist durch die Operationen

(v +0)(f) = v(f) +0'(f), (W)(f) = Ao (f)

fir alle A € R und f € C®°(A) in natirlicher Weise ein Vektorraum, und wird als Tangential-
raum T, (.#) von A an p bezeichnet.

Bemerkung A.11:

Ein Tangentialvektor v € T),(.#) ist ein lokales Objekt, d.h. fiir zwei Funktionen f,g € C*°(.#)
mit fi = gz und einer offene Umgebung % C .# von p gilt:

Ist insbesondere f4 = konst., so folgt v(f) = 0.

Bemerkung A.12:

Sind .# und .4 zwei Mannigfaltigkeiten, so folgt fiir das kartesische Produkt .#Z x A4~ die
Identitét

T(p7q)(./f X L/V) = T(p7q)(% X {q}) D T(qu)({p} X JV) = Tp(%) D Tq(JV), V(p, q) e M xN.

H4giche Def. A.7 zur Erklirung von C"(.#).
145giehe Def. A.7 zur Erklirung von supp f.
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Ein besonders wichtige Beschreibung von Tangentialvektoren erhélt man durch Ableiten entlang
von Kurven in .Z .

Definition A.13:
Eine Kurve in einer Mannigfaltigkeit A4 ist eine glatte Abbildung

I (A.8)

fiir ein offenes Intervall & C R.

Ist 7 ein abgeschlossenes Intervall, so heifft v Kurvensegment, falls v eine glatte Fortsetzung
auf eine offenes Intervall & O ¢ besitzt.

7 ist ein stiickweise glattes Kurvensegment, falls eine (endliche) Partition von ¢ in abgeschlos-
sene Intervalle { Zi},_ 1. cxistiert, s.d. | g fir alle k =1,...,n eine Kurvensegment ist.
Fiir ein offenes Intervall 7 heifst v stiickweise glatt falls v # fur alle abgeschlossenen Intervalle
J C 7 stickweise glatt ist.

Eine Kurve v heif§t fortsetzbar, falls es einen Punkt p € A gibt, s.d. fir alle Umgebungen %
von p ein ty € I existiert mit v(t) € U Yt > tg.'4% Ein solcher Punkt p heifst Endpunkt von .
Der Tangential Vektor +'(t) € Ty (#) an vy ist definiert durch

yr =200y vp e o)

Ist ~'(t) # 0 Vt, so heifst v regulir.

Definition A.14:
Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit A4 ist eine Abbildung

M~ ey Ty (A (A.9)
mit Vi, € Tp(M) Vp € M. Durch
VHP) =Vp(f)pe #, feC(A)
ist eine Wirkung auf C*° () definiert.
V' heifst glatt, falls Vf € C°(H)Vf e C®(MH).
Die Menge der glatten Vektorfelder auf 4 wird mit & (M) bezeichnet. Die Operationen
(V) i= F@Vp (V+ V)= Vip + V],
fiir alle f € C®°(A) machen X (M) zu einem Modul iber C®(A).

Bemerkung A.15:
Eine wichtige Operation auf 2 (.#) wird durch den Kommutator

V(M) x X (M) — s 2w (A.10)

V.V =V(V)) =V(V) V.V e (M), feC(A)

erklart.
Das Paar (2°(#),][ , ]) ist eine Lie-Algebral4”

Ein hilfreiches Resultat fiir Vektorfelder ist das Folgende:

146/—\nde]rb gesagt: v hat eine stetige(!) Fortsetzung nach p.
4Tsiehe Unterabschnitt A.2
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Proposition A.16:

Fiir ein Vektorfeld V€ 2 () und einen Punkt p € A4 mit V), # 0 existiert ein angepasstes
Koordinatensystem (% ,4) um p mit

V =0Y auf %

Definition A.17:
Fiir eine Mannigfaltigkeit . # und einen Punkt p € .# heifst eine lineare Abbildung

Ty( M) ———R (A.11)

Kotangentialvektor an p, d.h. w € (Tp(A))* =T, (M ).
Ty () wird als Kotangentialraum bezeichnet.

Definition A.18:
Ein Kovektorfeld oder eine 1-Form auf .# ist eine Abbildung

M —2 | ey Ty (M) (A.12)
mit Q, € Ty(M) Yp € A . Durch
(Q(V))|p = Q|p(v\p) pe A
ist eine Wirkung auf Vektorfelder V' erkldrt.
Q heifst glatt, falls QV) € C(A)VV € Z(A).
Die Menge der glatten Kovektorfelder wird mit 27*(.#) oder Q* (.4 ) bezeichnet. Die Operationen
(fQ)p = F(P)Qp, (2+ Q/)‘p = Q) + Q‘/p

fir alle f € C®°(#) machen Z*( M) zu einem Modul iber C°(A).

Bemerkung A.19:
Eine Abbildung die eng mit Kovektorfeldern verkniipft ist, ist das Differential

Co(M) — s 2 ) (A.13)
definiert durch
dfip(vp) :==vp(f) p € M, vy € Ty( M)

Das Differential hat die Eigenschaften:

(1) d(Nf + pg) = Mdf + udg (R-Linearitét)
(2) d(fg) = gdf + fdg (Leibniz-Regel)
(3) d(n(f)) = W (f)df (Kettenregel)

fir alle \,p € R, f,g € C°(A) und h € C*°(R).

Eine wichtige Klasse von Vektor- und Kovektorfeldern enthilt die folgende
Definition A.20:
Fiir ein Koordinatensystem (% ,) (fir #") mitp € % und f € C°(A) heiffen

of o I(fo *1) .
o, (p) = = @) ((=1,..,n)

Yo
8i\pf -
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die Koordinatenvektorfelder von ¢ auf % .
Die Koordinatenvektorfelder haben die wichtige FEigenschaft:

00,0 =0¥ij=1,..m.

Analog bezeichnet man die 1-Formen dxfﬂ (1 =1,...,n) als die Koordinatenkovektorfelder oder
Koordinaten-1-Formen von ¢ auf % .
Diese Objekten sind dual zueinander, d.h.

dx:b(af) = 5ij Vi,j = 1, 1

Das folgende Theorem betont die Bedeutung der Koordinatenvektor- und Koordinatenkovektor-
felder.
Theorem A.21:
Ist ™ eine Mannigfaltigkeit und (% ,4)) ein Koordinatensystem um p in A, so gilt"*®:
(1) {(‘ﬁfp}‘ . ist eine Basis von T, ()
1= n

[RAS]

2) {dat,, } st eine Basis von T} (M
(2) Tl o ist eine Basis von Ty (M)

d.h.
v = U(ZL‘Z}) ﬁg‘)p Vo € Tp(A) und w = Zw(@?{p) dzpﬁ/}lp Vw e T, (A )
=1~ i=1 ~—~—
="l =Yw;
Korollar A.22:
Die Koordinatenvektorfelder {a;/)};l und Koordinatenkovektorfelder {dmfb}-,l bilden

eine Basis von 2 (%) baw. X *(U), wobei X' 5)(%) die Menge, der auf % eingeschrinkten,
Elemente von 2 %) () ist', d.h.

V= (Val)oy YV e 2 (%) wnd Q=" Qd}) dxl, ¥Q € 27(U)

i=1 i=1

=Yy =¥Q;

Um (glatte) Abbildungen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten .# und .4#” zu untersuchen, erweisen
sich die folgenden Definitionen als niitzlich:

Definition A.23:
Ist ¢ : M™ — N eine glatte Abbildung, so heifst fir p € .# die Abbildung

Ty(ll) —2" s Ty (N) (A.14)
definiert durch
Gup(V)(f) :=v(f 0 @) Vv € T(A) und f € CF(N)

der Pushforward oder das Differential von ¢.
Sind (% ,2) und (¥, x) Koordinatensysteme um p € M bzw. ¢(p) € AN, folgt mit

148])jese Aussage gilt nur fiir glatte Mannigfaltigkeiten. In allen anderen Fillen ist Einschrinkung auf die von

Wy,

149 Alternativ lisst sich % als offene Untermannigfaltigkeit (s. Unterabschnitt A.1.3) von .# betrachten, fir die
XU ) analog zu ') () definiert ist.

ceey
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Theorem A.21:

Z” Oy} 0 ¢) .

oy X X o

¢*,p(ai|p) - T 8j\¢(p) V’L = 1, -
j=1 P P

Ist 7: N — & eine weitere glatte Abbildung, so gilt:

(70 P)ep = Tug(p) © Prp

Der Pushforward von ¢ kann im Falle eines Diffeomorphismus auch fiir Vektorfelder V- auf .#
definiert werden:

0:(V)f :=V(fog)og™ VfeC®(A)

Bemerkung A.24:

Ist .#™ eine Mannigfaltigkeit mit einer glatten (oder C*-) Struktur & (.#) = {%u,Va}aecas 50
konnen die Differentiale

Ya,x,p

Tp(A) Typop)(R™) ZR", p € Ua (A.15)

der Abbildungen ¢, (o € A), durch die Forderung der Homéomorphie selbiger, genutzt werden,
um eine Topologie auf den Tangentialrdumen T),(.#) einzufiihren.

Im Folgenden wird, sofern nicht anders erwdhnt, immer diese Topologie verwendet.
Definition A.25:

Eine glatte Abbildung ¢ : M — N heifit

(1) Immersion, falls ¢, eine injektive Abbildung fiir alle p € A ist.
(2) Submersion, falls ¢., eine surjektiv Abbildung fiir alle p € A ist.

Das duale Konzept zum Pushforward ist:
Definition A.26:
Ist ¢ : ™ — N eine glatte Abbildung, so heif§t fir p € .# die Abbildung

T (A ) — s Ty () (A.16)

definiert durch

by (W) (V) 1= wW(pup(v)) Yv € Ty (M) und w € T;( (AN)

P)
der Pullback von ¢.

Sind (% ,) und (V,x) Koordinatensysteme um p € M bzw. ¢(p) € N, folgt mit Theorem
A.21:

O Wior) = Z; Tod, dgyp Vi=1,0m
J= p

Ist 7 : N — P eine weitere glatte Abbildung, so gilt:
(1o ¢); = ¢;; o T;f(p)
Der Pullback von ¢ kann auch fiir Kovektorfelder Q0 auf A definiert werden:

(V) p(v) = Qi) (Psp(v)) VP € M, v € TH(M)
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Bemerkung A.27:
Die Matrix

O © )
8:%

P/ i=1,..myj=1,..,n

wird Jacobi-Matriz von ¢ an p relativ zu (%,v) und (¥, x) genannt.

Auch auf Mannigfaltigkeiten gilt der Satz iiber die inverse Funktion.

Theorem A.28:

Der Pushforward ¢y : Tp( M) — Ty (A) einer glatten Abbildung ¢ : M — N ist genau
dann ein Isomorphismus von Vektorrdumen (an p), wenn eine offene Umgebung % wvon p exi-
stiert, s.d. ¢y : U — $(% ) ein Diffeomorphismus ist.

Eine Abbildung ¢, die eine dieser dquivalenten Figenschaften fiir alle p € A erfiillt, heif$t lokaler
Diffeomorphismus.

Ein wichtiges Konzept, das mit Hilfe der Jacobi-Matrix definiert werden kann, ist die Orientier-
barkeit einer Mannigfaltigkeit.
Definition A.29:

Ein Mannigfaltigkeit 4 heifst orientierbar, falls es einen Atlas o () gibt, s.d. die Determinan-
ten der Jacobi-Matrizen der Ubergangsfunktionen positiv sind. Ein solcher Atlas wird orientie-
render Atlas genannt. Wird ein orientierender Atlas fiir # verwendet, so wird .4 als orientierte
bezeichnet.

Alternativ kann Orientierbarkeit mittels der Tangentialrdume einer Mannigfaltigkeit definiert
werden.

Definition A.30:

Sei A" eine Mannigfaltigkeit und p € .# ein Punkt.
FEine Orientierung des Tangentialraums Tp,(.#) ist die Auswahl einer Aquivalenzklasse von Ba-
sen des selbigen beziiglich der Aquivalenzrelation

n
{Ui}z‘:l,...,n ~ {Ug}izl,“.,n s det M >0, v = ZMZJU]- Vi=1,...,n
j=1

Die Menge der Orientierungen {{Uz}z:1n | Die v; bilden eine Basis von Tp(///)}/ ~ von

T,(A) wird mit Or(T,(A)) bezeichnet'®* 151, Die zu einem Koordinatensystem (% ,v) assozi-
ierte Orientierung wird durch die Abbildung

v Uy ONTy () (A.17)

definiert.
Eine Orientierung fiir # wird durch eine Abbildung

Mt ———Upe.y Or(Ty (M) (A.18)

150Es ist direkt ersichtlich, da es nur zwei Orientierungen fiir einen Tangentialraum gibt.
151 Aquivalenzklasen werden wie iiblich durch [ ] gekennzeichnet.
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mit der Figenschaft
3 Koordinatensystem (% ,v) : Ojq = Oy,

gegeben.

A heifit orientierbar, falls eine solche Abbildung existiert. .# heifit orientiert, falls eine Ori-
entierung fir # gewdhlt wurde.

Die Standard-Orientierung auf R" ist durch die Aquivalenzklasse der Standard-Basis {e1, ...,en}
gegeben.

Bemerkung A.31:

Die Definition einer Orientierung fiir eine Mannigfaltigkeit .# zeigt, daB, falls & eine Orientie-
rung ist, auch —& eine Orientierung ist, und diese die einzigen Orientierungen sind, falls .#
zusammmenhingend ist.

Definition A.32:
Ein lokaler Diffeomorphismus ¢ : M — N induziert eine Abbildung

[¢]p

Or(T,(A)) Or(Typ (AH)) (A.19)

[T0itictn] 6 ([{0hims,] ) = [{0en @)}y

Sind O 4, O 4 Orientierung fir # bzw. A, so heifit ¢
(1) orientierungserhaltend, falls [¢],(0 4(p)) = O 4 (Pp(p)) Vp € A,
(2) orientierungséndernd, falls [¢|,(O 4(p)) = —O 4 (¢(p)) Vp € A .

In Analogie zu Bemerkung A.31 sind dies die einzigen Mdglichkeiten, falls A4 zusammenhdngend
15t.

A.1.2 Tensoren und Tensorfelder

Eine wichtige Verallgemeinerung von Vektor- und Kovektorfeldern ist das Konzept der Tensor-
felder. Der Leser sollte mit den Details des algebraischen Tensorproduktes vertraut sein. Ist dies
nicht der Fall, so finden sich Details in [JS06] (Kapitel 7, Abschnitt 10) und [KN63] (Kapitel 1,
Abschnitt 2).

Definition A.33:

Ist M eine Mannigfaltigkeit und p € .4, so heift ein Element 0 € T,(#)*" @ T, (.4)** Tensor
vom Typ (r,s) an p'o2.

Ein Tensor vom Typ (r,0) (r > 1) heifit kontravariant, ein Tensor vom Typ (0, s) heifst kovari-
ant.

Bemerkung A.34:

Tensoren verschiedener Typen kénnen miteinander multipliziert werden:

R=Q|p

T (M) @ T (M) X Ty( M) @ T (M) T () o7 @ T ()25 (A.20)

(0,9)¢ VR,

152 Alle Tensorprodukte, sofern nicht anders vermerkt, sind iiber R. Insbesondere gilt T,S*)(//[ )¥0 =T
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Bemerkung A.35:

Im Folgenden ist die natiirliche Einbettung T),(.#) — T;*(.# ), gegeben durch v(0) := 0(v)
Vo € Ty(AM ), 0 € T, (M), von entscheidender Bedeutung.

Definition A.36:
Ein Tensorfeld vom Typ (r,s) auf # ist eine Abbildung

ot ————Upe s Ty (M) @ Ty (M) (A.21)
Durch
(6(917 ey Qe V1 V;))|p = @|p(Ql|p7 ety Q’r\p? Vl\p? R3] Vts|p) pe M

ist eine Wirkung auf Vektorfelder Vi, ..., Vs und Kovektorfelder )y, ...Q,. erkldrt.

O heifit glatt, falls ©(Q, ..., Q- V1, .., Vi) € C°( M) YV, ... Vs € Z (M), Q,..Q0 € Z(M).
Die Menge der glatten Tensorfelder vom Typ (r,s) auf A wird mit T (A bezeichnet. Insbe-
sondere gilt

(1) Ty (M) =2 (M),
(2) RNM) =2 (M)
(3) sowie T (M) = C®(MH).

Die Operationen

(f@)\p = f(p)®|p7 (@ + @/)|p = @\p + @Tp

fir alle f € C®°(A) machen T (M) zu einem Modul iber C*°(A).

Bemerkung A.37:
Das Produkt von Tensoren verschiedenen Typs (vgl. Bemerkung A.34) kann durch

(@®@/)\p = 6\p®|p f @Ezr(.//),GIEeyut(%)

Ip>

auch fiir Tensorfelder verschiedenen Typs erklirt werden, d.h. es existiert eine Abbildung
T (M) X THM) ———— TIE (M) (A22)

In Analogie zu Korollar A.22 ergibt sich

Korollar A.38:

Ist . #™ eine Mannigfaltigkeit und (% ,v) ein Koordinatensystem um p € A, so bilden die
Tensorfelder {Bx ®.0 85 ® d:):{b1 ®..0 dxf;} eine Basis fiir T (% )3, d.h.

ECTIA )

0= > O(dal},....dxly, 0, ...00) 0 @ ..® 0} ®dal} @ ... @ dxl; VO € T (%)
1<it,eir,J1,e s < f .
=veT,

Bemerkung A.39:

Die Komponenten eines Tensors § vom Typ (r, s) an p € .#™ kénnen beziiglich beliebiger dualer
Basen {v;},_; , und {w’} _ von T),(#) bzw. T (.#) bestimmt werden.
yeeos Jj=1,...n p

0= g O(w", ..., w" V), o, U, )V Q.. QU QW ® ... ® we
1<i1, 0 tr,J1500ds <

193 77(%) ist analog zu 2 ) (%) fiir eine offene Teilmenge % C .# definiert.
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Diese miissen nicht zwingend von Koordinatenvektor- und Koordinatenkovektorfeldern eines
Koordinatensystems (%, ) herriihren.

Analog miissen die Komponenten eines glatten Tensorfeldes © € 77 (%) auf einer offenen Teil-
menge %' C .# nicht beziiglich der Koordinatenvektor- und Koordinatenkovektorfelder eines
Koordinatensystems (%,v) mit %' C % bestimmt werden.

Es kann ein beliebiges Paar ({V;}, {Qj})i,jzl,..,n dualer Basen von 2 (') und Z*(%') ver-

wendet werden, d.h. die V; und QV sind fiir alle 4,7 = 1,...,n (glatte) Vektor- bzw. Kovektorfelder
auf %', s.d. ({Vip} {pr})i,jzl,,,,,n ein Paar dualer Basen fiir T),(.#) und T (.#) ist.

0= Z Q" .., Q" Vi Vi)V ®..0V, @ .00

1<ty yeensfis <
Es ist zu beachten, dafl nun im Allgemeinen
Vi, Vi #0 Vi #j
gilt.

Der Pushforward und der Pullback einer Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten kdnnen
in natiirlicher Weise auf Tensoren und Tensorfelder erweitert werden. Die Erweiterung werden
ebenfalls als Pushforward bzw. Pullback bezeichnet.

Definition A.40:

Ist ¢ . M — N eine glatte Abbildung, so heifit die fiir kontravariante Tensoren an p € M
definierte Abbildung

P,p ”
Tp(.///)®r _— T¢(p) (JV)® (A.23)

Gsp(0) (w1, ..y wr) = O(dp(wr), ..., dp(wr)) Ywr, ...,wp € T (A7) und 0 € T, (M)%"

der Pushforward von ¢.
Ist 7 : N — &P eine weitere glatte Abbildung, so gilt:

(T0)up = Tug(p) © Prp

Ist ¢ ein Diffeomorphismus so kann der Pushforward auch fiir kontravariante Tensorfelder ©
auf A definiert werden:

¢*(@)|¢(p)(wla '--awr) = G\p(qs;;(wl)a 7¢;(w7")) \V/p € '//’ Wi ey Wr € T;(p)(JV)

Definition A.41:

Ist ¢ : M — N eine glatte Abbildung, so heifit die fir kovariante Tensoren an ¢(p) € N
definierte Abbildung

* S ¢;; * S
To) (N ) ———— T (A)* (A.24)
Gy (0) (U1, -0y Vs) i= (P p(V1), vy D p(Vs)) VU1, 0,05 € Tp( A ) und 6 € T;(p)(,/i/)‘gs

der Pullback von ¢.
Ist 7: N — &P eine weitere glatte Abbildung, so gilt:

(T © ¢); = ¢; o T(Z(p)
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Der Pullback von ¢ kann auch fiir kovariante Tensorfelder © auf A definiert werden:

" (©)1p(v1, s Vs) := Oy (Psp (V1) vy Prp(Vs)) VD € M, V1, ..csv5 € Ty( M)

15

Weitere wichtige Operationen sind die Kontraktionen'®* und Derivationen von Tensoren und

Tensorfeldern.
Definition A.42:

Ist A" eine Mannigfaltigkeit und 6 ein Tensor vom Typ (r,s) anp € A, so heifien die (linearen)
Abbildungen

<
Ty (M) @ T (M) — L Ty (M) @ T (M), i =1,0im (A.25)

definiert durch

i-ter Eintrag

3

%ﬁp(e)(wla"'7(")1”717/1}17"'71)871) = 9(&]1,..., 77k y ey Wr—1,V1,5 -1y gk: ,...,Usfl)

j-ter Eintrag

1111

Basen von Ty(A) baw. T, (#) sind, die Kontraktionen von 6 ber i,j an p.

Aufgrund des Transformationsverhaltens von Vektoren und Kovektoren unter einem Wechsel der
dualen Basen ist diese Definition unabhdingig von der Wahl selbiger.

Die Kontraktionen lassen sich zu C*° (4 )-linearen Abbildungen

&
THNM) ————— T MM, i,j=1,..,n (A.26)

S

definiert durch
i-ter Eintrag

n P
7 o k
G (O)p(W1s ey Wr—1, V1,5 ey Us—1) 1= E Op(wi, - Q|p g Wre 1, Uty ey Vilp 5oy Us—1)
k=1

j-ter Eintrag

fir alle vy, ...,vs—1 € Tp( M) und wi, ...,wr_1 € T;(.///), wobei {V%}z=1n und {Qj }j:1 _,, duale
Basen von Z (%) bzw. Z*(%) fir eine offene Teilmenge % < .M mitp € U sind, f;)r;fsetzen.
Diese Abildungen heiffen ebenfalls Kontraktionen von © dber i,j. Ebenso ist die Wohldefiniert-
heit durch das Transformationsverhalten von Vektor- und Kovektorfeldern unter einem Wechsel

der dualen Basen gesichert.

Definition A.43:

Fiir eine Mannigfaltigkeit A ist eine Tensor-Derivation an p € 4 eine Familie von linearen
Abbildungen

Ty (M) @ T (M) e e s T3 (M), 1,5 >0 (A.27)
mit den Eigenschaften
(1) (Do), ) =(Dp( ), ) +&( ., D)), (Leibniz-Regel)
(2) D06l =C o0,

“auch: Verjiingung
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Analog ist eine Tensorfeld-Derivation diber # eine Familie von linearen Abbildungen

D=7

T (M) TI(M), 1,5 >0 (A.28)

S

mit den Eigenschaften (1) und (2)1°°.

Proposition A.44:

Ist 9 eine Tensorfeld-Derivation iber einer Mannigfaltigkeit ., so existiert fiir alle offenen
Teilmengen % C M eine eindeutige Tensorfeld-Derivation D, iiber % mit

D O ) = (20) 14

fiir alle (glatten) Tensorfelder © iiber 4, d.h. Tensorfeld-Derivationen sind lokale Objekte.
Ferner ist jede Tensorfeld-Derivation 9 iiber M fiziert durch die Angabe von 2 und 9}.

Bemerkung A.45:

Ist V € 2 () ein Vektorfeld auf .#, so heifit die Tensorfeld-Derivation Ly, gegeben durch
(1) Lv(f) =V, Vf € Cx(A),
(2) Lv(W) :=[V,W], VW € Z'(A),

die Lie-Ableitung beziiglich V.

Wesentliche Aussagen zur Klassifikation von Tensor- und Tensorfeld-Derivationen liefern die

folgenden Theoreme.

Theorem A.46:
157

Fiir eine Mannigfaltigkeit .# ist die Lie-Algebra'®® Derz(p) der Tensor-Derivationen'®” an
p € M isomorph zur Lie-Algebra End(T,(.#))r, der Endomorphismen'™® von Ty (4 ).
Der Isomorphismus wird induziert durch die Einschrinkung

Dp — .@3 D € Der 7 (p)

Ip

einer Derwation auf T,(4).

Theorem A.47:

Jede Tensorfeld-Derivation & dber einer Mannigfaltigkeit # hat eine eindeutige Zerlegung
9P=Ly+ M

fiir ein Vektorfeld V € 2 () und ein Tensorfeld M € T () vom Typ (1,1).
Dabei operiert M punktweise als Derivation durch den Isomorphismus in Theorem A.46%°.

A.1.3 Untermannigfaltigkeiten
Definition A.48:
Fiir eine glatte Abbildung

M ———— (A.29)

% verwende 2 und %
156giehe Unterabschnitt A.2
®"Die Lie-Klammer ist durch [Z,, @l'p] = Dp o D}, — 9|, © D) fiir Derivationen 7, 7, an p € .4 gegeben.
1%*Die Lie-Klammer ist wie fiir Der# (p) durch [B),, Bl’p] := By, o B|, — B[, o B}, fiir Endomorphismen
By, B|, € End(T,,(.#))1. gegeben.
159Beachte: Ty, () @ Ty (M) = End(Ty,(A)).
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heifst das Paar (A ,¢) Untermannigfaltigkeit von .4 der Kodimension cod y.# := dim A" —
dim.#, falls

(1) ¢ eine Immersion ist,
(2) ¢ injektiv ist.
(A, ®) heifst eingebettete Untermannigfaltigkeit, falls zusdtzlich

(3) ¢: M — ¢(M) ist ein Homomorphismus, falls () mit der Unterraumtopologie von
N versehen wird.

gilt.
Eine Untermannigfaltigkeit (A ,¢p) einer Mannigfaltigkeit A mit Kodimension cod gy # = 1
heifit Hyperflache.

Die Struktur von Untermannigfaltigkeiten wird durch das folgende Theorem verdeutlicht.

Theorem A.49:

Fiir eine Untermannigfaltigkeit (4™, p) von N existieren fiir jeden Punkt p € .# Koordina-
tensysteme (% ,4) um p und (¥, x) um ¢(p), s.d.

MU —C sy (A.30)

R™"2DY(%) ————x(¥) CR"

1: R™ — R” ist die, durch (1, ...,xm) — (T1,..., Tm, 0, ...,0) gegebene, Inklusion.

Eine wichtige Klasse von Untermannigfaltigkeiten erhélt man durch

Proposition A.50:

Ist ¢ : M™ — N eine glatte Abbildung und q € A ein regulirer Wert von ¢, d.h. ¢,
ist surjektiv fir alle p € ¢~1({q}), dann ist $=*({q}) eine eingebettete (m — n)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von A .

Erwahnenswert ist noch das folgende Resultat von Whitney, das besagt, daf} fiir eine bestimmte
Klasse von Mannigfaltigkeiten jede solche als Untermannigfaltigkeit eines R™ (fiir geeignetes n)
aufgefasst werden kann'6Y.

Theorem A.51:

Jede (glatte) Mannigfaltigkeit A", die das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfillt, kann als einge-
bettete Untermannigfaltigkeit, und abgeschlossene Teilmenge, des R?*™ realisiert werden.

A.1.4 Vektorfelder und Integralkurven
Definition A.52:

FEine Kurve v : & — A in einer Mannigfaltigkeit .4 heifit Integralkurve eines Vektorfeldes
VeZ(A), falls

’y/(t) = VA/(t) Vte I

gilt.

160K gibt ein dhnliches Resultat von Nash fiir Riemann’sche Mannigfaltigkeiten.
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Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz in der Theorie gewdhlicher Differentialgleichungen liefert:
Theorem A.53:

Fiir ein Vektorfeld V€ 2 (.#) und einen Punkt p € 4 existieren ein offenes Intervall & > 0
und eine eindeutige Integralkurve ~v : & — M mit v(0) = p.

Korollar A.54:

Sind v,( + I — M Integralkurven von V. € X (M) mit y(t) = ((t) fir eint € I, so gilt
bereits v(t) = ((t) fir allet € &

Bemerkung A.55:

Die Menge Iy, := {v: %, — .# | 7(0) = p,  ist Integralkurve von V'
maximales Element vy, : £ — 4 mit I :=U,¢/,
Yv,p heiBt mazimale Integralkurve von V anp. V helﬁt vollstandzg, falls .7, = R fiir alle p € A .

61 hat ein eindeutiges

Das Konzept der maximalen Integralkurve fithrt zu
Proposition A.56:
Der Flufl eines Vektorfeldes Ve Z (M) ist die Abbildung

((pt)e M xR|teF) =T i Y (A.31)

(p,t) ¥ (p) == wp(t)

YV st glatt und hat die Eigenschaften:
(1) ¥ =ida,
(2) (bY o )(p) = ¥ie(p) fiir s,t € A,

(3) Es existieren offene % C M und & C R, s.d. % —> W (%) fir alle t € 7 ein Diffeo-
morphismus mit () )1 =Y, ist.

¢|‘;/xﬂ wie in Figenschaft (3) heifit lokaler Flufl von V.

Bemerkung A.57:
Fiir eine vollsténdiges Vektorfeld V € 2 () ist die Abbildung

R—" Diff*° (.#) (A.32)

ein Homomorphismus von Gruppen.
Man bezeichnet {wg’ |t e IR} als eine 1-Parameter Gruppe von Diffeomorphismen.

Es besteht eine enge Verbindung zwischen dem (lokalen) Fluf eines Vektorfeldes V' und dem
Kommutator [V, . ].

Proposition A.58:
Sind V,W € X (M) und )V der lokale Fluff von V beip € M, so gilt:

V.w], = hm% ((wyt)*,le(p) (I/V\i/)l/(p)) - VV|P>

t—0

Ly (W), = limtﬁo% ((wYt)*’W(p) (VVthV(p)) - VV@) wird als Lie-Ableitung von W beziiglich
V' bezeichnet.

1611y, ist durch Inklusion bzgl. der Definitionsbereiche halbgeordnet.
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Korollar A.59:
Sind V,\W € Z (M) vollstindige Vektorfelder und {th}teR, {v!"

Parameter Gruppen von Diffeomorphismen, so gilt

}teR die assoziierten 1-

W oV =W o)Vt s e R < [V,IW] =0

A.1.5 Differentialformen und Integration auf Mannigfaltigkeiten

Eine wichtige Klasse von Tensorfelder auf einer Mannigfaltigkeit bilden die sogenannten Diffe-
rentialformen.

Definition A.60:
Ist A" eine Mannigfaltigkeit und p € A, so wird durch die Abbildung

TH M) — 5 PY(TE(M)) = AT M), (A.33)

mit

s 1
P3(0)(v1, .y v5) = > sen(0)0(Vg(1), -+ Vas))
0’665

fir alle 0 € Ty ()% und vy, ...,vs € Ty(M), das s-fache duBere Produkt von T (.4) defi-
niertl62,163

Die direkte Summe
AT (M) == PN Ty ()
s=0

wird mit der Abbildung

NT3 (M) x AT (M) A AT () (A.34)

(6,6) (st potu(g @ 6') = O A 0/

slu!

als duBere Algebra von T;(.#) bezeichnet. Die Abbildung N : AT (M) — AT, (M) heifit
ebenfalls dufleres Produkt. Es hat die Eigenschaften

(1) 01 A (92 + 63) =01 N0+ 01 N0O3V0,,....05 € AT;,k (/%) (DiStributiVitét)
(2) 01 N (02 A 93) = (91 A 92) ANO3s =01 NbOy N3 VO, ...,05 € AT;(,//) (ASSOZiatiVitiit)
(8) ONO" = (=1)"0' NONO € AT, (M), 0 € AT, (M) (graduierte Kommutativitéit)

(4) ANO=X0=0ANAVAER, 0 € AT (A)

Definition A.61:
Eine s- oder Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit .A™ ist eine Abbildung

o —= Upe/// AT (A) (A.35)

mit @, € AT (M) Vp € M.

Die s-Formen auf # sind also gerade die antisymmetrischen Tensorfelder vom Typ (0, s).

%2Beachte: A°T (.#) = 0 fiir s > n.
163Flemente aus NTy () sind antisymmetrisch beztiiglich ihrer Argumente, d.h. 0(vi,...,vi, ..., v5,...,vs) =
(V1 .0y U, ooy Uiy o, 0s) YO € AT (M), V1, ..., 0s € Tp(A) und 1 < i # j < s.
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Die Menge der glatten s-Formen auf # wird mit Q°(.#) bezeichnet'%*. Q%(.#) ist folglich ein
C>® (M )-Untermodul von TL ().
Die direkte Summe

) =P ()
s=1

wird mit
(w A =@ A w"p Vo € Q¥( M), @ € QM) (0 < s,u<n)
zu einer C° (A )-Algebra und wird als duBere Algebra von .# bezeichnet.

Fiir Differentialformen liasst sich Korollar A.38 folgendermaflen formulieren:

Korollar A.62:

Ist A" eine Mannigfaltigkeit, (% ,%)) ein Koordinatensystem um p € 4 und w € Q5(%)'%, so
gilt

- L 1! Js
w =s! E w]17,,,7j5d95¢ A A dajw ,
1< <..<js<n

d.h. die Menge {d:zzpl Ao Adz?

w} ist eine Basis von (.4 )15,
1< <js<n

Eine wichtige Beobachtung ist, daf§ das Differential d (vgl. Bemerkung A.19) auf die duflere
Algebra Q(.#) eine Mannigfaltigkeit fortgesetzt werden kann.

Proposition A.63:

Ist A#™ einer Mannigfaltigkeit und Q) deren duflere Algebra, so existiert eine eindeutig be-
stimmte lineare Abbildung

Q) —2—— Q) (A.36)
mit den Eigenschaften
(1) d(Q*(A)) C QT (M) Y1 <5 <n'7,
(2) df(V) =V [NfeC(H), VeX(A),

(3) dlw Aw') =dw ANw' + (—1)’w A dw’
Voo € Q5( M), @' € QU MA), (graduierte Leibniz-Regel)

(4) d*>=dod=0.

Diese Abbildung heifit dufleres Differential.
Ist (% ,%) ein Koordinatensystem und w € Q*(% ), so gilt

dw = s! Z d wwjl,,,.7j5 A da:fpl A A d:cf;
1< <..<js<n

164Es gilt: QO(#) = C° () und Q' (A).

195vel. T(U).

'%Die Dimension von Q°(%) iiber C*(.#) ist daher (7). Dies kann, mittels eines Atlanten, zur Definition der
Dimension von Q°(.#) verwendet werden.

167Beachte: Q°(.#) =0Vs >n
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Korollar A.64:
Ist ¢ : M —> N eine glatte Abbildung, so ist der Pullback ¢* ein Homomorphismus der

Algebren (QUA),d) und (Q(A),d)'®, d.h.

(1) ¢"(w+ ') = ¢"w + ¢"’,

(2) ¢"(w A w') = ¢*w A e,

(3) ¢*(dw) = d(¢"w)
fir alle w € Q5(A), w' € Q(MA).
Ferner impliziert dies

doLy =Lyod

fiir alle V€ 2 ()19,

Bemerkung A.65:

Fiir eine Mannigfaltigkeit .#"™ bilden die n-Formen eine ausgezeichnete Klasse von Differential-
formen. Wegen Korollar A.62 gilt, dal Q" (.#) lokal'™ ein eindimensionaler Modul iiber C*(.#)
ist, d.h. es gibt lokal bis auf Multiplikation mit einer Funktion f € C°°(.#) nur eine n-Form.
Ist w € Q(A) so gilt:

W(Vl, vy Vi) = det(M)w(Wl, s W)

fir alle Vi, ..., Vo, Wi, ..., Wy, € Z(A) mit V; = > 0 MW Vi=1,...,n.

Aufgrund dieser Eigenschaft kann die Existenz einer nirgends verschwindenden n-Form auf .#
verwendet werden um eine Orientierung von .# zu definieren, indem analog zu Definition A.30
eine Orientierung von T, (.#) fur p € .# durch

@p(V1, s Un)

w‘p(v’l, ey Uh)

{Ui}izl,...,n ~ {Ug}izl,...,n = >0

fir Basen {v;},; , und {v;},_,  von T,(.#) definiert wird!"l. Es gilt sogar, daf die Exi-
stenz einer nirgends verschwindenden n-Form auf .# #dquivalent zur Orientierbarkeit von . ist.
Eine nirgends verschwindende n-Form auf .# wird auch als Volumenform bezeichnet. Die Be-
griindung liefert die folgende Definition.

Definition A.66:

Ist A™ eine orientierbare Mannigfaltigkeit, o/ (M) = {Uo,Va}aca ein lokal endlicher, orien-
tierender Atlas mit einer untergeordneten Zerlegung der Eins {fo}taca und w, mit
@\, = 1! oy ndri A A da, eine n-Form auf A, so heift fir g € CO(4)'™

(e %4

/// gw=mnl) /a(%) Fa(a ()g(Wa (W) “@y ity

acA

das (orientierte) Integrall73:174

R"™ zu verstehen.

von g beziiglich w. Die rechte Seite ist als Lebesgue-Integral im

168K orrekterweise sollte man die Unterscheidung in d_z und d_y treffen, allerdings zeigt die Koordinatendarstellung,
daBl d nicht von den speziellen Eigenschaften einer Mannigfaltigkeit abhingt.

169Djes kann als eine charakterisierende Eigenschaft von Lx verwendet werden.

170Betrachte Q™ (%) fiir eine geeignete Koordinatenumgebung,.

"Die kanonische Orientierung des R™ wird durch d"u = du® A ... A du™ festgelegt.

Y20 () (r =0, ...,00) bezeichnet die Funktionen der Klasse C™ mit kompaktem Triger auf ..

1T3Kin Integral ohne Bezug auf die Orientierbarkeit von .# kann definiert werden, indem in der Definition “wy,... »
durch [*@1,... n| ersetzt wird.

1" Die Ausdehnung dieses Integral-Begriffs auf eine groBer Klasse von Funktionen ist méglich.
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Diese Definition ist aufgrund des Transformationsverhaltens von Differentialformen unabhdingig
von den getroffenen Wahlen. Lediglich ein Wechsel zur entgegengesetzten Orientierung von A,
hier durch —.# bezeichnet, impliziert:

/ gw:—/ gw Vg € CU(A).
— M M

Ist w eine Volumenform und A C .4 eine Teilmenge mit
charakteristischer Funktion x4 € C2(.#), so heifit das Integral

/w:—/ XA
A M

das Volumen von A beziiglich w.

Definition A.67:

Sind (M, y) und (N ,w_y) zwei Mannigfaltigkeiten mit Volumenformen und ist
¢ M — N eine glatte Abbildung, so heifst die Funktion Jy € C®(4), definiert durch

Jow.n = ¢ (@wx),

die (relative) Jacobi-Determinante von ¢ beziiglich w 4 und w 4. Ist ¢ ein lokaler Diffeomor-
phismus so gilt:

Js(p)Jy-1(9(p)) =1

A.2 Lie-Gruppen
Eine Synthese des Mannigfaltigkeits- und Gruppen-Begriffs liefern die Lie-Gruppen.

Definition A.68:
FEine Lie-Gruppe ¥ ist eine Gruppe und eine (glatte) Mannigfaltigkeit, wobei die Abbildung

GxG——— (A.37)

(g,h) ———— gh~!

glatt ist. Die Fins in ¢ wird mit e bezeichnet.
Ein glatter Gruppenhomomorphismus ¢ : G —— A zwischen Lie-Gruppen &, heifit Lie-
Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung A.69:
Fiir eine Lie-Gruppe ¢ sind die Abbildungen

A Ny (A.38)

R
g————Y, g9
definiert durch
Ly(h) := gh und Ry(h) := hg, YVh e ¥

Diffeomorphismen.
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Es folgt, dafl auch die Abbildung

Adg,:=L,oR _
g Ly (A.39)

ein Diffeomorphismus ist. Ferner gilt:
Lyo Ry =RpolL, Vg, h € 9.

Definition A.70:

FEine Lie-Gruppe 7€ heifit Lie-Untergruppe einer Lie-Gruppe ¢, falls € eine Untergruppe und
Untermannigfaltigkeit (beziiglich der Inklusion auf Gruppenebene v : H — 4G ) von & ist.

Definition A.71:

Eine 1-Parameter Untergruppe einer Lie-Gruppe 4 ist ein stetiger(!) Gruppenhomomorphismus

R—2 9, (A.40)

wobei R als Gruppe iber + aufzufassen ist.

Definition A.72:

FEine abgeschlossene Untergruppe 52 einer Lie-Gruppe & ist eine Untergruppe und abgeschlos-
sene Teilmenge von 4.

Eine wichtige Aussage iiber abgeschlossene Untergruppen von Lie-Gruppen liefert

Theorem A.73:

FEine abgeschlossene Untergruppe & einer Lie-Gruppe 9 ist eine eingebettete Untermannigfal-
tigkeit (beziiglich der Inklusion auf Gruppenebene) von &, d.h. F ist insbesondere eine Lie-
Untergruppe von 4. Ferner gilt:

Es existiert eine eindeutige glatte Struktur auf den Linksnebenklassen 7 von F in ¥, s.d.
G ——T G| (A.41)
ein Faserbiindel mit Fasertyp € ist'™>. Ferner ist die Abbildung

@ G | A (A.42)

(9,kH)———— gkH
glatt.

Eng verkniipft mit Lie-Gruppen ist das Konzept der Lie-Algebra.

Definition A.74:
Fine Lie-Algebra g (iber R) ist ein Vektorraum (iber R) mit einer linearen Abbildung

gog— (A.43)

mit den Figenschaften

(1) [X,Y]=—-[YV,X] VX,Y € g (Anti-Symmetrie)

1755, Unterabschnitt A.3
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(2) IX,Y], 2] + [V, 2], X] +[[Z,X],Y] =0 (Jacobi-Identitiit)

Ein Lie-Algebrenhomomorphismus ¢ : g — b zwischen Lie-Algebren g, Y ist ein Homomorphis-
mus von Vektorrdumen, s.d.

o([X,Y]y) = [p(X), (V)]
fir alle X,Y € g gilt.

Bemerkung A.75:

Fiir einen Lie-Gruppenhomomorphismus ¢ : 4 — 5 ist das Differential ¢, : g — b ein
Lie-Algebrenhomomorphismus.

Definition A.76:

FEine Lie-Unteralgebra b einer Lie-Algebra g ist ein unter | , | abgeschlossener Untervektorraum
von g, d.h.

[X,Y]ehVX,Y €b.

Definition A.77:
Ein Vektorfeld X auf einer Lie-Gruppe 4 heifst links- bzw. rechts-invariant, falls

Ly«(X)=X bzw. Ry «(X)=XVge¥

gilt. Dies impliziert insbesondere X € 2 (9).
Die Menge der links-/rechts-invarianten Vektorfelder 2%/ 2 bildet einen Untervektorraum
von 2 (¥) und ist abgeschlossen unter [, |, d.h.

(X, Y] e 2% baw. Y 2 VXY € 27 baw. 7 X,
denn es gilt'":
Lgsol,]=[,]0L2baw. Ry,o[,|=[,]oRSIVge¥.

Die folgenden Aussagen gelten in passender Form auch fiir rechts-invariante Vektorfelder, al-
lerdings soll hier nicht mit der Tradition, links-invariante Vektorfelder zur Definition der Lie-
Algebra einer Lie-Gruppe zu verwenden, gebrochen werden.

Definition A.78:
Die Lie-Algebra g einer Lie-Gruppe ¢ ist 277
Ein niitzliche Realisierung von 27 liefert

Proposition A.79:
Fiir eine Lie-Gruppe ¢ ist die Abbildung

g=2% ——1.(9) (A.44)

X X|e
ein (natirlicher) Isomorphismus von Vektorrdumen. Die Umkehrung ist durch

X, = Lgso(X) Vg €9 fiir X € T,(9)

1"6Diese Eigenschaft gilt fiir jeden Diffeomorphismus ¢ einer Mannigfaltigkeit .#, d.h. ¢. ist ein Automorphismus
der Lie-Algebra 27 ()
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gegeben.
Dieser Isomorphismus induziert eine (natiirliche) Lie-Algebren-Struktur auf Te(9):

[Xv Y] = [L( . ),*,e(X)’L( . ),*,e(Y)] e VXY € Te(g)'

Eine Unterscheidung zwischen 2™ und T,(%) ist folglich unnétig.

Bemerkung A.80:

Ist 2 : ' — & eine Lie-Untergruppe einer Lie-Gruppe ¢ und h bzw. g die zugehorige Lie-
Algebra, so gibt es zu jedem Xy € b eine eindeutige Fortsetzung X € g, gegeben durch

Xglg = Lgxeq (Xh) Vg e g

mit Xb = e, (Xme%,). Da 1, und Ly, Vg € 4 Lie-Algebrenhomomorphismen sind, kann b als
Lie-Unteralgebra von g aufgefasst werden.

Eine wichtige Abbildung in der Theorie der Lie-Algebren wird durch die folgende Definition
gegeben.

Definition A.81:
Fiir eine Lie-Gruppe ¥ mit Lie-Algebra g, heifit die Abbildung

g—> 9, (A.45)
definiert durch
exp(X) :=vx.(1) VX € g,

die Exponentialabbildung von ¢. Dabei ist yx e die mazimale Integralkurve von X € g(= %g)
an e €9 (s. Bemerkung A.55).

Die Exponentialabbildung ist wohldefiniert dank
Theorem A.82:
Die Fxponentialabbildung exp : g — ¢ einer Lie-Gruppe ¥ hat die folgenden Eigenschaften

(1) exp ist wohldefiniert, denn die links-invarianten Vektorfelder X € g(= 2°7) sind vollstindig.
(2) exp ist glatt.

(3) exp(0) =,

(4) exp((s +t)X) = exp(tX)exp(sX) VX € g, t,s € R,

(5) exp, o(Xo) = Xje, wobei Xo € To(g) der mit X € g kanonisch identifizierte Tangentialvek-
tor an 0 € g ist.
Eigenschaft (5) besagt, daf exp, oTo(g) =g g = Te(9Y) die identische Abbildung ist!7,
Durch die Exponentialabbildung einer Lie-Gruppe ¢ konnen die 1-Parameter Untergruppen
letzterer beschrieben werden.
Proposition A.83:
Alle 1-Parameter Untergruppen ¢ : R — & einer Lie-Gruppe & sind von der Form

o(t) = exp(tX) Vt e R (A.46)

fiir ein X € g. Insbesondere ist ¢ schon glatt.

17"Beachte Theorem A.28.
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Theorem A.82, insbesondere Eigenschaft (5) der Exponentialabbildung, zusammen mit dem
folgenden Lemma, besagt, dal nicht nur g durch eine beliebige Umgebung der Eins in ¢ bestimmt
ist, sondern in gewissem Mafle auch die Umkehrung gilt.

Lemma A.84:

Die Zusammenhangskomponente 4y der Eins einer Lie-Gruppe ¥ wird von einer beliebigen of-
fenen Umgebung der Eins erzeugt. Folglich ist 4y durch eine beliebige Umgebung 4 der Null in
g und die Kenntnis von expy bestimmd.

Die Bedeutung von Lie-Gruppen und Lie-Algebren wird durch ihre Wirkung auf anderen Struk-
turen verdeutlicht.

Definition A.85:

Ein endlichdimensionaler Vektorraum V heifit zusammen mit einem glatten

Lie-Gruppenhomomorphismus'™
g —L QL) (A7)
bzw. Lie-Algebrenhomomorphismus'™
g ———gl(g) (A.48)

¢-Modul bzw. g-Modul.

Proposition A.86:
Ist G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, so heiffen die Abbildungen

Adi=Ad( | ..

9 — GL(g) (A.49)
und
ad:=Adx e

g gl(g)
adjungierte Darstellung von ¢ bzw. g.
Es gilt

Ad(expy (X)) = expgr () (ad(X)) VX € g
sowie

adx(Y) = [X,Y] VX,Y € g,
insbesondere driickt sich die Jacobi-Identitiat durch
ad[X,Y}g(Z) = [adx, adY]g[(g) (Z)VX,Y,Z g

aus.

Definition A.87:
Eine Lie-Gruppe 4 wirkt (glatt) auf einer Mannigfaltigkeit .4 von rechts bzw. links, falls es eine

I8GL(V) ist aufgefasst als offene Teilmengen von R? dim(V) eine Lie-Gruppe.
1941(g) ist die Lie-Algebra von GL(V).
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Abbildung
g—" S Diff>() (A.50)
gibt, mit den Eigenschaften
(1)
G M——— M (A.51)

(9,p) —————pg(p)

ist glatt.

(2) Es gilt pgn(p) = pr(pg(p)) bzw. pgn(p) = pg(pn(p)) fir allep € A, g,h €Y.

Die Abbildung p heifst Rechts- bzw. Links-Wirkung von ¢ auf .# . Man schreibt auch py(p) = pg
bzw. py(p) =gp firpe #, g€ 9.
p heifst

(1) effektiv'®, falls p,(p) =p Vp € M = g = e gilt.
(2) frei, falls 3p € A : py(p) =p = g = e gilt.
(3) transitiv, falls Vp,q € 4 39 € 9 : py(p) = q gilt.

Proposition A.88:

Ist 4 eine Lie-Gruppe die von rechts auf einer Mannigfaltigkeit .# wirkt und g die zugehorige
Lie-Algebra, so definiert

d
X//l|pf = % t_ofopexp(tX)(p)v Xeg

einen Lie-Algebrenhomomorphismus
09— 2(A). (A.52)

Ist die Wirkung p effektiv, so ist o ein Lie-Algebrenisomorphismus. Ist die Wirkung p frei, so
ist o(X) ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf # fiir alle X # 0.
X y heifft Fundamentalvektorfeld zu X € g an A .

A.3 Faserbiindel

Faserbiindel stellen eine Verbindung zwischen der Theorie der Mannigfaltigkeiten und der Ana-
lysis der Abbildungen zwischen ihnen her.

Definition A.89:

Ein Faserbiindel & diber einer Mannigfaltigkeit A4 mit Fasertyp % und Strukturgruppe ¥ ist
eine Mannigfaltigkeit'®', ebenfalls &, mit

(1) einer glatten, surjektiven Submersion
E—T—— M, (A.53)

(Biindelprojektion)

180y61. “nicht-ausgeartet” fiir Darstellungen von C*-Algebren; Definition D.19
181 kurz: Faserbiindel; geschrieben: (&, .4, 7, %, p,¥9).
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(2) einer Mannigfaltigkeit F mit einer (effektiven'®?) Links-Wirkung p einer Lie-Gruppe 4,

(3) einem mazimalen 9-Biindelatlas, d.h. einer mazimalen'®® Familie offener Teilmengen
{Ue | U © MY oep mit Upep Uo = A und Diffeomorphismen {a} e a

) U T (A.54)

N

s.d. Ppa =Yg ot fir Upo, = U N Ue # D durch

idy,  Xpg
B Ba
Upo x F 021002,

Upo X F, (A.55)
fiir eine glatte Abbildung gga @ Usa — 4, gegeben ist. Man bezeichnet {(%a,Va)}oca als
lokale Trivialisierungen von &', Die 98a heifsen Ubergangsfunktionen des Faserbiindels
und erfillen die Pri-p-Kozykel-Bedingung

9oy (P)9+8(P)98a(p) €E{g €Y | pg =idz} VD € Uypa = Uy N\ Us N Ua.

Besitzt ein Faserbiindel eine globale Trivialisierung, d.h. eine lokale Trivialisierung (% ,1) mit
U = M, so wird es als trivial bezeichnet.

&, =1 Y({p}) = F heift Faser iiber p € M .
Fin Biindel-Homomorphismus zwischen zwei Faserbiindeln & und &' ist ein Paar (glatter) Ab-

bildungen (¢, ¢~)), s.d

e— " e (A.56)
M T M
kommutiert, d.h.
mop=¢gor.

Insbesondere ist ein Biindel-Homomorphismus also fasererhaltend,

/
d-h. §(&) C & Ip € M.

FEin Biindel-Homomorphismus (¢, <;~5) heif$t Biindel-Isomorphismus, falls beide gg und ¢ zusdtzlich
Diffeomorphismen sind.
Bemerkung A.90:

Die Fasern &), sind zu .# diffeomorphe, abgeschlossene, eingebettete Untermannigfaltigkeiten
von & fiir alle p € .

82Djese Bedingung kann auch fallen gelassen werden, ist aber in vielen Fillen erfiillt.

183Djes ist, wie auch die Kompatibilitét, in vlliger Analogie zur Maximalitédts-/Kompatibilitdts-Eigenschaft fiir
Atlanten von Mannigfaltigkeiten zu verstehen.

184Dje Abbildungen 71, 72 : Yo X F — U, F sind die Projektionen auf den ersten bzw. zweiten Faktor.
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Bemerkung A.91:

Ein Faserbiindel kann durch Angabe einer Mannigfaltigkeit .# mit einer offenen Uberdeckung
{%} oc 4» einer Mannigfaltigkeit .7 mit einer Links-Wirkung p einer Lie-Gruppe ¢ und einer
Familie von Abbildungen {ggo : %0 — ¥ | o, 8 € A, 3o # D} mit der Pri-p-Kozykel-
Bedingung konstruiert werden.

Ist die Wirkung p effektiv, so sind die Ubergangsfunktionen eines Faserbiindels eindeutig be-
stimmt und erfiillen die Kozykel-Bedingung

ga'y(p)gvﬁ(p)gﬂa(p) =eVpe€ %7504 = ?/,y N ?/5 NY,.

Methoden zur Konstruktion neuer Faserbiindel aus gegebenen liefern die folgenden zwei Defini-
tionen.

Definition A.92:

Ist (&, 4,7, F,p,9) ein Faserbiindel, M eine Mannigfaltigheit und ¢ - M' — M eine glatte
Abbildung, so heifit (¢o*&, M, 7', F,p,9)

Fe—2 g (A.57)

mit
(1) ¢*& = {(p’,x) eM xE | )= F(]))} C A" x & in der Unterraumtopologie,

(2) 7 §*E — M definiert durch 7' (', z) = 7\ (p,x) =P/,

(3) ¢:¢*E — & definiert durch ¢(p',x) = mh(p/,z) = z.
das durch {ZS und (8, M ,7,.F,p,9) induzierte Faserbiindel. Die lokalen Trivialisierungen fiir
¢* (&) ergeben sich aus denen fir & in folgender Weise:
Sind {(%a,Va)}aeca lokale Trivialisierungen von &, so definiert man fiir *(&) (%3, 90) Y wen
mit (%, = ¢~ (U), Y, = idy: x (w0 1p)) Va € A als lokale Trivialisierungen's®.

[0}

U x F e gy @) — U x F (A.58)
! i U,
¢

Fiir die Ubergangsfunktionen des Biindels ergibt sich
Vha = idyy, X pg, it G = Gga 0 &

¢*& ist bis auf Biindel-Isomorphismen eindeutig bestimmid.

185Djie so definierten lokalen Trivialisierungen koénnen in eindeutiger Weise zu einem maximalen Biindelatlas erweitert
werden.
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Definition A.93:

Ist (&, M ,7,F,p,9) ein Faserbindel, {gpo | o, € A, Usa # D} eine assoziierte Familie
von Ubergangsfunktionen und F' eine weitere Mannigfaltigkeit mit einer Links- Wirkung p' von
G, s.d {980 | 0,8 € A, Uo # D} auch die Pri-p'-Kozykel-Bedingung erfiillt, so heifit das
dadurch konstruierbare Faserbiindel mit Fasertyp 7' das durch p' zu & assoziierte Faserbiindel
(& Xy F' M7, F' p,9G).

Ein entscheidendes Konzept in der Theorie der Faserbiindel ist das der Schnitte dieser.
Definition A.94:
Ist (&, M , 7, F,p,9) ein Faserbiindel, so heifit eine (glatte) Abbildung

M—& (A.59)
mat
mos=id g

(globaler) Schnitt des Faserbiindels. Die glatten (globalen) Schnitte von & werden mit I'( 4, &)
bezeichnet.
Ist 4 C M eine offene Teilmenge, so heifit eine (glatte) Abbildung

Y —& (A.60)
mat
mos=Iidy

lokaler Schnitt des Faserbiindels. Die glatten, lokalen Schnitte von & iber % werden mit (% , &)
bezeichnet. Fin lokaler Schnitt s : A — & 1iber einer abgeschlossenen Teilmenge A € A heif§t
glatt, falls es eine offene Teilmege % 2O A und ein s' € (%, &) gibt, s.d. s"A = s gilt.

Bemerkung A.95:
Die (lokalen) Schnitte I'(%, &) eines Faserbiindels & liefern durch

¢~)*s :=1idgy X (s0¢)
Schnitte ¢*s € D(%’, $*&) des induzierten Faserbiindels (¢*&, ¢).

Die Existenz lokaler Schnitte in einem Faserbiindel ist durch die lokale Trivialitéit letzterer
gesichert. Die Existenz globaler Schnitte ist hingegen eine nicht triviale Frage, allerdings liefert
das folgende Theorem eine Existenz-Aussagen fiir einen wichtigen Spezialfall.

Theorem A.96:

Fiir ein Faserbiindel (&, 4,7, F,p,9) mit F" diffeomorph zu R™ und einen (glatten) Schnitt
s: A — & fiber einer beliebgen, abgeschlossenen Menge A C & gibt es einen (glatten) Schnitt
s M — & mitsiA:s.

A.3.1 Vektorbiindel

Eine wichtige Klasse von Faserbiindeln bilden die Vektorbiindel (vgl. zusétzlich [Nic07]).
Definition A.97:
FEin Faserbindel (&, 4,7, F,p,9) heifit (IK—)Vektorbiindel (IX = R, C), falls

(1) der Fasertyp durch F™ = K" gegeben ist und fiir jede lokale Trivialisierung (% ,) und je-

den Punktp € % die Abbildung m20v¢, : &, — K™ ein Isomorphismus von Vektorriumen
1st.
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(2) die Strukturgruppe durch 4 C GL,,(IK) gegeben ist.
Der Rang von & ist:
rank(&) = dimg (%) = n.
Die Schnitte T'(.# , &) werden mittels der Operationen
(s +5)(p) := s(p) + 5'(p) und (fs)(p) := f(p)s(p) Vp € M, [ € C¥(M), 5,5 €T(M,E)

zu einem C° (A )-Modul. Der Tréger eines Schnittes s ist die Menge
supp(s) :={p € .4 | s(p) # 0}.
Definition A.98:

Ein Biindel-Homomorphismus (¢, é) zwischen zwei Vektorbiindeln & und &' heifit Vektorbiindel-
Homomorphismus, falls die Abbildungen

P&,
& ———— gé)(p) (A.61)
fiir alle p € A linear sind.

Viele algebraische Operationen aus der Theorie der Vektorrdume kénnen durch faserweise Aus-
fithrung auf Vektorbiindel {ibertragen werden. Die folgende Definition gibt die grundlegenden
Beispiele an.

Definition A.99:

Sind & und &' Vektorbiindel mit Ubergangsfunktionen {98a | @, B € A, U # D} bzw.
{9par | &\ 8" € A, Uy # D}, s0 lassen sich folgende Vektorbiindel konstruieren:

(1) & ® & diber M x A" mit Faser (6 @ &)y =& @ &),

und Ubergangsfunktionen 98a @ 9o’ » (Tensorprodukt)
(2) & é“i’ iber M x M mit Faser (8 ® &) ) 1= & B &y
und Ubergangsfunktionen gg, @ g/, (direkte Summe)
3) &* diber M mit Faser & = (&,)* und Ubergangsfunktionen g Dual).
14 p Ba

(peMyped)
Ist M = #' so wird in der Regel das durch

M ———— M X M (A.62)

Pr—————(p,p)

induzierte Vektorbiindel betrachtet.

Bemerkung A.100:

Die Tensorbiindel

Ti M = | ] Ty(M)*" @ Ty (M) 1,5 >0
pEM

konnen in natiirlicher Weise als Vektorbiindel iiber .#"™ mit Fasertyp R™ "~ und Strukturgruppe
GLy,rs(R) aufgefasst werden. Die Spezialfille T.# = T}.# und T* .4 := TY.# bezeichnet man
als Tangential- und Kotangentialbiindel.

Die Tensorfelder auf .# sind die Schnitte dieser Biindel.
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Definition A.101:

FEin (lokales) Basenfeld in einem Vektorbindel & vom Rang n iber .4 ist ein
Vektorbiindel-Isomorphismus

UK — () (A.63)

fiir eine offene Teilmenge % , der die Identitit auf % induziert. % x K™ ist als triviales Biindel
tber U zu verstehen.
Hiufig werden auch die (lokalen) Schnitte

eq ' =¢(04) eT(%,E) (a=1,...,n),

als (lokales) Basenfeld bezeichnet, wobei 0o (p) := vo(Vp € % , ) und {va }a=1,..n die kanonische
Basis von K" ist.
Ein Basenfeld ist das Inverse einer Trivialisierung.

1186

Eine entscheidende Zusatzstruktur fiir Vektorbiinde sind die Zusammenhénge.

Definition A.102:
Ist & ein Vektorbiindel tiber 4, so heifft eine lineare Abbildung

DM, TM)RST(M,E) ——— T (M, E) (A.64)

(V, 3) f VVs

mit den Figenschaften
(1) Vyys = fVys fir alle f € C®(A), Ve (M, T M), sc (M, E),
(C*° (A )-Linearitit)
(2) Vv(fs)=(Vf)s+ fVys fir alle f € C°(A), Ve (M, TMH), scT(H,E&),
(Leibniz-Regel)
Zusammenhang oder kovariante Ableitung auf &.

V wird durch die Vorschrift V f = df auf C® () fortgesetzt.

Bemerkung A.103:

Die Werte Vy s(p), fiir einen Punkt p € .#, eines Zusammenhangs auf & héngen nur von V|,
und den Werten s« fiir eine Kurve vy : .# — .# mit v(0) = p und +'(0) = V), ab. Es ist also
sinnvoll Vs € &), fiir v € T),(.#) zu schreiben.

Die Existenz von Zusammenhéngen auf Vektorbiindeln ist durch Theorem A.96 gesichert.

Die Differenz zwei Zusammenhinge V und V' iiber eine Vektorbiindel & liefert einen Schnitt:

V-V =Myy eDNMT R E)

Definition A.104:

Ist & ein Vektorbiindel iber A, NV ein Zusammenhang auf & und =y : [a,b] — A ein Kurven-
segment, so ist durch die folgende Konstruktion ein Isomorphismus von Vektorrdumen

P
Ey(a) ———— En) (A.65)

1850der auch fiir Faserbiindel im Allgemeinen (vgl. [KN63]).
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definiert.
P,(0) := s(b) fiir die eindeutige Losung s € I'([a,b], &) der gewdhnlichen, linearen Differential-
gleichung

Vys=0
auf [a,b] mit der Anfangsbedingung s(a) = o'87.
Die Abbildung p- heifit Paralleltransport entlang .

Bemerkung A.105:

Sind V und V' Zusammenhiinge auf Vektorbiindeln & und &”, so lassen sich das Tensorprodukt
V @ V', die direkte Summe V & V' und das Dual V* mit der Forderung, daf§ die Abbildungen

T(A,&) x T (A& = T( M x M ERE (A.66)

()

DM, &) x T(M,E) ()

kovariant konstant sind, erkliren!®8. Es ergeben sich die Formeln
(1) (VaoV)yw)(s®s)=(Vys)@s +s2 (Viys),

(2) (Ve V)ww (s s) = (Vvs) & (Vys),

(3) (Vys™,s) = —(s%, Vys) + V(s 5)

fiv alle Ve (A, T ), W e V(M TH"), s cT(M,E), s*cT(M,E), s eT(M,E").
Dies erlaubt es hdohere kovariante Ableitungen auf einem Vektorbiindel & mit Zusammenhang
V durch die Wahl eines weiteren Zusammenhangs V7 7 auf T*.# zu definieren:

%
%

V' T, E) — T( M, T* M @ &) mit V's = (VI 0D o v v @V (Vs))
(r>1)

Definition A.106:

Ist & ein Vektorbiindel vom Rang n dber .#™ mit einem Zusammenhang V und (% ,) ein
Koordinatensystem fir .# mit einem Basenfeld {eq}a=1,. n tber % in &, so ist die lokale
Zusammenhangs-1-Form durch

ZZF dmw®eg = Veq

B=1i=1

definiert. Die Funktionen {F?a}izl,.‘.,m;a,ﬂzl,.‘.,n auf % heiffen die Christoffel Symbole beziiglich
(62/’ ¢) und {ea}azl,,..,n'

Definition A.107:
Ist V ein Zusammenhang auf einem Vektorbindel &, so heifst der Schnitt

ReT(M NT M ®ERE), RV,W)s :=Vy(Vs) — Viw(Vvs) — Vs

18"\Man nutzt hier aus, daf die Losungen einer gewdhnlichen, linearen Differentialgleichung auf dem ganzen Intervall
definiert sind, fiir das die (glatten) Koeffizientenfunktionen gegeben sind.
188yg]. Proposition A.44.
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der Kriimmungstensor von V. Insbesondere hingt (R(V,W)s)(p) nur von Vi, W), und s(p) ab.

Eine weitere, hdufig verwendete, Zusatzstruktur auf Vektorbiindeln sind Fasermetriken.

Definition A.108:

Eine Fasermetrik auf einem Vektorbiindel & iiber A ist ein Schnitt g € T( A, (E*)%?), s.d. g(p)
fir alle p € A ein (hermitisches) Skalarprodukt auf &, induziert.

Bemerkung A.109:

Die Existenz einer Fasermetrik g auf einem Vektorbiindel & wird durch die Existenz lokaler
Schnitte und einer Zerlegung der Eins gesichert. Wird die Eigenschaft, dafl g positiv definite
Skalarprodukte auf den Faser induziert, dahin abgeschwiicht, dafl g(p) eine nicht-ausgeartete,
symmetrische Bilinearform iiber &), ist, so gilt diese Aussage nicht.

Betrachtet man das Zusammenspiel von Zusammenhéngen und Fasermetriken, so erweist sich
die folgende Definition als niitzlich.

Definition A.110:

Ist & ein Vektorbiindel iber .4 mit einer Fasermetrik g und einem Zusammenhang V, so heifit
V metrik-vertraglich (beziiglich g), falls die Metrik kovariant konstant ist, d.h.

(V¥)#2g =0.

Bemerkung A.111:

Ist & ein Vektorbiindel mit Fasermetrik g, so wird durch
v (w) = g(p)(v,w) Vw € &; vEE,, pE M

ein Vektorbiindel-Isomorphismus

e (A.67)

&
‘ﬂ JW*
id_y
M————— M
induziert. Dieser Isomorphismus erlaubt es zur Fasermetrik g auf & durch

9" (0) (", w*) = g(p) ()~} ("), (+)) " (w")) Yo", w* € &5 p € M

eine duale Fasermetrik g* auf &* zu assoziieren.
Ferner werden durch das Tensorprodukt und die direkte Summe von Vektorbiindeln & und &’
auch das Tensorprodukt g ® ¢’ und die direkte Summe g ® ¢’ zweier Fasermetriken induziert!®?.

A.3.2 Lineare Differentialoperatoren
Definition A.112:

Ein linearer Differentialoperator zwischen Vektorbiindeln & und &' (beide diber .#?) vom Rang
m bzw. n ist eine lineare Abbildung

(A, &) —L—T(a, &) (A.68)

mit der Figenschaft:

189 Allgemeiner iibertragen sich diese Operationen auf die Schnitte der Vektorbiindel.
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Fiir jeden Punkt p € M existieren ein Koordinatensystem (% ,x) und Abbildungen v und i/,
fir die (% %) und (% ,4') lokale Trivialisierungen von & bzw. &' sind, s.d.

B o, ol -
(Ps)(p) = Z (?l)f(gz) L A%(p) e Syx | » Syx =m0 050X !
|o <k x(p)

mit A% : % — Hom(R™,R") Vo fiir alle s € T(%,&) gilt*™".

Ein solches Tupel (% ,x,v¥,v") wird als trivialisierendes Koordinatensystem fiir P bezeichnet.
Die hichste Zahl k € IN, s.d. Ay # 0 fiir ein o mit || = k, heifit die Ordnung von P; geschrieben
ord(P) = k.

Definition A.113:

Ist P ein linearer Differentialoperator der Ordnung k zwischen Vektorbiindeln & und &', und
(U, x,,%") ein trivialisierendes Koordinatensystem von P um p € 4%, so definiert die Vor-
schrift

d
op(p)(w) := Z (¢|’g};)71 o (waA(p)) 0 ig,, w= sz- dxiclp e T, (A)

la|=k i=1
eine Abbildung

Tl —E—— & ® & = homg (&, &). (A.69)
op heifft das Hauptsymbol von P und ist unabhdngig von den getroffene Wahlen.

Bemerkung A.114:

Sind P und P’ zwei lineare Differentialoperatoren der Ordnung k bzw. &’ zwischen Vektorbiindeln
& und &' bzw. & und & (alle iiber .#), so ist P’ o P ein linearer Differentialoperator zwischen
& und &" mit ord(P' o P) < k+ K.

Fiir die Hauptsymbole gilt die Gleichung

opop(w) =op(w)oop(w) YVw e T* 4.

Definition A.115:

Ist P ein linearer Differentialoperator zwischen Vektorbiindeln & und &' diber A und ist w
eine Volumenform auf 4, so existiert ein eindeutig bestimmter linearer Differentialoperator P*
zwischen & und &*, charakterisiert durch die Eigenschaft'"

/ (8™, Ps)w = / (P*s™, s)w Vs e Do(M, &), s € Do(M,E™).
M M

P* heif$t der (formal) adjungierte lineare Differentialoperator zu P. Es gilt ord(P) = ord(P*)
und (P*)* = P92,
A.4 Distributionen auf Mannigfaltigkeiten

I turn away with fear and horror from this lamentable plague of
functions which do not have derivatives.

CHARLES HERMITE

0 .. . .. _ d. L d Colel alel
«a ist ein Multiindex o = (a1, ..., aq) € N |af := 307 au; o B

1T bezeichnet die glatten Schnitte mit kompaktem Triger.
?Beachte den natiirlichen Vektorbiindel-Tsomorphismus (6*)* = &
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Dieser Abschnitt gibt eine kurze Einfithrung in die Theorie der Distribution in Vektorbiindeln.
Details zur klassischen Theorie im R"™ finden sich im Buch von F.G. Friedlander ( [Fri75], Ab-
schnitt 2).

Definition A.116:

Fir ein Vektorbindel & iber A wird der C° (A )-Modul To(A,&) der glatten Schnitte mit
kompaktem Triger als Raum der Testschnitte 2 (.4, &) bezeichnet.

Sind V und VT Zusammenhinge und g und g7 Fasermetriken auf & bzw. T* #, so de-
finiert man die C",-Halbnormen, fiir ein Kompaktum % T .# und einen Index r € IN, auf
D(M,E) durch

P— 7
Isllcr, = o Sup [(V's H(TW,@@(E) s € D(M,E),
T*//l . M - .
wobei || . |99 (T a5 28), die durch g und g7 induzierte Norm auf den Fasern (T*.#®"®&),, p €
M ist.

Eine (lokal konvexe) Vektorraum-Topologie wird auf P( M ,&) durch die folgende Vorschrift
eingefiihrt:

FEine Folge {sp}new C D( M, &) konvergiert gegen 0 € D (M, &), falls
(1) 3 T A :Vn :supp(sy) C

Die Definition der C",-Halbnormen ist unabhdngig von den getroffenen Wahlen fiir V, v

g und g7 | da alle Normen auf den endlich-dimensionalen Vektorriumen (T* A%" ® &),

(pe A, r E IN) dquivalent sind, die Menge & kompakt ist und die Differenz zweier Zusam-
menhinge durch einen Endomorphismus in jeder Faser (T* #4®" ® &)y, der glatt von p abhingt,
gegeben, ist.

Definition A.117:

Eine Distribution in & mit Werten in einem endlich-dimensionalen (IK—) Vektorraum V193,194
ist eine stetige, lineare Abbildung

M, E)—2 . (A.70)

Die Distributionen in & mit Werten in K bilden also den (topologischen) Dualraum 2* (.M , &)
von D(M,E*). Daher lassen sich die Distributionen in & mit Werten in 'V als

DM, EV) = D*(M,E) @K V verstehen!.

D*( M, 8, V) wird mit der schwach-*-Topologie zu einem topologischen Vektorraum.

Der Trager einer Distribution © € (M ,&,V) ist definiert als

supp(®) :={pe€ 4 |V offenen % C .M :pc U3Is € D(M,E"), supp(s) C % : D(s) # 0}.

Korollar A.118:

FEin lineares Funktional © iber Z(M ,E*) ist genau dann ein Element von 2*(M,&,V), wenn
fiir alle Kompakta & T M gilt: Es existieren 0 <r € N und 0 < C € R, s.d.

D)y < Cllslles,

fir alle s € D( A ,E) mit supp(s) C & . Die Zahl r wird Ordnung von © dber £ genannt.

193kurz: Distribution

1947yje Angabe einer Vektorraum-Topologie auf V ist undtig, da endlich-dimensionalen IK-Vektorriume normierbar
und alle Normen auf diesen dquivalent sind.

19Die Topologie auf 2 (.4, &) @k V ist komponentenweise durch die von 2*(.#,&) gegeben.
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Bemerkung A.119:

Lemma A.120 erlaubt die stetige Fortsetzung von Distributionen ® € 2*(.#,&,V) mit kom-
paktem Tréiger auf I'(.#,&™*) durch die Forderung, dafl ein Kompaktum .# und 0 < r € NN,
0 < C € R existieren, s.d.

D(s)ly < Cllsllon,

firalle s € I'(#, &*) gilt. Der so konstruierte Unterraum von Z*(#, &, V) wird mit I'™* (.4, &, V)
bezeichnet und ebenfalls mit der schwach-*-Topologie versehen.

Alternativ kann I'*(.#, &, V) als der Raum der stetigen, linearen Abbildungen

T(M,E)—2 v, (A.71)

wobei I'(.# , £*) mit der durch die Familie {|| . HC} |r € N, # C .} induzierten Vektorraum-
Topologie versehen wird, verstanden werden.

Lemma A.120:

Ist A eine Mannigfaltigkeit mit Volumenform w, so existiert eine natiirliche, lineare, stetige'®®
FEinbettung

DM,E) QY ———— D(M,E,V) (A.72)

gegeben durch
(s @) (s") = </ (s*,s)w) o Vs* e DM, E);s € D(AM,E),veV.
M

v kann als lineare Abbildung'®” auf T'(A#,&) @k V ausgedehnt werden. Ferner erlaubt es 1 den
singuléren Triager einer Distribution © € *(M# ,&,V) zu definieren:

sing supp(®) = {pe |Poffenes C M :peW :IscT(M,8) KV :
D(s*) =u(s)(s")Vs" € D(M,E7)}.

Im Folgenden werden einige wichtige Operationen mit Distributionen erklért.

Lemma A.121:
Die Distributionen (M, &, V) bilden eine C° (A )-Modul. Die Modulstruktur wird durch
(fO)(s) =D(fs)Vs € D(M,E); f € C°(M), D € D*(M,E,V)

erklirt. Diese Operation ist stetig auf (M ,E,V).

Lemma A.122:

Ist ® € (M ,8,V) eine Distribution und ¢ : N — M ein Diffeomorphismus von Mannig-
faltigkeiten mit Volumenformen w 4 bzw. w_ g, so wird durch

(¢*D)(s) :=D(Jy-1 - (¢~ ")*s) Vs € D(N, (¢*E))

eine Distribution ¢*© € P*(N,¢*E, V) definiert. ¢*D heifit der Pullback von © entlang ¢.
Der Pullback ist stetig in D*(M,E,V), da ¢ eine eigentliche'®® Abbildung ist.

196Die Topologie auf 2 (4, &) @k V ist, analog zu 2*(#,&) QK V, komponenten Weise durch die von 2(.#, &)
gegeben.

197 An dieser Stelle wird auf die Frage nach der Stetigkeit von ¢ verzichtet.

198Kine Abbildung heifit eigentlich, wenn die Urbilder kompakter Mengen kompakt sind.
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Lemma A.123:

Ist P ein linearer Differentialoperator zwischen Vektorbiindeln & und &', so hat P eine (kano-
nische) stetige, lineare Fortsetzung

DM, EV)—L g (w,E,V), (A.73)
definiert durch
(PD)(s) =D(P*s) Vs € D(M,E); D€ D (M,E,V).

Proposition A.124:

Das Tensorprodukt zweier (elementarer) Distributionen ® @ v € * (M, &, V) und
D' @v e (M, E V") wird durch

(D@0)® (D' @v)(s) = (D(D'(s)))(v @) = (D'(D(s))) (0@ V) Vs € I(M x M, D &)

erklart'.
Dies liefert eine stetige, bilineare Abbildung

D(MEV) % D (M, E V) —2 (M x M, ERE VRV, (A.74)

Sind P und P’ zwei lineare Differentialoperatoren auf & bzw. &', so wird das Tensorprodukt
von P ® P’ durch

(PP (DxD):=(PD)x (P

definiert.

199Die Wohldefiniertheit folgt aus Lemma 1.1.6 in [BGP07] und Theorem 2.4.2 in [Fri75].
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B Semi-Riemann’sche Geometrie

Die Anschauungen iiber Raum und Zeit, die ich Ihnen entwickeln mdchte, sind auf
experimentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin liegt ihre Stdrke. Ihre Tendenz ist eine
radikale.

Von Stund an sollen Raum fiir sich und Zeit fiir sich vollig zu Schatten herabsinken und nur
noch eine Art Union der beiden soll Selbstindigkeit bewahren.

HERMANN MINKOWSKI

Dieser Abschnitt liefert eine Einfiihrung in die Theorie der Semi-Riemann’schen Geometrie.
Auflerdem finden sich hier einige grundlegende Aussagen, die in der vorliegende Arbeit verwendet
werden.

Fiir Details und weitergehende Resultate sei auf das Buch von Barrett O’Neill [O’N83], besonders
Kapitel 3 — 5, verwiesen. Notationen und Konzepte aus der Differentialgeometrie finden sich in
Appendix A.

B.1 Grundlagen
Definition B.1:

Eine Mannigfaltigkeit .# heifit Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Metrik g, falls das
Tangentialbiindel T.# mit einer, nicht notwendig definiten®*®, Fasermetrik g versehen ist.

A heifst Riemann’sche Mannigfaltigkeit, falls g, Vp € .4 positiv definit ist.

M heifst Lorentz’sche Mannigfaltigkeit, falls fiir den Index®*! ind(gy,) gilt:

ind(g(p)) = 1.

Bemerkung B.2:

Streng genommen, ist eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit ein Paar (.#, g), bestehend aus
einer Mannigfaltigkeit .# und einer Fasermetrik g auf T.#, allerdings soll dies im Folgenden
durch .# abgekiirzt werden, sofern keine Verwechselungsgefahr besteht.

Definition B.3:

Fiir zwei Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten .# und A, sowie eine glatte Abbildung
¢ M — N, heifst das Paar (M, $) (eingebettete) Semi-Riemann’sche Untermannigfaltigkeit
von N, falls (A, ) eine (eingebettete) Untermannigfaltigkeit von A ist und

" (9n) =9
gilt.

Definition B.4:

Sind M und N Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten, so wird das kartesische Produkt 4 x N
durch

goaxy = (M) (g.n) + (m2)" (9.1

in natirlicher Weise zu einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit.

Die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten sind die
Isometrien.

20°Die (In-)Definitheit bezieht sich natiirlich auf die Bilinearformen g,, p € .#
201Der Index einer Bilinearform B auf einem Vektorraum V ist die groBte (natiirliche) Zahl k, s.d. ein Unterraum
W C V mit dim(W) = k existiert und Bjy negativ definit ist.
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Definition B.5:

Ist ¢ : M — N ein Diffeomorphismus zwischen Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten A
und A, so heifst ¢ Isometrie, falls

¢ (9x) = 9.4

gilt. A und N heiflen dann isometrisch.
Eine glatte Abbildung ¢ : M — N zwischen Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten .4 und
A heif$t lokale Isometrie, falls

¢*7P : (Tp(%)mg//ﬂp) — (T¢(p) (t/V)vgJV\qS(p)% Vp e A

ewne lineare Isometrie ist.

Eine isometrische Einbettung ¢ : 4 — A ist eine glatte Abbildung, s.d. die Finschrinkung
¢ M — ¢(M) eine Isometrie ist. ¢(.A) wird dabei mit der Unterraum-Topologie von N
versehen.

Die Tangentialvektoren an eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit zerfallen in drei Klassen.
Definition B.6:

Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und v € T,(.A) ein Tangentialvektor, so un-
terscheidet man die Fille??:

(1) v heif$t raumartig, falls g,(v,v) > 0 gilt.
(2) v heifst lichtartig, falls g, (v,v) =0 gilt.
(3) v heifit zeitartig, falls g,(v,v) <0 gilt.
Analog nennt man eine Kurve bzw. ein Kurvensegment v : % — M
(1) raumartig, falls g, (Y'(t),~'(t)) > 0Vt € 7 gilt.
(2) lichtartig, falls g,)(7'(t),7/(t)) = 0 Vt € S gilt.
(8) zeitartig, falls g, (7' (t),7'(t)) <0Vt € I gilt.
Ein(e) nicht raumartige Kurve/Kurvensegment wird auch als kausal bezeichnet.

Fiir orientierbare Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten erlaubt die Metrik g die Definition
einer speziellen Volumenform.

Definition B.7:

Ist A eine orientierbare Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und (%, Va)acA €in orientieren-
der Atlas, so definiert die Vorschrift

1
(VD (dV)z := (lgya| ()2 - dul Ao Adu™, Yo € Yo(%); (a € A)
eine Volumenform dVy, auf A . |gy,| (x) bezeichnet die Determinante der Matriz
a, —1 L Vo Vo .
{ glj(wa (w)) L g|w&1($)(81|1/1;1(x)’angl(z))}zﬂzl"n

Das Transformationsverhalten

uko oh—1
’Qwal(fv)zdet<<d( Yoty )

2
dul a:>kl1n> |96, | (Vg 003 (@), (o, B € A)

sichert die Wohldefiniertheit.

2auch: kausaler Charakter.
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B.1.1 Der Levi-Civita Zusammenhang

Fiir Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten existiert ein ausgezeichneter Zusammenhang auf
dem Tangentialbiindel.

Theorem B.8:

Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so existiert ein eindeutiger Zusammenhang V
auf T A# mit den Figenschaften

(1) T(V,W) :=VyW —VyV —[V,IW] =0, (torsionsfrei)
(2) (V*)¥2g = 0203, (Metrik-Vertréglichkeit)
fiir alle V,\W € Z°(M). V heifit der Levi-Civita Zusammenhang von .# und wird durch

g(VyW,U) = %(VQ(W7 U)+Wy(U,V) = Ug(V, W) = g(V, [W,U]) + g(W, [U, V]) + g(U, [V, W]))

(Koszul-Formel)

charakterisiert.
T heiffit Torsionstensor von V.

Sofern nicht anders erwéhnt, ist fiir eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit V immer der
Levi-Civita Zusammenhang gemeint.
Weitere wichtige Differentialoperatoren werden durch die folgende Definition erklart.

Definition B.9:

Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so werden durch die Metrik g die folgenden
Differentialoperatoren induziert:

(1) grad f := (x9)"Y(Vf) fiir f € C®(H), (Gradient)
(2) divV :=€L(VV) fiir Ve X (), (Divergenz)
(8) Of := —divgrad f fir f € C°(H). (Laplace-d’Alembert-Operator)

Korollar B.10:

Die Christoffel Symbole des Levi-Civita Zusammenhangs einer Semi- Riemann’schen Mannigfal-
tigkeit A™ sind, beziiglich eines lokalen Koordinatensystems (% ,1)) und des assozierten Basen-
feldes {8?}1-:1,._,,” m T H, durch

1 n

k kil

LG = 5 § g (angjl + a;pgil — 3#9@')
=1

gegeben?9?t.

Korollar B.11:
Ist ¢ : M — N eine Isometrie, so gilt fir die Levi-Civita Zusammenhinge V% und V- :

0u(VIW) = Vi )W), W W € 2 ().

Korollar B.12:

Der Paralleltransport im Tangentialbiindel T .# einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit A ,
gegeben durch den Levi-Civita Zusammenhang von 4 , ist eine lineare Isometrie entlang jedes

2037Zur Erklirung von (V*)®? siche Bemerkung A.105 und Proposition A.44.
» sind die Komponenten der dualen Metrik ¢g* beziiglich des dualen Basenfeldes

.....
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Kurvensegmentes v : ¢ — M .
Ferner ist der Paralleltransport erhalten unter lokalen Isometrien, d.h. fir ein Kurvensegment

v a,b] — A gilt:

M _ pN
¢*ﬁ(b) °© Pv - P¢07 © qb*ﬁ(a)

fir alle lokalen Isometrien ¢ : M — N .

Eine entscheidende Grofle in der Semi-Riemann’schen Geometrie ist der Kriimmungstensor (s.
Definition A.107) des Levi-Civita Zusammenhangs?%>.

Proposition B.13:

Ist A™ eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und R € 931(//1) der Krimmungstensor des
Levi-Civita Zusammenhangs NV auf A, so gilt:

(1) Ry(v,w) = —Rjp(w,v),

(2) 91p(Ryp(v, w)u, 0) = —g),(Ryp(v, w)o, u),

(3) Ryp(v, w)u+ Rip(w, u)v + Riy(u, v)w = 0,

(4) 9p(Bpp(v, w)u, 0) = gp(Ryp(u, 0)v, w),

(5) (VoR)|p(w,u) + (VuR)p(u,v) + (VuR)p(v,w) = 0
fiir alle v,w,u,0 € T (7(v) = 7(w) = 7(u) = 7(0) = p)2.
In lokalen Koordinaten (% ,4) ist der Krimmungstensor durch

le] = 6?}1_‘2 ad}rlk + Z Fzm jk ]m %) (i7j7k7l =1, 777’)

mit R(@Zw,c{?f)(?w Syl kw (i,j,k =1,...,n), gegeben.

Ferner ist der Krummungstensor erhalten unter lokalen Isometrien ¢ : M —> N, d.h.

¢*,p(R\fl<U, w)u) = |¢> p)(¢*,p( V), Gap(W)) P p (1)
fir alle v,w,u € T,,(A).

Weitere assoziierte Groflen des Riemann’schen Kriimmungstensors sind der Ricci-Tensor, die
Skalarkriimmung und die Schnittkriimmung.

Definition B.14:

Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und R € %1 (M) der Riemann’sche Krimmungs-
tensor.

(1) Die Kontraktion®®” Ric := %4 (R) € 5 (.#) heifst Ricci-Tensor. In lokalen Koordinaten
(% , %)) ist dieser durch die Formel

n
Rij=> Rpy; (i,j=1,..,n)
k=1

205Der Kriimmungstensor des Levi-Civita Zusammenhangs wird auch als Riemann’scher Kriimmungstensor bezeich-
net.

20Tn Eigenschaft (5) wird der induzierte Zusammenhang auf T.# ® T*.# ebenfalls mit V bezeichnet.

207ygl. Definition A.42
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gegeben. Relativ zu einem orthonormalen?8 Basenfeld {e;}i=1,..n in T A ergibt sich

Ric(V, W) =Y g(ei, e)g(R(V, ex)es, W), V,W € 2 (),
i=1

wodurch die Symmetrie Ric(V,W) = Ric(W, V) YV, W € Z () erkennbar ist**".
Gilt fiir # Ric = 0, so heifst .# Ricci-flach.

(2) Die Skalarkriimmung ist die Funktion
S = Zg(ei, ei)Ric(e;, e;) € C(A).
i=1
In lokalen Koordinaten ergibt sich

S = zn: ginij-

ij=1

Die Aquivarianz des Riemann’schen Kriimmungstensors unter lokalen Isometrien ¢ : M —> N
impliziert die Invarianz des Ricci-Tensors und der Skalarkrimmung

¢"(Ricy) = Ricy

" (Sy)=Su

Definition B.15:

Die Schnittkriimmung einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit .# wird durch

g|p(R(vv ’LU)U, ’U))
gjp(R3 (v, w)v, w)

Kpp(v,w) =

fir alle v,w € T,(A) mit g‘p(RS2 (v,w)v,w) # 0, definiert*'V.
Die Schnittkrimmung ist, aufgrund der Aquivarianz der Kriimmungstensors, erhalten unter
lokalen Isometrien ¢ : M —> N .

K[;/Z(v, w) = K};:(Z))(fﬁ*,p(v), Gsp(w)) fiir v, w wie oben.

Ist K konstant, so wird .# als Raum konstanter Kriimmung bezeichnet. Der Kriimmungstensor
ist dann durch

Ryp(v,w)u =K - RS (v, w)u = K(gp(u, v)w — g, (u, w)v) Yo, w,u € Ty(A)
gegeben.

B.1.2 Geoditen und die Exponentialabbildung

Die Verallgemeinerung des Konzeptes der “geraden Linie” liefern die Geodéten.
Definition B.16:

FEine Geodite in einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit A™ ist eine Kurve*!!

208hzg1. der Metrik g, d.h. g(es, ej) = £6.

209yg]. Propostion B.13, Eigenschaft (4).

210R% ist der Kriimmungstensor der Einheitssphire; g, (R® (v, w)v, w) = g, (v, v)g),(w, w) — (g}, (v, w))>.

21Dje Definition fiir stiickweise glatte Kurven(-segmente) erhilt man durch Einschrinkung auf die glatten Unter-
kurven (vgl. Definition A.13).
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~v: I — M, die ihr Tangentialvektorfeld +' paralleltransportiert, d.h.
V.4 =0.

In lokalen Koordinaten (% ,1) ergibt sich:

d* (a0 ) d(z}, o) d(z], 0 )
dﬁQ Z ¥ ony w “fit =0, (k=1,..,n)
i,j=1

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fir gewdhnliche Differentialgleichungen liefert in Analogie
zu Theorem A.58, Korollar A.5 und Bemerkung A.55:

(1) Fir alle p € M, v € T,(A) existiert ein Intervall & > 0 und eine eindeutige Geodite
v I — M mit y(0) =p, v (0) =v.

(2) Sind v,( : I — M zwei Geoditen mit v'(t) = ('(t) fir ein t € &, so gilt bereits
v(t) = ((t) fiir allet € 7.

(3) Fir allep € A, v e T,(M) existiert eine eindeutige, maximale Geodéte
v Iy D0 — A, d.h v(0) =p, 7,(0) =v und &, ist der grifite Definitionsbereich
fiir v, mit diesen Vorgaben.
Yo wird auch als nicht geodétisch fortsetzbar bezeichnet.

Ist jede maximale Geoddte in A4 auf ganz R definiert, so heiffit A geoditisch vollstandig.

Bemerkung B.17:

Geodéiten(-segmente) zwischen Punkten p,q € .# lassen sich als stationire Punkte des Funk-
tionals

1
T'(p, )] = / G (7 (D), (),

mit v : [0,1] — 4, v(0) = ¢q, v(1) = p, auffassen.

Bemerkung B.18:

Ist v : & — A eine (nicht-konstante) Geodiite, so ist eine Reparametrisierung
vyop: ¢ — M, fir einen Diffeomorphismus ¢ : # — &, nur dann eine Geodite, falls ¢
affin-linear ist, d.h.

o(t) = at+ b Vt.

Ist ¢ nicht von dieser Form, so bezeichnet man v o ¢ als Prd-Geoddte.

Bemerkung B.19:

Der kausale Charakter einer Geodéten ~y ist durch den kausale Charakter von « an einer belie-
bigen Stelle festgelegt, da 7' entlang ~ paralleltransportiert wird und der Paralleltransport eine
lineare Isometrie ist (vgl. Korollar B.12); g (7(t)',7'(t)) = konst. (als Funktion von t). Ferner
sind Geodéten in folgender Weise unter lokalen Isometrien ¢ : .# — .4 erhalten:

<Z> Y = 7¢*,pv|fv

Die Geodéten einer Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit erlauben die Einfiihrung einer Abbil-
dung, die in besonderer Weise an die Geometrie ersterer angepasst ist (vgl. [Fri75], S.12-19).
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Theorem B.20:

Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so existiert eine Umgebung V' C T.# des
Null-Schnittes?'?, s.d. die Exponentialabbildung

A BN (B.1)

exp,(v) = 7 (1)

fir alle v e ¥ (w(v) = p) wohldefiniert und glatt ist.
FEs gilt die Identitit

exp,,(tv) = Y (1) = 70 (t)

fir alle tv € ¥, d.h. die Geraden durch den Ursprung 0 € T,(.#) werden auf Geoddten durch
p € M abgebildet.
Das Differential

€XPp,*,0

To(Ty(4)) Ty(A) (B.2)

ist der kanonische Isomorphismus vg — v; vy 1= %‘t:() tv. Mit Theorem A.28 folgt, daf es
fir alle p € A eine Umgebung von 0 W C T,( M) und eine Umgebung von p % C M gibt, s.d.

v —" (B.3)

ein Diffeomorphismus ist.
Auperdem ist die Ezponentialabbildung exp,, erhalten unter lokalen Isometrien ¢ : M — N,
d.h. (bei Einschrinkung auf den passenden Definitionsbereich)

¢ 0 exp,, = eXPy(p) OPxp-

Eine weitere wichtige Aussage iiber die Exponentialabbildung liefert das Gauf Lemma.

Lemma B.21 (Gaufl Lemma):
Ist A ein Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und p € A4 ein Punkt, so gilt

9| expy, (u) (epr,*,u (Uu)a CXPp x,u (wu)) = g\p(”? w)

fir alle v,w,u € T(A), uxv mit v, = %‘tzo (u+tv), w, = %‘t:O (u + tw), sofern exp,(u)
definiert ist.

Die Ezponentialabbildung exp,, ist demnach entlang der Geraden durch 0 € Ty(A) lingen- und
winkeltreu.

Die Exponentialabbildung erlaubt die Definition zweier wichtiger Typen von Umgebungen in
einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit.

Definition B.22:
Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so heiffit eine Umgebung

(1) % C A normal beziiglich p € %, falls es eine Umgebung # gibt, die sternformig um 0
ist, dh.veW =tveW Y0<t <1, undexp,: # — % ein Diffeomorphismus ist.

(2) % C M geodétisch konvex, falls % normal beziiglich aller p € % ist.

Ein wichtiges Resultat iiber normale Umgebungen liefert

212Der Null-Schnitt ist die durch s(p) := 0 € &, fiir ein beliebiges Vektorbiindel & definierte Abbildung.
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Proposition B.23:

Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und % eine normale Umgebung um p € M , so
existiert fiir jeden Punkt ¢ € % eine eindeutige Geodite vy : [0,1] — % mit v(0) = p, v(1) =¢q

und +'(0) = exp, ' (q).
Die Funktion I'(q,p) :==T'(q,p)|y] auf % (vgl. Bemerkung B.17) wird als geodétisches Abstands-
quadrat bezeichnet.

Normale Umgebungen kénnen zur Definition spezieller Koordinatensysteme verwendet werden.

Definition B.24:

Ist A" eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, % eine normale Umgebung um p € A und
¢ Tp(AM) — R™ ein Isomorphismus von Vektorrdumen, so definiert die Komposition (boexp;l
ein Koordinatensystem fiir # . Das Paar (% ,¢ o expgl) heifst Normal-Koordinatensystem (um

p)-
Ist ¢ sogar eine lineare Isometrie beziiglich gy, und 9,213, so heifit das Paar (% ,¢ o exp;l)
Orthonormal-Koordinatensystem (um p).

Das folgende Theorem (vgl. [Fri75], Theorem 1.2.3 und [BK96], Abschnitt 3.3 und [O’N83],
Proposition 33 (S.73)) erkldrt die Niitzlichkeit der Normal-Koordinatensysteme.

Theorem B.25:

Ist A" eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und % eine normale Umgebung beziiglich
pE M, so gilt:

(1) Orgij(p) =0 bzw. Fi-“j(p) =0 fiir alle i,j,k = 1,...,n beziiglich eines
Normal-Koordinatensystems (% ,p o exp;l) um p.

(2) gij(p) = %04 fir alle i,j = 1,...,n beziglich eines Orthonormal-Koordinatensystems
(%, o exp;l) um p, wobei das Vorzeichen £ durch g,(9;,0;) (i = 1,...,n) bestimmt

18t.
Das geoditische Abstandsquadrat T' besitzt die folgenden Figenschaften auf % :

(3) T'p(.):=T(.,p) ist eine glatte Funktion auf % ,

(4) Tp(a) =2 g, (expy (), expy (4)),

(5) 9" (VIp, VIy) = 4T,
6) (Vi Tp)le = 294(exD,, eyt (o) (€395 (@) e ()5 - )
B.21 _ _
=" 2g,(exp, 1 (q), (expy ! )ug( - )
B.23 _
=" 29,,(7/(0), (expy )ug( - )
mit (exp, " (0))oxpsi(q) = it l1—o (X0, (@) + texp, ().

Ist U geoditisch konvex, so gilt:

(7) T ist eine glatte Funktion auf % X U,

(8) T'(q,p) =T(p,q) fir alle p,q € U,

(9) In lokalen Koordinaten (% ,v) um p (¢ (p) =vy) ist die Exponentialabbildung an p durch

r=1o CXPy—1(y) O(wil)*,y(n)é v eP(%) SR, n € hup(T(A)) CR"

2139, ist die Standardbilinearform auf R™ mit ind(g,) = ind(g,) = v; g» = — v, du’ @ du’ + ) du® @ du®.
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gegeben. Definiert man € € Tp(R™) durch?'

d _
&= dt W o expy-1(y) oy Dy (tn)
t=1
= ¢*,¢71(z) o (equﬁ*l(y))*,(dfl)*,y(n) o ((w_l)*ﬁl)*ﬂ?(n’f])
= V1) © (OXPy=1() (1) y () © (U7 Dy (1),
so ergeben sich fir die Komponenten des Differentials von I' die folgenden Relationen:
ar,
out
mit D(z,y) == (1) T)(z,y) und {gij(x) = “gij(a" (€))}ij=1,..n (vgl. Definition B.7).

Die Existenz geoditisch konvexer Umgebungen wird durch ein Theorem von Whitehead (1932)
gesichert (vgl. [Fri75], S.15).
Theorem B.26:

Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so besitzt jeder Punkt p € .# eine geoddtisch
konvexe Umgebung.

(x) = 2gij(az)§j und zrx

" (y) = —2g;;(y)7’

Daraus ergibt sich (vgl. [0O’N83], Lemma 10 (S.131))

Lemma B.27:

Jede offene Uberdeckung einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit 4 besitzt eine geoditisch

konveze Verfeinerung®'®.

B.2 (Hyper-)Quadriken

Eine niitzliche Klasse von Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten ergibt sich durch Betrachtung
von Hyperflichen im R™ (vgl. [O’N83], S.108ff).

Definition B.28:

Die Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit R, ist die Mannigfaltigkeit R™, versehen mit der Stan-
dard-Bilinearform

12 n
g,,:—Zdui@Jdui—i— Z du® @ du®
i=1 k=v+1

als Metrik. RY heif$t n-dimensionaler Minkowskiraum. Die quadratische Form von g, kann als
Funktion auf R} aufgefasst werden:

qv :g,,(P,P),

wobei P das Ortsvektorfeld

Py : (tx), z € R},

"t

ist. Die zu q, assozierte Bilinearform q,(z,y) = 3(q(z +y) — g (%) — qu(y)) wird ebenfalls mit
q, bezeichnet.

21Tn der letzten Zeile wird der natiirliche Isomorphismus R™ 2 T, (R™) benutzt.
215Fine geoddtisch konveze Uberdeckung ist eine Uberdeckung von .# mit geoditisch konvexen Umgebungen, s.d.
der Schnitte zweier solcher Umgebungen ebenfalls konvex ist.
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Proposition B.29:
Die Quadriken

Qi (r) =g, ({xr*}), r>0

sind Semi-Riemann’sche, eingebettete Hyperfiichen des RPT!.
Firn >2 undn > v > 0 defniert man:

(1) S}(r) := Qﬁj_l (r) als die n-dimensionale Pseudo-Sphére mit Radius r und Index v,

(2) H'(r) :== Qﬁﬁ’_(r) als den n-dimensionalen pseudohyperbolischen Raum mit Radius r

und Index v.
Bemerkung B.30:
Das Vektorfeld

1
ni=—Pe Z (R+)

ist normiert und orthogonal zu allen Tangentialvektoren an Qﬁjcl (r), beziiglich der (natiirlichen)
Einbettung T,(Q) 1 (r)) € Tp(RET), denn

gv(gradq,,V) =Vq, = Vg, (P, P) = 29,(Vy P, P) = 29,(V,P) YV € 2 (R"1).
Bemerkung B.31:
Die Menge
C1(0) := g, ' ({0p\{0}

ist eine eingebettete Hyperfliche des R?™!, aber nicht Semi-Riemann’sch’. Cy wir als Doppel-
Lichtkegel an 0 € R?! bezeichnet.

Die Pseudo-Sphiren und pseudohyperbolischen Rdumen kénnen in niitzlicher Weise in Bezie-
hung gesetzt werden.

Lemma B.32:
Die Abbildung

R+ z Rt (B.4)

(T1y ey Tpg1) F—————(Tpg 1y ooy T 15 Ty oy Tp))

ist eine Anti-Isometrie, d.h. o ist ein Diffeomorphismus mit 0*(gn—p+1) = —gy. Durch Ein-
schrinkung auf S?(r) C R erhdlt man fiir alle v > 0 eine Anti-Isometrie, ebenfalls o,

Sp(r) ———— Hy_,(r) (B.5)

Aufschluf} iiber die Geodéten und Kriimmungseigenschaften von S} (r) und H;}(r) gibt die fol-
gende

Proposition B.33:
Fiir alle r > 0 gilt:

(1) Die Pseudo-Sphdre S)}(r) ist geodditisch vollstindig und hat die konstante Kriimmung
K = %2 Die (nicht konstanten) Geoddten ~y : & — S}!(r) sind, wie folgt, gegeben:
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(a) Ist v zeitartig, so v die Parametrisierung eines Blattes einer Hyperbel in R2TL.
(b) Ist v lichtartig, so ist vy die Parametrisierung einer Geraden in R,

(c) Ist v raumartig, so ist v die periodische Parametrisierung einer Ellipse in R2TL.

(2) Der pseudohyperbolische Raum H)'(r) ist geoddtisch vollstindig und hat die konstante
Krimmung K = —%2. Die (nicht konstanten) Geoddten v : % — H])(r) sind, wie folgt,
gegeben:

(a) Ist vy raumartig, so ist v die Parametrisierung eines Blattes einer Hyperbel in IRZI%

(b) Ist v lichtartig, so ist v die Parametrisierung einer Geraden in Rﬁii

(c) Ist vy zeitartig, so vy die periodische Parametrisierung einer Ellipse in Rﬁﬂ

Der Beweis fiir die Geoditen ist analog zu [O’N83], Proposition 26 (S.112);
fir die Krimmungseigenschaften siehe [O’N83], Lemma 11 (S.111) und Korollar 20 (S.107).

Beweis:

(1) Ist p € S}(r) ein Punkt und ¥ C R} eine Ebene durch 0 und p, so ergeben sich, da P,
raumartig ist, drei Fille firr g,|x:

(a) gv|w ist nicht-ausgeartet mit ind(g,|s) = 1. Ist {e1, ea} eine Orthonormalbasis von X
mit ez = rp und P, zeitartig, so ist ein Punkt = Ae; + pex € ¥ in Sp(r), falls
—\2 4 u? = q,(z) = r? gilt. Folglich ist S?(r) N Y eine zwei-blittrige Hyperbel. Die
(geodétische) Parametrisierung des Blattes durch p ist

~(t) = rsinh(t)e; + r cosh(t)es.

n+1
Wegen g, (7/,7') = —r? ist v zeitartig und aus VE”JF 7" = P, folgt mit Bemerkung

B.30, dafi die Beschleunigung von -+, V:j,g (r)'y’ , tangential zu S}'(r) verschwindet;
demnach ist v eine Geodéte.

(b) gu|s ist ausgeartet mit dimker(x9) = 1. Ist v € R} mit P, € ker(x9), so gilt
gy(v) = 0 und {p,v} ist eine Basis fir ¥. Ein Punkt z = Ap + pv € X ist S}(r),
falls A2 = 1 gilt. Folglich besteht S”(r) N Y aus zwei Geraden. Die (geodétische)
Parametrisierung der Geraden durch p ist:

Y(t) =p+tv.

Wegen +/(0) = v, und der kanonische Identifizierung v, = v ist ~y lichttartig. y ist
eine Geodiite von S”(r), da v bereits eine von R2T! ist, und S7(r) die induzierte
Geometrie von R trigt.

(c) gu|y ist positiv definit. Ist {e;,es2} eine Orthonormalbasis von ¥ mit e; = rp, so ist
ein Punkt x = \ej + peg € X in S7(r), falls A2 + p? = 1 gilt. Folglich ist S7(r) N X
eine Ellipse. Die (geodétische) Parametrisierung ist:

~(t) = rcos(t)er + rsin(t)es.

n+1
Wegen g,(7/,7') = r? ist v raumartig und mit V5“+ 7" = =P, folgt wie in (a), daf
~ eine Geodéte ist.

Um zu zeigen, dafl jede Geodite v : & — S (r) von dieser Form ist, betrachtet man
die Ebene X durch 0 und v(0), s.d. 7/(0) € T, o) (X)*'° gilt. Es folgt mit Bemerkung B.30,
daB g,(7'(0), Ply(gy) = 0 gilt. Ist vy € RPT! der, durch den natiirlichen Isomorphimus
Tyo)(Rpt) = R+, mit (0)' identifizierte Punkt, so ist {7(0), v/} eine Basis von X. Wird

*1%Dies ist im Sinne der natiirlichen Einbettungen T o) (S5 (7)) € Ty 0)(REH") 2 Ty(0)(E) zu verstehen.
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in Abhiingigkeit des kausalen Charakters von ~/(0) eine (geodiitische) Parametrisierung ¢
von S7'(r) N Y, in Analogie mit (a), (b) oder (c), mit ¢'(0) = ~/(0) gewéhlt, so folgt aus
Aussage (2) in Definition B.16 ((t) = ~(t) Vt € .Z.

(2) Die Aussagen fiir H}'(r) ergeben sich unter Verwendung der Abbildung ¢ aus Lemma
B.32. -

Die Existenz von Geodéten zwischen Punkten in S}'(r) bzw. H)'(r) erklért
Proposition B.34:
Fiir alle r > 0 gilt:

(1) Sind p,p" € SI(r) mit p # +p', so ergeben sich die folgenden Fille:

(a) Gilt q,(p,p’) > 12, s0 gibt es eine eindeutige®' ™, zeitartige Geodite zwischen p und p'.
Das geodiitische Abstandsquadrat zwischen p und p’ ist:

/
['(p,p’) = —r? arcosh (qy(pép )>
,

(b) Gilt q,(p,p’) = 12, so gibt es eine eindeutige, lichtartige Geodite zwischen p und p'.
Das geodiitische Abstandsquadrat zwischen p und p’ ist:

L(p,p')=0

(c) Gilt —r? < q,(p,p’) < 1%, so gibt es eine eindeutige, periodische, raumartige Geodite
zwischen p und p'. Das geoditische Abstandsquadrat zwischen p und p’ ist:

qu(p,p’)>

N .2
I'(p,p’) = r* arccos ( 2
(d) Gilt q,(p,p') < =12, s0 gibt es keine Geodite zwischen p und p'.
(2) Sind p,p' € H(r) mit p # +p, so ergeben sich die folgenden Fille:

(a) Gilt =12 < q,11(p,p’) < 12, so gibt es eine eindeutige, periodische, zeitartige Geodite
zwischen p und p'. Das geoditische Abstandsquadrat zwischen p und p’ ist:

_qu+1(p,p’)>

T '\ = —r? arccos
(n.7) (-2t

(b) Gilt q,+1(p,p’) = —1r2, s0 gibt es eine eindeutige, lichtartige Geodite zwischen p und
p'. Das geoditische Abstandsquadrat zwischen p und p’ ist:

L(p,p') =0

(c) Gilt g, 1(p,p') < —1?%, s0 gibt es eine eindeutige, raumartige Geodite zwischen p und
p'.Das geoditische Abstandsquadrat zwischen p und p’ ist:

/
I'(p,p') = r* arcosh <_q,,+1(p,p)>

r2

(d) Gilt q,1(p,p") > 12, s0 gibt es keine Geodite zwischen p und p'.

217Genauer ist hier “bis auf affin-lineare Reparametrisierung” gemeint.
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Der Beweis ist analog zu [O’N83], Proposition 38 (S.149). Die Aussagen tber das geoditische
Abstandsquadrat " sind eine direkte Folgerung aus den angegebenen Parametrisierungen in Pro-
position B.33, und der Tatsache, daf§ I' entlang lichtartiger Kurven verschwindet.

Beweis:

(1) Die Annahmen iiber p und p’ implizieren, dafl es eine eindeutige Ebene ¥ durch p, p’ und
0 € R?*! und gibt. Aus dem Beweis von Proposition B.33 erkennt man, da8 eine Geodéte
zwischen p und p’ durch eine Parametrisierung von S”(r) NY gegeben sein muss. Die drei
Félle aus Proposition B.33 fiithren auf:

(a) Ist g,|x nicht-ausgeartet mit ind(gy|x) = 1, so ist S}/(r) N X eine zwei-blétterige
Hyperbel. Aus der Parametrisierung ergibt sich, da p und p’ nur dann auf dem
selben Blatt liegen, falls q,(p,p’) > 72 gilt, und nur dann auf entgegengesetzten
Blitter liegen, falls ¢, (p,p’) < r? gilt. Es gibt also nur im ersten Fall eine Geodite
zwischen p und p’; diese Geodiite ist zeitartig.

(b) Ist g,|s ausgeartet mit dimker(x9) = 1, so ist S7(r) N X ein, in R?*! paralleles,
Paar von Geraden. Die Parametrisierung zeigt, daf3 p und p’ nur dann auf der selben
Geraden liegen, falls q,(p,p’) = r? gilt, und nur dann auf entgegengesetzten Geraden
liegen, falls g, (p, p') = —r? gilt. Es gibt also nur im ersten Fall eine Geodéte zwischen
p und p'; diese Geodite ist lichtartig.

(c) Ist g,|x positiv definit, so ist S7(r) N Y eine Ellipse und es gilt —r% < ¢, (p,p’) < r2.

(d) Da (a), (b) und (c) alle moglichen Lagen von ¥ in R?*! abdecken, folgt, daf} es keine
Geodite zwischen p und p’ gibt, falls ¢, (p,p’) < —r? gilt.

(2) Die Aussagen fiir H]}(r) ergeben sich unter Verwendung der Abbildung o aus Lemma
B.32. 0

B.3 Konforme Abbildungen

Konforme Abbildungen sind ein niitzliches Werkzeug in der Theorie und Analysis auf Semi-

Riemann’schen Mannigfaltigkeiten, auch in der Allgemeinen Relativitidtstheorie erweisen sie sich

als unverzichtbar?!8,

Definition B.35:
Ist A eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Metrik g, so wird durch

g;:QQ-g,

mit einer nirgends verschwindenden Funktion Q € C*(.#), eine weitere Metrik auf 4 erklirt.
Ein Paar (A ,§), das aus (A, g) in dieser Weise hervorgeht, wird als konforme Transformation
von (M, g) bezeichnet?!?.
Ein glatte Abbildung ¢ : M — N zwischen Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten wird als
konform bezeichnet, falls

¢ (g.0) = D2 - g4 mit Q wie oben,

gilt.
Bemerkung B.36:

Eine konforme Transformation/Abbildung erhilt den kausalen Charakter aller Tangentialvekto-
ren.

218Man bedenke z.B. die Definitionen fiir konforme Kompaktifizierung oder asymptotische Flachheit, sowie die Ana-
lyse konform in-/kovarianter Differentialgleichungen (Maxwell-Gleichungen).
219Fine konforme Transformation ist nicht zwangsldufig durch einen Diffeomorphismus ¢ : .# — .# induziert.
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Eine wichtige Frage ist wie sich zur Metrik assozierte Groflen, wie der Levi-Civita Zusammenhang
oder der Riemann’sche Kriimmungtensor, unter einer konformen Tranformation verhalten. Eine
explizite Berechnung findet sich in [Wal84], Appendix D. Die folgende Proposition gibt die
Relationen zwischen den Skalarkriimmungen und den Laplace-d’Alembert-Operatoren an.

Proposition B.37:

Ist (LA™, g) eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigheit und (A ,§ = Q2 - g) eine konforme Trans-
formation, so gilt in lokalen Koordinaten (% ,v) fiir

(1) die Skalarkrimmungen

S5 =028y —2(n — Q70,0 — (n— 4)(n — 1)Q ?g(grad, 2, grad, 2))

(2) die Laplace-d’Alembert-Operatoren:

05(2°f) = Q7 *0,f
—(2s+n— 2)st3g(gradg Q, grad, f)
—sQ5 72 f0, 0
—s(n+s— 3)95_4fg(gradg Q, grad, Q)

Der zusétzliche Parameter s € R in der Relation fiir die Laplace-d’ Alembert-Operatoren wird
konformes Gewicht genannt; f = Q°f ist die konforme Gewichtung von f.

Bemerkung B.38:
Proposition B.37 zeigt, dafl der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-Operator

n—2

T, = =
I Dg+4(n—1)59

fiir n > 1 konform kovariant ist, mit konformem Gewicht s =1 — 5, d.h.
THQTEf) =QTITEY(f), f e CN(A).

B.4 Zeit-Orientierbarkeit und Kausalitit

Fiir Lorentz’sche Mannigfaltigkeiten gibt es, neben dem Konzept der Orientierbarkeit, die Ei-
genschaft der Zeit-Orientierbarkeit?2°,

Definition B.39:

Ist 4 eine Lorentz’sche Mannigfaltigkeit und v € T,(A) eine zeitartiger Tangentialvektor an
p E M, so heifit die Menge

Cp(v) :i={w € T,(A) | w ist zeitartig, g),(v,w) < 0}
der Zeitkegel von v an p. Der entgegengesetzte Zeitkegel von v an p ist:
—Cy(v) = Cy(—v).

Bemerkung B.40:

Das orthogonale Komplement v1 eines zeitartigen Tangentialvektors v € T,(.#) besteht nur
aus raumartigen Vektoren und 0, daher ist die Vereinigung Cp,(v) U —Cp(v) die Menge aller
zeitartigen Tangentialvektoren in T),(.4).

Ferner sind zwei zeitartige Tangentialvektoren v,w € T),(.#) genau dann im selben Zeitkegel an
p enthalten, wenn g),(v,w) < 0 gilt, d.h. es gibt genau zwei Zeitkegel an p.

2207eit-Orientierbarkeit und die duale Raum-Orientierbarkeit kann auch fiir allgemeine Semi-Riemann’sche Mannig-
faltigkeiten definiert werden, s. [O’N83], Kapitel 9 (S.140).
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Definition B.41:

FEine Zeit-Orientierung auf Lorentz’schen Mannigfaltigkeit .# ist eine glatte Abbildung c, die
jedem Punkt p € M einen Zeitkegel an p zuordnet. c ist glatt in dem Sinne, daf§ fiir alle p eine
Umgebung %, (von p) und ein Vektorfeld V € Z(%,) existieren, s.d. V|, € c(p) auf %, gilt.
Existiert eine solche Abbildung c, so heifst # zeit-orientierbar; wird eine solche Abbildung
gewdhlt, so heifft .4 zeit-orientiert. c¢(p) heifst Zukunftskegel an p, —c(p) Vergangenheitskegel
an p. Es folgt, daf$ es genau zwei Zeit-Orientierungen auf einer zeit-orientierbaren Lorentz’schen
Mannigfaltigkeit gibt, falls diese zusammenhdngend ist.

Die Standard-Zeitorientierung auf Ry ist durch das Vektorfeld 0, gegeben.

Bemerkung B.42:

Eine lokale Isometrie ¢ : # — 4 zwischen zeit-orientierten Lorentz’schen Mannigfaltigkeiten
heift zeit-orientierungserhaltend, falls Zukunfts- /Vergangenheitskegel auf Zukunfts-/Vergangen-
heitskegel abgebildet werden; sie heifit zeit-orientierungsumkehrend, falls Zukunfts-/Vergangen-
heitskegel auf Vergangenheits-/Zukunftskegel abgebildet werden.

Ist .# zusammenhéngend, so sind dies die einzigen Moglichkeiten.

Die Zeit-Orientierbarkeit und die Kausalitédtseigenschaften von Tangentialvektoren fithren zu
folgenden Definitionen.

Definition B.43:

Ist (A ,c) eine zeitorientierte Lorentz’sche Mannigfaltigkeit und sind . und % zwei Teilmegen
von A, so definiert man:

(1) Die chronologische Zukunft/Vergangenheit von .7 relativ zu %

I (L U):={p € %\ | Es existiert ein zeitartiges Kurvensegment = : [a,b] — % :
v(a) €7, y(b) =p, ¥(t) € £e(y(1)}-

(2) Die kausale Zukunft/Vergangenheit von . relativ zu %

Jo (S, U) :={p € w\7 | Es existiert ein Kurvensegment ~ : [a,b] — % :
v(a) € 7, y(b) =p, 7 (t) € £e(y(1))}-

Eine Teilmenge % C A heif$t kausal-vertraglich, falls
Ji(p’ %) = Ji(pv '%) nNu

fiir alle p € U gilt.
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C Elemente der Kategorien-Theorie

Categories were introduced to define functors, and functors were introduced to define natural
transformations.

SAMUEL EILENBERG & SAUNDERS MAC LANE

In diesem Abschnitt finden sich einige grundlegende Definitionen Aussagen der Kategorien-
Theorie??!.

C.1 Kategorien und Metakategorien
Definition C.1:
FEin Metagraph wird durch die folgenden Daten bestimmit:

(1) Objekte O': a, b, c,...
(2) Morphismen «7: f, g, h,...
(8) sowie zwei Abbildungen

(a) dom : &7 — O (Doméne)
(b) cod: o — O (Kodomiine)

Bemerkung C.2:
Die Wirkung der Abbildungen dom und cod auf & wird durch Digramme der Form

a i) b
(Morphismus f mit dom f = a und cod f = b, Objekte a, b)
dargestellt.

Definition C.3:
FEine Metakategorie ist ein Metagraph mit zwei Abbildungen

(1) id: 0 — o, aid, (Eins)
(2) o: Dgom Xcod ¥ — ', (f,g,dom f =cod g)+— (fog:dom g— cod f) (Komposition)

cod g =dom f (C.1)

dom g cod f

#lgiehe [Mac71]
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welche die folgenden Axiome erfillen:

(a) fo(goh)=(fog)oh (Assoziativitit)
dom h fo(goh)=(fog)oh cod f (C.2)

h f:;g !

cod h =dom g 7 cod g = dom f
(b) Fiir alle Objekte a und Morphismen f, g gilt:
idgo f=f und goidy, =g, falls cod f =a und dom g =a (Neutralitéit der Eins)
dom f A (C.3)
; id, J
a——7 cod g

Definition C.4:
FEine Kategorie C ist die Auslegung der Aziome einer Metakategorie im mengentheoretischen

Sinn:

(1) Ein Graph, d.h. eine Menge von Objekten Oc und eine Menge von Morphismen </ mit
den Abbildungen dom und cod:

dom
Ao = Oc (C.4)
cod
(2) Zwei Abbildungen id und o:
Oc ——— oo ’ Ao X 6o Ao ————— A (C.5)
a—id, , (f,g)——— fog

mit JZ{C X 0o JZ{C = {(fvg)‘f’g € MC) dom f = cod g}
(8) Die Homomorphismen zwischen zwei Objekten a, b € C' sind definiert als:

homeg(a,b) = {f|f € @, dom f =a, cod f = b} (C.6)
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Definition C.5:
FEine Unterkategorie S einer Kategorie C ist ein Teilgraph

dom
o — (C.7)

s.d. durch Einschrinkung der Abbildungen id und o die Bedingungen an eine Kategorie erfillt
sind.
C.2 Funktoren

Betrachtet man die Metakategorie aller Kategorien mCat, so fiithrt dies in natiirlicher Weise zum
Konzept des Funktors.

Definition C.6:

Ein Funktor F ist ein Morphismus in mCat.
Seien A, B zwei Kategorien, s.d. dom F' = A und cod F' = B, so lifit sich F' durch die Angabe
zweier Abbildungen (ebenfalls F') charakterisieren:

(1) F:04 — O, c— F(c) (Objekt-Abbildung)

(2) F:dy — o, [ F(f) (Morphismen-Abbildung)
welche zwei Azxiomen gentigen:

(a) F(id:) = idp() Ve € Oa

(b) F(foag)=F(f)op F(g) Vf,g€ Faxp, Fa

Bemerkung C.7:

Die obige Definition eines Funktors ldsst sich in offensichtlicher Weise zur Definition eines Me-
tafunktors verwenden.

Bemerkung C.8:

Fiir die Homomorphismen zwischen ¢ und d in A bedeutet dies, da3 F' eine Abbildung
F.q:homa(c,d) = homp(F(c), F(d)) (C.8)

induziert.

Definition C.9:
Fin Funktor F ist

(1) injektiv, falls Objekt- sowie Morphismen-Abbildung injektiv sind.
(2) surjektiv, falls Objekt- sowie Morphismen-Abbildung surjektiv sind.

(3) bijektiv (ein Isomorphismus von Kategorien), falls Objekt- sowie Morphismen-Abbildung
bijektiv sind.

(4) eine Einbettung, falls die Morphismen-Abbildung injektiv ist.

Definition C.10:
Ein Funktor ' mit dom F = A ist

(1) treu, falls Fp 4 Vec,d € Oy injektiv ist.

(2) voll, falls F, 4 Ve,d € Oy surjektiv ist.
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(3) volltreu, falls F.q Vc,d € Oy bijektiv ist.

Bemerkung C.11:

Einer Unterkategorie S einer Kategorie C' ist in natiirlicher Weise ein (treuer) Funktor I : § — C
(Inklusion) zugeordnet. Ist der Funktor I voll, so bezeichnet man S als eine volle Unterkategorie.

C.3 Natiirliche Transformationen

Der Begriff des Funktor wiederum fiihrt auf die Frage nach den Morphismen von Funktoren, und
in welcher Weise Funktoren als Kategorie aufgefasst werden kénnen.
Definition C.12:

FEine natiirliche Transformation 7 : F' — G zweier Funktoren F,G : A — B ist eine Abbildung
(ebenfalls T)

O . o (C.9)

ar————— (74 : F(a) = G(a))

s.d.NfeA, f:a—d gilt:
G(f)OBTa:Ta’OBF(f)

a F(a) ————— G(a) (C.10)
f F(f) G(f)
a F(a') —————G(d')

Die Morphismen 1, € 9/p, a € 04 werden als die Komponenten der Natiirlichen Transformation
T bezeichnet.

Definition C.13:

Eine natiirliche Transformation T heifit natirliche Aquivalenz oder natiirlicher Isomorphismus,
falls alle Komponenten 1, € &g, a € O4 in B invertierbar sind.

Definition C.14:

Eine Aquivalenz von Kategorien A, B ist ein Paar von Funktoren F : A - B, G : B — A
zusammen mit natirlichen Isomorphismen T : 14 — GoF, o :Ig — FoG. I, und I bezeichnen
dabei die identischen Funktoren zu A bzw. B
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D (C*-Algebren
In these days the angel of topology and the devil of abstract algebra fight for the soul of every
indiwvidual discipline of mathematics.

Hermann Weyl

Im vorliegenden Abschnitt finden sich einige grundsétzliche Definitionen und Aussagen zum
Thema C*-Algebren®??. Der Leser sollte mit der Theorie topologischer Vektorriume vertraut
sein, falls dies nicht der Fall ist, finden sich Details z.B. im Buch [Rud73].

D.1 Grundlagen
Definition D.1:
Eine C*-Algebra 2 ist eine normierte Algebra iber K = R, C, d.h. es ezistiert eine Abbildung

A——— 4]

(Norm)
mit den FEigenschaften, daf fiir alle A, B € A, \ € K gilt:
(1) ||A] >0 und ||A|| =0 A=0
(2) [IAA]l = [A] - [lA]l
(3) 1A+ Bl < [|All + |IB]
(4) |AB| < ||All- | B||
(5) | A Al = || Al
s.d. A in der durch ||.| induzierten Topologie vollstindig ist, sowie eine weitere Abbildung
A———— (D-2)
Ar——m A*
(Involution)

mit den Figenschaften (A, B €A, \,u€K):
(1) A=A
(2) (AB)* = B* A*
(3) AA+ uB)* = A+ 1B

Bemerkung D.2:
Ist A eine C*-Algebra mit Eins 1, so folgt aus den Eigenschaften der Norm und der Involution

* 2
I = [T a = ff]

[A]l = [ILA] < [l - [[A]
d.h. ||1]| = 1 oder 0. Da letzteres ||A|| =0 VA €  impliziert, kann dieser Fall ignoriert werden.

222giehe [BR87](s. Abschnitt 2.1-2.3), [Tak79](s. Kapitel 1), [BGP07](s. Abschnitt 4) fiir weitere Details
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Definition D.3:
FEine Teilmenge B einer C*-Algebra 2 heifst selbstadjungiert, falls A € B = A* € B gilt.

Im Folgenden sei 2 immer eine C*-Algebra mit Eins 1.
Definition D.4:
Fiir eine C*-Algebra 2 und ein Element A € 2 bezeichnet man

(1) rq(A) = {A € C | (A\L — A)~! € A} als die Resolventenmenge von A in A. (A1 — A)~*
hezﬁt die Resolvente von A bei \.

(2) ou(A) = C\ {ra(A)} als das Spektrum von A in 2.

(3) pa(A) :=sup{|A| | A € oa(A)} als den Spektralradius von A in .

Proposition D.5:

Fiir alle A € 2 ist die Resolventenmenge ry(A) offen und die Resolvente (A1 — A)~! analytisch
in ro(A). Das Spektrum oyg(A) ist abgeschlossen, kompakt und nicht leer, denn das Supremum
pa(A) :==sup{|A| | X € og(A)} existiert.

Ferner gill pa(A) = limp oo A" = infy |47 < | A].

Definition D.6:
Ein Element A einer C*-Algebra 21 heifit

(1) isometrisch, falls A*A =1 gilt.

(2) unitér, falls A*A=1=AA* gilt.

(3) normal, falls A*A = AA* gilt.

(4) positiv (A > 0), falls A selbstadjungiert ist und og(A) C R>q gilt.

Proposition D.7:
Sei A eine C*-Algebra. Fir A,B € A und A € C gilt:

(1) oa(Al = A) = A — o (4)

(2) ou(A*) = ou(A)

(3) ou(A~Y) = oa(A)-L, falls A~! € 2

(4) ou(AB) U {0} = ou(BA) U {0}

(5) oa(P(A)) = P(oa(A)), falls P cin (komplezes) Polynom ist
) =

(6) ou(A) = oy(A), falls B C A eine C*-Unteralgebra ist und A € B gilt
(7) oq(A) C{N | A€ C, |A| =1}, falls A unitir ist
(8) ou(A) C[—||All, [|All], falls A selbstadjungiert ist
(9) pa(A) =1, falls A isometrisch oder unitdr ist
(10) pa(A) = ||A|l, falls A normal ist

Wegen (10) aus Prop. D.7 folgt:

Korollar D.8:

Ist A eine *-Algebra, d.h. die Norm (s. Def. D.1) auf 2 wird nicht gefordert, und existiert eine
Norm ||.|| wie in Def. D.1 auf A, s.d. A beziiglich dieser abgeschlossen ist, so ist diese Norm
eindeutiq.
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Proposition D.9:
Sei A eine C*-Algebra und A € A, dann sind dquivalent:

(1) A ist positiv
(2) A= B*B fiir ein B

Definition D.10:

Ein Unterraum B einer Algebra 21 heifft Links-(Rechts-)Ideal, falls fiir alle A € A und B € B
folgt, dafs AB(BA) € ‘B gilt.
B heifst zweiseitiges Ideal, falls es sowohl Links- als auch Rechts-Ideal ist.

Proposition D.11:

Sei A eine Banach *-Algebra, d.h. die Norm in Def. D.1 erfiillt statt Eigenschaft (5) die Relation
|A|| = ||A*|| fir alle A € A, und sei J ein abgeschlossenes, selbstadjungiertes, zweiseitiges Ideal
in 2, dann ist der Quotient 2A/J mit der Norm

[As]| = inf {[[A[} | A € A5}

(A :={A+1|1€7}eA/T)
wieder eine Banach *-Algebra.

Ist ferner J ein abgeschlossenes, zweiseitiges Ideal einer C*-Algebra A, so ist I schon selbstad-
gungiert und A/J eine C*-Algebra.

Definition D.12:

Ein *~-Homomorphismus 7 zwischen zwei C*-Algebren A und B ist eine Abbildung

Y—T— B (D.3)

A———7(4)
mit den Eigenschaften
(1) T(AA + pA') = Ar(A) + pm(A)
(2) m(AA") = m(A)m(A')
(3) m(A*) = m(A)*
fiir alle A, A" € A and \, ju € C.

Proposition D.13:

Fiir einen *-Homomorphimus T zwischen zwei C*-Algebren A und B gilt:
(1) [[m(A)lls < [[Allg YA €A
(2) m(A) >0V0< Ae
(8) () :={n(A) | A€ A} CB ist eine C*-Unteralgebra von B.
(4) kerm = {0} & ||[1(A)||g = ||Ally VAeA S T(A)>0V0<AcA

(5) [|[m(A)|lg = ||Allgq YA €, falls 7 ein *-Isomorphismus ist.
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Bemerkung D.14:

Fiir eine C*-Algebra 2l und ein zweiseitiges, abgeschlossenes Ideal J ist die kanonische Projektion
s}

A— s A/T (D.4)

A Ay

ein *~-Homomorphismus.

D.2 Zustinde
Definition D.15:

Ein lineares Funktional w tber einer C*-Algebra 2 heifst Zustand, falls die folgenden Eigen-
schaften erfillt sind.

(1) w(A)>0V0< Aed (Positivitit)
(2) |w[| =sup{lw(A)| | Al =1, AcA} =1 (Normierung)

Die Menge aller Zustinde tiber 20 wird mit Sy bezeichnet. Allgemeiner stellt man die Bedingun-
gen:

(3) w(A*A) > 0 VA € 2,

(4) w(l) =1.
Die Bedingungen (3) und (4) sind auch dann sinnvoll, wenn A keine C*-Algebra ist.

Lemma D.16:
Ein Zustand w tiber einer C*-Algebra 2 besitzt die folgenden Eigenschaften.

(1) w(A*B) = w(B*A) (Symmetrie)
(2) |w(A*B)|? < w(A*A)w(B*B) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
fiir alle A, B € 2.

Definition D.17:

Ein Zustand tber einer C*-Algebra heifit rein, falls er nicht als eine konvexe Kombination
w=Awi + (1 = Nwsy zweier Zustinde wy,ws # w mit X € (0,1) geschrieben werden kann.
Die Menge aller reinen Zustinde iber 2 wird mit Py bezeichnet.

Eine wesentliche Aussage iiber die Beschaffenheit der Menge der Zustdnde macht das folgende

Theorem D.18:

Die Menge der Zustinde Sy einer C*-Algebra 2 ist konvex, und schwach-*-kompakt genau dann,
wenn A eine Fins 1 besitzt.

Ist letzteres der Fall, so ist Py die Menge der Extrempunkte von Sy und Sg ist der schwach-*-
Abschlufl der konvexen Hiille von Py.
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D.3 Darstellungen
Definition D.19:

FEine Darstellung einer C*-Algebra U ist ein Paar (7, ), wobei §) ein Hilbertraum und 7 ein
*-Homomorphismus zwischen A und £ ($) ist.

(m,$) heifst
(1) treu, falls 7 injektiv ist.

(2) zyklisch, falls ein Vektor Q € $) mit der Eigenschaft existiert, daff die Menge
{m(A)Q | A €A} dicht in $ ist. Q wird als zyklischer Vektor bezeichnet.

(8) nicht-ausgeartet, falls 1(A)§ =0 VA € A fir ein & € § impliziert, daf§ £ =0 gilt.

(4) irreduzibel, falls die einzigen abgeschlossenen Unterrdume i von $ mit w(2)U C U die
trivialen Unterrdume {0} und $ sind.

Fiir nicht ausgeartete Darstellung findet man das wichtige Resultat:

Theorem D.20:

Ist (7, $) eine nicht ausgeartete Darstellung einer C*-Algebra 2, so ist (w,$) die direkte Summe
zyklischer Unterdarstellungen.

Bemerkung D.21 (GNS-Konstruktion):

Der Zusammenhang zwischen Zustéinden und Darstellungen wird durch die folgende Konstruk-
tion geklart.

Ist 2 eine C*-Algebra, w ein Zustand iiber 2 und J,, das Links-Ideal {A | w(A*A) =0, A € A},
so wird A/J,, mit

(Ajw,ij) = OJ(A*B) VAjw, ij S Qljw und A € Ajw, Be ij

zu einem Prahilbertraum fjw.

9, kann in der durch (, ) induzierten Topologie zu einem Hilbertraum $),, vervollstindigt
werden.

Die Darstellung von 2 auf $) wird durch

mo(A)By, == (AB)s, YA€, By, € Uy,

induziert.
Die so konstruierte Darstellung (m,,, $),,) besitzt ferner einen zyklischen Vektor €, der durch

Q, =15,

gegeben ist
Der Vektor €, erlaubt es auflerdem den Zustand w mittels der Darstellung wie folgt auszu-
driicken

w(A) = (Qu, 1 (A)) VA € 2.

Die so beschrieben Konstruktion einer zu einem Zustand w assoziierten Dartellung (7, ) wird
als GNS-Konstruktion®*® bezeichnet.

Mittels der GNS-Konstruktion findet man

Theorem D.22:

Ist w ein Zustand iber einer C*-Algebra A, so besitzt A eine zyklische Darstellung (7, Hw), S.d.
w(A) = (U, T (A),) VA e A

223henannt nach LM. Gel’fand, M.A. Naimark und I. Segal
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(T, ) ist bis auf unitire Aquivalenz eindeutig bestimmt, d.h. falls (7', $)) eine weitere zykli-
sche Darstellung mit zyklischem Vektor Q, und w(A) = (Q,, 7,,(A)QY,) VA € A ist, so existiert
eine unitdrer Operator

[ p———Y) (D.5)

mit den Eigenschaften
(1) U tn! (AU = n,(A) VA e A
(2) UQ, =,

Dies wiederum fiihrt zu
Korollar D.23:

Ist A eine C*-Algebra und a ein *-Automorphismus von 2, sowie w eine a-invarianter Zustand
tiber A, d.h.
w(a(A)) =w(A) VA e L,

und (m,,9y) die zu w assoziierte, zyklische Darstellung, so ezistiert ein eindeutig bestimmter,
unitdrer Operator U, : $, O mit den Eigenschaften

(1) Ugm, (AU = 7, (a(A)) VA €A

(2) UsQy = Qu

Zwischen reinen Zusténden und irreduziblen Darstellungen einer C*-Algebra besteht eine direk-
ter Zusammenhang.

Theorem D.24:
Ist A eine C*-Algebra und w € Sy, so gilt:

(T, Nw) irreduzibel & w € Py < w ist ein Extrempunkt von Sy

Abschliefend seien noch drei wesentliche Theorem zur Klassifikation von C*-Algebren genannt.

Theorem D.25:

Eine C*-Algebra 2 ist *-isomorph zu einer abgeschlossenen (in Norm), selbstadjungierten Alge-
bra beschrinkter Operatoren tber einem Hilbertraum.

Theorem D.26:

Eine abelsche C*-Algebra 2 ist *-isomorph zu der Algebra der stetigen Funktionen, die im Un-
endlichen verschwinden, iber dem Spektrum von 2A: Cy(o(2)).

Dabei ist das Spektrum o(2A) von 2 die Menge der reinen Zustinden Py, welche in der schwach-
*-Topologie ein (lokal) kompakter, Hausdorff Raum ist.

o(2A) ist genau dann kompakt, wenn A eine Eins 1 besitzt.

Theorem D.27:
Ist 2 eine von einem Element A erzeugte abelsche C*-Algebra, so ist 2 *-isomorph zu Cy(c(A)).



Index

Abbildung
der Klasse C", 73
glatt, 74
symplektisch, 21
Ableitung

kovariante, siehe Zusammenhang
hohere, siehe Zusammenhang

Algebra

. 128

dullere, 87, 88

Banach *-, 129

C*—, 127

Lie-, 75, siehe Lie-Algebra

Quotienten-, 129

Weyl-, 22
Atlas

der Klasse C", 72

kompatibel, 72

orientierend, 79

vertraglich, 72

vollstandig, 73

Biindel
-Homomorphismus, 96
-Isomorphismus, 96

-atlas, 96
-projektion, 95
Faser-, 91, 95

assoziiert, 98
induziert, 97
trivial, 96
Kotangential, 99
Tangential, 99
Vektor-, 98
-Homomorphismus, 99
direkte Summe, 99
Dual, 99
Rang, 99
Tensorprodukt, 99
Basenfeld, 100
Bedingung
Kozykel-, 97
Pra-p-Kozykel-, 96

Cauchy-Fliche, 11
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 130

Darstellung
adjungierte, 94
C*-Algebra, 131
irreduzibel, 131

nicht-ausgeartet, 131
treu, 131
zyklisch, 131
Derivation
Tensor-, 83
Tensorfeld-, 84
diffeomorph, 73
Diffeomorphismus
1-Parameter Gruppe, 86
affin-linear, 112
der Klasse C", 73
lokal, 79
orientierungséindernd, 80
orientierungserhaltend, 80
Differential, 77
dufleres, 88
Differentialoperator
Huygens’sch, 13
linearer, 102
adjungierter, 103
formal selbstadjungiert, 18
Hauptsymbol, 103
Ordnung, 103
Tensorprodutk, 106

trivialisierendes Koordinatensystem, 103

normal hyperbolisch, 2
Distribution, 104
Ordnung, 104
Pullback, 105
Riesz-
avanciert, 5
retardiert, 5
Tensorprodukt, 106
Divergenz, 109
Dynamik, 30

Eichinvarianz, 37
Eins

c*—, 127
Einstein’sche Feldgleichungen, 39
Einstein-Universum, (statisch), 39
Endpunkt, 75
Exponentialabbildung

einer Lie-Gruppe, 93

Faser, 96
-Metrik, siehe Metrik
-biindel, siehe Biindel
-erhaltend, 96
-typ, 95

133



134 Index
flach zeit-orientierungserhaltend, 121
Ricci, 111 zeit-orientierungsumkehrend, 121
FluB3, 86 zeitartig, 30
lokal, 86 isometrisch, 108, 128
Form isometrische Einbettung, 108

1-, siehe s-Form oder Kovektorfeld

Differential-, siehe s-Form

Koordinaten-1-, 77

s-, 87

Volumen-, 89
Formel

Weitzenbock-, 3
Friedmann-Gleichungen, 39
Fundamentallésung, 4
Funktor, 125

bijektiv, 125

Einbettung, 125

identischer, 126

injektiv, 125

Inklusion, 126

surjektiv, 125

treu, 125

voll, 125

volltreu, 126

Geodite, 111
maximal, 112
nicht geodétisch fortsetzbar, 112
Pra-, 112
geoditisches Abstandsquadrat, 114
Gleichgewicht
lokal, 31
GNS-Konstruktion, 131
Gradient, 109
Graph, 124

Hadamard-Koeffizienten, 7
Hadamard-Parametrix, 26
Hopf-Koordinaten, 48
Hyperfliche, 85

Ideal
Links-, 129
Rechts-, 129

zweiseitiges, 129
Immersion, 78
Integral

einer Differentialform, 89
inverse Temperatur, 30
Involution, 127
Isometrie, 108

Anti-, 116

lokal, 108

Jacobi
-Determinante, 90
-Matrix, 79

Karte, 72
Kategorie, 124
Aquivalenz, 126
Unter-, 125
voll, 126
kausal-vertraglich, 121
Kegel
Licht-, 13
Doppel-, 116
Vergangenheits-, 121
Zeit-, 120
entgegengesetzt, 120
Zukunfts-, 121
KMS-Bedingung, 30
Kodimension, 85
kompakt
vergangenheits-, 10
zukunfts-, 10
konform
Gewicht, 120
kovariant, 120
Transformation, 119
Kontraktion, 83
Koordinatenfunktionen, 72
Koordinatensystem, 72
Normal-, 114
Ortho, 114
Produkt-, 73
kosmologische Konstante, 39
Kotangential
-raum, 76
-vektor, 76
Kovektorfeld, 76
glatt, 76
Kovektorfelder
Koordinaten-, 77
Kriimmung
konstant, 111
Schnitt-, 111
Skalar-, 111
Kurve, 75
fortsetzbar, 75
Integral-, 85



Index

135

maximal, 86
kausal, 108
lichtartig, 108
raumartig, 108
reguldr, 75
zeitartig, 108

Kurvensegment

kausal, 108
lichtartig, 108
raumartig, 108
stiickweise glatt, 75
zeitartig, 108

Laplace-d’Alembert

konform gekoppelt, 120

Laplace-d’Alembert-Operator, 109
Laplace-Operator

Lie-

Bochner, 2

Ableitung, 84, 86
Algebra, 75, 91
Algebrenhomomorphismus, 92
Gruppe, 90
Gruppenhomomorphismus, 90
Unteralgebra, 92
Untergruppe, 91
1-Parameter, 91
abgeschlossen, 91

Mannigfaltigkeit

der Klasse C", 73
glatt, 74
kartesisches Produkt, 73
Lorentz’sche, 107
zeit-orientierbar, 121
zeit-orientiert, 121
orientierbar, 79, 80
orientiert, 79, 80
parakompakt, 73
Riemann’sche, 107
Semi-Riemann’sche, 107
geodétisch vollsténdig, 112
Unter-, 85
eingebettet, 85
Semi-Riemann’sche, 107

maximal symmetrisch, 50
Meta

-graph, 123
-kategorie, 123

Metrik, 107

-vertriglich, siehe Zusammenhang

Faser-, 102
direkte Summe, 102

dual, 102
Tensorprodukt, 102
Minkowskiraum, 115

Standard-Zeitorientierung, 121

Modul
4—,94
g9, 94
Morphismus, 123
*-, 129
Homo-, 124
Norm
Cc*—, 127

C",-Halb-, 104
normal, 128
Normierung, 130

Objekt, 123

Observable
lokale thermische, ,31

Orientierung
Koordinatensystem, 79
Mannigfaltigkeit, 79, 89
Standard-, 80
Tangentialraum, 79, 89
Zeit-, 121

Paralleltransport, 101
Poisson’sche Summenformel, 44
positiv, 128
Positivitit, 130
Produkt
dufleres, 87
Propagator
avanciert, 4, 10, 12
kausal, 12
retardiert, 4, 10, 12
Pullback, 78, 82

einer Distribution, siehe Distribution

Pushforward, 77, 82

Quantenfeld
kausal, 18
lokal kovariant, 17
Quantenfeldtheorie
kausal, 16
lokal kovariant, 16
Zeit-Schnitt-Axiom, 17

Raumzeit, vii
global hyperbolisch, 11
stationar, 35
Resolvente, 128
Resolventenmenge, 128



136 Index
Schnitt, 98 Koordinaten-, 77
lokaler, 98 links- /rechts-invariant, 92
Test-, 104 Orts-, 115
Trager, 99 vollstandig, 86
selbstadjungiert, 128 Vektorraum
Spektralradius, 128 symplektisch, 20
Spektrum, 128 Vergangenheit

Struktur
-Gruppe, 95
cr-, 73
glatt, 74

Submersion, 78

Tangential
-raum, 74
-vektor, 74

Tangentialvektor

lichtartig, 108
raumartig, 108
zeitartig, 108
Tensor, 80
-feld, 81
glatt, 81
kontravariant, 80
kovariant, 80
Kriimmungs-, 102
Ricci-, 110
Torsions-, 109
thermische Funktionen, 33
Trager, 73
Transformation
Bogoliubov-, 22
Natiirliche
Isomorphismus, 126
natiirliche, 126
Aquivalenz, 126
Transportgleichungen, 7
Trivialisierung
globale, 96
lokal, 96

Ubergangsfunktion, 72
eines Faserbiindels, 96
Umgebung
geodétisch konvex, 113
kausal, 9
normal, 113
unitér, 128

Vektorfeld, 75
Fundamental-, 95
glatt, 75
Kommutator, 75

chronologische, siehe Zukunft
kausale, siehe Zukunft
Vertauschungrelationen
kanonische
exponentielle Form, 22
Volumen, 90

Wellengleichung, 4
Wick-Monome, 27
Wick-Quadrat, 27
Wirkung
effektiv, 95
frei, 95
Links-, 95
Rechts-, 95
transitiv, 95

Zerlegung der Eins, 74
Zukunft
chronologische, 121
kausale, 121
Zusammenhang, 100
1-Form, 101
Christoffel Symbole, 101, 109
direkte Summe, 101
Dual, 101
Levi-Civita, 109
metrik-vertréglich, 102, 109
P-vertréglich, 3
Tensorprodukt, 101
torsionsfrei, 109
Zustand, 130
2-Punkt-Funktion, 25
analytisch, 25
Gibbs-, 30
Grund-, 30
Hadamard-
global, 26
lokal, 25
invarianter, 132
KMS-, 30
n-Punkt-Funktion, 25
quasifrei, 25
rein, 130
thermischer Referenz, 31



Literatur 137

Literatur

[AFO01] AGRICOLA, Ilka ; FRIEDRICH, Thomas: Globale Analysis: Differentialformen in Ana-
lysis, Geometrie und Physik. Vieweg Verlag, 2001

[AISTS] Avis, S. J. ; Ismam, C. J. ; STOREY, D.: Quantum Field Theo-
ry in anti-De Sitter Space-Time. In: Phys. Rev. D18 (1978), S. 3565.
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3565. - DOI  10.1103/Phys-

RevD.18.3565

[Bar(2] BARROW, John D.: The constants of nature : From Alpha to Omega - the numbers
that encode the deepest secrets of the universe. New York : Pantheon Book, 2002

[BFK96] BRUNETTI, R. ; FREDENHAGEN, K. ; KOHLER, M.: The microlocal spectrum condi-
tion and Wick polynomials of free fields on curved spacetimes. In: Commun. Math.
Phys. 180 (1996), S. 633-652. http://dx.doi.org/10.1007/BF02099626. — DOI
10.1007/BF02099626

[BFV03] BRUNETTI, Romeo ; FREDENHAGEN, Klaus ; VERCH, Rainer: The generally covariant

locality principle: A new paradigm for local quantum physics. In: Commun. Math.
Phys. 237 (2003), S. 31-68

[BGP0O7] BAR, Christian ; GINOUX, Nicolas ; PFAFFLE, Frank ; SCHWERMER, Joachim (Hrsg.)
; YNGVASON, Jakob (Hrsg.): Wave Equations on Lorentzian Manifolds and Quan-
tization. European Mathematical Society, 2007 (ESI Lectures in Mathematics and
Physics)

[BK96] Bauwm, Helga ; KATH, Ines: Normally hyperbolic operators, the Huygens property
and conformal geometry. In: Annals of Global Analysis and Geometry 14 (1996), S.
315-371. — SFB-288-212

[BOR02] BucHHOLZ, Detlev ; OJiMA, Izumi ; Roos, Hansjorg: Thermodynamic pro-
perties of non-equilibrium states in quantum field theory. In: Annals Phys.
297 (2002), S. 219-242. http://dx.doi.org/10.1006/aphy.2002.6222. — DOI
10.1006/aphy.2002.6222

[BR8T7] BRATTELI, Ola ; ROBINSON, Derek W. ; BALIAN, Roger (Hrsg.) ; BEIGLBOCK, Wolf
(Hrsg.) ; GROSSE, Harald (Hrsg.) ; LieB, Elliott H. (Hrsg.) ; RESHETIKHIN, Nicolai
(Hrsg.) ; SPOHN, Herbert (Hrsg.) ; THIRRING, Walter (Hrsg.): Operator Algebras and
Quantum Statistical Mechanics 1: C*-and W*-Algebras, Symmetry Groups, Decom-
position of States. 2ed. Springer Verlag, 1987 (Texts and Monographs in Physics)

[BRIT7] BRATTELI, Ola ; ROBINSON, Derek W. ; BALIAN, Roger (Hrsg.) ; BEIGLBOCK, Wolf
(Hrsg.) ; GROSSE, Harald (Hrsg.) ; LieB, Elliott H. (Hrsg.) ; RESHETIKHIN, Nicolai
(Hrsg.) ; SPOHN, Herbert (Hrsg.) ; THIRRING, Walter (Hrsg.): Operator Algebras and
Quantum Statistical Mechanics 2: Equilibrium States, Models in Quantum Statistical
Mechanics. 2ed. Springer Verlag, 1997 (Texts and Monographs in Physics)

[Bre93| BREDON, Glen E. ; AXLER, S. (Hrsg.) ; GEHRING, F.W. (Hrsg.) ; RiBET, K.A.
(Hrsg.): Graduate Texts in Mathematics. Bd. 139: Topology and Geometry. Springer
Verlag, 1993

[BS05] BERNAL, Antonio N. ; SANCHEZ, Miguel: Smoothness of Time Functions and the
Metric Splitting of Globally Hyperbolic Spacetimes. In: Commun. Math. Phys. 257
(2005), S. 43-50



138

Literatur

[BSO07]

[Buc03]

[DB60]

[Dim80]

[Fri75)

[Ful89]

[Giin88]

[Haa96]

[Haw75]

[Hiib05]

[HET73]

[Hel62]

[HHW67]

[HK64]

[Hor83]

[HWO1]

BucHHOLZ, Detlev ; SCHLEMMER, Jan: Local Temperature in
Curved Spacetime. In:  Class. Quant. Grav. 24 (2007), S. F25.
http://dx.doi.org/10.1088/0264-9381/24/7/F01. —  DOI 10.1088/0264
9381/24/7/F01

BucHHOLZ, Detlev: On hot bangs and the arrow of time in relativistic quantum field
theory. In: Commun. Math. Phys. 237 (2003), S. 271-288

DEWITT, Bryce S. ; BREHME, Robert W.: Radiation damping
in a gravitational field. In:  Ann. Phys. 9 (1960), S. 220-259.
http://dx.doi.org/10.1016/0003-4916(60)90030-0. —  DOI 10.1016/0003-
4916(60)90030-0

DiMocK, John: Algebras of Local Observables on a Manifold. In: Commun. Math.
Phys. 77 (1980), S. 219-228

FRIEDLANDER, F.G. ; MCCREA, W.H. (Hrsg.) ; Sciama, D.W. (Hrsg.) ; POLKING-
HORNE, J.C. (Hrsg.): The Wave Equation on a Curved Space-Time. Cambridge
University Press, 1975 (Cambridge Monographs on Mathematical Physics)

FuLLING, Stephen A. ; SERIES, C.M. (Hrsg.): Aspects of Quantum Field Theory
in Curved Space-Time. Cambridge University Press, 1989 (London Mathematical
Society Student Texts 17)

GUNTHER, Paul: Huygens’ Principle and Hyperbolic FEquations. Academic Press,
1988 (Perspectives in Mathematics)

HAAG, Rudolf ; BALIAN, Roger (Hrsg.) ; BEIGLBOCK, Wolf (Hrsg.) ; GROSSE, Harald
(Hrsg.) ; LiEB, Elliott H. (Hrsg.) ; RESHETIKHIN, Nicolai (Hrsg.) ; SPOHN, Herbert
(Hrsg.) ; THIRRING, Walter (Hrsg.): Local Quantum Physics: Fields, Particles, Al-
gebras. 2ed. Springer Verlag, 1996 (Texts and Monographs in Physics)

HAWKING, Stephen W.: Particle creation by black holes. In: Commun. Math. Phys.
43 (1975), S. 199-220

HUBENER, Robert: Lokale Gleichgewichtszustinde massiver Bosonen, Georg-August-
Universitdt Gottingen, Institut fiir Theoretische Physik, Diplomarbeit, 2005

HawkINng, S.W. ; Eruis, G.F.R. ; Sciama, D.W. (Hrsg.) ; WEINBERG, S. (Hrsg.)
; LANDSHOFF, P.V. (Hrsg.): The large scale structure of space-time. Cambridge
University Press, 1973 (Cambridge Monographs on Mathematical Physics)

HELGASON, Sigurdur: Differential Geometry and Symmetric Spaces. Academic Press,
1962

Haag, R. ; HuGeNHOLTZ, N. M. ; WINNINK, M.: On the Equilibrium states in
quantum statistical mechanics. In: Commun. Math. Phys. 5 (1967), S. 215-236

HaAg, Rudolf ; KASTLER, Daniel: An algebraic approach to quantum field theory.
In: J. Math. Phys. 5 (1964), S. 848-861

HORMANDER, Lars: The Analysis of Linear Partial Differential Operators I: Distri-
bution Theory and Fourier Analysis. Springer Verlag, 1983 (Grundlehren der mathe-
matischen Wissenschaften)

HoLraNDS, Stefan ; WALD, Robert M.: Local Wick polynomials and time orde-
red products of quantum fields in curved spacetime. In: Commun. Math. Phys.
223 (2001), S. 289-326. http://dx.doi.org/10.1007/s002200100540. — DOI
10.1007/s002200100540



Literatur

139

[JS06]

[Kay06]

[Kiih99]

[KN63]

[KN69]

[KWOI]

[MacT71]

[Mor03]

[Nic07]

[O’N83]

[Pin09]

[Rad96]

[Rud73]

[SKM+03]

[SV00]

[SW64]

JANTZEN, Jens C. ; SCHWERMER, Joachim: Algebra. Springer Verlag, 2006

Kapitel Quantum Field Theory in Curved Spacetime. In: KAy, Bernard S.: Ency-
clopedia of Mathematical Physics. Bd. 4. Elsevier, 2006, S. 202212

KUHNEL, Wolfgang: Differentialgeometrie - Kurven, Fldichen, Mannigfaltigkeiten.
3ed. Vieweg Verlag, 1999

KoBAYAsHI, Shoshichi ; NoMizu, Katsumi: Foundations of Differential Geometry
Volume I. John Wiley & Sons, Inc., 1963 (Wiley Classics Library)

KoBAyAsHI, Shoshichi ; NoMmizu, Katsumi: Foundations of Differential Geometry
Volume II. John Wiley & Sons, Inc., 1969 (Wiley Classics Library)

KAy, Bernard S. ; WALD, Robert M.: Theorems on the Uniqueness and
Thermal Properties of Stationary, Nonsingular, Quasifree States on Space-
Times with a Bifurcate Killing Horizon. In: Phys. Rept. 207 (1991), S. 49—
136. http://dx.doi.org/10.1016/0370-1573(91)90015-E. — DOI 10.1016/03707
1573(91)90015-E

MACLANE, Saunders: Categories for the Working Mathematician. Springer Verlag,
1971

MORETTI, Valter: Comments on the stress-energy tensor operator in
curved spacetime. In: Commun. Math. Phys. 232 (2003), S. 189-221.
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0702-7. — DOI 10.1007/s00220-002—
0702-7

NicorLAEgscu, Liviu I.: Lectures on the Geometry of Manifolds. World Scientific
Publishing, 2007

O’NEILL, Barrett ; EILENBERG, Samuel (Hrsg.) ; BAss, Hyman (Hrsg.): Semi-
Riemannian Geometry - With Applications to Relativity. Academic Press, 1983 (Pure
and Applied Mathematics)

PinaMoONTI, Nicola: Conformal generally covariant quantum field theory: The sca-
lar field and its Wick products. In: Commun. Math. Phys. 288 (2009), S. 1117-
1135. http://dx.doi.org/10.1007/s00220-009-0780-x. — DOI 10.1007/500220—
009-0780—x

Rabpzikowski, M. J.: Micro-local approach to the Hadamard condition in quantum
field theory on curved space-time. In: Commun. Math. Phys. 179 (1996), S. 529-553.
http://dx.doi.org/10.1007/BF02100096. — DOI 10.1007/BF02100096

RUDIN, Walter ; FARNSWORTH, Jack L. (Hrsg.) ; BAYNE, Bradford (Hrsg.) ; MAR-
GOLIES, M. E. (Hrsg.): Functional Analysis. McGraw-Hill Book Company, 1973

STEPHANI, H. ; KRAMER, D. ; MAcCALLUM, M. A. H. ; HOENSELAERS, C. ; HERLT,
E. ; LANDSHOFF, P. V. (Hrsg.) ; NELsON, D. R. (Hrsg.) ; WEINBERG, S. (Hrsg.):
Ezxact Solutions of Einstein’s Field Equations. 2ed. Cambridge University Press,
2003 (Cambridge Monographs on Mathematical Physics)

SAHLMANN, Hanno ; VERCH, Rainer: Passivity and microlocal spec-
trum  condition. In:  Commun. Math. Phys. 214 (2000), S. 705-731.
http://dx.doi.org/10.1007/5002200000297. — DOI 10.1007 /5002200000297

STREATER, Raymond F. ; WIGHTMAN, Arthur S.: PCT, Spin and Statistics, and All
That. W.A. Benjamin, Inc., 1964



140

Literatur

[Tak79]

[Unr76]

[Wal84]

[Wal94]

TAKESAKI, Masamichi ; CuNTz, J. (Hrsg.) ; JONES, V. (Hrsg.): Encyclopaedia of

Mathematical Sciences. Bd. 124: Theory of Operator Algebras I. Springer Verlag,
1979

UNRUH, William G.: Notes on black-hole evaporation. In: Phys. Rev. D 14 (1976),
S. 870-892

WALD, Robert M. ; WALD, Robert M. (Hrsg.): General Relativity. The University
of Chicago Press, 1984

WALD, Robert M. ; WALD, Robert M. (Hrsg.): Quantum Field Theory in Curved
Spacetime and Black Hole Thermodynamics. The University of Chicago Press, 1994
(Chicago Lectures in Physics)



Danksagungen 141

Danksagungen

Mein Dank geht zunéchst an Professor Buchholz fiir die Ermoglichung dieser Arbeit, die Auswahl
der faszinierenden Thematik und deren erhellende Diskussion sowie die hilfreiche und angenehme
Betreuung im Allgemeinen. Weiterhin méchte ich mich bei Professor Rehren fiir die Bereitschaft
zur Ubernahme des Koreferates bedanken.

Dank gilt auch allen Mitglieder der Arbeitsgruppe fiir zahlreiche Diskussion rund um die Welt
der Quantenfeldtheorie und die angenehme Arbeitsatmosphére der letzten zwolf Monate, die zur
Fertigstellung dieser Arbeit beigetragen hat.

Nicht zuletzt mochte ich mich bei Frank Werner fiir die Bereitstellung seiner LaTeX-Kenntnisse
und -Vorlagen, bei Martin Callies und Peter Schlicht fiir klirende Gespriiche zur Differential-
geometrie und verwandter Themen sowie bei Bodo Wilts fiir die Durchsicht des umfangreichen
Textes bedanken.

Ferner mochte ich meinen Eltern danken, die mir nicht nur dieses Studium ermdoglicht haben,
sondern auch in jeder anderen Hinsicht die Verwirklichung meiner Vorstellungen unterstiitzen.
Abschlielend danke ich besonders Lena fiir Geduld, moralischen Beistand, Lektorat und eine
schone Zeit auch abseits der Physik.

Gottingen Alexander Stottmeister
Oktober, 2009



