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Vorwort v

Vorwort

Die Theorie der Quantenfelder auf gekrümmten Raumzeiten ist ein erster Schritt zum Verständ-
nis der Verbindung zwischen der Theorie des Mikrokosmos, der Quantentheorie, und der All-
gemeinen Relativitätstheorie, welche die großräumigen Strukturen unserer Welt beschreibt. Ein
Verständnis dieser Verbindung ist erforderlich in den extremen Bereichen unseres Universums,
in denen sehr starke Gravitationsfelder aufgrund Materieballungen hoher Dichte auftreten (Neu-
tronensterne, schwarze Löcher, Frühzeit des Universums,...).
Hier ist einerseits eine quantentheoretische Beschreibung der Materie und ihrer Wechselwirkun-
gen notwendig (man denke etwa an den Übergang des Quark-Gluon-Plasmas zur hadronischen
Materie im frühen Universum), andererseits muß das Gravitationsfeld, welches über den Energie-
Impuls-Tensor an die Materiefelder gekoppelt ist, in die Beschreibung eingebunden werden.
In einer vollständigen Theorie ist daher - neben den Materiefelder - auch das Gravitationsfeld
zu quantisieren. Häufig lässt sich jedoch die Rückkopplung der Quanteneffekte der betrachteten
Materiefelder auf das Gravitationsfeld vernachlässigen. In einer solchen Situation kann das Gra-
vitationsfeld als nicht trivialer, klassischer Hintergrund in die quantentheoretische Beschreibung
der Materiefelder integriert werden.
Diese Approximation führt zur Theorie der Quantenfelder auf gekrümmten Raumzeiten, die Ge-
genstand dieser Arbeit ist.
Große Schwierigkeiten bei der Formulierung von Quantenfeldtheorien auf generischen gekrümm-
ten Raumzeit entstehen durch das Fehlen von Symmetrien. Im Gegensatz zum Minkowskiraum
stehen daher Konzepte, wie etwa das Vakuum, nicht zur Verfügung.

Ein weiteres Konzept, welches im Allgemeinen seine Bedeutung verliert, ist der Begriff des globa-
len (thermischen) Gleichgewichtes eines physikalischen Systems, denn dafür wird ein “Zeittransla-
tions”-Begriff benötigt, d.h. eine Dynamik bezüglich derer das System als “im Gleichgewicht”
angesehen werden kann. Nur wenn eine solche Dynamik vorhanden ist, erlaubt die sogenann-
te KMS-Bedingung1 die Bestimmung von globalen, d.h. über der ganzen Raumzeit definierten,
Gleichgewichtszuständen.
Die Abwesenheit von Symmetrien in der generischen Situation zeigt die Notwendigkeit eines
“lokalisierten” Gleichgewichtsbegriffes. Ein Vorschlag in diese Richtung wurde von D. Buchholz
und J. Schlemmer in [BS07] im Rahmen der Quantenfeldtheorie auf gekrümmten Raumzeiten
gemacht, basierend auf Ideen von D. Buchholz, I. Ojima und H. Roos (s. [BOR02], [Buc03]).
Grob gesagt, besteht das lokale Gleichgewichtskonzept in der Auswahl geeigneter KMS-Zustände
im Minkowskiraum, zur Beschreibung von Gleichgewichtssituationen gewünschten Typs (Refe-
renzzustände), und bestimmter Observablen, die empfindlich gegenüber den intensiven Para-
metern dieser Zustände sind, sowie einem anschließenden Vergleich der Erwartungswerte dieser
Observablen in Zuständen über einer gewählten Raumzeit mit den Erwartungwerten in den Re-
ferenzzuständen (s. Teil II, Abschnitt 3).
Das Ziel dieser Arbeit ist ein Vergleich dieses neuen Konzeptes mit dem durch die KMS-
Bedingung gegebenen anhand eines einfachen Modells, dem masselosen, konform kovarianten
Klein-Gordon-Feld, in Situationen, in denen beide Ansätze Anwendung finden (stationäre Raum-
zeiten, s. Teil II, Abschnitt 4). Als Modell-Raumzeiten werden das statische Einstein-Universum
(ESU4) und die Anti-de Sitter-Raumzeit (adS4) betrachtet, die zwar nicht als realistische Kandi-
daten für die Beschreibung unseres Universums anzusehen sind, aber trotz relativer Einfachheit
allgemeinere Eigenschaften als der Minkowskiraum besitzen, wie etwa nicht verschwindende
Krümmung, eine geringere Anzahl von Symmetrien (ESU4) oder auch pathologische kausale
Eigenschaften (adS4). Somit ist eine Betrachtung dieser Raumzeiten zur Analyse des lokalen
Gleichgewichtskonzeptes nach [BS07] gerechtfertigt.
Letztere besteht in der Anwendung des, in [BS07] eingeführten, lokalen Temperaturbegriffes auf
zuvor bestimmte Kanditaten für KMS-Zustände über ESU4 und adS4. Dabei stellt sich heraus,
daß in diesem Modell eine im Allgemeinen positionabhängige Temperaturverteilung (je nach

1s. Teil II, Abschnitt 3.
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Dynamik des Beobachters) die Folge ist. Dies wurde bereits in [BS07] für geodätische Beobach-
ter auf der de Sitter-Raumzeit festgestellt, und unterstreicht die zuvor betonte Notwendigkeit
eines lokalen Gleichgewichtsbegriffes. Weiterhin zeigen sich Abweichungen in der Form der Tem-
peraturverläufe, die möglicherweise eine notwendige Erweiterung der Menge der betrachteten
Referenzzustände andeuten (s. Teil II, Abschnitt 5).
Als Nebenprodukt dieser Analyse ergeben sich Aussagen über die Bedeutung der Renomierungs-
freiheit des Wick-Quadrates (s. [HW01]) in diesem Modell und die in [BS07] vorgeschlagene
Möglichkeit zur Fixierung ebendieser.

Der Aufbau der Arbeit gestaltet sich wie folgt:

In Teil I finden sich grundlegende Erläuterungen und Konzepte zur Konstruktion der Quan-
tentheorie einer klassischen, linearen Feldtheorie auf einer gekrümmten Raumzeit. Abschnitt
1 erinnert dazu an das Konzept der “Wellengleichung” in Termen von normal hyperbolischen
Differentialoperatoren. Desweiteren werden Eindeutigkeit, Existenz und Konstruktion spezieller
Fundamentallösungen (avancierter/retardierter Propagator) diskutiert. Insbesondere wird die
Hadamard’sche Konstruktion mit Blick auf Unterabschnitt 2.2.2 (Hadamard-Zustände) analy-
siert. In Unterabschnitt 1.3 werden spezielle normal hyperbolische Differentialoperatoren, die
Huygens’schen Differentialoperatoren, welche eine scharfe Signalausbreitung beschreiben, be-
sprochen. Die Formulierung und Konstruktion einer Quantenfeldtheorie, in dem hier verwende-
ten Sinne, ist Gegenstand von Abschnitt 2, mit besonderer Betrachtung des konform gekoppelten
Klein-Gordon-Feldes in Unterabschnitt 2.2.2, für dessen avancierten/retardierten Propagator ei-
ne Invarianzaussage bewiesen wird (Lemma 2.7, S. 24)

Teil II besteht in der Erklärung der KMS-Bedingung und des lokalen Gleichgewichtskonzep-
tes nach [BS07] (Abschnitt 3), sowie in deren Vergleich und der Analyse für das statische
Einstein-Universum und die Anti-de Sitter-Raumzeit (Abschnitte 4 und 5). Zur Konstrukti-
on der Quantenfeldtheorien über diesen Raumzeiten wird eine Aussage über das Verhalten des
avancierten/retardierten Propagators unter konformen Diffeomorphismen bewiesen (Lemma 4.2,
S. 40).

Technische Details und Aussagen zu den verwendeten mathematischen Werkzeugen finden sich
in den Appendizes (Teil III).
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Konventionen und Notation

“One, two, three, five, four,...”
“No, Daddy, it’s one, two, three, four, five.”

“Well, if I want to say one, two, three, five, four, why can’t I?”
“That’s not how it goes.”

Eine Raumzeit M ist, soweit nicht anders erwähnt, eine glatte, zusammenhängende, Lorentz’sche,
orientierte und zeit-orientierte Mannigfaltigkeit2.
Die Signatur der Metrik g einer Raumzeit M ist (−,+, ...,+) (vgl. [HE73], [BGP07], [Wal84],
[DB60], [O’N83]). Die induzierte Metrik g∣S auf raumartigen Hyperflächen S ⊆ M ist somit
positiv definit (“geometrische Wahl”). Es ist zu beachten, daß in der zitierten Literatur ebenso
die Signatur (+,−, ...,−) anzutreffen ist, z.B. [Fri75]. Der Levi-Civita-Zusammenhang ∇ ist von
dieser Wahl nicht betroffen, abgeleitete Größen jedoch schon. Weitere Schwierigkeiten sind durch
verschiedene Konventionen in der Definition des Krümmungstensors R bedingt.
Da es dies bezüglich zu Verwirrungen, insbesondere zwischen den Quellen [Fri75], [BGP07]
und [Wal84], kommen kann, soll deren Notation in Hinblick auf einige wichtige Größen hier
verglichen werden. Die Konventionen innerhalb der Arbeit stimmen mit [BGP07] überein.
Ist Q eine mathematische Größe, so bezeichnet QF , QBGP bzw. QW die, der jeweiligen Quelle
zugeordnete, Größe.
Es gilt für den

Krümmungstensor

RF i
jkl = −RBGP i

jkl = RW klj
i

RF ij = −RBGP ij = −RW ij mit Rij := Rk ikj bzw. Rij := Rikj
k

SF = SBGP = SW mit S := gijRij

Laplace-d’Alembert-Operator

2F := gij∇i∇j

2BGP := −gij∇i∇j

2W := gij∇i∇j

konform gekoppelter Laplace-d’Alembert-Operator3

ΥF := 2F + 1
6S

F

ΥBGP := 2BGP + 1
6S

BGP

ΥW := 2W − 1
6S

W

Andererseits bewirkt die Operation g 7→ −g eine Umkehr der Signatur, d.h.: 2g = −2−g und
Sg = −S−g.
Letzteres impliziert:

ΥF = ΥBGP = −ΥW

2Zur Erklärung der Begriffe siehe Appendix A und B.
3siehe auch Yamabe-Operator
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Für die (skalierte) Fouriertransformation FK und die (skalierte) inverse Fouriertransformation
F∗K über R bzw. S1 (Kreis) gilt die Konvention:

f̂K(k) = FK[f ](k) =

∫
R

f(t)e−ik
t
Kdt, f̂K(k) = FK[f ](k) =

∫ 2�

0
f(t)e−ik

t
Kdt

f(t) = F∗K[f̂K](k) =
1

2�K

∫
R

f̂K(k)eik
t
Kdk, f(t) = F∗K[f̂K](k) =

1

2�K

∑
k∈Z

f̂K(k)eik
t
K

Ist M eine Raumzeit mit konstanter Skalarkrümmung S, so wird durch letztere eine natürliche
Längenskala in M induziert, welche genutzt werden kann, um den Parameter K zu definieren
und ! resp. k in der Fouriertransformation dimensionslos zu machen. Die gewöhnliche (inverse)
Fouriertransformation F(∗) ergibt sich für K = 1.
Die Einheiten sind in der gesamten Arbeit so gewählt, daß c = G = ℏ = kB = 1 gilt.

Liste häufig verwendeter Symbole

A Observablen-Algebra
C der Körper der komplexen Zahlen
ds2

M alternative Notation für die Metrik der Raumzeit M
D(M ,E ) kompakt getragene (glatte) Schnitte des Vektorbündels E →M
D(M ) = D(M ,R) kompakt getragene (glatte) Schnitte des trivialen Bündels M ×R
D(M ,C) kompakt getragene (glatte) Schnitte des trivialen Bündels M × C
D∗(M ,E , V ) Distributionen über D(M ,E ) mit Werten in einem Vektorraum V
ΔM kausaler Propagator über M
Δ∇ Bochner-Laplace-Operator des Zusammenhangs ∇
E (K-)Vektorbündel über einer Raumzeit M
E ∗ duales Bündel zu E
End(E ) Endomorphismen Bündel zu E
F lokal kovariante Quantenfeldtheorie
Φ lokal kovariantes Quantenfeld
: Φn :, n ≥ 0 (lokal kovariante) Wick-Monome von Φ
�t, t ∈ R 1-Parameter-Gruppe von Isometrien mit zeitartigen Orbits
g (Raumzeit-)Metrik
g∗ duale Metrik zu g
gE Fasermetrik eines Vektorbündels E
GM
± avancierter/retardierter Propagator über M

Γ(p, q) geodätisches Abstandsquadrat zwischen den Punkte p, q
Γ(M ,E ) (glatte) Schnitte des Vektorbündels E →M
Hn Hadamard-Parametrix der Ordnung n
I±(S ,M ) chronologische Zukunft/Vergangenheit der Menge S in M
J±(S ,M ) kausale Zukunft/Vergangenheit der Menge S in M
Λ kosmologische Konstante
M (allgemeine) Raumzeit
M Minkowskiraum der Dimension 4
∇ Zusammenhang über einem Vektorbündel
P linearer Diffenrentialoperator
R thermische Referenzzustände
R der Körper der reellen Zahlen
Rn� die Mannigfaltigkeit Rn mit der Standard-Metrik g� mit Index �
R Krümmungstensor
Ric Ricci-Tensor
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S Skalarkrümmung
Sn die n-dimensionale Sphäre
�P Hauptsymbol des linearen Diffenrentialoperators P
T lokale thermische Observablen
TM Tangentialbündel von M
T ∗M Kotangentialbündel von M
V k, k ≥ 0 Hadamard-Koeffizienten
W (M ) Weyl-Algebra über M
W (V ) Weyl-Algebra eines symplektischen Vektorraumes V
W (s) Weyl-Operator zu einem Schnitt s ∈ D(M ,E )
! Zustand über der Observablen-Algebra A
!2 2-Punkt-Funktion des Zustandes !
Υ konform gekoppelter Laplace-d’Alembert-Operator

oder masseloser, konform invarianter Klein-Gordon-Operator
Z der Ring der ganzen Zahlen
2 Laplace-d’Alembert-Operator
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2 1 Wellengleichungen auf gekrümmten Raumzeiten

1 Wellengleichungen auf gekrümmten Raumzeiten

Viele physikalische Felder können im Rahmen der Allgemeinen Relativitätstheorie, sofern ihr
jeweiliger Einfluß auf die betrachtete Raumzeit M und ihre Wechselwirkung untereinander ver-
nachlässigt werden kann, durch Lösungen von (in-)homogenen linearen Differentialgleichungen
auf Vektorbündeln über M beschrieben werden (z.B. das Klein-Gordon- (Pion), das Proca-
(massive Spin-1-Teilchen) und das Maxwell-Feld (in der Lorentz-Eichung) oder auch (hypothe-
tische) Gravitationswellen (linearisierte Einstein-Gleichungen)).
Der Ausbreitungsgeschwindigkeit physikalischer Phänomene ist durch die Lichtgeschwindigkeit
eine natürliche Grenze gesetzt, s.d. diese Felder Differentialgleichungen unterworfen sind, die
Lösungen eines solchen Fortpflanzungscharakters zulassen.
Die Theorie der normal-hyperbolischen Differentialoperatoren4 liefert einen gemeinsamen Rah-
men für diese Situation (s. [BK96] und [BGP07], Abschnitt 1.5).

Im Folgenden ist E immer ein Vektorbündel über einer Raumzeit (M , g)5.

1.1 Normal-hyperbolische Differentialoperatoren

Definition 1.1:

Ist P : Γ(M ,E ) −→ Γ(M ,E ) ein linearer Differentialoperator, so heißt P normal hyperbolisch,
falls das Hauptsymbol die Relation

�P (!) = −g∗(!, !) idEp ; p ∈M , ! ∈ T ∗p (M )

erfüllt, d.h. in einem trivialisierenden Koordinatensystem (U , �,  ) für P ergibt sich6:

(Ps)(p) =
∑
i,j

( ∣Ep)
−1
(
−gij∣p∂

�
i∣p∂

�
j∣p(�2 ∘  ∘ s)

)
+ niedrigere Ordnungen in {∂�k∣p}k=1,...,n

(1.1)

für alle s ∈ Γ(M ,E ).

Wichtige Besipiele für normal hyperbolische Differentialoperatoren sind die Folgenden.

Beispiel 1.2:

(1) Ist E = M × R, so sind die glatten Schnitte dieses Bündels gerade die glatten Funktio-
nen auf M . Der Laplace-d’Alembert-Operator 2 von M ist ein normal hyperbolischer
Differentialoperator auf diesem Bündel, denn7

�2(!)f(p) = −�div(!) ∘ �grad(!)f(p) = −!(f(p) ⋅ (∗g)−1(!)) = −g∗(!, !) ⋅ f(p)

für alle f ∈ C∞(M ), p ∈M , ! ∈ T ∗p (M ).

Es folgt, daß auch der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-Operator Υ = 2+ n−2
4(n−1)S

normal hyperbolisch ist. S ist die Skalarkrümmung von M .

(2) Ist ∇ ein Zusammenhang auf E und ∇T ∗M⊗E der, durch den Levi-Civita Zusammenhang
auf TM und ∇ induzierte, Zusammenhang auf T ∗M ⊗ E , so ist der Bochner-Laplace-
Operator

Δ∇ := trg ⊗ idE ∘∇T
∗M⊗E ∘ ∇

4Vektorbündel und linearen Differentialoperatoren werden in Appendix A, Unterabschnitte A.3.1 und A.3.2 erklärt.
5Begriffe aus der Semi-Riemann’schen Geometrie sind in Appendix B erklärt.
6Die Funktionen {gij} sind die Koeffizienten der dualen Metrik g∗ bezüglich des assoziierten Kobasenfeldes {dxk�}.
7∗g ist der metrik-induzierte Isomorphismus zwischen TM und T ∗M ; vgl. Appendix A, Bemerkung A.111
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normal hyperbolisch, denn es gilt:

�Δ∇(!)s(p) = − trg ⊗ idE ∘�∇T∗M⊗E (!) ∘ �∇(!)s(p) = − trg ⊗ idE (! ⊗ ! ⊗ s(p))

für alle s ∈ Γ(M ,E ), p ∈M , ! ∈ T ∗p (M )8.

Das zweite Beispiel ist von besonderem Interesse, denn die folgende Proposition besagt, daß
jeder normal hyperbolische Differentialoperator zu einem bestimmten Bochner-Laplace-Operator
assoziiert werden kann.

Proposition 1.3 (Weitzenböck-Formel):

Ist P ein normal hyperbolischer Differentialoperator über E , so existieren ein eindeutiger Zu-
sammenhang ∇P auf E und ein eindeutiges Endomorphismenfeld MP ∈ Γ(M ,End(E )) mit

P = ΔP +MP , (1.2)

wobei ΔP der zu ∇P assoziierte Bochner-Laplace-Operator ist. ∇P heißt P -verträglicher Zu-
sammenhang. Gleichung (1.2) wird als Weitzenböck-Formel für P bezeichnet.
Der Beweis ist analog zu [BK96], Proposition 3.1 (S.322).

Beweis:

Für alle f ∈ C∞ und s ∈ Γ(M ,E ) und einen Zusammenhang ∇ auf E gilt:

Δ∇(fs) = − trg ⊗ idE (∇T ∗M⊗E (df ⊗ s+ f∇s))
= − trg ⊗ idE ((∇T ∗M df)⊗ s+ 2df ⊗∇s+ f∇T ∗M⊗E∇s)
= (2gf)− 2∇gradg fs+ fΔ∇s.

Nimmt man an, daß ∇ der gesuchte Zusammenhang ist, folgt wegen P −Δ∇ ∈ Γ(M ,End(E ))
und der obigen Rechnung:

(P −Δ∇)(fs) = f(P −Δ∇)(s) ⇒ ∇gradg fs =
1

2
((2gf)s− P (fs) + fP (s)).

Zeigt man also, daß

∇�s :=
1

2
((2gf�)s− P (f�s) + f�P (s))(p), p ∈M , � ∈ Tp(M )

mit einer Funktion f ∈ C∞(M ), s.d. (gradg f�)(p) = �,9 einen Zusammenhang auf E definiert,
so ist die Aussage bewiesen.
Die Wohldefiniertheit, Linearität und C∞-Linearität von ∇ ist aus der Definition ersichtlich. Die
Leibniz-Regel für ∇ folgt in einem trivialisierenden Koordinatensystem U für P mit Gleichung
(1.1), denn auf U sieht man, daß

1

2
((2gf)(ℎs)− P (fℎs) + fP (ℎs)) =

1

2
ℎ((2gf)(s)− P (fs) + fP (s)) + (gradg f)(ℎ)

gilt.

Dieses Resultat ist für die spätere Konstruktion einer asymptotischen Fundamentallösung eines
normal hyperbolischen Differentialoperators wichtig.

Bemerkung 1.4:

Ein triviales Beispiel für die Weitzenböck-Formel ist der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-
Operator Υ von M mit ∇Υ = d und MΥ = n−2

4(n−1)S.

8trg bezeichnet die, durch ! ⊗ !′ 7−→ g∗∣p(!, !
′) induzierte, metrische Spur auf (T ∗M )⊗2.

9Eine solche Funktion existiert immer, z.B lässt sich ausnutzen, daß auf einer Koordinatenumgebung U
gradg x

i = ∂i gilt, die {∂i} TM∣U parallelisieren und Theorem A.96 für TM anwendbar ist.
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1.2 Die Fundamentallösung

Das Konzept der Fundamentallösung ist entscheidend für die Lösungs-Theorie partieller Diffe-
rentialgleichungen

P s̃ = s.

Auch aus physikalischer Sicht ist die Frage nach Fundamentallösungen gerechtfertigt, da sie als
Feldkonfigurationen einer Punktquelle verstanden werden können (Definition 1.5, s.u.) und für
lineare, partielle Differentialgleichungen ein Superpositions-Prinzip gilt.

Definition 1.5:

Ist P ein linearer Differentialoperator über E und U ⊆M , so heißt eine Distribution10

Dp ∈ D∗(M ,E ,Ep) Fundamentallösung für P an p ∈M , falls

PDp = �p, d.h. Dp(P
∗s) = s(p) ∀s ∈ D(M ,E ∗),

gilt.

Ist der lineare Differentialoperator P in obiger Gleichung normal hyperbolisch, so werden wir
im Folgenden von einer Wellengleichung sprechen11.
Wie im Falle des Minkowskiraumes Rn1 gibt es auch für allgemeine Raumzeiten M keine ein-
deutige Fundamentallösung für normal hyperbolische Differentialoperatoren, denn es existieren
in der Regel Lösungen der homogenen Differentialgleichung. Allerdings lassen sich nicht alle
aus dem flachen Fall bekannten Fundamentallösungen, wie z.B. der Feynman-Propagator GF ,
in invarianter Weise auf die allgemeinere Situation übertragen, da zur Konstruktion eine Un-
terteilung der Lösungen bezüglich positiver und negativer Frequenzen mittels Fourieranalyse
ausgenutzt wird (s. [Ful89], Kapitel 4).
Für Raumzeiten geeigneten Typs ist es möglich den avancierten G+ und retardierten Propa-
gator G− in eindeutiger Weise zu definieren (s. Unterabschnitt 1.2.3 “Globale Theorie”). Die
Eindeutigkeit wird durch Bedingungen an den Träger realisiert12,13:

suppG±∣p ⊆ J±(p,M ) und suppG±∣p ist vergangenheits/zukunfts-kompakt in M .

Im Weiteren werfen wir einen genaueren Blick auf die Struktur dieser speziellen Fundamen-
tallösungen.

1.2.1 Riesz-Distributionen

Dieser Abschnitt widmet sich den Riesz-Distributionen14, die, wie in [Gün88] und [BGP07]
gezeigt, zur Konstruktion des avancierten bzw. retardierten Propagator in einem asymptotischen
Sinn verwendet werden können.

Definition 1.6:

Für den (n-dimensionalen) Minkowskiraum15 Rn1 mit Standard-Orientierung und Standard-
Zeitorientierung, und � ∈ C, ℜ(�) > 0 definiert die Vorschrift

R±(�)(x) :=

{
C(�, n)(−q1(x))

�−n
2 , falls x ∈ J±(0)

0 , sonst

10s. Appendix A, Unterabschnitt A.4
11Beachte die Analogie eines normal hyperbolischen Differentialoperators zum “Wellenoperator” 2 im Minkowski-

raum.
12s. auch Definition 1.13 und Theorem 1.14.
13Die Notation J±(p,M ) ist in Appendix B, Abschnitt B.4 erklärt.
14Benannt nach Marcel Riesz.
15s. Appendix B, Abschnitt B.2 für die Definition.
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eine stetige Funktion auf Rn1 . q1 bezeichnet die zur Standard-Metrik assoziierte quadratische

Form; C(�, n) := 21−��
2−n

2

(�2−1)!(�−n2 )!
ist ein Normierungsfaktor mit der Gammafunktion z 7→ (z− 1)!.

Die avancierte bzw. retardierte Riesz-Distribution, ebenfalls R±(�), bei � ergibt sich durch

R±(�)(f) :=

∫
J±(0)

C(�, n)(−q1(x))
�−n

2 f(x)dnu(x)

für alle f ∈ D(Rn1 ,C)(= C∞0 (Rn1 ,C)). dnu bezeichnet die Standard-Volumenform auf Rn1 .

Bemerkung 1.7:

Die Distributionen R±(�) sind holomorph in {� ∈ C ∣ ℜ(�) > n}, d.h. R±( . )(f) ist eine
holomorphe Funktion auf {� ∈ C ∣ ℜ(�) > n} für alle f ∈ D(Rn1 ).
Zusammen mit der Identität 2R±(� + 2) = R±(�) erlaubt diese Tatsache eine eindeutige,
holomorphe Fortsetzung auf C.

Die folgende Proposition gibt einen Überblick über die Eigenschaften der Riesz-Distributionen
(vgl. [BGP07], S.11ff).

Proposition 1.8:

Für alle � ∈ C gilt:

(1) −q1 ⋅R±(�) = �(�− n+ 2)R±(�+ 2),

(2) (− grad q1) ⋅R±(�) = 2� gradR±(�+ 2),

(3) 2R±(�+ 2) = R±(�),

(4) suppR±(�) = J±(0) und sing suppR±(�) ⊆ ∂J±(0) für
� ∈ C∖({−2k ∣ k ∈ N0} ∪ {n− 2(k + 1) ∣ k ∈ N0}),

(5) suppR±(�) = sing suppR±(�) ⊆ ∂J±(0) für � ∈ {−2k ∣ k ∈ N0}∪{n−2(k+1) ∣ k ∈ N0},

(6) suppR±(�) = sing suppR±(�) = ∂J±(0) für � ∈ {n− 2(k + 1) ∣ k ∈ {0, ..., [n−3
2 ]}},

(7) ℝ±(0) = �0,

(8) ordRn1 (R±(�)) ≤ n+ 1 für ℜ(�) > 0,

(9) R±(�)(f) ∈ R für alle f ∈ D(Rn1 ,R) und � ∈ R,

(10) �∗(R±(�)) = R±(�) für alle eigentlichen, orthochronen Lorentz-Transformationen16 des
Rn1 .

Die (lokale) Übertragung der Riesz-Distributionen auf allgemeine Raumzeiten erfolgt mittels der
Exponentialabbildung.

Definition 1.9:

Ist M eine Raumzeit und (U ,  := ' ∘ exp−1
p ) ein Orthonormal-Koordinatensystem um p ∈M ,

so heißt der Pullback17 der avancierten bzw. retardierten Riesz-Distribution

RU
± (�, p) =  ∗R±(�)∣W , W =  (U )

die avancierte bzw. retardierte Riesz-Distribution auf U bei p und � ∈ C.

16D.h. � ist eine orientierungserhaltende, zeit-orientierungserhaltende, lineare Isometrie des Rn1 .
17s. Lemma A.122.
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Proposition 1.8 überträgt sich wie folgt:

Proposition 1.10:

Ist Γ das geodätische Abstandsquadrat18 auf U , so gilt für alle � ∈ C:

(1) {RU
± (�, p)}�∈C ist eine holomorphe Familie von Distributionen über D(U ,C ),

(2) RU
± (�, p)(q) :=

{
C(�, n)(−Γp(q))

�−n
2 , falls q ∈ J±(p,U )

0 , sonst
für ℜ(�) > n,

(3) −Γp ⋅RU
± (�, p) = �(�− n+ 2)RU

± (�+ 2, p),

(4) (− gradg Γp) ⋅RU
± (�, p) = 2� gradg R

U
± (�+ 2, p),

(5) 2gR
U
± (�+ 2, p) = (

−2gΓp−2n
2� + 1)RU

± (�, p) für � ∕= 0,

(6) suppRU
± (�, p) = J±(p,U ) und sing suppRU

± (�, p) ⊆ ∂J±(p,U ) für
� ∈ C∖({−2k ∣ k ∈ N0} ∪ {n− 2(k + 1) ∣ k ∈ N0}),

(7) suppRU
± (�, p) = sing suppRU

± (�, p) ⊆ ∂J±(p,U ) für
� ∈ {−2k ∣ k ∈ N0} ∪ {n− 2(k + 1) ∣ k ∈ N0},

(8) suppRU
± (�, p) = sing suppRU

± (�, p) = ∂J±(p,U ) für � ∈ {n−2(k+1) ∣ k ∈ {0, ..., [n−3
2 ]}},

(9) RU
± (0, p) = �p,

(10) ordU (RU
± (�, p)) ≤ n+ 1 für ℜ(�) > 0,

(11) RU
± (�, p)(f) ∈ R für alle f ∈ D(U ,R) und � ∈ R,

(12) RU
± (�, ( . ))(f) ist glatt für alle f ∈ D(U ×U ), falls U geodätisch konvex ist,

(13) �∗(RU
± (�, p)) = R

�−1(U )
± (�, �−1(p)) für alle orientierungserhaltenden,

zeit-orientierungserhaltenden Isometrien � : U −→ U .

1.2.2 Lokale Theorie: Die Hadamard’sche Konstruktion

Im Folgenden beschäftigen wir uns mit der Konstruktion des retardierten/avancierten Propa-
gators eines normal hyperbolischen Differentialoperators P unter Verwendung des vorherigen
Abschnittes. Dazu erweist sich der folgende (formale) Ansatz als nützlich (s. [BGP07], S.38f):

GU
± (p) :=

∞∑
k=0

V k(p)RU
± (2(k + 1), p) ∈ D∗(U ,E ,E ∗p ), (1.3)

mit V k(p) ∈ Γ(U ,E )⊗K E ∗p und

(V k(p)RU
± (2(k + 1), p))(s) := RU

± (2(k + 1), p)
(

(V k(p), s)(E ,E ∗)

)
für alle s ∈ D(U ,E ∗)19. ( . )(E ,E ∗) bezeichnet die natürliche Paarung zwischen E und E ∗.

Dies führt durch termweise Berechnung von

PGU
± (p) = �p

18s. Appendix B, Unterabschnitt B.1.2.
19Die Auswertung RU

± (2(k + 1), p)((V k(p), s)(E ,E∗)) kann komponentenweise in E ∗p verstanden werden.
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und anschließenden Koeffizientenvergleich auf die sogenannten Transportgleichungen:

−∇gradg ΓpV
k(p)− (−1

2
2gΓp − n+ 2k)V k(p) = 2kPV k−1(p), k ∈ N0 (1.4)

mit Anfangsbedingung V 0
p (p) = idEp

20.

Die V k(p), k ≥ 0 heißen Hadamard-Koeffizienten für P bei p. ∇ ist dabei der P -verträgliche
Zusammenhang auf E (s. Proposition 1.3.).
Theorem B.25 zeigt, daß

(gradg Γp)∣
q(t) = 2 expp,∗,t exp−1
p (q)(t exp−1

p (q)∣t exp−1
p (q)) = 2t

d

dt
expp(t exp−1

p (q)) = 2t
′q(t) (1.5)

mit 
q(t) := expp(t exp−1
p (q)) gilt, d.h. die charakteristischen Kurven der Transportgleichungen

sind die Geodäten durch p, wodurch die Eindeutigkeit der Hadamard-Koeffizienten gezeigt wer-
den kann. Die (rekursive) Integration der Gleichungen (1.4) entlang der Geodäten durch p liefert
die Existenz letzterer. Um dies einzusehen benötigen wir etwas Vorarbeit.

Dazu betrachten wir in lokalen, orientierungserhaltenden21 Koordinaten  auf U die relative
Jacobi-Determinante22 Jexp−1

p
∈ C∞(U ) bezüglich der assoziierten Volumenform dVg von M

und der induzierten Volumenform dVg(p) auf Tp(M )23:

(Tp(M ), dVg(p)) ⊇ V
expp

//

 ∗,p

��

(U , dVg)

 

��

(Rn, ∣g (( (p)))∣ dnu( (p))) ⊇ W
 ∘expp ∘( ∗,p)−1

//  (U ) ⊆ (Rn, ∣g ∣
1
2 dnu)

(1.6)

D.h. es ergibt sich

(J 
exp−1

p
)−1(q) =

∣g ( (q))∣
1
2

∣g ( (p))∣
1
2

(det(( ∗,p)∗,exp−1
p (q) ∘ (exp−1

p )∗,q ∘ ( −1)∗, (q)))
−1 (1.7)

=
∣g ( (q))∣

1
2

∣g ( (p))∣
1
2

(det( ∗,p ∘ (exp−1
p )∗,q ∘ ( −1)∗, (q)))

−1.

Mit [BGP07], Lemma 1.3.19 (S.28) und Definition 1.3.2 (S.20) folgt:

−1

2
2gΓp − n = g(gradg Γp, gradg ln((Jexp−1

p
)−

1
2 )). (1.8)

20P wirkt auf die E -Komponente von V k(p) für alle k ∈ N0.
21Dies ist bezüglich der Standard-Orientierung auf Rn gemeint.
22s. Definition A.67.
23s. Definition B.7.
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Definiert man für q ∈ U ∖(∂J+(q,U ) ∪ J−(q,U ))24 rp :=
√
∣Γp∣, so gilt

g(gradg ln(rkp), gradg Γp) = kg(gradg ln(rp), gradg Γp)

= kr−1
p g(gradg rp, gradg Γp)

= ±k
2
r−2
p g(gradg Γp, gradg Γp)

Th. B.25
= ±2kr−2

p Γp = 2k

auf U ∖(∂J+(q,U ) ∪ ∂J−(q,U )).
Dies erlaubt die Umformulierung der Transportgleichungen zu:

−∇gradg ΓpV
k(p)− g(gradg Γp, gradg ln((Jexp−1

p
)−

1
2 rkp))V k(p) = 2kPV k−1(p)

⇔−∇gradg Γp((Jexp−1
p

)−
1
2 rkpV

k(p)) = 2k(Jexp−1
p

)−
1
2 rkpPV

k−1(p)

Für k = 0 bedeutet das:

−2t∇
′q(t)((Jexp−1
p

)−
1
2V 0(p)) = 0.

Daher folgt mit V 0
p (p) = idEp , (Jexp−1

p
)−

1
2 (p) = 1 und der Stetigkeit von V 0(p)

V 0(p)(q) = (Jexp−1
p

)
1
2 (q)Pq

p (1.9)

für alle q ∈ U . Pq
p : Ep −→ Eq ist der Paralleltransport bezüglich des P -verträglichen Zusam-

menhangs ∇ entlang der eindeutigen Geodäten zwischen p und q ∈ U .

Eine sehr nützliche Darstellung von (Jexp−1
p

)
1
2 (q) in lokalen Koordinaten (U ,  ), ( (p) = y)

ergibt sich mit Gleichung 1.7 und Theorem B.25, Eigenschaft (9) (U sei dazu geodätisch kon-
vex)25:

∂Γx
∂ui

(y) = −2gij(y)�j

⇒
∣∣∣∣det

(
∂Γ(x, y)

∂ukx∂u
i
y

)∣∣∣∣ = 16∣g(y)∣
∣∣∣∣det

(
∂�j

∂ukx

)∣∣∣∣
mit x =  ∘ exp −1(y) ∘( −1)∗,y(�); x ∈  (U ) ⊆ Rn, � ∈  ∗,p(Tp(M )) ⊆ Rn, d.h.

(J 
exp−1

 −1(y)

)
1
2 ( −1(x)) =

∣g (y)∣
1
4

∣g (x)∣
1
4

∣ det( ∗, −1(y) ∘ (exp−1
 −1(y)

)∗, −1(x) ∘ ( −1)∗,x)∣
1
2 (1.10)

=

∣∣∣det
(
∂Γ (x,y)

∂ukx∂u
i
y

)∣∣∣ 1
2

4∣g (x)g (y)∣
1
4

Für k > 0 wird �q(s) := 
q(e
2s) gesetzt, wodurch Gleichung (1.5) zu

(gradg Γp)∣�q(s) = � ′q(s)

24Hier wird bildlich gesprochen der Lichtkegel aus U entfernt, d.h. ∂J+(q,U )∪∂J−(q,U ) ist das Bild der lichtartigen
Vektoren in V ⊆ Tp(M ) unter expp.

25vgl. [Fri75], S.135
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wird und die Transportgleichungen die Gestalt

−(∇�q(s)((Jexp−1
p

)−
1
2 rkpV

k(p)))(�q(s)) = 2k((Jexp−1
p

)−
1
2 rkpPV

k−1(p))(�q(s))

annehmen. Letztere lassen sich in dieser Form rekursiv und eindeutig integrieren. Dabei dient
V k−1(p) zur Fixierung der Anfangsbedingung für V k(p).

((Jexp−1
p

)−
1
2 rkpV

k(p))(�q(s)) = −2kP
�q(s)
p

sw

−∞
((Jexp−1

p
)−

1
2 rkp)(�q(�))Pp

�q(�)(PV
k−1(p))(�q(�))d�

Theorem B.25, Eigenschaft (4) liefert die Identität

rp(�q(s))
k = ∣Γp(�q(s))∣

k
2 = ∣g∣p(e2s exp−1

p (q), e2s exp−1
p (q))∣

k
2 = e2ks∣Γp(q)∣

k
2 ,

d.h. für q ∈ U ∖(∂J+(q,U ) ∪ J−(q,U )) ist die Division durch ∣Γp(q)∣
k
2 zulässig.

((Jexp−1
p

)−
1
2V k(p))(�q(s)) = −2kP

�q(s)
p

sw

−∞
e2k(�−s)((Jexp−1

p
)−

1
2 )(�q(�))Pp

�q(�)(PV
k−1(p))(�q(�))d�

Durch Reparametrisierung � = 1
2 ln(t) erhalten wir bei s = 0:

V k(p)(q) = −k(Jexp−1
p

)
1
2 (q)Pq

p

∫ 1

0
tk−1((Jexp−1

p
)−

1
2 )(
q(t))P

p

q(t)

(PV k−1(p))(
q(t))dt. (1.11)

Die Rechnung zeigt, wie angestrebt, einerseits die Eindeutigkeit der Hadamard-Koeffizienten, da
diese als Lösungen gewöhnlicher Differentialgleichungen entlang der Geodäten durch p formuliert
werden, und andererseits deren Existenz, da die Gleichungen (1.9) und (1.11) zur Definition eben
dieser verwendet werden können.
Wird die Umgebung U von p geodätisch konvex gewählt, so zeigen die Gleichungen (1.9) und
(1.11), daß die Hadamard-Koeffizienten V k(p) auch glatt in p sind.
Zusammenfassend ergibt sich26:

Proposition 1.11:

Ist P ein normal hyperbolischer Differentialoperator über E mit P -verträglichem Zusammenhang
∇ und U ⊆ M eine normale Umgebung von p ∈ M , so existieren durch (1.9) und (1.11)
eindeutig bestimmte Hadamard-Koeffizienten {V k(p)}k∈N0 für P bei p.
Ist U geodätisch konvex, so sind die Hadamard-Koeffizienten glatt in p, d.h.

V k ∈ Γ(U ×U ,E ⊗ E ∗) ∀k ∈ N0.

Die Bedeutung des Ansatzes (1.3) wird durch ein Theorem von Paul Günther (s. [Gün88], Kapitel
3.3) verdeutlicht. Allerdings benötigen wir zu dessen Verständnis zwei Definitionen.

Definition 1.12:

Eine offene Teilmenge U ⊆M heißt kausale Umgebung, falls

(1) U ⊆ U ′ für eine geodätisch konvexe Umgebung U ′,

(2) für p, q ∈ U ist J+(p,U ′) ∩ J−(q,U ′) eine kompakte Teilmenge von U

gilt.

Theorem 4.4.1 in [Fri75] (S.147) besagt, daß jeder Punkt in M eine kausale Umgebung besitzt.

26Im Vergleich mit [BK96], Proposition 3.2 ist Uk = 1
2kk!

V k zu beachten.
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Definition 1.13:

Ein Teilmenge S einer Umgebung U ⊆M heißt zukunfts/vergangenheits-kompakt in U , falls
S ∩ J±(p,U ) für alle p ∈ U kompakt ist in U .

Theorem 1.14:

Ist P ein normal hyperbolischer Differentialoperator über E und U eine kausale Umgebung von
p ∈M , so existieren eindeutige Fundamentallösungen GU

±∣p ∈ D∗(U ,E ,E ∗p ) für P an p auf U
mit den Eigenschaften:

(1) suppGU
±∣p ⊆ J±(p,U ),

(2) sing suppGU
±∣p ⊆ ∂J±(p,U ),

(3) suppGU
±∣p ist vergangenheits/zukunfts-kompakt in U .

GU
±∣p heißt avancierter/retardierter Propagator auf U für P an p, und ist von der Form

(1) Für n = 2 oder n ungerade:

GU
±∣p = T (p, . )RU

± (2, p)

(2) Für n gerade:

GU
±∣p =

n−4
2∑

k=0

c(2,k)
1

2kk!
V k(p, . )RU

± (2(k + 1), p) + c(2,n−2
2

)T (p, . )RU
± (n, p)

Dabei ist die Zahl c(a,k) durch

c(a,0) = 1, c(a,k) = a(a+ 2)...(a+ 2k − 2); a ∈ C, k ∈ N

definiert und T ∈ Γ(U × U ,E ⊗ E ∗) ein glatter Schnitt mit dem folgenden asymptotischen
Verhalten bei C := {(p, q) ∈ U ×U ∣ Γ(p, q) = 0}

(1) Für n = 2 oder n ungerade:

T (p, q) ˜(p,q)→C

∞∑
k=0

(−1)k
1

c(4−n,k)2kk!
V k(p, q)Γ(p, q)k

(2) Für n gerade:

T (p, q) ˜(p,q)→C

∞∑
k=0

(−1)k
1

c(2,k)2
n−2

2
+k(n−2

2 + k)!
V

n−2
2

+k(p, q)Γ(p, q)k

Das letzte Resultat besagt, daß die Hadamard-Koeffizienten die Struktur der Singularitäten des
avancierten/retardierten Propagators kodieren, daher werden sie sich in Abschnitt 2, Unterab-
schnitt 2.2.2 für die Definition der Hadamard-Zustände des Klein-Gordon-Feldes und dessen
Renormierung als nützlich erweisen.

1.2.3 Globale Theorie

Für die in Abschnitt 2 folgende Konstruktion einer Quantenfeldtheorie für einen normal hyper-
bolischen Differentialoperator P ist es nötig den avancierten/retardierten Propagator auf ganz
M zu kennen, daher benötigen wir einige Aussagen über die Existenz und Eindeutigkeit selbiger
auf geeigneten Raumzeiten.
Ein solche Klasse von Raumzeiten wird durch die folgende Definition ausgewählt.
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Definition 1.15:

Eine Raumzeit M heißt global hyperbolisch, falls

(1) Für alle p, q ∈M ist J+(p,M ) ∩ J−(q,M ) kompakt,

(2) Für alle p ∈M und alle (offenen) Umgebungen U von p existiert eine Umgebung U ′ ⊆ U
von p, s.d. jedes nicht raumartige Kurvensegment 
 : [a, b] −→ M mit 
(a), 
(b) ∈ U ′

bereits ganz in U liegt; 
 : [a, b] −→ U .

gilt27.

Zu einem besseren Verständnis global hyperbolischer Raumzeiten verhilft Theorem 1.1 in [BS05].

Theorem 1.16:

Ist M eine global hyperbolische Raumzeit, so ist M isometrisch zu einem kartesischen Produkt
R×S mit Metrik −��∗1(du2) + �∗2(gu∘�1). Dabei ist S eine glatte Mannigfaltigkeit,
� ∈ C∞(R×S ) eine positive, glatte Funktion, {gt}t∈R eine glatte Familie positiv definiter Me-
triken auf S und u die natürliche Koordinatenfunktion auf R.
Die Hyperflächen {{t} ×S }t∈R sind Cauchy-Flächen für M , d.h. jede nicht fortsetzbare zeit-
artige Kurve (s. A.13) in M schneidet diese Flächen in genau einem Punkt28.

Die Existenz einer Cauchy-Fläche S für eine Raumzeit M ist so zu verstehen, daß alle Ereig-
nisse in M durch S bestimmt sind.
Im weiteren Verlauf benötigen wir ein Resultat, daß die Konstruktion (einfacher) global hyper-
bolischer Raumzeiten ermöglicht (vgl. [O’N83], Lemma 33 (S.418)).

Lemma 1.17:

Ist (S, g) eine zusammenhängende, geodätisch vollständige Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so ist
das kartesische Produkt I ×S (für ein Intervall I ⊆ R) mit der Metrik
−�∗1(du2)+(�∗1(f))2�∗2(g) eine global hyperbolische Raumzeit. Dabei ist f ∈ C∞(R) eine nirgends
verschwindende Funktion.

Beispiel 1.18:

Typische Beispiele für global hyperbolische Raumzeiten sind der Minkowskiraum, die de Sitter-
Raumzeit (Inflations-Modelle), innere und äußere Schwarzschild-Raumzeit (sphärisch-symme-
trische, gravitierende Körper) und die Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker-Raumzeiten (Kos-
mologische Modelle).

Kehren wir zur Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit des avancierten/retardierten Propa-
gators zurück. Diese wird durch das nachstehende Theorem geklärt (s. [BGP07], Theorem 3.3.1.
(S.87)).

Theorem 1.19:

Ist M eine global hyperbolische Raumzeit und P ein normal hyperbolischer Differentialoperator
über E , so existiert für alle p ∈ M eine eindeutige Fundamentallösung G±∣p ∈ D∗(M ,E ,E ∗p )
für P an p auf M , mit:

(1) suppG±∣p ist vergangenheits/zukunfts-kompakt in M .

Es gilt weiter:

(2) suppG±∣p ⊆ J±(p,M ),

27Eigenschaft (2) wird in der Regel als starke Kausalitätsbedingung bezeichnet; sie besagt, daß es in M keine
geschlossenen bzw. fast geschlossenen kausalen, d.h. nicht raumartigen, Kurven gibt.

28Die Existenz einer Chauchy-Fläche in einer Raumzeit ist sogar äquivalent zu deren globaler Hyperbolizität (vgl.
[O’N83], Korollar 39 (S.422)).
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(3) für alle s ∈ D(M ,E ∗) ist die Abbildung p 7→ G±∣p(s) ein glatter Schnitt von E ∗ und erfüllt
die Differentialgleichung

P ∗(G±∣( . )(s)) = s,

(4) suppG±∣( . )(s) ⊆ J∓(supp(s),M ) für alle s ∈ D(M ,E ∗).

G±∣p heißt avancierter/retardierter Propagator für P an p auf M .

Eine Distribution die eng mit dem avancierten und retardierten Propagator verbunden ist, ist
der kausale Propagator für P

Δp := G+∣p −G−∣p, p ∈M (1.12)

Der kausale Propagator kann zu Lösung von Wellengleichungen des Typs

P ∗s̃ = s, s̃, s ∈ Γ(M ,E ∗) (1.13)

wie folgt eingesetzt werden29:
Ist s ∈ D(M ,E ∗) vorgegeben, so ist die allgemeine Lösung s̃ von der Form

s̃ = s+ + sa = s− + se

mit s± := G±∣( . )(s) und Lösungen sa und se der homogenen Differentialgleichung

P ∗sa/e = 0.

Wegen der Trägereigenschaften von s± (s. Theorem 1.19, Eigenschaft (4)) lässt diese Situation
folgende intuitive Deutung zu:

Die Lösung s̃ ist in der kausalen Vergangenheit von supp(s) durch die eingehende, homogene
(“freie”) Lösung se gegeben und erfährt in supp(s) eine Störung durch den “Quellterm” s,
wodurch eine Deformation in eine auslaufende, homogene (“freie”) Lösung sa in der kausalen
Zukunft von supp(s) bewirkt wird.

Die Differenz von auslaufender und eingehender Lösung wird durch den kausalen Propagator
bestimmt:

se − sa = Δ( . )(s).

Abbildung 1.1 – Die linke Seite zeigt die Situation für s̃ = s− + se, die
rechte Seite für s̃ = s+ + sa. Die grauschattierte Region deutet den Träger
von s∓ außerhalb von supp(s) an. Lichtartige Kurven sind in einem Winkel
von 45∘ zur Senkrechte dargestellt.

29Ist M eine Raumzeit ohne Rand, so ist nach [BGP07], Lemma 3.2.1. (S.73) P genau dann normal hyperbolisch,
wenn P ∗ normal hyperbolisch ist, P ∗ = ΔP + (MP )∗ in der Notation von Theorem 1.3, d.h. es kann alternativ
die Differentialgleichung P s̃ = s in Γ(M , E ) betrachtet werden.
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Der kausale Propagator definiert eine Abbildung

D(M ,E ∗)
Δ // Γsc(M ,E ∗),

dabei ist Γsc(M ,E ∗) der C∞(M )-Untermodul der Schnitte s ∈ Γ(M ,E ∗) mit “raumartig kom-
paktem” (“spacelike compact”) Träger, d.h. für alle s ∈ Γsc(M ,E ∗) existiert ein Kompaktum
K ⊑M mit supp(s) ⊆ J+(K ,M ) ∪ J−(K ,M ). Bild (img Δ) und Kern (ker Δ) dieser Abbil-
dung werden durch den Komplex

0 // D(M ,E ∗)
P ∗ // D(M ,E ∗)

Δ // Γsc(M ,E ∗)
P ∗ // Γsc(M ,E ∗)

beschrieben. Der Komplex ist exakt an der ersten Stelle, und exakt überall, falls M global
hyperbolisch ist (s. [BGP07], Theorem 3.4.7. (S.90f)).

1.3 Differentialoperatoren vom Huygens’schen Typ

Abschließend wenden wir uns einer speziellen Klasse normal hyperbolischer Differentialoperato-
ren zu, den Differentialoperatoren vom Huygens’schen Typ (s. [BK96], Abschnitt 4 (S.327ff)).
Diese besitzen die Eigenschaft, daß sie eine scharfe Wellenausbreitung beschreiben, d.h.30 der
Träger ihrer avancierten und retardierten Propagatoren GU

±∣p an einem Punkt p ∈ M ist auf

den Lichtkegel C(p,U ) = C+(p,U ) ∪ C−(p,U ) := ∂J+(p,U ) ∪ ∂J−(p,U ) beschränkt. Für
einen Beobachter in M bedeutet dies, daß er nur für einen begrenzten Zeitraum Signale einer
raumzeitlich lokalisierten Quelle empfängt; eine Eigenschaft die für die Ausbreitung von Licht,
oder allgemein elektromagnetischer Phänomene, und Schall charakteristisch ist.

Definition 1.20:

Ist P ein normal hyperbolischer Differentialoperator über E und U eine kausale Umgebung eines
Punktes p ∈M , so heißt P Huygens’sch an p, falls avancierter und retardierter Propagator GU

±∣p

suppGU
±∣p ⊆ C±(p,U )

erfüllen.
P heißt Huygens’sch (auf M ), falls eine Überdeckung C von M mit kausalen Umgebungen
existiert, s.d. für alle U ∈ C und p ∈ U P Huygens’sch an p ist.

Eine direkte Konsequenz aus Theorem 1.14 und Proposition 1.10 ist (vgl. [BK96], Theorem 4.2
(S.327))

Theorem 1.21:

(1) Ist dim M = 2 oder ungerade, so ist P nie Huygens’sch.

(2) Ist dim M ≥ 4 und gerade, so ist P genau dann Huygens’sch, wenn eine Überdeckung C
von M mit kausalen Umgebungen existiert, s.d. in der Notation von Theorem 1.14

T (p, q) = 0

für alle U ∈ C , p ∈ U , q ∈ J+(p,U ) ∪ J−(p,U ) gilt.

Ebenfalls aus Theorem 1.14 ergibt sich ein Kriterium über die Hadamard-Koeffizienten von P
(vgl. [BK96], Theorem 4.3 (S.327)).

30in der Notation von Theorem 1.14.



14 1 Wellengleichungen auf gekrümmten Raumzeiten

Theorem 1.22:

Ist dim M = n ≥ 4 und gerade, so ist P genau dann Huygens’sch, wenn eine Überdeckung C
von M mit kausalen Umgebungen existiert, s.d.

V
n−2

2 (p, q) = 0

oder alternativ

P (V
n−4

2 (p))(q) = 0

für alle U ∈ C , p ∈ U , q ∈ C(p,U ) gilt.

1.3.1 Konforme Kovarianz Huygens’scher Differentialoperatoren

Eine Eigenschaft der Huygens’schen Differentialoperatoren, die später wichtig sein wird (s. Teil
II, Abschnitt 4), ist ihr Verhalten31 in Bezug auf konformen Transformationen32 der Raumzeit
M .

Proposition 1.23:

Ist (M n, g) eine Raumzeit und P ein normal hyperbolischer Differentialoperator über E , so
definiert die Vorschrift

PΩ(s) := Ω−1−n
2 P (Ω

n
2
−1s),

mit einer nirgends verschwindenden Funktion Ω ∈ C∞(M ), einen normal hyperbolischen Dif-
ferentialoperator über E auf der Raumzeit (M ,Ω2 ⋅ g). Ferner gilt in Bezug auf Proposition
1.3:

∇PΩ = ∇P und MPΩ = Ω−2MP + Ω−1−n
2 2g(Ω

n
2
−1).

Ist dim M ≥ 4 und gerade, so ergibt sich für eine kausale Umgebung33 U ⊆M in der Notation
von Theorem 1.14:

TΩ(p, q) = Ω(p)1−n
2 Ω(q)1−n

2 T (p, q)

für alle p ∈ U , q ∈ J+(p,U ) ∪ J−(p,U ).
Letzteres impliziert, daß P genau dann Huygens’sch ist, wenn PΩ Huygens’sch ist.

Beispiel 1.24:

(1) Für den Minkowskiraum M = Rn1 zeigt Proposition 1.8, daß der “Wellenoperator” 2 für
n ≥ 4 und gerade Huygens’sch ist.

(2) Ist (M , g) eine konform flache Raumzeit, d.h. M ist lokal konform diffeomorph zu Rn1 ,
mit dim M ≥ 4 und gerade, so ist der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-Operator
Υg Huygens’sch nach Proposition 1.23 und Bemerkung B.38.

31s. [BK96], Abschnitt 5 (S.329) für eine allgemeinere Behandlung.
32s. Appendix B, Abschnitt B.3.
33Genauer ist hier eine kausale Umgebung bezüglich g und Ω2 ⋅ g gemeint. Die Existenz einer solchen Umgebung

wird wie folgt gezeigt: Ist U ′′ geodätisch konvex für g, so existiert eine geodätisch konvexe Umgebung U ′ ⊆ U ′′

für Ω2 ⋅ g, wählt man nun eine kausale Umgebung U ⊆ U ′ für Ω2 ⋅ g, so ist diese auch kausal für g, da alle
Kausalitätskonzepte bezüglich g und Ω2 ⋅ g übereinstimmen.



2 Quantenfeldtheorie auf gekrümmten Raumzeiten 15

2 Quantenfeldtheorie auf gekrümmten Raumzeiten

I presume that to the uninitiated the formulae will appear cold and cheerless.

Benjamin Pierce

Zur Formulierung von Quantenfeldtheorien auf allgemeinen Raumzeiten erweist sich der alge-
braische Ansatz, ursprünglich von R. Haag und D. Kastler für Quantenfeldtheorien auf dem
Minkowskiraum entworfen (s. [HK64]), als natürlich. Eine Verallgemeinerung der in [HK64] vor-
geschlagenen Haag-Kastler Axiome auf global hyperbolische Raumzeiten wurde von J. Dimock
in [Dim80] gegeben.
Wir wollen im Folgenden einen Schritt weiter gehen und den Zugang der lokal kovarianten
Quantenfeldtheorie von R. Brunetti, K. Fredenhagen und R. Verch (s. [BFV03]) verwenden, der
in gewissem Sinne die Hintergrundunabhängigkeit, d.h. das Prinzip der allgemeinen Kovarianz,
einer Quantenfeldtheorie im Einklang mit der Allgemeinen Relativitätstheorie vorsieht.
Die Hintergrundunabhängigkeit der Quantenfeldtheorie hebt die Tatsache hervor, daß in der
Allgemeinen Relativitätstheorie die Physik der Raumzeit lokal in der Metrik kodiert ist34, d.h.
in denen durch diese gegebenen Relationen zwischen Raumzeitpunkten, und nicht in der men-
gentheoretischen Struktur der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit. Folglich sollte eine Quanten-
feldtheorie im Einklang mit der Allgemeinen Relativitätstheorie eine Verträglichkeits-Bedingung
in Bezug auf Isometrien zwischen Raumzeiten erfüllen.
Es ist zu beachten, daß die Wechselwirkung zwischen Quantenfeldern und Raumzeit nicht
berücksichtigt werden, sondern die Raumzeit als (klassischer) Hintergrund für die Quanten-
feldtheorie verstanden wird. Gerechtfertig wird diese Näherung durch relative Schwäche der
Gravitation gegenüber den anderen Wechselwirkungen. Ferner sind in dieser Situation nicht tri-
viale Phänomene wie der Hawking- und der Unruh-Effekt (s. [Haw75], [Unr76] und [Wal94])
sowie die Teilchen-Erzeugung in expandierenden Raumzeiten (s. [Ful89]) bekannt.
Die Begriffe aus der Kategorientheorie, die zum Verständnis dieses Zugangs nötig sind, werden
in Appendix C erklärt35, die Begriffe aus der Theorie der C∗-Algebren in Appendix D.

2.1 Der Algebraische Zugang

Der algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie stellt in gewisser Weise eine Abkehr von den
Quantenfeldern Φ, die den klassischen Feldern (z.B. dem elektromagnetisches Feld) entsprechen,
als zentrale, “reale” Objekte dar (s. dazu auch den folgenden Abschnitt 2.2). Stattdessen wird
die Aufmerksamkeit auf die (direkt) zugänglichen Messgrößen (Observablen), durch welche sich
die Felder uns erschließen, gerichtet. Diese Vorstellung ist konzeptuell dem Heisenberg-Bild der
Quantenmachanik ähnlich.
Aufgrund der räumlich und zeitlich begrenzten Durchführbarkeit von Experimenten sowie der
Anwendung (statistischer) Auswertungmethoden (z.B. Mittelwertbildung, Varianz, Korrelatio-
nen zwischen Messreihen,...), werden die Observablen durch ein “Netz von Algebren” (für Details
s. [Haa96]) modelliert

O // A(O),

wobei jedes O für eine geeignete Region der Raumzeit M , die wir als (klassisches) Modell der
“Umwelt” der Quantenfelder verstehen, steht. Die Algebra A(O) wird zur Modellierung der in
O lokalisierten Messungen verwendet, dabei wird eine involutive Abbildung ∗ zur Auswahl der
Observablen (“reelle”, “selbstadjungierte” Elemente der Algebra) benötigt, d.h. die Algebren
A(O) sollten ∗-Algebren sein.
Die Zuweisung von Erwartungswerten für eine Observable geschieht durch “Erwartungswertfunk-

34Global können topologische Eigenschaften der unterliegenden Mannigfaltigkeit entscheidend sein.
35Weitere Einzelheiten können in [Mac71] gefunden werden.
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tionale” ! (Zustände, s. Appendix D) über der Algebra A =
∪

A(O)36, die das Messarrangement
beschreiben. Außerdem dienen die Zustände dem Zweck der Implementation einer gewünschten
Dynamik, die dem zu beschreibenden System zugrunde liegt.
Der Umstand, daß es in der “Quantenwelt” keine Zustände ohne jegliche Korrelationen gibt,
wird in die Nicht-Kommutativität der Algebren A(O) kodiert. Die Verträglichkeit mit der kau-
salen Struktur von M wird durch weitere algebraische Relationen innerhalb der und zwischen
den A(O) erzielt. Symmetrien � der Raumzeit M drücken sich in Algebren-Automorphismen
��(A(O)) = A(�(O)) aus.
Der übliche “Hilbertraum-Formalismus” kann (teilweise) durch Auswahl eines Zustandes ! und
die GNS-Konstruktion (s. Appendix D) zurückgewonnen werden.

2.2 Das Prinzip der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie

First quantization is a mystery, but second quantization is a functor.

Edward Nelson

Eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie im zuvor beschriebenen Sinne wird als Funktor F zwi-
schen einer Kategorie ℜz geeigneter Raumzeiten (mit Zusatzstrukturen) und einer Kategorie Alg
von involutiven, topologischen Algebren (zur Formulierung der Observablen-Struktur) realisiert,
d.h.

M
�

//

F

��

N

F

��

F (M )
F (�)

// F (N )

(2.1)

kommutiert für alle M , N ∈ Oℜz und � ∈ homℜz(M ,N )37. Außerdem respektiert F die
Komposition und die Eins in ℜz:

F (� ∘ �) = F (�) ∘F (�) und F (idM ) = idF (M )

für alle �, � ∈ Aℜz mit cod(�) = dom(�) und alle M ∈ Oℜz.
Die Kategorien ℜz und Alg werden jenach Situation genauer spezifiziert (s. Unterabschnitt
2.2.1).
Die Worte “lokal” und “kovariant” sind so zu verstehen, daß die Struktur der Observablen-
Algebra bis auf (Iso-)Morphismen in Alg durch die lokale metrische Struktur der Raumzeiten in
ℜz bestimmt ist.
Um die kausale Struktur, die durch eine Raumzeit vorgegeben wird, auf die Struktur der zu-
gehörigen Observablen zu übertragen, können weitere Bedingungen an F gestellt werden, z.B.

(1) F heißt kausal , falls

[F (�)(F (M )),F (�)(F (N ))]F (P) = {0}

gilt, wenn für � ∈ homℜz(M ,P) und � ∈ homℜz(N ,P) die Mengen �(M ) und �(N )
nicht durch kausale Kurven in P verbunden werden können38.

36Werden die Algebren A(O) durch C∗-Algebren modelliert, so wird hier der C∗-induktive Limes betrachtet.
37Die Homomorphismen in ℜz können auf der Ebenen der Raumzeiten, d.h. ohne Zusatzstrukturen, als orientie-

rungserhaltende, zeit-orientierungserhaltende isometrische Einbettungen mit offenem, kausal-verträglichem Bild
verstanden werden. Die Eigenschaft, daß das Bild offen sein soll, impliziert, daß es nur Morphismen zwischen
Raumzeiten der gleichen Dimension gibt.

38[ . ]F(P) bezeichnet den Kommutator in F (P).
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(2) Sind die Raumzeiten in ℜz global hyperbolisch, so genügt F dem Zeit-Schnitt-Axiom,
falls für � ∈ homℜz(M ,N ) gilt:

F (�)(F (M )) = F (N ),

wenn �(M ) und N eine gemeinsame Chauchy-Fläche besitzen.

Die Kausalität (1) einer lokal kovarianten Quantenfeldtheorie F ist so zu verstehen, daß Ob-
servablen in kausal getrennten Bereichen der zugrundeliegenden Raumzeit sich nicht gegenseitig
beeinflussen. Dies wird auch als “Einstein-Kausalität” bezeichnet39.
Das Zeit-Schnitt-Axiom (2) ist ein Audruck der Idee, daß die Observablen einer Raumzeit einer
deterministischen Dynamik genügen, d.h. es ist ausreichend die Regeln dieser Dynamik und die
Bedingungen innerhalb einer Raumzeit zu einem festen “Zeitpunkt”40 zu kennen, um kausale
Zukunft und Vergangenheit zu bestimmen.
Wählt man eine geeignete Klasse von Teilmengen einer gegebenen Raumzeit M , s.d. diese Teil-
mengen mit der eingeschränkten Metrik (und den passend eingeschränkten Zusatzstrukturen) in
ℜz enthalten sind41, so erlaubt eine lokal kovariante Quantenfeldtheorie von M die Konstruk-
tion einer Quantenfeldtheorie im Sinne des algebraischen Zuganges (Abschnitt 2.1, s.o.), wie
in [BFV03] (S.10-12), oder auch in [BGP07] (S.130ff) erläutert wird.
Die Quantenfelder Φ, die beispielsweise im Wightman-Zugang42 als operatorwertige Distribu-
tionen Φ(f) =

∫
M Φ(p)f(p)dVgM über einem Raum geeigneter “Testfunktionen” f ∈ D(M ) auf

einer Raumzeit M verstanden werden43, werden in diesem Kontext ebenfalls durch eine lokal
kovariante Konstruktion im obigen Sinne realisiert.
Dazu wird in funktorieller Weise jedem Objekt in ℜz ein topologischer (Vektor-)Raum von “Test-
funktionen”, z.B. Schnitte mit kompaktem Träger in einem Vektorbündel über einer Raumzeit,
zugewiesen44.
Bezeichnen wir diesen Funktor zwischen ℜz und der Kategorie der “Testfunktionen”-Räume Tf
mit D , so ist ein lokal kovariantes Quantenfeld Φ eine natürliche Transformation45 zwischen
dem Funktor D und der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie F . Als kommutatives Diagramm
heißt das:

D(M )
ΦM //

D(�)

��

F (M )

F (�)

��

D(N )
ΦN // F (N )

(2.2)

für alle M ,N ∈ Oℜz und � ∈ homℜz(M ,N ). Demnach ist ein lokal kovariantes Quantenfeld
als eine Familie {ΦM }M∈Oℜz

von algebren-wertigen Distributionen mit der Kovarianzbedingung

F (�) ∘ ΦM = ΦN ∘D(�)

39Man denke dabei an die “Unschärfe-Relation” für Observablen O1, O2: Δ!O1 ⋅Δ!O2 ≥ 1
2
∣!([O1, O2])∣ bezüglich

eines Zustandes ! über der Observablen-Algebra.
40Hier mag man sich eine “Fläche der Gleichzeitigkeit” bezüglich einer geeigneten “Zeit”-Funktion vorstellen, diese

“Zeit” ist nicht zwingend als die von uns wahrgenommene zu verstehen.
41z.B. die Menge der offenen, kausal-verträglichen, global hyperbolischen, relativ kompakten Umgebungen in M ,

sowie ∅ und M selbst.
42s. [SW64].
43Dies wird häufig als “Verschmieren” des Quantenfeldes im Bereich des Träger der “Testfunktion” bezeichnet und

trägt dem singulären Charakter ersterer Rechnung.
44Auf die Wirkung dieses Funktor auf den Morphismen soll an dieser Stellen nicht näher eingegangen werden, aber

man mag sich eine Art “Pushforward”-Konstruktion für die Morphismen in ℜz vorstellen.
45genauer: In der Kategorie der topologischen Räume Top.
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zu verstehen.
In Analogie zum Konzept der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie F können zusätzliche Bedin-
gungen, z.B. in Hinsicht auf die kausalen Strukturen der Objekte in ℜz, an das lokal kovariante
Quantenfeld Φ gestellt werden. So wird Φ als kausal bezeichnet, falls

[ΦM (f),ΦM (g)]F (M ) = 0

für alle f, g ∈ D(M ) mit kausal getrenntem Träger gilt.
Wir stellen außerdem fest, daß ein lokal kovariantes Quantenfeld Φ eine a priori Identifikation der
Messgrößen ΦM auf verschiedenen Raumzeiten ermöglicht. Dies rechtfertigt den Vergleich von
Messwerten !M (ΦM (f)), f ∈ D(M ) für unterschiedliche M . In Kapitel II ist diese Überlegung
von entscheidender Bedeutung.

Die Konstruktion einer lokal kovarianten Quantenfeldtheorie im obigen Sinne soll im Folgenden,
ausgehend von einer linearen (freien, klassischen) Feldtheorie, angegeben werden. Wir halten
uns dabei an die Vorgaben in [BGP07], Abschnitt 4.

2.2.1 Die Quantenfeldtheorie eines
normal-hyperbolischen, formal selbst-adjungierten Differentialoperators

Betrachten wir mit Blick auf Abschnitt 1 die Spezifizierung der Kategorie ℜz, als die Kategorie
mit folgenden Objekten und Morphismen:

Die Objekte Oℜz sind Raumzeiten M , zusammen mit einem (reellen)46 Vektorbündel E −→M
mit Fasermetrik gE

47, einem formal selbstadjungierten (bezüglich gE ), normal hyperbolischen
Differentialoperator P über E , sowie einem avancierten und retardierten Propagator
G±∣p ∈ D∗(M ,E ∗,Ep) für P ∗ und alle p ∈M 48.
Formale Selbstadjungiertheit49 ist folgendermaßen zu verstehen:

Für alle s, s′ ∈ D(M ,E ) gilt∫
M
gE (Ps, s′)dVg =

∫
M
gE (s, Ps′)dVg.

Ferner sollen der avancierte und retardierte Propagator G± die Relation∫
M
gE (G±∣( . )(s), s

′)dVg =

∫
M
gE (s,G∓∣( . )(s

′))dVg (2.3)

für alle s, s′ ∈ D(M ,E ) erfüllen50.

Die Morphismen zwischen zwei Objekten (M ,E , P,G±) und (M ′,E ′, P ′, G′±) in ℜz sind, falls die
Raumzeit M global hyperbolisch ist, Vektorbündel-Homomorphismen (�̌, �), s.d. � : M −→M ′

eine orientierungserhaltende, zeit-orientierungerhaltende, isometrische Einbettung mit offenem,
kausal-verträglichem Bild (img � ⊆M ′) und �̌ : E −→ E ′ eine faserweise Isometrie ist.
Außerdem soll (�̌, �) mit P und P ′ vertäglich sein, d.h.

�̌ ∘ P (s) ∘ �−1 = P ′(�̌ ∘ s ∘ �−1)

46Im Falle eines komplexen Vektorbündels verwerfen wir die komplexe Struktur.
47gE muss nicht notwendig positiv definit sein.
48Beachte dazu auch die Fußnote zu Gleichung (1.13).
49Diese Eigenschaft besitzen der Laplace-d’Alembert-Operator 2g und der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-

Operator Υg, bzw. allgemein der konform gekoppelte Klein-Gordon-Operator 2g +m2 + �Sg.
50Diese Identität wird auf global hyperbolischen Raumzeiten M durch die Tatsache gesichert, daß

suppG±∣( . )(s) ∩ suppG∓∣( . )(s
′) ⊆ J∓(supp(s),M ) ∩ J±(supp(s′),M ) kompakt ist, und somit die partielle

Integration, die für den Beweis der formalen Selbstadjungiert normalerweise benötigt wird, wohldefiniert ist.
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für alle s ∈ D(M ,E ) oder als kommutatives Diagramm

D(M ,E )
P //

{�

��

D(M ,E )

{�

��

D(M ′,E ′)
P ′

// D(M ′,E ′)

(2.4)

mit {�(s) := (�̌ ∘ s ∘ �−1)ext0 für s ∈ D(M ,E ). Dabei bezeichnet ( . )ext0 die Fortsetzung durch
Null auf M ′∖�(M ).
Ist M nicht global hyperbolisch, so gibt es nur die Identität (idE , idM ) als Morphismus mit
dom(�̌, �) = (M ,E , P,G±).
Die Verträglichkeit des avancierten und retardierten Propagators

D(M ,E )

G±

��

{�
// D(M ′,E ′)

G′±

��

Γ(M ,E ) Γ(M ′,E ′)
|�

oo

(2.5)

mit |�(s) := �̌−1 ∘ s ∘� für s ∈ Γ(M ′,E ′)51, wird durch Theorem 1.19 und ein einfaches Lemma
(vgl. [BGP07], Proposition 3.5.1. (S.92)) gesichert.

Lemma 2.1:

Ist (M ,E , P,G±) ein Objekt in ℜz und U ⊆M eine kausal-verträgliche, offene Teilmenge, so
definiert die Vorschrift

GU
±∣( . )(s) := G±∣( . )({∗(s))∣U , s ∈ D(U ,E )

mit der Fortsetzung durch Null {∗ : D(U ,E ) −→ D(M ,E ), avancierte und retardierte Propa-
gatoren GU

± ∈ D∗(U ,E ∗,Ep) für die Einschränkung von P ∗ auf U mit den Eigenschaften (2),
(3) und (4) aus Theorem 1.19.

Beweis:

Für s ∈ D(U ,E ) gilt, da U offen ist:

P∣U G
U
±∣( . )(s) = P∣U G±∣( . )({∗(s))∣U = (PG±∣( . )({∗(s)))∣U = {∗(s)∣U = s

und

GU
±∣( . )(P∣U s) = G±∣( . )({∗(P∣U s))∣U = G±∣( . )(P{∗(s))∣U = {∗(s)∣U = s.

Da U kausal-verträglich ist, gilt für den Träger von GU
±∣( . )(s) mit s ∈ D(U ,E ):

suppGU
±∣( . )(s) = suppG±∣( . )({∗(s))∣U = suppG±∣( . )({∗(s)) ∩U

⊆ J∓(supp {∗(s),M ) ∩U = J∓(supp s,U ).

51|� ist das Inverse zu {� auf D(M , E ) und D(M ′, E ′).
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Außerdem erhalten wir für den Träger von GU
±∣p, p ∈ U :52

suppGU
±∣p = suppG±∣p ∩U ,

denn für s ∈ D(U ,E ) finden wir:

supp(s) ⊆ U ∖(suppG±∣p ∩U )⇒ supp({∗(s)) ⊆ U ∖(suppG±∣p ∩U )

= (M ∖ suppG±∣p) ∩U

⇒ GU
±∣p(s) = 0

⇒ suppGU
±∣p ⊆ suppG±∣p ∩U

und

supp(s) ⊆ U ∖ suppGU
±∣p ⇒ GU

±∣p(s) = 0

⇒ G±∣p({∗(s)) = 0

⇒ supp({∗(s)) ⊆ (M ∖ suppG±∣p) ∩U = U ∖(suppG±∣p ∩U ) ⊆M

⇒ supp(s) ⊆ U ∖(suppG±∣p ∩U )

⇒ suppG±∣p ∩U ⊆ suppGU
±∣p.

Die kausale Verträglichkeit von U liefert:

suppGU
±∣p = suppG±∣p ∩U ⊆ J±(p,M ) ∩U = J±(p,U ).

Bemerkung 2.2:

Ist U global hyperbolisch, so folgt aus der Kompaktheit der Mengen J+(p,U )∩J−(q,U ) in U
für alle p, q ∈ U auch Eigenschaft (1) aus Theorem 1.19 für GU

±∣p.

Wir nutzen den kausalen Propagator Δ := G+−G− um jedem Objekt (M ,E , P,G±) in ℜz eine
bilineare, anti-symmetrische Abbildung

D(M ,E )×D(M ,E )
! // R

!(s, s′) :=

∫
M
gE (Δ(s), s′)dVg

zuzuordnen.
Der Quotient

V(M ,E ,P,G±) := D(M ,E )/ ker Δ

wird mit der Reduktion !’s53 zu einem (reellen) symplektischen Vektorraum, d.h. ! ist eine
anti-symmetrische, nicht-ausgeartete, R-wertige Bilinearform auf V(M ,E ,P,G±). Ist M global hy-
perbolisch, so gilt ker Δ = P (D(M ,E )) (s. S.12).
Mit Blick auf die Bemerkung vor Beginn dieses Unterabschnittes stellen wir fest, daß der Vektor-
raum V(M ,E ,P,G±) eine (im global hyperbolischen Fall vollständige) Beschreibung der Lösungen
der Differentialgleichung

Ps = 0, s ∈ Γsc(M ,E ) (2.6)

52Diese Gleichung ist in der Unterraum-Topologie von U zu verstehen. In dieser Topologie ist suppG±∣p ∩ U
abgeschlossen.

53Die Reduktion wir ebenfalls mit ! bezeichnet.



2 Quantenfeldtheorie auf gekrümmten Raumzeiten 21

liefert, d.h. die zu konstruierende Quantenfeldtheorie kann als Quantisierung der (klassischen)
Feldtheorie zu (2.6) angesehen werden.
Das nächste Lemma (vgl. [BGP07], Lemma 4.3.8. (S.129)) zeigt, daß wir zusammen mit dieser
Konstruktion einen Funktor S von der Kategorie ℜz in die Kategorie Sy der symplektischen
Vektorräume, mit linearen, symplektischen54 Abbildungen als Morphismen, erhalten.

Lemma 2.3:

Sind (M ,E , P,G±) und (M ′,E ′, P ′, G′±) in Oℜz und ist (�̌, �) ∈ Aℜz ein Morphismus zwischen
diesen, so induziert die Abbildung

D(M ,E )
{�

// D(M ′,E ′) (2.7)

aus Diagramm (2.4) eine lineare, symplektische Abbildung

V(M ,E ,P,G±)
�∗

// V(M ′,E ′,P ′,G′±)

[s] � // �∗([s]) := [{�(s)]

(2.8)

Beweis:

Ist M nicht global hyperbolisch, so ist (�̌, �) = (idE , idM ) und die Aussage ist trivial.
Ist M global hyperbolisch, so gilt:

(1) Ist s ∈ ker Δ, so existiert s̃ ∈ D(M ,E ) mit Ps′ = s. Es folgt:

Δ′({�(s)) = Δ′({�(P s̃)) = Δ′(P ′({�(s̃))) = 0,

d.h. {�(ker Δ) ⊆ ker Δ′ und die induzierte Abbildung �∗ ist wohldefiniert.

(2) Für alle s, s̃ ∈ D(M ,E ) gilt:

!′({�(s), {�(s̃)) =

∫
M ′

gE ′(Δ
′({�(s)), {�(s̃))dVg′

=

∫
M
gE (|�(Δ′({�(s))), s̃)dVg

=

∫
M
gE (Δ(s), s̃)dVg

= !(s, s̃),

da � eine Isometrie zwischen M und M ′ ist, dVg und dVg′ die metrik-induzierten, invari-
anten55 Volumenelemente sind und �̌ eine faserweise Isometrie zwischen E und E ′ ist.

Die Linearität folgt trivialerweise aus der Definition von {� und der Verträglichkeit mit der
Vektorraum-Struktur des Quotienten.

Die bereits zuvor angesprochene Quantisierung der (klassischen) Feldtheorie besteht darin jedem
der symplektischen Vektorräume V(M ,E ,P,G±), (M ,E , P,G±) ∈ Oℜz in funktorieller Weise eine
topologische ∗-Algebra, hier sogar eine C∗-Algebra, zuzuweisen.
Dazu definieren wir die Kategorie Alg, deren Objekte C∗-Algebren mit Eins und deren Morphis-
men injektive ∗-Homomorphismen, die die Eins erhalten, sind, und bedienen uns der Aussagen
in [BR97], Abschnitt 5.2. (insbesondere Theorem 5.2.8., S.19) und [BGP07] (S.115ff).

54Eine lineare Abbildung zwischen zwei symplektischen Vektorräumen M : (V, !) −→ (V ′, !′) heißt symplektisch,
falls !′(M(v),M(w)) = !(v, w) für alle v, w ∈ V gilt. Daß ! nicht-ausgeartet ist, impliziert daß M injektiv ist.

55Invariant unter Isometrien (s. Appendix B, Definition B.7).
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Theorem 2.4:

Ist (V, !) ein (reeller) symplektischer Vektorraum, so existiert eine C∗-Algebra W (V, !), erzeugt
von nicht-verschwindenden Elementen W (v), v ∈ V mit den Eigenschaften:

(1) W (v)∗ = W (−v),

(2) W (v)W (w) = e−
i
2
!(v,w)W (v + w)

für alle v, w ∈ V .
Ist W̃ (V, !) eine weitere C∗-Algebra mit diesen Eigenschaften, so existiert ein eindeutig be-
stimmter ∗-Isomorphismus � : W (V, !) −→ W̃ (V, !) mit �(W (v)) = W̃ (v) für alle v ∈ V .
D.h. die C∗-Algebra W (V, !) ist, bis auf Isomorphie in ℭs, eindeutig bestimmt. Weitere (abge-
leitete) Eigenschaften sind

(3) W (0) = 1,

(4) W (v) ist unitär für alle v ∈ V ,

(5) ∥W (v)−W (w)∥ = 2 für alle v, w ∈ V mit v ∕= w,

(6) die Menge {W (v)}v∈V ist linear unabhängig,

(7) für jede lineare, symplektische Abbildung M : (V, !) −→ (V ′, !′) existiert ein eindeutig
bestimmter, injektiver ∗-Homomorphismus �M : W (V, !) −→ W (V ′, !′) mit
�M (W (v)) = W (M(v)) für alle v ∈ V ,

(8) W (V, !) ist nicht separabel, falls V ∕= {0},

(9) W (V, !) ist einfach, d.h. {0} und W (V, !) sind die einzigen zweiseitigen Ideale in W (V, !),

(10) ist U ⊆ V ein Untervektorraum und W (U, !) ⊆ W (V, !) die entsprechende C∗-Unteralgebra,
so gilt

W (U, !) = W (V, !) ⇔ U = V.

Bemerkung 2.5:

Die C∗-Algebra W (V, !) wird als Weyl-Algebra von (V, !) bezeichnet; die Elemente W (v), v ∈ V
als Weyl-Operatoren. Dies liegt darin begründet, daß die W (v) die kanonischen Vertauschungs-
relationen in exponentieller Form, Eigenschaft (2), erfüllen.
Ist die Abbildung M in Eigenschaft (7) ein Automorphismus, so bezeichnet man den assoziierten
∗-Automorphismus als Bogoliubov-Transformation.
Die Existenz von W (V, !) kann durch die Realisierung als beschränkte Operatoren auf ℓ2C(V )56

mittels

(W (v)a)w := e
i
2
!(v,w)av+w, {av}v∈V ∈ ℓ2C(V )

gezeigt werden.

Theorem 2.4 liefert somit einen Funktor W von Sy nach Alg.
Die angestrebte lokal kovariante Quantenfeldtheorie F erhalten wir durch die Komposition der
Funktoren S und W .

ℜz
F :=W ∘S // Alg (2.9)

56ℓ2C(V ) bezeichnet die quadrat-summierbaren, über V indizierten, komplex-wertigen Folgen; diese bilden in
natürlicher Weise einen Hilbertraum.
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Betrachten wir ein Objekt (M ,E , P,G±) in ℜz und schreiben (heuristisch)

W (s) := W (Δ(s))

für s ∈ D(M )57, so finden wir in W (V(M ,E ,P,G±), !) die Identitäten

(1) W (Ps) = W (Δ(Ps)) = W (0) = 1 für alle s ∈ D(M ),

(2) W (s)W (s̃) = e−
i
2
!(s,s̃)W (s + s̃) = W (s + s̃) = W (s̃ + s) = ... = W (s̃)W (s) für alle

s, s̃ ∈ D(M ,E ) mit kausal getrennten Trägern; letzteres impliziert !(s, s̃) = 0,

d.h. die Weyl-Operatoren erfüllen (in einem schwachen Sinne) die Differentialgleichung (2.6) und
die lokal kovariante Quantenfeldtheorie F ist kausal58.
Schränken wir F auf die (volle) Unterkategorie ℜzgℎ ⊆ ℜz, der Objekte mit global hyperboli-
schen Raumzeiten, ein, so erfüllt F auch das Zeit-Schnitt-Axiom (vgl. [BGP07] und [BFV03]),
denn V(M ,E ,P,G±) ist durch die Angabe geeigneter Anfangswerte auf einer Chauchy-Fläche be-
stimmt.
Wir bemerken noch, daß die Weyl-Algebren keineswegs alle physikalisch relevanten Observablen
enthalten, z.B. ist nicht zu erwarten, daß der (an einem Punkt lokalisierte) Energie-Impuls-
Tensor59 der Quantenfeldtheorie in der Weyl-Algebra enthalten ist. Dieser wird (heuristisch)
durch Produkte des Quantenfeldes an einem Punkt gebildet. Daher ist es in der Regel nötig die
Observablen-Algebra in geeigneter Weise zu erweitern (vgl. auch den folgenden Abschnitt 2.2.2).

Bemerkung 2.6:

Alternativ zur Konstruktion der Weyl-Algebra kann eine (abstrakte) ∗-Algebra mit Eins definiert
werden. Diese wird erzeugt von Elementen Φ(s), s ∈ D(M ,E ) mit den Relationen

(1) Φ(�s+ s̃) = �Φ(s) + Φ(s̃) für s, s̃ ∈ D(M ,E ), � ∈ R,

(2) Φ(s)∗ = Φ(s),

(3) Φ(Ps) = 0,

(4) [Φ(s),Φ(s̃)] = −i!(s, s̃)1.

Die Φ(s) werden dabei heuristisch als “verschmierte” Quantenfelder
∫
M Φ(p)s(p)dVg interpre-

tiert. Eigenschaft (4) wird, daher häufig als

[Φ(p),Φ(q)] = iΔ∣p(q) (2.10)

geschrieben. Eine lineare Fortsetzung auf “komplex-wertige” Schnitte s ∈ D(M ,E ⊗R C) ist
möglich (Φ(s)∗ = Φ(s̄)). Die Relation zu den Weyl-Operatoren ist (ebenfalls heuristisch) durch
W (s) = ei

∫
M Φ(p)s(p)dVg gegeben.

Dieser Einschub verdeutlicht wie wir ein zu F assoziertes lokal kovariantes Quantenfeld Φ ge-
winnen könnten.

Angenommen wir hätten eine Familie von Zuständen {!(M ,E ,P,G±)}(M ,E ,P,G±)∈Oℜz
über den ent-

sprechenden Weyl-Algebren F (M ,E , P,G±), s.d. die Generatoren

Φ!(M ,E ,P,G±)
(s) :=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

�!(M ,E ,P,G±)
(W (ts))

57Identifiziere [s] ∈ V(M ,E ,P,G±) mit Δ(s)
58Die Verträglichkeit der avancierten/retardierten Propagatoren und der Differentialoperatoren ist dazu entschei-

dend.
59Der Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensor wird beispielsweise in der semi-klassischen Behandlung der Ein-

stein’schen Feldgleichungen benötigt (s. [Wal94]).
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der 1-Parameter-Gruppen {�!(W (ts))}t∈R, s ∈ D(M ,E ) in den zugehörigen GNS-Darstellungen
(s. Appendix D, Bemerkung D.21) einem gemeinsamen, dichten Definitionsbereich
U!(M ,E ,P,G±)

⊆ ℌ!(M ,E ,P,G±)
besitzen und auf diesem (essentiell) selbst-adjungiert sind.

Würde außerdem die Zuordnung der, von den Φ!(M ,E ,P,G±)
, s ∈ D(M ,E ) erzeugten, ∗-Algebren

zu den Objekten (M ,E , P,G±) in ℜz einen geeigneten Funktor Fext, mit der Verträglichkeits-
Bedingung

Fext((�̌, �)) ∘ Φ!(M ,E ,P,G±)
(s) = Φ!(M ′,E ′,P ′,G′±)

({�s)

für (�̌, �)) ∈ homℜz((M ,E , P,G±), (M ′,E ′, P ′, G′±)) und s ∈ D(M ,E ), induzieren, so ließe sich
Φ als eine natürliche Transformation zwischen dem “Testschnitt”-Funktor D und Fext auffassen
(vgl. [BFV03] (S.15)).

2.2.2 Hadamard-Zustände und Wick-Monome des Klein-Gordon-Feldes

Zum Abschluß von Teil I betrachten wir eine spezielle Klasse von Zuständen, die Hadamard-
Zustände, über der Weyl-Algebra des konform gekoppelten Klein-Gordon-Feldes60.
Dazu schränken wir die Objekte in ℜz auf Raumzeiten M der Dimension 4 mit dem trivialen
Bündel M ×R61 und dem konform gekoppelten Klein-Gordon-Operator Pg := 2g +m2 + �Sg,
� ∈ R, m ≥ 0 (“Masse”) ein.
Als Morphismen betrachten wir daher nur die Paare (± idM×R, �), � wie oben62. Für die Objekte
in ℜz verwenden wir abkürzend die Raumzeit M .
Die Tatsache, daß Pg nur von der Metrik g und der (Mannigfaltigkeits-)Struktur von M abhängt,
sichert die Verträglichkeit (Diagramm (2.4))

Pg′(s ∘ �−1) = (Pg(s)) ∘ �−1 (2.11)

für alle s ∈ D(M )(:= D(M ,M × R)) und � ∈ homℜz(M ,M ′) (s. [Hel62], Proposition 2.1
(S.387) für einen Beweis; s. auch Appendix B, Definition B.14.).
Bevor wir uns den Hadamard-Zuständen zuwenden, bemerken wir, daß Gleichung (2.11) eine
nützliche Eigenschaft für den avancierten und retardierten Propagator auf einer global hyper-
bolischen Raumzeit impliziert.

Lemma 2.7:

Ist M eine global hyperbolische Raumzeit und Pg der konform gekoppelte Klein-Gordon-Operator,
so ist der eindeutig bestimmte avancierte/retardierte Propagator G± invariant unter orientie-
rungserhaltenden, zeit-orientierungserhaltenden Isometrien � : M −→M , d.h.

�∗G±∣�( . )(s) = G±∣( . )(s)

für alle s ∈ D(M ).

Beweis:

Für alle s ∈ D(M ) gilt:

(1) P �g (s) := (Pg(s ∘ �)) ∘ �−1 = Pg(s),

60Die folgenden Definitionen sollten sich allerdings in geeigneter Weise auf den allgemeineren Fall eines normal
hyperbolischen Differentialoperators über Raumzeiten der Dimension n übertragen lassen.

61Die Fasermetrik ist das Produkt in R
62Das Paar (− idM×R, �) entspricht einem Orientierungswechsel in den Fasern von M ×R; im Folgenden wird auf

diese Möglichkeit verzichtet.
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(2) �∗G±∣�( . )(Pgs) = G±∣�( . )(J�−1︸︷︷︸
=1

⋅((Pgs) ∘ �−1))

= G±∣�( . )(P
�
g (s ∘ �−1))

= G±∣�( . )(Pg(s ∘ �−1))

= s ∘ �−1 ∘ � = s,

(3) Pg(�
∗G±∣�( . )(s)) = (PgG±∣�( . )(s ∘ �−1)) ∘ �−1 ∘ �

= (P �g G±∣( . )(s ∘ �−1)) ∘ �
= (PgG±∣( . )(s ∘ �−1)) ∘ �
= s ∘ �−1 ∘ � = s,

(4) supp�∗G±∣�(p) = suppG±∣p ⊆ J±(p,M ) für alle p ∈M , da � eine zeit-orientierungserhal-
tende Isometrie ist. Genauer:

(a) q ∈ J±(p,M ) ⇔ �(q) ∈ J±(�(p),M ),

(b) supp s ⊆M ∖J±(p,M ) ⇔ supp s ∘ �−1 ⊆M ∖J±(�(p),M ),

(c) suppG±∣�(p) ⊆ J±(�(p),M ),

(5) supp�∗G±∣�( . )(s) ⊆ J∓(supp s,M ).

Mit Theorem 1.19 folgt die Behauptung.

Bemerkung 2.8:

Die globale Hyperbolizität von M ist entscheidend für den Beweis. Für nicht global hyperbolische
Raumzeiten ist �∗G±∣�( . ) ein(!) avancierter/retardierter Propagator, die Eindeutigkeit entfällt.

Ein Zustand ! über der Weyl-Algebra heißt quasifrei , falls die 2-Punkt-Funktion

!2(s, s̃) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

d

du

∣∣∣∣
u=0

!(W (ts)W (us̃)) (2.12)

für alle s, s̃ ∈ D(M ) existiert und der Zustand durch diese in folgender Weise definiert ist63,64:

!(W (s)) = e−
1
2
!2(s,s), s ∈ D(M ). (2.13)

Kommen wir nun zur Definition der Hadamard-Zustände (s. [KW91], S.82ff; [Mor03], Abschnitt
3; [DB60], Abschnitt 2).

Definition 2.9:

Ein quasifreier Zustand ! über der Weyl-Algebra heißt lokaler Hadamard-Zustand über einer
kausalen Umgebung U ⊆Mm, falls sich

!2 −Hn

63Beachte, daß die {W (s)}s∈D(M) die Weyl-Algebra linear erzeugen. Die Quasifreiheit von ! ist so zu verste-
hen, daß alle “abgeschnittenen” (“truncated”) n-Punkt-Funktionen bis auf die “abgeschnitte” 2-Punkt-Funktion
verschwinden (s. [BR97], S.39 für eine genaue Erklärung der Terminologie). Teilweise wird das Verschwinden
der 1-Punkt-Funktion nicht in die Definition von “quasifrei” integriert. Es wird dann die “Eichinvarianz” des
Zustandes verlangt, d.h. ! ist invariant unter W (s) 7→ W (−s). Diese Invarianz ist durch die Invarianz der Diffe-
rentialgleichung Ps = 0 unter s 7→ −s motiviert (“innere Symmetrie”).

64! ist somit ein analytischer Zustand , d.h. t 7→ !(W (ts)) ist eine analytische Funktion. Analytische Zustände sind

vollständig durch die n-Punkt-Funktionen (n ≥ 1) !n(s1, ..., sn) := d
dt1

∣∣∣
t1=0

... d
dtn

∣∣∣
tn=0

!(W (s1, ..., sn)) bestimmt

(s. [BR97], S.38).
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für alle n ∈ N0 zu einer Funktion der Klasse Cn auf U ×U fortsetzen lässt;
!2 −Hn ∈ Cn(U ×U ). Dabei ist Hn ∈ D∗(U ×U )(:= D∗(U ×U , (U ×R)⊗2,C)) folgender-
maßen definiert65:

Hn(s, s̃) := lim
"→0+

1

4�2

∫
U ×U

(
V 0(p, q)

Γ"(p, q)
+ V (n)(p, q) log

(
Γ"(p, q)

�2

))
s(p)s̃(q)dVg(p)dVg(q)

mit

V (n)(p, q) :=

n∑
k=0

(−1)k
1

22k+1k!(k + 1)!
V k+1(p, q)Γ(p, q)k

und

Γ"(p, q) := Γ(p, q)− 2i"(t(q)− t(p)) + "2.

Die V k, k ≥ 0 sind die Hadamard-Koeffizienten für den konform gekoppelten Klein-Gordon-
Operator Pg auf U ×U (s. Unterabschnitt 1.2.2). Γ ist das geodätische Abstandsquadrat auf U
(s. Appendix B, Proposition B.23) und � ∈ R ein (beliebiger) Skalierungsparameter. t : U −→ R

ist eine glatte Funktion mit zeitartigem, zunkunfts-gerichtetem Gradienten; eine solche Funktion
existiert, da U global hyperbolisch ist (s. [BS05]). Die Definition ist unabhängig von der Wahl
der Funktion t, wie in [KW91] bewiesen wird.
! heißt globaler Hadamard-Zustand, falls es eine Überdeckung C von M durch kausale Umge-
bungen gibt, s.d. ! bezüglich jedes U ∈ C ein lokaler Hadamard-Zustand ist.
Die Distribution Hn wird als Hadamard-Parametrix (der Ordnung n) bezeichnet. Die Definition
macht ersichtlich, daß Hn nur von der lokalen Geometrie von (M , g) und den Parametern in
Pg abhängt.

Diese Definition hält sich an die “minimale” Vorschrift nach [Mor03], d.h. die Unbestimmtheit
in der Definition der Hadamard-Parametrix ist auf die willkürliche Wahl der Längenskala �
reduziert. Im Vergleich dazu wird beispielsweise in [Wal94] die Hadamard-Parametrix um eine
glatte Funktion W = W (Γ) ergänzt. Letztere lässt sich als formale Entwicklung in Γ bis auf die
nullte Ordnung W 0 in ähnlicher Weise wie die V k, k ≥ 0 bestimmen (s. Unterabschnitt 1.2.2),
d.h. die Hadamard-Parametrix (mit W ) wird als formale Fundamentallösung aufgefasst (vgl.
Gleichung (1.3)). Eine (eindeutige) Bestimmung von W 0 aus der (lokalen) Geometrie und Pg ist
nicht möglich.
Die Hadamard-Bedingung besagt, daß die 2-Punkt-Funktion eines Hadamard-Zustandes ei-
ne zum Vakuum-Zustand des Minkowskiraumes analoge Singularitäten-Struktur bei kurzen
Abständen aufweist (s. [Wal94], [Kay06], sowie Theorem 1.1466). Physikalisch gesprochen zeigen
die “Ultraviolett-Divergenzen” dieser Zustände ein Verhalten, das als “vakuum-ähnlich” bezeich-
net werden kann. Die Hadamard-Zustände werden aus diesem Grund als die Klasse der physi-
kalisch sinnvollen Zustände über der Weyl-Algebra einer Raumzeit angesehen. Bestärkt wird
dies durch den Umstand, daß Hadamard-Zustände die Definition eines renormierten Ernergie-
Impuls-Tensors der Quantenfeldtheorie zulassen (s. [Mor03], [Wal94]).
Auch in Hinsicht auf die Renormierung weiterer physikalischer Größen verschafft die Hadamard-
Bedingung Abhilfe, indem sie eine Klasse möglicher Referenzzustände bereitstellt67. Allerdings
führt dies auf das Problem, daß es in der Regel eine Vielzahl verschiedener Hadamard-Zustände
gibt, weshalb die Renormierung einer Größe mittels eines gewählten Hadamard-Zustandes eine
unerwünschte Beliebigkeit bekommt.

65Für den komplexen Logarithmus wird der übliche Hauptwert verwendet.
66Die Hadamard-Parametrix wird mittels der asymptotischen Entwicklung des avancierten/retardierten Propagators

konstruiert.
67Beachte, daß im Allgemeinen kein ausgezeichneter Zustand wie das Minkowski-Vakuum für eine Raumzeit definiert

werden kann, weil die Isometrie-Gruppe generisch trivial ist.
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Letztere kann durch die Forderung der lokalen Kovarianz weiter eingeschränkt werden (s.
[Wal94], [HW01]), d.h. ist � ein Morphismus in ℜz zwischen Raumzeiten M und N , und
sind QM (p) und QN (q) renormierte Größe (in einer geeignet erweiterten Observablen-Algebra)
an Punkten p ∈M und q ∈ N , so sollten diese bis auf Isomorphie in Alg über einstimmen.

Fext(�)(QM (p)) = QN (�(p)),

dabei sollte Fext(�) durch den ∗-Automorphismus F (�) der zugehörigen Weyl-Algebren
W (M )(:= W (VM , !M )) und W (N ) induziert sein.
Als ein Beispiel für die Renormierung in Sinne der lokalen Kovarianz betrachten wir die Wick-
Monome, insbesondere das Wick-Quadrat, der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie des kon-
form gekoppelten Klein-Gordon-Feldes mit Bezug auf eine Familie von Hadamard-Zuständen
{!M }M∈ℜz über den Weyl-Algebren W (M )(vgl. [BFK96], [BFV03]).
Da die Hadamard-Zustände !M analytisch sind, sind die Generatoren Φ!M (s), s ∈ D(M ) der
unitären 1-Parameter-Gruppen {�!M (W (ts))}t∈R in der zugehörigen GNS-Darstellung wohlde-
finiert68, und liefern Operator-wertige Distributionen

s 7−→ (�,Φ!M (s)�), �, � ∈ ℌ!M

in ℌ!M , welche die Eigenschaften aus Bemerkung 2.6 besitzen.
Das Wick-Quadrat : Φ2 :!M (p) an p ∈M in der GNS-Darstellung von !M erhalten wir durch
die Operator-wertige Distribution

: Φ2 :!M (s) := (Φ!M Φ!M −Hn1!M )(f�)

auf einer kausalen Umgebung U von p. � ist die Einschränkung auf die Diagonale
f 7−→

∫
M f(p)f(p)dVg(p). Daß die Komposition mit Φ!M Φ!M −Hn1!M wohldefiniert ist, wird

in [Mor03] bewiesen. Da !M ein Hadamard-Zustand ist, lässt sich die Formel

!M (: Φ2 :!M (p)) = (!M ∣2 −Hn)(p, p) (2.14)

sinnvoll interpretieren. Dazu sei bemerkt, daß die Einschränkung der verwendeten Fortsetzung
von (!M ∣2 −Hn) auf die Diagonale in U ×U eindeutig ist (s. [HW01], Abschnitt 5.2) und die
Konstruktion nicht von dem gewählten n ≥ 0 abhängt.
Eine globale Formel für : Φ2 :!M ergibt sich durch eine geodätisch konvexe Überdeckung69 von
M und eine Zerlegung der Eins, die einer kausalen Verfeinerung dieser Überdeckung unterge-
ordnet ist, sowie aus der Tatsache, daß die Hadamard-Koeffizienten auf geodätisch konvexen
Umgebungen eindeutig bestimmt sind.
Die höheren Wick-Monome : Φn :!M ergeben sich durch Rekursion und : Φ :!M := Φ!M

(s. [Mor03]). Desweiteren können Ableitungen der Wick-Monome definiert werden, dabei ist dar-
auf zu achten, daß der Parameter n größer als die Ableitungsordnung gewählt wird (s. [Mor03],
Abschnitt 3). Da wir später jedoch nur das Wick-Quadrat benötigen, soll darauf nicht genauer
eingegangen werden.
Betrachten wir nun die ∗-Algebra A!M , die von den Φ!M erzeugt wird (s. Bemerkung 2.6). Dann
können wir die Wick-Monome verwenden um eine erweiterte ∗-Algebra A ext

!M
zu definieren, die

A!M als ∗-Unteralgebra enthält.
Diese Algebra A ext

!M
kann abstrakt durch eine vom gewählten Hadamard-Zustand unabhängige

Algebra A ext
M realisiert werden, zusammen mit einem (kanonischen) ∗-Isomorphismus

�!M : A ext
!M
−→ A ext

M

68Die Φ!M (s) sind dicht definiert mit gemeinsamem Definitionsbereich {W (s)Ω!M }s∈D(M)
69s. Appendix B, Lemma B.27.
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mit �!∣!′ := �! ∘ �−1
!′ , �!∣!′(Φ!′M

) = Φ!M und �!∣!′ ∘ �!′∣!′′ = �!∣!′′ . Ähnliches gilt für die
Algebra A!M =: AM .
Insbesondere führt dies dazu, daß zu jedem Morphismus � in ℜz zwischen Raumzeiten M und
N ein injektiver, die Eins erhaltender, ∗-Homomorphismus

�� : A ext
M −→ A ext

N ,

assoziiert werden kann, denn ein Hadamard-Zustand !N über N induziert durch �∗!N ∣2 einen
Hadamard-Zustand �∗!N über M (s. [Pin09], Lemma 2.4 (S.8)). Die bereits erwähnte Eindeu-
tigkeit der Hadamard-Koeffizienten sichert die lokale Kovarianz der Wick-Monome

�̃�∘ : Φn :!M =: Φn :!N ∘{�

mit �̃� = �−1
!N
∘��∘�!M . Daher schreiben wir im Folgenden die Wick-Monome kurz als : Φn :M .

Auf der abstrakten Ebene ist �� im Prinzip die natürliche Einbettung.
Die Willkürlichkeit der so konstruierten Wick-Monome kann durch zusätzliche Forderungen70,
genaueres in [HW01], auf polynomielle Ausdrücke in der Metrik, dem Krümmungstensor und
dessen Ableitungen, sowie der “Masse” m und Wick-Monomen niedrigerer Ordnung reduziert
werden.
Abschließend sei bemerkt, daß es eine nützliche Umformulierung (s. [Rad96]) der Hadamard-
Bedingung in Termen der Mikrolokalen Analysis (s. [Hör83]) gibt, die sich zu einer Bedingung
an allgemeinere Quantenfeldtheorien fortsetzen lässt, die Stichworte sind hier: “Wellenfronten-
Mengen-Sprektrums-Bedingung” (“wave front set spectral condition” (WFSSC); s. [Rad96]) oder
“Mikrolokale-Spektrums-Bedingung” (“microlocal sprectrum condition” (�SC); s. [BFK96]).
Die Umformulierung der Hadamard-Bedingung besagt im Wesentlichen, daß sich die Singula-
ritäten der 2-Punkt-Distribution !2(p, q) entlang lichtartige Geodäten zwischen p, q ausbrei-
ten71.

70Diese Forderungen beziehen sich zum Teil auf die Vorstellung, daß die Wick-Monome heuristisch die Potenzen
des Quantenfeldes Φ seien sollten.

71!2(p, q) soll hier die Abhängigkeit von zwei Argumenten andeuten.
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3 Thermodynamisches Vorspiel

Die Formulierung von thermischen Gleichgewichtssituationen im algebraischen Zugang zur Quan-
tenfeldtheorie geschieht mittels der sogenannten KMS-Bedingung72 (s. Unterabschnitt 3.1). Zur
Formulierung dieser Bedingung wird eine 1-Parameter-Gruppe von “Zeittranslations”-Automor-
phismen {�t}t∈R (der Observablen-Algebra A) benötigt, welche die Dynamik des betrachteten
Systems relativ zum Beobachter widerspiegelt, und bezüglich derer das System als “im thermi-
schen Gleichgewicht” angesehen wird.
In Bezug auf die, der Quantenfeldtheorie zugrunde liegende, Raumzeit würden wir folglich einen
direkten Zusammenhang der Automorphismen mit zeitartigen Isometrien, d.h. Isometrien, de-
ren Trajektorien in der Raumzeit zeitartige Kurven sind, ersterer erwarten73.
Dies wirft für allgemeine Raumzeiten ein schwerwiegendes Problem auf, da die Gruppe der Iso-
metrien generisch trivial ist.
Ein Ausweg aus dieser Situation wurde, basierend auf den Ideen von D. Buchholz, I. Ojima
und H. Roos (s. [BOR02], [Buc03]), von D. Buchholz und J. Schlemmer (s. [BS07]) für lokal ko-
variante Quantenfeldtheorien (resp. lokal kovariante Quantenfelder) vorgeschlagen und auf das
masselose (m = 0), konform kovariante (� = 1

6) Klein-Gordon-Feld auf der de Sitter-Raumzeit
angewandt. Ein essentieller Unterschied zur Charakterisierung mittels der KMS-Bedingung liegt
darin, daß dort ein lokales Kriterium ohne Bezug auf eine bestimmte Dynamik verwendet wird.
Genauer gesagt werden die Gleichgewichts-Eigenschaften eines Zustandes an jedem Punkt der
zugehörigen Raumzeit seperat analysiert und mit Gleichgewichtssituationen im Minkowskiraum
verglichen.
Die Notwendigkeit eines solchen lokalen Gleichgewichts-Konzeptes wird durch die Ergebnis-
se in [BS07] betont. Inbesondere wird gezeigt, daß für bestimmte geodätische Beobachter die
Zuweisung eines globalen Temperaturbegriffs nicht möglich ist, was als Konsequenz des Unruh-
Effektes, resultierend aus der Krümmung der Raumzeit, angesehen werden kann.
Die folgenden Unterabschnitte 3.1 und 3.2 dienen der Erklärung der in [BS07] und Abschnitt 4
verwendeten Ideen.

3.1 KMS-Zustände

Definition 3.1:

Ein Zustand ! über einer (Observablen-)Algebra A heißt KMS-Zustand bzw. erfüllt die KMS-
Bedingung zur inversen Temperatur � := 1

T > 0 und Dynamik {�t}t∈R, falls für alle A,B ∈ A
eine Funktion FA,B existiert, die analytisch im Inneren von D� := {z ∈ C ∣ 0 ≤ ℑ(z) ≤ �} und
stetig auf dem Abschluß D� ist, s.d.

(1) FA,B(t) = !(B�t(A)) und

(2) FA,B(t+ i�) = !(�t(A)B) =: GA,B(t)

für alle t ∈ R gilt. Dabei ist {�t}t∈R ⊆ Aut(A) eine 1-Parameter-Gruppe.
Ist diese Bedingung für � = +∞ erfüllt, d.h. FA,B ist analytisch im Inneren von D+∞, stetig
auf R ⊆ C und es gilt (1), so heißt ! Grundzustand.

Die Verwendung von KMS-Zuständen zur Beschreibung von thermischen Gleichgewichtssitua-
tionen ist einerseits durch ihre Stabilität gegen kleine Störungen und ihre Passivität (s. [BR97],
Abschnitt 5.4), d.h. in den von ihnen beschriebenen Systemen kann in zyklischen Prozessen kei-
ne Arbeit geleistet werden, gerechtfertigt. Andererseits charakterisiert sie im Falle endlichen
(System-)Volumens V (A ⊆ L (ℌ) für einen geeigneten Hilbertraum ℌ) gerade die Gibbs-
Zustände

72“KMS” für Kubo-Martin-Schwinger.
73Inbesondere für lokal kovariante Quantenfeldtheorien ist dies unter Berücksichtigung ihrer funktoriellen Natur

zutreffend.



3 Thermodynamisches Vorspiel 31

!(A) =
trℌ(e−�HA)

trℌ(e−�H)
mit �t(A) = eitHAe−itH , A ∈ L (ℌ)

(s. [BR97], Beispiel 5.3.31 (S.119)). Ferner bleibt die KMS-Eigenschaft der Gibbs-Zustände unter
recht allgemeinen Bedingungen im thermodynamische Limes (V → ∞) erhalten (s. [Haa96],
Theorem 1.4.2 (S.210f))74.
Vorgeschlagen wurde die KMS-Bedingung von R. Haag. N.M. Hugenholtz und M. Winnink
in [HHW67].

Bemerkung 3.2:

Ist A eine normierte Algebra und ! ein KMS-Zustand75, so folgt mit den Abschätzungen

!(B�t(A)) ≤ ∥!∥ ∥A∥ ∥B∥ ≥ !(�t(A)B)

und einem Theorem der komplexen Annalysis (Phragmen-Lindelöf; s. [BR97], Proposition 5.3.5.
(S.80)), sowie dem Satz von Liouville die �t-Invarianz von !, d.h.

!(�t(A)) = !(A)

für alle t ∈ R und A ∈ A.
Im Falle einer C∗-Algebra, z.B. der Weyl-Algebra, impliziert dies zusammen mit der Stetig-
keit der Funktionen FA,B∣R, GA,B, daß {�t}t∈R eine Implementierung als stark-stetige Gruppe
unitärer Operatoren in der GNS-Darstellung von ! besitzt (s. Appendix D, Korollar D.23).

Eine praktikable Umformulierung der KMS-Bedingung, falls FA,B∣R und GA,B beschränkt sind,
lautet (s. [HHW67]):

Proposition 3.3:

! ist genau dann ein KMS-Zustand zur inversen Temperatur � und Dynamik {�t}t∈R, falls die
Fouriertransformationen der Funktionen FA,B∣R und GA,B, aufgefasst als temperierte Distribu-
tionen, die Relation

F̂A,B∣R = e�( . )ĜA,B

erfüllen.

3.2 Lokales Gleichgewicht

Die Idee in [BS07] zur Formulierung eines lokales Gleichgewichtskonzeptes nutzt die Vorschläge
aus [BOR02] für ein lokales Gleichgewichtskonzept im Minkowskiraum M(:= R4

1) in Verbindung
mit der Tatsache, daß ein lokal kovariantes Quantenfeld Φ die Identifikation der Quantenfelder
ΦM über verschiedenen Raumzeiten M ∈ Oℜz ermöglicht.
Explizit bedeutet das, daß erstens ein Menge von Gleichgewichts/KMS-Zuständen, die thermi-
schen Referenzzustände R, über dem Minkowskiraum und zweitens eine geeignete Menge von
“lokalisierten” Observablen, die lokalen thermischen Observablen T , gebildet aus lokal kovari-
anten Quantenfeldern, ausgewählt werden. Ein Zustand !M ist dann im lokalen Gleichgewicht
bezüglich R und T an p ∈M , falls es einen Punkt xp ∈M gibt, s.d.

!M (ΦM (p)) = !B(p)(ΦM(xp)) (3.1)

für einen Referenzzustand !B(p) ∈ R und alle Φ ∈ T gilt. Die p-Abhängigkeit von !B(p)

und xp trägt Situationen Rechnung, in denen die thermischen Eigenschaften von !M über M

74Für den klassischen Fall (A kommutativ) ist die KMS-Bedingung ungeeignet; s. [BR97], Proposition 5.3.28. (S.113).
75für eine normierte Algebra A verlangen wir ∥!∥ = 1 (s. Appendix D).
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veränderlich sind. Diese Bedingung ist so zu verstehen, daß ein Beobachter, der seine Messgeräte
Φ ∈ T zur Bestimmung thermischer Eigenschaften eines Systems (Thermometer,...) in einem
Gebiet näherungsweise flacher Raumzeit (M) mittels der durch R beschriebenen Referenzsy-
steme kalibiriert hat, auch in einem Gebiet gekrümmter Raumzeit (M ) seine Meßgeräte zur
Bestimmung der thermischen Eigenschaften seines dortigen Systems (!M ) verwenden können
sollte.
Die Vorstellung, daß die Messungen an einem Punkt der Raumzeit stattfinden, angedeutet durch
ΦM (p), ist eine Idealisierung des Umstandes, daß prinzipiell beliebig kleine Regionen der Raum-
zeit für die Messungen verwendet werden können. Die statistische Interpretation der Quanten-
theorie rechtfertig dies, da die Fluktuationen zwar mit zunehmender Lokalisierung ansteigen,
jedoch ausreichend häufige Messungen76 die gewünschte Information liefern.
Im Gegensatz zur KMS-Eigenschaft, welche als eine Bedingung an die Zeitmittel der Observablen
verstanden werden kann (Stationarität der Erwartungswerte, Stabilität,...), wird für das lokale
Gleichgewicht eine Bedingung an die Scharmittel der lokalen thermischen Observablen gestellt.
Das lokale Gleichgewicht charakterisiert demnach solche Zustände deren Erwartungswerte für die
thermischen Observablen eine Situation widerspielgeln, die mit dem Gleichgewichtsverständnis
im Minkowskiraum verträglich ist. Ein direkter Bezug auf die Dynamik der Zustände wird nicht
benötigt.
Einige Feinheiten bei der Auswahl der Mengen R und T werden in den folgenden beiden Un-
terabschnitten erläutert (vgl. [BOR02] und [Buc03]).

3.2.1 Thermische Referenzzustände

Als thermische Referenzzuständen (scharfer Temperatur) verwenden wir alle KMS-Zustände !�,e
zu inversen Temperaturen � > 0, deren Dynamiken {�t}t∈R durch Zeittranslationen x 7→ x+ te,
für ein e ∈ M mit q1(e) = −1, e ∈ I+(0,M)77, gegeben sind. D.h. das Paar (�, e) dient
dem Beobachter zur Fixierung des lokalen Ruhesystems und dessen Temperatur. Eine kom-
paktere Notation erhalten wir durch die Kombination von � und e in einen Temperaturvektor
�e, kurz � ∈ I+(0,M). Generell sind die Zustände !� zu Temperaturvektoren � nicht ein-
deutig (z.B. Phasenkoexistenz), sondern es werden weitere intensive Observablen (chemisches
Potential, Druck,...) zur Fixierung benötigt78. Um die weiteren Überlegungen zu vereinfachen,
nehmen wir die Eindeutigkeit der Zustände !� an79. Dies bedeutet, daß die Zustände !� dem
Transformationsverhalten

!� ∘F (Λ, a)−1 = !Λ� (3.2)

für eine (eigentliche, orthochrone) Poincaré-Tranformation (Λ, a) genügen80, also translations-
invariant81und isotrop82 im Ruhesystem sind, sowie eine invariante Temperatur ∣q1(�)∣ besitzen
(Zur Erinnerung: F ist die lokal kovariante Quantenfeldtheorie).
Im Allgemeinen bewirkt eine Poincaré-Transformation allerdings einen Wechsel des Ruhesystems
(e 7→ Λe, e = (∣q1(�)∣)−

1
2�)83.

Um auch allgemeinere Situationen behandeln zu können, in denen die thermischen Eigenschaften
nur unzureichend bekannt oder statistisch veränderlich sind, lassen wir Konvex-Kombinationen

76Es wird davon ausgegangen, daß eine physikalische Situation für eine Messung in genügend großer Menge
präpariert werden kann (Ensemble).

77q1 ist die quadratische Form der Standard-Metrik auf M.
78Da die Menge der (�, {�t}t∈R)-KMS-Zustände in vielen Fällen einen Simplex bildet, d.h. Konvex-Zerlegungen

bezüglich der Extrempunkte sind eindeutig, lässt sie sich in diesen Fällen durch zentrale (klassische) Observablen
parametrisieren.

79Diese Bedingung schließt Phasenübergänge aus.
80Allgemeiner gilt, daß !� ∘F (Λ, a)−1 ein KMS-Zustand mit Temperaturvektor Λ� ist.
81Invarianz unter der Untergruppe der Raum-Zeit-Translationen {(1M, a)}a∈M.
82Invarianz unter der Isotropiegruppe I ∼= SO3(R) der Punkte in M. Jedes Element e ∈ I+(0,M) definiert ein

Ruhesystem nur bis auf eine Wirkung mit Elementen aus I.
83Spontane Symmetriebrechung in Gleichgewichtssituationen.
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der !� zu, d.h. ein thermischer Referenzzustand !B ist von der Form

!B =

∫
!�d�(�) (3.3)

für eine Wahrscheinlichkeitsmaß � auf M mit Träger B ⊆ I+(0,M)84. Dazu sei bemerkt, daß �
ohne die Eindeutigkeitsbedingung an die KMS-Zustände !� auch im Spektrum anderer intensiver
Observablen, welche die Menge R parametrisieren, getragen würde.

3.2.2 Lokale thermische Observablen

Die Auswahl der lokalen thermischen Observablen T ist dadurch bestimmt, daß sie empfind-
lich für die (makroskopischen) thermischen Eigenschaften der Referenzzustände R über M sein
müssen und in lokal kovarianter Weise zu konstruieren sind, um eine Identifizierung zwischen
verschiedenen Raumzeiten zuzulassen.
Außerdem sollten die Elemente in T bestenfalls eine Unterscheidung zwischen beliebigen Zustän-
den scharfer Temperatur in R ermöglichen. Unter der vereinfachenden Annahme, daß die Zustän-
de !� eindeutig sind, sollten die lokalen thermischen Observablen folglich die Bestimmung des
Ruhesystems und dessen Temperatur für einen Beobachter ermöglichen (“Kalibrierung genügend
vieler Meßgeräte”).
Ferner müssen die Elemente in T eine “Lokalisierung” in Vektorräume85 Tp, p ∈M zulassen.
Dabei sollten die an einem Punkt x ∈ M “lokalisierten” Observablen Tx die selbe Information
bereitstellen, wie die intensiven thermischen Größen der Zustände in R. Im Folgenden fassen
wir diese Größen als Funktionen � 7→ Θ(�) auf (thermische Funktionen).
Der Erwartungswert einer thermischen Funktion Θ im Referenzzustand !B ist

!B(Θ) =

∫
Θ(�)d�(�), (3.4)

d.h. wir verstehen die thermischen Funktionen als (zentrale) Grenzwerte von Elementen der
Observablen-Algebra F (M), für die eine eindeutige Fortsetzung der Referenzzustände R möglich
ist (s. [Buc03], S.5).
Die “Lokalisierungs”-Eigenschaft lässt vermuten, daß die Elemente der Observablen-Algebren
F (M ) (M ∈ Oℜz) für die Konstruktion der Menge T ungeeignet sind. Viel mehr sollten, wie
schon erwähnt, lokal kovariante Quantenfelder Φ verwendet werden, für die eine sinnvolle In-
terpretation des Ausdrucks !M (ΦM (p)), p ∈ M möglich ist; z.B. die Wick-Monome : Φn : im
Falle des Klein-Gordon-Feldes (s. Unterabschnitt 2.2.2).
Hier ist zu betonen, daß nicht alle physikalisch relevanten Observablen in der Menge T realisiert
werden können, da die thermischen Referenzzustände unter unseren Annahmen nicht sensitiv
gegenüber raum-zeitlichen Variationen der lokalisierten Quantenfelder sind. Als Beispiel sei der
Energie-Impuls-Tensor genannt, für den lediglich eine Realisierung des “thermischen Anteils”
möglich ist.
Die thermischen Funktionen, die zu den Elementen Φ ∈ T gehören werden durch die Referenz-
zustände scharfer Temperatur !� mittels der Identität

Φ(�) := !�(ΦM(x)), x ∈M (3.5)

identifiziert. Aufgrund der Eindeutigkeitsbedingung an die Zustände in R, und der daraus fol-
genden Invarianz unter Raum-Zeit-Translationen in M, kann die Identifikation der Funktionen
� 7→ Φ(�) als von x ∈M unabhängig angesehen werden.

84Hier muß streng genommen die Integrierbarkeit der Funktionen � 7→ !�(A) für alle A ∈ A bezüglich � angenom-
men werden. Dies wird für eine große Klasse von Maßen durch die Forderung der Stetigkeit dieser Funktionen
erreicht, was abgesehen von Phasenübergangs-Punkten unproblematisch ist.

85Dies ist eine Minimalannahme über die Struktur der lokalen thermischen Observablen, um die Bildung kompli-
zierter thermischer Größen eines physikalischen Systems aus elementaren Größen zu ermöglichen.
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Kombinieren wir die Gleichungen (3.1) und (3.5), so erhalten wir eine Beziehung zwischen den
thermischen Funktionen, die der Charakterisierung makroskopischer, thermischer Größen die-
nen, und den “lokalisierten” Quantenfeldern, welche die mikroskopische Theorie kodieren.

!M (ΦM (p)) =

∫
Φ(�)d�p(�) (3.6)

Ist die Menge der thermischen Observablen T ausreichend groß, so erlaubt diese Gleichung die
eindeutige Bestimmung des lokalen Wahrscheinlichkeitsmaßes �p.
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4 Konsistenz des Modells

I have not thought it necessary to undertake the labour of a formal proof of the theorem in the
general case.

Arthur Cayley

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Analyse der in Abschnitt 3 vorgestellten Ideen zu. Das
Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Frage, inwiefern das Konzept des lokalen Gleichgewichts
als eine Verallgemeinerung des Gleichgewichtskonzeptes, das durch die KMS-Zustände gegeben
ist, darstellt. Dazu betrachten wir die stationären Raumzeiten in ℜz.

4.1 Stationäre Raumzeiten

Definition 4.1:

Eine Raumzeit M ∈ Oℜz heißt stationär, falls es eine 1-Parameter-Gruppe von zeitartigen
Isometrien {�t}t∈R ⊆ Diff∞(M ) gibt.

Ist F die, in Unterabschnitt 2.2.1 beschriebene, lokal kovariante Quantenfeldtheorie, so er-
halten wir für eine stationäre Raumzeit M eine 1-Parameter-Gruppe von “Zeittranslations”-
Automorphismen {F (�t)}t∈R der Observablen-Algebra F (M ), d.h. es ist möglich von KMS-
Zuständen !� mit inverser Temperatur � und Dynamik {F (�t)}t∈R zu sprechen.
Da die KMS-Bedingung, wie in Abschnitt 3.1 erläutert, als geeignete Charakterisierung thermi-
scher Gleichgewichtssituationen angesehen wird, stellt sich die Frage, ob die KMS-Zustände !�
einer lokal kovarianten Quantenfeldtheorie über einer stationäre Raumzeit M 86 eine Interpreta-
tion im Sinne des lokalen Gleichgewichts zulassen. Anders gesagt, ob der Gleichgewichtsbegriff,
der durch die “Zeittranslationen” in M bestimmt ist, im Sinne einer Gleichgewichtssituation im
Minkowskiraum M verstanden werden kann. Bestenfalls sollten sich die thermischen Funktionen
von !� durch Gleichung (3.6) bestimmen lassen.
Ein anderer Aspekt ist die in [BS07] aufgeworfene Frage, ob die Analyse lokal thermischer Eigen-
schaften eines Zustandes genutzt werden kann, um die verbleibenden Uneindeutigkeiten in der
Renormierung lokal kovarianter Quantenfelder (s. Unterabschnitt 2.2.2, Wick-Monome) weiter
einzuschränken.

4.2 Explizite Konstruktionen am Modell des Wick-Quadrates

Immer mit den einfachsten Beispielen anfangen.

David Hilbert

Zur Untersuchung der genannten Fragen verwenden wir die lokal kovariante Quantenfeldtheorie
F des konform kovarianten, masselosen Klein-Gordon-Feldes (m = 0, � = 1

6 , dim(M ) = 4;
Unterabschnitt 2.2.2) mit dem Wick-Quadrat : Φ2 : als lokale thermische Observable. Dieses
Modell sollte, trotz seiner Einfachheit oder gerade deswegen, geeignet sein eine konzeptuelle
Analyse im obigen Sinne zu ermöglichen. Als stationäre Raumzeiten verwenden wir das statische
Einstein-Universum (ESU4) und die Anti-de Sitter-Raumzeit adS4. Die Uneindeutigkeit des
Wick-Quadrates ist in dieser Situation durch ein Vielfaches der Skalarkrümmung c ⋅ S, c ∈ R
gegeben.

Das Vorgehen in den folgenden Unterabschnitten (4.2.1)-(4.2.3) ist bestimmt durch die Schritte:

(1) Auswahl der thermischen Referenzzustände und die Bestimmung der thermischen Funktion
des Wick-Quadrates.

(2) Motivation der betrachteten stationären Raumzeiten und Erläuterungen derer Struktur.

86Sofern die 1-Parameter-Gruppe von zeitartigen Isometrien Morphismen in der betrachteten Kategorie ℜz induziert.
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(3) Bestimmung des kausalen Propagators und der Hadamard-Parametrix H0 über letzteren.
Diese Objekte sind die relevanten Größen, um die lokal kovariante Quantenfeldtheorie und
das Wick-Quadrat zu konstruieren.

(4) Angabe von Kandidaten für (quasifreie) KMS-Zustände über ESU4 und adS4 durch eine
passende 2-Punkt-Funktion (vgl. Gleichung (2.13)).

(5) Berechnung des Erwartungswertes des Wick-Quadrates mittels dieser 2-Punkt-Funktion.

Zu Punkt (3) bemerken wir, daß die Wahl des konform kovarianten, masselosen Klein-Gordon-
Feldes die Hadamard-Parametrix auf den V 0-Term reduziert, weil der entsprechende Klein-
Gordon-Operator87 Υ Huygens’sch ist (s. Beispiel 1.24).

4.2.1 Der Minkowski-Raum (M)

Die Weyl-Algebra W (M) über dem Minkowskiraum ist durch den avancierten und retardierten
Propagator (s. [Fri75], S.128)

G±∣x(y) =
1

2�
�(±q1(y − x, e))�0(q1(y − x)), (4.1)

bestimmt. Dabei ist e ∈ I+(0,M) mit q1(e) = −1 beliebig und � die Heaviside-Funktion.
Im Weiteren betrachten wir Zustände ! über selbiger, die durch Angabe der n-Punkt-Funktionen
(n ≥ 1)

!n(s1, ..., sn) :=
d

dt1

∣∣∣∣
t1=0

...
d

dtn

∣∣∣∣
tn=0

!(W (s1, ..., sn)), s1, ..., sn ∈ D(M) (4.2)

bestimmt sind88. Um die algebraische Struktur der n-Punkt-Funktionen zu betonen, führen wir
die Notation

!(Φ(s1)...Φ(sn)) := !n(s1, ..., sn) (4.3)

ein und erinnern an Bemerkung 2.6.
Die KMS-Bedingung drückt sich für einen solchen Zustand ! unter Verwendung von Definition
3.1 und Gleichung (4.2) wie folgt aus: Ist {�t}t∈R eine 1-Parameter-Gruppe von zeitartigen
Isometrien und {F (�t)}t∈R die zugehörige 1-Parameter-Gruppe von Automorphismen der Weyl-
Algebra, dann ist ! ein KMS-Zustand zur inversen Temperatur � > 0 und Dynamik {F (�t)}t∈R,
falls für alle s1, ..., sn, s̃1, ..., s̃m ∈ D(M) (n,m ≥ 0) Funktionen Fn,m, wie in Definition 3.1,
existieren, s.d.

(1) Fn,m(t) = !n+m(s̃1, ..., s̃m, {�t(s1), ..., {�t(sn)) und

(2) Fn,m(t+ i�) = !n+m({�t(s1), ..., {�t(sn), s̃1, ..., s̃m) =: Gn,m(t)

gilt.

Zusammen mit der Kommutator-Relation für die abstrakten Felder (Gleichung 2.10) und der
KMS-Bedingung für die Fouriertransformierten von Fn,m∣R und Gn,m erhalten wir die funda-
mentale Gleichung

(e−�( . ) − 1)F[!(Φ(s1)...Φ(sn)Φ({�( . )
(sn+1)))] (4.4)

=

n∑
k=1

−iF[Δ({�( . )
(sn+1), sk)]!(Φ(s1)...Φ̌(sk)...Φ(sn)),

87Entspricht dem konform gekoppelten Laplace-d’Alembert-Operator.
88Dies ist z.B. für einen analytischen Zustand der Fall (s. Fußnote 25)
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dabei ist Δ die, aus dem kausalen Propagator konstruierte, (prä-)symplektische Form, ˇ( . ) die
Auslassung des entsprechenden Faktors und F die Fouriertransformation bezüglich t ∈ R.
Wir sehen, daß die KMS-Bedingung zusammen mit der Tatsache, daß der Kommutator der
abstrakten Felder proportional zur Identität ist, eine Reduktion der n-Punkt-Funktionen auf
eine Kombination von (n− 2)-Punkt-Funktionen erlaubt89, sofern die Funktion

x 7→ 1

1− e−�x
(4.5)

ein Multiplikator für die Distributionen F[Δ({�( . )
(s), s̃)], s, s̃ ∈ D(M) ist, was im Folgenden

angenommen wird. Außerdem muß bei der Auflösung von Gleichung (4.4) nach
F[!(Φ(s1)...Φ(sn)Φ({�( . )

(sn+1)))] streng genommen ein möglicher Beitrag der Form

cs1,...,sn+1 ⋅ �0 (4.6)

aufgrund des “Boltzmann-Faktors”90 (4.5) berücksichtigt werden. Dieser Beitrag kann als Mani-
festation der Bose-Einstein-Statistik der lokal kovarianten Quantenfeldtheorie F angesehen wer-
den und spielt bei der Analyse der Bose-Einstein-Kondensation eine Rolle (“Impuls-0-Beitrag”).
Zunächst beschränken wir unsere Betrachtungen auf Zustände, für die diese Beiträge verschwin-
den. Zusammen mit der, im Anschluß erläuterten (und geforderten), Eichinvarianz des Zustan-
des lässt sich dies durch die Eigenschaft erreichen, daß ! ein extremaler, �t-invarianter Zustand
ist. D.h. ! lässt sich nicht in eine (nicht triviale) Konvexkombination anderer �t-invarianter
Zustände zerlegen. Dies ist äquivalent dazu, daß ! “schwach-clusternd” (s. [Haa96], S. 242) ist.
Die �t-Invarianz der KMS-Zustände über der Weyl-Algebra folgt aus Bemerkung 3.2. Auf die
Beiträge (4.6) und die damit verbundene Erweiterung der Menge der Referenzzustände werden
wir später zurückkommen.
Verlangen wir, als weitere Vereinfachung, die Invarianz des Zustandes ! unter dem Automor-
phismus � : W (M) −→ W (M ), induziert durch die Abbildung s 7→ −s, s ∈ D(M), so impliziert
dies das Verschwinden der 1-Punkt-Funktion !(Φ(s)) für alle s ∈ D(M).
Der Automorphismus � entspricht einer Reflektion in den Fasern des Bündels M×R und spie-
gelt die innere Symmetrie des (reellen) Klein-Gordon-Feldes wider. Die �-Invarianz wird daher
als Eichinvarianz 91 bezeichnet; sie hängt mit dem chemischen Potential zusammen (s. [BR97],
Abschnitt 5.4.3. (S.197ff)).
Aus Gleichung (4.4) folgern wir, daß ! ein quasifreier Zustand mit 2-Punkt-Funktion

!2(s, s̃) =
−i
2�

∫
dk

1

1− e−�k

∫
dte−iktΔ(s, {�t(s̃)) (4.7)

oder heuristisch mit Integralkern

!2(x, y) =
i

2�

∫
dk

1

1− e−�k

∫
dte−iktΔ∣x(�t(y)) (4.8)

ist.
Wählen wir für �t, t ∈ R die Zeitranslationen x 7→ x + te (vgl. Unterabschnitt 3.2.1) so ist
bekannt92, daß die 2-Punkt-Funktionen (4.7) geeignet sind, quasifreie KMS-Zustände 93 zu in-
versen Temperaturen � > 0 und diesen Dynamiken über der Weyl-Algebra W (M) zu definieren.

89Für alle anderen (n + m)-Punkt-Funktionen mit m zeitverschobenen Argumenten ergeben sich zu (4.4) analoge
Gleichungen. Lediglich die Kombinatorik wird komplizierter.

90Dieser hat eine Nullstelle 1. Ordnung bei 0.
91In der allgemeineren Situation von Unterabschnitt 2.2.1 werden die inneren Symmetrien durch Vektorbündel-

Isomorphismen (�̌, �) mit � = idM beschrieben. M ist die Basis des betrachteten Vektorbündels E . Weil �̌
faserweise eine Isometrie ist, entsprechen die inneren Symmetrien in jeder Faser dem Stabilisator der Fasermetrik
gE (“Eichgruppe”).

92z.B. in [Hüb05] bewiesen.
93Entscheidend ist die Positivitäts-Bedingung.
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Diese Zustände werden wir als thermische Referenzzustände scharfer Temperatur, d.h. zur Er-
zeugung von R, verwenden und wie in Unterabschnitt 3.2.1 durch !� mit Temperaturvektor
� ∈ I+(0,M) bezeichnen.
Eine einfache Beobachtung ist, daß die Zustände !� translationsinvariant und isotrop im Ruhe-
system sind (vgl. Gleichung (3.2)), da die Raum-Zeit-Translationen und die Isotropiegruppe des
Ruhesystems mit allen �t, t ∈ R kommutieren und Lemma 2.7 anwendbar ist.

Um das Wick-Quadrat : Φ2 : als lokale thermische Observable nutzen zu können, müssen wir
zeigen, daß die Zustände !� Hadamard-Zustände sind (vgl. Gleichung (2.14)). Dies folgt aus
einem Resultat von H. Sahlmann und R. Verch (s. [SV00]), das besagt, daß passive Zustände,
also insbesondere KMS-Zustände, einer (lineare) Quantenfeldtheorie im Sinne von Abschnitt 2.2
über einer global hyperbolischen, stationären Raumzeit die “Mikrolokale-Spektrums-Bedingung”
(s. Unterabschnitt 2.2.2) erfüllen.
Wir werden diesen Umstand direkt anhand der Berechnung der thermischen Funktion des Wick-
Quadrates in den Zuständen !� einsehen. Dazu bemerken wir, daß die Hadamard-Parametrix
(s. Definition 2.9) durch den Integralkern

H0(x, y) =
1

4�2(q1(y − x) + 2i"(q1(y, e)− q1(x, e)) + "2)
(4.9)

gegeben ist (e ∈ I+(0,M) wie in 4.1), denn für den Minkowskiraum ist V 0 = 1 (s. Gleichung
1.10).
Zur Berechnung von !�∣2 −H0 führen wir zunächst eine orthonormale Basis in M ein; mit zeit-

artigem Basisvektor e = (∣q1(�)∣)−
1
2�; und verwenden Kugelkoordinaten94 (−∞ < t < ∞, 0 <

r < ∞, 0 < # < �, 0 ≤ ' < 2�) in den (raumartigen) Hyperflächen orthogonal zu e. Außerdem
genügt aufgrund der Translationsinvarianz der !� die Berechnung an 0 ∈M:

G±∣0(t, r, #, ') =
1

2�
�(±t)�0(r2 − t2), H0(0, (t, r, #, ')) =

1

4�2(r2 − (t+ i")2)
. (4.10)

Dazu verwenden wir die bekannte Formel

�0(g(x)) =
∑
i∈I

�0(x− xi)
∣g′(xi)∣

, (4.11)

wobei g eine differenzierbare Funktion (auf R) mit einfachen, diskret-verteilten Nullstellen
{xi}i∈I und g′ die Ableitung ist.
Somit berechnen wir für !�(: Φ2 :M) (vgl. [BS07], Gleichung (9)):

lim(t,r,#,')→0{!�(0, (t, r, #, '))−H0(0, (t, r, #, '))} (4.12)

= lim(t,r,#,')→0
1

4�2

∫
eikt

sin(kr)

r

(
1

1− e−�k
− �(k)

)
dk

=
1

2�2

∫ ∞
0

k

e�k − 1
dk =

1

12�2
.

D.h. die thermischen Referenzzustände scharfer Temperatur sind Hadamard-Zustände und die
thermische Funktion des Wick-Quadrates : Φ2 : ist

� 7−→: Φ2 : (�) =
1

12�2
. (4.13)

Wir stellen fest, daß das Wick-Quadrat als lokale thermische Observable nach Gleichung (3.6) zur
Bestimmung der lokalen (mittleren, bezüglich �p in Gleichung (3.6)) Temperatur eines Zustandes

94Diese Koordinaten überdecken zwar nicht den ganzen Minkowskiraum (Koordinaten-Singularitäten bei r = 0 und
# ∈ {0, �}), sind aber für die weitere Analyse ausreichend.
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verwendet werden kann. Die Identifizierung des lokalen Ruhesystems ist jedoch, wie auch die
Fixierung des lokalen Wahrscheinlichkeitsmaßes �p, durch : Φ2 : allein nicht möglich.
Verwenden wir zusätzlich lokal kovariante Verallgemeinerungen der “balancierten Ableitungen”
(s. [Buc03] und [Mor03]) des Wick-Quadrates, können wir auch das lokale Ruhesystem ermitteln.
Wir wollen aber hier nur das Wick-Quadrat verwenden, d.h. die Menge der lokalen thermischen
Observablen ist T = {� : Φ2 : ∣ � ∈ R}.

4.2.2 Das statische Einstein-Universum (ESU4)

Das statische Einstein-Universum ESU4 ist eine exakte Lösung der Einstein’schen Feldgleichun-
gen

Ric−1

2
Sg + Λg = 8�T (4.14)

mit der kosmologischen Konstanten Λ und dem Energie-Impuls-Tensor T der Materie und Felder.
Es wurde ursprünglich von A. Einstein mit der Einführung der kosmologischen Konstanten als
statische Lösung der, aus Gleichung (4.14) hervorgehenden, Friedmann-Gleichungen (s. [HE73],
S.134ff)

3a(t)−1d
2a

dt2
(t) = −4�(�(t) + 3P (t)) + Λ, (4.15)

3a(t)−2

{(
da

dt
(t)

)2

+K

}
= 8��(t) + Λ

vorgeschlagen, wurde aber aufgrund der Beobachtung der kosmologischen Rotverschiebung und
der Tatsache, daß es instabil gegen kleine Störungen der definierenden Parameter ist, als Modell
unseres Universums verworfen. Dennoch ist die Verwendung in unserem Modell nicht abwegig,
da ESU4 eine allgemeinere Situation (Krümmung, geringere Anzahl an Symmetrien,...) als der
Minkowskiraum beschreibt, aber uns vertraute kausale Konzepte bestehen bleiben.
Die Friedmann-Gleichungen modellieren die Dynamik einer räumlich homogenen, isotropen
Raumzeit, deren Energie-Impuls-Tensor die Form für eine perfekte Flüssigkeit annimmt

T = (�+ P )(U∗g)⊗2 + Pg; (4.16)

� und P sind Dichte und Druck der Flüssigkeit als Funktion der Koordinate t, welche die Fluß-
linien, d.h. die Integralkurven des Vektorfeldes U , parametrisiert, K ist die Schnittkrümmung
der (räumlichen) Metrik d�2, a der (räumliche) Radius der Raumzeit. Die Metrik95 wird durch

ds2 = −dt2 + a2(t)d�2, d�2 = dr′2 + f(r′)2(d#2 + sin(#)2d'2) (4.17)

mit

f(r′) =

⎧⎨⎩
K sin

(
r′

K

)
, falls K > 0

r′ , falls K = 0

K sinh
(
r′

K

)
, falls K < 0

modelliert. (r′, #, ') sind sphärische Koordinaten in den (raumartigen) Hyperflächen orthogonal
zu U , K > 0 ist ein Längenparameter, welcher der Skalierung der (räumlichen) Ausdehnung der
Raumzeit dient und invers an die Krümmung K = 1

K2 gekoppelt ist. Allerdings werden wir im
Folgenden K und K seperat behandeln, was sich in Abschnitt 5 als nützlich erweist.

ESU4 erhalten wir aus (4.15) für Λ > 0, K > 0, a =
(
K
Λ

) 1
2 , � = K

4�S
−2, P = 0; zur Vereinfa-

95Für die Metrik g verwenden wir alternativ die gängige Notation ds2.
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chung der weiteren Diskussion wählen wir t′ := a−1t als neue “Zeit”-Koordinate:

ESU4 = R× S3 (4.18)

ds2
ESU4

=
K

Λ

(
−dt′2 + dr′2 + K2 sin

(
r′

K

)2 (
d#2 + sin(#)2d�2

))
.

Für Λ = K ist ESU4 durch den “Zylinder”

{(t, x, y, z, w) ∈ R5
1 ∣ x2 + y2 + z2 + w2 = K2} ⊆ R5

1 (4.19)

mit der induzierten Metrik gegeben, ist Λ ∕= K so ist ESU4 eine konforme Transformation
dieser Raumzeit mit konformem Faktor K

Λ . ESU4 ist die einzige Lösung (s. [SKM+03], S.117)
der Friedmann-Gleichungen (für eine perfekte Flüssigkeit) mit einer 7-dimensionalen Isometrie-
gruppe. Die orientierungserhaltende, zeit-orientierungserhaltende Komponente96 ist isomorph zu
R× SO(4), die Isotropiegruppe zu SO(3).

Für die nach Abschnitt 4.2 angestrebte Analyse benötigen wir Kandidaten für Hadamard’sche
KMS-Zustände über der Weyl-Algebra von ESU4. Diese finden wir durch Gleichung (4.8) bzw.
(4.7), welche sich auch für ESU4 sinnvoll interpretieren lassen. Als Zeittranslationen {�t}t∈R ver-
wenden wir die Translationen s 7→ s+ t im ersten Faktor R von ESU4 (Darstellung (4.19)). Dies
entspricht der Dynamik geodätische Beobachter, die sich entlang der Kurven (r′ = const., # =
const., ' = const.) bewegen.
Die Konstruktion des avancierten/retardierten Propagator des massenlosen, konform kovarian-
ten Klein-Gordon-Operators Υ und der zugehörigen Hadamard-Parametrix können wir durch
die Beobachtung bewerkstelligen, daß der Minkowskiraum M konform diffeomorph zu einer
kausal-verträglichen97 Teilmenge von ESU4 und Υ konform kovariant und Huygens’sch ist. Da-
zu benötigen wir eine Verallgemeinerung von Lemma 2.7.

Lemma 4.2:

Ist M n eine Raumzeit98, M̃ mit g̃ := Ω2 ⋅ g eine konforme Transformation und Pg ein kon-
form kovarianter99, normal hyperbolischer Differentialoperator über einem Vektorbündel E über
M mit avanciertem/retardiertem Propagator G±∣p ∈ D∗(M ,E ,Ep) für P ∗g , so ist ein avancier-

ter/retardierter Propagator G̃±∣p für P ∗g̃ über Ẽ := {∗E −→ M̃ durch

G̃±∣p := Ω1−n
2 ({(p)){∗(Ω1−n

2G±∣{(p)), p ∈ M̃ (4.20)

gegeben. { : M̃ −→M ist der, durch die Identität idM induzierte, konforme Diffeomorphismus.

Beweis:

Die konforme Kovarianz von Pg bedeutet

Pg̃(s) = (Ω−1−n
2 Pg(Ω

−1+n
2 (s ∘ {−1))) ∘ {, s ∈ D(M̃ , Ẽ )

Die Volumenänderung die { verursacht, misst die (relative) Jacobi-Determinante

{∗dVg = J{dVg̃, J{ = {∗(Ω−n).

Die Trägereigenschaften von G̃±∣p, p ∈ M̃ sind identisch mit denen von G±∣p, p ∈ M , da die

kausalen Strukturen von M und M̃ übereinstimmen und Ω eine nirgends verschwindende, glatte
Funktion ist. Es müssen nur die definierenden Differentialidentitäten überprüft werden.

96Entspricht der eigentlichen, orthochronen Poincaré-Gruppe.
97Diese Teilmenge ist sogar kausal konvex, d.h. alle kausalen Kurven in ESU4 zwischen zwei Punkten dieser Menge

liegen bereits in der Menge selbst.
98Für dieses Lemma ist die Dimension von M nicht notwendigerweise 4.
99vgl. Proposition 1.23; P ist konform kovariant, falls PΩ = P gilt.
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Für s ∈ D(M̃ , Ẽ ) gilt:

(1) Pg̃G̃±∣( . )(s) = (Ω−1−n
2 Pg(Ω

−1+n
2 G̃±∣{−1( . )(s))) ∘ {

= (Ω−1−n
2 PgG±∣( . )(Ω

1−n
2 ⋅ J{−1 ⋅ (s ∘ {−1))) ∘ {

= (s ∘ {−1) ∘ { = s,

(2) G̃±∣( . )(Pg̃(s)) = (Ω1−n
2 ∘ {){∗(Ω1−n

2G±∣{( . ))(Pg̃(s))

= (Ω1−n
2 ∘ {)G±∣{( . )(Ω

1−n
2 ⋅ J{−1 ⋅ (Pg̃(s)) ∘ {−1)

= (Ω1−n
2 ∘ {)G±∣{( . )(Pg(Ω

−1+n
2 (s ∘ {−1)))

= (s ∘ {−1) ∘ { = s.

Die konforme, kausal konvexe Einbettung des Minkowskiraumes in ESU4 erhalten wir, indem
wir neue Koordinaten (t′, r′, #, ') für M einführen (s. S38 und [HE73], S.121).

t =
K

2

{
tan

(
1

2

t′ + r′

K

)
+ tan

(
1

2

t′ − r′

K

)}
=

K

2
sin

(
t′

K

)
sec

(
1

2

t′ + r′

K

)
sec

(
1

2

t′ − r′

K

)
(4.21)

r =
K

2

{
tan

(
1

2

t′ + r′

K

)
− tan

(
1

2

t′ − r′

K

)}
=

K

2
sin

(
r′

K

)
sec

(
1

2

t′ + r′

K

)
sec

(
1

2

t′ − r′

K

)
(4.22)

Abbildung 4.2 – Ein Teil des statische Einstein-Universums als Penrose-
Diagramm, aufgeschnitten entlang r′ = �K. 2 Dimensionen (#, ') sind unter-

drückt, jeder Punkt ist eine Hälfte einer S2 mit Flächeninhalt 4�K2 sin
(
r′

K

)2
.

Die grau-schattierte Region ist das konforme Bild des Minkowskiraumes.
Lichtartige Kurven sind 45∘-Linien zur Senkrechten.
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In diesen Koordinaten ist M eine konforme Transformation (ds2
M = Ω2 ⋅ ds2

ESU4
) der “diamant-

förmigen” Region (s. Abbildung 4.2)

Mc := {(t′, r′, #, ') ∣ − �K < t′ ± r′ < �K, 0 < r′ < �K, 0 < # < �, 0 ≤ ' < 2�} ⊆ ESU4

(4.23)

mit der Metrik

ds2
M =

1

4
sec

(
1

2

t′ + r′

K

)2

sec

(
1

2

t′ − r′

K

)2

{−dt′2 + dr′2 + K2 sin

(
r′

K

)2

(d#2 + sin(#)2d'2)}.

(4.24)

Der konforme Faktor Ω lässt sich aus Gleichung (4.24) ablesen:

Ω(t′, r′, #, ') =

(
K

Λ

)− 1
2 1

2
sec

(
1

2

t′ + r′

K

)
sec

(
1

2

t′ − r′

K

)
. (4.25)

Verwenden wir Lemma 4.2 und Gleichung (4.10), so können wir den avancierte/retardierten
Propagator GMc

±∣0 an (t′ = 0, r′ = 0, # = 0, ' = 0)100 für Υ auf der Teilmenge Mc ⊆ ESU4 (4.23)

berechnen. Wegen der globalen Hyperbolizität von ESU4 (Lemma 1.17 und (4.18)), Theorem
1.19 und der kausalen Verträglichkeit von Mc stimmt dieser mit der Einschränkung des avan-
cierten/retardierten Propagators GESU4

±∣0 auf ESU4 überein.

GMc

±∣0(t′, r′, #, ') = Ω(0)Ω(t′, r′, #, ')
1

2�
�

(
±K

2
sin

(
t′

K

)
sec

(
1

2

t′ + r′

K

)
sec

(
1

2

t′ − r′

K

))
⋅ �0

(
K2

4
sec

(
1

2

t′ + r′

K

)2

sec

(
1

2

t′ − r′

K

)2
(

cos

(
r′

K

)2

− cos

(
t′

K

)2
))

Gl.(4.11)
=

1

4�K2

Λ

K
�

(
± sin

(
t′

K

))
�0

(
cos

(
r′

K

)
− cos

(
t′

K

))
(4.26)

Aus Abbildung 4.2 erkennen wir, daß wir “diamant-förmige” RegionenDi, i ∈ I, wieMc, verwen-
den können um ESU4 zu überdecken101. Da die Einschränkung des avancierten/retardierten Pro-
pagators GESU4

±∣0 auf jeder dieser Umgebungen in obiger Weise konstruiert werden kann, können

wir eine solche Überdeckung verwenden, um einen globalen Ausdruck für GESU4

±∣0 zu erhalten.
Dabei ist zu beachten, daß wir auf allen Regionen Di, i ∈ I, außer Mc, den Pullback des
kausalen(!) Propagators ΔM

∣0 für die Fortsetzung verwenden müssen, damit keine zusätzlichen

�-Quellterme entstehen102.
Führen wir dies durch, erhalten wir103:

GESU4

±∣0 (t′, r′, #, ') =
±1

4�K2

Λ

K
�

(
± t
′

K

)
sgn

(
sin

(
t′

K

))
�0

(
cos

(
r′

K

)
− cos

(
t′

K

))
(4.27)

Der Träger von GESU4

±∣0 ist in Abbildung 4.2 durch den oberen/unteren “Diamanten” mit Apex

bei t′ = 0, r′ = 0 angedeutet.
Aufgrund der Transitivität der Isometriegruppe R × SO(4) und Lemma 2.7 können wir den
avancierten/retardierten Propagator GESU4

±∣p für jeden Punkt p ∈ ESU4 berechnen.

100Streng genommen sind die gewählten Koordinaten an diesem Punkt nicht zulässig, da die Metrik dort singulär
ist. Dies ist aber an dieser Stelle irrelevant.

101Dies kann beispielsweise folgendermaßen geschehen: Man nutzt die transitive Isometriegruppe von ESU4 um
(0, 0, 0, 0) auf einen beliebigen Punkt (r′, t′, #, ') abzubilden, und betrachtet das Bild von Mc unter dieser Abbil-
dung.

102Beachte: Der kausale Propagator löst die homogene Differentialgleichung.
103In [AIS78] wird der kausale Propagator Δ angegeben.
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Dazu verwenden wir die Darstellung von ESU4 durch Gleichung (4.19) mit

t = t′, x = K cos

(
r′

K

)
, y = K sin

(
r′

K

)
cos# (4.28)

z = K sin

(
r′

K

)
sin# cos('), w = K sin

(
r′

K

)
sin# sin(')

−∞ < t′ <∞, 0 < r′ < �K, 0 < # < �, 0 ≤ ' < 2�

Für den avancierten/retardierten Propagator erhalten wir

GESU4

±∣p (q) = GESU4

±∣0 (�p(q)) (4.29)

=
±1

4�K2

Λ

K
�

(
± t(�p(q))

K

)
sgn

(
sin

(
t(�p(q))

K

))
�0

(
x(�p(q))

K
− cos

(
t(�p(q))

K

))
,

wobei �p eine Isometrie mit �p(p)
.
= 0104 ist; p, q ∈ ESU4.

Eine mögliche Wahl für �p ist (in dieser Darstellung)

�p = �−t′p ×
(
R−r′p ∘R−#p ∘R−'p

)
(4.30)

mit der Zeittranslation �t, t ∈ R und den Rotationen

R−r′p :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0

0 cos
(
r′p
K

)
sin
(
r′p
K

)
0 0

0 − sin
(
r′p
K

)
cos
(
r′p
K

)
0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

R−#p :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 cos(#p) sin(#p) 0
0 0 − sin(#p) cos(#p) 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

R−'p :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 cos('p) sin('p)
0 0 0 − sin('p) cos('p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

s.d. Gleichung (4.29) zu

GESU4

±∣p (q) =
±1

4�K2

Λ

K
�

(
±
t′q − t′p

K

)
sgn

(
sin

(
t′q − t′p

K

))
(4.31)

⋅ �0

(
cos

(
r′q
K

)
cos

(
r′p
K

)
+ sin

(
r′q
K

)
sin

(
r′p
K

)
(cos(#q) cos(#p) + sin(#q) sin(#p) cos('q − 'p))− cos

(
t′q − t′p

K

))
wird. Interessanterweise induziert die räumliche “Periodizität” (S3 ist geschlossen) eine Periodi-
zität des kausalen Propagators ΔESU4

∣p in der “Zeit” t′ (für den kausalen Propagator entfällt die

Heaviside-Funktion �). Dieser Umstand lässt sich auch in Abbildung 4.2 erkennen.
Die Identität (2.3) folgt bereits aus der globalen Hyperbolizität von ESU4 (s. Fußnote zu (2.3),

104Der Punkt 0 in den Koordinaten (t′, r′, #, ') entspricht in der Darstellung (4.19) dem Punkt (0,K, 0, 0, 0) ∈ R5
1.
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S.18), kann aber ebenso aus der Eigenschaft GESU4

±∣p (q) = GESU4

∓∣q (p) abgeleitet werden.
Die Hadamard-Parametrix für den masselosen, konform kovarianten Klein-Gordon-Operator Υ
auf ESU4 lässt sich mit Gleichung (1.10) und Proposition B.34 (für S3

0) berechnen. Dazu ist
zu beachten, daß die Geodäten in einem kartesischen Produkt Semi-Riemann’scher Mannig-
faltigkeiten durch Geodäten in den jeweiligen Faktoren gegeben sind105, d.h. das geodätische
Abstandsquadrat zerlegt sich additiv über dem kartesichen Produkt.

H0(p, q) =
1

4�2

Λ

K

V 0(p, q)

K2 arccos
(
q0(vp,vq)

K2

)2
− ((t′q − t′p) + i")2

(4.32)

mit ΓESU4(p, q) = −(t(q)− t(p))2 + K2 arccos

(
q0(vp, vq)

K2

)2

mit q0(vp, vq) = x(p)x(q) + y(p)y(q) + z(p)z(q) + w(p)w(q). Der Ausdruck für ΓESU4 zeigt, daß

der Lichtkegel ΓESU4(p, q) = 0 an p
.
= 0 durch cos

(
t(q)
K

)
= x(q)

K bestimmt ist. Ein Vergleich

mit (4.27) unterstreicht, warum das betrachtete Klein-Gordon-Feld als “masselos” bezeichnet
werden sollte. Die genaue Form von V 0 ist für Punkte p, q mit #p = #q, 'p = 'q

106:

V 0(p, q) =
r′q − r′p

K
⋅ csc

(
r′q − r′p

K

)
. (4.33)

Um die Berechnung der 2-Punkt-Funktionen (4.8) zu vereinfachen, bietet es sich an die skalierte
Fouriertransformation FK zu verwenden, d.h. (4.8) wird zu107:

!2(p, q) =
i

2�K

∫
dk

1

1− e−
�
K
k

∫
dte−ik

t
K ΔESU4

∣p (�t(q)). (4.34)

Da wir letztlich an dem Grenzwert

limq→p(!2 −H0)(p, q) = !(: Φ2 :ESU4 (p)) (4.35)

interessiert sind, setzen wir im Folgenden #p = #q, 'p = 'q. Dieses Vorgehen ist unproblematisch
wegen Lemma 2.7, und weil die Zeitranslationen �t, t ∈ R mit den Abbildungen �p, p ∈ ESU4

(s. (4.30)) kommutieren. Wir stellen fest, daß (4.34) zeigt, daß !2 invariant unter R×SO(4) ist.
Prinzipiell könnten wir aus diesem Grund auch p

.
= 0 und tq = 0, #q = 0, 'q = 0 setzen,

allerdings würde dies die nachfolgende Rechnung nicht vereinfachen. Wesentlich ist, daß wir
r′p ∕= r′q annehmen.

Wir sehen anhand dieser Überlegung, daß der Wert von ! auf dem Wick-Quadrat : Φ2 :ESU4

nicht von p abhängt.
Als weiteres Hilfsmittel benötigen wir die Poisson’sche Summenformel (s. [Hör83], Abschnitt
7.2 (S.177ff)) ∑

l∈Z
e−2�ilk =

∑
l∈Z

�0(k − l) (4.36)

105Dies ist eine direkte Folgerung aus Definition B.4 und Definition B.16.
106Zur Berechnung von Gleichung (4.12) für die 2-Punkt-Funktionen (4.8) auf ESU4 genügt es, Punkte dieser Form

zu betrachten, da die Zeittranslationen {�t}t∈R mit den Abbildungen �p (Gleichung (4.30)) kommutieren. Der
allgemeine Ausdruck für V 0 ist sehr unhandlich und wird daher nicht angegeben.

107Verwenden wir FK in Definition 3.3 so erfüllen die Fouriertransformierten von FA,B ∣R und GA,B die Relation

FK[FA,B ∣R] = e
�
K

( . )FK[GA,B ].
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Jetzt können wir (4.34) berechnen.

!2(p, q) =
i

8�2K3

Λ

K

∫
1

1− e−
�
K
k

∫
e−ik

t
K sgn

(
±

(t′q − t′p) + t

K

)
(4.37)

⋅ �0

(
cos

(
r′q − r′p

K

)
− cos

(
(t′q − t′p) + t

K

))
dtdk

Gl. (4.11)
=

1

4�2K2

Λ

K

∫
1

1− e−
�
K
k

sin
(
k(r′q−r′p)

K

)
sin
(
r′q−r′p

K

) eik
t′q−t

′
p

K

∑
l∈Z

e−2�ilkdk

Gl. (4.36)
=

1

4�2K2

Λ

K

∫
1

1− e−
�
K
k

sin
(
k(r′q−r′p)

K

)
sin
(
r′q−r′p

K

) eik
t′q−t

′
p

K

∑
l∈Z

�0(k − l)dk

0<k0<1
=

1

4�2K2

Λ

K

∫ ∞
k0

1

1− e−
�
K
k

sin
(
k(r′q−r′p)

K

)
sin
(
r′q−r′p

K

) eik
t′q−t

′
p

K

∑
l∈Z

�0(k − l)dk

+
1

4�2K2

Λ

K

∫ k0

−∞

1

1− e−
�
K
k

sin
(
k(r′q−r′p)

K

)
sin
(
r′q−r′p

K

) eik
t′q−t

′
p

K

∑
l∈Z

�0(k − l)dk

Der zweite Term in der letzten Zeile von Gleichung (4.37) lässt sich direkt bestimmen108, den
ersten Term fassen wir als inverse (skalierte) Fouriertransformation der Distribution

D(k) :=

⎧⎨⎩
1

1−e−
�
K
k

sin
(
k(r′q−r′p)

K

)∑
l∈N �0(k − l) k ≥ k0

0 sonst
(4.38)

auf. Um F∗K[D] in eine geeignetere Form zu bringen, verwenden wir die Identität (s. z.B [Fri75],
Abschnitt 2.5 (S.43ff))

F∗K[�" ⋅D] = F∗K[�"] ∗ F∗K[D]
"→0

// �0 ∗ F∗K[D] = F∗K[D]. (4.39)

Dabei ist der Grenzwert " → 0 in der Topologie der temperierten Distributionen S ∗(R) zu
verstehen, d.h. in der Schwach-*-Topologie bezüglich der schnell fallenden Funktionen S (R).
∗ ist die Faltung und {�"}">0 ein Netz von schnellen fallenden Funktionen, s.d. F∗K[�"] gegen die
Distribution �0 konvergiert.
Eine passende Wahl für �" ist

�"(k) :=

{
e−

"
K
∣k∣ k /∈ (−k0, k0)

glatte Fortsetzung von e−
"
K
∣k∣, mit Werten in (e−

"
K
∣k0∣, 1) k ∈ (−k0, k0)

. (4.40)

Eine solche Familie von Funktionen kann unter Verwendung einer “Hut”-Funktion im Intervall
(−k0, k0) konstruiert werden. Es gilt:

lim"→0 �" = 1.

108Beachte: Der Beitrag für l = 0 ist wohldefiniert, da liml→0 sin
(
l(r′q−r

′
p)

K

)
1

1−e
�
K
l

für r′p ∕= r′q existiert.
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Für die inverse (skalierte) Fouriertransformation finden wir:

2�K ⋅ F∗K[�"](t) =

∫ −k0

−∞
e−

"
K
∣k∣eit

k
Kdk +

∫ k0

−k0

�"(k)eit
k
Kdk +

∫ ∞
k0

e−
"
K
∣k∣eit

k
Kdk (4.41)

=
K

"+ it
e−k0

"+it
K +

∫ k0

−k0

�"(k)eit
k
Kdk +

K

"− it
e−k0

"−it
K

=
K

"2 + t2

(
2" cos

(
k0
t

K

)
e−k0

"
K − 2t sin

(
t

K

)
e−k0

"
K

)
+

∫ k0

−k0

�"(k)eit
k
Kdk.

Wenden wir den Satz über die dominierte Konvergenz auf das verbleibende Integral an, können
wir den Grenzwert lim"→0 F

∗
K[�"](t) analysieren:

lim"→0 F
∗
K[�"](t) = lim"→0

1

�

1

"2 + t2
" cos

(
k0
t

K

)
e−k0

"
K − lim"→0

1

�
sin

(
t

K

)(
t

"2 + t2
e−k0

"
K − 1

t

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= lim"→0
1

�

1

"2 + t2
" cos

(
k0
t

K

)
e−k0

"
K . (4.42)

lim"→0 F
∗
K[�"](t) verhält sich nach (4.42) wie das bekannte �0-Netz { 1

�
"

"2+t2
}">0, denn

m(t) := cos
(
k0

( . )
K

)
ist ein Multiplikator in S ∗(R) mit m(0) = 1 und lim"→0 e

−k0
"
K = 1.

Für den ersten Term in (4.37) erhalten wir somit:

1

2�

Λ

K

1

sin
(
r′q−r′p

K

) lim"→0 F
∗
K[�" ⋅D](t′q − t′p) (4.43)

= lim"→0
1

4�2K2

Λ

K

∫ ∞
k0

1

1− e−
�
K
k

sin
(
k(r′q−r′p)

K

)
sin
(
r′q−r′p

K

) e−
"
K
keik

t′q−t
′
p

K

∑
l∈N

�0(k − l)dk

= lim"→0
1

4�2K2

Λ

K

1

sin
(
r′q−r′p

K

)∑
l∈N

1

1− e−
�
K
l

sin

(
l(r′q − r′p)

K

)
e−

"
K
leil

t′q−t
′
p

K

geom. Rh.
= lim"→0

1

4�2K2

Λ

K

1

sin
(
r′q−r′p

K

)∑
l∈N

∞∑
n=0

e−
�
K
nle−

"
K
leil

t′q−t
′
p

K
1

2i

(
ei
r′q−r

′
p

K
l − e−i

r′q−r
′
p

K
l

)
abs.Konv.

= lim"→0
1

4�2K2

Λ

K

1

sin
(
r′q−r′p

K

) ∞∑
n=0

∑
l∈N

e−
�
K
nle−

"
K
leil

t′q−t
′
p

K
1

2i

(
ei
r′q−r

′
p

K
l − e−i

r′q−r
′
p

K
l

)

= lim"→0
1

8�2iK2

Λ

K

1

sin
(
r′q−r′p

K

)
⋅
∞∑
n=0

(
1

1− e−
1
K

(�n+"+(t′q−t′p)−i(r′q−r′p))
− 1

1− e−
1
K

(�n+"+(t′q−t′p)+i(r′q−r′p))

)

= lim"→0
1

4�2K2

Λ

K

1

sin
(
r′q−r′p

K

) ∞∑
n=0

1

2

sin
(
r′q−r′p

K

)
cosh

(
�n+"+(t′q−t′p)

K

)
− cos

(
r′q−r′p

K

)
glm.Konv.

=
1

4�2K2

Λ

K

1

sin
(
r′q−r′p

K

)
⋅

⎛⎝lim"→0
1

2

sin
(
r′q−r′p

K

)
cosh

(
"+(t′q−t′p)

K

)
− cos

(
r′q−r′p

K

) +
∑
n∈N

1

2

sin
(
r′q−r′p

K

)
cosh

(
�n+(t′q−t′p)

K

)
− cos

(
r′q−r′p

K

)
⎞⎠
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Die letzte Zeile zeigt uns, daß sich auf diese Weise der divergente Anteil des Netzes {F∗K[�" ⋅D]}">0

in einem seperaten Term (1. Term) isolieren lässt, d.h. zur Bestimmung von (4.35) ist lediglich
der Grenzwert (vgl. Gleichungen (4.32 und (4.33)); t′p = t′q)

lim
r′q→r′p

lim
"→0

1

4�2

Λ

K
csc

(
r′q − r′p

K

)⎛⎝ 1

2K2

sin
(
r′q−r′p

K

)
cosh

(
"
K

)
− cos

(
r′q−r′p

K

) − r′q−r′p
K

(r′q − r′p)2 + "2

⎞⎠ (4.44)

zu ermitteln. Dazu verwenden wir die bekannten Reihendarstellungen des Kosinus Hyperbolicus,
des Kosinus und des Sinus, und finden den Wert:

− 1

4�2K2

Λ

K

1

12
(4.45)

d.h. für (4.35) ergibt sich mit (4.37), 2. Term, letzte Zeile und (4.43), 2. Term, letzte Zeile109:

!(: Φ2 :ESU4 (p)) =
1

4�2K2

Λ

K

⎛⎝∑
n∈N0

n

e
�
K
n − 1

+
∑
n∈N

1

2

1

cosh
(
�
Kn
)
− 1
− 1

12

⎞⎠+ c ⋅ SESU4︸ ︷︷ ︸
=6 Λ

K
1
K2

.

(4.46)

Diese Gleichung sagt uns, daß die 2-Punkt-Funktionen (4.34), abgesehen von der Positivitätsbe-
dingung, geeignet sind, Hadamard’sche KMS-Zustände auf der Weyl-Algebra des masselosen,
konform kovarianten Klein-Gordon-Feldes auf ESU4 zu definieren. Die Positivität des durch !2

definierten Funktionals wollen wir an dieser Stelle nicht weiter untersuchen, verweisen aber auf
ein Resultat (erwähnt in [Kay06], S.6), das besagt, daß die KMS-Zustände für unseren Fall110,
bei gegebener Dynamik, quasifrei, Hadamard’sch und eindeutig für � > 0 sind.
D.h. bis auf einen vernachlässigten Beitrag 1

2�Kc(p, q) (4.6) haben wir die 2-Punkt-Funktion
der KMS-Zustände zu der, durch {�t}t∈R gegebenen, Dynamik eindeutig bestimmt. Desweite-
ren muss c(p, q) hinreichend regulär sein, da wir sonst nach obiger Analyse keinen Hadamard-
Zustand erhalten, und Bemerkung 3.2 impliziert, daß c(p, q) entlang der Trajektorien der Zeit-
translationen konstant ist. Verlangen wir weitere Invarianzeigenschaften, wie z.B. die Invari-
anz unter der gesamten orientierungserhaltenden, zeit-orientierungserhaltenden Isometriegruppe
R× SO(4), so reduzieren sich die Freiheitsgrade weiter.
Eine Interpretation und Diskussion von (4.46) im Sinne des lokalen Gleichgewichts schließen wir
in Abschnitt 5 an. Wir werden dort auch noch einmal auf die mögliche Modifikation von (4.46)
durch einen Beitrag 1

2�Kc(p, p) zu sprechen kommen.

Ein weiterer Freiheitsgrad, der in der Formel für die 2-Punkt-Funktion (4.34) auftaucht, ist die
1-Parameter-Gruppe {�t}t∈R. Es stellt sich daher die Frage, inwiefern unter Verwendung ande-
rer 1-Parameter-Gruppe weitere KMS-Zustände definiert werden können.
Eine erste Feststellung in dieser Richtung ist, daß eine 1-Parameter-Gruppe durch einen (steti-
gen) Gruppenhomomorphismus

R
�

// I(ESU4) (4.47)

gegeben ist, wobei I(ESU4) die Isometriegruppe von ESU4 ist. Nach Proposition A.83 ist � von
der Form111

�t = exp(tX) (4.48)

109In den verbleibende Ausdrücken kann der Grenzwert q → p mit der Summation vertauscht werden, da die Summen
gleichmäßig konvergieren (�,K > 0).

110D.h. raumartige Schnitte sind kompakt und das Potential 1
6
S in Υ = 2 + 1

6
S ist überall posititv.

111exp ist die Exponentialabbildung von I(ESU4).
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für ein Element X der Lie-Algebra Lie(I(ESU4)) =: i(ESU4). Da die Zusammenhangskomponen-
te der Eins in I(ESU4) durch R× SO(4) gegeben ist, finden wir für die Lie-Algebra (s. [O’N83],
Abschnitt 9 (S. 233))

i(ESU4) = R⊕ so(4) mit so(4) ∼= {L ∈ M4(R) ∣ L = −Lt}. (4.49)

Die Standard-Basis für so(4) in der Darstellung (4.19) bezeichnen wir mit {Xi}i=1,...,6:

X1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , X2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , X3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

X4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , X5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , X6 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Weil wir für unsere Analyse eine 1-Parameter-Gruppe zeitartiger(!) Isometrien benötigen, ist
das Element X ∈ i(ESU4) in (4.48), bis auf lineare Reparametrisierung, von der Form H + �

KL,
0 ∕= H ∈ R, L ∈ so(4) für einen zu bestimmenden Parameter � ∈ R. Dies ist bedingt durch den
Umstand, daß die Elemente L ∈ so(4) Rotationen der S3 in (4.18) induzieren, d.h. exp(tL) ist
eine 1-Parameter-Gruppe raumartiger(!) Isometrien.
Im Folgenden werden wir die 2-Punkt-Funktion (4.34) am Beispiel H = 1, L = X6 (Rotation in
der (z, w)-Ebene) näher betrachten, wodurch wir einen qualitativen Eindruck bekommen, wes-
halb in dieser Situation eine Berechung analog zu (4.37) schwierig ist.
Dazu führen wir, an die Struktur der Rotationen angepasste, Koordinaten, die Hopf-Koordinaten,
in (4.19) ein:

t = t′, x = K cos
( �
K

)
cos(�1), y = K cos

( �
K

)
sin(�1) (4.50)

z = K sin
( �
K

)
cos(�2), w = K sin

( �
K

)
sin(�2)

0 < � <
�

2
K, 0 ≤ �1, �2 < 2�

Diese Koordinaten blättern die S3 in 2-Tori entlang �, die für � = 0, �2K in Kreise entarten. Die
durch X1 und X6 induzierten Rotationen wirken in diesen Koordinaten als Rotationen in den
2-Tori entlang �1 bzw. �2. Die Metrik hat in Hopf-Koordinaten die Form:

ds2
ESU4

=
K

Λ

(
dt′2 + d�2 + K2

(
cos
( �
K

)2
d�2

1 + sin
( �
K

)2
d�2

2

))
. (4.51)

Benutzen wir (4.29) und, daß der Punkt (0,K, 0, 0, 0) in diesen Koordinaten durch (t′ = 0, � =
0, �1 = 0, �2 = 0) gegeben ist, erhalten wir für den avancierten/retardierten Propagator

GESU4

±∣p (q) = GESU4

±∣0 (�p(q)) (4.52)

=
±1

4�K2

Λ

K
�

(
±
t′q − t′p

K

)
sgn

(
sin

(
t′q − t′p

K

))
⋅ �0

(
cos
(�q
K

)
cos
(�p
K

)
cos (�1,q − �1,p)

+ sin
(�q
K

)
sin
(�p
K

)
cos (�2,q − �2,p)− cos

(
t′q − t′p

K

))
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mit �p(p)
.
= 0. Eine mögliche Wahl für �p ist:

�p = exp(−t′pH) exp
(�p
K
X2

)
exp(�1,pX1) exp(�2,pX6). (4.53)

Ist p ∈ ESU4 ein beliebiger Punkt, so ist die Wirkung von �t in Hopf-Koordinaten:

p�(t) = exp(t(H +
�

K
X6))p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
t′p + t

K cos
(�p
K

)
cos(�1,p)

K cos
(�p
K

)
sin(�1,p)

K sin
(�p
K

)
cos(�2,p − �

K t)

K sin
(�p
K

)
sin(�2,p − �

K t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (4.54)

⇒ gESU4(p′�(t), p′�(t)) =
K

Λ
g1(p′�(t), p′�(t)) =

K

Λ
(−1 + sin

(�p
K

)2
�2),

d.h. die Trajektorien von �t, t ∈ R sind genau dann überall zeitartig, wenn 0 ≤ �2 < 1 gilt.
Andererseits sehen wir, daß die Rotationsgeschwindigkeit nicht homogen über die S3 verteilt ist
und ihr Maximum für �p → �

2K erreicht, d.h. es ist zu erwarten, daß der Wert für
!(: Φ2 : (p)) in diesem Fall von p abhängt. �p → �

2K entspricht dem Großkreis in S3, der

durch die Rotationen exp(t�KX6), t ∈ R definiert wird. Eine solche Positionsabhängigkeit ist für
generische stationäre Raumzeiten aufgrund fehlender weiterer Symmetrien und des Umstandes,
daß die “Zeittranslationen” nicht notwendigerweise mit anderen Symmetrien kommutieren, zu
erwarten. Für die de Sitter-Raumzeit wurde dies in [BS07] festgestellt. Wie zuvor können wir
uns bei der Berechnung von !2 auf Punkte p, q mit �1,p = �1,q, �2,p = �2,q beschränken, da
exp(�1,pX1) und exp(�2,pX6) mit �t = exp(t(H + �

KX6)), t ∈ R kommutieren. Somit reduziert
sich der erste Schritt der Berechnung von !2 (vgl. (4.37) und (4.11)) auf die Bestimmung der
Nullstellen von

f(t) = cos
(�q
K

)
cos
(�p
K

)
+ sin

(�q
K

)
sin
(�p
K

)
cos

(
�

K
t

)
− cos

(
(t′q − t′p) + t

K

)
(4.55)

= cos

(
�q − �p

K

)
− cos

(
(t′q − t′p) + t

K

)
− 2 sin

(
�

2K
t

)2

sin
(�q
K

)
sin
(�p
K

)
Für � = 0 reduziert sich f auf den Fall (4.37) und �t wird zur Zeittranslation exp(tH). Ist
� ∕= 0 so besteht das Problem darin, daß die Periodizität der Nullstellen empfindlich von dem
gewählten Wert für � abhängt (2�-periodisch für � = 0) bzw. für � ∈ R∖Q eine solche nicht
vorliegt, wodurch eine analytische Parametrisierung der Menge {t ∈ R ∣ f = 0} schwierig ist.
Bildlich gesprochen beschreibt der Parameter � die Frequenz der Schnitte der Trajektorie
�p(q�(t)), t ∈ R mit dem Lichtkegel an (0,K, 0, 0, 0).
Dieses Problem taucht für alle 1-Parameter-Gruppen

{
exp(t(H + �

KXi))
}
t∈R , i = 1, ..., 6 auf112,

daher erwarten wir, daß diese Situation generisch für 1-Parameter-Gruppen der Form{
exp(t(H +

�

K
L))

}
t∈R

, 0 ∕= L ∈ so(4)

ist.

4.2.3 Die Anti-de Sitter-Raumzeit (adS4)

Die Anti-de Sitter-Raumzeit adS4 ist ein Raum konstanter, negativer Krümmung (s. Definition
B.15), d.h. der Krümmungstensor ist durch

R∣p(v, w)u := K(g∣p(u, v)w − g∣p(u,w)v) ∀v, w, u ∈ Tp(adS4), mit K < 0 (4.56)

112Um dies zu sehen, müssen lediglich die Koordinaten (4.50) an die jeweilige Rotation angepasst werden.
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gegeben. Kontrahieren wir Gleichung (4.56), finden wir für den Ricci-Tensor

Ric = 3Kg. (4.57)

Eine weitere Kontraktion ergibt für die Skalarkrümmung den Wert

S = 12K, (4.58)

d.h. der Krümmungtensor erfüllt die Einstein’schen Feldgleichungen (4.14) für T = 0 mit Λ = 1
4S

bzw. für eine perfekte Flüssigkeit mit Dichte � = 1
32�S und Druck P = − 1

32�S sowie Λ = 0.113

Ric− 1

2
Sg = −1

4
Sg (4.59)

Ein Modell für adS4 ist die Quadrik H4
1 (K) (s. Appendix B, Abschnitt B.2)

adS4 = {(u, v, x, y, z) ∈ R5
2 ∣ − u2 − v2 + x2 + y2 + z2 = −K2}, (4.60)

die diffeomorph zu S1 × R3 ist (s. [O’N83], Lemma 25 (S.110)). Die Realisierung als Quadrik
zeigt, daß adS4 ein maximal symmetrischer Raum ist, d.h. die Dimension der Isometriegruppe
ist 10, die maximal mögliche in 4 Dimensionen114, denn (4.60) ist invariant unter der Wirkung
der Isometriegruppe O(2, 3) von (R5

2, g2).
Die Schnittkrümmung lässt sich durch den Parameter K > 0 ausdrücken (s. Proposition B.33):

KadS4 = − 1

K2
(4.61)

Aus physikalischer Sicht ist adS4 ein eher pathologisches Modell einer Raumzeit, weil es geschlos-
sene, zeitartige Kurven115 enthält und somit nicht global hyperbolisch ist116. Letzteres wird auch
durch den Übergang117 zur universellen Überlagerung CadS4

∼= R × R3, die keine geschlosse-
nen zeitartigen Kurven besitzt, nicht behoben, wie wir anhand der folgenden Parametrisierung
(s. [HE73], S.131) von (4.60) sehen werden.

u = K cos

(
t′

K

)
sec

(
r′

K

)
, v = K sin

(
t′

K

)
sec

(
r′

k

)
(4.62)

x = K tan

(
r′

K

)
cos(#), y = K tan

(
r′

K

)
sin(#) cos('), z = K tan

(
r′

K

)
sin(#) sin(')

− �K ≤ t′ < �K, 0 < r′ <
�

2
K, 0 < # < �, 0 ≤ ' < 2�

Die Metrik ist in diesen Koordinaten:

ds2
adS4

= sec

(
r′

K

)2
(
−dt′2 + dr′2 + K2 sin

(
r′

K

)2

(d#2 + sin(#)2d'2)

)
. (4.63)

Die Koordinaten (t′, r′, #, ') überdecken adS4, abgesehen von Koordinatensingularitäten bei
r′ = 0 und # = 0, �. Der Übergang zu CadS4 wird in diesen Koordinaten durch die Ausweitung
des Parameterbereichs für t′ auf (−∞,∞) bewerkstelligt. Als direkte Konsequenz dieser Koor-

113Diese letztere Wahl ist wenig sinnvoll, da entweder Dichte oder Druck der Flüssigkeit negativ sind (vgl. [HE73],
S. 124)

114Im Allgemeinen ist dim(I(M )) = dim(M)(dim(M)+1)
2

(s. [O’N83], Lemma 28 (S.253)).
115z.B. u = K cos(t), v = K sin(t), x = y = z = 0.
116Diese Eigenschaft ist zentral für die eindeutige Konstruktion einer Quantenfeldtheorie des Klein-Gordon-Feldes

nach Unterabschnitt 2.2.1.
117Bildlich gesprochen wird die S1 in adS4 abgerollt.
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dinantenwahl erhalten wir konforme Einbettungen von adS4 und CadS4 in ESU4 als Regionen

adSc4 := {−�K ≤ t′ < �K, 0 < r′ <
�

2
K, 0 < # < �, 0 ≤ ' < 2�} ⊆ ESU4 (4.64)

CadSc4 := {−∞ ≤ t′ <∞, 0 < r′ <
�

2
K, 0 < # < �, 0 ≤ ' < 2�} ⊆ ESU4

ds2
(C)adS4

= Ω2 ⋅ ds2
ESU4

, Ω(t′, r′, #, ') = sec

(
r′

K

)(
K

Λ

)− 1
2

.

Zurückkommend auf die globale Hyperbolizität, erkennen wir aus Abbildung 4.3, daß zu jeder
Hyperfläche, die keine lichtartige Kurven enthält, eine lichtartige Kurve gefunden werden kann,
die diese Hyperfläche nicht schneidet. Folglich existiert keine Cauchy-Fläche in adS4, was nach
Fußnote 28 zu Theorem 1.16 äquivalent dazu ist, daß adS4 nicht(!) global hyperbolisch ist. Diese
Eigenschaft ist direkt auf den Umstand zurückzuführen, daß die “Unendlichkeit”,

{
r′ = �

2K
}

in
Abbildung 4.3, für licht- und raumartige Kurven als zeitartige Hyperfläche verstanden werden
kann, was auch für CadS4 der Fall ist.

Abbildung 4.3 – Ein Teil des statische Einstein-Universums als Penrose-
Diagramm, aufgeschnitten entlang r′ = �K. 2 Dimensionen (#, ') sind unter-

drückt, jeder Punkt ist eine Hälfte einer S2 mit Flächeninhalt 4�K2 sin
(
r′

K

)2
.

Die grau-schattierte Region ist das konforme Bild der Anti-de Sitter-
Raumzeit. Lichtartige Kurven sind 45∘-Linien zur Senkrechten.

Für die Konstruktion einer Fundamentallösung bedeutet die Nicht-Existenz einer Chauchy-
Fläche, daß das Verhalten einer Lösung zu einer Differentialgleichung vom Typ (1.13, S.12) nicht
vollständig durch Spezifikation von Anfangsdaten auf einer geeigneten Hyperfläche bestimmt ist,
sondern zusätzliche Randbedingungen an der zeitartigen “Unendlichkeit”,

{
r′ = �

2K
}

, gestellt
werden müssen, um den Ein- und Austritt von Informationen zu regulieren118.

118Man könnte hier an ein “Feld im Kasten” mit geeigneten Randbedingungen (transparent, reflektierend) denken.
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Eine andere interessante Eigenschaft von (C)adS4 ist, daß alle zeitartige Geodäten, die von einem
Punkt p ausgehen, nach der Zeit t′ = �K in einem gemeinsamen Fokuspunkt q zusammenlaufen
(s. Abbildung 4.3). Es gibt daher Regionen in (C)adS4, die nur für einen beschleunigten Beob-
achter, nicht aber für einen geodätischen (“frei fallenden”) Beobachter erreichbar sind119.
Die Motiviation (C)adS4 im Modell des lokalen Gleichgewichtes zu untersuchen, begründet sich
einerseits gerade durch die pathologischen Eigenschaften, welche helfen könnten einen Rahmen
abzustecken, für den das Modell des lokalen Gleichgewichtes sinnvoll ist, andererseits ist (C)adS4

ein sehr einfaches Modell mit negativer Krümmung, was insbesondere in Hinsicht auf den unbe-
stimmten Term c ⋅ S relevant sein könnte.

Das Problem der Bestimmung des avancierten/retardierten Propagators für (C)adS4 für Υ
können wir durch Einschränkung des selbigen für ESU4 vermöge (4.64), Lemma 4.2 und Lemma
2.1 lösen, da die Region adSc4 bzw. CadSc4 kausal-vertagliche Teilmengen120 von ESU4 sind.

G
(C)adS4

±∣p (q) = Ω−1(p)Ω−1(q)GESU4

±∣p (q) (4.65)

= sec

(
r′p
K

)
sec

(
r′q
K

)
±1

4�K2
�

(
±
t′q − t′p

K

)
sgn

(
sin

(
t′q − t′p

K

))
⋅�0

(
cos

(
r′q
K

)
cos

(
r′p
K

)
+ sin

(
r′q
K

)
sin

(
r′p
K

)
(cos(#q) cos(#p) + sin(#q) sin(#p) cos('q − 'p))− cos

(
t′q − t′p

K

))
Gl. 4.11

=
±1

4�K2
�

(
±
t′q − t′p

K

)
sgn

(
sin

(
t′q − t′p

K

))
⋅�0

(
1 + tan

(
r′q
K

)
tan

(
r′p
K

)
(cos(#q) cos(#p) + sin(#q) sin(#p) cos('q − 'p))

− sec

(
r′q
K

)
sec

(
r′p
K

)
cos

(
t′q − t′p

K

))
Da die t′-Koordinate für adS4 2�K-periodisch ist, ist diese Vorschrift für den avancierten/retar-
dierten Propagator problematisch, denn die Heaviside-Funktion � ist mit dieser Periodizität
inkompatibel. Allerdings zeigt sich, daß der kausale Propagator, der für die Konstruktion der
Quantenfeldtheorie nötig ist, diese Inkompatibilität nicht aufweist.

Δ
(C)adS4

±∣p (q) = G
(C)adS4

+∣p (q)−G(C)adS4

−∣p (q) (4.66)

=
1

4�K2
sgn

(
sin

(
t′q − t′p

K

))
�0

(
1 + tan

(
r′q
K

)
tan

(
r′p
K

)
(cos(#q) cos(#p) + sin(#q) sin(#p) cos('q − 'p))

− sec

(
r′q
K

)
sec

(
r′p
K

)
cos

(
t′q − t′p

K

))
Die Identität (2.3) auf ESU4 sichert zusammen mit Lemma 2.7, daß dieser kausale Propagator
eine symplektische Form induziert121. Ein ähnliches Resultat für den kausalen Propagator fin-
det sich in [AIS78]. Von den Autoren wird dort argumentiert, daß diese Wahl “transparenten”
Randbedingungen bei r′ = �

2K entspricht, was sich anhand von Abbildung 4.3 verstehen lässt:

119Bildlich gesprochen kehrt ein Gegenstand, der von einem Punkt weggeworfen wird, nach einer bestimmten Zeit an
seinen Ausgangspunkt zurück. Außerdem kann der Gegenstand nicht an jeden beliebigen Ort geworfen werden.

120Ein ausführlicher Beweis der kausalen Verträglichkeit findet sich in [BGP07], Beispiel 3.5.4. (S. 93), ist aber
aufgrund der geodätischen Konvexität der S3

+ in der Zerlegung adSc4 ∼= S1 × S3
+/CadSc4 ∼= R× S3

+ einsichtig; S3
+

bezeichnet eine halbe S3, zerlegt entlang eines Großkreises.
121Beachte auch: Δ

(C)adS4
±∣p (q) = −Δ

(C)adS4
±∣q (p).
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Der Träger von Δ
(C)adS4

±∣0 ist durch die Einschränkung des oberen und unteren “Diamanten”

(schwarz, mit Apex 0) in ESU4 auf die grau-schattierte Region gegeben, d.h. “Information” tritt
beispielsweise bei t′ = �

2K aus (C)adS4 aus und kehrt bei t′ = 3
2K nach (C)adS4 zurück.

In [AIS78] wird auch der Fall “reflektiver” Randbedingungen diskutiert, dessen avancierter/re-
tardierter Propagator an p durch eine zweite Punktquelle122 am antipodalen Punkt
pA(= (−u(p),−v(p),−x(p),−y(p),−z(p)) .

= (t′p + �K, r′p, � − #p, 'p + �)) konstruiert werden
kann.

G
(C)adS4,j

±∣p (q) = G
(C)adS4

±∣p (q)− (−1)jG
(C)adS4

±∣pA (q), j = 1, 2 (4.67)

Die Fälle j = 1, 2 entsprechen von-Neumann- bzw. Dirichlet-Randbedingungen. Der Träger
der zugehörigen Propagatoren kann als die kleinen (grauen) “Diamanten” in Abbildung 4.3
verstanden werden123. Für eine ausführliche Erklärung sei auf [AIS78] verwiesen.
Bevor wir uns der Berechnung der 2-Punkt-Funktionen nach (4.8) zu wenden, untersuchen wir
die Invarianz-Eigenschaften des kausalen Propagators (4.66), denn Lemma 2.7 ist für (C)adS4

nicht anwendbar.
Betrachten wir einen Punkt p = (t′p, r

′
p, #p, 'p), so definiert die Vorschrift

�p := R−r′p ∘R−#p ∘R−'p ∘R−t′p (4.68)

mit den Rotationen

R−t′p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos
(
t′p
K

)
sin
(
t′p
K

)
0 0 0

− sin
(
t′p
K

)
cos
(
t′p
K

)
0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , R−r′p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
sec
(
r′p
K

)
0 − tan

(
r′p
K

)
0 0

0 1 0 0 0

− tan
(
r′p
K

)
0 sec

(
r′p
K

)
0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

R−#p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 cos(#p) sin(#p) 0
0 0 − sin(#p) cos(#p) 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , R−'p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 cos('p) sin('p)
0 0 0 − sin('p) cos('p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ein Element in O↑+(2, 3)124, s.d. �p(p)

.
= 0(:= (K, 0, 0, 0, 0)) gilt125. Ein direkter Vergleich zeigt:

Δ
(C)adS4

∣p (q) = Δ
(C)adS4

∣0 (�p(q)) (4.69)

für alle p, q ∈ (C)adS4 mit �p wie in (4.68). Dabei haben wir beachtet, daß sich der Propagator
an p

.
= 0 (vgl. (4.62)) als

ΔadS4

∣0 (q) =
1

4�K2
sgn

(
v(q)

K

)
�0

(
1− u(q)

K

)
(4.70)

schreiben lässt und sec
(
r′q
K

)
> 0 für alle q ∈ adS4 gilt.

Wie im vorherigen Unterabschnitt 4.2.2 verwenden wir Gleichung (4.8) um Kandidaten für die
2-Punkt-Funktion quasifreier KMS-Zustände über der Weyl-Algebra des masselosen, konform
invarianten Klein-Gordon-Feldes auf (C)adS4 zu erhalten. Zur Konstruktion der Weyl-Algebra

122ΥpG±∣pA = �pA
123Mit Δ

(C)adS4
±∣pA

(q) = Δ
(C)adS4
±∣p (qA) folgt Δ

(C)adS4,j

±∣p (q) = −Δ
(C)adS4,j

±∣q (p) (j = 1, 2).
124Hier ist in Anlehnung an die Lorentz-Gruppe die orientierungserhaltende, zeit-orientierungserhaltende Kompo-

nente, d.h. die Zusammenhangs-Komponente der Identität, von O(2, 3) gemeint.
125Für CadS4 verwenden wir die durch Rt induzierte Translation s 7→ s+ t im ersten Faktor.
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verwenden wir den kausalen Propagator (4.66) für die “transparenten” Randbedingungen. Eine
Diskussion der “reflektiven” Randbedingungen kann aus dem “transparenten” Fall abgeleitet
werden, da der kausale Propagator zu (4.67) durch Superposition entsteht.
Als Dynamik {�t}t∈R verwenden wir die, durch Rt, t ∈ R (s. 4.68) gegebene, 1-Parameter-
Gruppe. Die Trajektorien dieser Dynamik haben die Form (p ∈ adS4):

p(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

K cos
(
t′p+t

K

)
sec
(
r′p
K

)
K sin

(
t′p+t

K

)
sec
(
r′p
K

)
tan

(
r′p
K

)
cos(#p)

tan
(
r′p
K

)
sin#p cos('p)

tan
(
r′p
K

)
sin(#p) sin('p)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (4.71)

gadS4(p′(t), p′(t)) = g2(p′(t), p′(t)) = − sec

(
r′p
K

)2

,

Bem. B.30⇒ gadS4(∇p′(t)p′(t),∇p′(t)p′(t)) =
1

K2
sec

(
r′p
K

)2

tan

(
r′p
K

)2

.

Wir erkennen einerseits, daß die Isometrien, wie gewünscht zeitartig sind, und andererseits, daß
ein Beobachter sich gemäß dieser Dynamik nur für r′p = 0 geodätisch bewegt. Die Abweichung
von der geodätischen Bewegung nimmt mit wachsendem r′p zu.
Wir können (4.71) nutzen, um das Verhalten von Objekten zu beschreiben, die von einem frei
fallenden Beobachter durch r′p = 0 (#p = konst., 'p = konst.) mit Anfangsgeschwindigkeit p′(0)
in fester, relativer Position (r′ = konst., # = konst., ' = konst.) mitgeführt werden.
Um Gleichung (4.8) auf (C)adS4 zu übertragen, benutzten wir wie für ESU4 die skalierte Fou-
riertransformation mit Parameter K. Allerdings müssen wir für adS4 die diskrete Fouriertranfor-
mation einsetzen, da die t′-Koordinate 2�K-periodisch ist. D.h. die Fourierbasis {e−ik

t
K ∣ k ∈ R}

wird durch {e−ik
t
K ∣ k ∈ Z} ersetzt. Beachten wir die 2�K-Periodizität in der Formulierung der

KMS-Bedingung nach Proposition 3.3, so erhalten wir durch analoges Vorgehen zu [HHW67]
die Bedingung126

FK[F ∣[−�K,�K]](k) = e�
k
KFK[G](k), k ∈ Z. (4.72)

Die Formeln für die 2-Punkt-Funktionen sind somit

!2(p, q) =
i

2�K

∑
k∈Z

1

1− e−�
k
K

∫ �K

−�K
dte−i

t
K
kΔadS4

∣p (�t(q)) (4.73)

und

!2(p, q) =
i

2�K

∫
dk

1

1− e−�
k
K

∫
dte−i

t
K
kΔCadS4

∣p (�t(q)). (4.74)

A priori würden wir an dieser Stelle erwarten, daß die beiden Audrücke nicht notwendig
übereinstimmen, aber die 2�K-Periodizität in t′ des kausalen Propagators (4.66) hat genau dies
zur Folge. Daher beschränken wir uns auf die Berechnung für CadS4, die nach dem selben
Muster wie für ESU4 verläuft (s. 4.37). Die Invarianz des kausalen Propagators (4.69) und der
Umstand, daß Rt mit R# und R' für alle t, # und ' kommutiert, erlaubt es uns #p = #q
und 'p = 'q anzunehmen127. Andererseits kommutiert Rr′ nicht mit Rt, weshalb wir bereits
vermuten können, daß der Wert von ! auf dem Wick-Quadrat : Φ2 :(C)adS4

durch r′p von p

126Die Indizes der Funktionen F,G sind hier unterdrückt.
127Zur Erinnerung: Wir sind an dem Grenzwert q → p interessiert.
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abhängt.
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i

8�2K3
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Vergleichen wir die letzte Zeilen in (4.75) mit der entsprechenden in (4.37), erkennen wir, daß der

Integrand, wie zu erwarten war, durch die (inversen) konformen Faktoren cos
(
r′q
K

)
und cos

(
r′p
K

)
modifiziert ist. Da diese Faktoren nicht von dem Integrationsparameter k abhängen, können wir
den divergenten Anteil in !2 in der selben Weise wie zuvor (s. (4.38)-(4.43)) isolieren.

!2(p, q) =
1

4�2K2
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(
r′q
K

)
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(
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K

)
sin
(
r′q−r′p
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) (4.76)

⋅
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Der verbleibende Schritt besteht in der Bestimmung der Hadamard-Parametrix. Der relevan-
te Hadamard-Koeffizient V 0 könnte erneut mittels Gleichung (1.10) und der Formel für das
geodätische Abstandsquadrat nach Proposition B.34 bestimmt werden. Wir wollen uns an dieser
Stelle einer anderen Technik bedienen, denn V 0 ist auf Mannigfaltigkeiten konstanter Krümmung
eine Funktion des geodätischen Abstandsquadrates (s. [Fri75], S.162), d.h. V 0 = V 0(Γ). Daher
ist für die Bestimmung von !(: Φ2 :(C)adS4

(p)) nur die Entwicklung von V 0 nach Γ bis zur ersten
Ordnung

V 0(Γ(p, q)) = V 0(p, p)︸ ︷︷ ︸
=1

+
dV 0

dΓ

∣∣∣∣
p=q

Γ +O
(
Γ2
)

(4.77)

relevant (vgl. Definition 2.9). Nach Theorem B.25 besteht eine einfache Möglichkeit, um die-
se Entwicklung zu erhalten, in der Verwendung eines Orthonormal-Koordinatensystems128 (s.
Definition B.24) um p, denn mit den Gleichungen 1.7 und 1.9 ist V 0 in solchen Koordinaten

128Eine ähnliche Berechnung findet sich in [BGP07], Lemma 1.3.17. (S.27).
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durch

V 0(p, expp(tX)) =
∣∣∣gexp−1

p

∣∣∣− 1
4

(tX)P
expp(tX)
p (4.78)

gegeben, wobei t das geodätische Abstandsquadrat parametrisiert:

t2Γ(p, q) = g∣p(t exp−1
p (q)︸ ︷︷ ︸

=:Xq

, t exp−1
p (q)︸ ︷︷ ︸

=:Xq

),

d.h. wir benötigen lediglich einen expliziten Ausdruck für d2

dt2

∣∣∣gexp−1
p

∣∣∣− 1
4

(tX)

∣∣∣∣
t=0

. Die Ableitung

des Paralleltranportes P
expp(tX)
p ergibt die kovariante Ableitung in Richtung X. Dies ist aller-

dings für die weitere Betrachtung irrelevant, da wir mit dem trivialen Bündel arbeiten und der
Paralleltransport für den Klein-Gordon-Operator die Identität ist.

d2

dt2

∣∣∣gexp−1
p

∣∣∣− 1
4

(tX)

∣∣∣∣
t=0

= −1

4

∑
i,j,k,l

XkX l(∂k∂lgij)g
ij(0) (4.79)

Somit reduziert Gleichung (4.79) das Problem auf die Berechnung der zweiten partiellen Ab-
leitungen der Metrikkomponenten an p, {∂k∂lgij(0)}, in Orthonormal-Koordinaten. Die Basis-
Vektorfelder zu diesen Koordinaten sind:

∂i∣ expp(tX) = expp,∗,tX(Xi∣tX) =
1

t
JXi (t) ⇒ gij(tX) =

1

t2
g∣ expp(tX)(J

X
i (t), JXj (t)). (4.80)

Die Vektorfelder {JXi } sind die Jacobi-Felder (s. [O’N83], Kapitel 8 (S.215ff)) mit Anfangswerten
JXi (0) = 0, (∇
′XJ

X
i )∣p = Xi ∀i entlang der Geodäten 
X(t) = expp(tX).

Die definierende Gleichung für Jacobi-Felder J entlang einer Geodäten 


∇
′∇
′J +R(J, 
′)
′ = 0 (4.81)

können wir nutzen, um die (lokale) Taylorentwicklung129

Pp
expp(tX)J∣ expp(tX) =

N∑
n=0

tn

n!
(

n-mal︷ ︸︸ ︷
∇
′X ....∇
′X J)∣p +O(tN+1) (4.82)

der Jacobi-Felder {JXi } nach t in dritter Ordnung zu ermitteln. Dies genügt nach (4.80) und
Korollar B.12 zur die Bestimmung der {∂k∂lgij(0)}, weil der Paralleltransport des Levi-Civita-
Zusammenhangs eine Isometrie ist.

(∇
′X∇
′XJ
X
i )∣p = R∣p(J

X
i (0), 
′X(0))
′X(0) =︸︷︷︸

JXi (0)=0

0 (4.83)

(∇
′X∇
′X∇
′XJ
X
i )∣p =︸︷︷︸

∇
′
X

′X=0

−(∇
′XR)∣p(J
X
i (0), 
′X(0))
′X(0)−R∣p((∇
′XJ

X
i )∣p, 


′
X(0))
′X(0)

=︸︷︷︸
(∇
′

X
JXi )∣p=Xi, JXi (0)=0

−R∣p(Xi, X)X

129P bezeichnet an dieser Stelle den Paralleltransport des Levi-Civita-Zusammenhangs.
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⇒ Pp
expp(tX)J

X
i (t) = tXi −

1

6
t3R∣p(Xi, X)X +O(t4) (4.84)

⇒ gij(tX) = �ij −
1

6
t2(g∣p(Xi, R∣p(Xj , X)X) + g∣p(Xj , R∣p(Xi, X)X)) +O(t3)

⇒ ∂k∂lgij(0) = −1

3

∑
l

{gil(0)Rlljk(0) + gjl(0)Rllik(0)}

⇒ d2

dt2

∣∣∣gexp−1
p

∣∣∣− 1
4

(tX)
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t=0

=
1
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∑
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Rkl(0)XkX l

Gleichung (4.77) wird somit in unserem Fall (trivialer Paralleltransport!) zu:

V 0(Γ(p, q)) = 1 +
1

12
Ric∣p(Xq, Xq) +O(X4

q ) (4.85)

Gl. 4.57
= 1 +

1

48
S ⋅ g∣p(Xq, Xq) +O(X4

q )

= 1 +
1

48
S ⋅ Γ(p, q) +O(Γ2).

Mit Proposition B.34 erhalten wir die Entwicklung der Hadamard-Parametrix H0 für raumar-
tig(!)130 getrennte Punkte p, q im Grenzwert q → p:

H0(p, q) q̃→p
1

4�2
(
K2 arcosh

(
− q2(p,q)

K2

)
− 2i"(t(q)− t(p)) + "2

) +
1

192�2
S︸︷︷︸

=− 12
K2

(4.86)

Bestimmen wir die Differenz der Hadamard-Parametrix (4.86) und des divergenten Anteils in
(4.76), können wir !(: Φ2 :(C)adS4

(p)) angeben. Dazu setzen wir wie für ESU4 t′p = t′q und
verwenden die Reihendarstellungen von (Area-)Kosinus Hyperbolicus, Kosinus und Sinus. Der
Grenzwert q → p kann für die verbleibenden Ausdrücke direkt genommen werden, weil die
Reihen für alle Parameter (�,K > 0) gleichmäßig konvergieren.
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− cos

(
r′q−r′p

K

) − 1

arcosh

⎛⎝1−sin

(
r′q
K

)
sin

(
r′p
K

)
cos

(
r′q
K

)
cos

(
r′p
K

)
⎞⎠2

+
(
"
K

)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= − 1

48�2K2
(4.87)

!(: Φ2 :(C)adS4
(p)) =

1

4�2K2

1

2

(
1 + cos

(
2
r′p
K

))⎛⎝∑
n∈N0

n

e�
n
K − 1

+
∑
n∈N

1

2

1

cosh
(
� nK
)
− 1

⎞⎠
+

1

24�2K2
+ c ⋅ S(C)adS4︸ ︷︷ ︸

=− 12
K2

(4.88)

Für den entsprechenden Wert mit “reflektiven” Randbedingungen (s. 4.67) benötigen wir zusätzlich
!2(pA, p) (pA

.
= (t′p + �K, r′p, � − #p, 'p + �)).

130Ein analoges Resultat gilt für zeitartig getrennte Punkte.
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Halten wir uns an das Vorgehen in (4.75) und (4.76) (bzw. (4.38)-(4.43)), finden wir:

!2(pA, p) =
1

4�2K2

1

2

(
1 + cos

(
2
r′p
K

))
(4.89)

⋅

⎛⎝−∑
n∈N

1

2

1

cosh
(
� nK
)

+ cos
(

2
r′p
K

) +
∑
n∈N0

(−1)n
1

e�
n
K − 1

sin
(

2n
r′p
K

)
sin
(

2
r′p
K

)
⎞⎠− 1

16�2K2

Die Fälle j = 1 (von-Neumann-Randbedingungen) und j = 2 (Dirichlet-Randbedingungen)
führen auf:

!j(: Φ2 :(C)adS4
(p)) = !(: Φ2 :(C)adS4

(p))− (−1)j!2(pA, p) (4.90)

=
1

4�2K2

1

2

(
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(
2
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))⎛⎝∑
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n

e�
n
K − 1

+
∑
n∈N

1

2

1

cosh
(
� nK
)
− 1

⎞⎠
+

1

24�2K2
+ (−1)j

1

16�2K2
+ c ⋅ S(C)adS4︸ ︷︷ ︸

=− 12
K2

+ (−1)j
1

4�2K2

1

2

(
1 + cos

(
2
r′p
K

))⎛⎝+
∑
n∈N

1

2

1

cosh
(
� nK
)

+ cos
(

2
r′p
K

)
−
∑
n∈N0

(−1)n
1

e�
n
K − 1

sin
(

2n
r′p
K

)
sin
(

2
r′p
K

)
⎞⎠ .

Wie auch für ESU4 zeigen die Gleichungen (4.88) und (4.90), daß die 2-Punkt-Funktionen !2 und
!j2, j = 1, 2 (für (C)adS4) Hadamard’sch sind, d.h. abgesehen von der Positivitätsbedingung zur
Definition entsprechender KMS-Zustände benutzt werden können. Das für ESU4 zitierte Resul-
tat (s. [Kay06], S.6) über Form, Existenz und Eindeutigkeit der KMS-Zustände ist für (C)adS4

nicht anwendbar131. Es verbleibt daher eine gewisse Unsicherheit, ob die berechneten 2-Punkt-
Funktionen Zustände über der Weyl-Algebra definieren. Die Diskussion selbiger findet sich in
Abschnitt 5.
Die Frage, ob die 2-Punkt-Funktionen (4.73) bzw. (4.74) für anderen Dynamiken, als die “Zeit-
translation” t′ 7→ t′+t (in Koordinaten (t′, r′, #, ')), definiert werden können, wollen wir an dieser
Stelle nicht weiter untersuchen. Wir bemerken aber, daß beispielsweise 1-Parameter-“Boost”-
Gruppen wie

R� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
cosh

( �
K

)
0 sinh

( �
K

)
0 0

0 1 0 0 0
sinh

( �
K

)
0 cosh

( �
K

)
0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , � ∈ R

untersucht werden könnten. Die Orbits {p(�) := R�p}�∈R sind zeitartig in “Keilen”, gegeben
durch die Zusammenhangskomponenten der Menge

{p ∈ (C)adS4 ∣ g2(p′(�), p′(�)) = cos

(
t′p
K

)2

cosh
(rp
K

)2
− sinh

(rp
K

)2
cos(#p)

2 < 0},

mit r = K ln
(

tan
(

1
2

(
r′

K + 1
2�
)))

132.

131Raumartige Schnitte sind nicht kompakt in (C)adS4, das Potential 1
6
S ist negativ.

132Dies definiert “hyperbolische” Koordinaten: u = K cos
(
t
K

)
cosh

(
r
K

)
, v = K sin

(
t
K

)
cosh

(
r
K

)
, x =
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Die Trajektorien der Punkte (t′p = �+2�k, rp, #p = �+2�k, 'p), k ∈ Z sind zeitartige Geodäten
und daher für die Beschreibung “frei fallender” Beobachter geeignet. KMS-Zustände zu dieser
Dynamik sind nur für die Weyl-Algebren der “Keile” zu erwarten (s. [BS07], S.5 (zweite Hälfte)
für ein vergleichbares Phänomen in der de Sitter-Raumzeit). Es ist zu erwarten, daß die “Keile”
eine ähnliche lokale Struktur wie das Rindler-Wedge (s. [Wal94], Abschnitt 5) zeigen (“bifurcate
Killing horizon”, s. [KW91]).

sinh
(
r
K

)
cos(#), y = sinh

(
r
K

)
sin(#) cos('), z = sinh

(
r
K

)
sin(#) sin(') (−∞ < r < ∞) mit der Metrik

ds2 = − cosh
(
r
K

)2
dt′2 + dr2 + K2 sinh

(
r
K

)2 (
d#2 + sin(#)2d'2

)
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5 Diskussion

Zur Interpretation der Ergebnisse aus Abschnitt 4 im Sinne der lokalen Gleichgewichts-Hypothese
nach Abschnitt 3 erinnern wir uns kurz daran, welches die dazu zentralen Objekte sind.

(1) Die thermischen Referenzzustände R (über M) sind durch Gleichung (4.8) bestimmt.

(2) Die lokalen thermischen Observablen T sind die skalaren Vielfachen des Wick-Quadrates
: Φ2 :. Die zugehörige thermische Funktion im Minkowskiraum ist

� 7−→: Φ2 : (�) =
1

12�2
.

Dabei ist � der Temperaturvektor eines thermischen Referenzzustandes !� scharfer Tem-
peratur.

(3) Der Erwartungswert des Wick-Quadrates ist in den konstruierten KMS-Zuständen133 durch

!(: Φ2 :ESU4 (p)) =
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− 1
− 1

12

⎞⎠+ c ⋅ SESU4︸ ︷︷ ︸
=6 Λ

K
1
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(5.1)
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(5.2)
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(p))− (−1)j!2(pA, p) (5.3)
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gegeben ((4.46), (4.88) und (4.90)).

Die konstruierten Zustände werden nach Gleichung (3.6) als lokal im Gleichgewicht bezüglich R

und T angesehen, falls es Wahrscheinlichkeitsmaße �ESU4 (unabhängig von p ∈ ESU4), �
(C)adS4
r′p

133Wir bezeichnen der Einfachheit halber die berechneten Funktionale als Zustände, wenn auch die Positi-
vitätsbedingung nicht bewiesen wurde.
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und �
(C)adS4,j
r′p

(j = 1, 2) gibt, s.d.

!(: Φ2 :ESU4 (p)) =

∫
1

12�2
d�ESU4(�), (5.4)

!(: Φ2 :(C)adS4
(p)) =

∫
1

12�2
d�

(C)adS4
r′p

(�),

!j(: Φ2 :(C)adS4
(p)) =

∫
1

12�2
d�

(C)adS4,j
r′p

(�)

erfüllt ist. Diese Wahrscheinlichkeitsmaße sind, da wir nur das Wick-Quadrat als lokale ther-
mische Observable verwenden, in keiner Weise eindeutig fixiert. Wir können lediglich anhand
der Erwartungswerte des Wick-Quadrats festmachen, ob eine lokale Gleichgewichtssituation vor-
liegt, da diese Werte dazu zwingend positiv sein müssen. Wir erkennen sofort, daß diese Frage
entscheiden durch die Wahl der freien Konstanten c ∈ R bestimmt ist.
Ist diese fixiert und der Erwartungwert des Wick-Quadrates in einem Zustand ! positiv, so
können wir (durch Wahl des passenden Dirac-Maßes) (5.1), (5.2) bzw. (5.3) zur Bestimmung
der (lokalen) Temperaturfunktion

T (p) =
√

12!(: Φ2 : (p)) (5.5)

verwenden.
Eine genauere Betrachtung der Reihen

f

(
�

K

)
:=

∑
n∈N0

n

e
�
K
n − 1

(5.6)

und

g

(
�

K

)
:=
∑
n∈N

1

2

1

cosh
(
� nK
)
− 1

(5.7)

zeigt, daß diese positive, monoton fallende Funktionen f, g in �
K repräsentieren. Insbesondere ist

die Konvergenz für alle Intervalle [x0,∞), x0 > 0 absolut und gleichmäßig134, und wir erhalten:

lim
�
K
→∞

g

(
�

K

)
= 0 = lim

�
K
→∞

f

(
�

K

)
. (5.8)

Gleiches gilt für die Reihen

∑
n∈N0

(−1)n
1

e�
n
K − 1

sin

(
2n
r′p
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)
(5.9)

und ∑
n∈N

1

2

1

cosh
(
� nK
)

+ cos
(

2
r′p
K

) (5.10)

wie eine direkte Abschätzung135 gegen (5.6) und (5.7) sowie der Umstand, daß 0 < r′p <
�
2K

für p ∈ (C)adS4 gilt, erkennen lassen. Wir sehen also, daß für festes K (entspricht fixierter

134Dazu schätzen wir f bzw. g durch f(x0) bzw. g(x0) ab.
135Beachte: sin ist betraglich durch 1 beschränkt.
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Skalarkrümmung S; r′p = konst. für (C)adS4) gilt:

lim
�→∞

!(: Φ2 :ESU4 (p)) =

(
6c− 1

48�2

)
1

K2

Λ
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K= 1
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=
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)
Λ (5.11)
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�→∞
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lim
�→∞
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(p)) =

(
1

24�2
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1

16�2
− 12c

)
1

K2
. (5.13)

Die Konsequenz ist, daß die Wahl der Konstante c bestimmt, ob eine kritische inverse Tempera-
tur �c für die jeweilige Raumzeit und die zugehörigen KMS-Zustände ! existiert, ab welcher der
Erwartungswert des Wick-Quadrates negativ wird (mit zunehmendem �). Für die entsprechen-
den KMS-Zustände hätte dies zur Folge, daß eine lokale Gleichgewichtsinterpretation nach (5.4)
nicht mehr möglich ist. Ein Beobachter in ESU4 könnte beispielsweise keine Wahl für c treffen,
s.d. sowohl er als auch ein (C)adS4-Beobachter mit “reflektiven” Dirichlet-Randbedingungen
(j = 1) und dieser Wahl für c in der Berurteilung aller ihrer KMS-Zustände zu Parametern
� zu dem Schluß gelangen, daß ihre Situation lokal durch einen thermischen Referenzzustand
beschrieben werden kann.
Für (C)adS4 tritt dieses Problem gleichermaßen im Grenzwert r′p −→ �

2K (K, � fest) auf, wie
wir aus (5.2) und (5.3) erkennen.
Bevor wir uns weiter mit diesem Umstand beschäftigen, wollen wir noch eine asymptotische
Analyse der Ausdrücke (5.1) und (5.2) für K → ∞ (� fest; r′p = konst. für (C)adS4) vorneh-
men. Dies ist insofern interessant, als daß die Metriken ds2

ESU4
(4.18) und ds2

(C)adS4
(4.63) für

K→∞ in die Minkowski-Metrik (mit konformem Faktor
(
K
Λ

) 1
2 für ESU4) in Kugelkoordinaten

übergehen. Wir würde daher erwarten, daß (5.1) und (5.2) sich asymptotisch wie 1
12�2

Λ
K bzw.

1
12�2 verhalten.

Die asymptotische Entwicklung der Reihe (5.6) erhalten wir durch
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. (5.14)

Für (5.7) verwenden wir die Reihendarstellung des Kosinus Hyperbolicus:
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(5.15)

K→∞−→ K2

�2

∑
n∈N

1

n2
=

K2

�2

�2

6
.

Setzen wir dies in (5.1) und (5.2) ein, finden wir das vermutete Resultat136:

!(: Φ2 :ESU4 (p))
K→∞−→ 1

12�2

Λ

K
(5.16)

!(: Φ2 :(C)adS4
(p))

K→∞−→ 1

12�2

Wir bemerken außerdem, daß (5.14) und (5.15) genauso für eine asymptotische Analyse � −→ 0
(K fest; r′p << K für (C)adS4) verwendet werden kann. D.h. der Schwache-Krümmung-Limes
(K −→ ∞) und der Hohe-Temperatur-Limes (� −→ 0) bei r′p << K führen auf ein asymptoti-

136Beachte: cos
(
r′p
K

)
≈ 1, für r′p << K.
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sches Verhalten der Temperaturfunktionen von (5.1) und (5.2), das dem der Referenzzustände

scharfer Temperatur gleicht (für ESU4 ist die Temperaturfunktion durch
(

Λ
K

) 1
2 skaliert).

Daher ist für � << K, 1 << K (und r′p << K für adS4) die Interpretation im Sinne des lokalen
Gleichgewichtes möglich. Ein Beobachter, für den diese Bedingungen an � und K (und r′p) erfüllt
sind, würde mittels des Wick-Quadrates als lokale thermische Observable eine Gleichgewichtssi-
tuation137 in ESU4 bzw. (C)adS4 nicht von einer Gleichgewichtssituation138 im Minkowskiraum
unterscheiden können. Sogar die Angabe einer scharfen Temperatur, bestimmt durch den Pa-
rameter � der konstruierten KMS-Zustände, wäre unter diesen Umständen möglich. Lediglich
der Beobachter in ESU4 würde eine Diskrepanz entsprechend der Skalierung

(
Λ
K

)
festellen, d.h.

einem Zustand ! mit Parameter � würde er einen thermischen Referenzzustand zur inversen

Temperatur
(
K
Λ

) 1
2 � zuordnen. Diese Diskrepanz ist durch den zuvor erwähnten Umstand be-

dingt, daß die Metrik dieses Beobachters nur bis auf den konformen Faktor K
Λ im Grenzwert

K −→ ∞ mit der Minkowski-Metrik übereinstimmt. Sie ist umso größer je stärker K
Λ von 1 ab-

weicht. Insbesondere für großes K und somit schwache Krümmung K(= 1
K2 ) bedeutet letzteres,

daß ein ESU4-Beobachter nur für entsprechend kleine Werte der kosmologischen Konstanten Λ
(KΛ ≈ 1) den Parameter � als Temperatur (nach (5.5)) interpretieren würde.

Eine Reskalierung der t′-Koordinate der Form t :=
(
K
Λ

) 1
2 t′ und der “Zeittranslationen” �

( Λ
K )

1
2 t

(statt �t) in ESU4 gleicht den Unterschied aus, da dies nach (4.34) auf die inverse Temperatur(
Λ
K

) 1
2 � (statt �) führt. Die Koordinate t entspricht der “Zeit” in den Friedmann-Gleichungen

(s. (4.15) und (4.18)). Der Umstand, daß es für ESU4 zwei natürliche Zeitskalen gibt, lässt sich
durch die Existenz der zwei Parameter K = 1

K2 (Krümmung) und Λ (kosmologische Konstante)
verstehen. Beide induzieren ein intrinsisches Längenmaß und mit der Lichtgeschwindigkeit c ein
assoziertes Zeitmaß. Die Koordinate t′ entspricht der “K”-Skala, die Koordinate t der “Λ”-Skala.
Die vorangegangene Diskussion deutet an, daß in Bezug auf den Minkowskiraum die “Λ”-Skala
geeigneter ist. Die Form der Temperaturfunktion des Beobachters ist von der Wahl der Skalie-
rung unabhängig.
Zur Veranschaulichung: Für unser Universum ist K ≈ 5 ⋅ 1060 (Größenordnung: 1026m) und � ≈
5 ⋅ 1031 (Größenordnung: 1K; Mikrowellen-Hintergrund) in Einheiten mit G = c = ℏ = kB = 1
(z.B. Plack-Einheiten; s. [Bar02]).
Zurückkomend auf die freie Konstante c, wollen wir die in [BS07] getroffenen Wahl diskutieren.
Dort wurde c durch die Vorschrift fixiert, daß ein geodätischer Beobachter in der de Sitter-
Raumzeit den Erwartungswert des Wick-Quadrates im Grundzustand (� −→ ∞) als 0 de-
klariert. Unter Berücksichtigung der Tatsache, daß die Entwicklung der Hadamard-Parametrix
(4.86) einen fehlerhaften numerischen Faktor 1

768�2 (statt 1
192�2 ) in [BS07] (s. S.5) aufweist, ergibt

sich der Wert:

c =
7

768�2
. (5.17)

Hinsichtlich der asymptotischen Analyse stellt sich die Frage, ob eine Bestimmung der Konstante
c im Grenzwert � −→∞ sinnvoller wäre, d.h. am Beispiel ESU4

c =
1

SESU4

lim
�→∞

(
1

12�2
− !(: Φ2 :ESU4)(�)

)
. (5.18)

137Entsprechend der konstruierten KMS-Zustände und der verwendeten Dynamiken.
138Entsprechend der thermischen Referenzzustände R.
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Mit der Wahl (5.17) für c erhalten wir für den Erwartungwert des Wick-Quadrates im Grenzwert
� −→∞ (s. (5.11)):

lim
�→∞

!(: Φ2 :ESU4 (p)) =
13

96

1

4�2K2

Λ

K

K= 1
K2

=
13

96

Λ

4�2
(5.19)

lim
�→∞

!(: Φ2 :(C)adS4
(p)) = −13

48

1

4�2K2
(5.20)

lim
�→∞

!(: Φ2 :(C)adS4,j
(p)) =

13 + (−1)j12

48

1

4�2K2
. (5.21)

D.h. ein ESU4-Beobachter würde die KMS-Zustände ! für alle Werte von � mit Referenz-
zuständen identifizieren können. Ein (C)adS4-Beobachter (alle Randbedingungen) dagegen könnte
dies nur bis zu einem kritischen Wert �c. Dieser kritische Wert wäre, bedingt durch den Faktor(

1 + cos
(
r′p
K

))
, umso kleiner, je größer der “Abstand” r′p von den Geodäten bei r′p = 0 würde.

Desweiteren könnten beide in Abhängigkeit der Krümmung (repräsentiert durch K) eine mit �
zunehmende Abweichung im Verlauf ihrer Temperaturfunktion (5.5) von der durch die Refe-
renzzustände vorgegebenen festellen. Allerdings lässt die obige asymptotische Analyse erwarten,
daß diese Abweichung für einen realistischen Bereich 5 ⋅ 1031 ≈ � << K ≈ 5 ⋅ 1060, (r′p << K)
vernachlässigbar ist.
Die umseitigen Abbildungen (5.4-5.7) zeigen den Verlauf des Wick-Quadrates als Funktion von
� relativ zu der thermischen (Referenz-)Funktion � 7→ 1

12�2 bei K ≈ 5 ⋅ 1060 (und r′p ≈ 0) für

ESU4 (in der “Zeit” t der Friedmann-Gleichungen, s.o.) und (C)adS4 (“transparente” Randbe-
dingungen).

Zusammenfassend lässt sich sagen, daß vom Standpunkt des lokalen Gleichgewichtes ein gewisser
Unterschied zwischen den physikalischen Situationen, die durch KMS-Zustände auf verschiede-
nen (stationären) Raumzeiten modelliert werden, bestehen kann.
Insbesondere deuten die Ergebnisse an, daß es in dem betrachteten Modell (masseloses, kon-
form kovariantes Klein-Gordon-Feld) nicht notwendigerweise möglich ist, KMS-Zustände (zu
einer bestimmten inversen Temperatur �) auf gekrümmten Raumzeiten im Sinne der gewählten
KMS-Zustände scharfer Temperatur im Minkowskiraum (eichinvariant, “schwach-clusternd”,...),
welche die hier verwendeten thermischen Referenzzustände erzeugen, zu verstehen, nicht einmal
in der idealisierten Messungen “am Punkt”.
Es könnte daher sinnvoll sein, die “Impuls-0-Beiträge” c(p, q) (vgl. Gleichung (4.6)) zur 2-Punkt-
Funktion ((4.7) und (4.8)) sowohl in der Auswahl der thermischen Referenzzustände R (Zustände
mit Bose-Einstein-Kondensat), als auch in den betrachten KMS-Zuständen über ESU4 und
(C)adS4 zu berücksichtigen. Dies würde einerseits die, durch die thermischen Referenzzustände
beschreibbaren, physikalischen Situationen erweitern und andererseits Zustände mit modifizier-
ten Temperaturverläufen über ESU4 und (C)adS4 erlauben.
Ungeachtet dessen, scheinen die gefundenen Abweichungen auf realistischen Skalen minimal zu
sein.
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Abbildung 5.4 – Die Abbildung zeigt den Erwartungwert des Wick-
Quadrates (blau) für ESU4 (5.1) als Funktion von � mit K ≈ 5 ⋅ 1060 so-
wie die Funktion � 7→ 1

12�2 (lila) im Bereich 0.1 ≤ �
K ≤ 1. Die vergrößerten

Bereiche lassen auf dieser Skale einen kleinen Unterschied erkennen, der mit
abnehmendem � geringer wird.
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Abbildung 5.5 – Die Abbildung zeigt den Erwartungwert des Wick-
Quadrates (blau) für ESU4 (5.1) als Funktion von � mit K ≈ 5 ⋅1060 sowie die
Funktion � 7→ 1

12�2 (lila) im Bereich 1 ≤ �
K ≤ 10. Der Unterschied wird mit

zunehmendem � größer, da der Erwartungswert des Wick-Quadrates gegen
13

384�2K2 tendiert.
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Abbildung 5.6 – Die Abbildung zeigt den Erwartungwert des Wick-
Quadrates (blau) für (C)adS4 (5.2) als Funktion von � mit K ≈ 5 ⋅ 1060

sowie die Funktion � 7→ 1
12�2 (lila) im Bereich 0.1 ≤ �

K ≤ 1. Die vergrößerten
Bereiche lassen auf dieser Skale einen kleinen Unterschied erkennen, der mit
abnehmendem � geringer wird.
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Abbildung 5.7 – Die Abbildung zeigt den Erwartungwert des Wick-
Quadrates (blau) für (C)adS4 (5.2) als Funktion von � mit K ≈ 5 ⋅ 1060

sowie die Funktion � 7→ 1
12�2 (lila) im Bereich 1 ≤ �

K ≤ 10. Der Unterschied
wird mit zunehmendem � größer, da der Erwartungswert des Wick-Quadrates
gegen − 13

192�2K2 tendiert.
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A Differentialgeometrie

Man darf nicht das, was uns unwahrscheinlich und unnatürlich erscheint, mit dem
verwechseln, was absolut unmöglich ist.

Carl Friedrich Gauß

In diesem Abschnitt finden sich einige grundlegende Definitionen und Aussagen zum Thema
Differentialgeometrie139. Der Leser sollte mit den Grundlagen topologischer Räume vertraut
sein. Ist dies nicht der Fall, so finden sich Details im Buch von Glen E. Bredon [Bre93]. Ebenso
ist sind Kenntnisse der elementaren Differentialgeometrie im Rn hilfreich140.

A.1 Mannigfaltigkeiten

Definition A.1:

Für eine Menge M nennt man ein Paar (U ,  ) ein n-dimensionales Koordinatensystem oder
eine n-dimensionale Karte, falls U ⊆M und  eine bijektive Abbildung

U
 

//  (U ) = W ⊆ Rn (A.1)

auf eine offene Teilmenge  (U ) = W des Rn (in der Standard-Topologie) ist.
Bezeichnet man mit ui : Rn −→ R, i = 1, ..., n die natürlichen Koordinatenfunktionen, so nennt
man die Funktionen xi := ui ∘  

U
xi 

// R (A.2)

die zu  assoziierten Koordinatenfunktionen.
Sind (U�,  �) und (U�,  �) zwei Koordinatensysteme für M mit U�� := U� ∩ U� ∕= ∅, so
bezeichnet man die Abbildung  �� :=  � ∘  −1

�

 �(U��)
 ��

//  �(U��)

U��

 �

]]:::::::::::::::

 �

AA���������������

(A.3)

als Übergangsfunktion zwischen (U�,  �) und (U�,  �).

Definition A.2:

Ein n-dimensionaler Atlas141 A n
r (M ) der Klasse Cr (r = 1, 2, ...,∞, !) für eine Menge M ist

eine Familie von n-dimensionalen Koordinatensystemen {(U�,  �)}�∈A, s.d.

(1)
∪
�∈A U� = M ,

(2)  �1�2 ∈ Cr(Rn) ∀U�1�2 ∕= ∅.

Zwei solche Atlanten A n
r (M ) und Bn

r (M ) heißen kompatibel oder verträglich, falls ihre Ver-
einigung C (M ), gegeben durch die Familie {(U
 ,  
)}
∈C mit C := A ⊔ B, wieder ein n-
dimensionaler Atlas der Klasse Cr für M ist.

139siehe [O’N83](Abschnitte 1, 2, 5, 11 und Appendix B), [HE73](Abschnitt 2), [BGP07](Abschnitt 1),
[Fri75](Abschnitt 1 und 2), [KN69](Abschnitt 1), [Bre93](Kapitel 2)

140siehe [AF01](besonders Kapitel 3)
141kurz: Atlas
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Der Atlas Ā n
r (M ), bestehend aus allen mit einem Atlas A n

r (M ) kompatiblen Atlanten, heißt
vollständiger Atlas zu A n

r (M ).

Es ergibt sich folgendes nützliche Resultat:

Proposition A.3:

Der vollständige Atlas Ā n
r (M ) zu einem Atlas A n

r (M ) für eine Menge M ist eindeutig be-
stimmt.

Bemerkung A.4:

Proposition A.3 erlaubt die Einführung einer Topologie auf M durch die Forderung, daß die
Abbildungen  �̄ in Ā n

r (M ) für alle �̄ ∈ Ā Homöomorphismen sind. Man bezeichnet dann
Ā n
r (M ) als eine Cr-Struktur auf M .

Definition A.5:

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit142 M (auch M n
r ) der Klasse Cr ist eine Menge M mit

einem vollständigen Atlas A n
r (M ), s.d. M in der durch A n

r (M ) induzierten Topologie ein
parakompakter Hausdorff-Raum ist143.

Bemerkung A.6:

Sind Mm und N n zwei Mannigfaltigkeiten der Klasse Cr bzw. Cs mit Atlanten
A (M ) = {(U�,  �)}�∈A und A (N ) = {(V�, ��)}�∈B, so wird

M ×N := {(p, q) ∣ p ∈M , q ∈ N }

mit den Produktkoordinatensystemen

U� × V�
 �×��

//  �(U�)× ��(V�) ⊆ Rm+n

(p, q) � // ( �(p), ��(q))

(A.4)

in eindeutiger Weise zu einer (m+ n)-dimensionalen Mannigfaltigkeit der Klasse Cmin(r,s).
M ×N heißt das kartesische Produkt von M und N .

Definition A.7:

Sind Mm
r und N n

s zwei Mannigfaltigkeiten, so ist eine Abbildung

M
�

// N (A.5)

aus der Klasse Cp (p = min(r, s)), falls die Abbildungen

Rm ⊇  (U )
�∘�∘ −1

// �(V ) ⊆ Rn (A.6)

für alle Koordinatensysteme (U ,  ) von M und (V , �) von N in Cp( (U ), �(V )) liegen.
� wird als Diffeomorphismus der Klasse Cp bezeichnet, falls �−1 existiert und ebenfalls aus der
Klasse Cp ist. M und N heißen dann diffeomorph.
Die Menge der Abbildungen der Klasse Cp zwischen M und N wird mit Cp(M ,N ) bezeichnet,
die Menge der Diffeomorphismen der Klasse Cp mit Diffp(M ,N ).
Im Fall N = R oder C wird die Abkürzung Cp(M ) bzw. CpC(M ) verwendet.
Ferner bezeichnet man den Abschluß der Menge {p ∈M ∣ f(p) ∕= 0} für ein f ∈ Cp(M ) (CpC(M ))
als den Träger supp f von f .

142kurz: Mannigfaltigkeit
143Allgemeiner ist es möglich Mannigfaltigkeiten mit Rand zu definieren, siehe z.B. [HE73](Abschnitt 1)
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Bemerkung A.8:

Die Eigenschaft der Parakompaktheit einer Mannigfaltigkeit M hat die nützliche Konsequenz,
daß zu jeder offenen Überdeckung {U�}�∈I von M eine untergeordnete Zerlegung der Eins
{f� ∣ � ∈ K} der Klasse Cr existiert, d.h.:

(1) f� ∈ Cr(M ) ∀� ∈ K144,

(2) 0 ≤ f� ≤ 1 ∀� ∈ K,

(3) {supp f�}�∈K145 ist lokal endlich,

(4) ∀� ∈ K∃� ∈ I : supp f� ⊆ U�

(5)
∑

�∈K f� = 1.

Bemerkung A.9:

Im Folgenden soll eine Mannigfaltigkeit immer von der Klasse C∞ sein. Dies ist durch die
Tatsache gerechtfertigt, daß ein vollständiger Atlas der Klasse Cr r ≥ 1 immer auf einen Atlas
der Klasse C∞ reduziert werden kann (siehe [Küh99] für eine Erwähnung dieses Resultates).
Ein vollständiger Atlas der Klasse C∞ wird auch als glatte Struktur bezeichnet, i.A. wird glatt
als Synonym für “von der Klasse C∞” verwendet.

A.1.1 Vektoren, Kovektoren und Abbildungen

Definition A.10:

Ist M eine Mannigfaltigkeit, so heißt eine Abbildung

C∞(M )
� // R (A.7)

Tangentialvektor an p ∈M , falls

(1) �(�f + �g) = ��(f) + ��(g), (R-Linearität)

(2) �(fg) = �(f)g(p) + f(p)�(g) (Leibniz-Regel)

für alle �, � ∈ R und f, g ∈ C∞(M ) gilt.
Die Menge der Tangentialvektoren an p ist durch die Operationen

(� + �′)(f) := �(f) + �′(f), (��)(f) := ��(f)

für alle � ∈ R und f ∈ C∞(M ) in natürlicher Weise ein Vektorraum, und wird als Tangential-
raum Tp(M ) von M an p bezeichnet.

Bemerkung A.11:

Ein Tangentialvektor � ∈ Tp(M ) ist ein lokales Objekt, d.h. für zwei Funktionen f, g ∈ C∞(M )
mit f∣U = g∣U und einer offene Umgebung U ⊆M von p gilt:

�(f) = �(g).

Ist insbesondere f∣U = konst., so folgt �(f) = 0.

Bemerkung A.12:

Sind M und N zwei Mannigfaltigkeiten, so folgt für das kartesische Produkt M × N die
Identität

T(p,q)(M ×N ) = T(p,q)(M × {q})⊕ T(p,q)({p} ×N ) ∼= Tp(M )⊕ Tq(N ), ∀(p, q) ∈M ×N .

144siehe Def. A.7 zur Erklärung von Cr(M ).
145siehe Def. A.7 zur Erklärung von supp f .
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Ein besonders wichtige Beschreibung von Tangentialvektoren erhält man durch Ableiten entlang
von Kurven in M .

Definition A.13:

Eine Kurve in einer Mannigfaltigkeit M ist eine glatte Abbildung

I



//M (A.8)

für ein offenes Intervall I ⊆ R.
Ist J ein abgeschlossenes Intervall, so heißt 
 Kurvensegment, falls 
 eine glatte Fortsetzung
auf eine offenes Intervall I ⊇J besitzt.

 ist ein stückweise glattes Kurvensegment, falls eine (endliche) Partition von J in abgeschlos-
sene Intervalle {Jk}k=1,...,n existiert, s.d. 
∣Jk

für alle k = 1, ..., n eine Kurvensegment ist.
Für ein offenes Intervall I heißt 
 stückweise glatt, falls 
∣J für alle abgeschlossenen Intervalle
J ⊆ I stückweise glatt ist.
Eine Kurve 
 heißt fortsetzbar, falls es einen Punkt p ∈M gibt, s.d. für alle Umgebungen U
von p ein t0 ∈ I existiert mit 
(t) ∈ U ∀t ≥ t0.146 Ein solcher Punkt p heißt Endpunkt von 
.
Der Tangential Vektor 
′(t) ∈ T
(t)(M ) an 
 ist definiert durch


′(t)f :=
d(f ∘ 
)

du
(t) ∀f ∈ C∞(M )

Ist 
′(t) ∕= 0 ∀t, so heißt 
 regulär.

Definition A.14:

Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Abbildung

M
V //

⊔
p∈M Tp(M ) (A.9)

mit V∣p ∈ Tp(M ) ∀p ∈M . Durch

(V f)(p) := V∣p(f) p ∈M , f ∈ C∞(M )

ist eine Wirkung auf C∞(M ) definiert.
V heißt glatt, falls V f ∈ C∞(M ) ∀f ∈ C∞(M ).
Die Menge der glatten Vektorfelder auf M wird mit X (M ) bezeichnet. Die Operationen

(fV )∣p := f(p)V∣p, (V + V ′)∣p = V∣p + V ′∣p

für alle f ∈ C∞(M ) machen X (M ) zu einem Modul über C∞(M ).

Bemerkung A.15:

Eine wichtige Operation auf X (M ) wird durch den Kommutator

X (M )×X (M )
[ , ]

//X (M ) (A.10)

[V, V ′](f) := V (V ′f)− V ′(V f) V, V ′ ∈X (M ), f ∈ C∞(M )

erklärt.
Das Paar (X (M ), [ , ]) ist eine Lie-Algebra147.

Ein hilfreiches Resultat für Vektorfelder ist das Folgende:

146Anders gesagt: 
 hat eine stetige(!) Fortsetzung nach p.
147siehe Unterabschnitt A.2
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Proposition A.16:

Für ein Vektorfeld V ∈ X (M ) und einen Punkt p ∈ M mit V∣p ∕= 0 existiert ein angepasstes
Koordinatensystem (U ,  ) um p mit

V = ∂ 1 auf U

Definition A.17:

Für eine Mannigfaltigkeit M und einen Punkt p ∈M heißt eine lineare Abbildung

Tp(M )
! // R (A.11)

Kotangentialvektor an p, d.h. ! ∈ (Tp(M ))∗ =: T ∗p (M ).
T ∗p (M ) wird als Kotangentialraum bezeichnet.

Definition A.18:

Ein Kovektorfeld oder eine 1-Form auf M ist eine Abbildung

M
Ω //

⊔
p∈M T ∗p (M ) (A.12)

mit Ω∣p ∈ T ∗p (M ) ∀p ∈M . Durch

(Ω(V ))∣p := Ω∣p(V∣p) p ∈M

ist eine Wirkung auf Vektorfelder V erklärt.
Ω heißt glatt, falls Ω(V ) ∈ C∞(M ) ∀V ∈X (M ).
Die Menge der glatten Kovektorfelder wird mit X ∗(M ) oder Ω1(M ) bezeichnet. Die Operationen

(fΩ)∣p := f(p)Ω∣p, (Ω + Ω′)∣p := Ω∣p + Ω′∣p

für alle f ∈ C∞(M ) machen X ∗(M ) zu einem Modul über C∞(M ).

Bemerkung A.19:

Eine Abbildung die eng mit Kovektorfeldern verknüpft ist, ist das Differential

C∞(M )
d //X ∗(M ) (A.13)

definiert durch

df∣p(�p) := �p(f) p ∈M , �p ∈ Tp(M )

Das Differential hat die Eigenschaften:

(1) d(�f + �g) = �df + �dg (R-Linearität)

(2) d(fg) = gdf + fdg (Leibniz-Regel)

(3) d(ℎ(f)) = ℎ′(f)df (Kettenregel)

für alle �, � ∈ R, f, g ∈ C∞(M ) und ℎ ∈ C∞(R).

Eine wichtige Klasse von Vektor- und Kovektorfeldern enthält die folgende

Definition A.20:

Für ein Koordinatensystem (U ,  ) (für M n) mit p ∈ U und f ∈ C∞(M ) heißen

∂ i∣pf =
∂f

∂xi 
(p) :=

∂(f ∘  −1)

∂ui
( (p)) (i = 1, ..., n)
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die Koordinatenvektorfelder von  auf U .
Die Koordinatenvektorfelder haben die wichtige Eigenschaft:[

∂ i , ∂
 
j

]
= 0 ∀i, j = 1, ..., n.

Analog bezeichnet man die 1-Formen dxi (i = 1, ..., n) als die Koordinatenkovektorfelder oder
Koordinaten-1-Formen von  auf U .
Diese Objekten sind dual zueinander, d.h.

dxi (∂ j ) = �ij ∀i, j = 1, ..., n

Das folgende Theorem betont die Bedeutung der Koordinatenvektor- und Koordinatenkovektor-
felder.

Theorem A.21:

Ist M n eine Mannigfaltigkeit und (U ,  ) ein Koordinatensystem um p in M , so gilt148:

(1)
{
∂ i∣p

}
i=1,...,n

ist eine Basis von Tp(M )

(2)
{
dxi ∣p

}
i=1,...,n

ist eine Basis von T ∗p (M )

d.h.

� =

n∑
i=1

�(xi )︸ ︷︷ ︸
=: �i

∂ i∣p ∀� ∈ Tp(M ) und ! =

n∑
i=1

!(∂ i∣p)︸ ︷︷ ︸
=: !i

dxi ∣p ∀! ∈ T
∗
p (M )

Korollar A.22:

Die Koordinatenvektorfelder
{
∂ i

}
i=1,...,n

und Koordinatenkovektorfelder
{
dxi 

}
i=1,...,n

bilden

eine Basis von X (U ) bzw. X ∗(U ), wobei X (∗)(U ) die Menge, der auf U eingeschränkten,
Elemente von X (∗)(M ) ist149, d.h.

V =
n∑
i=1

(V xi ︸︷︷︸
=: V i

)∂ i ∀V ∈X (U ) und Ω =
n∑
i=1

Ω(∂ i )︸ ︷︷ ︸
=: Ωi

dxi ∀Ω ∈X ∗(U )

Um (glatte) Abbildungen zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N zu untersuchen, erweisen
sich die folgenden Definitionen als nützlich:

Definition A.23:

Ist � : Mm −→ N n eine glatte Abbildung, so heißt für p ∈M die Abbildung

Tp(M )
�∗,p

// T�(p)(N ) (A.14)

definiert durch

�∗,p(�)(f) := �(f ∘ �) ∀� ∈ Tp(M ) und f ∈ C∞(N )

der Pushforward oder das Differential von �.
Sind (U ,  ) und (V , �) Koordinatensysteme um p ∈M bzw. �(p) ∈ N , folgt mit

148Diese Aussage gilt nur für glatte Mannigfaltigkeiten. In allen anderen Fällen ist Einschränkung auf die von{
∂ i

}
i=1,...,n

und
{
dxi 

}
i=1,...,n

aufgespannten Unterräume von Tp(M ) bzw. T ∗p (M ) nötig.

149Alternativ lässt sich U als offene Untermannigfaltigkeit (s. Unterabschnitt A.1.3) von M betrachten, für die
X (∗)(U ) analog zu X (∗)(M ) definiert ist.



78 A Differentialgeometrie

Theorem A.21:

�∗,p(∂
 
i∣p) =

n∑
j=1

∂(yj� ∘ �)

∂xi 

∣∣∣∣∣
p

∂�j∣�(p) ∀i = 1, ...,m

Ist � : N −→P eine weitere glatte Abbildung, so gilt:

(� ∘ �)∗,p = �∗,�(p) ∘ �∗,p

Der Pushforward von � kann im Falle eines Diffeomorphismus auch für Vektorfelder V auf M
definiert werden:

�∗(V )f := V (f ∘ �) ∘ �−1 ∀f ∈ C∞(N )

Bemerkung A.24:

Ist M n eine Mannigfaltigkeit mit einer glatten (oder Ck-) Struktur A (M ) = {U�,  �}�∈A, so
können die Differentiale

Tp(M )
 �,∗,p

// T �(p)(R
n) ∼= Rn, p ∈ U� (A.15)

der Abbildungen  � (� ∈ A), durch die Forderung der Homöomorphie selbiger, genutzt werden,
um eine Topologie auf den Tangentialräumen Tp(M ) einzuführen.
Im Folgenden wird, sofern nicht anders erwähnt, immer diese Topologie verwendet.

Definition A.25:

Eine glatte Abbildung � : M −→ N heißt

(1) Immersion, falls �∗,p eine injektive Abbildung für alle p ∈M ist.

(2) Submersion, falls �∗,p eine surjektiv Abbildung für alle p ∈M ist.

Das duale Konzept zum Pushforward ist:

Definition A.26:

Ist � : Mm −→ N n eine glatte Abbildung, so heißt für p ∈M die Abbildung

T ∗�(p)(N )
�∗p

// Tp(M ) (A.16)

definiert durch

�∗p(!)(�) := !(�∗,p(�)) ∀� ∈ Tp(M ) und ! ∈ T ∗�(p)(N )

der Pullback von �.
Sind (U ,  ) und (V , �) Koordinatensysteme um p ∈ M bzw. �(p) ∈ N , folgt mit Theorem
A.21:

�∗p(dy
i
�∣�(p)) =

n∑
j=1

∂(yi� ∘ �)

∂xj 

∣∣∣∣∣
p

dxj ∣p ∀i = 1, ..., n

Ist � : N −→P eine weitere glatte Abbildung, so gilt:

(� ∘ �)∗p = �∗p ∘ �∗�(p)

Der Pullback von � kann auch für Kovektorfelder Ω auf N definiert werden:

�∗(Ω)∣p(�) := Ω∣�(p)(�∗,p(�)) ∀p ∈M , � ∈ Tp(M )
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Bemerkung A.27:

Die Matrix ⎛⎝ ∂(yj� ∘ �)

∂xi 

∣∣∣∣∣
p

⎞⎠
i=1,...,m;j=1,...,n

wird Jacobi-Matrix von � an p relativ zu (U ,  ) und (V , �) genannt.

Auch auf Mannigfaltigkeiten gilt der Satz über die inverse Funktion.

Theorem A.28:

Der Pushforward �∗,p : Tp(M ) −→ T�(p)(N ) einer glatten Abbildung � : M −→ N ist genau
dann ein Isomorphismus von Vektorräumen (an p), wenn eine offene Umgebung U von p exi-
stiert, s.d. �∣U : U −→ �(U ) ein Diffeomorphismus ist.
Eine Abbildung �, die eine dieser äquivalenten Eigenschaften für alle p ∈M erfüllt, heißt lokaler
Diffeomorphismus.

Ein wichtiges Konzept, das mit Hilfe der Jacobi-Matrix definiert werden kann, ist die Orientier-
barkeit einer Mannigfaltigkeit.

Definition A.29:

Ein Mannigfaltigkeit M heißt orientierbar, falls es einen Atlas A (M ) gibt, s.d. die Determinan-
ten der Jacobi-Matrizen der Übergangsfunktionen positiv sind. Ein solcher Atlas wird orientie-
render Atlas genannt. Wird ein orientierender Atlas für M verwendet, so wird M als orientierte
bezeichnet.

Alternativ kann Orientierbarkeit mittels der Tangentialräume einer Mannigfaltigkeit definiert
werden.

Definition A.30:

Sei M n eine Mannigfaltigkeit und p ∈M ein Punkt.
Eine Orientierung des Tangentialraums Tp(M ) ist die Auswahl einer Äquivalenzklasse von Ba-
sen des selbigen bezüglich der Äquivalenzrelation

{�i}i=1,...,n ∼
{
�′i
}
i=1,...,n

⇔ detM > 0, �′i =

n∑
j=1

M j
i �j ∀i = 1, ..., n

Die Menge der Orientierungen
{
{�i}i=1,...,n ∣ Die �i bilden eine Basis von Tp(M )

}/
∼ von

Tp(M ) wird mit Or(Tp(M )) bezeichnet150,151. Die zu einem Koordinatensystem (U ,  ) assozi-
ierte Orientierung wird durch die Abbildung

U
O 

//
∪
p∈U Or(Tp(M ))

p � // O (p) :=

[{
∂ i∣p

}
i=1,...,n

]
(A.17)

definiert.
Eine Orientierung für M wird durch eine Abbildung

M
O //

∪
p∈M Or(Tp(M )) (A.18)

150Es ist direkt ersichtlich, daß es nur zwei Orientierungen für einen Tangentialraum gibt.
151Äquivalenzklasen werden wie üblich durch [ ] gekennzeichnet.
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mit der Eigenschaft

∃ Koordinatensystem (U ,  ) : O∣U = O 

gegeben.
M heißt orientierbar, falls eine solche Abbildung existiert. M heißt orientiert, falls eine Ori-
entierung für M gewählt wurde.
Die Standard-Orientierung auf Rn ist durch die Äquivalenzklasse der Standard-Basis {e1, ..., en}
gegeben.

Bemerkung A.31:

Die Definition einer Orientierung für eine Mannigfaltigkeit M zeigt, daß, falls O eine Orientie-
rung ist, auch −O eine Orientierung ist, und diese die einzigen Orientierungen sind, falls M
zusammmenhängend ist.

Definition A.32:

Ein lokaler Diffeomorphismus � : M −→ N induziert eine Abbildung

Or(Tp(M ))
[�]p

// Or(T�(p)(N ))

[
{�i}i=1,...,n

]
� // [�]p

([
{�i}i=1,...,n

])
:=
[
{�∗,p(�i)}i=1,...,n

]
(A.19)

Sind OM , ON Orientierung für M bzw. N , so heißt �

(1) orientierungserhaltend, falls [�]p(OM (p)) = ON (�(p)) ∀p ∈M ,

(2) orientierungsändernd, falls [�]p(OM (p)) = −ON (�(p)) ∀p ∈M .

In Analogie zu Bemerkung A.31 sind dies die einzigen Möglichkeiten, falls M zusammenhängend
ist.

A.1.2 Tensoren und Tensorfelder

Eine wichtige Verallgemeinerung von Vektor- und Kovektorfeldern ist das Konzept der Tensor-
felder. Der Leser sollte mit den Details des algebraischen Tensorproduktes vertraut sein. Ist dies
nicht der Fall, so finden sich Details in [JS06] (Kapitel 7, Abschnitt 10) und [KN63] (Kapitel 1,
Abschnitt 2).

Definition A.33:

Ist M eine Mannigfaltigkeit und p ∈M , so heißt ein Element � ∈ Tp(M )⊗r⊗T ∗p (M )⊗s Tensor
vom Typ (r, s) an p152.
Ein Tensor vom Typ (r, 0) (r ≥ 1) heißt kontravariant, ein Tensor vom Typ (0, s) heißt kovari-
ant.

Bemerkung A.34:

Tensoren verschiedener Typen können miteinander multipliziert werden:

Tp(M )⊗r ⊗ T ∗p (M )⊗s × Tp(M )⊗t ⊗ T ∗p (M )⊗u
⊗=⊗∣p

// Tp(M )⊗r+t ⊗ T ∗p (M )⊗s+u

(�, #) � // � ⊗ #

(A.20)

152Alle Tensorprodukte, sofern nicht anders vermerkt, sind über R. Insbesondere gilt T
(∗)
p (M )⊗0 := R
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Bemerkung A.35:

Im Folgenden ist die natürliche Einbettung Tp(M ) ↪→ T ∗∗p (M ), gegeben durch �(�) := �(�)
∀� ∈ Tp(M ), � ∈ T ∗p (M ), von entscheidender Bedeutung.

Definition A.36:

Ein Tensorfeld vom Typ (r, s) auf M ist eine Abbildung

M
Θ //

∪
p∈M Tp(M )⊗r ⊗ T ∗p (M )⊗s (A.21)

Durch

(Θ(Ω1, ...,Ωr, V1, ..., Vs))∣p := Θ∣p(Ω1∣p, ...,Ωr∣p, V1∣p, ..., Vs∣p) p ∈M

ist eine Wirkung auf Vektorfelder V1, ..., Vs und Kovektorfelder Ω1, ...Ωr erklärt.
Θ heißt glatt, falls Θ(Ω1, ...,Ωr, V1, ..., Vs) ∈ C∞(M ) ∀V1, ..., Vs ∈X (M ), Ω1, ...Ωr ∈X ∗(M ).
Die Menge der glatten Tensorfelder vom Typ (r, s) auf M wird mit T r

s (M ) bezeichnet. Insbe-
sondere gilt

(1) T 1
0 (M ) = X (M ),

(2) T 0
1 (M ) = X ∗(M )

(3) sowie T 0
0 (M ) = C∞(M ).

Die Operationen

(fΘ)∣p := f(p)Θ∣p, (Θ + Θ′)∣p := Θ∣p + Θ′∣p

für alle f ∈ C∞(M ) machen T r
s (M ) zu einem Modul über C∞(M ).

Bemerkung A.37:

Das Produkt von Tensoren verschiedenen Typs (vgl. Bemerkung A.34) kann durch

(Θ⊗Θ′)∣p := Θ∣p ⊗∣p Θ′∣p, Θ ∈ T r
s (M ),Θ′ ∈ T t

u (M )

auch für Tensorfelder verschiedenen Typs erklärt werden, d.h. es existiert eine Abbildung

T r
s (M )×T t

u (M )
⊗

// T r+t
s+u (M ) (A.22)

In Analogie zu Korollar A.22 ergibt sich

Korollar A.38:

Ist M n eine Mannigfaltigkeit und (U ,  ) ein Koordinatensystem um p ∈ M , so bilden die

Tensorfelder
{
∂ i1 ⊗ ...⊗ ∂

 
ir
⊗ dxj1 ⊗ ...⊗ dx

js
 

}
1≤i1,...,ir,j1,...,js≤n

eine Basis für T r
s (U )153, d.h.

Θ =
∑

1≤i1,...,ir,j1,...,js≤n
Θ(dxi1 , ..., dx

ir
 , ∂

 
j1
, ..., ∂ js)︸ ︷︷ ︸

=: Θ
i1...ir
j1...js

∂ i1 ⊗ ...⊗ ∂
 
ir
⊗ dxj1 ⊗ ...⊗ dx

js
 ∀Θ ∈ T r

s (U )

Bemerkung A.39:

Die Komponenten eines Tensors � vom Typ (r, s) an p ∈M n können bezüglich beliebiger dualer
Basen {�i}i=1,...,n und

{
!j
}
j=1,...,n

von Tp(M ) bzw. T ∗p (M ) bestimmt werden.

� =
∑

1≤i1,...,ir,j1,...,js≤n
�(!i1 , ..., !ir , �j1 , ..., �js)�i1 ⊗ ...⊗ �ir ⊗ !j1 ⊗ ...⊗ !js

153T r
s (U ) ist analog zu X (∗)(U ) für eine offene Teilmenge U ⊆M definiert.
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Diese müssen nicht zwingend von Koordinatenvektor- und Koordinatenkovektorfeldern eines
Koordinatensystems (U ,  ) herrühren.
Analog müssen die Komponenten eines glatten Tensorfeldes Θ ∈ T r

s (U ′) auf einer offenen Teil-
menge U ′ ⊆ M nicht bezüglich der Koordinatenvektor- und Koordinatenkovektorfelder eines
Koordinatensystems (U ,  ) mit U ′ ⊆ U bestimmt werden.
Es kann ein beliebiges Paar

(
{Vi} ,

{
Ωj
})

i,j=1,...,n
dualer Basen von X (U ′) und X ∗(U ′) ver-

wendet werden, d.h. die Vi und Ωj sind für alle i, j = 1, ..., n (glatte) Vektor- bzw. Kovektorfelder
auf U ′, s.d. ({Vi∣p}, {Ω

j
∣p})i,j=1,...,n ein Paar dualer Basen für Tp(M ) und T ∗p (M ) ist.

Θ =
∑

1≤i1,...,ir,j1,...,js≤n
Θ(Ωi1 , ...,Ωir , Vj1 , ..., Vjs)Vi1 ⊗ ...⊗ Vir ⊗ Ωj1 ⊗ ...⊗ Ωjs

Es ist zu beachten, daß nun im Allgemeinen

[Vi, Vj ] ∕= 0 ∀i ∕= j

gilt.

Der Pushforward und der Pullback einer Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten können
in natürlicher Weise auf Tensoren und Tensorfelder erweitert werden. Die Erweiterung werden
ebenfalls als Pushforward bzw. Pullback bezeichnet.

Definition A.40:

Ist � : M −→ N eine glatte Abbildung, so heißt die für kontravariante Tensoren an p ∈ M
definierte Abbildung

Tp(M )⊗r
�∗,p

// T�(p)(N )⊗r (A.23)

�∗,p(�)(!1, ..., !r) := �(�∗p(!1), ..., �∗p(!r)) ∀!1, ..., !r ∈ T ∗�(p)(N ) und � ∈ Tp(M )⊗r

der Pushforward von �.
Ist � : N −→P eine weitere glatte Abbildung, so gilt:

(� ∘ �)∗,p = �∗,�(p) ∘ �∗,p

Ist � ein Diffeomorphismus so kann der Pushforward auch für kontravariante Tensorfelder Θ
auf M definiert werden:

�∗(Θ)∣�(p)(!1, ..., !r) := Θ∣p(�
∗
p(!1), ..., �∗p(!r)) ∀p ∈M , !1, ..., !r ∈ T ∗�(p)(N )

Definition A.41:

Ist � : M −→ N eine glatte Abbildung, so heißt die für kovariante Tensoren an �(p) ∈ N
definierte Abbildung

T ∗�(p)(N )⊗s
�∗p

// T ∗p (M )⊗s (A.24)

�∗p(�)(�1, ..., �s) := �(�∗,p(�1), ..., �∗,p(�s)) ∀�1, ..., �s ∈ Tp(M ) und � ∈ T ∗�(p)(N )⊗s

der Pullback von �.
Ist � : N −→P eine weitere glatte Abbildung, so gilt:

(� ∘ �)∗p = �∗p ∘ �∗�(p)
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Der Pullback von � kann auch für kovariante Tensorfelder Θ auf N definiert werden:

�∗(Θ)∣p(�1, ..., �s) := Θ∣�(p)(�∗,p(�1), ..., �∗,p(�s)) ∀p ∈M , �1, ..., �s ∈ Tp(M )

Weitere wichtige Operationen sind die Kontraktionen154 und Derivationen von Tensoren und
Tensorfeldern.

Definition A.42:

Ist M n eine Mannigfaltigkeit und � ein Tensor vom Typ (r, s) an p ∈M , so heißen die (linearen)
Abbildungen

Tp(M )⊗r ⊗ T ∗p (M )⊗s
C i
j∣p

// Tp(M )⊗r−1 ⊗ T ∗p (M )⊗s−1, i, j = 1, ..., n (A.25)

definiert durch

C i
j∣p(�)(!1, ..., !r−1, �1, ..., �s−1) :=

n∑
k=1

�(!1, ...,

i-ter Eintrag︷︸︸︷
�k , ..., !r−1, �1, ..., �k︸︷︷︸

j-ter Eintrag

, ..., �s−1)

für alle �1, ..., �s−1 ∈ Tp(M ) und !1, ..., !r−1 ∈ T ∗p (M ), wobei {�i}i=1,...,n und
{
�j
}
j=1,...,n

duale

Basen von Tp(M ) bzw. T ∗p (M ) sind, die Kontraktionen von � über i, j an p.
Aufgrund des Transformationsverhaltens von Vektoren und Kovektoren unter einem Wechsel der
dualen Basen ist diese Definition unabhängig von der Wahl selbiger.
Die Kontraktionen lassen sich zu C∞(M )-linearen Abbildungen

T r
s (M )

C ij
// T r−1

s−1 (M ), i, j = 1, ..., n (A.26)

definiert durch

C i
j (Θ)∣p(!1, ..., !r−1, �1, ..., �s−1) :=

n∑
k=1

Θ∣p(!1, ...,

i-ter Eintrag︷︸︸︷
Ωk
∣p , ..., !r−1, �1, ..., Vk∣p︸︷︷︸

j-ter Eintrag

, ..., �s−1)

für alle �1, ..., �s−1 ∈ Tp(M ) und !1, ..., !r−1 ∈ T ∗p (M ), wobei {Vi}i=1,...,n und
{

Ωj
}
j=1,...,n

duale

Basen von X (U ) bzw. X ∗(U ) für eine offene Teilmenge U ⊆M mit p ∈ U sind, fortsetzen.
Diese Abildungen heißen ebenfalls Kontraktionen von Θ über i, j. Ebenso ist die Wohldefiniert-
heit durch das Transformationsverhalten von Vektor- und Kovektorfeldern unter einem Wechsel
der dualen Basen gesichert.

Definition A.43:

Für eine Mannigfaltigkeit M ist eine Tensor-Derivation an p ∈ M eine Familie von linearen
Abbildungen

Tp(M )⊗r ⊗ T ∗p (M )⊗s
D∣p=Dr

s∣p
// Tp(M )⊗r ⊗ T ∗p (M )⊗s, r, s ≥ 0 (A.27)

mit den Eigenschaften

(1) (D∣p ∘ ⊗)( . , . ) = ⊗(D∣p( . ), . ) +⊗( . ,D∣p( . )), (Leibniz-Regel)

(2) D∣p ∘ C i
j∣p = C i

j∣p ∘D∣p.

154auch: Verjüngung



84 A Differentialgeometrie

Analog ist eine Tensorfeld-Derivation über M eine Familie von linearen Abbildungen

T r
s (M )

D=Dr
s // T r

s (M ), r, s ≥ 0 (A.28)

mit den Eigenschaften (1) und (2)155.

Proposition A.44:

Ist D eine Tensorfeld-Derivation über einer Mannigfaltigkeit M , so existiert für alle offenen
Teilmengen U ⊆M eine eindeutige Tensorfeld-Derivation DU über U mit

DU (Θ∣U ) = (DΘ)∣U

für alle (glatten) Tensorfelder Θ über M , d.h. Tensorfeld-Derivationen sind lokale Objekte.
Ferner ist jede Tensorfeld-Derivation D über M fixiert durch die Angabe von D0

0 und D1
0 .

Bemerkung A.45:

Ist V ∈X (M ) ein Vektorfeld auf M , so heißt die Tensorfeld-Derivation LV , gegeben durch

(1) LV (f) := V f, ∀f ∈ C∞(M ),

(2) LV (W ) := [V,W ] , ∀W ∈X (M ),

die Lie-Ableitung bezüglich V .

Wesentliche Aussagen zur Klassifikation von Tensor- und Tensorfeld-Derivationen liefern die
folgenden Theoreme.

Theorem A.46:

Für eine Mannigfaltigkeit M ist die Lie-Algebra156 DerT (p) der Tensor-Derivationen157 an
p ∈M isomorph zur Lie-Algebra End(Tp(M ))L der Endomorphismen158 von Tp(M ).
Der Isomorphismus wird induziert durch die Einschränkung

D∣p 7−→ D1
0∣p, D∣p ∈ DerT (p)

einer Derivation auf Tp(M ).

Theorem A.47:

Jede Tensorfeld-Derivation D über einer Mannigfaltigkeit M hat eine eindeutige Zerlegung

D = LV +M

für ein Vektorfeld V ∈X (M ) und ein Tensorfeld M ∈ T 1
1 (M ) vom Typ (1, 1).

Dabei operiert M punktweise als Derivation durch den Isomorphismus in Theorem A.46159.

A.1.3 Untermannigfaltigkeiten

Definition A.48:

Für eine glatte Abbildung

M
�

// N (A.29)

155verwende D und C i
j

156siehe Unterabschnitt A.2
157Die Lie-Klammer ist durch

[
D∣p,D

′
∣p
]

:= D∣p ∘D ′∣p −D ′∣p ∘D∣p für Derivationen D∣p,D
′
∣p an p ∈M gegeben.

158Die Lie-Klammer ist wie für DerT (p) durch
[
B∣p, B

′
∣p
]

:= B∣p ∘B′∣p −B′∣p ∘B∣p für Endomorphismen
B∣p, B

′
∣p ∈ End(Tp(M ))L gegeben.

159Beachte: Tp(M )⊗ T ∗p (M ) ∼= End(Tp(M )).



A Differentialgeometrie 85

heißt das Paar (M , �) Untermannigfaltigkeit von N der Kodimension codN M := dim N −
dim M , falls

(1) � eine Immersion ist,

(2) � injektiv ist.

(M , �) heißt eingebettete Untermannigfaltigkeit, falls zusätzlich

(3) � : M −→ �(M ) ist ein Homöomorphismus, falls �(M ) mit der Unterraumtopologie von
N versehen wird.

gilt.
Eine Untermannigfaltigkeit (M , �) einer Mannigfaltigkeit N mit Kodimension codN M = 1
heißt Hyperfläche.

Die Struktur von Untermannigfaltigkeiten wird durch das folgende Theorem verdeutlicht.

Theorem A.49:

Für eine Untermannigfaltigkeit (Mm, �) von N n existieren für jeden Punkt p ∈M Koordina-
tensysteme (U ,  ) um p und (V , �) um �(p), s.d.

M ⊇ U
�

//

 

��

V ⊆ N

�

��

Rm ⊇  (U ) {
// �(V ) ⊆ Rn

(A.30)

{ : Rm −→ Rn ist die, durch (x1, ..., xm) 7−→ (x1, ..., xm, 0, ..., 0) gegebene, Inklusion.

Eine wichtige Klasse von Untermannigfaltigkeiten erhält man durch

Proposition A.50:

Ist � : Mm −→ N n eine glatte Abbildung und q ∈ N ein regulärer Wert von �, d.h. �∗,p
ist surjektiv für alle p ∈ �−1({q}), dann ist �−1({q}) eine eingebettete (m − n)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M .

Erwähnenswert ist noch das folgende Resultat von Whitney, das besagt, daß für eine bestimmte
Klasse von Mannigfaltigkeiten jede solche als Untermannigfaltigkeit eines Rn (für geeignetes n)
aufgefasst werden kann160.

Theorem A.51:

Jede (glatte) Mannigfaltigkeit M n, die das zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, kann als einge-
bettete Untermannigfaltigkeit, und abgeschlossene Teilmenge, des R2n realisiert werden.

A.1.4 Vektorfelder und Integralkurven

Definition A.52:

Eine Kurve 
 : I −→ M in einer Mannigfaltigkeit M heißt Integralkurve eines Vektorfeldes
V ∈X (M ), falls


′(t) = V
(t) ∀t ∈ I

gilt.

160Es gibt ein ähnliches Resultat von Nash für Riemann’sche Mannigfaltigkeiten.
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Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz in der Theorie gewöhlicher Differentialgleichungen liefert:

Theorem A.53:

Für ein Vektorfeld V ∈ X (M ) und einen Punkt p ∈M existieren ein offenes Intervall I ∋ 0
und eine eindeutige Integralkurve 
 : I −→M mit 
(0) = p.

Korollar A.54:

Sind 
, � : I −→ M Integralkurven von V ∈ X (M ) mit 
(t) = �(t) für ein t ∈ I , so gilt
bereits 
(t) = �(t) für alle t ∈ I .

Bemerkung A.55:

Die Menge IV,p := {
 : I
 −→M ∣ 
(0) = p, 
 ist Integralkurve von V }161 hat ein eindeutiges
maximales Element 
V,p : Ip −→M mit Ip :=

∪

∈IV,p I
 .


V,p heißt maximale Integralkurve von V an p. V heißt vollständig , falls Ip = R für alle p ∈M .

Das Konzept der maximalen Integralkurve führt zu

Proposition A.56:

Der Fluß eines Vektorfeldes V ∈X (M ) ist die Abbildung

{(p, t) ∈M ×R ∣ t ∈ Ip} =: D
 V

//M

(p, t) � //  Vt (p) := 
V,p(t)

(A.31)

 V ist glatt und hat die Eigenschaften:

(1)  V0 = idM ,

(2) ( Vs ∘  Vt )(p) =  Vs+t(p) für s, t ∈ Ip,

(3) Es existieren offene U ⊆M und I ⊆ R, s.d. U
 Vt−→  Vt (U ) für alle t ∈ I ein Diffeo-

morphismus mit ( Vt )−1 =  V−t ist.

 V∣U ×I wie in Eigenschaft (3) heißt lokaler Fluß von V .

Bemerkung A.57:

Für eine vollständiges Vektorfeld V ∈X (M ) ist die Abbildung

R
 V

// Diff∞(M ) (A.32)

ein Homomorphismus von Gruppen.
Man bezeichnet

{
 Vt ∣ t ∈ R

}
als eine 1-Parameter Gruppe von Diffeomorphismen.

Es besteht eine enge Verbindung zwischen dem (lokalen) Fluß eines Vektorfeldes V und dem
Kommutator [V, . ].

Proposition A.58:

Sind V,W ∈X (M ) und  V der lokale Fluß von V bei p ∈M , so gilt:

[V,W ]∣p = lim
t→0

1

t

((
 V−t
)
∗, Vt (p)

(
W∣ Vt (p)

)
−W∣p

)
LV (W )∣p := limt→0

1
t

((
 V−t
)
∗, Vt (p)

(
W∣ Vt (p)

)
−W∣p

)
wird als Lie-Ableitung von W bezüglich

V bezeichnet.
161IV,p ist durch Inklusion bzgl. der Definitionsbereiche halbgeordnet.
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Korollar A.59:

Sind V,W ∈ X (M ) vollständige Vektorfelder und
{
 Vt
}
t∈R ,

{
 Wt
}
t∈R die assoziierten 1-

Parameter Gruppen von Diffeomorphismen, so gilt

 Vt ∘  Ws =  Ws ∘  Vt ∀t, s ∈ R⇔ [V,W ] = 0

A.1.5 Differentialformen und Integration auf Mannigfaltigkeiten

Eine wichtige Klasse von Tensorfelder auf einer Mannigfaltigkeit bilden die sogenannten Diffe-
rentialformen.

Definition A.60:

Ist M n eine Mannigfaltigkeit und p ∈M , so wird durch die Abbildung

T ∗p (M )⊗s
P sA // P sA(T ∗p (M )⊗s) =: ΛsT ∗p (M ), (A.33)

mit

P sA(�)(�1, ..., �s) :=
1

s!

∑
�∈Ss

sgn(�)�(��(1), ..., ��(s))

für alle � ∈ T ∗p (M )⊗s und �1, ..., �s ∈ Tp(M ), das s-fache äußere Produkt von T ∗p (M ) defi-
niert162,163

Die direkte Summe

ΛT ∗p (M ) :=
n⊕
s=0

ΛsT ∗p (M )

wird mit der Abbildung

ΛsT ∗p (M )× ΛuT ∗p (M ) ∧ // Λs+uT ∗p (M )

(�, �′) � // (s+u)!
s!u! P

s+u
A (� ⊗ �′) =: � ∧ �′

(A.34)

als äußere Algebra von T ∗p (M ) bezeichnet. Die Abbildung ∧ : ΛT ∗p (M ) 7−→ ΛT ∗p (M ) heißt
ebenfalls äußeres Produkt. Es hat die Eigenschaften

(1) �1 ∧ (�2 + �3) = �1 ∧ �2 + �1 ∧ �3 ∀�1, ..., �3 ∈ ΛT ∗p (M ) (Distributivität)

(2) �1 ∧ (�2 ∧ �3) = (�1 ∧ �2) ∧ �3 = �1 ∧ �2 ∧ �3 ∀�1, ..., �3 ∈ ΛT ∗p (M ) (Assoziativität)

(3) � ∧ �′ = (−1)su�′ ∧ � ∀� ∈ ΛsT ∗p (M ), �′ ∈ ΛuT ∗p (M ) (graduierte Kommutativität)

(4) � ∧ � = �� = � ∧ � ∀� ∈ R, � ∈ ΛT ∗p (M )

Definition A.61:

Eine s- oder Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit M n ist eine Abbildung

M
$ //

∪
p∈M ΛsT ∗p (M ) (A.35)

mit $∣p ∈ ΛsT ∗p (M ) ∀p ∈M .
Die s-Formen auf M sind also gerade die antisymmetrischen Tensorfelder vom Typ (0, s).

162Beachte: ΛsT ∗p (M ) = 0 für s > n.
163Elemente aus ΛsT ∗p (M ) sind antisymmetrisch beztüglich ihrer Argumente, d.h. �(�1, ..., �i, ..., �j , ..., �s) =
�(�1, ..., �j , ..., �i, ..., �s) ∀� ∈ ΛsT ∗p (M ), �1, ..., �s ∈ Tp(M ) und 1 ≤ i ∕= j ≤ s.
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Die Menge der glatten s-Formen auf M wird mit Ωs(M ) bezeichnet164. Ωs(M ) ist folglich ein
C∞(M )-Untermodul von T 0

s (M ).
Die direkte Summe

Ω(M ) :=
n⊕
s=1

Ωs(M )

wird mit

($ ∧$′)∣p := $∣p ∧$′∣p ∀$ ∈ Ωs(M ), $′ ∈ Ωu(M ) (0 ≤ s, u ≤ n)

zu einer C∞(M )-Algebra und wird als äußere Algebra von M bezeichnet.

Für Differentialformen lässt sich Korollar A.38 folgendermaßen formulieren:

Korollar A.62:

Ist M n eine Mannigfaltigkeit, (U ,  ) ein Koordinatensystem um p ∈M und $ ∈ Ωs(U )165, so
gilt

$ = s!
∑

1≤j1<...<js≤n

 $j1,...,jsdx
j1
 ∧ ... ∧ dx

js
 ,

d.h. die Menge
{
dxj1 ∧ ... ∧ dx

js
 

}
1≤j1<...<js≤n

ist eine Basis von Ωs(M )166.

Eine wichtige Beobachtung ist, daß das Differential d (vgl. Bemerkung A.19) auf die äußere
Algebra Ω(M ) eine Mannigfaltigkeit fortgesetzt werden kann.

Proposition A.63:

Ist M n einer Mannigfaltigkeit und Ω(M ) deren äußere Algebra, so existiert eine eindeutig be-
stimmte lineare Abbildung

Ω(M )
d // Ω(M ) (A.36)

mit den Eigenschaften

(1) d(Ωs(M )) ⊆ Ωs+1(M ) ∀1 ≤ s ≤ n167,

(2) df(V ) = V f ∀f ∈ C∞(M ), V ∈X (M ),

(3) d($ ∧$′) = d$ ∧$′ + (−1)s$ ∧ d$′
∀$ ∈ Ωs(M ), $′ ∈ Ωu(M ), (graduierte Leibniz-Regel)

(4) d2 = d ∘ d = 0.

Diese Abbildung heißt äußeres Differential.
Ist (U ,  ) ein Koordinatensystem und $ ∈ Ωs(U ), so gilt

d$ = s!
∑

1≤j1<...<js≤n
d  $j1,...,js ∧ dx

j1
 ∧ ... ∧ dx

js
 

164Es gilt: Ω0(M ) = C∞(M ) und Ω1(M ).
165vgl. T r

s (U ).
166Die Dimension von Ωs(U ) über C∞(M ) ist daher

(
n
s

)
. Dies kann, mittels eines Atlanten, zur Definition der

Dimension von Ωs(M ) verwendet werden.
167Beachte: Ωs(M ) = 0 ∀s > n
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Korollar A.64:

Ist � : M −→ N eine glatte Abbildung, so ist der Pullback �∗ ein Homomorphismus der
Algebren (Ω(N ), d) und (Ω(M ), d)168, d.h.

(1) �∗($ +$′) = �∗$ + �∗$′,

(2) �∗($ ∧$′) = �∗$ ∧ �∗$′,

(3) �∗(d$) = d(�∗$)

für alle $ ∈ Ωs(M ), $′ ∈ Ωu(M ).
Ferner impliziert dies

d ∘ LV = LV ∘ d

für alle V ∈X (M )169.

Bemerkung A.65:

Für eine Mannigfaltigkeit M n bilden die n-Formen eine ausgezeichnete Klasse von Differential-
formen. Wegen Korollar A.62 gilt, daß Ωn(M ) lokal170 ein eindimensionaler Modul über C∞(M )
ist, d.h. es gibt lokal bis auf Multiplikation mit einer Funktion f ∈ C∞(M ) nur eine n-Form.
Ist $ ∈ Ω(M ) so gilt:

$(V1, ..., Vn) = det(M)$(W1, ...,Wn)

für alle V1, ..., Vn,W1, ...,Wn ∈X (M ) mit Vi =
∑n

k=1MikWk ∀i = 1, ..., n.
Aufgrund dieser Eigenschaft kann die Existenz einer nirgends verschwindenden n-Form auf M
verwendet werden um eine Orientierung von M zu definieren, indem analog zu Definition A.30
eine Orientierung von Tp(M ) für p ∈M durch

{�i}i=1,...,n ∼
{
�′i
}
i=1,...,n

⇔
$∣p(�1, ..., �n)

$∣p(�
′
1, ..., �

′
n)
> 0

für Basen {�i}i=1,...,n und {�′i}i=1,...,n von Tp(M ) definiert wird171. Es gilt sogar, daß die Exi-
stenz einer nirgends verschwindenden n-Form auf M äquivalent zur Orientierbarkeit von M ist.
Eine nirgends verschwindende n-Form auf M wird auch als Volumenform bezeichnet. Die Be-
gründung liefert die folgende Definition.

Definition A.66:

Ist M n eine orientierbare Mannigfaltigkeit, A (M ) = {U�,  �}�∈A ein lokal endlicher, orien-
tierender Atlas mit einer untergeordneten Zerlegung der Eins {f�}�∈A und $, mit
$∣U� = n! �$1,...,ndx

1
� ∧ ... ∧ dxn�, eine n-Form auf M , so heißt für g ∈ C0

c (M )172∫
M
g$ := n!

∑
�∈A

∫
 �(U�)

f�( −1
� (u))g( −1

� (u)) �$1,...,n∣ −1
� (u)d

nu

das (orientierte) Integral173,174 von g bezüglich $. Die rechte Seite ist als Lebesgue-Integral im
Rn zu verstehen.

168Korrekterweise sollte man die Unterscheidung in dM und dN treffen, allerdings zeigt die Koordinatendarstellung,
daß d nicht von den speziellen Eigenschaften einer Mannigfaltigkeit abhängt.

169Dies kann als eine charakterisierende Eigenschaft von LX verwendet werden.
170Betrachte Ωn(U ) für eine geeignete Koordinatenumgebung.
171Die kanonische Orientierung des Rn wird durch dnu = du1 ∧ ... ∧ dun festgelegt.
172Crc (M ) (r = 0, ...,∞) bezeichnet die Funktionen der Klasse Cr mit kompaktem Träger auf M .
173Ein Integral ohne Bezug auf die Orientierbarkeit von M kann definiert werden, indem in der Definition �$1,...,n

durch ∣�$1,...,n∣ ersetzt wird.
174Die Ausdehnung dieses Integral-Begriffs auf eine größer Klasse von Funktionen ist möglich.
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Diese Definition ist aufgrund des Transformationsverhaltens von Differentialformen unabhängig
von den getroffenen Wahlen. Lediglich ein Wechsel zur entgegengesetzten Orientierung von M ,
hier durch −M bezeichnet, impliziert:∫

−M
g$ = −

∫
M
g$ ∀g ∈ C0

c (M ).

Ist $ eine Volumenform und A ⊆M eine Teilmenge mit
charakteristischer Funktion �A ∈ C0

c (M ), so heißt das Integral∫
A
$ :=

∫
M
�A$

das Volumen von A bezüglich $.

Definition A.67:

Sind (M , $M ) und (N , $N ) zwei Mannigfaltigkeiten mit Volumenformen und ist
� : M −→ N eine glatte Abbildung, so heißt die Funktion J� ∈ C∞(M ), definiert durch

J�$M = �∗($N ),

die (relative) Jacobi-Determinante von � bezüglich $M und $N . Ist � ein lokaler Diffeomor-
phismus so gilt:

J�(p)J�−1(�(p)) = 1

A.2 Lie-Gruppen

Eine Synthese des Mannigfaltigkeits- und Gruppen-Begriffs liefern die Lie-Gruppen.

Definition A.68:

Eine Lie-Gruppe G ist eine Gruppe und eine (glatte) Mannigfaltigkeit, wobei die Abbildung

G × G // G

(g, ℎ) � // gℎ−1

(A.37)

glatt ist. Die Eins in G wird mit e bezeichnet.
Ein glatter Gruppenhomomorphismus � : G 7−→ H zwischen Lie-Gruppen G ,H heißt Lie-
Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung A.69:

Für eine Lie-Gruppe G sind die Abbildungen

G
Lg

// G , g ∈ G

G
Rg

// G , g ∈ G

(A.38)

definiert durch

Lg(ℎ) := gℎ und Rg(ℎ) := ℎg, ∀ℎ ∈ G

Diffeomorphismen.
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Es folgt, daß auch die Abbildung

G
Adg :=Lg∘Rg−1

// G (A.39)

ein Diffeomorphismus ist. Ferner gilt:

Lg ∘Rℎ = Rℎ ∘ Lg ∀g, ℎ ∈ G .

Definition A.70:

Eine Lie-Gruppe H heißt Lie-Untergruppe einer Lie-Gruppe G , falls H eine Untergruppe und
Untermannigfaltigkeit (bezüglich der Inklusion auf Gruppenebene { : H ↪→ G ) von G ist.

Definition A.71:

Eine 1-Parameter Untergruppe einer Lie-Gruppe G ist ein stetiger(!) Gruppenhomomorphismus

R
�

// G , (A.40)

wobei R als Gruppe über + aufzufassen ist.

Definition A.72:

Eine abgeschlossene Untergruppe H einer Lie-Gruppe G ist eine Untergruppe und abgeschlos-
sene Teilmenge von G .

Eine wichtige Aussage über abgeschlossene Untergruppen von Lie-Gruppen liefert

Theorem A.73:

Eine abgeschlossene Untergruppe H einer Lie-Gruppe G ist eine eingebettete Untermannigfal-
tigkeit (bezüglich der Inklusion auf Gruppenebene) von G , d.h. H ist insbesondere eine Lie-
Untergruppe von G . Ferner gilt:

Es existiert eine eindeutige glatte Struktur auf den Linksnebenklassen G /H von H in G , s.d.

G
� // G /H (A.41)

ein Faserbündel mit Fasertyp H ist175. Ferner ist die Abbildung

G // G /H

(g, kH) � // gkH

(A.42)

glatt.

Eng verknüpft mit Lie-Gruppen ist das Konzept der Lie-Algebra.

Definition A.74:

Eine Lie-Algebra g (über R) ist ein Vektorraum (über R) mit einer linearen Abbildung

g⊗ g
[ , ]

// g (A.43)

mit den Eigenschaften

(1) [X,Y ] = − [Y,X] ∀X,Y ∈ g (Anti-Symmetrie)

175s. Unterabschnitt A.3
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(2) [[X,Y ] , Z] + [[Y, Z] , X] + [[Z,X] , Y ] = 0 (Jacobi-Identität)

Ein Lie-Algebrenhomomorphismus ' : g 7−→ h zwischen Lie-Algebren g, h ist ein Homomorphis-
mus von Vektorräumen, s.d.

'([X,Y ]g) = ['(X), '(Y )]h

für alle X,Y ∈ g gilt.

Bemerkung A.75:

Für einen Lie-Gruppenhomomorphismus � : G −→ H ist das Differential �∗ : g −→ h ein
Lie-Algebrenhomomorphismus.

Definition A.76:

Eine Lie-Unteralgebra h einer Lie-Algebra g ist ein unter [ , ] abgeschlossener Untervektorraum
von g, d.h.

[X,Y ] ∈ h ∀X,Y ∈ h.

Definition A.77:

Ein Vektorfeld X auf einer Lie-Gruppe G heißt links- bzw. rechts-invariant, falls

Lg,∗(X) = X bzw. Rg,∗(X) = X ∀g ∈ G

gilt. Dies impliziert insbesondere X ∈X (G ).
Die Menge der links-/rechts-invarianten Vektorfelder X G / G X bildet einen Untervektorraum
von X (G ) und ist abgeschlossen unter [ , ], d.h.

[X,Y ] ∈X G bzw. G X ∀X,Y ∈X G bzw. G X ,

denn es gilt176:

Lg,∗ ∘ [ , ] = [ , ] ∘ L⊗2
g,∗ bzw. Rg,∗ ∘ [ , ] = [ , ] ∘R⊗2

g,∗ ∀g ∈ G .

Die folgenden Aussagen gelten in passender Form auch für rechts-invariante Vektorfelder, al-
lerdings soll hier nicht mit der Tradition, links-invariante Vektorfelder zur Definition der Lie-
Algebra einer Lie-Gruppe zu verwenden, gebrochen werden.

Definition A.78:

Die Lie-Algebra g einer Lie-Gruppe G ist X G .

Ein nützliche Realisierung von X G liefert

Proposition A.79:

Für eine Lie-Gruppe G ist die Abbildung

g = X G // Te(G )

X
� // X∣e

(A.44)

ein (natürlicher) Isomorphismus von Vektorräumen. Die Umkehrung ist durch

Xg := Lg,∗,e(X) ∀g ∈ G für X ∈ Te(G )

176Diese Eigenschaft gilt für jeden Diffeomorphismus � einer Mannigfaltigkeit M , d.h. �∗ ist ein Automorphismus
der Lie-Algebra X (M )
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gegeben.
Dieser Isomorphismus induziert eine (natürliche) Lie-Algebren-Struktur auf Te(G ):

[X,Y ] :=
[
L( . ),∗,e(X), L( . ),∗,e(Y )

]
∣e ∀X,Y ∈ Te(G ).

Eine Unterscheidung zwischen X G und Te(G ) ist folglich unnötig.

Bemerkung A.80:

Ist { : H −→ G eine Lie-Untergruppe einer Lie-Gruppe G und h bzw. g die zugehörige Lie-
Algebra, so gibt es zu jedem Xh ∈ h eine eindeutige Fortsetzung Xg ∈ g, gegeben durch

Xg∣g := Lg,∗,eG (X̃h) ∀g ∈ g

mit X̃h := {∗,eH (Xh∣eG
). Da {∗ und Lg,∗ ∀g ∈ G Lie-Algebrenhomomorphismen sind, kann h als

Lie-Unteralgebra von g aufgefasst werden.

Eine wichtige Abbildung in der Theorie der Lie-Algebren wird durch die folgende Definition
gegeben.

Definition A.81:

Für eine Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra g, heißt die Abbildung

g
exp

// G , (A.45)

definiert durch

exp(X) := 
X,e(1) ∀X ∈ g,

die Exponentialabbildung von G . Dabei ist 
X,e die maximale Integralkurve von X ∈ g(∼= X G )
an e ∈ G (s. Bemerkung A.55).

Die Exponentialabbildung ist wohldefiniert dank

Theorem A.82:

Die Exponentialabbildung exp : g 7−→ G einer Lie-Gruppe G hat die folgenden Eigenschaften

(1) exp ist wohldefiniert, denn die links-invarianten Vektorfelder X ∈ g(∼= X G ) sind vollständig.

(2) exp ist glatt.

(3) exp(0) = e,

(4) exp((s+ t)X) = exp(tX) exp(sX) ∀X ∈ g, t, s ∈ R,

(5) exp∗,0(X0) = X∣e, wobei X0 ∈ T0(g) der mit X ∈ g kanonisch identifizierte Tangentialvek-
tor an 0 ∈ g ist.

Eigenschaft (5) besagt, daß exp∗,0 T0(g) ∼= g 7−→ g ∼= Te(G ) die identische Abbildung ist177.

Durch die Exponentialabbildung einer Lie-Gruppe G können die 1-Parameter Untergruppen
letzterer beschrieben werden.

Proposition A.83:

Alle 1-Parameter Untergruppen � : R 7−→ G einer Lie-Gruppe G sind von der Form

�(t) = exp(tX) ∀t ∈ R (A.46)

für ein X ∈ g. Insbesondere ist � schon glatt.

177Beachte Theorem A.28.
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Theorem A.82, insbesondere Eigenschaft (5) der Exponentialabbildung, zusammen mit dem
folgenden Lemma, besagt, daß nicht nur g durch eine beliebige Umgebung der Eins in G bestimmt
ist, sondern in gewissem Maße auch die Umkehrung gilt.

Lemma A.84:

Die Zusammenhangskomponente G0 der Eins einer Lie-Gruppe G wird von einer beliebigen of-
fenen Umgebung der Eins erzeugt. Folglich ist G0 durch eine beliebige Umgebung U der Null in
g und die Kenntnis von exp∣U bestimmt.

Die Bedeutung von Lie-Gruppen und Lie-Algebren wird durch ihre Wirkung auf anderen Struk-
turen verdeutlicht.

Definition A.85:

Ein endlichdimensionaler Vektorraum V heißt zusammen mit einem glatten
Lie-Gruppenhomomorphismus178

G
�

// GL(V ) (A.47)

bzw. Lie-Algebrenhomomorphismus179

g
%

// gl(g) (A.48)

G -Modul bzw. g-Modul.

Proposition A.86:

Ist G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, so heißen die Abbildungen

G
Ad:=Ad( . ),∗,e

// GL(g)

und

g
ad:=Ad∗,e

// gl(g)

(A.49)

adjungierte Darstellung von G bzw. g.
Es gilt

Ad(expG (X)) = expGL(g)(ad(X)) ∀X ∈ g

sowie

adX(Y ) = [X,Y ] ∀X,Y ∈ g,

insbesondere drückt sich die Jacobi-Identität durch

ad[X,Y ]g
(Z) = [adX , adY ]gl(g) (Z) ∀X,Y, Z ∈ g

aus.

Definition A.87:

Eine Lie-Gruppe G wirkt (glatt) auf einer Mannigfaltigkeit M von rechts bzw. links, falls es eine

178GL(V ) ist aufgefasst als offene Teilmengen von R2 dim(V ) eine Lie-Gruppe.
179gl(g) ist die Lie-Algebra von GL(V ).
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Abbildung

G
�

// Diff∞(M ) (A.50)

gibt, mit den Eigenschaften

(1)

G ×M //M

(g, p) � // �g(p)

(A.51)

ist glatt.

(2) Es gilt �gℎ(p) = �ℎ(�g(p)) bzw. �gℎ(p) = �g(�ℎ(p)) für alle p ∈M , g, ℎ ∈ G .

Die Abbildung � heißt Rechts- bzw. Links-Wirkung von G auf M . Man schreibt auch �g(p) = pg
bzw. �g(p) = gp für p ∈M , g ∈ G .
� heißt

(1) effektiv180, falls �g(p) = p ∀p ∈M ⇒ g = e gilt.

(2) frei, falls ∃p ∈M : �g(p) = p⇒ g = e gilt.

(3) transitiv, falls ∀p, q ∈M ∃g ∈ G : �g(p) = q gilt.

Proposition A.88:

Ist G eine Lie-Gruppe die von rechts auf einer Mannigfaltigkeit M wirkt und g die zugehörige
Lie-Algebra, so definiert

XM ∣pf =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ∘ �exp(tX)(p), X ∈ g

einen Lie-Algebrenhomomorphismus

g
%

//X (M ). (A.52)

Ist die Wirkung � effektiv, so ist % ein Lie-Algebrenisomorphismus. Ist die Wirkung � frei, so
ist %(X) ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf M für alle X ∕= 0.
XM heißt Fundamentalvektorfeld zu X ∈ g an M .

A.3 Faserbündel

Faserbündel stellen eine Verbindung zwischen der Theorie der Mannigfaltigkeiten und der Ana-
lysis der Abbildungen zwischen ihnen her.

Definition A.89:

Ein Faserbündel E über einer Mannigfaltigkeit M mit Fasertyp F und Strukturgruppe G ist
eine Mannigfaltigkeit181, ebenfalls E , mit

(1) einer glatten, surjektiven Submersion

E
� //M , (A.53)

(Bündelprojektion)

180vgl. “nicht-ausgeartet” für Darstellungen von C∗-Algebren; Definition D.19
181kurz: Faserbündel; geschrieben: (E ,M , �,F , �,G ).
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(2) einer Mannigfaltigkeit F mit einer (effektiven182) Links-Wirkung � einer Lie-Gruppe G ,

(3) einem maximalen G -Bündelatlas, d.h. einer maximalen183 Familie offener Teilmengen
{U� ∣ U� ⊆M }�∈A mit

∪
�∈A U� = M und Diffeomorphismen { �}�∈A

�−1(U�)
 �

//

�

��
99999999999999

U� ×F

�1

�����������������

U�

(A.54)

s.d.  �� :=  � ∘  −1
� für U�� := U� ∩U� ∕= ∅ durch

U�� ×F
idU��

×�g��
// U�� ×F , (A.55)

für eine glatte Abbildung g�� : U�� −→ G , gegeben ist. Man bezeichnet {(U�,  �)}�∈A als
lokale Trivialisierungen von E 184. Die g�� heißen Übergangsfunktionen des Faserbündels
und erfüllen die Prä-�-Kozykel-Bedingung

g�
(p)g
�(p)g��(p) ∈ {g ∈ G ∣ �g = idF} ∀p ∈ U
�� := U
 ∩U� ∩U�.

Besitzt ein Faserbündel eine globale Trivialisierung, d.h. eine lokale Trivialisierung (U ,  ) mit
U = M , so wird es als trivial bezeichnet.
Ep := �−1({p}) ∼= F heißt Faser über p ∈M .
Ein Bündel-Homomorphismus zwischen zwei Faserbündeln E und E ′ ist ein Paar (glatter) Ab-
bildungen (�, �̃), s.d.

E
�

//

�

��

E ′

�′

��

M
�̃

//M ′

(A.56)

kommutiert, d.h.

�′ ∘ � = �̃ ∘ �.

Insbesondere ist ein Bündel-Homomorphismus also fasererhaltend,
d.h. �(Ep) ⊆ E ′

�̃(p)
∀p ∈M .

Ein Bündel-Homomorphismus (�, �̃) heißt Bündel-Isomorphismus, falls beide �̃ und � zusätzlich
Diffeomorphismen sind.

Bemerkung A.90:

Die Fasern Ep sind zu F diffeomorphe, abgeschlossene, eingebettete Untermannigfaltigkeiten
von E für alle p ∈M .

182Diese Bedingung kann auch fallen gelassen werden, ist aber in vielen Fällen erfüllt.
183Dies ist, wie auch die Kompatibilität, in völliger Analogie zur Maximalitäts-/Kompatibilitäts-Eigenschaft für

Atlanten von Mannigfaltigkeiten zu verstehen.
184Die Abbildungen �1, �2 : U� ×F −→ U�, F sind die Projektionen auf den ersten bzw. zweiten Faktor.
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Bemerkung A.91:

Ein Faserbündel kann durch Angabe einer Mannigfaltigkeit M mit einer offenen Überdeckung
{U�}�∈A, einer Mannigfaltigkeit F mit einer Links-Wirkung � einer Lie-Gruppe G und einer
Familie von Abbildungen {g�� : U�� −→ G ∣ �, � ∈ A, U�� ∕= ∅} mit der Prä-�-Kozykel-
Bedingung konstruiert werden.
Ist die Wirkung � effektiv, so sind die Übergangsfunktionen eines Faserbündels eindeutig be-
stimmt und erfüllen die Kozykel-Bedingung

g�
(p)g
�(p)g��(p) = e ∀p ∈ U
�� := U
 ∩U� ∩U�.

Methoden zur Konstruktion neuer Faserbündel aus gegebenen liefern die folgenden zwei Defini-
tionen.

Definition A.92:

Ist (E ,M , �,F , �,G ) ein Faserbündel, M ′ eine Mannigfaltigkeit und �̃ : M ′ −→M eine glatte
Abbildung, so heißt (�̃∗E ,M ′, �′,F , �,G )

�̃∗E
�

//

�′

��

E

�

��

M ′
�̃

//M

(A.57)

mit

(1) �̃∗E :=
{

(p′, x) ∈M ′ × E ∣ �̃(p′) = �(x)
}
⊆M ′ × E in der Unterraumtopologie,

(2) �′ : �̃∗E −→M ′ definiert durch �′(p′, x) := �′1(p′, x) = p′,

(3) � : �̃∗E −→ E definiert durch �(p′, x) := �′2(p′, x) = x.

das durch �̃ und (E ,M , �,F , �,G ) induzierte Faserbündel. Die lokalen Trivialisierungen für
�̃∗(E ) ergeben sich aus denen für E in folgender Weise:

Sind {(U�,  �)}�∈A lokale Trivialisierungen von E , so definiert man für �̃∗(E ) {(U ′
�,  

′
�)}�∈A

mit (U ′
� := �̃−1(U�),  ′� := idU ′� × (�2 ∘  )) ∀� ∈ A als lokale Trivialisierungen185.

U ′
� ×F �′−1(U ′

�)
�

//

�′

��

 ′
oo �−1(U�)

�

��

 
// U� ×F

U ′
�

�̃

// U�

(A.58)

Für die Übergangsfunktionen des Bündels ergibt sich

 ′�� = idU ′��
× �g′�� mit g′�� := g�� ∘ �̃

�̃∗E ist bis auf Bündel-Isomorphismen eindeutig bestimmt.

185Die so definierten lokalen Trivialisierungen können in eindeutiger Weise zu einem maximalen Bündelatlas erweitert
werden.
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Definition A.93:

Ist (E ,M , �,F , �,G ) ein Faserbündel, {g�� ∣ �, � ∈ A, U�� ∕= ∅} eine assoziierte Familie
von Übergangsfunktionen und F ′ eine weitere Mannigfaltigkeit mit einer Links-Wirkung �′ von
G , s.d. {g�� ∣ �, � ∈ A, U�� ∕= ∅} auch die Prä-�′-Kozykel-Bedingung erfüllt, so heißt das
dadurch konstruierbare Faserbündel mit Fasertyp F ′ das durch �′ zu E assoziierte Faserbündel
(E ×�′ F ′,M , �′,F ′, �′,G ).

Ein entscheidendes Konzept in der Theorie der Faserbündel ist das der Schnitte dieser.

Definition A.94:

Ist (E ,M , �,F , �,G ) ein Faserbündel, so heißt eine (glatte) Abbildung

M
s // E (A.59)

mit

� ∘ s = idM

(globaler) Schnitt des Faserbündels. Die glatten (globalen) Schnitte von E werden mit Γ(M ,E )
bezeichnet.
Ist U ⊆M eine offene Teilmenge, so heißt eine (glatte) Abbildung

U
s // E (A.60)

mit

� ∘ s = idU

lokaler Schnitt des Faserbündels. Die glatten, lokalen Schnitte von E über U werden mit Γ(U ,E )
bezeichnet. Ein lokaler Schnitt s : A −→ E über einer abgeschlossenen Teilmenge A ∈M heißt
glatt, falls es eine offene Teilmege U ⊇ A und ein s′ ∈ Γ(U ,E ) gibt, s.d. s′∣A = s gilt.

Bemerkung A.95:

Die (lokalen) Schnitte Γ(U ,E ) eines Faserbündels E liefern durch

�̃∗s := idU ′ × (s ∘ �̃)

Schnitte �̃∗s ∈ Γ(U ′, �̃∗E ) des induzierten Faserbündels (�̃∗E , �̃).

Die Existenz lokaler Schnitte in einem Faserbündel ist durch die lokale Trivialität letzterer
gesichert. Die Existenz globaler Schnitte ist hingegen eine nicht triviale Frage, allerdings liefert
das folgende Theorem eine Existenz-Aussagen für einen wichtigen Spezialfall.

Theorem A.96:

Für ein Faserbündel (E ,M , �,F , �,G ) mit Fn diffeomorph zu Rn und einen (glatten) Schnitt
s : A −→ E über einer beliebgen, abgeschlossenen Menge A ⊆ E gibt es einen (glatten) Schnitt
s′ : M −→ E mit s′∣A = s.

A.3.1 Vektorbündel

Eine wichtige Klasse von Faserbündeln bilden die Vektorbündel (vgl. zusätzlich [Nic07]).

Definition A.97:

Ein Faserbündel (E ,M , �,F , �,G ) heißt (K−)Vektorbündel (K = R, C), falls

(1) der Fasertyp durch Fn = Kn gegeben ist und für jede lokale Trivialisierung (U ,  ) und je-
den Punkt p ∈ U die Abbildung �2∘ ∣Ep : Ep −→ Kn ein Isomorphismus von Vektorräumen
ist.
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(2) die Strukturgruppe durch G ⊆ GLn(K) gegeben ist.

Der Rang von E ist:

rank(E ) = dimK(F ) = n.

Die Schnitte Γ(M ,E ) werden mittels der Operationen

(s+ s′)(p) := s(p) + s′(p) und (fs)(p) := f(p)s(p) ∀p ∈M , f ∈ C∞(M ), s, s′ ∈ Γ(M ,E )

zu einem C∞(M )-Modul. Der Träger eines Schnittes s ist die Menge
supp(s) := {p ∈M ∣ s(p) ∕= 0}.

Definition A.98:

Ein Bündel-Homomorphismus (�, �̃) zwischen zwei Vektorbündeln E und E ′ heißt Vektorbündel-
Homomorphismus, falls die Abbildungen

Ep
�∣Ep

// E ′
�̃(p) (A.61)

für alle p ∈M linear sind.

Viele algebraische Operationen aus der Theorie der Vektorräume können durch faserweise Aus-
führung auf Vektorbündel übertragen werden. Die folgende Definition gibt die grundlegenden
Beispiele an.

Definition A.99:

Sind E und E ′ Vektorbündel mit Übergangsfunktionen {g�� ∣ �, � ∈ A, U�� ∕= ∅} bzw.
{g�′�′ ∣ �′, �′ ∈ A′, U ′

�′�′ ∕= ∅}, so lassen sich folgende Vektorbündel konstruieren:

(1) E ⊗ E ′ über M ×M ′ mit Faser (E ⊗ E ′)(p,p′) := Ep ⊗ E ′p′

und Übergangsfunktionen g�� ⊗ g�′�′, (Tensorprodukt)

(2) E ⊕ E ′ über M ×M ′ mit Faser (E ⊕ E ′)(p,p′) := Ep ⊕ E ′p′

und Übergangsfunktionen g�� ⊕ g�′�′, (direkte Summe)

(3) E ∗ über M mit Faser E ∗p := (Ep)∗ und Übergangsfunktionen g∗�� (Dual).

(p ∈M , p′ ∈M ′)
Ist M = M ′ so wird in der Regel das durch

M
{ //M ×M

p � // (p, p)

(A.62)

induzierte Vektorbündel betrachtet.

Bemerkung A.100:

Die Tensorbündel

T rsM :=
∪
p∈M

Tp(M )⊗r ⊗ T ∗p (M )⊗s r, s ≥ 0

können in natürlicher Weise als Vektorbündel über M n mit Fasertyp Rn
r⋅s

und Strukturgruppe
GLnr⋅s(R) aufgefasst werden. Die Spezialfälle TM := T 1

0 M und T ∗M := T 0
1 M bezeichnet man

als Tangential- und Kotangentialbündel.
Die Tensorfelder auf M sind die Schnitte dieser Bündel.
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Definition A.101:

Ein (lokales) Basenfeld in einem Vektorbündel E vom Rang n über M ist ein
Vektorbündel-Isomorphismus

U ×Kn �
// �−1(U ) (A.63)

für eine offene Teilmenge U , der die Identität auf U induziert. U ×Kn ist als triviales Bündel
über U zu verstehen.
Häufig werden auch die (lokalen) Schnitte

e� := �(��) ∈ Γ(U ,E ) (� = 1, ..., n),

als (lokales) Basenfeld bezeichnet, wobei ��(p) := v�(∀p ∈ U , �) und {v�}�=1,...,n die kanonische
Basis von Kn ist.
Ein Basenfeld ist das Inverse einer Trivialisierung.

Eine entscheidende Zusatzstruktur für Vektorbündel186 sind die Zusammenhänge.

Definition A.102:

Ist E ein Vektorbündel über M , so heißt eine lineare Abbildung

Γ(M , TM )⊗ Γ(M ,E ) // Γ(M ,E )

(V, s) � // ∇V s

(A.64)

mit den Eigenschaften

(1) ∇fV s = f∇V s für alle f ∈ C∞(M ), V ∈ Γ(M , TM ), s ∈ Γ(M ,E ),

(C∞(M )-Linearität)

(2) ∇V (fs) = (V f)s+ f∇V s für alle f ∈ C∞(M ), V ∈ Γ(M , TM ), s ∈ Γ(M ,E ),

(Leibniz-Regel)

Zusammenhang oder kovariante Ableitung auf E .
∇ wird durch die Vorschrift ∇f = df auf C∞(M ) fortgesetzt.

Bemerkung A.103:

Die Werte ∇V s(p), für einen Punkt p ∈ M , eines Zusammenhangs auf E hängen nur von V∣p
und den Werten s∣
(t) für eine Kurve 
 : I −→M mit 
(0) = p und 
′(0) = V∣p ab. Es ist also
sinnvoll ∇�s ∈ Ep für � ∈ Tp(M ) zu schreiben.
Die Existenz von Zusammenhängen auf Vektorbündeln ist durch Theorem A.96 gesichert.
Die Differenz zwei Zusammenhänge ∇ und ∇′ über eine Vektorbündel E liefert einen Schnitt:

∇−∇′ =: M∇,∇′ ∈ Γ(M , T ∗M ⊗ E ∗ ⊗ E )

Definition A.104:

Ist E ein Vektorbündel über M , ∇ ein Zusammenhang auf E und 
 : [a, b] −→M ein Kurven-
segment, so ist durch die folgende Konstruktion ein Isomorphismus von Vektorräumen

E
(a)
P


// E
(b) (A.65)

186Oder auch für Faserbündel im Allgemeinen (vgl. [KN63]).
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definiert.
P
(�) := s(b) für die eindeutige Lösung s ∈ Γ([a, b],E ) der gewöhnlichen, linearen Differential-
gleichung

∇
′s = 0

auf [a, b] mit der Anfangsbedingung s(a) = �187.
Die Abbildung p
 heißt Paralleltransport entlang 
.

Bemerkung A.105:

Sind ∇ und ∇′ Zusammenhänge auf Vektorbündeln E und E ′, so lassen sich das Tensorprodukt
∇⊗∇′, die direkte Summe ∇⊕∇′ und das Dual ∇∗ mit der Forderung, daß die Abbildungen

Γ(M ,E )× Γ(M ′,E ′)
⊗

// Γ(M ×M ′,E ⊗ E ′)

und

Γ(M ,E ∗)× Γ(M ,E )
( , )

// C∞(M )

(A.66)

kovariant konstant sind, erklären188. Es ergeben sich die Formeln

(1) (∇⊗∇′)(V,W )(s⊗ s′) = (∇V s)⊗ s′ + s⊗ (∇′W s′),

(2) (∇⊕∇′)(V,W )(s, s
′) = (∇V s)⊕ (∇′W s′),

(3) (∇∗V s∗, s) = −(s∗,∇V s) + V (s∗, s)

für alle V ∈ Γ(M , TM ), W ∈ Γ(M ′, TM ′), s ∈ Γ(M ,E ), s∗ ∈ Γ(M ,E ∗), s′ ∈ Γ(M ,E ′).
Dies erlaubt es höhere kovariante Ableitungen auf einem Vektorbündel E mit Zusammenhang
∇ durch die Wahl eines weiteren Zusammenhangs ∇T ∗M auf T ∗M zu definieren:

∇r : Γ(M ,E ) −→ Γ(M , T ∗M⊗r ⊗ E ) mit ∇rs := (∇T ∗M )⊗(r−1) ⊗∇(...∇T ∗M ⊗∇(∇s))

(r > 1)

Definition A.106:

Ist E ein Vektorbündel vom Rang n über Mm mit einem Zusammenhang ∇ und (U ,  ) ein
Koordinatensystem für M mit einem Basenfeld {e�}�=1,...,n über U in E , so ist die lokale
Zusammenhangs-1-Form durch

n∑
�=1

m∑
i=1

Γ�i�dx
i
 ⊗ e� = ∇e�

definiert. Die Funktionen {Γ�i�}i=1,...,m;�,�=1,...,n auf U heißen die Christoffel Symbole bezüglich
(U ,  ) und {e�}�=1,...,n.

Definition A.107:

Ist ∇ ein Zusammenhang auf einem Vektorbündel E , so heißt der Schnitt

R ∈ Γ(M ,Λ2T ∗M ⊗ E ⊗ E ∗), R(V,W )s := ∇V (∇W s)−∇W (∇V s)−∇[V,W ]s

187Man nutzt hier aus, daß die Lösungen einer gewöhnlichen, linearen Differentialgleichung auf dem ganzen Intervall
definiert sind, für das die (glatten) Koeffizientenfunktionen gegeben sind.

188vgl. Proposition A.44.
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der Krümmungstensor von ∇. Insbesondere hängt (R(V,W )s)(p) nur von V∣p, W∣p und s(p) ab.

Eine weitere, häufig verwendete, Zusatzstruktur auf Vektorbündeln sind Fasermetriken.

Definition A.108:

Eine Fasermetrik auf einem Vektorbündel E über M ist ein Schnitt g ∈ Γ(M , (E ∗)⊗2), s.d. g(p)
für alle p ∈M ein (hermitisches) Skalarprodukt auf Ep induziert.

Bemerkung A.109:

Die Existenz einer Fasermetrik g auf einem Vektorbündel E wird durch die Existenz lokaler
Schnitte und einer Zerlegung der Eins gesichert. Wird die Eigenschaft, daß g positiv definite
Skalarprodukte auf den Faser induziert, dahin abgeschwächt, daß g(p) eine nicht-ausgeartete,
symmetrische Bilinearform über Ep ist, so gilt diese Aussage nicht.

Betrachtet man das Zusammenspiel von Zusammenhängen und Fasermetriken, so erweist sich
die folgende Definition als nützlich.

Definition A.110:

Ist E ein Vektorbündel über M mit einer Fasermetrik g und einem Zusammenhang ∇, so heißt
∇ metrik-verträglich (bezüglich g), falls die Metrik kovariant konstant ist, d.h.

(∇∗)⊗2g = 0.

Bemerkung A.111:

Ist E ein Vektorbündel mit Fasermetrik g, so wird durch

v∗g(w) := g(p)(v, w) ∀w ∈ Ep; v ∈ Ep, p ∈M

ein Vektorbündel-Isomorphismus

E
∗g //

�

��

E ∗

�∗

��

M
idM //M

(A.67)

induziert. Dieser Isomorphismus erlaubt es zur Fasermetrik g auf E durch

g∗(p)(v∗, w∗) := g(p)((∗g)−1(v∗), (∗g)−1(w∗)) ∀v∗, w∗ ∈ E ∗p ; p ∈M

eine duale Fasermetrik g∗ auf E ∗ zu assoziieren.
Ferner werden durch das Tensorprodukt und die direkte Summe von Vektorbündeln E und E ′

auch das Tensorprodukt g⊗ g′ und die direkte Summe g⊕ g′ zweier Fasermetriken induziert189.

A.3.2 Lineare Differentialoperatoren

Definition A.112:

Ein linearer Differentialoperator zwischen Vektorbündeln E und E ′ (beide über M d) vom Rang
m bzw. n ist eine lineare Abbildung

Γ(M ,E )
P // Γ(M ,E ′) (A.68)

mit der Eigenschaft:

189Allgemeiner übertragen sich diese Operationen auf die Schnitte der Vektorbündel.
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Für jeden Punkt p ∈ M existieren ein Koordinatensystem (U , �) und Abbildungen  und  ′,
für die (U ,  ) und (U ,  ′) lokale Trivialisierungen von E bzw. E ′ sind, s.d.

(Ps)(p) =
∑
∣�∣≤k

( ′∣E ′p)
−1

⎛⎝A�(p)
∂∣�∣

∂u�

∣∣∣∣∣
�(p)

s �

⎞⎠ , s � := �2 ∘  ∣Ep ∘ s ∘ �
−1

mit A� : U −→ Hom(Rm,Rn) ∀� für alle s ∈ Γ(U ,E ) gilt190.
Ein solches Tupel (U , �,  ,  ′) wird als trivialisierendes Koordinatensystem für P bezeichnet.
Die höchste Zahl k ∈ N, s.d. A� ∕= 0 für ein � mit ∣�∣ = k, heißt die Ordnung von P ; geschrieben
ord(P ) = k.

Definition A.113:

Ist P ein linearer Differentialoperator der Ordnung k zwischen Vektorbündeln E und E ′, und
(U , �,  ,  ′) ein trivialisierendes Koordinatensystem von P um p ∈ M d, so definiert die Vor-
schrift

�P (p)(!) :=
∑
∣�∣=k

( ′∣E ′p)
−1 ∘ (!�A

�(p)) ∘  ∣Ep , ! =
d∑
i=1

!i dx
i
�∣p ∈ T

∗
p (M )

eine Abbildung

T ∗M
�P // E ′ ⊗ E ∗ ∼= homK(E ,E ′). (A.69)

�P heißt das Hauptsymbol von P und ist unabhängig von den getroffene Wahlen.

Bemerkung A.114:

Sind P und P ′ zwei lineare Differentialoperatoren der Ordnung k bzw. k′ zwischen Vektorbündeln
E und E ′ bzw. E ′ und E ′′ (alle über M ), so ist P ′ ∘P ein linearer Differentialoperator zwischen
E und E ′′ mit ord(P ′ ∘ P ) ≤ k + k′.
Für die Hauptsymbole gilt die Gleichung

�P ′∘P (!) = �P ′(!) ∘ �P (!) ∀! ∈ T ∗M .

Definition A.115:

Ist P ein linearer Differentialoperator zwischen Vektorbündeln E und E ′ über M und ist $
eine Volumenform auf M , so existiert ein eindeutig bestimmter linearer Differentialoperator P ∗

zwischen E ′∗ und E ∗, charakterisiert durch die Eigenschaft191∫
M

(s′∗, Ps)$ =

∫
M

(P ∗s′∗, s)$ ∀s ∈ Γ0(M ,E ), s′∗ ∈ Γ0(M ,E ′∗).

P ∗ heißt der (formal) adjungierte lineare Differentialoperator zu P . Es gilt ord(P ) = ord(P ∗)
und (P ∗)∗ = P 192.

A.4 Distributionen auf Mannigfaltigkeiten

I turn away with fear and horror from this lamentable plague of
functions which do not have derivatives.

Charles Hermite

190� ist ein Multiindex � = (�1, ..., �d) ∈ Nd; ∣�∣ :=
∑d
i=1 �i;

∂∣�∣

∂u��
:= ∂∣�∣

∂u
�1
1
...∂u

�d
d

191Γ0 bezeichnet die glatten Schnitte mit kompaktem Träger.
192Beachte den natürlichen Vektorbündel-Isomorphismus (E ∗)∗ = E
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Dieser Abschnitt gibt eine kurze Einführung in die Theorie der Distribution in Vektorbündeln.
Details zur klassischen Theorie im Rn finden sich im Buch von F.G. Friedlander ( [Fri75], Ab-
schnitt 2).

Definition A.116:

Für ein Vektorbündel E über M wird der C∞(M )-Modul Γ0(M ,E ) der glatten Schnitte mit
kompaktem Träger als Raum der Testschnitte D(M ,E ) bezeichnet.
Sind ∇ und ∇T ∗M Zusammenhänge und g und gT

∗M Fasermetriken auf E bzw. T ∗M , so de-
finiert man die CrK -Halbnormen, für ein Kompaktum K ⊑ M und einen Index r ∈ N, auf
D(M ,E ) durch

∥s∥CrK := max
i∈{0,...,r}

sup
p∈K

∥∥(∇is)(p)
∥∥g,gT∗M

(T ∗M⊗r⊗E )p
, s ∈ D(M ,E ),

wobei ∥ . ∥g,g
T∗M

(T ∗M⊗r⊗E )p
die durch g und gT

∗M induzierte Norm auf den Fasern (T ∗M⊗r⊗E )p, p ∈
M ist.
Eine (lokal konvexe) Vektorraum-Topologie wird auf D(M ,E ) durch die folgende Vorschrift
eingeführt:

Eine Folge {sn}n∈N ⊆ D(M ,E ) konvergiert gegen 0 ∈ D(M ,E ), falls

(1) ∃K ⊑M : ∀n : supp(sn) ⊆ K ,

(2) ∀r ∈ N : limn→∞ ∥sn∥CrK = 0.

Die Definition der CrK -Halbnormen ist unabhängig von den getroffenen Wahlen für ∇, ∇T ∗M ,
g und gT

∗M , da alle Normen auf den endlich-dimensionalen Vektorräumen (T ∗M⊗r ⊗ E )p
(p ∈ M , r ∈ N) äquivalent sind, die Menge K kompakt ist und die Differenz zweier Zusam-
menhänge durch einen Endomorphismus in jeder Faser (T ∗M⊗r⊗E )p, der glatt von p abhängt,
gegeben ist.

Definition A.117:

Eine Distribution in E mit Werten in einem endlich-dimensionalen (K−)Vektorraum V 193,194

ist eine stetige, lineare Abbildung

D(M ,E ∗)
D // V. (A.70)

Die Distributionen in E mit Werten in K bilden also den (topologischen) Dualraum D∗(M ,E )
von D(M ,E ∗). Daher lassen sich die Distributionen in E mit Werten in V als
D∗(M ,E , V ) := D∗(M ,E )⊗K V verstehen195.
D∗(M ,E , V ) wird mit der schwach-*-Topologie zu einem topologischen Vektorraum.
Der Träger einer Distribution D ∈ D∗(M ,E , V ) ist definiert als

supp(D) := {p ∈M ∣ ∀ offenen U ⊆M : p ∈ U ∃s ∈ D(M ,E ∗), supp(s) ⊆ U : D(s) ∕= 0}.

Korollar A.118:

Ein lineares Funktional D über D(M ,E ∗) ist genau dann ein Element von D∗(M ,E , V ), wenn
für alle Kompakta K ⊑M gilt: Es existieren 0 ≤ r ∈ N und 0 < C ∈ R, s.d.

∥D(s)∥V ≤ C ∥s∥CrK

für alle s ∈ D(M ,E ∗) mit supp(s) ⊆ K . Die Zahl r wird Ordnung von D über K genannt.

193kurz: Distribution
194Die Angabe einer Vektorraum-Topologie auf V ist unötig, da endlich-dimensionalen K-Vektorräume normierbar

und alle Normen auf diesen äquivalent sind.
195Die Topologie auf D∗(M , E )⊗K V ist komponentenweise durch die von D∗(M , E ) gegeben.
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Bemerkung A.119:

Lemma A.120 erlaubt die stetige Fortsetzung von Distributionen D ∈ D∗(M ,E , V ) mit kom-
paktem Träger auf Γ(M ,E ∗) durch die Forderung, daß ein Kompaktum K und 0 ≤ r ∈ N,
0 < C ∈ R existieren, s.d.

∣D(s)∣V ≤ C ∥s∥CrK

für alle s ∈ Γ(M ,E ∗) gilt. Der so konstruierte Unterraum von D∗(M ,E , V ) wird mit Γ∗(M ,E , V )
bezeichnet und ebenfalls mit der schwach-*-Topologie versehen.
Alternativ kann Γ∗(M ,E , V ) als der Raum der stetigen, linearen Abbildungen

Γ(M ,E ∗)
D // V, (A.71)

wobei Γ(M ,E ∗) mit der durch die Familie {∥ . ∥CrK ∣ r ∈ N, K ⊑M } induzierten Vektorraum-

Topologie versehen wird, verstanden werden.

Lemma A.120:

Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Volumenform $, so existiert eine natürliche, lineare, stetige196

Einbettung

D(M ,E )⊗K V { // D∗(M ,E , V ) (A.72)

gegeben durch

{(s⊗ v)(s∗) :=

(∫
M

(s∗, s)$

)
⋅ v ∀s∗ ∈ D(M ,E ∗); s ∈ D(M ,E ), v ∈ V.

{ kann als lineare Abbildung197 auf Γ(M ,E ) ⊗K V ausgedehnt werden. Ferner erlaubt es { den
singulären Träger einer Distribution D ∈ D∗(M ,E , V ) zu definieren:

sing supp(D) := {p ∈M ∣ ∄ offenes U ⊆M : p ∈ U : ∃s ∈ Γ(M ,E )⊗K V :

D(s∗) = {(s)(s∗)∀s∗ ∈ D(M ,E ∗)}.

Im Folgenden werden einige wichtige Operationen mit Distributionen erklärt.

Lemma A.121:

Die Distributionen D∗(M ,E , V ) bilden eine C∞(M )-Modul. Die Modulstruktur wird durch

(fD)(s) := D(fs)∀s ∈ D(M ,E ∗); f ∈ C∞(M ), D ∈ D∗(M ,E , V )

erklärt. Diese Operation ist stetig auf D∗(M ,E , V ).

Lemma A.122:

Ist D ∈ D∗(M ,E , V ) eine Distribution und � : N −→M ein Diffeomorphismus von Mannig-
faltigkeiten mit Volumenformen $N bzw. $M , so wird durch

(�∗D)(s) := D(J�−1 ⋅ (�−1)∗s) ∀s ∈ D(N , (�∗E )∗)

eine Distribution �∗D ∈ D∗(N , �∗E , V ) definiert. �∗D heißt der Pullback von D entlang �.
Der Pullback ist stetig in D∗(M ,E , V ), da � eine eigentliche198 Abbildung ist.

196Die Topologie auf D(M , E ) ⊗K V ist, analog zu D∗(M , E ) ⊗K V , komponenten Weise durch die von D(M , E )
gegeben.

197An dieser Stelle wird auf die Frage nach der Stetigkeit von { verzichtet.
198Eine Abbildung heißt eigentlich, wenn die Urbilder kompakter Mengen kompakt sind.
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Lemma A.123:

Ist P ein linearer Differentialoperator zwischen Vektorbündeln E und E ′, so hat P eine (kano-
nische) stetige, lineare Fortsetzung

D∗(M ,E , V )
P // D∗(M ,E ′, V ), (A.73)

definiert durch

(PD)(s) := D(P ∗s) ∀s ∈ D(M ,E ∗); D ∈ D∗(M ,E , V ).

Proposition A.124:

Das Tensorprodukt zweier (elementarer) Distributionen D⊗ v ∈ D∗(M ,E , V ) und
D′ ⊗ v′ ∈ D∗(M ′,E ′, V ′) wird durch

((D⊗ v)⊗ (D′ ⊗ v′)(s) := (D(D′(s)))(v ⊗ v′) = (D′(D(s)))(v ⊗ v′) ∀s ∈ D(M ×M ′,E ⊗ E ′)

erklärt199.
Dies liefert eine stetige, bilineare Abbildung

D∗(M ,E , V )×D∗(M ′,E ′, V ′)
⊗

// D∗(M ×M ′,E ⊗ E ′, V ⊗ V ′). (A.74)

Sind P und P ′ zwei lineare Differentialoperatoren auf E bzw. E ′, so wird das Tensorprodukt
von P ⊗ P ′ durch

(P ⊗ P ′)(D⊗D′) := (PD)⊗ (P ′D′)

definiert.

199Die Wohldefiniertheit folgt aus Lemma 1.1.6 in [BGP07] und Theorem 2.4.2 in [Fri75].
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B Semi-Riemann’sche Geometrie

Die Anschauungen über Raum und Zeit, die ich Ihnen entwickeln möchte, sind auf
experimentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin liegt ihre Stärke. Ihre Tendenz ist eine

radikale.
Von Stund an sollen Raum für sich und Zeit für sich völlig zu Schatten herabsinken und nur

noch eine Art Union der beiden soll Selbständigkeit bewahren.

Hermann Minkowski

Dieser Abschnitt liefert eine Einführung in die Theorie der Semi-Riemann’schen Geometrie.
Außerdem finden sich hier einige grundlegende Aussagen, die in der vorliegende Arbeit verwendet
werden.
Für Details und weitergehende Resultate sei auf das Buch von Barrett O’Neill [O’N83], besonders
Kapitel 3− 5, verwiesen. Notationen und Konzepte aus der Differentialgeometrie finden sich in
Appendix A.

B.1 Grundlagen

Definition B.1:

Eine Mannigfaltigkeit M heißt Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Metrik g, falls das
Tangentialbündel TM mit einer, nicht notwendig definiten200, Fasermetrik g versehen ist.
M heißt Riemann’sche Mannigfaltigkeit, falls g∣p ∀p ∈M positiv definit ist.
M heißt Lorentz’sche Mannigfaltigkeit, falls für den Index201 ind(g∣p) gilt:

ind(g(p)) = 1.

Bemerkung B.2:

Streng genommen, ist eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit ein Paar (M , g), bestehend aus
einer Mannigfaltigkeit M und einer Fasermetrik g auf TM , allerdings soll dies im Folgenden
durch M abgekürzt werden, sofern keine Verwechselungsgefahr besteht.

Definition B.3:

Für zwei Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten M und N , sowie eine glatte Abbildung
� : M −→ N , heißt das Paar (M , �) (eingebettete) Semi-Riemann’sche Untermannigfaltigkeit
von N , falls (M , �) eine (eingebettete) Untermannigfaltigkeit von N ist und

�∗(gN ) = gM

gilt.

Definition B.4:

Sind M und N Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten, so wird das kartesische Produkt M×N
durch

gM×N := (�1)∗(gM ) + (�2)∗(gN )

in natürlicher Weise zu einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit.

Die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten sind die
Isometrien.

200Die (In-)Definitheit bezieht sich natürlich auf die Bilinearformen g∣p, p ∈M
201Der Index einer Bilinearform B auf einem Vektorraum V ist die größte (natürliche) Zahl k, s.d. ein Unterraum
W ⊆ V mit dim(W ) = k existiert und B∣W negativ definit ist.
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Definition B.5:

Ist � : M −→ N ein Diffeomorphismus zwischen Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten M
und N , so heißt � Isometrie, falls

�∗(gN ) = gM

gilt. M und N heißen dann isometrisch.
Eine glatte Abbildung � : M −→ N zwischen Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten M und
N heißt lokale Isometrie, falls

�∗,p : (Tp(M ), gM ∣p) −→ (T�(p)(N ), gN ∣�(p)), ∀p ∈M

eine lineare Isometrie ist.
Eine isometrische Einbettung � : M −→ N ist eine glatte Abbildung, s.d. die Einschränkung
� : M −→ �(M ) eine Isometrie ist. �(M ) wird dabei mit der Unterraum-Topologie von N
versehen.

Die Tangentialvektoren an eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit zerfallen in drei Klassen.

Definition B.6:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und � ∈ Tp(M ) ein Tangentialvektor, so un-
terscheidet man die Fälle202:

(1) � heißt raumartig, falls g∣p(�, �) > 0 gilt.

(2) � heißt lichtartig, falls g∣p(�, �) = 0 gilt.

(3) � heißt zeitartig, falls g∣p(�, �) < 0 gilt.

Analog nennt man eine Kurve bzw. ein Kurvensegment 
 : I −→M

(1) raumartig, falls g∣
(t)(

′(t), 
′(t)) > 0 ∀t ∈ I gilt.

(2) lichtartig, falls g∣
(t)(

′(t), 
′(t)) = 0 ∀t ∈ I gilt.

(3) zeitartig, falls g∣
(t)(

′(t), 
′(t)) < 0 ∀t ∈ I gilt.

Ein(e) nicht raumartige Kurve/Kurvensegment wird auch als kausal bezeichnet.

Für orientierbare Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten erlaubt die Metrik g die Definition
einer speziellen Volumenform.

Definition B.7:

Ist M eine orientierbare Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und (U�,  �)�∈A ein orientieren-
der Atlas, so definiert die Vorschrift

( −1
� )∗(dVg)x := (∣g � ∣ (x))

1
2 ⋅ du1 ∧ ... ∧ dun, ∀x ∈  �(U�); (� ∈ A)

eine Volumenform dVg auf M . ∣g � ∣ (x) bezeichnet die Determinante der Matrix

{�gij( −1
� (x)) := g∣ −1

� (x)(∂
 �
i∣ −1

� (x)
, ∂ �
j∣ −1

� (x)
)}i,j=1,...,n.

Das Transformationsverhalten

∣g � ∣ (x) = det

((
d(uk ∘  � ∘  −1

� )

dul

∣∣∣∣
x

)
k,l=1,...,n

)2 ∣∣g � ∣∣ ( � ∘  −1
� (x)), (�, � ∈ A)

sichert die Wohldefiniertheit.

202auch: kausaler Charakter.
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B.1.1 Der Levi-Civita Zusammenhang

Für Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten existiert ein ausgezeichneter Zusammenhang auf
dem Tangentialbündel.

Theorem B.8:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so existiert ein eindeutiger Zusammenhang ∇
auf TM mit den Eigenschaften

(1) T (V,W ) := ∇VW −∇WV − [V,W ] = 0, (torsionsfrei)

(2) (∇∗)⊗2g = 0203. (Metrik-Verträglichkeit)

für alle V,W ∈X (M ). ∇ heißt der Levi-Civita Zusammenhang von M und wird durch

g(∇VW,U) =
1

2
(V g(W,U) +Wg(U, V )− Ug(V,W )− g(V, [W,U ]) + g(W, [U, V ]) + g(U, [V,W ]))

(Koszul-Formel)

charakterisiert.
T heißt Torsionstensor von ∇.

Sofern nicht anders erwähnt, ist für eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit ∇ immer der
Levi-Civita Zusammenhang gemeint.
Weitere wichtige Differentialoperatoren werden durch die folgende Definition erklärt.

Definition B.9:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so werden durch die Metrik g die folgenden
Differentialoperatoren induziert:

(1) grad f := (∗g)−1(∇f) für f ∈ C∞(M ), (Gradient)

(2) divV := C 1
1 (∇V ) für V ∈X (M ), (Divergenz)

(3) 2f := −div grad f für f ∈ C∞(M ). (Laplace-d’Alembert-Operator)

Korollar B.10:

Die Christoffel Symbole des Levi-Civita Zusammenhangs einer Semi-Riemann’schen Mannigfal-
tigkeit M n sind, bezüglich eines lokalen Koordinatensystems (U ,  ) und des assozierten Basen-

feldes {∂ i }i=1,...,n in TM , durch

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl(∂ i gjl + ∂ j gil − ∂
 
l gij)

gegeben204.

Korollar B.11:

Ist � : M −→ N eine Isometrie, so gilt für die Levi-Civita Zusammenhänge ∇M und ∇N :

�∗(∇M
V W ) = ∇N

�∗(V )�∗(W ), ∀V,W ∈X (M ).

Korollar B.12:

Der Paralleltransport im Tangentialbündel TM einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit M ,
gegeben durch den Levi-Civita Zusammenhang von M , ist eine lineare Isometrie entlang jedes

203Zur Erklärung von (∇∗)⊗2 siehe Bemerkung A.105 und Proposition A.44.
204Die Funktionen {gkl}k,l=1,...,n sind die Komponenten der dualen Metrik g∗ bezüglich des dualen Basenfeldes
{dxi }i=1,...,n.
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Kurvensegmentes 
 : J −→M .
Ferner ist der Paralleltransport erhalten unter lokalen Isometrien, d.h. für ein Kurvensegment

 : [a, b] −→M gilt:

�∗,
(b) ∘ PM

 = PN

�∘
 ∘ �∗,
(a)

für alle lokalen Isometrien � : M −→ N .

Eine entscheidende Größe in der Semi-Riemann’schen Geometrie ist der Krümmungstensor (s.
Definition A.107) des Levi-Civita Zusammenhangs205.

Proposition B.13:

Ist M n eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und R ∈ T 1
3 (M ) der Krümmungstensor des

Levi-Civita Zusammenhangs ∇ auf M , so gilt:

(1) R∣p(v, w) = −R∣p(w, v),

(2) g∣p(R∣p(v, w)u, o) = −g∣p(R∣p(v, w)o, u),

(3) R∣p(v, w)u+R∣p(w, u)v +R∣p(u, v)w = 0,

(4) g∣p(R∣p(v, w)u, o) = g∣p(R∣p(u, o)v, w),

(5) (∇vR)∣p(w, u) + (∇wR)∣p(u, v) + (∇uR)∣p(v, w) = 0

für alle v, w, u, o ∈ TM (�(v) = �(w) = �(u) = �(o) = p)206.
In lokalen Koordinaten (U ,  ) ist der Krümmungstensor durch

Rlkij = ∂ i Γljk − ∂
 
j Γlik +

n∑
m=1

(ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik), (i, j, k, l = 1, ..., n)

mit R(∂ i , ∂
 
j )∂ k =:

∑n
l=1R

l
kij∂

 
l (i, j, k = 1, ..., n), gegeben.

Ferner ist der Krümmungstensor erhalten unter lokalen Isometrien � : M −→ N , d.h.

�∗,p(R
M
∣p (v, w)u) = RN

∣�(p)(�∗,p(v), �∗,p(w))�∗,p(u)

für alle v, w, u ∈ Tp(M ).

Weitere assoziierte Größen des Riemann’schen Krümmungstensors sind der Ricci-Tensor, die
Skalarkrümmung und die Schnittkrümmung.

Definition B.14:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und R ∈ T 1
3 (M ) der Riemann’sche Krümmungs-

tensor.

(1) Die Kontraktion207 Ric := C 1
3 (R) ∈ T 0

2 (M ) heißt Ricci-Tensor. In lokalen Koordinaten
(U ,  ) ist dieser durch die Formel

Rij =

n∑
k=1

Rkikj (i, j = 1, ..., n)

205Der Krümmungstensor des Levi-Civita Zusammenhangs wird auch als Riemann’scher Krümmungstensor bezeich-
net.

206In Eigenschaft (5) wird der induzierte Zusammenhang auf TM ⊗ T ∗M ebenfalls mit ∇ bezeichnet.
207vgl. Definition A.42
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gegeben. Relativ zu einem orthonormalen208 Basenfeld {ei}i=1,...,n in TM ergibt sich

Ric(V,W ) =
n∑
i=1

g(ei, ei)g(R(V, ei)ei,W ), V,W ∈X (M ),

wodurch die Symmetrie Ric(V,W ) = Ric(W,V ) ∀V,W ∈X (M ) erkennbar ist209.
Gilt für M Ric = 0, so heißt M Ricci-flach.

(2) Die Skalarkrümmung ist die Funktion

S =
n∑
i=1

g(ei, ei)Ric(ei, ei) ∈ C∞(M ).

In lokalen Koordinaten ergibt sich

S =
n∑

i,j=1

gijRij .

Die Äquivarianz des Riemann’schen Krümmungstensors unter lokalen Isometrien � : M −→ N
impliziert die Invarianz des Ricci-Tensors und der Skalarkrümmung

�∗(RicN ) = RicM

�∗(SN ) = SM

Definition B.15:

Die Schnittkrümmung einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit M wird durch

K∣p(v, w) :=
g∣p(R(v, w)v, w)

g∣p(RS(v, w)v, w)

für alle v, w ∈ Tp(M ) mit g∣p(R
S2

(v, w)v, w) ∕= 0, definiert210.

Die Schnittkrümmung ist, aufgrund der Äquivarianz der Krümmungstensors, erhalten unter
lokalen Isometrien � : M −→ N .

KM
∣p (v, w) = KN

�(p)(�∗,p(v), �∗,p(w)) für v, w wie oben.

Ist K konstant, so wird M als Raum konstanter Krümmung bezeichnet. Der Krümmungstensor
ist dann durch

R∣p(v, w)u := K ⋅RS(v, w)u = K(g∣p(u, v)w − g∣p(u,w)v) ∀v, w, u ∈ Tp(M )

gegeben.

B.1.2 Geodäten und die Exponentialabbildung

Die Verallgemeinerung des Konzeptes der “geraden Linie” liefern die Geodäten.

Definition B.16:

Eine Geodäte in einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit M n ist eine Kurve211

208bzgl. der Metrik g, d.h. g(ei, ej) = ±�.
209vgl. Propostion B.13, Eigenschaft (4).
210RS ist der Krümmungstensor der Einheitssphäre; g∣p(R

S(v, w)v, w) = g∣p(v, v)g∣p(w,w)− (g∣p(v, w))2.
211Die Definition für stückweise glatte Kurven(-segmente) erhält man durch Einschränkung auf die glatten Unter-

kurven (vgl. Definition A.13).



112 B Semi-Riemann’sche Geometrie


 : I −→M , die ihr Tangentialvektorfeld 
′ paralleltransportiert, d.h.

∇
′
′ = 0.

In lokalen Koordinaten (U ,  ) ergibt sich:

d2(xk ∘ 
)

dt2
+

n∑
i,j=1

Γkij ∘ 

d(xi ∘ 
)

dt

d(xj ∘ 
)

dt
= 0, (k = 1, ..., n)

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Differentialgleichungen liefert in Analogie
zu Theorem A.53, Korollar A.54 und Bemerkung A.55:

(1) Für alle p ∈ M , � ∈ Tp(M ) existiert ein Intervall I ∋ 0 und eine eindeutige Geodäte

 : I −→M mit 
(0) = p, 
′(0) = �.

(2) Sind 
, � : I −→ M zwei Geodäten mit 
′(t) = � ′(t) für ein t ∈ I , so gilt bereits

(t) = �(t) für alle t ∈ I .

(3) Für alle p ∈M , � ∈ Tp(M ) existiert eine eindeutige, maximale Geodäte

� : I� ∋ 0 −→ M , d.h. 
�(0) = p, 
′�(0) = � und I� ist der größte Definitionsbereich
für 
� mit diesen Vorgaben.

� wird auch als nicht geodätisch fortsetzbar bezeichnet.

Ist jede maximale Geodäte in M auf ganz R definiert, so heißt M geodätisch vollständig.

Bemerkung B.17:

Geodäten(-segmente) zwischen Punkten p, q ∈ M lassen sich als stationäre Punkte des Funk-
tionals

Γ(p, q)[
] :=

∫ 1

0
g∣
(t)(


′(t), 
′(t))dt,

mit 
 : [0, 1] −→M , 
(0) = q, 
(1) = p, auffassen.

Bemerkung B.18:

Ist 
 : I −→M eine (nicht-konstante) Geodäte, so ist eine Reparametrisierung

 ∘ ' : J −→ M , für einen Diffeomorphismus ' : J −→ I , nur dann eine Geodäte, falls '
affin-linear ist, d.h.

'(t) = at+ b ∀t.

Ist ' nicht von dieser Form, so bezeichnet man 
 ∘ ' als Prä-Geodäte.

Bemerkung B.19:

Der kausale Charakter einer Geodäten 
 ist durch den kausale Charakter von 
′ an einer belie-
bigen Stelle festgelegt, da 
′ entlang 
 paralleltransportiert wird und der Paralleltransport eine
lineare Isometrie ist (vgl. Korollar B.12); g∣
(t)(
(t)′, 
′(t)) = konst. (als Funktion von t). Ferner
sind Geodäten in folgender Weise unter lokalen Isometrien � : M −→ N erhalten:

� ∘ 
� = 
�∗,p�∣I�

Die Geodäten einer Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit erlauben die Einführung einer Abbil-
dung, die in besonderer Weise an die Geometrie ersterer angepasst ist (vgl. [Fri75], S.12-19).
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Theorem B.20:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so existiert eine Umgebung V ⊆ TM des
Null-Schnittes212, s.d. die Exponentialabbildung

V
exp

//M (B.1)

expp(�) := 
�(1)

für alle � ∈ V (�(�) = p) wohldefiniert und glatt ist.
Es gilt die Identität

expp(t�) = 
t�(1) = 
�(t)

für alle t� ∈ V , d.h. die Geraden durch den Ursprung 0 ∈ Tp(M ) werden auf Geodäten durch
p ∈M abgebildet.
Das Differential

T0(Tp(M ))
expp,∗,0

// Tp(M ) (B.2)

ist der kanonische Isomorphismus �0 7−→ �; �0 := d
dt

∣∣
t=0

t�. Mit Theorem A.28 folgt, daß es
für alle p ∈M eine Umgebung von 0 W ⊆ Tp(M ) und eine Umgebung von p U ⊆M gibt, s.d.

W
exp

// U (B.3)

ein Diffeomorphismus ist.
Außerdem ist die Exponentialabbildung expp erhalten unter lokalen Isometrien � : M −→ N ,
d.h. (bei Einschränkung auf den passenden Definitionsbereich)

� ∘ expp = exp�(p) ∘�∗,p.

Eine weitere wichtige Aussage über die Exponentialabbildung liefert das Gauß Lemma.

Lemma B.21 (Gauß Lemma):

Ist M ein Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und p ∈M ein Punkt, so gilt

g∣ expp(u)(expp,∗,u(vu), expp,∗,u(wu)) = g∣p(v, w)

für alle v, w, u ∈ Tp(M ), u ∝ v mit vu = d
dt

∣∣
t=0

(u+ tv), wu = d
dt

∣∣
t=0

(u+ tw), sofern expp(u)
definiert ist.
Die Exponentialabbildung expp ist demnach entlang der Geraden durch 0 ∈ Tp(M ) längen- und
winkeltreu.

Die Exponentialabbildung erlaubt die Definition zweier wichtiger Typen von Umgebungen in
einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit.

Definition B.22:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so heißt eine Umgebung

(1) U ⊆ M normal bezüglich p ∈ U , falls es eine Umgebung W gibt, die sternförmig um 0
ist, d.h. � ∈ W ⇒ t� ∈ W ∀0 ≤ t ≤ 1, und expp : W −→ U ein Diffeomorphismus ist.

(2) U ⊆M geodätisch konvex, falls U normal bezüglich aller p ∈ U ist.

Ein wichtiges Resultat über normale Umgebungen liefert

212Der Null-Schnitt ist die durch s(p) := 0 ∈ Ep für ein beliebiges Vektorbündel E definierte Abbildung.
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Proposition B.23:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und U eine normale Umgebung um p ∈M , so
existiert für jeden Punkt q ∈ U eine eindeutige Geodäte 
 : [0, 1] −→ U mit 
(0) = p, 
(1) = q
und 
′(0) = exp−1

p (q).
Die Funktion Γ(q, p) := Γ(q, p)[
] auf U (vgl. Bemerkung B.17) wird als geodätisches Abstands-
quadrat bezeichnet.

Normale Umgebungen können zur Definition spezieller Koordinatensysteme verwendet werden.

Definition B.24:

Ist M n eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, U eine normale Umgebung um p ∈M und
� : Tp(M ) −→ Rn ein Isomorphismus von Vektorräumen, so definiert die Komposition �∘exp−1

p

ein Koordinatensystem für M . Das Paar (U , � ∘ exp−1
p ) heißt Normal-Koordinatensystem (um

p).
Ist � sogar eine lineare Isometrie bezüglich g∣p und g�

213, so heißt das Paar (U , � ∘ exp−1
p )

Orthonormal-Koordinatensystem (um p).

Das folgende Theorem (vgl. [Fri75], Theorem 1.2.3 und [BK96], Abschnitt 3.3 und [O’N83],
Proposition 33 (S.73)) erklärt die Nützlichkeit der Normal-Koordinatensysteme.

Theorem B.25:

Ist M n eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und U eine normale Umgebung bezüglich
p ∈M , so gilt:

(1) ∂kgij(p) = 0 bzw. Γkij(p) = 0 für alle i, j, k = 1, ..., n bezüglich eines

Normal-Koordinatensystems (U , ' ∘ exp−1
p ) um p.

(2) gij(p) = ±�ij für alle i, j = 1, ..., n bezüglich eines Orthonormal-Koordinatensystems
(U , ' ∘ exp−1

p ) um p, wobei das Vorzeichen ± durch g∣p(∂i, ∂i) (i = 1, ..., n) bestimmt
ist.

Das geodätische Abstandsquadrat Γ besitzt die folgenden Eigenschaften auf U :

(3) Γp( . ) := Γ( . , p) ist eine glatte Funktion auf U ,

(4) Γp(q)
B.23
= g∣p(exp−1

p (q), exp−1
p (q)),

(5) g∗(∇Γp,∇Γp) = 4Γp,

(6) (∇( . )Γp)∣q = 2g∣q(expp,∗,exp−1
p (q)((exp−1

p (q))exp−1
p (q)), . )

B.21
= 2g∣p(exp−1

p (q), (exp−1
p )∗,q( . ))

B.23
= 2g∣p(


′(0), (exp−1
p )∗,q( . ))

mit (exp−1
p (q))exp−1

p (q) = d
dt

∣∣
t=0

(exp−1
p (q) + t exp−1

p (q)).

Ist U geodätisch konvex, so gilt:

(7) Γ ist eine glatte Funktion auf U ×U ,

(8) Γ(q, p) = Γ(p, q) für alle p, q ∈ U ,

(9) In lokalen Koordinaten (U ,  ) um p ( (p) = y) ist die Exponentialabbildung an p durch

x =  ∘ exp −1(y) ∘( −1)∗,y(�); x ∈  (U ) ⊆ Rn, � ∈  ∗,p(Tp(M )) ⊆ Rn

213g� ist die Standardbilinearform auf Rn mit ind(g�) = ind(g∣p) = �; g� = −
∑�
i=1 du

i ⊗ dui +
∑n
k=�+1 du

k ⊗ duk.
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gegeben. Definiert man � ∈ Tx(Rn) durch214

� =
d

dt

∣∣∣∣
t=1

 ∘ exp −1(y) ∘( −1)∗,y(t�)

=  ∗, −1(x) ∘ (exp −1(y))∗,( −1)∗,y(�) ∘ (( −1)∗,y)∗,�(��)

=  ∗, −1(x) ∘ (exp −1(y))∗,( −1)∗,y(�) ∘ ( −1)∗,y(�),

so ergeben sich für die Komponenten des Differentials von Γ die folgenden Relationen:

∂Γy
∂ui

(x) = 2gij(x)�j und
∂Γx
∂ui

(y) = −2gij(y)�j

mit Γ(x, y) := (( −1)∗Γ)(x, y) und {gij(x) := �gij( 
−1
� (x))}i,j=1,...,n (vgl. Definition B.7).

Die Existenz geodätisch konvexer Umgebungen wird durch ein Theorem von Whitehead (1932)
gesichert (vgl. [Fri75], S.15).

Theorem B.26:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, so besitzt jeder Punkt p ∈M eine geodätisch
konvexe Umgebung.

Daraus ergibt sich (vgl. [O’N83], Lemma 10 (S.131))

Lemma B.27:

Jede offene Überdeckung einer Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit M besitzt eine geodätisch
konvexe Verfeinerung215.

B.2 (Hyper-)Quadriken

Eine nützliche Klasse von Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten ergibt sich durch Betrachtung
von Hyperflächen im Rn (vgl. [O’N83], S.108ff).

Definition B.28:

Die Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit Rn� ist die Mannigfaltigkeit Rn, versehen mit der Stan-
dard-Bilinearform

g� = −
�∑
i=1

dui ⊗ dui +

n∑
k=�+1

duk ⊗ duk

als Metrik. Rn1 heißt n-dimensionaler Minkowskiraum. Die quadratische Form von g� kann als
Funktion auf Rn� aufgefasst werden:

q� = g�(P, P ),

wobei P das Ortsvektorfeld

P∣x :=
d

dt

∣∣∣∣
t=1

(tx), x ∈ Rn�

ist. Die zu q� assozierte Bilinearform q�(x, y) = 1
2(q�(x+ y)− q�(x)− q�(y)) wird ebenfalls mit

q� bezeichnet.

214In der letzten Zeile wird der natürliche Isomorphismus Rn ∼= T�(Rn) benutzt.
215Eine geodätisch konvexe Überdeckung ist eine Überdeckung von M mit geodätisch konvexen Umgebungen, s.d.

der Schnitte zweier solcher Umgebungen ebenfalls konvex ist.
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Proposition B.29:

Die Quadriken

Qn+1
�,± (r) := q−1

� ({±r2}), r > 0

sind Semi-Riemann’sche, eingebettete Hyperflächen des Rn+1
� .

Für n ≥ 2 und n ≥ � ≥ 0 defniert man:

(1) Sn� (r) := Qn+1
�,+ (r) als die n-dimensionale Pseudo-Sphäre mit Radius r und Index �,

(2) Hn
� (r) := Qn+1

�+1,−(r) als den n-dimensionalen pseudohyperbolischen Raum mit Radius r
und Index �.

Bemerkung B.30:

Das Vektorfeld

n :=
1

r
P ∈X (Rn+1

� )

ist normiert und orthogonal zu allen Tangentialvektoren an Qn+1
�,± (r), bezüglich der (natürlichen)

Einbettung Tp(Q
n+1
�,± (r)) ⊆ Tp(Rn+1

� ), denn

g�(grad q� , V ) = V q� = V g�(P, P ) = 2g�(∇V P, P ) = 2g�(V, P ) ∀V ∈X (Rn+1
� ).

Bemerkung B.31:

Die Menge

Cn� (0) := q−1
� ({0})∖{0}

ist eine eingebettete Hyperfläche des Rn+1
� , aber nicht Semi-Riemann’sch’. C0 wir als Doppel-

Lichtkegel an 0 ∈ Rn+1
� bezeichnet.

Die Pseudo-Sphären und pseudohyperbolischen Räumen können in nützlicher Weise in Bezie-
hung gesetzt werden.

Lemma B.32:

Die Abbildung

Rn+1
�

� // Rn+1
n−�+1

(x1, ..., xn+1) � // (x�+1, ..., xn+1, x1, ..., x�)

(B.4)

ist eine Anti-Isometrie, d.h. � ist ein Diffeomorphismus mit �∗(gn−�+1) = −g� . Durch Ein-
schränkung auf Sn� (r) ⊆ Rn+1

� erhält man für alle r > 0 eine Anti-Isometrie, ebenfalls �,

Sn� (r) // Hn
n−�(r) (B.5)

Aufschluß über die Geodäten und Krümmungseigenschaften von Sn� (r) und Hn
� (r) gibt die fol-

gende

Proposition B.33:

Für alle r > 0 gilt:

(1) Die Pseudo-Sphäre Sn� (r) ist geodätisch vollständig und hat die konstante Krümmung
K = 1

r2 . Die (nicht konstanten) Geodäten 
 : I −→ Sn� (r) sind, wie folgt, gegeben:
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(a) Ist 
 zeitartig, so 
 die Parametrisierung eines Blattes einer Hyperbel in Rn+1
� .

(b) Ist 
 lichtartig, so ist 
 die Parametrisierung einer Geraden in Rn+1
� .

(c) Ist 
 raumartig, so ist 
 die periodische Parametrisierung einer Ellipse in Rn+1
� .

(2) Der pseudohyperbolische Raum Hn
� (r) ist geodätisch vollständig und hat die konstante

Krümmung K = − 1
r2 . Die (nicht konstanten) Geodäten 
 : I −→ Hn

� (r) sind, wie folgt,
gegeben:

(a) Ist 
 raumartig, so ist 
 die Parametrisierung eines Blattes einer Hyperbel in Rn+1
�+1.

(b) Ist 
 lichtartig, so ist 
 die Parametrisierung einer Geraden in Rn+1
�+1.

(c) Ist 
 zeitartig, so 
 die periodische Parametrisierung einer Ellipse in Rn+1
�+1.

Der Beweis für die Geodäten ist analog zu [O’N83], Proposition 26 (S.112);
für die Krümmungseigenschaften siehe [O’N83], Lemma 11 (S.111) und Korollar 20 (S.107).

Beweis:

(1) Ist p ∈ Sn� (r) ein Punkt und Σ ⊆ Rn+1
� eine Ebene durch 0 und p, so ergeben sich, da P∣p

raumartig ist, drei Fälle für g� ∣Σ:

(a) g� ∣Σ ist nicht-ausgeartet mit ind(g� ∣Σ) = 1. Ist {e1, e2} eine Orthonormalbasis von Σ
mit e2 = rp und P∣e1 zeitartig, so ist ein Punkt x = �e1 + �e2 ∈ Σ in Sn� (r), falls
−�2 + �2 = q�(x) = r2 gilt. Folglich ist Sn� (r) ∩ Σ eine zwei-blättrige Hyperbel. Die
(geodätische) Parametrisierung des Blattes durch p ist


(t) = r sinh(t)e1 + r cosh(t)e2.

Wegen g�(
′, 
′) = −r2 ist 
 zeitartig und aus ∇R
n+1
�


′ 
′ = P∣
 folgt mit Bemerkung

B.30, daß die Beschleunigung von 
, ∇S
n
� (r)

′ 
′, tangential zu Sn� (r) verschwindet;

demnach ist 
 eine Geodäte.

(b) g� ∣Σ ist ausgeartet mit dim ker(∗g) = 1. Ist � ∈ Rn+1
� mit P∣� ∈ ker(∗g), so gilt

q�(�) = 0 und {p, �} ist eine Basis für Σ. Ein Punkt x = �p + �� ∈ Σ ist Sn� (r),
falls �2 = 1 gilt. Folglich besteht Sn� (r) ∩ Σ aus zwei Geraden. Die (geodätische)
Parametrisierung der Geraden durch p ist:


(t) = p+ t�.

Wegen 
′(0) = �p und der kanonische Identifizierung �p = � ist 
 lichttartig. 
 ist
eine Geodäte von Sn� (r), da 
 bereits eine von Rn+1

� ist, und Sn� (r) die induzierte
Geometrie von Rn+1

� trägt.

(c) g� ∣Σ ist positiv definit. Ist {e1, e2} eine Orthonormalbasis von Σ mit e1 = rp, so ist
ein Punkt x = �e1 + �e2 ∈ Σ in Sn� (r), falls �2 + �2 = 1 gilt. Folglich ist Sn� (r) ∩ Σ
eine Ellipse. Die (geodätische) Parametrisierung ist:


(t) = r cos(t)e1 + r sin(t)e2.

Wegen g�(
′, 
′) = r2 ist 
 raumartig und mit ∇R
n+1
�


′ 
′ = −P∣
 folgt wie in (a), daß

 eine Geodäte ist.

Um zu zeigen, daß jede Geodäte 
 : I −→ Sn� (r) von dieser Form ist, betrachtet man
die Ebene Σ durch 0 und 
(0), s.d. 
′(0) ∈ T
(0)(Σ)216 gilt. Es folgt mit Bemerkung B.30,
daß g�(
′(0), P∣
(0)) = 0 gilt. Ist �
′ ∈ Rn+1

� der, durch den natürlichen Isomorphimus
T
(0)(R

n+1
� ) ∼= Rn+1

� , mit 
(0)′ identifizierte Punkt, so ist {
(0), �
′} eine Basis von Σ. Wird

216Dies ist im Sinne der natürlichen Einbettungen T
(0)(S
n
� (r)) ⊆ T
(0)(R

n+1
� ) ⊇ T
(0)(Σ) zu verstehen.
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in Abhängigkeit des kausalen Charakters von 
′(0) eine (geodätische) Parametrisierung �
von Sn� (r) ∩ Σ, in Analogie mit (a), (b) oder (c), mit � ′(0) = 
′(0) gewählt, so folgt aus
Aussage (2) in Definition B.16 �(t) = 
(t) ∀t ∈ I .

(2) Die Aussagen für Hn
� (r) ergeben sich unter Verwendung der Abbildung � aus Lemma

B.32.

Die Existenz von Geodäten zwischen Punkten in Sn� (r) bzw. Hn
� (r) erklärt

Proposition B.34:

Für alle r > 0 gilt:

(1) Sind p, p′ ∈ Sn� (r) mit p ∕= ±p′, so ergeben sich die folgenden Fälle:

(a) Gilt q�(p, p′) > r2, so gibt es eine eindeutige217, zeitartige Geodäte zwischen p und p′.
Das geodätische Abstandsquadrat zwischen p und p′ ist:

Γ(p, p′) = −r2 arcosh

(
q�(p, p′)

r2

)
(b) Gilt q�(p, p′) = r2, so gibt es eine eindeutige, lichtartige Geodäte zwischen p und p′.

Das geodätische Abstandsquadrat zwischen p und p′ ist:

Γ(p, p′) = 0

(c) Gilt −r2 < q�(p, p′) < r2, so gibt es eine eindeutige, periodische, raumartige Geodäte
zwischen p und p′. Das geodätische Abstandsquadrat zwischen p und p′ ist:

Γ(p, p′) = r2 arccos

(
q�(p, p′)

r2

)
(d) Gilt q�(p, p′) ≤ −r2, so gibt es keine Geodäte zwischen p und p′.

(2) Sind p, p′ ∈ Hn
� (r) mit p ∕= ±p′, so ergeben sich die folgenden Fälle:

(a) Gilt −r2 < q�+1(p, p′) < r2, so gibt es eine eindeutige, periodische, zeitartige Geodäte
zwischen p und p′. Das geodätische Abstandsquadrat zwischen p und p′ ist:

Γ(p, p′) = −r2 arccos

(
−q�+1(p, p′)

r2

)
(b) Gilt q�+1(p, p′) = −r2, so gibt es eine eindeutige, lichtartige Geodäte zwischen p und

p′. Das geodätische Abstandsquadrat zwischen p und p′ ist:

Γ(p, p′) = 0

(c) Gilt q�+1(p, p′) < −r2, so gibt es eine eindeutige, raumartige Geodäte zwischen p und
p′.Das geodätische Abstandsquadrat zwischen p und p′ ist:

Γ(p, p′) = r2 arcosh

(
−q�+1(p, p′)

r2

)
(d) Gilt q�+1(p, p′) ≥ r2, so gibt es keine Geodäte zwischen p und p′.

217Genauer ist hier “bis auf affin-lineare Reparametrisierung” gemeint.
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Der Beweis ist analog zu [O’N83], Proposition 38 (S.149). Die Aussagen über das geodätische
Abstandsquadrat Γ sind eine direkte Folgerung aus den angegebenen Parametrisierungen in Pro-
position B.33, und der Tatsache, daß Γ entlang lichtartiger Kurven verschwindet.

Beweis:

(1) Die Annahmen über p und p′ implizieren, daß es eine eindeutige Ebene Σ durch p, p′ und
0 ∈ Rn+1

� und gibt. Aus dem Beweis von Proposition B.33 erkennt man, daß eine Geodäte
zwischen p und p′ durch eine Parametrisierung von Sn� (r)∩Σ gegeben sein muss. Die drei
Fälle aus Proposition B.33 führen auf:

(a) Ist g� ∣Σ nicht-ausgeartet mit ind(g� ∣Σ) = 1, so ist Sn� (r) ∩ Σ eine zwei-blätterige
Hyperbel. Aus der Parametrisierung ergibt sich, daß p und p′ nur dann auf dem
selben Blatt liegen, falls q�(p, p′) > r2 gilt, und nur dann auf entgegengesetzten
Blätter liegen, falls q�(p, p′) < r2 gilt. Es gibt also nur im ersten Fall eine Geodäte
zwischen p und p′; diese Geodäte ist zeitartig.

(b) Ist g� ∣Σ ausgeartet mit dim ker(∗g) = 1, so ist Sn� (r) ∩ Σ ein, in Rn+1
� paralleles,

Paar von Geraden. Die Parametrisierung zeigt, daß p und p′ nur dann auf der selben
Geraden liegen, falls q�(p, p′) = r2 gilt, und nur dann auf entgegengesetzten Geraden
liegen, falls q�(p, p′) = −r2 gilt. Es gibt also nur im ersten Fall eine Geodäte zwischen
p und p′; diese Geodäte ist lichtartig.

(c) Ist g� ∣Σ positiv definit, so ist Sn� (r) ∩ Σ eine Ellipse und es gilt −r2 < q�(p, p′) < r2.

(d) Da (a), (b) und (c) alle möglichen Lagen von Σ in Rn+1
� abdecken, folgt, daß es keine

Geodäte zwischen p und p′ gibt, falls q�(p, p′) ≤ −r2 gilt.

(2) Die Aussagen für Hn
� (r) ergeben sich unter Verwendung der Abbildung � aus Lemma

B.32.

B.3 Konforme Abbildungen

Konforme Abbildungen sind ein nützliches Werkzeug in der Theorie und Analysis auf Semi-
Riemann’schen Mannigfaltigkeiten, auch in der Allgemeinen Relativitätstheorie erweisen sie sich
als unverzichtbar218.

Definition B.35:

Ist M eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Metrik g, so wird durch

g̃ := Ω2 ⋅ g,

mit einer nirgends verschwindenden Funktion Ω ∈ C∞(M ), eine weitere Metrik auf M erklärt.
Ein Paar (M , g̃), das aus (M , g) in dieser Weise hervorgeht, wird als konforme Transformation
von (M , g) bezeichnet219.
Ein glatte Abbildung � : M −→ N zwischen Semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten wird als
konform bezeichnet, falls

�∗(gN ) = Ω2 ⋅ gM mit Ω wie oben,

gilt.

Bemerkung B.36:

Eine konforme Transformation/Abbildung erhält den kausalen Charakter aller Tangentialvekto-
ren.

218Man bedenke z.B. die Definitionen für konforme Kompaktifizierung oder asymptotische Flachheit, sowie die Ana-
lyse konform in-/kovarianter Differentialgleichungen (Maxwell-Gleichungen).

219Eine konforme Transformation ist nicht zwangsläufig durch einen Diffeomorphismus � : M −→M induziert.
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Eine wichtige Frage ist wie sich zur Metrik assozierte Größen, wie der Levi-Civita Zusammenhang
oder der Riemann’sche Krümmungtensor, unter einer konformen Tranformation verhalten. Eine
explizite Berechnung findet sich in [Wal84], Appendix D. Die folgende Proposition gibt die
Relationen zwischen den Skalarkrümmungen und den Laplace-d’Alembert-Operatoren an.

Proposition B.37:

Ist (M n, g) eine Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und (M , g̃ = Ω2 ⋅g) eine konforme Trans-
formation, so gilt in lokalen Koordinaten (U ,  ) für

(1) die Skalarkrümmungen

Sg̃ = Ω−2(Sg − 2(n− 1)Ω−12gΩ− (n− 4)(n− 1)Ω−2g(gradg Ω, gradg Ω))

(2) die Laplace-d’Alembert-Operatoren:

2g̃(Ω
sf) = Ωs−22gf

−(2s+ n− 2)Ωs−3g(gradg Ω, gradg f)

−sΩs−3f2gΩ

−s(n+ s− 3)Ωs−4fg(gradg Ω, gradg Ω)

Der zusätzliche Parameter s ∈ R in der Relation für die Laplace-d’Alembert-Operatoren wird
konformes Gewicht genannt; f̃ = Ωsf ist die konforme Gewichtung von f .

Bemerkung B.38:

Proposition B.37 zeigt, daß der konform gekoppelte Laplace-d’Alembert-Operator

Υg = 2g +
n− 2

4(n− 1)
Sg

für n > 1 konform kovariant ist, mit konformem Gewicht s = 1− n
2 , d.h.

Υg̃(Ω
1−n

2 f) = Ω−1−n
2 Υg(f), f ∈ C∞(M ).

B.4 Zeit-Orientierbarkeit und Kausalität

Für Lorentz’sche Mannigfaltigkeiten gibt es, neben dem Konzept der Orientierbarkeit, die Ei-
genschaft der Zeit-Orientierbarkeit220.

Definition B.39:

Ist M eine Lorentz’sche Mannigfaltigkeit und v ∈ Tp(M ) eine zeitartiger Tangentialvektor an
p ∈M , so heißt die Menge

Cp(v) := {w ∈ Tp(M ) ∣ w ist zeitartig, g∣p(v, w) < 0}

der Zeitkegel von v an p. Der entgegengesetzte Zeitkegel von v an p ist:

−Cp(v) := Cp(−v).

Bemerkung B.40:

Das orthogonale Komplement v⊥ eines zeitartigen Tangentialvektors v ∈ Tp(M ) besteht nur
aus raumartigen Vektoren und 0, daher ist die Vereinigung Cp(v) ∪ −Cp(v) die Menge aller
zeitartigen Tangentialvektoren in Tp(M ).
Ferner sind zwei zeitartige Tangentialvektoren v, w ∈ Tp(M ) genau dann im selben Zeitkegel an
p enthalten, wenn g∣p(v, w) < 0 gilt, d.h. es gibt genau zwei Zeitkegel an p.

220Zeit-Orientierbarkeit und die duale Raum-Orientierbarkeit kann auch für allgemeine Semi-Riemann’sche Mannig-
faltigkeiten definiert werden, s. [O’N83], Kapitel 9 (S.140).
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Definition B.41:

Eine Zeit-Orientierung auf Lorentz’schen Mannigfaltigkeit M ist eine glatte Abbildung c, die
jedem Punkt p ∈M einen Zeitkegel an p zuordnet. c ist glatt in dem Sinne, daß für alle p eine
Umgebung Up (von p) und ein Vektorfeld V ∈X (Up) existieren, s.d. V∣p ∈ c(p) auf Up gilt.
Existiert eine solche Abbildung c, so heißt M zeit-orientierbar; wird eine solche Abbildung
gewählt, so heißt M zeit-orientiert. c(p) heißt Zukunftskegel an p, −c(p) Vergangenheitskegel
an p. Es folgt, daß es genau zwei Zeit-Orientierungen auf einer zeit-orientierbaren Lorentz’schen
Mannigfaltigkeit gibt, falls diese zusammenhängend ist.
Die Standard-Zeitorientierung auf R1 ist durch das Vektorfeld ∂1 gegeben.

Bemerkung B.42:

Eine lokale Isometrie � : M −→ N zwischen zeit-orientierten Lorentz’schen Mannigfaltigkeiten
heißt zeit-orientierungserhaltend , falls Zukunfts-/Vergangenheitskegel auf Zukunfts-/Vergangen-
heitskegel abgebildet werden; sie heißt zeit-orientierungsumkehrend , falls Zukunfts-/Vergangen-
heitskegel auf Vergangenheits-/Zukunftskegel abgebildet werden.
Ist M zusammenhängend, so sind dies die einzigen Möglichkeiten.

Die Zeit-Orientierbarkeit und die Kausalitätseigenschaften von Tangentialvektoren führen zu
folgenden Definitionen.

Definition B.43:

Ist (M , c) eine zeitorientierte Lorentz’sche Mannigfaltigkeit und sind S und U zwei Teilmegen
von M , so definiert man:

(1) Die chronologische Zukunft/Vergangenheit von S relativ zu U

I±(S ,U ) :={p ∈ U ∖S ∣ Es existiert ein zeitartiges Kurvensegment 
 : [a, b] −→ U :


(a) ∈ S , 
(b) = p, 
′(t) ∈ ±c(
(t))}.

(2) Die kausale Zukunft/Vergangenheit von S relativ zu U

J±(S ,U ) :={p ∈ U ∖S ∣ Es existiert ein Kurvensegment 
 : [a, b] −→ U :


(a) ∈ S , 
(b) = p, 
′(t) ∈ ±c(
(t))}.

Eine Teilmenge U ⊆M heißt kausal-verträglich, falls

J±(p,U ) = J±(p,M ) ∩U

für alle p ∈ U gilt.
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C Elemente der Kategorien-Theorie

Categories were introduced to define functors, and functors were introduced to define natural
transformations.

Samuel Eilenberg & Saunders Mac Lane

In diesem Abschnitt finden sich einige grundlegende Definitionen Aussagen der Kategorien-
Theorie221.

C.1 Kategorien und Metakategorien

Definition C.1:

Ein Metagraph wird durch die folgenden Daten bestimmt:

(1) Objekte O: a, b, c,...

(2) Morphismen A : f , g, ℎ,...

(3) sowie zwei Abbildungen

(a) dom : A → O (Domäne)

(b) cod : A → O (Kodomäne)

Bemerkung C.2:

Die Wirkung der Abbildungen dom und cod auf A wird durch Digramme der Form

a
f→ b

(Morphismus f mit dom f = a und cod f = b, Objekte a, b)

dargestellt.

Definition C.3:

Eine Metakategorie ist ein Metagraph mit zwei Abbildungen

(1) id : O → A , a 7→ ida (Eins)

(2) ∘ : Adom ×cod A → A , (f, g,dom f = cod g) 7→ (f ∘ g : dom g → cod f) (Komposition)

cod g = dom f

f

!!CCCCCCCCCCCCCCCCC

dom g

g

=={{{{{{{{{{{{{{{{{

f∘g
// cod f

(C.1)

221siehe [Mac71]
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welche die folgenden Axiome erfüllen:

(a) f ∘ (g ∘ ℎ) = (f ∘ g) ∘ ℎ (Assoziativität)

dom ℎ
f∘(g∘ℎ)=(f∘g)∘ℎ

//

ℎ

��

g∘ℎ

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ cod f

cod ℎ = dom g g
//

f∘g

66mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
cod g = dom f

f

OO
(C.2)

(b) Für alle Objekte a und Morphismen f , g gilt:

ida ∘ f = f und g ∘ ida = g, falls cod f = a und dom g = a (Neutralität der Eins)

dom f
f

//

f

!!CCCCCCCCCCCCCCCCC
a

ida

��

g

  BBBBBBBBBBBBBBBBB

a
g

// cod g

(C.3)

Definition C.4:

Eine Kategorie C ist die Auslegung der Axiome einer Metakategorie im mengentheoretischen
Sinn:

(1) Ein Graph, d.h. eine Menge von Objekten OC und eine Menge von Morphismen AC mit
den Abbildungen dom und cod:

AC

dom //

cod
// OC (C.4)

(2) Zwei Abbildungen id und ∘:

OC
id // AC

, AC ×OC AC
∘ // AC

a � // ida , (f, g) � // f ∘ g

(C.5)

mit AC ×OC AC = {(f, g)∣f, g ∈ AC , dom f = cod g}

(3) Die Homomorphismen zwischen zwei Objekten a, b ∈ C sind definiert als:

homC(a, b) = {f ∣f ∈ AC , dom f = a, cod f = b} (C.6)
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Definition C.5:

Eine Unterkategorie S einer Kategorie C ist ein Teilgraph

AS

dom //

cod
// OS (C.7)

s.d. durch Einschränkung der Abbildungen id und ∘ die Bedingungen an eine Kategorie erfüllt
sind.

C.2 Funktoren

Betrachtet man die Metakategorie aller Kategorien mCat, so führt dies in natürlicher Weise zum
Konzept des Funktors.

Definition C.6:

Ein Funktor F ist ein Morphismus in mCat.
Seien A, B zwei Kategorien, s.d. dom F = A und cod F = B, so läßt sich F durch die Angabe
zweier Abbildungen (ebenfalls F ) charakterisieren:

(1) F : OA → OB, c 7→ F (c) (Objekt-Abbildung)

(2) F : AA → AB, f 7→ F (f) (Morphismen-Abbildung)

welche zwei Axiomen genügen:

(a) F (idc) = idF (c) ∀c ∈ OA

(b) F (f ∘A g) = F (f) ∘B F (g) ∀f, g ∈ AA ×OA AA

Bemerkung C.7:

Die obige Definition eines Funktors lässt sich in offensichtlicher Weise zur Definition eines Me-
tafunktors verwenden.

Bemerkung C.8:

Für die Homomorphismen zwischen c und d in A bedeutet dies, daß F eine Abbildung

Fc,d : homA(c, d)→ homB(F (c), F (d)) (C.8)

induziert.

Definition C.9:

Ein Funktor F ist

(1) injektiv, falls Objekt- sowie Morphismen-Abbildung injektiv sind.

(2) surjektiv, falls Objekt- sowie Morphismen-Abbildung surjektiv sind.

(3) bijektiv (ein Isomorphismus von Kategorien), falls Objekt- sowie Morphismen-Abbildung
bijektiv sind.

(4) eine Einbettung, falls die Morphismen-Abbildung injektiv ist.

Definition C.10:

Ein Funktor F mit dom F = A ist

(1) treu, falls Fc,d ∀c, d ∈ OA injektiv ist.

(2) voll, falls Fc,d ∀c, d ∈ OA surjektiv ist.
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(3) volltreu, falls Fc,d ∀c, d ∈ OA bijektiv ist.

Bemerkung C.11:

Einer Unterkategorie S einer Kategorie C ist in natürlicher Weise ein (treuer) Funktor I : S ↪→ C
(Inklusion) zugeordnet. Ist der Funktor I voll, so bezeichnet man S als eine volle Unterkategorie.

C.3 Natürliche Transformationen

Der Begriff des Funktor wiederum führt auf die Frage nach den Morphismen von Funktoren, und
in welcher Weise Funktoren als Kategorie aufgefasst werden können.

Definition C.12:

Eine natürliche Transformation � : F → G zweier Funktoren F,G : A→ B ist eine Abbildung
(ebenfalls �)

OA
� // AB

a � // (�a : F (a)→ G(a))

(C.9)

s.d. ∀f ∈ A, f : a→ a′ gilt:

G(f) ∘B �a = �a′ ∘B F (f)

a

f

��

F (a)

F (f)

��

�a // G(a)

G(f)

��

a′ F (a′) �a′
// G(a′)

(C.10)

Die Morphismen �a ∈ AB, a ∈ OA werden als die Komponenten der Natürlichen Transformation
� bezeichnet.

Definition C.13:

Eine natürliche Transformation � heißt natürliche Äquivalenz oder natürlicher Isomorphismus,
falls alle Komponenten �a ∈ AB, a ∈ OA in B invertierbar sind.

Definition C.14:

Eine Äquivalenz von Kategorien A, B ist ein Paar von Funktoren F : A → B, G : B → A
zusammen mit natürlichen Isomorphismen � : IA → G∘F, � : IB → F ∘G. IA und IB bezeichnen
dabei die identischen Funktoren zu A bzw. B
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D C∗-Algebren

In these days the angel of topology and the devil of abstract algebra fight for the soul of every
individual discipline of mathematics.

Hermann Weyl

Im vorliegenden Abschnitt finden sich einige grundsätzliche Definitionen und Aussagen zum
Thema C∗-Algebren222. Der Leser sollte mit der Theorie topologischer Vektorräume vertraut
sein, falls dies nicht der Fall ist, finden sich Details z.B. im Buch [Rud73].

D.1 Grundlagen

Definition D.1:

Eine C∗-Algebra A ist eine normierte Algebra über K = R, C, d.h. es existiert eine Abbildung

A
∥.∥

// R≥0

A
� // ∥A∥

(D.1)

(Norm)
mit den Eigenschaften, daß für alle A,B ∈ A, � ∈ K gilt:

(1) ∥A∥ ≥ 0 und ∥A∥ = 0⇔ A = 0

(2) ∥�A∥ = ∣�∣ ⋅ ∥A∥

(3) ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥

(4) ∥AB∥ ≤ ∥A∥ ⋅ ∥B∥

(5) ∥A∗A∥ = ∥A∥2

s.d. A in der durch ∥.∥ induzierten Topologie vollständig ist, sowie eine weitere Abbildung

A
∗

// A

A
� // A∗

(D.2)

(Involution)
mit den Eigenschaften (A,B ∈ A, �, � ∈ K):

(1) A∗∗ = A

(2) (AB)∗ = B∗A∗

(3) (�A+ �B)∗ = �A+ �B

Bemerkung D.2:

Ist A eine C∗-Algebra mit Eins 1, so folgt aus den Eigenschaften der Norm und der Involution

∥1∥ = ∥1∗1∥ = ∥1∥2

∥A∥ = ∥1A∥ ≤ ∥1∥ ⋅ ∥A∥

d.h. ∥1∥ = 1 oder 0. Da letzteres ∥A∥ = 0 ∀A ∈ A impliziert, kann dieser Fall ignoriert werden.

222siehe [BR87](s. Abschnitt 2.1-2.3), [Tak79](s. Kapitel 1), [BGP07](s. Abschnitt 4) für weitere Details
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Definition D.3:

Eine Teilmenge B einer C∗-Algebra A heißt selbstadjungiert, falls A ∈ B⇒ A∗ ∈ B gilt.

Im Folgenden sei A immer eine C∗-Algebra mit Eins 1.

Definition D.4:

Für eine C∗-Algebra A und ein Element A ∈ A bezeichnet man

(1) rA(A) =
{
� ∈ C ∣ (�1−A)−1 ∈ A

}
als die Resolventenmenge von A in A. (�1 − A)−1

heißt die Resolvente von A bei �.

(2) �A(A) := C∖ {rA(A)} als das Spektrum von A in A.

(3) �A(A) := sup {∣�∣ ∣ � ∈ �A(A)} als den Spektralradius von A in A.

Proposition D.5:

Für alle A ∈ A ist die Resolventenmenge rA(A) offen und die Resolvente (�1−A)−1 analytisch
in rA(A). Das Spektrum �A(A) ist abgeschlossen, kompakt und nicht leer, denn das Supremum
�A(A) := sup {∣�∣ ∣ � ∈ �A(A)} existiert.

Ferner gilt �A(A) = limn→∞ ∥An∥
1
n = infn ∥An∥

1
n ≤ ∥A∥.

Definition D.6:

Ein Element A einer C∗-Algebra A heißt

(1) isometrisch, falls A∗A = 1 gilt.

(2) unitär, falls A∗A = 1 = AA∗ gilt.

(3) normal, falls A∗A = AA∗ gilt.

(4) positiv (A ≥ 0), falls A selbstadjungiert ist und �A(A) ⊆ R≥0 gilt.

Proposition D.7:

Sei A eine C∗-Algebra. Für A,B ∈ A und � ∈ C gilt:

(1) �A(�1−A) = �− �A(A)

(2) �A(A∗) = �A(A)

(3) �A(A−1) = �A(A)−1, falls A−1 ∈ A

(4) �A(AB) ∪ {0} = �A(BA) ∪ {0}

(5) �A(P (A)) = P (�A(A)), falls P ein (komplexes) Polynom ist

(6) �B(A) = �A(A), falls B ⊆ A eine C∗-Unteralgebra ist und A ∈ B gilt

(7) �A(A) ⊆ {� ∣ � ∈ C, ∣�∣ = 1}, falls A unitär ist

(8) �A(A) ⊆ [−∥A∥ , ∥A∥], falls A selbstadjungiert ist

(9) �A(A) = 1, falls A isometrisch oder unitär ist

(10) �A(A) = ∥A∥, falls A normal ist

Wegen (10) aus Prop. D.7 folgt:

Korollar D.8:

Ist A eine ∗-Algebra, d.h. die Norm (s. Def. D.1) auf A wird nicht gefordert, und existiert eine
Norm ∥.∥ wie in Def. D.1 auf A, s.d. A bezüglich dieser abgeschlossen ist, so ist diese Norm
eindeutig.
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Proposition D.9:

Sei A eine C∗-Algebra und A ∈ A, dann sind äquivalent:

(1) A ist positiv

(2) A = B∗B für ein B ∈ A

Definition D.10:

Ein Unterraum B einer Algebra A heißt Links-(Rechts-)Ideal, falls für alle A ∈ A und B ∈ B
folgt, daß AB (BA) ∈ B gilt.
B heißt zweiseitiges Ideal, falls es sowohl Links- als auch Rechts-Ideal ist.

Proposition D.11:

Sei A eine Banach ∗-Algebra, d.h. die Norm in Def. D.1 erfüllt statt Eigenschaft (5) die Relation
∥A∥ = ∥A∗∥ für alle A ∈ A, und sei ℑ ein abgeschlossenes, selbstadjungiertes, zweiseitiges Ideal
in A, dann ist der Quotient A/ℑ mit der Norm

∥Aℑ∥ = inf {∥A∥ ∣ A ∈ Aℑ}

(Aℑ := {A+ I ∣ I ∈ ℑ} ∈ A/ℑ)

wieder eine Banach ∗-Algebra.
Ist ferner ℑ ein abgeschlossenes, zweiseitiges Ideal einer C∗-Algebra A, so ist ℑ schon selbstad-
jungiert und A/ℑ eine C∗-Algebra.

Definition D.12:

Ein ∗-Homomorphismus � zwischen zwei C∗-Algebren A und B ist eine Abbildung

A
� // B

A
� // �(A)

(D.3)

mit den Eigenschaften

(1) �(�A+ �A′) = ��(A) + ��(A′)

(2) �(AA′) = �(A)�(A′)

(3) �(A∗) = �(A)∗

für alle A,A′ ∈ A and �, � ∈ C.

Proposition D.13:

Für einen ∗-Homomorphimus � zwischen zwei C∗-Algebren A und B gilt:

(1) ∥�(A)∥B ≤ ∥A∥A ∀A ∈ A

(2) �(A) ≥ 0 ∀0 ≤ A ∈ A

(3) �(A) := {�(A) ∣ A ∈ A} ⊆ B ist eine C∗-Unteralgebra von B.

(4) ker� = {0} ⇔ ∥�(A)∥B = ∥A∥A ∀A ∈ A⇔ �(A) > 0 ∀0 < A ∈ A

(5) ∥�(A)∥B = ∥A∥A ∀A ∈ A, falls � ein ∗-Isomorphismus ist.
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Bemerkung D.14:

Für eine C∗-Algebra A und ein zweiseitiges, abgeschlossenes Ideal ℑ ist die kanonische Projektion
�ℑ

A
�ℑ // A/ℑ

A
� // Aℑ

(D.4)

ein ∗-Homomorphismus.

D.2 Zustände

Definition D.15:

Ein lineares Funktional ! über einer C∗-Algebra A heißt Zustand, falls die folgenden Eigen-
schaften erfüllt sind.

(1) !(A) ≥ 0 ∀0 ≤ A ∈ A (Positivität)

(2) ∥!∥ = sup {∣!(A)∣ ∣ ∥A∥ = 1, A ∈ A} = 1 (Normierung)

Die Menge aller Zustände über A wird mit SA bezeichnet. Allgemeiner stellt man die Bedingun-
gen:

(3) !(A∗A) ≥ 0 ∀A ∈ A,

(4) !(1) = 1.

Die Bedingungen (3) und (4) sind auch dann sinnvoll, wenn A keine C∗-Algebra ist.

Lemma D.16:

Ein Zustand ! über einer C∗-Algebra A besitzt die folgenden Eigenschaften.

(1) !(A∗B) = !(B∗A) (Symmetrie)

(2) ∣!(A∗B)∣2 ≤ !(A∗A)!(B∗B) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

für alle A,B ∈ A.

Definition D.17:

Ein Zustand über einer C∗-Algebra heißt rein, falls er nicht als eine konvexe Kombination
! = �!1 + (1− �)!2 zweier Zustände !1, !2 ∕= ! mit � ∈ (0, 1) geschrieben werden kann.
Die Menge aller reinen Zustände über A wird mit PA bezeichnet.

Eine wesentliche Aussage über die Beschaffenheit der Menge der Zustände macht das folgende

Theorem D.18:

Die Menge der Zustände SA einer C∗-Algebra A ist konvex, und schwach-*-kompakt genau dann,
wenn A eine Eins 1 besitzt.
Ist letzteres der Fall, so ist PA die Menge der Extrempunkte von SA und SA ist der schwach-*-
Abschluß der konvexen Hülle von PA.
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D.3 Darstellungen

Definition D.19:

Eine Darstellung einer C∗-Algebra A ist ein Paar (�,ℌ), wobei ℌ ein Hilbertraum und � ein
∗-Homomorphismus zwischen A und L (ℌ) ist.
(�,ℌ) heißt

(1) treu, falls � injektiv ist.

(2) zyklisch, falls ein Vektor Ω ∈ ℌ mit der Eigenschaft existiert, daß die Menge
{�(A)Ω ∣ A ∈ A} dicht in ℌ ist. Ω wird als zyklischer Vektor bezeichnet.

(3) nicht-ausgeartet, falls �(A)� = 0 ∀A ∈ A für ein � ∈ ℌ impliziert, daß � = 0 gilt.

(4) irreduzibel, falls die einzigen abgeschlossenen Unterräume U von ℌ mit �(A)U ⊆ U die
trivialen Unterräume {0} und ℌ sind.

Für nicht ausgeartete Darstellung findet man das wichtige Resultat:

Theorem D.20:

Ist (�,ℌ) eine nicht ausgeartete Darstellung einer C∗-Algebra A, so ist (�,ℌ) die direkte Summe
zyklischer Unterdarstellungen.

Bemerkung D.21 (GNS-Konstruktion):

Der Zusammenhang zwischen Zuständen und Darstellungen wird durch die folgende Konstruk-
tion geklärt.
Ist A eine C∗-Algebra, ! ein Zustand über A und ℑ! das Links-Ideal {A ∣ !(A∗A) = 0, A ∈ A},
so wird A/J! mit

(Aℑ! , Bℑ!) := !(A∗B) ∀Aℑ! , Bℑ! ∈ Aℑ! und A ∈ Aℑ! , B ∈ Bℑ!

zu einem Prähilbertraum ℌ̃!.
ℌ̃! kann in der durch ( , ) induzierten Topologie zu einem Hilbertraum ℌ! vervollständigt
werden.
Die Darstellung von A auf ℌ wird durch

�!(A)Bℑ! := (AB)ℑ! ∀A ∈ A, Bℑ! ∈ Aℑ!

induziert.
Die so konstruierte Darstellung (�!,ℌ!) besitzt ferner einen zyklischen Vektor Ω!, der durch

Ω! := 1ℑ!

gegeben ist
Der Vektor Ω! erlaubt es außerdem den Zustand ! mittels der Darstellung wie folgt auszu-
drücken

!(A) = (Ω!, �!(A)Ω!) ∀A ∈ A.

Die so beschrieben Konstruktion einer zu einem Zustand ! assoziierten Dartellung (�!,ℌ!) wird
als GNS-Konstruktion223 bezeichnet.

Mittels der GNS-Konstruktion findet man

Theorem D.22:

Ist ! ein Zustand über einer C∗-Algebra A, so besitzt A eine zyklische Darstellung (�!,ℌ!), s.d.

!(A) = (Ω!, �!(A)Ω!) ∀A ∈ A.

223benannt nach I.M. Gel’fand, M.A. Naimark und I. Segal
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(�!,ℌ!) ist bis auf unitäre Äquivalenz eindeutig bestimmt, d.h. falls (�′!,ℌ
′
!) eine weitere zykli-

sche Darstellung mit zyklischem Vektor Ω′! und !(A) = (Ω′!, �
′
!(A)Ω′!) ∀A ∈ A ist, so existiert

eine unitärer Operator

ℌ!
U // ℌ′! (D.5)

mit den Eigenschaften

(1) U−1�′!(A)U = �!(A) ∀A ∈ A

(2) UΩ! = Ω′!

Dies wiederum führt zu

Korollar D.23:

Ist A eine C∗-Algebra und � ein ∗-Automorphismus von A, sowie ! eine �-invarianter Zustand
über A, d.h.

!(�(A)) = !(A) ∀A ∈ A,

und (�!,ℌ!) die zu ! assoziierte, zyklische Darstellung, so existiert ein eindeutig bestimmter,
unitärer Operator U� : ℌ! ↺ mit den Eigenschaften

(1) U��!(A)U−1
� = �!(�(A)) ∀A ∈ A

(2) U�Ω! = Ω!

Zwischen reinen Zuständen und irreduziblen Darstellungen einer C∗-Algebra besteht eine direk-
ter Zusammenhang.

Theorem D.24:

Ist A eine C∗-Algebra und ! ∈ SA, so gilt:

(�!,ℌ!) irreduzibel⇔ ! ∈ PA ⇔ ! ist ein Extrempunkt von SA

Abschließend seien noch drei wesentliche Theorem zur Klassifikation von C∗-Algebren genannt.

Theorem D.25:

Eine C∗-Algebra A ist ∗-isomorph zu einer abgeschlossenen (in Norm), selbstadjungierten Alge-
bra beschränkter Operatoren über einem Hilbertraum.

Theorem D.26:

Eine abelsche C∗-Algebra A ist ∗-isomorph zu der Algebra der stetigen Funktionen, die im Un-
endlichen verschwinden, über dem Spektrum von A: C0(�(A)).
Dabei ist das Spektrum �(A) von A die Menge der reinen Zuständen PA, welche in der schwach-
*-Topologie ein (lokal) kompakter, Hausdorff Raum ist.
�(A) ist genau dann kompakt, wenn A eine Eins 1 besitzt.

Theorem D.27:

Ist A eine von einem Element A erzeugte abelsche C∗-Algebra, so ist A ∗-isomorph zu C0(�(A)).
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höhere, siehe Zusammenhang
Algebra

∗-, 128
äußere, 87, 88
Banach ∗-, 129
C∗−, 127
Lie-, 75, siehe Lie-Algebra
Quotienten-, 129
Weyl-, 22

Atlas
der Klasse Cr, 72
kompatibel, 72
orientierend, 79
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Integral

einer Differentialform, 89
inverse Temperatur, 30
Involution, 127
Isometrie, 108

Anti-, 116
lokal, 108

zeit-orientierungserhaltend, 121
zeit-orientierungsumkehrend, 121

zeitartig, 30
isometrisch, 108, 128
isometrische Einbettung, 108

Jacobi
-Determinante, 90
-Matrix, 79

Karte, 72
Kategorie, 124

Äquivalenz, 126
Unter-, 125

voll, 126
kausal-verträglich, 121
Kegel

Licht-, 13
Doppel-, 116

Vergangenheits-, 121
Zeit-, 120

entgegengesetzt, 120
Zukunfts-, 121

KMS-Bedingung, 30
Kodimension, 85
kompakt

vergangenheits-, 10
zukunfts-, 10

konform
Gewicht, 120
kovariant, 120
Transformation, 119

Kontraktion, 83
Koordinatenfunktionen, 72
Koordinatensystem, 72

Normal-, 114
Ortho, 114

Produkt-, 73
kosmologische Konstante, 39
Kotangential

-raum, 76
-vektor, 76

Kovektorfeld, 76
glatt, 76

Kovektorfelder
Koordinaten-, 77

Krümmung
konstant, 111
Schnitt-, 111
Skalar-, 111

Kurve, 75
fortsetzbar, 75
Integral-, 85
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maximal, 86
kausal, 108
lichtartig, 108
raumartig, 108
regulär, 75
zeitartig, 108

Kurvensegment
kausal, 108
lichtartig, 108
raumartig, 108
stückweise glatt, 75
zeitartig, 108

Laplace-d’Alembert
konform gekoppelt, 120

Laplace-d’Alembert-Operator, 109
Laplace-Operator

Bochner, 2
Lie-

Ableitung, 84, 86
Algebra, 75, 91
Algebrenhomomorphismus, 92
Gruppe, 90
Gruppenhomomorphismus, 90
Unteralgebra, 92
Untergruppe, 91

1-Parameter, 91
abgeschlossen, 91

Mannigfaltigkeit
der Klasse Cr, 73
glatt, 74
kartesisches Produkt, 73
Lorentz’sche, 107

zeit-orientierbar, 121
zeit-orientiert, 121

orientierbar, 79, 80
orientiert, 79, 80
parakompakt, 73
Riemann’sche, 107
Semi-Riemann’sche, 107

geodätisch vollständig, 112
Unter-, 85

eingebettet, 85
Semi-Riemann’sche, 107

maximal symmetrisch, 50
Meta

-graph, 123
-kategorie, 123

Metrik, 107
-verträglich, siehe Zusammenhang
Faser-, 102

direkte Summe, 102

dual, 102
Tensorprodukt, 102

Minkowskiraum, 115
Standard-Zeitorientierung, 121

Modul
G−, 94
g−, 94

Morphismus, 123
∗-, 129
Homo-, 124

Norm
C∗−, 127
CrK -Halb-, 104

normal, 128
Normierung, 130

Objekt, 123
Observable

lokale thermische, ,31
Orientierung

Koordinatensystem, 79
Mannigfaltigkeit, 79, 89
Standard-, 80
Tangentialraum, 79, 89
Zeit-, 121

Paralleltransport, 101
Poisson’sche Summenformel, 44
positiv, 128
Positivität, 130
Produkt

äußeres, 87
Propagator

avanciert, 4, 10, 12
kausal, 12
retardiert, 4, 10, 12

Pullback, 78, 82
einer Distribution, siehe Distribution

Pushforward, 77, 82

Quantenfeld
kausal, 18
lokal kovariant, 17

Quantenfeldtheorie
kausal, 16
lokal kovariant, 16
Zeit-Schnitt-Axiom, 17

Raumzeit, vii
global hyperbolisch, 11
stationär, 35

Resolvente, 128
Resolventenmenge, 128
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Schnitt, 98
lokaler, 98
Test-, 104
Träger, 99

selbstadjungiert, 128
Spektralradius, 128
Spektrum, 128
Struktur

-Gruppe, 95
Cr-, 73
glatt, 74

Submersion, 78

Tangential
-raum, 74
-vektor, 74

Tangentialvektor
lichtartig, 108
raumartig, 108
zeitartig, 108

Tensor, 80
-feld, 81

glatt, 81
kontravariant, 80
kovariant, 80
Krümmungs-, 102
Ricci-, 110
Torsions-, 109

thermische Funktionen, 33
Träger, 73
Transformation

Bogoliubov-, 22
Natürliche

Isomorphismus, 126
natürliche, 126

Äquivalenz, 126
Transportgleichungen, 7
Trivialisierung

globale, 96
lokal, 96

Übergangsfunktion, 72
eines Faserbündels, 96

Umgebung
geodätisch konvex, 113
kausal, 9
normal, 113

unitär, 128

Vektorfeld, 75
Fundamental-, 95
glatt, 75
Kommutator, 75

Koordinaten-, 77
links-/rechts-invariant, 92
Orts-, 115
vollständig, 86

Vektorraum
symplektisch, 20

Vergangenheit
chronologische, siehe Zukunft
kausale, siehe Zukunft

Vertauschungrelationen
kanonische

exponentielle Form, 22
Volumen, 90

Wellengleichung, 4
Wick-Monome, 27
Wick-Quadrat, 27
Wirkung

effektiv, 95
frei, 95
Links-, 95
Rechts-, 95
transitiv, 95

Zerlegung der Eins, 74
Zukunft

chronologische, 121
kausale, 121

Zusammenhang, 100
1-Form, 101
Christoffel Symbole, 101, 109
direkte Summe, 101
Dual, 101
Levi-Civita, 109
metrik-verträglich, 102, 109
P-verträglich, 3
Tensorprodukt, 101
torsionsfrei, 109

Zustand, 130
2-Punkt-Funktion, 25
analytisch, 25
Gibbs-, 30
Grund-, 30
Hadamard-

global, 26
lokal, 25

invarianter, 132
KMS-, 30
n-Punkt-Funktion, 25
quasifrei, 25
rein, 130
thermischer Referenz, 31
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