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1. Einleitung

Die algebraische Quantenfeldtheorie (bzw. lokale Quantenphysik) [Ha96, Ar99] ist
eine axiomatische Formulierung von Quantenfeldtheorien mit operatoralgebraischen
Methoden.

Ein Aspekt dieses Zugangs ist die modellunabhéingige Analyse der Struktur von
Quantenfeldtheorien, ausgehend von physikalisch motivierten Annahmen — den Haag-
Kastler Axiomen [HK64]. Hierbei ist man zu tiefen Einsichten in die mathematische
und physikalische Struktur der relativistischen Quantenphysik gelangt (z. B. Spin-
Statistik- und CPT-Theorem, Superauswahlregeln, Teilchen-Inhalt, Kurzabstands-
verhalten, Streutheorie).

Ein weiterer Aspekt dieses Zugangs ist die explizite Konstruktion wechselwir-
kender Modelle. Hierbei erweisen sich die Algebren, welche zu den in Keilgebieten
lokalisierten Observablen assoziert werden, kurz Keilalgebren, als besonders hilfreich.

In zwei Raumzeit-Dimensionen (d=2) ist es Borchers [Bo92] gelungen ein kovarian-
tes, lokales Netz von Observablen-Algebren aus einer Keilalgebra, einer Darstellung
der Translationen mit Spektrumsbedingung und einem zyklischen, separierenden
Vektor (Vakuum) zu konstruieren. Die Existenz nichttrivialer Observablen, die in
beschrankten Raumzeitgebieten lokalisiert sind, ist bei dieser Konstruktion jedoch
nicht gesichert. Als hinreichendes Kriterium wurde von Buchholz und Lechner [BLO04]
die modulare Nuklearitdtsbedingung formuliert, welche die spektralen Eigenschaf-
ten des modularen Operators der Keilalgebra einschréankt. Lechner [Le06] konnte
zeigen, dass diese Bedingung fiir eine grofle Klasse von Modellen mit faktorisieren-
der S-Matrix erfiillt ist.

In vier Raumzeit-Dimensionen (d=4) konnten Keil-lokale Modelle mit Wechsel-
wirkung durch geeignete Deformationen von freien Theorien konstruiert werden
[GLO08, BS08, BLS10]. Die zentrale Frage ist ebenfalls, wann Keilalgebren schérfer
lokalisierte Operatoren enthalten. Es ist zu vermuten, dass auch in diesem Kontext
die modulare Struktur von Bedeutung ist. Fiir das freie Feld in d > 2 ist jedoch be-
kannt, dass die modulare Nuklearitdtsbedingung nicht erfiillt sein kann [Le06, Bu74].
Trotzdem ist zu hoffen, dass geeignete Nuklearitiatskriterien Aussagen iiber die lokale
Struktur von Modellen erlauben.

In dieser Arbeit wird, anhand des freien Feldes, ein Schritt in diese Richtung un-
ternommen. Der Ansatz, durch Einschrinkung des freien Feldes im Ortsraum zu
angepassten Nuklearitdtskriterien zu gelangen, wird verfolgt. Dies fithrt zu verallge-
meinerten freien Feldern in zwei Dimensionen. Da fiir verallgemeinerte freie Felder



1. Einleitung

mit absolut stetigem Anteil im Lehmann-Maf die modulare Nuklearitdtsbedingung
nicht gilt [DL84], wird das abgeschwichte Kriterium der modularen Kompaktheit
formuliert und untersucht. Es wird gezeigt, dass auch diese Bedingung nicht erfiillt
ist.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 2 werden die verwendeten Notationen und benétigten Grundlagen der
Arbeit vorgestellt. Standardkeilalgebren werden definiert und es wird gezeigt, wie aus
ihnen Vakuumdarstellungen konstruiert werden kénnen. Als Bedingung fiir die Exis-
tenz nichttrivialer lokaler Algebren wird die Split-Eigenschaft fiir Keile verwendet.
Schliefllich wird die modulare Nuklearitétsbedingung als hinreichendes Kriterium
fiir die Split-Eigenschaft fiir Keile genannt.

In Kapitel 3 wird das Modell des verallgemeinerten freien Feldes in zwei Dimen-
sionen definiert. Zunéchst werden die Weylalgebra und ihre Vakuumdarstellung, an-
schliefflend hierfiir eine rechte Standardkeilalgebra konstruiert. Schliefilich wird die
modulare Gruppe der Standardkeilalgebra berechnet.

In Kapitel 4 wird die modulare Kompaktheitsbedingung formuliert und unter-
sucht. Es wird gezeigt, dass diese nicht gilt fiir verallgemeinerte freie Felder mit
absolut stetigem Lehmann-Maf}, sowie fiir Lehmann-Mafle mit absolut stetigem An-
teil und singuldrem Anteil aus endlich vielen Dirac-Maflen.

In Anhéngen A, B und C finden sich technische Resultate, die in Kapitel 4 ver-
wendet werden.



2. Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Grundlagen der Arbeit zusammengestellt
und kurz erldutert. Dies dient auch dazu die verwendete Notation einzufiihren.

2.1. Notationen und Konventionen

Wir verwenden natiirliche Einheiten, d. h. Az = ¢ = 1. In Raumzeit-Koordinaten
werden die Punkte des d-dimensionalen Minkowskiraums M = R™" mit d = 1+n,
durch (zg,x), x € R", beschrieben. Das Minkowskiprodukt ist definiert durch zy =
ToYo — Xy, wobei xy das euklidische Skalarprodukt bezeichnet.

Hauptséichlich werden wir in dieser Arbeit den Fall d = 2 verwenden, d. h. wir
betrachten als Raumzeit R? mit zy = zgyo — 141 oder wir verwenden noch weitere
Koordinatensysteme, z. B. Lichtkegel- oder Rapiditdtskoordinaten x4+ bzw. 61, sieche
Abschnitt A.4.

Ein Vektor z € M heiit raumartig, falls 22 < 0, zeitartig fiir 2 > 0 und lichtartig,
wenn 22 = 0. Das kausale Komplement O’ einer Menge O ist

O = {yeM: (x—y)2<O,V:U€@}O,

so dass wir immer mit offenen Gebieten arbeiten. Zwei Gebiete 01,0y C M sind
raumartig getrennt, wenn O; C 0.

Die Isometriegruppe des Minkowskiraumes ist die Lorentzgruppe £, die zusam-
men mit den Translationen die Poincarégruppe P = £ x R*t! erzeugt. Die Zusam-
menhangskomponente der Identitéit der Poincarégruppe heif3t eigentliche orthochro-
ne Poincarégruppe und wird mit 731 bezeichnet.! Die Lorentztransformationen der
Boosts in x1-Richtung bezeichnen wir mit

cosh(2mt)  —sinh(27t) 0
A(t) = | —sinh(27t) cosh(2xt) 0 | , (2.1)
0 0 1

wobei 1 die (n — 1)-dimensionale Einheitsmatrix ist. In d = 2 hat PJ_ eine besonders
einfache Struktur, sie wird von den Translationen und Boosts erzeugt.

Im Folgenden wird Pjr einfach Poincarégruppe genannt, falls keine Verwechslungen auftreten
sollten.



2. Grundlagen

In dieser Arbeiten sind die Keilgebiete besonders wichtig, der rechte und linke
Keil, W, bzw. W}, sind definiert durch

W, :={xeM:z > |z}, Wy:={zx eM: —x1 > |zo|}. (2.2)

Dann ist W) = W, und W,,, W; sind invariant unter den Boost-Transformationen
aus (2.1). Die Menge aller Keilgebiete W ist definiert als

W:={AW,: AeP}.
Der (offene) Vorwirtslichtkegel V. ist die Menge
Vi = {(z0,x) e M: x> |x]|} . (2.3)

Ein Doppelkegel D C M ist ein kausal vollstindiges Gebiet, d. h. D” = D, so dass
x,y € M existieren, mit y € {V} + z} und

D= {Vi +a}0{=Vi +y}.

In d = 2 kénnen Doppelkegel durch zwei raumartige Punkte a,b € R% mit b € a+ W,
und die beiden Keile charakterisiert werden

Dy :={a+W;tn{b+Wi}.

Die Menge alle Doppelkegel bezeichnen wir mit . Die Menge aller offener, be-
schrankter Gebiete @O C M, partiell geordnet und gerichtet durch Inklusion, be-
zeichnen wir mit 7.

Im Impulsraum bezeichnet H,, := {p € V, : p?> = m?} die Massenschale zur
Masse m > 0 und d€,, == —9P— das eindeutige lorentzinvariante Mafl auf H,,.

2/p2+m?
Wir schreiben H,, := L?(H,,,dQ,).
Der D’Alembert Operator O ist in (n + 1) Dimensionen definiert durch

2 no 92
0:= 882 = 882 .
) k=1 L,

Mit C*°(R"™) bezeichnen wir die glatten Funktionen auf R", mit C§°(R") die glat-
ten Funktionen mit kompaktem Tréger. S(R™) bezeichnet die Schwartzfunktionen
und D(R™) bezeichnet die Testfunktionen, d. h. Schwartzfunktionen mit kompaktem
Triger. Die Menge der reellwertigen Funktionen in D(R") bezeichnet Do (R?). Wir
bezeichnen die Fouriertransformation von f mit f, definiert durch

1 ipT AN
Fp) = W/f(:p)e "z | (2.4)

10



2.2. Algebraische Quantenfeldtheorie

2.2. Algebraische Quantenfeldtheorie

Wir nutzen den algebraischen Zugang zur Quantenfeldtheorie [Ha96]. In der al-
gebraischen Quantenfeldtheorie (AQFT) betrachtet man Netze von C*-Algebren
O — A(O), O C M offen und beschrinkt, die gewissen Axiomen geniigen. Die
selbstadjungierten Elemente in A(O) weden als die O lokalisierten Observablen in-
terpretiert.

In dieser Arbeit werden wir nur Vakuumdarstellungen betrachten, d. h. man be-

trachtet das GNS-Tripel (m,H,(2) eines Vakuumzustandes® w auf UOA((’))"'H und
die von-Neumann-Algebren M(0) = 7(A(0))".

Gegeben ein Netz von von-Neumann-Algebren O — M(0O); dann miissen einige
Bedingungen erfiillt sein, wie Isotonie, Lokalitit, Kovarianz, Spektrumsbedingung
und Invarianz des Vakuumvektors, damit es eine sinnvolle physikalische Interpretati-
on als Netz lokaler Observablen-Algebren in einer Vakuumdarstellung besitzt (siehe
zum Beispiel [Ha96, Ba95]).

Betrachte ein Netz von von-Neumann-Algebren M(Q) auf einem gemeinsamen
Hilbertraum H, indiziert durch O € J. Die selbstadjungierten Elemente von M(O)
werden als in O lokalisierte Observable interpretiert. Wir fordern Isotonie

M(Ol) - M(Og) fir O C Oy (2.5)

und Additivitit .
M(U;0) = (U; M(0))) (2.6)
Damit in relativistischen Theorien das Kausalitdtsprinzip gilt, fordern wir Loka-
latat
M(0O1) € M(Oy) fir O C 0. (2.7)
AuBerdem fordern wir die Existenz einer stark stetigen, unitdren Darstellung

U : 771 — B(H) der eigentlichen orthochronen Poincarégruppe und Kovarianz
der lokalen Algebren

U(g)M(O)U(g)"! = M(g0), g€ P}, (2.8)

wobei gO = {gz : = € O}.

Die Translationen (R?, +) sind als Untergruppe in Pl enthalten. Stabilitdt der
Materie erfordert Positivitit der Energie fiir alle Lorentzbeobachter, daher fordern
wir die Spektrumsbedingung: Das Spektralmafl E(p) mit U(x) = [ e**P dE(p) erfiillt

suppdE(p) C V, . (2.9)

2einem ausgezeichneten Zustand mit speziellen Eigenschaften wie Poincaré-Invarianz und Stabi-
litét.

11



2. Grundlagen

SchlieBSlich fordern wir die Existenz eines Vakuumvektors 2 € H mit der Reeh-
Schlieder-Eigenschaft: Es gibt ein 2 € H, mit || = 1, so dass

U=, VgePl, ud M(O)Q="H, firale O e J, (2.10)

d. h. Q ist zyklisch fiir alle M(O) mit O € J. Fiir Gebiete O mit nichtleerem
kausalen Komplement folgt daraus, dass 2 auch separierend fiir M(O) ist.
Ein Netz lokaler Algebren ({M(O)}oeys,U, ), das die Bedingungen (2.5)-(2.10)

erfiillt, nennen wir eine Vakuumdarstellung.

2.3. Tomita-Takesaki Theorie

Sei M eine von-Neumann-Algebra die auf einen Hilbertraum H wirkt. Ein Vektor
Q € H heif3t zyklisch, falls MQ dicht in H ist und separierend falls M’ dicht in ‘H
ist. Die Tomita-Takesaki Theorie sichert die Existenz einer Automorphismengrup-
pe auf M und eines *-Antiisomorphismus der Algebra auf ihre Kommutante. Wir
ibernehmen hier die Darstellung in [Bo00, Abschn. 1.3].

Theorem 2.1 (Tomita-Takesaki). Sei M eine von-Neumann-Algebra mit zykli-
schem und separierendem Vektor ), dann existieren der modulare Operator A und
die modulare Konjugation J, so dass:

1. A ist selbstadjungiert, positiv, invertierbar und

AQ=Q JQ=Q. (2.11)

2. Die unitire Gruppe {A" : t € R} definiert eine Automorphismengruppe oy von
M durch oi(A) == APAA~" genannt modulare Gruppe, so dass

A"MA™ =M  VteR. (2.12)

3. AQ gehort fiir alle A € M zum Definitionsbereich von AY/2.

4. J ist eine Konjugation, d. h. J ist antilinear und J = J* = J~1. Des Weiteren
kommutiert J mit A", Vt, und es gilt

JAT P =A"T, (2.13)

5. J bildet M auf seine Kommutante ab

JMIT =M. (2.14)

12



2.3. Tomita-Takesaki Theorie

6. Die Operatoren S := JAY? und S* := JA=/2 haben die Figenschaften
SAQ = A* Q) VA e M,

2.15
S*AQ=A"Q, VA e M. (2.15)

7. Fiir A € M hat die vektorwertige Funktion t — A" AQ eine analytische Fort-
setzung in den Streifen S(—1,0) := {z € C: —3 < Im(z) < 0}. Dies impliziert

A=/ A0 — A JA*Q, Ae M. (2.16)
Fiir Be M’ hat t — A" BQ eine analytische Fortsetzung in S(0, %) und
A/ B — AlLJB*Q.  Be M. (2.17)

8. Fiir A,B € M kann die Funktion t — (Q, Bo'(A)Q)) in S(—1,0) analytisch
fortgesetzt werden. Insbesondere ist die KMS-Bedingung erfiillt:

(Q, Boy_i(A)Q) = (0, 04(A)BQ),  VteR. (2.18)

Beweise finden sich zum Beispiel in [BR87, Abschn. 2.5.2] oder [KR86, Abschn.
9.2], sieche auch die in [Bo00] zitierte Literatur.

Da {A% : t € R} eine einparametrige unitire Gruppe ist, gibt es nach Stones
Theorem einen selbstadjungierten Erzeuger (A,D(A)), so dass

At =e?  VteR.
In diesem Fall ist A = log(A), siehe [KR86]. Mit Hilfe der Spektralzerlegung unbe-
schrankter Operatoren findet man ein Spektralmafl ' von A. Fiir messbare Funk-
tionen f ist f(A) := [ f(A)dE) definiert, und ¥ € D(f(A)) genau dann, wenn
Jo LF )2 A(BAD, W) < o0 Fitr W € D(f(A)) gilt (FA)W,®) = fy fF(N) d{ELD, ).
Wir betrachten nun die analytische Fortsetzung von A* in die komplexe Ebene

Aiz — eizA — /eiz)\ dE)\ )
R

Beachte, dass wir fiir z = —ip, mit 4 € R, A* erhalten. Aus der Tomita-Takesaki
Theorie folgt (siehe 3. in Thm. 2.1), dass MQ € ®(AY?) und

(AV20, b)) — /e%’\ AE\T,T) < 00 fiir U € MQ | (2.19)
R

Der Definitionsbereich von A/4 ist

D(AVY) = {\11 : /|eiA |2d(EA\II,\II>} = {xy:
R

Zusammen mit Gleichung (2.19) erhalten wir

MQ C DAY (2.20)

/e%A d(EA\Il,\II)} .

R

13
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2.4. Das Bisognano-Wichmann Theorem

Sei © C R'3 so gewiihlt, dass O’ nicht leer ist. Aus der Reeh-Schlieder-Eigenschaft
des Vakuums folgt, dass in einer Vakuumdarstellung jedes Paar (M(O), ) die Vor-
aussetzungen des Tomita-Takesaki Theorems erfiillt. Somit existieren A und J fiir
jedes M(0O).

Die Frage ist nun, ob diese Operatoren eine physikalische Interpretation besitzen.
Sie konnte in [BWT75] fiir Keilgebiete im Rahmen der Wightmanschen Quanten-
feldtheorie [SWT78] positiv beantwortet werden. Der rechten Keil W, ist invariant
unter der einparametrigen Gruppe der Lorentzboosts {A(t) : ¢ € R} (siehe (2.1)).
Sei ¢ ein skalares, neutrales Wightmanfeld ([SW78]) und sei P(W,;) die *-Algebra
aller Polynome ¢+ Y20, ¢( 1(J)) e ¢(fj(])), wobei ¢ € C eine Konstante und f;k)
Testfunktionen mit Tréger in W,.. Definiere R(W,) als die zu P(W,) affiliierte von-
Neumann-Algebra, d. h. die von den Spektralfamilien der hermitischen Elemente
erzeugte von-Neumann-Algebra.

Theorem 2.2 (Bisognano-Wichmann). Sei R(W,) die mit dem rechten Keil asso-
ziterte von-Neumann-Algebra. Die modulare Gruppe und die modulare Konjugation
zu dem Paar (R(W,),Q) sind gegeben durch

Al = U(A®) (2.21)
T, = OU (R, () (2.22)

Hierbei ist © der PCT-Operator und Ry, (m) eine Rotation um den Winkel m um
die 1-Achse. Auflerdem gilt Keil-Dualitit

RW,")=R(W,) . (2.23)
Aus (2.21) folgt insbesondere, dass
A =U(A(-1)) .

Der CPT-Operator © ist ein antiunitédrer Operator, der die CPT-Symmetrie imple-
mentiert. Auf ein skalares Feld wirkt er geméf

06(2)0~"! = ¢"(~x) .

2.5. Konstruktion lokaler Netze in zwei Dimensionen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit zweidimensionalen Theorien. Alle Er-
gebnisse finden sich in [Bo92]. Borchers ist es gelungen, aus einer Keilalgebra® und

3Die mit einem Keil (Doppelkegel) assoziierte Algebra wird im Folgenden kurz Keilalgebra (Dop-
pelkegelalgebra) genannt.

14



2.5. Konstruktion lokaler Netze in zwei Dimensionen

einer Darstellung der Translationen, die die Spektrumsbedingung erfiillt, eine Vaku-
umdarstellung zu konstruieren (siche auch [Bo00], [Le06], [BL04]). Zusétzlich erhélt
man CPT-Symmetrie und den CPT-Operator.

Definition 2.3. Wir nennen ein Tripel {/\/l, U, Q}, bestehend aus

o ciner von-Neumann-Algebra M C B(H), die auf den Hilbertraum H, mit
dimH > 1, wirkt,

o cinem Vektor Q) € ‘H, zyklisch und separierend fiir M,

e ciner stark stetigen, unitiren Darstellung U(a),a € R?, der Translationsgruppe
(R?, +),

etne rechte Standardkeilalgebra, falls:
(a) U(a)Q2 = Q fiir alle a € R?,
(b) U die Spektrumsbedingung (2.9) erfiillt,
(c) fiir alle a € W, gilt U(a)MU(a)™t € M.

Obwohl wir nur eine Darstellung der Translationen voraussetzen, zeigt das néchste
Theorem, dass aus diesen Daten eine Darstellung der Poincarégruppe konstruiert
werden kann.

Theorem 2.4 ([Bo92, Thm. IIL.1]). Sei {/\/l, U, Q} eine rechte Standardkeilalgebra
und A, J die modularen Operatoren des Paars (M,Q). Fiir den Lorentzboost

[ cosh(2wt) —sinh(27t)
A(t) = <_ sinh(27t)  cosh(27t) )

definiere
U(A(t)) := A", (2.24)

Dann induziert {U(A(t)),U(a) : t € R,a € R?} eine Darstellung der zweidimensio-
nalen Poincarégruppe 731, die die Spektrumsbedingung erfillt und € als invarianten
Vektor besitzt. Auflerdem gilt

JU(a)J =U(—a) . (2.25)
Wir definieren auflerdem die translatierten Algebren
M(a) :=U(a)MU(—a) ac€R?.

Dann ist M'(a) die Kommutante von M(a). Sei D,y der Doppelkegel D, j, := {a +
W} N {b+ W;}, wobei a,b € R? mit b € a + W,.
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2. Grundlagen

Theorem 2.5 ([B092, Prop. I11.3]). Mit den genannten Voraussetzungen sei
N(Dgp) := M(a) N M (b) . (2.26)

Dann definiert {{N(D)}Dg;c, U(A,a), Q}, wobei U(A, a) die Darstellung der Poin-
carégruppe aus Thm. 2.4 ist, ein kovariantes, lokales Netz, das J als CPT-Operator
besitzt.

Mittels Additivitéit erweitern wir dieses Netz auf allgemeine offene Gebiete O C M
"
N(0) = (Ugspco N(D)) - (2.27)

Bis auf die Reeh-Schlieder-Eigenschaft hat das Netz {{N (0O)}oes,U(A,a), Q} alle
Eigenschaften einer Vakuumdarstellung. Die lokalen Algebren sind als relative Kom-
mutanten von Keilalgebren definiert. Daher ist der Fall, dass sie trivial sind, d. h.
N (D) = C1, nicht ausgeschlossen. Bedingungen, welche die Nichttrivialitit der lo-
kalen Algebren zur Folge haben, werden wir im néchsten Abschnitt aufstellen.

Nehmen wir zunéchst an, dass die Algebren NV(D) grof genug sind, indem wir
fordern, dass das Vakuum fiir die C*-Algebra

N = UDEKN(D)H."
zyklisch sei.

Theorem 2.6 ([Bo92, Thm. IIL.5]). Seien {M, U, Q} eine rechte Standardkeilalge-

bra und {{N(O)}@e;g, U\, a), Q} das kovariante, lokale Netz aus Thm. 2.5 und sei

NQ dicht in H. Dann gilt N(W,) = M und N(W;) = M, d. h. es gilt Keildualitit.
Auflerdem gilt Dualitit fiir Doppelkegel, d. h.

N(D)=N(D), VDek.

2.6. Die Split-Eigenschaft fiir Keile

Im letzten Abschnitt wurde aus Standardkeilalgebra ein kovariantes, lokales Netz
konstruiert. Jetzt erldutern wir eine hinreichende Bedingung, dass die so konstru-
ierten lokalen Algebren nicht trivial sind. In [BL04] wurde gezeigt, dass die Split-
Eigenschaft fiir Keile ein solches Kriterium ist. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der
Ergebnisse in diesem Abschnitt siehe auch [Le06, Abschn. 2.2].

Zunichst stellen wir fest, dass die algebraischen Eigenschaften einer rechten Stan-
dardkeilalgebra eingeschréankt sind.
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2.6. Die Split-Eigenschaft fiir Keile

Theorem 2.7 ([Lo79, Thm. 3]). Se: {/\/l, U, Q} eine Standardkeilalgebra, dann ist
M ein Faktor vom Typ 111y in der Klassifikation von Connes.

Der triviale Fall M = C1 ist hier ausgeschlossen, da wir dim H > 1 und Zyklizitat
des Vakuumvektors verlangt haben. Die Algebren M(a) := U(a)MU(a)™!, a € W,
sind unitdr dquivalent zu M und somit auch Faktoren vom Typ I11;.

Definition 2.8 ([DL84]).

i) Eine Inklusion zweier von-Neumann-Algebren My C Ma heifit split, falls ein
Faktor N' vom Typ 1 existiert, so dass

My CNCMs,. (2.28)

ii) Eine Inklusion zweier von-Neumann-Algebren My C Ma, die auf einen Hil-
bertraum H wirken, heifit standard, falls ein Vektor in H existiert, der zyklisch
und separierend fir My, Mo und deren relative Kommutante My N Ma ist.

ii1) Ein lokales Netz hat die Split-Eigenschaft fiir Keile (Doppelkegel), falls fiir jede
Inklusion von Keilen Wy € Wa (Doppelkegeln D1 € Ds) die entsprechende
Inklusion von Keilalgebren (Doppelkegelalgebren) split ist.

Im letzten Abschnitt wurden die lokalen Algebren N (D, ;) = M(a) N M(b)" aus
Schnitten von translatierten Keilalgebren gebildet. Aufgrund der Kovarianz unter
Translationen geniigt es die Nichttrivialitit der relativen Kommutanten M(a)' N M
fir a € W, zu zeigen.

Theorem 2.9 ([BL04, Le06]). Sei {M,U, Q} eine rechte Standardkeilalgebra mit
der Figenschaft, dass fiir alle a € W, die Inklusionen M(a) C M split sind. Dann
gilt:

i) H ist separabel.
ii) M ist isomorph zum eindeutigen hyperfiniten Typ 111;-Faktor.
iii) Die Inklusion M(a) C M, a € W,, ist standard.

i) Die relative Kommutante M(a) " M, a € W, ist isomorph zum eindeutigen
hyperfiniten Typ 1111 -Faktor. Insbesondere hat diese Algebra zyklische Vektoren
und ist deswegen nichttrivial.

v) Der Vakuumuvektor Q ist zyklisch fiir alle lokalen Algebren N'(O) (2.27), welche
mit nichtleerem, offenem, beschranktem Gebiet O assoziiert sind.
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2. Grundlagen

Beweise fiir ¢)-iv) finden sich in [Le06, Prop. 2.2.3|, fiir 7v) siehe auch [BL04, Prop.
2.2]. Das Resultat v) wurde in [Le06, Prop. 2.2.6] bewiesen.

Punkt ) aus Thm. 2.9 liefert das gesuchte Resultat, dass die Doppelkegelalge-
bren N (D, ) = M(a) N M(b)’ nichttrivial sind. Punkt v) liefert die Reeh-Schlieder
Eigenschaft und somit nach Thm 2.6 auch N (W,) = M und N (W) = M'.

Ist eine Standardkeilalgebra {./\/l, U, Q} gegeben, kann man jedem Keil W € W
eine von-Neumann-Algebra N (W) zuordnen:

NW, + z) := M(z), NW, +z) = M(z), reR?.
Sind die Voraussetzungen von Thm. 2.9 erfiillt, gilt N'(W) = N'(W) fiir alle W € W,
siehe die obige Bemerkung zu Punkt v).

Das Netz W 3 W +— N(W) ist lokal und kovariant unter U, siehe [Le06, Lem.
2.1.2]. Wegen der Translationskovarianz und JM(z)'J = M(—x) ist jede Inklusion
von Keilalgebren fiir Wi, We € W mit Wy € Wy dquivalent zu einer Inklusion
M(a) C M mit a € W,.. Daher ist die Voraussetzung aus Thm. 2.9 dquivalent dazu,
dass {N(W)}weyw die Split-Eigenschaft fiir Keile erfiillt. Wir werden deswegen die
Eigenschaft M(a) C M ist split fiir alle a € W, im Folgenden auch als Split-
Eigenschaft fiir Keile bezeichnen.

In diesem Sinne ist die Split-Eigenschaft fiir Keile ein hinreichendes Kriterium fiir
die Nichttrivialitdt der lokalen Algebren.

In [Mii98, Lemma 4.2] wurde auBerdem gezeigt, dass unter den Voraussetzungen
von Thm. 2.9 das Netz D — N (D) die Split-Eigenschaft fiir Doppelkegel erfiillt.

2.7. Die modulare Nuklearitatsbedingung

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass die Split-Eigenschaft fiir Keile ein
hinreichendes Kriterium fiir die Existenz von lokalen Observablen ist. Allerdings ist
die geforderte Existenz interpolierender Typ I-Faktoren in konkreten Modellen nicht
einfach zu zeigen. In diesem Abschnitt stellen wir ein handlicheres Kriterium vor,
welches die Split-Eigenschaft fiir Keile impliziert.

Zunéchst bendtigen wir das Konzept einer nuklearen Abbildung.

Definition 2.10. Fin linearer OperatorT : X — Y zwischen zwet Banachriumen X
und Y heifit nuklear, falls Folgen {x}} C X' und {yn} CY mit 300 |z}, ||yn| < oo
existieren, so dass

o0
Tz =Y ), (z)yn, Vee X .
n=1
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2.7. Die modulare Nuklearitdtsbedingung

Da 2/,(-)yn eindimensionales Bild hat und Ty = >, 2/, (2)y, in Norm gegen T
konvergiert, ist jeder nukleare Operator kompakt. Die Umkehrung gilt im Allgemei-
nen nicht.

Sei My C My eine Inklusion zweier von-Neumann-Faktoren, die auf einen Hilbert-
raum H wirken. Wir nehmen weiterhin an, dass €2 ein zyklischer und separierender
Vektor fiir My ist und bezeichnen mit A, den modularen Operator von (Mo, 2).
Wir definieren die Abbildung

4

Enirs i Mi—H, M AYIMOQ, MeMm,. (2.29)

Diese Abbildung ist beschrénkt mit Norm | .| = 1, denn |[Epq, (1)) =
122] =1 und fiir M € M; gilt

|ANE MQ? = (AYE Mo, A MQ) = (M9, A MQ) = (MO, JMQ)
< MM = | M)
In [BDL90a] wurde der folgende Zusammenhang der Split-Eigenschaft und der Ab-
bildung =, M, gezeigt:
Theorem 2.11 ([BDL90a, Thm. 3.3]). Sei M; C My eine Inklusion zweier von
Neumann-Faktoren, Q) € H zyklisch und separierend fiir Ma. Dann gilt:
i) Wenn Eam, m, nuklear ist, dann ist My C My split.

ii) Wenn My C Mgy split ist, dann ist Zpq, m, kompakt.

Man beachte, dass Kompaktheit von =, a1, notwendig aber nicht hinreichend
fir die Split-Eigenschaft ist. Insbesondere gibt es Beispiele in denen Kompaktheit
gilt, aber die Split-Eigenschaft nicht erfiillt ist [BDL90a, Prop. 3.2].

Wir erhalten die Split-Eigenschaft fiir Keile, und somit die Nichttrivialitdt der
Doppelkegelalgebren, wenn folgende Bedingung erfiillt ist (vgl. [BL04]).

Definition 2.12 ([BDL90a]). Sei {./\/l, U, Q} eine rechte Standardkeilalgebra. Dann
erfillt {M, U, Q} die modulare Nuklearitatsbedingung, wenn die Abbildungen

E.: M— AV U(Q)MQ,  MeM, (2.30)
fiir alle a € W, nuklear sind.

Beachte, dass die Abbildung =, gerade =p4(q), A4 entspricht.

In [BL04] wurde gezeigt, dass die modulare Nuklearitéitsbedingung fiir ein freies,
massives bosonisches Feld erfiillt ist. In [Le06] wurde die modulare Nuklearitdtsbe-
dingung fiir eine grofle Klasse von Modellen mit faktorisierender S-Matrix nachge-
wiesen. Die Beziehungen zwischen modularer Nuklearitit und Energie-Nuklearitit
[BW86] wurden in [BDLIOb] untersucht.

Wir kénnen die Ergebnisse der letzten Abschnitte zusammenfassen zu
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2. Grundlagen

Theorem 2.13. Sei {M, U, Q} eine rechte Standardkeilalgebra, welche die modulare

Nuklearititsbedingung erfillt. Dann ist {{N(O)}Oej, U(A, a), Q} eine Vakuumdar-
stellung, d. h (2.5)-(2.10) sind erfillt. Fir allgemeine offene Gebiete O C M gilt:

e NW,) =M,

e fiir jeden Doppelkegel D ist N' (D) isomorph zum eindeutigen hyperfiniten Typ
11, - Faktor, insbesondere ist N'(D) nichttrivial,

e {N(O)}ocwm besitzt die Split-Eigenschaft fiir Keile,

o {N(O)}ocwm besitzt die Split-Eigenschaft fiir Doppelkegel,

(0)

(0)
o {N(O)}ocwm erfillt Dualitit fir Keile, d. h. N(W,.) = N (W),
o {N(O)}ocwm erfillt Dualitit fiir Doppelkegel, d. h. N (D) = N(D'),
(0)

o {N(O)}ocwm besitzt J als CPT-Operator.
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3. Das verallgemeinerte freie Feld

In diesem Kapitel wird das zu untersuchende Modell im Rahmen der algebraischen
Quantenfeldtheorie definiert. Eine rechte Standardkeilalgebra wird konstruiert und
die modulare Gruppe explizit angegeben.

3.1. Die Weylalgebra

Wir wollen das Modell des skalaren, neutralen, bosonischen, verallgemeinerten frei-
en Feldes in zwei Dimensionen im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie
konstruieren.

Betrachte die Klein-Gordon-Gleichung zur Masse m fiir f € C3°(R?)

O+m?)f=0. (3.1)

Der avancierte und der retardierte Propagator D2V¢, Dret : C°(R?) — C*°(R?) sind
Fundamentallosungen der inhomogenen Klein-Gordon-Gleichung. Schreibe

(DRl f) @) = [ DR (e =Sy, e CF (R,

dann erfiillen die Integralkerne D/ " (z)

(O +m?*) Dy (2) = §(a) ,

D' (x) =0 fiir 19 <0, Dy(x) =0 fiirzp>0.
Es gilt
D (z) = lim — ([ dpid e 3.2
m(x)_s%w// P1 po(poiig)Q_(pl)Q_mQ' ()
Wir definieren die Pauli-Jordan-Distribution D,,, durch
Dy, := D}t — DY,
Aus (3.2) ergibt sich die Integraldarstellung des Integralkerns
Din(z) = 2L /dzp e P e(p)o(p® —m?) . (3.3)
.
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3. Das verallgemeinerte freie Feld

Das verallgemeinerte freie Feld wird durch ein positives, temperiertes Mafl p mit
Tréger in R4 charakterisiert. Es beschreibt die Massenverteilung des Modells und
wird Lehmann-Maf} genannt. Im Fall eines Dirac-Mafles bzw. du(m) = 6(m—mg)dm
erhalten wir das skalare, neutrale, freie Feld zur Masse my.

Definition 3.1. Definiere fiir f1, fo € Dieenn(R?) eine Bilinearform durch

o f) = 5: [ dum) [[2Due - fi@ o) Pty G4)
Wegen (3.3) gilt

o(f1, f2) = % /d,u /dp2m<f1( VP2 +m2, —p) f2(\/p? + m2, p)
— [i(V/p* +m2,p) fo(—\/p* + m?, —p) ) (3.5)

und hieraus folgt sofort, dass ¢ antisymmetrisch ist, o(f1, fo) = —o(f2, f1). Die
antisymmetrische Bilinearform o ist auf dem reellen Vektorraum
S := Dy (R?) /ker (o) (3.6)

nicht entartet, also eine symplektische Form.
Die Weylalgebra # (S, o) kann nun wie folgt konstruiert werden.

Theorem 3.2 ([BR97, Thm. 5.2.8.]). Sei S ein reeller Vektorraum, der mit einer
symplektischen Form o ausgestattet sei. Dann existiert eine bis auf *-Isomorphis-
men eindeutige C*-Algebra W (S, o), die von Elementen W(f), f € S, erzeugt wird,
welche folgende Bedingungen erfillen:

1. W(=f) =W(f)",
2. W(f)W(g) = e~ @9 2W (f 4 g) fiir alle f,g €S.
Auferdem gilt W(0) = 1, W(f) ist unitir fir alle f € S und |W(f) — 1| = 2,

falls f € S nicht Null ist. Ist T ein reell-linearer, invertierbarer Operator auf S, so
dass o(Tf,Tg) = o(f,qg) fir alle f,g € S, dann existiert ein eindeutiger *-Auto-
morphismus o auf #(S,0), so dass

a(W(f)) =wW(Tf).

Ersetzen wir nun £(pg) in der Integraldarstellung von 1Dy, durch 1 und definieren
1 .
) 5 [ dutm) [[ @y [ @pse? —m?) e i) faty)
2 2 2
/du /dp2\/ﬁ< /P2 +m2,—p) fa(\/P? + m2,p)
+ 1P+ m2,p) fo(—\/p? + m2, —p) ) . (3.7)
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3.1. Die Weylalgebra

Dann ist 7 eine positive, symmetrische Bilinearform 7 : S x S — R. Aus Dreiecks-
und Holderungleichung folgt, dass fiir f1, fo € S die Ungleichung

o (f1, f2)| < 7(f1, F)Y27(f2, f2)V? (3.8)

gilt. In diesem Fall ist e~ 7(/:/)/4 das erzeugende Funktional eines reguliren Zustands'
wr auf #(S,0) [BW92, Lemma 8.2.8]. Wir kénnen daher durch 7 einen reguliren
Zustand w, auf #/(S, o) definieren,

wr(W(f)) :=e TN/ fiir alle f €S, (3.9)

die Wirkung auf beliebige Elemente in #/(S, o) ist durch Linearitidt und Stetigkeit
bestimmt.

Wir kénnen nun auflerdem einen (kanonischen) , Ein-Feld Hilbertraum“ H kon-
struieren.

Theorem 3.3 ([KW91, Prop. 3.1]). Sei S ein reeller Vektorraum, der mit einer
symplektischen Form o und einer positiven, symmetrischen Bilinearform T ausge-
stattet sei, welche Gleichung (3.8) erfiillen. Dann existieren ein komplezer Hilbert-
raum (H, (-,-)) und eine reell-lineare Abbildung K : S — H, so dass

1. KS+ iKS dicht in H ist,
2. T(f17f2):Re<Kf17Kf2>7 f’LLT’ alle f17f2€S;
3. J(fl, fQ) = Im<Kf1,Kf2>, fﬁf‘ alle fl, f2 €S.

Das Paar (K,H) ist bis auf Aquivalenz eindeutig festgelegt. Wir sagen (K',H')
ist dquivalent zu (K, H), falls ein Isomorphismus U : H — H' existiert, so dass
UK =K'.

Lemma 3.4. Seien o,7 die Abbildungen aus (3.4), (3.7) und das Lehmann-Maj3
w ein regulires Borel-Mafi ohne singulir stetigen Anteil. Sei Hy, := L*(Hp, dQy,).
Dann sind das direkte Integral

D
H = / Hydp(m)
mit Skalarprodukt (f,g) = [ du(m){f, 9)n,, und
K:S—H, f—F,

das zu 0,S, T gehorige Paar (K, H) aus Thm. 3.5.

'd. h. R3 A w,(W(AS)) ist stetig fiir alle f € S.
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3. Das verallgemeinerte freie Feld

Beweis. Da fir f,g € S gilt

(K1 Ka) = [ antm) [ B PO ) 07+ i)

sieht man sofort, dass Im(K f, Kg) = o(f,g) und Re(K f, Kg) = 7(f, g).
Die Lebesgue-Zerlegung von p in absolut stetigen und singuléiren Anteil sei

dp(m) = p(m?)dm? + dv(m) .

Der singulédre Anteil ist rein atomar und nimmt die Form dv(m) = 37, ¢;0,, (m) an,

wobei 6,,, das Dirac-Maf} bzgl. m; ist und die ¢; > 0 polynomial beschrankt sind.
Sei ¥ € (KS)* beliebig. Es ist zu zeigen, dass ¥ = 0 folgt. Die Zerlegung des

Skalarprodukts in absolut stetigen und singuldren Anteil schreiben wir

0=(U,Kf)n=(V,Kf)p+(V,Kf),, VfeES. (3.10)

Da (¥, K f), = —(¥, K f), # 0 nicht fiir alle f € S gelten kann, verschwinden beide
Anteile.

Betrachte zunéchst den absolut stetigen Anteil. Da S invariant unter Translationen
ist, betrachte die translatierte Funktion f,(z) := f(z — a), a € R?. In Lichtkegel-
Koordinaten p4 liasst sich das Skalarprodukt schreiben als

0= (W, Kfa)y= [ dmPo(m*) (@, K fa)r,

—/dm o) — G, m) Jal/? + 2, p)

_l’_

= / dp+dpfp(p+pf)><v+(p+,p YU(py,p ) f(py,p-)eProstiv-a-
RQ

wobei hier xy, die charakteristische Funktion von Vi bezeichnet. Wegen ¥ € H
gilt /pxv, U € L?(R?% dp,dp_), und da auBerdem VP fe L?(R?), folgt, dass der
Integrand in L' liegt und daher das Fourierintegral existiert. Da allerdings die Fou-
riertransformierte fiir alle a € R? verschwindet, folgt

p(pp—) xv, 04.p—) ¥(ps,p—) f(p4,p-) =0, d*p-fast iiberall.

Dies bedeutet aber

VU(ps,p-) =0 fiir alle (p4,p-) mit pyp— € supp p. (3.11)
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3.1. Die Weylalgebra

Betrachte nun den singuldren Anteil, wihle ag = 0, a1 = a,
0= \Ileau—/dV /d ~(Vp +m2ap) e
xe /dpoW e

wobel @, (p) := \/%1)2 (/p? + m?,p) € L*(R,dp). Damit die Summe verschwin-

det fiir alle f € S, muss CIDmi(a) = 0 fiir alle m; gelten. Aufgrund der Eindeutigkeit
der Fouriertransformation folgt

U(p,m;) =0 fiir alle m; € suppv. (3.12)
Aus (3.11) und (3.12) folgt
U =0 du-fast iiberall.
U

Wir bilden nun den Fockraum F(H) iiber dem Ein-Feld Hilbertraum H und er-
halten die Fockdarstellung der Weylalgebra.

Definition 3.5. Der symmetrische Fockraum F(H) tber H ist definiert als

F(H) = é Sym(H®")
n=0

die orthogonale Projektion Sym ist definiert durch

Sym(wl ®¢n - Z wa '®wa(n)7 %‘GHai:L---,n
! UGP(n)
Das Skalarprodukt (-,-) von F(H) ist fir \Il SV, & =®,d, mit ¥, € SymH®",
®,, € SymH®" definiert durch (¥, ®) := Z (U, Pp) e -

n=0

Fiir jeden Vektor ¢ € H definieren wir einen kohirenten Vektor n(v¢) in F(H)
durch

1 1o 1 on
nw).—l@ﬂw@ﬁ\@w @ @ﬁ\/ﬁ¢ ®
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3. Das verallgemeinerte freie Feld

Diese Vektoren haben die Eigenschaft

1
(n(), n(¢)) = ezt
und es gilt, siehe [Bo96, Lemma 1.2.3]

{n(¥) : ¢ € H} ist total in F(H).

Theorem 3.6. Definiere Operatoren 1(W(f)), genannt Weyloperatoren, auf F(H),
f €S, veH durch

T(W () = e 11K =2 EL0 (K f oy )

Dann ist m eine Darstellung von #'(S, o) auf B(F(H)) und (7, F(H),n(0)) ist unitéir
dquivalent zum GNS-Tripel von W (S, o) beziglich w.

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass (W (f)) unitér ist. Seien f € S, ¢, 9 € H.

(r(W (D)), =W ()
— o il KPP =5 (Kfo)— 3 IKfIP—5(Kf¥) (U(Kf + o), (K f+ 1/,))
— o (KPP (&K ))~(Kf ) o3 (Kf+o.Kf+d) _ o5(o0) — (n(cé),n(@b)) . (3.13)

Daher ist m(W(f)) eine Isometrie, welche eine totale Menge auf eine totale Men-
ge abbildet. Also ist 7(W(f)) surjektiv und somit unitér. Man zeigt ebenso, dass

T(W(f)* =n(W(f)") =n(W(-f)).
Betrachte nun
ﬂ(W(f))W(W(g)) 77(@ _ e—i(IIKf|\2+||Kg||2)—%<Kf,Kg>—%(Kf+Kg,¢> WKf+Kg+ ¢)

= e 27D w(W(f + ) n(6) = (W ()W (9)) n(e) -

m(W(f)) erfiillt somit die algebraischen Relationen. m kann so auf ganz #/(S, o)
fortgesetzt werden, dass 7 ein *-Homomorphismus ist.

Um zu zeigen, dass (7, F(H),n(0)) unitér dquivalent zum GNS-Tripel ist, betrach-
te

(n(O), 7(W(F)n(0)) = & FET (n(0), (K 1)) = e H1EIP

= e 170D = o (W(f

=z 3

Somit ist der Zustand w, in der Darstellung (7, F(H)) durch den Vektor n(0) gege-
ben. Es bleibt zu zeigen, dass 7(0) zyklisch fir 7(#/(S, o)) ist. Aus 7(W(f))n(0) =
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3.2. Lokale Algebren und Standardkeilalgebra

o TIESfI? n(K f) folgt, dass {m(W(f))n(0) : f € S} und {n(Kf) : f € S} diesel-
be lineare Hiille haben. Aus Lemma 2.9 und Lemma 2.11 in [Gu08] folgt, dass der
Normabschluss der linearen Hiille von {n(Kf) : f € S} alle Vektoren der Form
Sym(K f1®---® K fy), fir f; €S, enthélt. Da KS dicht in H ist, folgt die Zyklizitét
von 7(0). Vgl. [KW91, Lemma A.2.]. O

3.2. Lokale Algebren und Standardkeilalgebra

Wir betrachten im Folgenden nur noch die Darstellung von #/(S,o) aus Thm. 3.6
in die beschrinkten Operatoren des Fockraums. Zur Vereinfachung der Notation
schreiben wir daher W(f) statt w(W(f)) und Q := n(0).

Die lokalen von-Neumann-Algebren sind fiir offene Gebiete O C R? definiert durch

M(O) :={W(f): feS,suppfcCO}. (3.14)
Wir definieren eine Darstellung der Translationen.

Lemma 3.7. Die stetige Fortsetzung von

Ul@n(Kf)=nKT.f), (Tuf)(x):=f(x—a), a€R’ feS, (3.5

definiert eine stetige unitire Darstellung der Translationen auf F(H). Diese Dar-
stellung erfiillt die Spektrumsbedingung und es gilt U(a)Q = Q fiir alle a € R%. Die
lokalen Algebren sind kovariant unter der Wirkung von U :

U(a)M(O)U(a)™! = M(O +a) . (3.16)

Beweis. Aus (3.5), (3.7) und den Eigenschaften der Fouriertransformation folgt
o(Taf Tag) = o(f,9) und 7(Taf,Tag) = 7(f, g)- Somit gilt

(KT.f, KT.g) = (K f,Kg) . (3.17)
Das heifit K f — KT, f ist isometrisch auf der dichten Teilmenge KS+iKS. Da diese
auf sich selbst abgebildet wird, kann diese Abbildung zu einem unitdren Operator

u(a) auf H fortgesetzt werden. Durch U(a)n(y) = n(u(a)y) ist U nun auf der
linearen Hiille von {n(v), v € H} definiert. Fiir v, ¢ € H gilt dann

(U@n(). Ul@)n(6)) = (n(u(@)e). n(u(a)p) = o2 #0109 = e36:)
= (n(¥),1(#)) -

Da {n(v), ¢ € H} eine totale Menge in F(H) ist und U(a) diese auf sich selbst
abbildet, ist U(a) unitér.
Die Invarianz von §2 = n(0) ist offensichtlich.
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3. Das verallgemeinerte freie Feld

Den Beweis der Spektrumsbedingung fiir eine Masse m findet man in [RS75,
Thm. X.42], die Verallgemeinerung fiir Massenspektrum du(m) ist analog, da du(m)
O(p°)S(p? — m?)d?p Triiger in V. hat.

Die folgende Rechnung zeigt U(a)W (f)U(—a) = W(T,f), fir alle f € S, hieraus
folgt die Kovarianz der lokalen Algebren unter Translationen (3.16).

U)W (f)U(=a)n(Kg) = U)W (f) n(KT-ag)

(a) e~ 1IKFP=3(KFKTa9) (KT g+ K f)
— o HIKIP=3KLKT00) (g 1 KT, f)
= W(Tuf)n(Kg),

der letzte Schritt erfolgte mit Hilfe von (3.17). O

Lemma 3.8. Sei O ein offenes Gebiet mit nichtleerem kausalen Komplement. Dann
ist Q zyklisch und separierend fiir M(O), d. h. Q besitzt die Reeh-Schlieder-FEigen-
schaft.

Beweis. Dies folgt aus Additivitéit, Translationskovarianz und Spektrumsbedingung
mit Hilfe des Edge-of-the-Wedge Theorems, siche Thm. 1.3.2 und 1.3.3 in [Ba95]. O

Die lokale Algebra des rechten Keils W, ist definiert durch
M(W,) :={W(f): fe€S, suppfCW;}". (3.18)
Fiir den rechten Keil gilt W, +a C W,., Ya € W,., daher gilt
U@)MW,)U(a)"t c M(W,), VaeW,. (3.19)
Zusammen mit den Lemmata 3.7, 3.8 ergibt sich

Theorem 3.9. {M(W,),U,Q} ist eine rechte Standardkeilalgebra.

Theorem 3.10. Die lokalen Algebren M(QO) erfillen auflerdem die Lokalitditsbe-
dingung
M(Oy) C M(Og)/ fuir 0, C 012 .

Fir die Keilalgebren gilt sogar Dualitdt
MW, = M(W;) .

Beweis. Der Beweis der Lokalitét findet sich zum Beispiel in [Bo96, Lemma 1.2.2.].
Zum Beweis der Dualitét fiir Keile siehe [GY00, Prop. IV.1]. O
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3.3. Modulare Gruppe der rechten Keilalgebra

3.3. Modulare Gruppe der rechten Keilalgebra

Um die Ergebnisse aus Kapitel 2 auf {M(W,),U,Q} anwenden zu kénnen, miissen
wir noch die modularen Operatoren von { M (W,), Q} berechnen.

Betrachte die Boosts in den Keil, d. h. die Abbildungen B(t) : S — S, mit t € R,

monE =1 (oo watm ) (0) - 620

Lemma 3.11. Definiere auf KS den Operator u(B(t)) durch
u(B(t)Kf=KB(t)f firallefeS, teR, (3.21)
dann kann dieser stetig auf H fortgesetzt werden und ist unitdr.

Beweis. Wir zeigen, dass u(B(t)) isometrisch auf KS ist. Schreibe (B(t)f)(z) =
f(A(t)z). Man rechnet leicht nach, dass fiir das Minkowskiprodukt gilt

pA(t)r = A(—t)px VteR.

Hieraus folgt fiir die Fouriertransformation

BONE) == [[ Castwmers = o= [[ dape) et = fa).

dp(m)dp . . .
AuBerdem sieht man leicht, dass das Maf W invariant ist unter p — A(t)p,

fir alle t € R. Seien f,g € S, dann ist

(w(B(t)K f,u ( ())Kg> (K B(t)f, K B(t)g)
// (B(t).f)(\/p? +m2,p) (B(t)g)(v/p? + m2,p) ,

mit der Substitution p — A(—t)p folgt

//Qm F(/p? + m2.p) G(V/p? +m?,p)

=(Kf,Kg) .

Somit ist u(B(t)) isometrisch auf KS + iKS fiir alle ¢ € R und bildet diese Menge
auf sich selbst ab. Daher kann u unitér auf H fortgesetzt werden. O

Wir benéttigen noch
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3. Das verallgemeinerte freie Feld

Lemma 3.12 ([KR86, Lemma 9.2.17]). Sei Q ein zyklischer und separierender Vek-
tor einer von-Neumann-Algebra M, sei {a;} eine einparametrige Gruppe von Au-
tomorphismen von M und sei M = A”, wobei A eine selbstadjungierte Unteralge-
bra von M sei mit folgender Eigenschaft: Gegeben A, B € A, dann existiert eine
komplezwertige Funktion Fa p, beschrinkt und stetig auf S(—1,0), analytisch in
S(—1,0), so dass

Fap(t) = (Q,A0(B)Q), Fap(t—1i)= (2, a(B)AQ), teR. (3.22)
Dann ist {ay : t € R} die modulare Gruppe von (M, ).
Mit Hilfe von Lemma 3.12 zeigen wir nun (vgl. [GY00])
Theorem 3.13. Die modulare Gruppe von (M(W,.),Q) ist gegeben durch
Aftp() = nu(B@E)),  GEMH, teR. (3.23)
Beweis. Nach Lemma 3.12 geniigt es zu zeigen, dass
ar = adU(B(t))

mit U(B(t))n(v) := n(u(B(t))1) eine Automorphismengruppe von M(W,.) erzeugt,
welche Bedingung (3.22) fiir alle Weyloperatoren erfiillt. Zur Vereinfachung der No-
tation werden wir im Folgenden nicht zwischen f und K f unterscheiden.

Zeigen wir zunéchst, dass ad U(B(t)) eine Automorphismengruppe von M(W,)
ist. Die Operatoren U(B(t)), t € R, besitzen folgende Eigenschaften:

U(B(t))" =U(B(-t)) (3.24)
(f,B(~t)g) = (B(t)f,3) (3.25)
UBt)U(B(s)) = U(B(t +s)) . (3.26)
Seien f € S mit supp f C W, und g € S beliebig. Dann gilt
(W () n(@) = U(B(t) W(f) UB®)* 1(3)
= U(B(t)) W(f) < < t)g)
e VP B0 U (B (1) n(f + B(~0)g)

:e—uf||2/4 (BWI/2 (BE) f + §)
=W(B(t)f) n(g) -

Somit ist die Wirkung von oy auf M(W,) durch

a(W(f)) = W(B(t)f) € M(W;)
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3.3. Modulare Gruppe der rechten Keilalgebra

gegeben. Aus supp f C W, folgt supp B(t)f C W,, fir alle t € R. Somit werden
ar(M(W,)) und M(W;.) von denselben Elementen erzeugt, d. h. fiir alle t € R ist
a; ein Automorphismus auf M (W,.).

Wir betrachten die Unteralgebra A, die von den Weyloperatoren erzeugt wird, da
sie A” = M(W,) erfiillt und somit den Voraussetzungen in Lemma 3.12 geniigt. Wir
definieren eine Funktion Fyy fir X,Y € A

Fxy(t) :== (Q,XU(B)YU(B(-1))Q) = (UB(ZH)X*QU(BL)YQ) (3.27)

und wollen zeigen, dass sie analytisch in S(—1,0) fortgesetzt werden kann. Sei X =
W(f) und Y = W(g), wobei f,g € S, mit Tréger in W,.. Es gilt

—fI2 - . B2 S
Fw o) (t) = (e (=B f), e P02 A y(B(L)g))
— o~ (FP+IBE/2gI)/4 o~ (B(-t/21.B(t/2)9)/2

— o~ UFPHI31) /4 o—(B(~t/2)£.B(t/2)g) /2

Y

wobei wir im letzten Schritt |B(%)g| = |g| verwendet haben. Damit Fy(),w(g) (1)
analytisch fortgesetzt werden kann, muss folglich

<B(_2 % /d:u’ /2m V 2+ )gB (Vp2+m2’p)a

(3.28)
analytisch fortsetzbar sein, wobei fp_ := B(%" Bf und gp, = B( )g. Da fB_,9B.
kompakten Trager haben, sind die Fourlertransformlerten ganze Funktionen. Es
bleibt also zu zeigen, dass das Integral auf der rechten Seite von (3.28) existiert.
Es gilt

i 1 —1 i ;t
QB+ /d2£elp§ %)E) — /d2§e p(A(g) f)g(é') — /d2£e (A( 5 )p)€ g(é.)
A(Fp) -
Fiir komplexe Argumente z :=t + iq, so dass

Im((A(%‘Z)p)ﬁ) >0, V&esuppy, (3.29)

ist |(§(\§ij) ()| < lgB;(p)|, da das schon konvergente Integral der Fouriertrans-

formierten einen zusitzlichen Démpfungsfaktor erhilt. gp, und f; sind, wegen
f,g € D(W,), in L*(R?) enthalten, deshalb auch ihr Produkt, so dass

Z

)1 5G| < [ dnim) ;| Jo7 | < oo
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3. Das verallgemeinerte freie Feld

Rechnung ergibt
Im ((A(5)p)€) = sin(—mq) - pn ,

. (m0\ _ (&osinh(—nt) + & cosh(—mt) 9 ;
wobei (771) = (50 cosh(—rt) + & sinh(—rt) ) Aus &€ € W, folgt n° > 0 fiir alle

t € R. Wegen p € V. ist pn > 0. Fiir sin(—mq) > 0 ist daher die Bedingung (3.29)

erfiillt. Fir f; geht man ganz analog vor.

Somit ist Fyy(p)w(g)(2) analytisch im Streifen S(—1,0), beschréinkt und stetig auf
dem Rand.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Funktion (3.27) die zweite Bedingung in (3.22)
erfiillt. Es ist also zu zeigen, dass gilt

Fxy(t—i) = (2 UBWH))YU(B(-1)XQ)
= (U(BL)Y*Q, UB()XQ) . (3.30)

Seien wieder X = W (f) und Y = W(g) mit f,g € D(W,) reell. Dann gilt fir die
rechte Seite von (3.30)

(UBEW(=9)Q, UBE)IW(HR) = (W(-gs_)n(0), W(fs,)n(0))

_ o~ UgPHFIP) /4 (95 f5,)/2

und fiir die linke Seite

Fiv(pwi(t—i) = (UBEFD)W (-0, UBEGL)W(9)2)

o (U7 HgI) /4 g~ p 295,02

Y

wobei im letzten Schritt f(x) := f(—x) definiert und U(B(i/2))n(f) = n(f), sowie
A(7) = —1 benutzt wurde. Die Gleichung

<gB_’fB+> = <iBf’gB+>

folgt sofort aus den Eigenschaften der Fouriertransformation. O

32



4. Modulare Kompaktheit des
verallgemeinerten freien Feldes

In diesem Kapitel wird die modulare Kompaktheit motiviert und anschliefend ge-
zeigt, dass sie fiir stetiges Lehmann-Maf nicht erfiillt ist. Dieses Ergebnis wird dann
auf Unteralgebren des freien vierdimensionalen Feldes angewandt.

4.1. Von modularer Nuklearitdt zu modularer Kompaktheit

In Kapitel 3 haben wir in Thm. 3.9 eine Standardkeilalgebra fiir das verallgemeinerte
freie Feld gefunden. Damit kénnen wir also die Theorie aus Kapitel 2 anwenden und
wie in Theorem 2.5 ein lokales Netz AN konstruieren.

Wenn die Inklusionen M(z) C M fiir alle z € W, split sind, dann ist nach
Theorem 2.9 der Vakuumvektor zyklisch fiir alle lokalen Algebren. Damit ist auch
die Voraussetzung von Theorem 2.6 erfiillt und es gilt Dualitét fiir Doppelkegel und
fiir Keile. Das Netz N besitzt dann auflerdem die Split-Eigenschaft fiir Doppelkegel
[Mii98]. Dies stellt aber eine starke Einschrankung an das Lehmann-Maf p dar — es
konnen nur diskrete Massen auftreten.

Theorem 4.1 ([DL84, Thm. 10.2.]). Se: {N(D)}Delc ein lokales Netz des verallge-
meinerten freien Feldes mit Lehmann-MafS i, welches die Dualitit fiir Doppelkegel
erfillt. Wenn N die Split-Eigenschaft fiir Doppelkegel besitzt, dann ist u rein ato-
mar, konzentriert auf isolierte Punkte.

Da die modulare Nuklearitdtsbedingung (MNB) gerade die Split-Eigenschaft fiir
Keile und somit fiir Doppelkegel impliziert und auflerdem Dualitét fiir Doppelkegel
gilt, folgt

MNB erfiillt == p rein atomar. (4.1)

Insbesondere kann die modulare Nuklearitédtsbedingung nicht erfiillt sein, wenn p
nicht rein atomar ist.

Es bleibt die Frage, ob dennoch Informationen iiber die lokale Struktur eines ver-
allgemeinerten freien Feldes in den Spektraleigenschaften des modularen Operators
kodiert sind. Die modulare Nuklearitétsbedingung ist jedoch eine zu starke Bedin-
gung, da sie die Split-Eigenschaft fiir Keile impliziert und daher fiir verallgemeinerte
freie Felder mit absolut stetigem Maf$ nicht erfiillt ist. Nach Thm. 2.11 impliziert
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4. Modulare Kompaktheit des verallgemeinerten freien Feldes

Kompaktheit von =, nicht die Split-Eigenschaft und es gibt sogar Beispiele von In-
klusionen mit kompaktem =, die nicht split sind. Angesichts dieser Tatsache stellt
sich die Frage, ob die Abbildungen =, kompakt sind.

Daher untersuchen wir die modulare Kompaktheitsbedingung (MKB), d.h. ob die
Abbildungen

2.0 M- AV U@MQ,  Me M(W,), (4.2)

fir a € W,. kompakt sind.

Diese Bedingung wird auflerdem durch folgende Uberlegungen motiviert. Betrach-
ten wir das Modell {M(D)}pex eines verallgemeinerten freien Feldes mit absolut
stetigem Mafl u, welches die Dualitét fiir Doppelkegel nicht erfiillt. Eine notwendi-
ge Bedingung hierfiir ist, dass p nicht exponentiell abfillt, siche [La74, Ga75]. Sei
{N(D)}pex das Netz, welches aus der Standardkeilalgebra (M(W,.), U, Q) erzeugt
wird. Die lokalen Algebren sind nichttrivial, da

M(Dgp) CN(Dgyp) -

Das Netz {M(D)}pex kann die Split-Eigenschaft fiir Doppelkegel besitzen, da Dua-
litét fiir Keile Voraussetzung von Thm. 4.1 ist. Sei Dy € D.q € W,., dann gibt es
einen Typ I-Faktor \V, so dass

M(Dgyp) CN C M(Deg) C M(W,) .
Somit ist auch M(Dgyp) C M(W;) eine Split-Inklusion und aus Thm. 2.11 folgt
Ealm(py ist kompakt, fiir alle Doppelkegel D € W,.. (4.3)

Daher liefle sich erwarten, dass =, fiir M(W,) kompakt ist. Wie wir sehen werden,
ist dies nicht der Fall.

Als Beispiel fiir ein Netz, das diese Bedingungen erfiillt, betrachte man die Ein-
schriankung des freien vierdimensionalen Feldes auf eine zweidimensionale Ebene
xg = &, 3 = €3, d. h. das Netz Dy, — M(fol;&’) (siehe Abschnitt 4.3.2). Dann ist
die Darstellung reduzibel und die Unterdarsteilung unitédr dquivalent zu einem ver-
allgemeinerten freien Feld mit absolut stetigem Maf3 u, siehe Satz 4.9. Das freie Feld
erfiillt die Energie-Nuklearitét [BW86] und daher auch die (distale) Split-Eigenschaft
fiir Doppelkegel. Die Unteralgebren erfiillen folglich auch die Energie-Nuklearitét
und somit besitzt auch das entsprechende verallgemeinerte freie Feld die (distale)
Split-Eigenschaft fiir Doppelkegel.
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Wir werden jedoch zeigen, dass die modulare Kompaktheit fiir absolut stetiges
Lehmann-Ma8 nicht erfiillt sein kann:!

MKB erfiillt = p nicht absolut stetig. (4.4)

4.2. Modulare Kompaktheit gilt nicht

Sei (M(W,), U, Q) die rechte Standardkeilalgebra eines verallgemeinerten freien Fel-
des (siehe Kapitel 3). Betrachte die Abbildungen (2.30)

Ea: M(W,) — F(H), M~ AYU@MQ,  acW,. (4.5)
Wir wollen zeigen, dass diese Abbildungen nicht kompakt sind.

4.2.1. Absolut stetiges Mal

Wir betrachten den Fall, dass p absolut stetig beziiglich dem Lebesgue-Maf, positiv
und polynomial beschrankt ist und Tréger in R4 hat. Dann gibt es nach dem Satz
von Radon-Nikodym eine messbare, lokal integrable, positive Funktion p auf R, so
dass
dp(m) = p(m?)dm?. (4.6)
Wir koénnen nun unsere zentrale Aussage beweisen. Einige Ergebnisse, die im
Anhang bewiesen werden, sind hier zur besseren Lesbarkeit nochmal aufgefiihrt.

Theorem 4.2. Sei i absolut stetig, also du(m) = p(m?)dm?, wobei p messbar, lokal
integrabel, positiv und polynomial beschrdinkt sei. Dann sind die Abbildungen Z, mit
a € W, nicht kompakt.

Beweis. Sei a = (ay,—a_) € Wy, ax > 0, wir schreiben kurz = fiir Z,. Nehmen wir
an = sei kompakt. Thm. A.3 besagt, dass das Bild unter = fiir bestimmte Folgen in
M(W,) in Norm konvergiert. Wir werden im Folgenden eine Folge konstruieren, die
dies nicht erfiillt.

Theorem A.3. Sei {M,U,Q} eine rechte Standardkeilalgebra, A bezeichne den
modularen Operator von (M, Q). Sei {W,}nen eine Folge in M, so dass

i) sup |[W,| < oo,
n>1

i) (U, W, Q) "= (U, W, Q) gilt fiir ein Wa, € M und fiir alle ¥ € H.

Der Operator 2, : M — 'H sei fiir a € W,. definiert durch M — AY*U(a) M.
Wenn 2, ein kompakter Operator ist, dann konvergiert {Z, Wy, }nen in H in Norm

n—oo

”EaWn - EaWoo”H — 0.

!Man beachte: Wenn modulare Kompaktheit nicht gilt, folgt aus Thm 2.11 sofort, dass die Split-
Eigenschaft fiir Keile nicht gilt.
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Wir betrachten die Funktionenfolge {§,} aus Anhang B.1, definiert durch

1
(sinh(L;g’) + i)2 ’

Gn 1 R2 S C,  Gu(0p,0-) 1= Cpe™0r—0-)/4 (B.1)

wobei C), € R, so dass |Cp| &< v/n. In Satz C.1 ist gezeigt, dass sich mit Hilfe dieser
Funktionen, durch

W (Ga)n() = e~ 1107300 9) g v ) | fir alle € A,
eine Folge von Operatoren {W(g,)} C M(W,) definieren l&sst.
Satz C.1. Sei p polynomial beschrinkt. Dann gilt W (g,) € M(W,.) fiir allen € N.

Lemma C.2 zeigt, dass diese Folge die Voraussetzungen von Thm. A.3 erfiillt.?
Man beachte, dass die Keilalgebra M(WW,) auf den Hilbertraum F(H) wirkt.

Lemma C.2. Sei W, :=e 391, mit C := lim |§,|3,.
Die Folge {W (§n)}nen erfillt

i) sup [W(gn)| < oo,
n>1
i) (W, W(4n)Q) "= (¥, WeQ) fiir alle ¥ € F(H).

n—oo

Wenn Z kompakt wire, miisste |EW (gn) — EWs| — 0 nach Thm. A.3 gelten.
Wir werden jedoch zeigen, dass

lim ”EW(gn) - EWOO” 7é 0. (4'7)

n—oo

Dies liefert den Widerspruch zur Kompaktheit von =.
Beachte zunéchst, dass

12

EW () = AU (@)W (§2)Q = U(B(—)U(a) e 11921 5(g,,)

Ly |2 .
= ¢ al9l" (g, |

wobei X = u(B(—%))u(a) die Wirkung von = auf H ist, siehe (A.30).

Die Existenz von C ist durch Lemma B.7 gesichert.
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4.2. Modulare Kompaktheit gilt nicht

Mit C := lim |§,[? und A := lim |X§,|? gilt?
n—oo n—oo

—_ o — —Lig ~ _1
|EWV (§) — EWoc | = o719 (X g) — =1 n(0)?
14 R _1 _ 15 N _1
= (711 n(2g,) — 71 n(0), e 119 (X g,) — 71 (0))
= o210 (), n(2ga)) — 1019 (g, n(0))

1

— o RO (3(0), n(Xg,)) — e (n(0), n(0))
— o 35lanl? o31Xanl? | ~3C _g =5 (Ian]*+C)

— e 2

1 1 1 1
N0 —30+5A | =30 _9—3C

Somit gilt

lim |[EW(gn) —EWs| #0, falls lim [Xga]* #0. (4.9)

n—oo

Die Wirkung von X auf g, ist in (A.31) gegeben. Es gilt

1X3ull = [[ dpsdp- plp1p )X a0, 9
Vi

= m%/ do,.de_ f+—0- p(md ef+=0-).
RQ

2

= [ 400 o= pmd o) eimolas £ ran )
R2

2
1

2
(sinh(eJr;G_ +i5) + z')

21 (2
= mO’QCn‘ // dudv e** p(m? e**)-
R2

4
. emeo(oH_ eUt? fq_eu?) ef2nu2 1
cosh(v)+1/) "’

n
2 e 2 0=0-)?

3Man kann annehmen, dass A endlich ist, da sonst wegen (4.8) sofort folgt, dass die Folge {ZW (g )}
nicht konvergiert.
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verwende z := /nu,

_mo!C 2// oo
(cosh(v +1)

. p(m(2) e2z/\f) e—2mo e#/V(ay eV 4a_e™V) e—222+2z/\/ﬁ ) (410)

=:fn(2)

Betrachten wir zuniichst den Fall, dass ein m3 > 0 existiert, so dass p an mg stetig
ist und p(mo) # 0. Aufgrund der Stetigkeit konvergiert f,(z) punktweise gegen
p(m3) e=2" e 2molay e’ +a—e™") Riir polynomial beschriinktes p wird f,(z) durch die
integrable Funktion a(1 4 )N ¢~27"+lzl dominiert. Daher liefert der Satz von
Lebesgue

C, ‘2 o2 e—2m0(a+ e’ 4a— e_”)
tim |G, = 70 ( tim | / dvdz p(mg) e
i 1,12 =52 (g S0 [ auas oy <

| n‘Q \/> —Qmo (aye¥ +a—e ”)
= . (411
(TLLIIOlO vn ) / (cosh(v) + 1)* >0 (411)

#0und <oo

ES

| S,

Da p(m3) # 0 vorausgesetzt wurde und da |Cy,|?  /n (siehe Lemma B.7), konver-
giert | X gy| nicht gegen Null und wegen (4.9) ist der Beweis fiir diesen Fall abge-
schlossen.

Betrachten wir nun den Fall, dass p an keiner Stelle m mit p(m) > 0 stetig ist.
Beachte, dass die Koordinaten #4+ von m anhéingen und somit per Definition auch

gn = gn(m). Wir werden zeigen, dass fOM nhrgo X g (m)|2dm > 0 ist, fiir ein M > 0.

Dann existiert ein m, so dass lim |Xg,(m)|? # 0. Zuniichst beobachten wir, dass
n—oo

Z_
_ 9.2 2z 72me‘/"77‘(a eV +a_e V)
e 2z +ﬁe +

[Xgn(m)|? < 2|C ’2/ dedv a(1 +m?evi)N
" (cosh(v) +1)4

Definiere

Dann gilt ||/"(gﬂ;)H2 < B(m), fiir alle n € N, und B € L'([0, M],dm). Somit folgt
aus dem Satz von Lebesgue

/ lim_ | Xg, ()| *dm = hm/ [Xgn(m)|2dim . (4.12)
0
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4.2. Modulare Kompaktheit gilt nicht

Berechne
_2z2+£
2‘0 ’2 e n

M
lim /M ||X/(R)||2dm— lim /dm/dzdv o
n—oo Jq 9n - n—>ooo g 2\/ﬁ (COSh(U) + 1)4
R

2
. ,o(m2 627%) e—2me\/77(a+ e’ +a_e V)

)

da der Integrand iiberall positiv ist, ist das Integral iiber eine Teilmenge [0, C,] X
[0, C,], fiir beliebige C,, C, > 0, kleiner als das Integral iiber R?,

T T 2|C 2 ¥ HE 2 F (ay o 4o
> 1 2., Un) e 2meVn(aype? +a_
> nlLr&/dm/dzo/dv cosh(v)+1)4p(m evr)e .
Mit dem Satz von Fubini folgt
‘2 ) 72 2+ 22 \/7 c
— lim Cn /d /d /d —2me V" (ay e*v +a_ )
n—00 Q\f 8 cosh m m’* p(m )
verwende \ := mez/ﬁ,
C. Gy 22 Me/Vn
lim d d) AQ )\2 72)\(a+ eCv +a_ )
" ntte Q\f/ z/ Y (cosh(v) + 1) cosh / pX)e ’
0 0

=:f(A)

da p messbar und lokal integrierbar ist, existiert F'(M) := fOM f(A)dA und ist absolut
stetig,

CU —22 —7 .

C,
———F(Mev).
nan\fo/z/dU cosh(v) + 1)% (Mevr)
0

Der Satz von Lebesgue liefert

2 722
_ (nﬂoo |2C\F|)/d /d oo +1)) >0, falls F(M) % 0.

Da p # 0, existiert ein M > 0, so dass F(M) # 0. Fiir ein solches M haben wir
wegen (4.12)

M —
/ lim [ Xgn(m)|2dm > 0.
0 n—oo

Es gibt also ein m € [0, M], so dass X gn/(\m) nicht gegen Null konvergiert. Damit ist
(4.9) gezeigt und der Beweis ist abgeschlossen. O
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4. Modulare Kompaktheit des verallgemeinerten freien Feldes

4.2.2. MaB mit atomarem Anteil

Betrachte ein Lehmann-Maf © mit Lebesgue Zerlegung
N
da(m) = p(m?)dm? + 3" ;6,2 (m?) , (4.13)
i=1

wobei d,,> das auf m? konzentrierte Dirac-Maf ist und m;, ¢; > 0. Dann gilt ebenfalls
keine Kompaktheit fiir =.

Theorem 4.3. Sei u wie in (4.13) ein Maf, dessen singuldrer Anteil endlich viele
Dirac-Mafle sind und p % 0. Dann sind die Abbildungen Z,, fir a € W,, nicht
kompakt.

Beweis. Der Beweis ist analog zum absolut stetigen Fall. Wir verwenden wieder die
Folge {W(gn)}. Wir zeigen hier zunéchst, dass diese Folge wohldefiniert ist und die
nétigen Voraussetzungen erfiillt. Beachte, dass fiir ein Diracmafl d,2 gilt

l§a13,, / dp+—|gn<p+,p+ 2= / A0, (3000 — In(X5) P

1
=|Cn]?e . 2) /d0+ S <00, (419)
cosh 0L — 5 ln( 0)))

und somit folgt fiir |Cy,|? o< /n und my 7& A
1a13,, == 0. (4.15)
AuBlerdem gilt

A~

. 7 1 3. 2
(F.dn)s = / A4 F o 35) dulpe 35)

:/d0+f (04,05 —In()) Ga(04. 0+ —In(33)) -

Hieraus folgt

<f7 gn>6A2 <
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4.3. Anwendung auf das freie Feld in 4d

und folglich gilt
(f Gn)s, =30 (4.16)

Den Ein-Feld-Hilbertraum zum Lehmann-Mafl p aus (4.13) bezeichnen wir mit
‘H. Dann ist

N
Ll = 13nl2 + 3" ilgnl? , | (4.17)
i=1 i
und es folgt aus (4.14) und (4.15), dass
gn €M und galz = [9nl; (4.18)

Somit kénnen wir Operatoren W(gy,) definieren. Da fiir das Skalarprodukt gilt

N

<f7 gn)H = <fa gn>p + Zci<f7 gn>6 2 (419>

i
=1

und das freie Feld Dualitét fiir Keile erfiillt, gilt nach Satz A.5 und Satz C.1
W (Ga) € M(W,). (4.20)

Beachte, dass wegen (4.15) und (4.16) Lemma C.2 wortwortlich iibernommen werden
kann und die Folge {W(g,)} die Voraussetzungen von Thm. A.3 erfillt. Es geniigt
also
. 2
Jim | Xga|” # 0

zu zeigen, siehe (4.9).
Fiir ein Diracmaf} )2 gilt zwar lim |Xg, ||§A2 = 0, aber fiir das absolut stetige Maf p
n—oo

konnen wir, wie im letzten Abschnitt gesehen, ein mg # m; fiir i = 1,..., N wihlen,
so dass
. A 12 . ~
lim [ Xgal% = lim [Xg], 0. (1.21)
O

4.3. Anwendung auf das freie Feld in 4d

In Kapitel 2.5 wurde gezeigt, wie man aus einer rechten Standardkeilalgebra lokale
Modelle in zwei Dimensionen konstruieren kann. In Kapitel 2.7 wurde die modulare
Nuklearitéitsbedingung fiir Keile als ein Kriterium angegeben, welches die Nichttri-
vialitat der lokalen Algebren garantiert.

Es stellt sich nun die Frage, ob diese Methode auch in vier Dimensionen verwendet
werden kann. Leider ist dies nicht der Fall, da die modulare Nuklearitdtsbedingung
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4. Modulare Kompaktheit des verallgemeinerten freien Feldes

die Split-Eigenschaft impliziert und die Split-Eigenschaft fiir Keile in mehr als zwei
Dimensionen nicht erfiillt sein kann. Dies ist ein Ergebnis von Araki, siehe [Bu74,
S. 292], welches die Freiheitsgrade der Translationskovarianz entlang der Kante der
Keile ausnutzt.

Betrachten wir nun das vierdimensionale skalare freie Feld. Man kann Unteral-
gebren der rechten Keilalgebra finden, welche nur eingeschréinkte oder keine Trans-
lationskovarianz entlang der Kante des Keils besitzen. Es stellt sich die Frage, ob
fiir diese Unteralgebren eine Phasenraumbedingung wie die modulare Nuklearitéts-
bedingung gilt. Wir werden nun fiir eine einfache Klasse von Unteralgebren zeigen,
dass keine modulare Kompaktheit gilt.

Bei der Wahl der Unteralgebren muss man beachten, dass fiir modular kovariante
Unteralgebren das Vakuum nicht zyklisch sein darf.

Satz 4.4. Sei M eine von-Neumann-Algebra, die auf den Hilbertraum H wirkt. Sei
Q € H zyklisch fiir M, Ay der zugehorige modulare Operator. Sei N C M, eine
von-Neumann-Unteralgebra, die modular kovariant ist, d. h.

AYNAGE=N  VteR. (4.22)

Ist Q zyklisch fiir N, dann gilt
N=M. (4.23)

Beweis. Fiir einen Beweis nach Takesaki siche [Bo00, Lemma VI.1.2]. Wir verwenden
hier [KR86, Thm. 9.2.36.], wonach N’ = M #quivalent zu der Bedingung ist, dass

NQ ein Definitionskern (,,core*) von A}éf ist, d. h. A}\QZ NQ = A}\f.

Da Q) zyklisch fiir V ist existiert der modulare Operator A}f dieses Paares. Aus der

modularen Kovarianz (4.22) folgt, dass A%Z = A}\f und aus der Tomita-Takesaki
Theorie folgt, dass N ein Definitionskern ist. O

4.3.1. Das freie Feld in 4d

Die Konstruktion des freien, skalaren, hermiteschen Feldes zur Masse m erfolgt wie
im zweidimensionalen Fall (siehe z.B. [Bo96, Kap. 1.2]) oder [BW92, Kap. 8.3 &
12.5).

Der Einteilchen-Hilbertraum ist H,, = L?(H,,,dQy,). Sei S := Dyeen(R*) /N, wobei

N ={f € Dieen(R?) : flg,, = 0}. Fiir f,g € S sind f,§ € Hy, und es gilt

~ 35 ~
7o) = [ Gy TP 02 V7 4 )

R3

Sei F(Hy,) der symmetrische Fockraum iiber H,,,. Wie in Thm. 3.6 erhalten wir eine
Darstellung der Weylalgebra bzgl. (S, Im(f,§>) auf B(F(Hym)) durch

W) = e P00 (f ) wiesyen.
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4.3. Anwendung auf das freie Feld in 4d

Die lokalen Algebren werden wie in (3.14) definiert durch

MAAOY = {W(f): feS,suppfcC OV,

4.3.2. Unteralgebren fiir Einschrankung auf zweidimensionale Keile

Seien &, &3 € R beliebig, aber fest gewihlt. Seien W24, W4 der zwei- bzw. vierdi-
mensionale rechte Keil. Wir wollen die Operatoren betrachten, die in

WE5) = {(wo, 1,62, &3) + (w0, 1) € WP} C WM

lokalisiert sind.

Sei f € Dieen(W2?). Wir suchen Operatoren in M*4(W29) deren Lokalisierung
durch die Distribution fdg,d¢, = f(x0,21)0(x2 — &2)d(x3 — &3) beschrieben wird.
Beachte, dass formal f@; = %f(po,pl)e*img? e~ P38 gilt. Die rechte Seite ist
ein Element in H,,, da

P 1 d3p - 2
Hf%%!l%m = W/M f(\/m,l?l)‘

27 e’} 00
_ 1 dp Fofo 2 2
_m/dgo/rdr/ N R 'f(\/p +7r2+m?,p)

‘ 2

(4.24)

o0
—d)N2 2
/47rd /2,/2+A2’f b +A’p)‘

/*dQ/ -
gm A1)

hierbei wurde A2 = 72 +m? und | f(po, p1) ng > verwendet. Da f5§25§3 € Hpm,

<5
konnen wir einen zugehorigen Weyloperator W(M) definieren (siehe (A.9)).

Lemma 4.5. Die Operatoren W(ﬁg\j;) sind Elemente der rechten Keilalgebra
M4d(W4d).

Beweis. Nach Satz A.4 geniigt es eine Folge {f,} C Dreent(W?) zu finden, so dass
” fTL f5§2 5&3 HH'm nj}o 0.
Definiere

Lt 0 21) By s — 25— &3) |

(o, 21, 22, 23) 1= 5
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4. Modulare Kompaktheit des verallgemeinerten freien Feldes

wobei 3y (x) die in (B.4) definierte Folge von Testfunktionen mit kompaktem Triger
ist. Beachte, dass wegen (B.4) und (B.5) gilt

- 1 -
fn(p) = 7]0(]00,]91 /dxzdxgﬁl/n(xQ £y, 23 — E3)e —ip2xa—ip3T3

2w
= %f(]!?o,pl)e_zm&_w353 %/ d?zB(z)e " n"
= o lpo,pr) e imstemints o )
= *f(poypl) TiPa&= et = £ 56, (p) -
Wegen | B(p)| < 1, folgt aus dominierter Konvergenz

an f5§25§3 HHm =0.

Definition 4.6. Wir betrachten die Unteralgebra

MUWES) = (W ([5,5¢,) : | € Duear (W2}
von MAd(W3d),
Lemma 4.7. Fiir M*(WE2%) ist das Vakuum nicht zyklisch.

Beweis. Betrachte (p2,p3) in Polarkoordinaten (7, ¢). Sei

\I/(p7 r, (b) = ’lb(\ /p2 + 7/.2 + mQ’ p) SlH((ﬁ) e_ip2 (7’7¢)§2—ip3(7”»¢)53 ,

wobei ¢ € D(R?). Dann ist ¥ € H,, und es gilt

00 00 27
(U, [Oe,06,) = % //dprdrw(\/p2+r2+m27p) f(\/p2+7“2+m2,p)/d¢sin(¢)
0

—o0 0

= 07 Vf € Dreell(WTQd) .
Daraus folgt

(n(®) = Q, W (Foe06,)92) = o= 1 8ey0e 17 o3V, f0ey0e,) _ o= 310,057 o 3(0,/8¢,0¢5)
= 07 vf € Dreell(ng) .

Also ist n(¥) — Q ein nichttriviales Element im orthogonalen Komplement von

M), .
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4.3. Anwendung auf das freie Feld in 4d

Sei E die orthogonale Projektion auf den Unterraum M4(W23)Q) von F(H,y).
Wir zeigen nun, dass die Unteralgebra M*4(TW52) auf dem Hilbertraum EF(H,y,)
durch die Keilalgebra eines zweidimensionalen verallgemeinerten freien Feldes dar-
gestellt werden kann. Seien f, g € Dyeenn(W,24). Dann gilt

—_— A3y 1 =
56,06, 906,0 :/7— P+ m2 ) iR+ m2,
(f £29¢35 90¢, §3> R32 2 1 m2 4772f( m?,p1) §( m?,p1)

7 m Wj
:/rdr/d(é/d p? + 12 +m?,p)g(\/p? + 12 +m?,p)
T 8m2\/p? + 12 + m?

Dies ist gerade das Skalarprodukt ( 1, ), fiir ein verallgemeinertes freies Feld mit

L o A>m
A%) = dm = 4.26
pX) {O, A< m. ( )

Sei ‘H, der zugehdrige Ein-Feld-Hilbertraum des verallgemeinerten freien Feldes mit
MaB du(N) = p(A?)dA2.
Lemma 4.8. Die stetige Fortsetzung von
U:EF(Hm) = F(Hy).  (foede) = n(f). [ €Dear(W?),  (427)
ist ein unitirer Operator U : EF (Hum,) — F(H,). Es gilt
U, =9Q,,
wobei 1y, Q, jeweils die Vakuumuvektoren bezeichnen.

Beweis. Die lineare Hiille aller Vektoren der Form n(m) bzw. n( f), mit f €
Dreen(W24), ist dicht in EF(H,,) bzw. F(H,). Die Isometrie von U folgt aus (4.25)

Y S 1/f = = ~ 1/785. 8.
(Un(fe,06,). Un(99e,06,)) 5, = €290 = (n(f), (@) = SIREATERT

= (n(f5§25£3)7 n(m))}'(Hm) '

Da Q= 0(0 - 0¢,0¢,) ist, gilt UQy, = n(0) = Q. .

Sei nun M?24(W?24) die Keilalgebra des verallgemeinerten freien Feldes in zwei
Dimensionen mit Lehmann-Maf (4.26).
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4. Modulare Kompaktheit des verallgemeinerten freien Feldes

Satz 4.9. Die Einschrinkung von MA*(WE$3) auf den Hilbertraum EF (M) =
MAAWESQ,, ist unitir dquivalent zu M24(W24) quf Hy,.

Beweis. Sei f € Dreen(W24). Wegen Lemma 4.8, Gleichung (4.24) und (4.25) gilt

U W (f8e,0e3) Up(3) = U W (Fbe,06, )i (98¢, 0¢5)

— o~ ilF03¢513,,, = 3 (F 3395906, 3¢5 )1 Ui (f0¢,0e5 + 90e,0¢5)

1

— o 1By =30 LS W) -
Somit gilt —_
UW(f(SEz(sE:s) U* = W(f) : (4‘28)

Diese Operatoren erzeugen die Algebren, daher ist
Wi—UWU*
eine zyklische Darstellung von M (W$2%3)| 24y, y auf M24(W2?) und
U MW U* = M2 (W) . (4.29)
O]

Theorem 4.10. Die Unteralgebren MA(WE2<3) von MAY(WA) erfillen nicht die
modulare Nuklearitdtsbedingung. Insbesondere sind die Abbildungen

2l M~ AVAU(@)MQ, M e MUYWES) g e W (4.30)
nicht kompakt.

Beweis. Das Bisognano-Wichmann-Theorem besagt, dass die modulare Gruppe A
der Keilalgebra des vierdimensionalen Feldes durch die Lorentzboosts in den Keil
gegeben ist. M*(TW§2:43) ist eine modular kovariante Unteralgebra von M4 (W 4d),
daher ist Algr(3,,) der modulare Operator von MA(WE283))| EF(H,) (siehe [Bo00,
Lem. VI.1.2.]).
Man sieht leicht, dass EgdW(J%) = W(Xf - 552\55;)9% wobei X die Wirkung
von Z auf H ist (siehe (A.31)). Sei nun U der unitdre Operator aus (4.27), der auf
die Darstellung als verallgemeinertes freies Feld mit Lehmann-Maf p (4.26) abbildet.
Dann gilt

UE'W (foe,0¢,) = W(X )y = ZW(F) (4.31)

wobei =, der entsprechende Operator des verallgemeinerten freien Feldes ist, siehe
(4.5). Aus Theorem 4.2 folgt, dass Z, und somit Z2¢ nicht kompakt sind. O
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4.3. Anwendung auf das freie Feld in 4d

4.3.3. Unteralgebren mit fester Lokalisation

Anstatt den vierdimensionalen Keil auf zweidimensionale Keile einzuschrianken, ge-
ben wir eine Lokalisation in zs, x3 durch eine feste Funktion vor. Sei g € Dreen(Rz)
eine beliebige, aber fest gewihlte Testfunktion.

Definition 4.11. Definiere die Unteralgebra My(W2?) von M*(W24) durch
"
MW = {W (f (w0, 21)g(x2,73)) : f € Dreen(W72H)}" . (4.32)
Lemma 4.12. Fiir M, (W2) ist das Vakuum nicht zyklisch.

Beweis. Betrachte g in Polarkoordinaten §(p2, p3) = g(r, ¢). Es geniigt einen Vektor
¥ im Einteilchenraum H,,, zu finden, der im Komplement von fg liegt (vgl. Lemma
4.7). Sei h € D(R?), definiere H,;, > ¥(p, 7, ¢) := h(r,p)(r, ¢), wobei

— [FG(r,¢)d¢, fir 0< ¢ <
Jo a(r, ¢")dd', firm< ¢ <2m

P(r, @) =

Dann gilt

(W.fg) = [ dp [ rar [ a6 W p)o8) S 72+ 2, D)3 (r.0)
= [ dp [ rdr Rrp) /o2 52 )

(_ /ﬂzﬂ S /0” §(r, $)ds + /0 " g(r,¢))dg¢’ /ﬂ?” g(r, ¢)d¢>

=0.
U

Bestimmen wir das Skalarprodukt zweier Vektoren in M (WQd)Q Seien fl, fa €
Dreent(W2?). Betrachte § in Polarkoordinaten 7, ¢ und verwende A2 = 72 4m?2. Dann
gilt

(W (f19)Q, W (f29)2) / dAQ/\g (VA2 —m?2, ¢)[%d¢ -

m2
o0

/NW AP+ 22,0) fo(v/P? + N2) .

Dies entspricht dem Skalarprodukt eines verallgemeinerten freien Feldes mit

f\ (VA2 —m?2,¢)]2d¢, fiir A >m

0, fir A<m

p(\?) := (4.33)
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4. Modulare Kompaktheit des verallgemeinerten freien Feldes

Lemma 4.13. Die Einschrinkung Mg(Wfd)|Mg(WT2d)Q ist unitdr dquivalent zur

Keilalgebra M*4(W,.) auf H, des verallgemeinerten freien Feldes mit dem in Glei-
chung (4.33) definierten Lehmann-Majs p.

Beweis. Der Beweis ist analog zu den Beweisen von Lemma 4.8 und Satz 4.9. O
Daher gilt auch fiir diese Unteralgebren

Theorem 4.14. Die Unteralgebren My(W24) von MWL) erfiillen nicht die
modulare Nuklearitdtsbedingung. Insbesondere sind die Abbildungen

2l M AVAU(a) M, M e M,(W2), acw? (4.34)
nicht kompakt.

Beweis. Analog zum Beweis von Thm. 4.10. O
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5. Zusammenfassung

Die modulare Nuklearitdtsbedingung kann fiir verallgemeinerte freie Felder mit abso-
lut stetigem Anteil im Lehmann-Maf3 nicht erfiillt sein. Daher wurde in dieser Arbeit
die schwiichere Bedingung der modularen Kompaktheit formuliert und untersucht.

Es konnte bewiesen werden, dass fiir skalare verallgemeinerte freie Felder in d = 2
mit absolut stetigem Lehmann-Mafi modulare Kompaktheit nicht gilt. Auflerdem
wurde gezeigt, dass modulare Kompaktheit nicht gilt, wenn der singulidre Anteil des
Lehmann-Mafles aus endlich vielen Dirac-Maflen besteht.

Es wire interessant dieses Resultat auf Lehmann-Mafle mit beliebigem singuléren
Anteil und absolut stetigem Anteil auszuweiten. Dann kénnte (4.4) verschérft werden
zu: MKB erfiillt = p rein singulér.

Auflerdem wurden bestimmte Unteralgebren mit eingeschrinkter Kovarianz des
skalaren, freien Feldes in d = 4 untersucht. Diese Unteralgebren erhélt man, wenn
man das freie Feld auf zweidimensionale Keile einschrénkt oder die Lokalisation der
Weyloperatoren in den xo, x3-Koordinaten durch eine feste Testfunktion festlegt. Die
Einschrinkung dieser Unteralgebren auf geeignete Unterrdume ist dquivalent zu den
Keilalgebren zweidimensionaler verallgemeinerter freier Felder mit absolut stetigem
Lehmann-Maf}. Das Resultat iiber modulare Kompaktheit konnte daher angewendet
werden, d. h. diese Unteralgebren erfiillen nicht die modulare Kompaktheitsbedin-
gung und insbesondere nicht die modulare Nuklearitdtsbedingung.

Obwohl fiir das Modell des freien Feldes lokale Observablen existieren, lassen sich
aufgrund dieser Kriterien fiir die hier untersuchten Unteralgebren keine Aussagen
zur Existenz von lokalen Observablen treffen. Es ist zu vermuten, dass sich andere
Unteralgebren besser eignen, fiir welche modulare Kompaktheit oder wiinschens-
werterweise sogar modulare Nuklearitédt gilt. Man konnte beispielsweise statt im
Ortsraum im Impulsraum nach geeigneten Einschrinkungen suchen. Wie wir fiir
das verallgemeinerte Feld in d = 2 gesehen haben, ist modulare Kompaktheit nicht
erfiillt, obwohl lokale Observablen existieren. Daher kénnte man auch versuchen die
Phasenraumkriterien in geeigneter Weise weiter abzuschwéchen.
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A. Niitzliche Theoreme

A.1. Ein Paley-Wiener Theorem
Sei a € R"™ mit |a| =1 und 0 € (0,7/2). Dann heift
Fop:={neR":n-a>nlcosh} (A1)

der Kegel um a mit Offnungswinkel 6 und Lo = Laxjo—g ist der zu 'y duale
Kegel.!

Wir werden nun zeigen, dass Funktionen, die in bestimmten Gebieten analytisch
sind, Randwerte besitzen deren Fouriertransformierte im Sinne von Distributionen
in bestimmten Gebieten getragen sind. Wir geben Thm. IX.16 aus [RS75] wieder,
allerdings beschrinken wir uns auf Funktionen die im Analytizitdtsgebiet beschrankt
sind. In [RS75] wird der allgemeinere Fall polynomial beschriankter, am Rand sin-
guldrer Funktionen, behandelt.?

Theorem A.1. Sei F(A+in) analytisch in R™ +iI; 5 und es gebe eine Konstante
C, so dass
|F(A+1in)| <C, VAER", Vnelyy. (A.2)

Dann gibt es eine temperierte Distribution T mit Trdger in L'gg, so dass T der
Randwert von F(X\+ in) im Sinne von Distributionen ist. Auferdem erhdlt man F
aus T zuriick mittels

—

F(-+in) =emT(). (A.3)
Beweis. Wir werden zeigen:
1. F(A 4+ itn) hat eine temperierte Distribution als Randwert fiir ¢ | 0.
2. Der Randwert ist unabhéngig von 7.

3. T hat Tréger in m

Tn diesem Abschnitt bezeichnet 7 - a das euklidische Skalarprodukt.
*Im Gegensatz zu [RS75] sind unsere Konventionen hier Analytizitidt in R”™ 4 I} o, sowie die
Fouriertransformation (A.12), (A.13).
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A. Niitzliche Theoreme

1.) Sei ng € I'; 4 fest gewdhlt und 0 <t < 1. Sei ¢ € S(R"). Bezeichne mit [¢]q,5 =
sup,egn |7 DP(x)| die Halbnormen, welche die Schwartzraumtopologie erzeugen.
Es gilt

FO -+ itm)p(NaN| < [ CMIaN< € sup (14 (Y

< C(I¥lo,o + 1¥]x0) »

R

wobei C' = C- [ dA(1+|A|*)~! und k geniigend gro8 ist. Daraus folgt, dass F'(A-+in)
eine temperierte Distribution ist. Setze

n

h(t) = T (6) i= [ PO+ itno)o(N)dA

Da h differenzierbar ist konnen wir schreiben
1
h(t) = h(1) — / B (#)dt' .
t

Es gilt 1'(t) = [gn FO\+ itno)(—ino &) (A)d und somit |1 (¢)| < C[]o,.
Daraus folgt

1 1
| har| < [ Cletoadt = Clofor(1-1).

d. h. der Limes fiir ¢ | 0 existiert und

20)] < Clloo + 1¥]x0) + Cleloa -

Somit ist h(0) = Tp.,, eine temperierte Distribution.

2.) Seien nun 1,72 € I'; y und 3 € C§°(R™). Dann gilt

Ty () = PO+ itm )P (\)dA
= [ FO it = it = n0)b(N)dA
_ /Rn F(A\+ itna)d (A + it (2 — 11))dA
= Ty (7T 4 (1)) | (A4)

wobei im dritten Schritt benutzt wurde, dass 1& eine ganze Funktion ist und die
Paley-Wiener Abschéitzungen erfiillt.
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A.1. Ein Paley-Wiener Theorem

Wir wollen nun zeigen, dass der letzte Term fiir ¢t | 0 gegen T[)mz (¢) konvergiert.

Wie man leicht sieht, gilt e t(72=m)7 4 Ao, ¥ in S(R™). Wir schreiben

[Ty (702707 4 — T, ()|
< ‘Tt,nz (e—t(nz—m)r Y — TOWQ (e—t(nz—m)r ?/))‘ + ’T()mz (e—t(nz—m)w V) — TD,nz
(A.5)

Da To,m, eine temperierte Distribution ist, wird der zweite Summand auf der rechten
Seite beliebig klein fiir geniigend kleine t.

Wir benutzen nun Thm.V.8. aus [RS80], welches besagt, dass aus punktwei-
ser Konvergenz von Distributionen uniforme Konvergenz auf kompakten Teilmen-
gen von S(R™) folgt. Betrachte nun die Familie von Schwartzfunktionen F :=
{e~ttr=m)z 4 . ¢ € 0,1]}. Diese Familie ist in S(R™) kompakt.? Wegen T} ,, (1)) —
TOmW’) folgt uniforme Konvergenz auf kompakten Mengen, d. h.

]scug)__ Ty (f) = Tos (f)] < €, fiir geniigend kleine ¢ .
€

Im ersten Summanden in (A.5) steht eine Funktion aus F, daher ist er sicherlich
kleiner als das Supremum iiber alle Funktionen aus F und es gilt

fvth (eft(ﬁ2*771)x w) _ Tsz (¢) )
Aus (A.4) folgt To,m (1) = Ty, (1) und weil CP(R™) dicht in S(R™) ist gilt

Toﬂh = TOJ}Q .

3.) Sei m € I'; y gegeben und ¢ € C§°(R™) mit supp(¢) C {z : m -z < 0}. Dann
gibt es ein € > 0, so dass fiir alle 2 € supp ¢ gilt 71 - © < —e. Man beachte, dass ¢
ganz analytisch ist und man fiir jedes N eine Konstante C'y finden kann, so dass

GO+ ismy)| = |(2m) 2 [ e ()

Cye 5
< - .
14+ A —ismp|N

(A.6)

Die Cauchyformel liefert
Tt,n1(¢) = Tt,m (&)
= /F()\ +itn1)p(N)dA

— /F(A +i(t+ s)nl)gz;(k + ismp)dA .

3Es geniigt Folgenkompaktheit zu zeigen. Jede Folge f, in F entspricht einer Folge ¢, in [0,1] die
eine konvergente Teilfolge ¢,,, — 7 besitzt. Da supp v kompakt ist, zeigt man, dass dann auch
frp in S(R™) gegen e~ 7271 4 konvergiert.
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A. Niitzliche Theoreme

Die Voraussetzung (A.2) und Gleichung (A.6) liefern
T (9) < Ce %, fiir beliebiges s > 0 . (A.7)

Daraus folgt T} ,, (¢) = 0. Daher ist der Trager von Tj ,, fiir alle t > 0 im Halbraum
{z: m1 -z > 0} enthalten. Da T}, — T fiir ¢ | 0 schlieflen wir

suppT C {z: m -x > 0}.
Da T, ¢ der Schnitt aller abgeschlossener Halbriume {z : n-z > 0} fiir alle n € FZ,G

ist, gilt
suppT' C T'yp .

SchlieBlich sei ¢ € C§°(R™). Dann gilt

/ FO+ i) (A)dA = / FA+ isn)d(\ + (s — 1)in)dA

= TS,T) (e_(S—l)m@ TZJ)

—

0T o)

und
—_ —_—

T ) =T(e ™) =" T() = T(Y),
d. h. man erhélt F' aus T via (A.3). O

A.2. Kompakte Operatoren

Ein Operator T : X — Y zwischen Banachriumen X,Y, welcher beschrinkte in
prakompakte Mengen abbildet, heifit kompakt. Ein Operator ist genau dann kom-
pakt, wenn {Tx,} fiir jede beschrénkte Folge {z,,} C X eine konvergente Teilfolge
in Y besitzt.

Wir zeigen die niitzliche Eigenschaft kompakter Operatoren, dass schwach konver-
gente in normkonvergente Folgen abgebildet werden. Der Beweis setzt sich zusammen
aus [RS80, Thm. VI.11] und [Yo80, V.1 Thm. 3.

Theorem A.2. Seien X und Y Banachriume und T : X — Y ein kompakter
Operator. Sei {x,} eine beschrinkte Folge in X, die auf einer dichten Teilmenge
schwach gegen xo, € X konvergiert, d. h.

1. supy>y [za] < oo,

2. limp o0 f(xn) = f(xoo) fiir alle f € D' aus einer dichten Teilmenge D' aus
dem Dualraum X'.
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A.2. Kompakte Operatoren

Dann konvergiert die Folge {T'zy,} in'Y in Norm gegen {Tz}.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass {x,} schwach gegen z,, konvergiert. Fiir jedes
g€ X' und e > 0 gibt es ein f € D', so dass |g — f| < e. Daher gilt

9(2n) = 9(xoo)| < lg(@n) — f(@n)| + |f(2n) = f(2oo)| + | (2o0) — 9(2o0)]
< efzn] + [f (@n) = f(@o0)] + € zoo] -

Da f € D' finden wir lim, o |g(2n) — 9(2o0)| < 26 8UP; <y <o |2n|- Dies bedeutet,
dass x,, schwach gegen x, konvergiert. o

Wir zeigen nun, dass ein kompakter Operator schwach konvergente in normkon-
vergente Folgen abbildet. Sei y,, := Tx,. Dann gilt I(y,) — l(y) = (T"1)(x,, — x) fiir
alle [ € Y'. Also konvergiert {y,} schwach in Y gegen y = Tz. Angenommen {y, }
konvergierte nicht in Norm, dann gibe es ein € > 0 und eine Teilfolge {yy, } mit
|Yn, —yn| > €. Da die Teilfolge {xy, } beschrinkt ist und T" kompakt, hat {y,, } eine
Teilfolge, die gegen ein § # y konvergiert. Dann muss diese Teilfolge auch schwach
gegen y konvergieren, was aber unmoéglich ist, da ¥, schwach gegen y konvergiert.
Also konvergiert y,, = Tx, in Norm. O

In unseren Anwendungen wird der Banachraum X die Keilalgebra M(W,.) sein.
Da die schwache Banachraumtopologie von M (W) stérker als die schwache Opera-
tortopologie ist, ist das vorherige Theorem nicht direkt anwendbar. Mit der schwa-
chen Banachraumtopologie zu arbeiten ist zu kompliziert, aber wir zeigen nun, dass
fiir unsere Anwendung die Konvergenz bestimmter Matrixelemente ausreicht.

Theorem A.3. Sei {M,U,Q} eine rechte Standardkeilalgebra, A bezeichne den
modularen Operator von (M, Q). Sei {W,,}nen eine Folge in M, so dass

i) sup |[W,| < oo,
n>1

i) (U, W, Q) "= (U, WooQ) gilt fiir ein Wao € M und fiir alle ¥ € H.

Der Operator E, : M — H sei fiir a € W, definiert durch M — AY4U (a)MQ.

Wenn 2, ein kompakter Operator ist, dann konvergiert {Z,Wp tnen in H in Norm
—_ —_ n—oo
IZaWin — Z2cWso|w — 0.

Beweis. Sei a € Wy, schreibe Z fiir Z,. Nach (2.20) gilt MQ c D(AY4), auBerdem
ist Al/4 selbstadjungiert und |Z,| = 1. Aus i) folgt, dass fiir ¢ € M gilt

(¥, EWy) = (0, AYAU (@)W, Q) = (U(a)* A4, W, Q)
2 (U () AV Y, Weofd) = (b, AVAU (@) Waof2) = (0, EWoo) . (A.8)
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A. Niitzliche Theoreme

Wir zeigen nun, dass {EW,,} in H schwach gegen =W, konvergiert. Nach Voraus-
setzung ist MS dicht in H, d. h. fiir jedes ¥ € H und fiir alle € > 0 gibt es ein
€ MQ, so dass |V — ¢y < e. Es gilt
(U, EW,,) — (U, EWq)]
< [(W,EWn) — (0, EWn)| + [(, EWn) = (¢, EWeo)| + [, EWoo) — (¥, EWS,)|
= (¥ = ¢, EWn)| + [(0, EWn) — (¢, EWoo) | + [(¢ — ¥, EWo) |
< ¥ = SIEWn] + (&, EWn) — (¥, EWoo)| + |t — ¥[|EW]

wegen (A.8) wird der mittlere Term fiir grofie n kleiner als jedes € und wegen |Z| = 1
folgt mit i)

<e@sup|[W,|+1) <€
neN

Sei = kompakt und nehmen wir an, dass ZW,, nicht in Norm gegen =W, konver-
giert. Dann gibt es eine Teilfolge {EW),, }ren und ein €, so dass |EW,, — EW| > ¢.
Da {W, }ken eine beschriankte Folge in M und E kompakt ist, besitzt {EW),, }ren
eine konvergente Teilfolge, die gegen ein ¥ # =W, (in Norm) konvergiert. Dann
muss diese Teilfolge auch schwach gegen ¥ konvergieren, was aber unmoglich ist,
da {EW,,} schwach gegen =W, konvergiert. Daher fiihrt die Annahme zu einem
Widerspruch und EW,, konvergiert in Norm gegen Z2W . 0

A.3. Operatoren im schwachen Abschluss der lokalen
Algebren

Seien H, K,S wie in Lemma 3.4.
Satz A.4. Sei ¢ € H und sei {fn}nen eine Folge in Dyeen(O), so dass
|K fr = 6l = 0.

Dann gibt es einen Operator W(¢) € M(O), so dass W (f,) — W () in der starken
Operatortopologie.

Beweis. Definiere W(¢) durch

W (@)n(y) == e VU208 o 1 gy | W e H. (A.9)

Wir zeigen, dass W (f,,) in der starken Operatortopologie gegen W (¢) konvergiert.
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A.3. Operatoren im schwachen Abschluss der lokalen Algebren

Sei ¢ € 'H beliebig, dann gilt

W (F)n(e) — W ()|
=nw«&mwmﬁ+mvwmwmﬁ—2R{(wmmmwmw«@m¢ﬂ}

= | e VAKMP =1/ 2K ) (B f, 4 )| + | e~ VAP =1/200) (g 4 )12

9 Re| o= VAIK falP=1/401—1/2(K f ) =1/260 oK futth,+)

o0
"=,

Die Folge {W(f,)®}nen konvergiert also fiir alle ® aus der dichten Teilmenge
Span{n(y) : ¢ € H}. Sei nun ¥ € F(H) beliebig. Aus

[W(fn)¥ = W(@)¥| < [W(fn)V = W(fn)®] + [W(fn)® - W(p)®]
+[W(g)® —W(e)¥|
< (LW @Y = @ + W (f2)® — W(¢)®]

folgt, dass {W (f,)V} fiir alle U € F(H) gegen W (¢)¥ konvergiert. Da M(O) stark
abgeschlossen ist, folgt W(¢) € M(O). O

Satz A.5. Sei ¢ ein Element in H, so dass fiir alle Testfunktionen f mit Trdger
mm linken Keil gilt

Im <¢7 Kf> - 07 Vf € Dreell(Wl) . (AlO)

Dann ist der wie in (A.9) definierte Operator W (¢) ein Element in M(W,).
Ist andererseits W (¢) € M(W,.), dann gilt (A.10).

Beweis. Fiir die Keilalgebren gilt Dualitéit, d. h. M(W,) = M(W;)" (siehe Thm.
3.10). Es geniigt zu zeigen, dass W (¢) mit allen Weyloperatoren in M (W) kommu-
tiert. Denn sei B € M (W) beliebig, dann existierten Operatoren A; € Span{W(f) :
f € Dieen(W))}, die schwach gegen B konvergieren. Fiir beliebige U, ® € F(H) gilt
dann

(¥, (W(@)A; = AW (0))2) = (W(0)' W, 4i®) — (¥, 4: W (6)®)

== (W(e)w,B®) — (¥.BW($)®) = (¥, (W(6)B—BW(¢))®) .

Es folgt, dass W(¢) € M(W;)’, wenn W (¢) mit allen W (f) aus M(W;) kommutiert.
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A. Niitzliche Theoreme

Sei nun ¢ € H beliebig und f € Dyeenn(W;). Schreibe K f = f, dann gilt
(W(SW(f) = W(HW($))n() = o~ ileIP= 31117 o= 3(00) o—3(F )
(ef%<¢,f> o3 )W(f Fo+P) =0
= e 30D = o300 = Im (4, f) .

Wir sehen, dass (A.10) gilt, wenn W(¢) € M(W,.).

Andererseits ist [W (o), W(f)]n(v) = 0 fiir alle ¢ in H, wenn (A.10) gilt. Da die
lineare Hiille der n(¢) dicht in F(H) und der Kommutator ein beschrénkter Operator
ist, gilt [W (o), W(f)] = 0. O

A.4. Koordinaten in d = 2

Neben den Raum-Zeit-Koordinaten xg, z1 verwenden wir auch Lichtkegelkoordina-
ten x4

1
Ty = 5(1:0 +x1). (A.11)
Wir definieren die Impulse p+ := py & p1. Die Fouriertransformierte einer Funktion
vy f(xy, o) in D(R?) ist
N 1 .
Fpeop) = o / deyde f(oy,z)e!Protr-o-) (A.12)
T

Diese Definition ist so gewihlt, dass f(po,pl) =f (p+,p—) gilt. Die inverse Fourier-
transformation ist gegeben durch

1 . .
fava)i= o [[dpedp oy po)eiosmerer) (A.13)
™
Der Vorwiértslichtkegel V. wird in Lichtkegelkoordinaten beschrieben durch

Vi ={p+.p-: p+ >0, p- > 0}. (A.14)

Aulerdem werden wir in V4 Rapiditédtskoordinaten 64,60_ verwenden. Diese sind
definiert durch

py = moelt p_ =mge ¥ . (A.15)
Fiir die Fouriertransformation in Rapiditétskoordinaten schreiben wir f, fiir p € Vi,

gilt dann

A~ -~

fp+,p-) = f(04,0-) . (A.16)

Der Vorwirtslichtkegel wird dann beschrieben durch

V+ = {04”0, . 9+ € R, 07 € R} . (A]_?)
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A.5. Der Operator =

Auflerdem werden wir in den Rechnungen folgende Substitution fiir die Rapiditéts-
koordinaten verwenden

0 —0_ 0L +0_

— = ) Al

e N (A.18)
Der Vorwirtslichtkegel wird dann beschrieben durch
Vi={u,v: ueR, veR}. (A.19)
Betrachen wir das Maf}
dp 2 2 dp 2 dp
dQ = dp(m) ————= = p(m*)dm* ——=—= = 2mp(m°)dm——— ,
) e = P dm g = melm)dm =

(A.20)

hierbei sei p eine temperierte Distribution mit Trager in [0,00). In Raum-Zeit-
Koordinaten wird dieses Maf3 zu

dQ = dpodp12p(p§ — pl) - (A.21)

In Lichtkegelkoordinaten besitzt es die einfache Form

dQ = dpydp-p(p+p-) , (A.22)
die sich in Rapiditidtskoordinaten schreibt

dQ = df,do_m? e’ 0= p(m2ef+=0-) . (A.23)
Dies wird fiir u, v zu

mg

dQ = dudv7 e p(mi e?v) . (A.24)

A.5. Der Operator =

Wir wollen die Wirkung von Z, auf M(W,) bestimmen. Sei f € Dyeen(R?), dann
gilt nach (3.23) und (3.21)

A"n(K f) = n(u(B6)K f) = n(K(B(t)f)) - (A.25)

Fiir f € S gilt Kf = f. Wie man leicht nachrechnet, gilt

R P p-
(BO)S)p+.p-) = f (cosh(27rt) jsinh(27rt)’ cosh(27t) + sinh(27rt)> '
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A. Niitzliche Theoreme

Definieren wir c(t) := cosh(2nt) F sinh(27t) erhilt man fiir alle f € D(R?)

(w(BW)f)(p4,p-) = f (c_]:?t)’ f[t))

und wir erhalten die stetige Fortsetzung von u(B(t)) auf H

[ Pt P
(w(B®)Y)(py.p-) = ¢ (C+(t), c_(t)> ., YYeH. (A.26)
Sei nun () € M(W,)Q fiir ein ¢ € H. Nach (2.20) ist n(v)) € D(AY*) und
AYin() = n(u(B(=i/4)¥) . (A.27)

aus (A.26) erhdlt man

(w(B(=i/9)¢) (p+,p-) = ¥ (ips, —ip-) . (A.28)

Die Translationen stellen sich in Lichtkegelkoordinaten durch

(Tof)(p4sp-) = PP~ f(p, p_),  Va=(ay,a) €R?,
dar. Wir erhalten die Fortsetzung auf H durch
(u(@)ih) (ps,p—) = PP h(p p ), VheEH. (A.29)
Sei a = (ay,—a_) € Wy, ax > 0, und n(¢) = MQ fiir ein M € M(W,). Dann gilt

EoM = AU (@) MQ = AU (a)n ()

= AY4(u(a)y) = n(u(B(—i/4))u(a)y)
=n(X) , (A.30)

mit

p+ap ( Z/4 )¢>(p+,p )
= e MPHTP= ) (ipy, —ip_) . (A.31)
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B. Die Folge {g,}

Wir verwenden in diesem Kapitel Rapiditits- und Lichtkegelkoordinaten (siche A.4).

B.1. Eigenschaften von g,

Definiere eine Folge von Funktionen {g, }nen durch
1
(sinh (%) + 1)

i R2 €, Gu(0p,0_) = Cpe ™0+—0-)%/4 (B.1)

2

wobei C,, € R, so dass |Cy| x /n. Wir betrachten g, als eine Funktion auf Vi in
Rapiditétskoordinaten 6, d. h. py = mge*?*. Durch

gn(P+,p-) = gn(In(55), —In(5) = gn(04,0-),  peVy,

erhalten wir eine Funktion auf V4 = {py > 0}. Wir kénnen durch g, sogar eine
Funktion §, auf ganz R? definieren:

n(%) In(l2=] ')) : ps>0,p- >0,
w (22 im, —m(22h)), py<0,p- >0,
In(p4,p-) = (ln(%0 ), — (|p ‘) + z7r) p+ >0, p_ <0, (B.2)
ln(;—*)—i—zw —ln(|p |)—|—m) p+ <0, p- <0,
O, sonst.

Lemma B.1. Es gilt §, € L'(R?) N L*(R?).
Beweis. Man erhilt g, (p+,p—) aus den Randwerten von g, (04,60_). Somit gilt

0 0 0 oo

[avsaptgnl= [ [ dpsdo-tal+ [ [ dpidolaal

R2 —00 —00 —oo 0

11
oo 0 o0 00
[ [ dvapignl+ [ [ dpiap-ianl
0 —c0 00

111 v
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B. Die Folge {gn}

Da I =1V und IT = III gilt und

0 0 oo 00
1= [ [ dpedp-lgal = mb [ [ 404d0-13u(0 + im,0- + im)
—00 =00 —0o0 =00
2 [e.e] o0 1
my 2u —nu?
=9 dud C
2 / / udv e |Gl e | T i) T 1)
—0 —00
[e.e] o0
m%’C ‘ / d —nu?+2u / d 1 <
=— ue V———— < 00
2 cosh(v)? ’
—0o0 —0o0
wobei C' eine Konstante bezeichnet, sowie
0 oo Sl
W= [ [apidp-lgnl=m3 [ [ 0,00-13.(0 + im0.)]
—oo 0 —00 —00
2 [e.¢] o0 1
_ my 2u —nu2+n7r2/4
=9 dud C
2 / udve™|Cale (sinh(v + i7/2) + )2
—00 =00
2 o0 o0 1
My —nu?4+2utnm? /4
= —|C / due ™+ / dv——r———s < 00,
3 (Cal | due Yleosh(v) + 12 =%
—00 —00
ist g, € L'(R?). Der Beweis fiir L?(IR?) ist analog. O

Wir werden nun mit Hilfe von Thm. A.1 zeigen, dass §,, im Sinne von Distribu-
tionen, die Fouriertransformierte einer Funktion g, mit Tridger im rechten Keil W,
ist.

Lemma B.2. Man kann §, analytisch in den Streifen

S(O,ﬂ),(O,Tr) = {(9+ + ”7+79— + “7—) S C?: (77+777—) € (077T) X (0777)}
fortsetzen. Die Funktion gy, ist in Hy x H_ = {(24,2-) € C? : Im(zx) = 0} analy-
tisch.

—nz?/4

Beweis. gy, ist analytisch, wenn Analytizitdt fiir jede Variable gilt. Da e und

sinh(z) ganze Funktionen sind, geniigt es zu zeigen, dass 9+197 S in S(0,7),(0,7)

(sinh(—t5—)+1)
keine Polstelle hat. Da

0y +6_ _
sinh( +J2r —i—imr;n )

cos(mr ; = ) sinh(

6, +6_
2

0, +6_
2

)+ sin(#) cosh( )
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B.1. Eigenschaften von g,

und HH1= € (0, ) ist sinh(%3% 4§21y oL . Beachte nun, dass der Koordina-
tenwechsel

i (04 + ing, 0 +in-) > (mo et mge 0" ) = (2, 2)

eine biholomorphe Abbildung von S ) (0,x) auf Hy x H_ ist. Die Umkehrfunktion
verwendet nur den Hauptzweig der Logarithmusfunktion

¢z 2-) = (In(35), —In(5;))

und dieser ist fiir 2. € Hy analytisch. Wegen §,, (24, 2_) = gno (' (24, z_) folgt die
Behauptung. O

Lemma B.3. Fir alle (z4,2-) € Hy x H_ gilt fiir eine Konstante C, die nur von
n abhdngt,

G0 (C (2, 2 )| = |G (24, 2-)| < C.

Beweis. Sei (z4,2-) € Hy x H_ beliebig und (1(z4,2-) = (04 + ing,0— + in_).
Es gilt

9

30(C (2, 2))| =[O (=0 = DRA | sinb (ff 4 =) )2

. _ 0 +6_ _ ntn—
schreibe x = === und y = =57,

1
| sinh(z + iy) + i|?
< |Ch e/
= cos?(y) sinh?(x) + sin?(y) cosh?(x) + 2sin(y) cosh(z) + 1

‘Cn|en7r2/4 )

— |G| @502 /(=) 4

IN

O]

Lemma B.4. Es existiert eine temperierte Distribution T,, mit Triger in Wy, so
dass T, der Randwert von gn(z), z € Hy x H_, im Sinne von Distributionen ist.

Beweis. §n(z) ist im Kegel Hi x H_ analytisch und durch eine Konstante be-
schréinkt. Es gilt Hy x H- = R" 4 il o, mit a = (1/v2,-1/v2) und 0 = 7/4.
In diesem Fall ist Fzﬁ =I'q 6 und dies ist gerade der rechten Keil W, in Lichtkegel-
koordinaten. Nach Theorem A.l existiert eine Distribution 7, mit den genannten

Eigenschaften. O
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B. Die Folge {gn}

Lemma B.5. FEs gilt
= [[ & gu@s(a) (B.3)
R2
fiir alle ¢ € S(R?).
Beweis. T, wurde in Lemma B.4 dadurch definiert, dass die Fouriertransformierte

T;, der Randwert von Jn(z) ist. Aus Lemma B.1 geht hervor, dass der Randwert
Gn(p) eine Funktion aus L!(R?) ist und deswegen eine Fouriertransformierte

— / A2p gu(p) e~ P
R2

besitzt, die stetig ist und im Unendlichen verschwindet. Fiir alle ¢ € S(R?) gilt

) = [[ Epantw)oi)
- R]/ ap g (p) / [ & ét)e
- [ e [ rsiee
_ R[/ d*a gn (2)(x) |

im dritten Schritt konnte der Satz von Fubini verwendet werden, da wegen g, €

L'(R?) gilt
// d*pd®e |G (p)l|$(2)] < oo

Die Funktion

el- fFH fir |z] <1
a(z) =
0 fir [z > 1

ist glatt und hat Tréger im abgeschlossenen Einheitsball B(0, 1) und ihr Integral iiber
R? ist endlich. B(z) = a(x) [[ a(z)d®x } hat Triger in B(0,1) und [ f(z)d%z = 1.
Definiere fiir A > 0,

1
B = 56(5) - (B.4)
Dann ist 3y € D(R?) und supp 3y = B(0, \) und
/ﬂ)\(a:)dzx =1. (B.5)
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B.1. Eigenschaften von g,

Lemma B.6. g, ist eine reelle Funktion in L _(R?) mit Triger
supp g, C W, . (B.6)

Beweis. Da g, stetig ist und im Unendlichen verschwindet, ist g, Element in Llloc'
Die Bedingung, fiir g,(z) € R lautet

~—

gn(_p) - gn(p) A gn(9 + iﬂ-) - gn(0 : (B'7>

Zeigen wir, dass g, die Realitdtsbedingung (B.7) erfiillt

1
Gn (04 +im, 0_ +im) = C, o (01 —0-)%/4 T ,
(Sinh( 2= 4 im) + z)
e Cn e_n(9+_9*)2/4 1
(= sinh(%5%=) +4)

2

= gn(‘9+; 0*) :

Es bleibt zu zeigen, dass supp g, C W,.. Aus Lemma B.4 folgt, dass die Distribution
T,, Triger in W, hat. Das heift

0) = [ dErgu@)o) =0, ¥oe SR mit suppo ¢ Wy . (BS)

Wir zeigen, dass dann g, (z) = 0 fiir alle x € Q := R?\ W,. folgt. Seien Q1, Qs zwei
beschrinkte Gebiete und Q; C Qs C Qy C Q. Wir betrachten f = InXQ,- Es ist
klar, dass f € L'(R?). Sei 3, die ,,Delta-Folge“von C*°-Funktionen mit kompaktem
Tréger, definiert in (B.4). Wenn A\ geniigend klein ist, folgt aus (B.8), dass fiir alle
0 <A< A gilt

(f * B (@ /f )oa( — y) dy—/gn (W)Br(z —y)dy =0, Vee .

Es gilt aulerdem

f =06\ (x /f:c—)\y y)dy , Vo e R?.

Daraus folgt

(£ B0@) = £(a) = [ [f@ =) = F@)] By

RQ
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B. Die Folge {gn}

und hieraus die Abschitzung

IF 58y = Fliren < [1FC = M) = FO)luen By =20
R2

Aus f* [By(z) = 0 fiir alle x € Q; folgt

A—0
[ flzin) < If = f*Balpiwey =— 0.

Aus f(z) = gn(2x) fir z € Q1 und der Stetigkeit von g, folgt, dass g, = 0 fiir alle
Qq C Q. Dies bedeutet schliefilich

gnEOinQ:RQ\WT.

B.2. Konvergenz in 'H

Wir betrachten den Hilbertraum H = L?(V.., p(pyp_)dpsdp_), wobei p eine mess-
bare, positive Funktion mit Trager in Ry ist. Fiir ¢, ¢ € H ist

(¢,9) = //dmdp p(p+p-)d(p+,p-)Y(ps,p-) -
Vi
Lemma B.7. Sei p polynomial beschrinkt, d. h. p(z) < o(1 + |z|)N, fir positive
Konstanten a, N. Dann ist g, € H fir alle n € N. Auferdem gilt fiir |Cy| < /n

sup |gn|n < oo und lim |gn|n < oo
neN n—0oo

Beweis. Es gilt

Ignl, = / [ avp- p(psp)lin(ps-)P

- // d0.d0_ md =~ p(md e+ =)\ ga(04,0-)

1

cosh(v)*”’ (B.9)

m0|0 |2/ dudvp 2 Qu) —2nu?+2u
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B.2. Konvergenz in 'H

da p positiv ist und als polynomial beschrankt angenommen wurde, folgt

9 o0 1 o0
my 2 2 _2u\N _—2nu2+2
S 7’071‘ / dvm / dua(l +m0e u) e nu w
— 0o —0o0
N [oe)
_ Z Tgow |24 2M<N> /du o202 +2(M+1)u
M=0 S
N am62M+2) N T (M41)2 |Cn|2
B i el o Wit T
=0 3 2 vn

D. h. es gilt
|gnl# < oo (B.10)

2
Nach Voraussetzung ist |Cp,|? o v/n, d.h. {‘% ey Pesitzt ein Supremum ¢ und
konvergiert fiir n — co. Daher ist

ay/T (2M+2 N
sup [nlF, < Z C—= < o0, (B.11)
M=0 3va M

und somit existiert auch sup |g,|. Dass |gn| konvergiert, folgt mit Lebesgues Theo-
neN

rem. Setze z := y/nu, dann wird (B.9) zu

2
” nHH mo [Cnl //dzdyp m2 egz/«f) —222422/\/n

2 cosh( )4
n—oo m() . \/7 4
P (nl_wo f
Hier bei haben wir a(1 + m3e*)V e~ 2242 glg Majorante verwendet. O

Lemma B.8. Sei p polynomial beschrinkt, sowie |Cy| < /n. Dann gilt
(frgn) =20, fir alle f € D(R?) .
Beweis. Sei f € D(R?).

(Frim) = / Apsdp- p(psp-)F(p+.p-)in(ps.p-)

—//d9+d9 m2e 04—6_ p(m2 I+ —0- )JE(9+, in(04.6.)

2 1

_ @ 2u 2 2N F (o (L e __
=3 / dudv e“* p(mge ™) f(u + v,u —v)Cpe (Sinh(0) 172
2
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verwende z := /nu,

2 Fl2 4o, 2 — v)
_ My Ch 2 2z/\/my —2242z//n f(\/ﬁ ' V/n
) / dzdv =2 p(mg ) e (sinh(v) + )2

5 st e P
’ - cosh(v)?

(B.12)

Weil |C,|/v/n o 1/¢n "=F 0, , geniigt es, dass das Integral in (B.12) fir n —

0o beschriinkt bleibt. Da f € D(W,), existiert C := sup |f(p)|. Fiir polynomial
peVy
beschranktes p gilt

m(2) eQz/\/ﬁ) efzz+2z/\/ﬁ ]E( z

% +U,ﬁ —’l)) < a(1+m2 eQz/ﬁ)N 6722+22/\/ﬁ C

ol
(1+m2 2|z |) fz2+2|z\ C.

Da die Schranke integrierbar ist, folgt aus Lebesgues Satz iiber dominierte Konver-
genz, dass fiir n — oo

. - m3 |Ch _2 C

1 A< Mo / 1 N 2 L
nl—>Holo|<f’g >| - (n—»oo f) J dzdv Oé( +m0) ¢ COSh(U)2
R

‘ n|> 2 2\N
= I av/TCm§(l+mg)"™ =0.
<nﬂoo 7n ol 0)

Satz B.9. Sei u € L'(R?), so dass @ € H. Sei auferdem By die ,Delta-Folge“von
Co°-Funktionen mit kompaktem Triger aus (B.4). Dann gilt

i) Ju* Baln < a]n,

ii) |ux By —alp — 0 fiir A — 0.
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B.2. Konvergenz in 'H

Beweis. Wir schreiben p = (p4,p—) und o(p) := p(p4+p—).

) lweBili= [ o e

=[] o |5 [ ar et er
- / V+d2p o(p) % / R2d2:v e / / &y Brwule - )|
- ] oo s [ e
=/V+d2p9(p)/ Py Bry) e )|

—// d*p o(p)|ii(p) d@m o]

< / V+d2pa<p>m<p>\ - uan% -

2

Im vierten Schritt wurde der Satz von Fubini verwendet. Dies ist fiir u € L!(R?)
moglich, da [[ dydx B\(y)|u(x — y)| = |u|rr. Im Schritt zur letzten Zeile wurde

‘ffdzy Br(y) eipy‘z < (fngde 16 (y)] )2 < 1 verwendet.

ii) Sei e > 0. Da die stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger in H dicht liegen,
ist es moglich ein ¢ € H mit kompaktem Triiger in V. zu wihlen, so dass |¢—i| < e.

[us By — allsg < Jus By — 6% Balrg + 16 % By — Bl + |6 —alre . (B.13)
Aus i) folgt [ux fr — 6% Ballse = | (u— &) * Bl < Ju — @l < € . Somit ist
s By — iy < 25+ |6 By — Bl (B.14)
Nun ist

65— b= [ o) 65 Brw) - o)
=[] o5 [t e [ aymwot - 60
2

= / d?p o(p) / d*y Br(y) €™ 6 (p) — (p)
Vi R?

2 A 2
:/ &po(p) |6(p)| |Ba(p) — 1|
Vi
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B. Die Folge {gn}

und da ¢ kompakten Triger supp(¢) C V. hat, folgt

~ 2 | A 2
=[] @et) o) [a) - 1]
supp(¢)
< s |Bo) -1 19

pEsupp(¢)

Da supp(quS) kompakt ist, gibt es fiir alle & > 0 ein § > 0, so dass | e —1| < ¢’ fiir

alle p € supp(¢) und fiir alle x mit |z| < J gilt. Daher gilt fiir alle p € supp(¢), wenn
A <4,

Ba(p) - 1’ = //dzxﬁx(iﬁ) (e —1)| < // d*z By (x)

R? B(0N)

e'P” —1‘ <é.

Wenn A hinreichend klein ist, gilt also ||m-¢A>HH < e.In (B.14) eingesetzt erhalten
wir fiir hinreichend kleine A

lu* By — i <. (B.15)
O

Satz B.10. Sei p € L>®(Ry). Dann ezxistiert eine Folge von Testfunktionen fi €
Drcen(W;), so dass

r A~ k—
| /5 = gnlne —> 0. (B.16)
Beweis. Betrachte Gebiete €, C W,, so dass Q; kompakt und Q_; C € und

Uk Q. = W,. Seien xi € Dieenn(W,) Funktionen, die auf € identisch Eins sind.
Definiere

fre = Xk9n * B1/jk) - (B.17)

Wir wihlen j(k), so dass j(k) > k und Q + B(0,1/j(k)) eine kompakte Teilmenge
von W, ist. Daher ist xxg, € L'(R?). Wegen 3y € D(R?) ist xxgn * Br € C°(R?)
und

SUpp Xxgn * Bx C Qs + B(0, A) .
Nach Definition von j(k) gilt

supp fr C W, ist kompakt. (B.18)

Da gn, Xk, B1/j(k) reell sind, ist auch fj reell.
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B.2. Konvergenz in 'H

Wihle ein ¢ € D(W,), so dass |¢ — gnf3x < e. Dann gilt fiir gentigend groBe k
nach Satz B.9

| fx = Gnll# = Ixkgn * Bryje) — Inlm

—

< IXkgn * Bisir) — & * Bryj e+ 196 * Bryiny — Sl + |6 — Gnlwe
< IXkGn — Pllr + 2¢
< IXkgn — Gnlm + 3¢ (B.19)

Da p € L (R;) vorausgesetzt wurde, gilt

— ~ — N 2
163~ Gulie = [ @pee) 1K (p) = 50
Vi

— N 2 — ~ 2
<leloe [ @pIREG®) ~ 30 < leli= [ @pl5Ga(0) - n(r)
Vi R2

= lelz=IXkgn — dnl22) = Il Ixugn — gnl> ) -

Da der Triiger von g, in W, liegt, berechnet sich die L?-Norm

IXkgn = gnll72m2) = /de Xk (2)9n(2) = gu ()]

Wi
= [ @ - 1Pln@P s [ PelgP
Wr\Qk Wr\Qk
:/ &>z |gn(2)[” — / Az |gn(x)? =0, (B.20)
W, Qp

Aus (B.20) und (B.19) folgt (B.16). O
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C. Die Folge {W(g,)}

Im letzten Kapitel haben wir die Folge {g,,} definiert. Wir sehen nun, dass man jeder
Funktion g, einen Operator W (g,) in der rechten Keilalgebra M(W,) zuordnen
kann. W(gy,) ist festgelegt durch

W (Ga)n() = o 1120V (g, 1 9) Vo en.
Satz C.1. Sei p polynomial beschrinkt. Dann gilt W (g,) € M(W,.) fir alle n € N.

Beweis. Sei zuniichst p € L (Ry.). Es gibt eine Folge { fx} C Dyeenn(W;), definiert in
(B.17), so dass fk in H gegen §, konvergiert (siehe Satz B.9). Satz A.4 besagt, dass
dann die Folge von Weyloperatoren {W(fr)} C M(W,) in der starken Operator-
topologie gegen einen Operator W (§,) konvergiert. Da M(W,.) stark abgeschlossen
ist, gilt W(gn) € M(W,).

Sei nun p polynomial beschrénkt. Aus der Dualitit M(W,)" = M(W)) folgt nach

Satz A.5, dass W(gn) € M(W;) genau dann, wenn Im (g,, f) = 0 fiir alle f €
Dreern(W)) ist. Definiere nun

p(p), falls p(p) < k
pi(p) ::{ ) =k
k, sonst

Dann ist pp € L*°(R;) und fiir das Modell mit Lehmann-Ma$§ p; ist W(g,) €
M(W,). Nach Satz A.5 gilt fiir alle f € Dyeen(W;)

I (G, f)py, = / dpydp_ pi(pip_)@nf — Guf) = 0.
Vi

Offensichtlich ist pk(p+p_)|§7f — gnf| < p(p+p_)|§7f — gnf| und p; konvergiert

punktweise gegen p. Wenn die rechte Seite integrierbar ist, liefert der Satz von
Lebesgue

Im (g, f), = /V dpdp—p(p+p-) (3nf — Gnf)

k—o00

= lim /V dpydp—pr(p+p-) (Gnf — inf)
+

= lim Im (Gns o =0
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C. Die Folge {W (g,)}

Es bleibt also zu zeigen, dass p(p1+p—)|gn. f— gnﬂ iiber V, integrierbar ist. Aus

2
/dp+dp— Vo+p-)ga| = /dp+dp—p(p+p—) [Gnl* = 1gn]* < o0,
% Vi

/ dp4dp— ’\/ p(pip-) f
Vi

2 12 A
= [ dpedp-ppp-) 7] = 1717 < o,
Vi

folgt p@n? € LY(Vy,d?p) und somit
/ dpydp—p(p4p)|gnf — dnf| < / dpydp—p(p4p—) (] + 19nf1)
Vi Vi

= 1pgnflervey + 1pgnfloi,y < oo

Lemma C.2. Sei Wao 1= e 11, mit C := Jim_ |9n 13-
Die Folge {W (gn) }nen erfillt

i) sup [W(gn)| < oo,
n>1

i) (U, W (gn)) "= (¥, Wse) fiir alle ¥ € F(H).

Beweis. Dieselbe Rechnung wie (3.13) zeigt, dass

IW (@))n()I? = In()I?, WY er.

Es folgt |[W(gy)| = 1 fiir die stetige Fortsetzung von W (gy,) auf F(H). Somit ist i)
erfiillt. )

Setze C = nll—{go H@n”% und definiere Wy, := ¢~1¢1 . Fiir alle f € Dreen (W) gilt
dann

A~

. _1y7p2 ISP R L1245, 12 N a
(WD W (G)2) = (7T g(f), e 108 (g,)) = 7P (5(F), 5(30))
— o~ 1UFP+13n1%) g3(F 3m)
" o1 MP40) — 63 (=3l (), 1(0))
= (W(H2e 19Q) = (W(F)QU W) ,
wobei verwendet wurde, dass nach Lemma B.8 ( £ Gn) =3 0 gilt. Sei A die Algebra,
die von den Operatoren W (f) mit f € Dyeen(W,) erzeugt wird. Fiir alle A € A gilt

daher
(AQ, W (0)2) =2 (AQ, W) . (C.1)
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Der Abschluss von A in der starken Operatortopologie ist M(W,.) = A” und  ist
zyklisch fiir A.!

Es bleibt zu zeigen, dass i) gilt. Sei ¥ € F(H) beliebig. Wéahle eine Folge
{Ak}ken C A, so dass

A0 v
Es gilt
(2, W(509) = (9. Wae)| < (%, W(3)02) — (Ak, W (3)22)|
+ | (462, W (30)2) — (A6, W)
+ ‘(Akﬂ, Wool2) — (0, Wae2)

9

wihlt man k grofl genug und verwendet i), folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
dass der erste und dritte Summand beliebig klein werden,

<e/2+ ’(AkQ, W (§2)9) — (4422, WOOQ>‘

<e€.

Der letzte Schritt folgt aus Gleichung (C.1) fiir geniigend grofe n.

'Da Q zyklisch fiir M ist, gibt es V¥ € F(H) eine Folge {M;} in M(W,.), so dass |¥ — M;Q| — 0.
AuBerdem gibt es fiir jedes | € N eine Folge {Ax} C A, die stark gegen M; konvergiert. Dann
gilt fiir geniigend grofie I, k: | — AxQ| < |[¥ — MiQ| + |[MiQ — AxQ| < e .
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