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Notationskonventionen

Wir benutzen Einheiten, in denen 2 = ¢ =1 gilt.

Die reellen und komplexen Zahlen bezeichen wir mit R, C. Die natiirlichen
Zahlen N beginnen mit der Null: N = {0,1,2,3,...}. Die natiirlichen Zahlen
ohne Null bezeichnen wir mit N* :={1,2,3,...}.

Raumzeitindices in vier Dimensionen zéhlen wir mit 0,1,2,3 ab, und die
Komponenten von Elementen aus (oder Funktionen nach) R*®. . .@R* oder C*®
...®C* bezeichnen wir mit hochgestellten Indices, etwa R* 3 x = (29, 21, 22, 23).
Wir wéhlen n = () pv=o0,...3 = (M) pp=0,....3 it 790 = 1,m11 = 122 = 133 =
—1,m, =0, fir p #v.

Hie und da werden wir den Riccikalkiil in dem Sinne verwenden, dafl wir
Raumzeitindices mittels 1 hoch- oder herunterziehen, etwa fiir x € R*, Ty =
Zl/ nl'“’xl/'

Die Euklidische Norm eines Elementes x aus R™ oder C", n=1,2,3,..., be-
zeichnen wir mit |z|.

Die Minkowskibilinearform ist die Abbildung

RPxRY - R
(@,y) = zy:=Y nuz'y’,
g

die dazugehorige quadratische Form bezeichen wir mit

(.)*:R* - R

r — (z)?:= o,

und hoffen, daf8 (z)? nicht mit der Komponente z? vewechselt wird.

Elemente z € R* mit der Eigenschaft (z)? = 0 nennen wir lichtartig, oder
Nullvektoren. Den Vorwirtslichtkegel bezeichen wir mit V; := {p € R* | (p)? >
0,p° > 0}, dessen Rand bezeichnen wir mit V;" := {p € R* | (p)? = 0,p° > 0}
und das Innere mit V := {p € R* | (p)? > 0,p° > 0}.

Die Projektion der Raumzeit auf den Raum bezeichnen wir mit

TIR* -5 R?
0 2

r= (22" 2% 2% — Z:=(2' 2% %)

und die Projektionen auf die einzelnen Komponenten mit id" : x — z#, id, :
Tz, fiir p=0,1,2,3.



Die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen von R™ nach C
bezeichnen wir mit €°°(R™).
Wir nennen #(R™) den Raum der ,echt beschrinkten“ Funktionen:

BR™) :={f € €°R™) | 0%f ist beschrinkt fiir alle « € N"}.

Den Schwartzraum der unendlich oft differenzierbaren, schnell fallenden Funk-
tionen auf R™ bezeichnen wir mit .%/(R") und seinen Dualraum, die temperier-
ten Distributionen, mit .#/(R™).

Gelegentlich fassen wir B(R™) — /(R™) als Untervektoraum auf, etwa
um Fouriertransformationen, von Elementen f € (R™) zu berechnen.

Die Fouriertransformation auf .7 (R%"?), bzw. auf .#/(R*") notieren wir mit
© SORM) — ZO(R™), die inverse Fouriertransformation mit ~ : .7 () (R*") —
) (R*™), wobei wir die folgende Konvention treffen:

A~ eiwlpl eixnpn d
f(p1,...,pn) = /f(xh...,mn)(%_)Q...W (T1,...,Tp),

. —iT1p1 —iTnPn
fp1,. . ypn) = /f(gcl,...,wn)e(%r)2 "'e(QW)Q d(x1,...,Tn),

dabei sind x1,...,Zn, P1,...,Pn € RE

Ist £ = C™ mit Dualraum E’, so ist .(R™, E) die Menge der Funktionen
f:R™ — E mit {z — v(f(z))} € S (R™), fiir alle v € E'. Notieren wir fiir den
Moment die Schwartzhalbnormen mit ||.||q g, a, 8 € N™, so wird durch die Fa-
milie (f — ||vo flla,8)a,senm verr & (R™, E) wieder zu einem Fréchetraum mit
Dual .&/(R™, E). . (R™, E) ist offenbar die Menge der Funktionen, die in jeder
Komponente Schwartzsch sind. Die (komponentenweise) Fouriertransformation
auf .()(R*, E) und ihre Inverse bezeichen wir ebenfalls mit ~und ~ .

Zur Theorie von Distributionen, Fourieranalysis &c. sieche man etwa [RS1,2]
oder [Ho].

Alle vorkommenden Mafle auf R™ betrachten wir iiber derselben o-Algebra
(nédmlich der Borel-o-Algebra). Wir kénnen also Summen von Maflen bilden.

Weiter nehmen wir an, daf alle Mafle polynomial beschrénkt sind, das heifit
fiir jedes MaB u gibt es Konstanten C > 0, N € N, so daf} fiir alle R > 0 gilt:
w(Br) < C + RN, wobei B := {x € R™ | |z| < R}.

Unter einem reellen, polynomial beschrankten Mafl w verstehen wir eine
temperierte Distribution w : .(R™) — C, die gegeben ist durch f +— [ f g du,
fiir ein polynomial beschrinktes Mafl p und eine mefibare Funktion g : R™ —
{—1,1}, und wir definieren [ f dw := w(f). Das Ma y nennen wir auch den
Betrag von w und schreiben p = |w| und dw = g dpu.

Die Notation dw = h du verwenden wir, wenn h : R™ — R polynomial
beschréinkt ist, auch fiir w : Z(R™) > f — [ f g dp € C, mit! g := signoh und
dem MaB p, das definiert ist durch dp = |h| du, d.h.? p(A) == [xa |h| dp, fir
Borelmengen A.

Von technischer Bedeutung wird fiir uns die folgende Aussage sein:

1, fallsx >0
—1, fallsz<0’
1, fallsxe M
0, fallsz ¢ M~

IWir withlen hier (etwas uniiblich) sign(z) := {

2xm = charakteristische Funktion von M, also xas(x) := {



Lemma 0.1 Die Menge der reellen Mafe ist ein reeller Untervektorraum von
S (R™).

BEWEIS: Daf reelle Vielfache eines reellen Mafles wieder reelle Mafle sind, ist
klar.
Nehmen wir zwei reelle Mafle wy, ws. Dann bekommen wir

(w1 +w2)(f)=/f g1 du1+/f g2 dus,

fiir geeignete g1,92 : R™ — {—1,1} und polynomial beschrinkte Mafle 1, po.
Nach dem Lebesgueschen Zerlegungssatz konnen wir ps in eine Summe eines
bzgl. p1 absolut stetigen Mafles und eines Mafles p, zerlegen, so dafl p und py
gegenseitig singuldr sind, d.h. es gibt eine Menge N C R™, so dafi p(N) = 0
und p1(R™\ N) = 0 gilt. Man hat also dus = h duy + dp, mit einer positiven
meflbaren Funktion h. Offenbar sind die beiden Mafle h duq und dp polynomial
beschrakt, da sie gegen duo abschétzbar sind.
Wir bekommen nun

(m+mmﬂ:/f@+wmmu+/fm@

und setzen: dy’ := |g1+goh| dpy +dp sowie g’ = signo(g1+g2h) XN +92 XRm\N»
woraus sich ergibt, dafl

(w1 +w2)(f) = /f g dy'.

w1 + wo ist also gegeben durch das reelle Maf} dw' := ¢’ dy/'. |

Insbesondere werden wir mit den folgenden beiden (reellen) Mafien arbeiten:
Das charakteristische Mafl des Vorwértslichtkegels V :

Heif o [ 1)t = [ 70, 0)db (0.1)

R4 R4

und das (bis auf skalare Vielfache und ein Diracmaf im Ursprung) eindeutige

Lorentzinvariante Maf§ mit Triger auf dem Rand des Vorwértslichtkegels V'
1

2|p|

Den Triager von Funktionen f, (reellen) Maflen w und Distributionen T
kiirzen wir mit Tr f,Tr w bzw. Tr T ab.

Hy: fr— » f(p) dHo(p) := . f(pl,p) dp. (0.2)



Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Einleitung

Eine der ersten Einsichten, die man beim Studium der axiomatischen Quan-
tenfeldthorie gewinnt, ist, dafl eine Quantenfeldtheorie vollstindig durch die
Angabe ihrer Vakuumerwartungswerte, den Wightmandistributionen oder n-
Punkt-Funktionen, beschrieben wird':

Die mathematisch formulierten, physikalischen Eigenschaften der Theorie,
die Wightmanaxiome (Kovarianz, Spektrumsbedingung, Lokalitét, Hilbertraum,
&c.), bedingen ihrerseits gewisse mathematische Strukturen der Vakuumerwar-
tungswerte. Hat man andererseits eine Familie von Distributionen gegeben, die
némliche Struktur besitzen, so kann man daraus die (bis auf unitére Isomorphie
eindeutige) Quantenfeldtheorie (re)konstruieren, deren Wightmandistributionen
mit den gegebenen Distributionen iibereinstimmen.

Einfache, quantenfeldtheoretische Modelle lassen sich nur durch Angabe ei-
ner Zweipunktfunktion konstruieren, denn aus einer gegebenen Zweipunktfunk-
tion 1aBt sich bereits ein Quantenfeld® konstruieren, nimlich das (verallgemei-
nerte) freie Feld dieser Zweipunktfunktion, dessen n-Punkt-Funktionen bereits
durch eine Summe von Produkten der Zweipunktfunktion festgelegt ist. Der Hil-
bertraum der Theorie ist dann der Fockraum eines (Einteilchen-) Hilbertraums,
und die Zweipunktfunktion korrespondiert mit dem Skalarprodukt des Einteil-
chenraumes. Wir werden ein besonderes Augenmerk auf die damit verbundene
Positivititsbedingung der Zweipunktfunktion richten.

Fordert man iiber Poincarékovarianz hinaus konforme Kovarianz der Theo-
rie, so ergeben sich daraus weitere Eigenschaften der Vakuumerwartungswer-
te. Tatsédchlich ist dann die Zweipunktfunktion eines Feldes bereits vollstandig
durch dessen Spin und dessen sogenannte Skalendimension festgelegt. (Letztere
macht eine Aussage iiber die Homogenitét der n-Punkt-Funktionen (s. ndchster
Abschn.).)

Es stellt sich weiter heraus, dafl die Positivitdtsbedingung der Zweipunkt-
funktion eine untere Schranke, die sog. Unitaritéitsschranke, fiir die Skalendi-
mension des Feldes, in Abhiingigkeit des Spins, liefert. Zum Beispiel mufl im
Falle eines Spin-1-Vektorfeldes die Skalendimension gréfler gleich drei sein.

ISiehe etwa [BLT]. ~
2Wir betrachten hier ausschlieSlich reelle Felder B, d.h. B(f)* = B(f).



Nichtsdestotrotz ist die (Re)Konstruktion eines freien Feldes aus einer ge-
gebenen Zweipunktfunktion auch fiir Skalendimensionen méglich, die unterhalb
der Unitaritidtsschranke liegen (natiirlich unter Verzicht der Hilberraumstuk-
tur der Theorie). Der resultierende ,Fockraum® ist dann ein Raum, indem es
Zusténde negativer ,Norm“ gibt; solche werden in der Literatur manchmal als
Geister bezeichnet. In Kapitel 2 fithren wir diese Konstruktion ausfiihrlich fiir
ein Spin-1-Vektorfeld

SRLCYH 3 = B(f) = Bu(f*)

(mit Skalendimension > 2) durch. Zudem konstruieren wir das zugehérige nor-
malgeordnete Skalarfeld
S (RY) 5 g — ®(g),

das skalare Wickquadrat des Feldes B, das man heuristisch gern als ®(x) =
>, Bu(z)B"(z): notiert. Es wird sich dann die Frage stellen, ob, trotz der
Indefinitheit von B, die Vakuumerwartungswerte

W<I>,n : (gl ...® gn) = <Qv (p(gl) s (p(gn)Q>sov Q= Vakuuma

des skalaren Feldes ® der Positivitéitsbedingung

N
> Wanim(Gn®Gp) >0, firalle N €N

m,n=0

mit Gy, € L (R*) und Gy(z1,...,2) :== G(xk, ..., 21), geniigen, also Wight-
mandistributionen einer physikalischen Theorie sind, ob also das Feld &, im
Gegensatz zu B, keine Geister erzeugt.

Daf} iiberhaupt Anlafl zu dieser Vermutung gegeben ist, ist die bemerkens-
werte Tatsache, dafl sowohl auf Ebene der Zweipunktfunktion, als auch auf
Ebene der Vierpunktfunktion die Wightmanpositivitdt von @ erfiillt ist. Fir
die Zweipunktfunktion rechnet man dies schnell nach (s. Abschnitt 2.4). Die
hoheren n-Punkt-Funktionen sind nur miihsam explizit auf Positivitdt zu un-
tersuchen, aber aus [NRT] entnimmt man, daff die Koeffizienten einer Partial-
wellenentwicklung der Vierpunktfunktion allesamt positiv sind, so dafl auch die
Vierpunktfunktion positiv ist.

Wir werden am Ende des dritten Kapitels sehen, dal man (nicht konform
kovariante) Beispiele angeben kann, in denen die Positivititsvermutung — die
n-Punkt-Funktionen eines Feldes, das quadratisch in einem indefiniten Feld ist,
erfiillen Wightmanpositivitiat — erfiillt ist, letztlich zeigt sich in Kapitel 4 jedoch,
daB im konformen Fall auch ® Geister hervorruft. Dazu werden wir zeigen,
dafl man den Operator B(f1)B(f2) in einer geeigneten Weise durch Summen
und Produkte von Operatoren ®(g) approximieren kann. Man sieht nun leicht
ein (Lemma 2.4), dafl man f; und fo so wihlen kann, dafl B(f1)B(f2)Q2 ein
Geist ist, was somit impliziert, dal die Wightmanpositivitéit von ® nicht erfiillt
ist. Zur Approximation von B(f;)B(f2) werden wir eine sechste Potenz der
Operatoren ®(g) benotigen; dies bedeutet fiir die Vakuumerwartungswerte, dafl
die Bedingung

6
Z W@,n+m(én & Gm) Z 0

m,n=0



nicht fiir jede Wahl der G, erfiillt ist, daf also spétestens auf Ebene der Zwolf-
punktfunktion die Wightmanpositivitit des Feldes ® verletzt ist.

Das konstruierte skalare Feld ® ist somit ein Gegenbeispiel zu der Annahme,
daB in einer konform kovarianten Theorie aus Wightmanpositivitdt auf Ebene
der Vierpunktfunktion schon Wightmanpositivitit folgt. Diese Arbeit gliedert
sich so als Spezialfall in ein Projekt [NRT] ein, (potentielle) Wightmandistribu-
tionen konformer Quantenfeldtheorien auf Wightmanpositivitdt hin zu untersu-
chen.

Das Zwischenergebnis (Satz 4.4), dal man B(f1)B(f2) durch geeignete Li-
miten von Feldoperatoren von ® generieren kann, ist ein Resultat, das den Er-
gebnissen von [SL] fiir das Wickquadrat des freien (geladenen) Skalarfeldes mit
Masse m entspricht. Heuristisch gesagt reicht es fiir ein Wickquadrat :¢(x)¢(z):
eines skalaren Feldes ¢ aus, die Punkte z und y = x zu trennen, um ¢(z)¢(y) zu
generieren. In unserem Fall mufl man aufler den Punkten auch die kontrahierten
Lorentzindices trennen. Moglich ist dies wegen des x,x,-Terms im Nenner und
der Lichtkegelsingularitéit der Zweipunktfunktion (s. Anhang A).

1.2 Bemerkungen zur konformen Kovarianz

Die Kovarianz eines Quantenfeldes fordert man zumeist fiir die Uberlagerungs-
gruppe SL(2,C) der eigentlichen, orthochronen Lorentzgruppe Ll = 50.(1,3),
bzw. an die Uberlagerungsgruppe P der Poincarégruppe (PTF = L]r x R%. Die
Kovarianz eines Feldes .7 (R*, E) 5 f — B(f) (E 2 C" ist ein endlichdimensio-
naler C-Vektorraum) wird dann als

U@B(HUG ) = Bu@f), ge?

formuliert. Dabei ist U : P — Aut(H) eine unitire Darstellung auf dem Hil-
bertraum H der Theorie und (u(§)f)(z) = D(AHTf(A(A~Y)(z — a)) fiir
g = (A,a) € SL(2,C) x R* mit der zu A gehorigen Lorentztransformation
A(A) und einer weiteren r-dimensionalen Darstellung D : SL(2,C) — Aut(FE).
Symbolisch mag man dies als

U@)B(x)U(G") = D(A")B(A(A)z +a), §=(4,a),

auffassen.

In konform kovarianten Theorien, fordert man stirkere Kovarianz, ndmlich
beziiglich der Uberlagerungsgruppe G der konforme Gruppe G D fPL des kom-
paktifizierten Minkowskiraumes R* 22 (S! x 53)/Z,. Eine Einfiihrung in die
konforme Gruppe findet man etwa in [Scho].

Technisch bereitet das, wie nun dargelegt, etwas Schwierigkeiten:

Die konforme Gruppe besteht aus konformen Diffeomorphismen auf der Man-
nigfaltigkeit R%. Sie wird durch Poincarétransformationen

(Aya):x — Azx+a, firzecRY,
0o — (A,a)oo, fiir co € R\ R?,



und Dilatationen

Nz \z, fiir z € R?,
0o — oo, fiir o€ RT\RY,

mit A > 0, die die beiden disjunkten Teilmengen R* und @\R4 invariant lassen,
sowie durch sog. spezielle konforme Transformationen

x + (2)2%b . 4
: fi R*\ N(b
Sprx T 20h+ (2)20)2 ir z € R*\ N(b),

*x = Sp(%), fiir x € (R*\ RY) UN(b),

mit b € R* und N(b) := {z € R* | 1 + 2zb + (2)%(b)? # 0}, generiert — wir
geben hier nicht die vollstindigen Abbildungsvorschriften an, siehe dazu [Scho].
Letztere lassen offenbar R* nicht invariant, sie tiberfithren Punkte von R* nach
R4\ R* und umgekehrt.

Sei jetzt eine unitire Darstellung U : G — Aut(H) gegeben. Da wir Quan-
tenfelder als operatorwertige Distribution .7 (R*, E) > f — B(f) auf dem Min-
kowskiraum R* verstehen, ist eine Kovarianzbedingung der Art

U@B(f)U@G ") =Bu(@)f), §ea, (1.1)

mit34
1

W@ N@) = DG det (220) fgw), we® (12)

und einer r-dimensionalen Darstellung D : G — Aut(E), symbolisch geschrieben
als

U(9)B(«)U(3~") = D(3~")B(ga), (1.3)

fiir spezielle konforme Transformationen g offenbar problematisch, allerdings
sinnvoll fiir die Untergruppe G’ C G, die aus Poincarétransformationen und
Dilatationen generiert wird.

Ist dann die Unterdarstellung D|sr2,c) : SL(2,C) — Aut(E) irreduzibel, so
findet man, weil Dilatationen und Lorentztransformationen miteinander kom-
mutieren mit Hilfe von Schurs Lemma, daf} D(X) = A %1, mit einem § € R,
und man spricht von der Skalendimension § des Feldes B.

Fiir die Zweipunktfunktion

W (f,9) — (2, B(f)B(9))

des Feldes B bedeutet dies, daf} selbige eine homogene Distribution vom Grade
a = —20 ist.

Die gesamte konforme Gruppe briicksichtigen wir nun in ihrer infinitesimalen
Form, d.h. wir konstruieren aus u aus Gleichung (1.2) eine Darstellung fiir ganz

G, die eine Liealgebradarstellung besitzt, die den Schwartzraum invariant 148t.

3Das Weglassen der Schlange ist der kanonische Homomorphismus G — G. Man beachte,
daf3 g — g nicht wohldefiniert ist.

-1 -1 N
4Man hat fiir die oben angegebenen g immer | det Bgaz z! = det agam T fir x € R* C R4,



Dies spiegelt schlicht die Tatsache wieder, da8} ,, 57 ’ f(Sp(z))“ wohldefiniert
b=0

ist. (Da die folgenden zwei Seiten eine rein technische Diskussion sind, mag man
sie getrost iiberspringen und mit Gleichung (1.4) fortfahren.)
Wir wollen den Schwartzraum fiir den Moment als Untervektorraum von

3
/\ (R4, E) := Menge der glatten E-wertigen 4-Formen auf R*
k=0

auffassen, d.h. von der Menge der Zuordnungen

RES % - y(%) = (1 (%), -, 3 (%)),

fiir die Real- und Imaginérteil der Komponenten 4-Formen sind, also $v;(x) €
/\i:O T,R%. Fiir eine Karte k : U C R* — x(U) C R* mit k(x) = x,% € U,
bedeutet das somit

Ri(x) = R(vi)u(z) dz® A ... Ada®,

ebenso fiir $v;(x), und wir schreiben (% ) Ve () dz® AL A dad.
Die Einbettung . (R*, E) — /\2 o(R%, E) definieren wir nun lokal: Ist & :
U C R — x(U) C R* eine Karte mit x(x) = 2 und f € .Z(R*, E) so setzen wir

) = fo(@) da® A ... Ada?, falls x =k~ (z) e R* C R%
"o, falls « € R4\ R* '

Darin ist fq(x) := det( (x))(f o k7 1)(z) gesetzt, was wohldefiniert ist,
denn fiir eine hinreichend klelne Umgebung V 3 z gilt x=5(V) C R?, falls
*x=r"Yz) e R* CRL

f (%) ist dann unabhiingig von der Wahl der Karte, und definiert ein f" €
A2Zy(R, E). N

Wie erweitern nun u aus (1.2) zu einer Darstellung u : G — Aut(/\izo (R, E)),
indem wir definieren:

3

(w(@))(x) :== D(g~")" Det(dg'()y(g~"), fir xR, ye \(RLE
k=0

Diese Definition wird durch die folgenden drei Punkte erklart
a) dg~*(x) : T.R* — T,-1,R?* ist das Differential von g—! : R* — R%.
b) Det ist fiir beheblge lineare Abbildungen ¢ : X — Y zwischen vierdimensio-

nalen Vektorrdumen X,Y mit Basen {zg,...,23},{vo,...,y3} durch die Bezie-
hung
1 * *
Det(¢) := 1 oA Axy @ d(zo) AL A d(x3)
1 * *
= u det(A) zg A~ N3 @Yo A... Ny3

3 3
e ANXxeo/\Y
k=0 k=0



definiert, worin {zf,...,25} C X* die duale Basis von {zo,...,z3} ist, also
xf(z;) = d;5, und A = (aij)i,j=0,..3, Mit ¢(x;) = Zj a;;y; ist. Man beachte, da8
Det wohldefiniert ist, d.h. unabhéinging von der Wahl der Basen ist.

Damit ist also

Det(dg ™" (x)) /\T*R‘*@/\T_l* ,

und mit zwei Karten x : (U 3 %) — x(U) CR* und X : (V 3 g7 %) = A\(V) C
R*, mit x(x) =z und A\(g~1x) = y, erhiilt man so

-1 -1
Det(dgl(*))éﬂdt<a()\o‘q a;H )(z)> dz' A .. Ada? ®%/\ /\%

¢) Nun ist in den Koordinaten y = A\(g~ 1)

3
Vg% =) dy’ AL AdyP € /\ T, ., R4,
k=0

daher ist die Paarung (Kontraktion)

o 710/€71 X
Det(dg~ ' (x))v(g~1(x)) = det(ao\ 9 - X )>'y>\(y) dz® A ... A da®
3
N\ TIR?
k=0

wohldefiniert. (Hler erklart sich auch der Faktor §; in der Definition von Det,
denn es ist (52 a5 - 3 O (dy' A... Ady?®) = 4!, und wir bekommen mit dieser

Konvention u(1 € C;’)’y =7.)
Daf} dies so gesetzte u wirklich eine Darstellung ist, sieht man ein, weil fiir

X %y Yz

eine Paarung (Kontraktion) von Det(¢) mit Det(¢) die Beziehung

Det (1)) Det(¢) = Det(¢) o ¢) € /\ X*® /\ Z

erfiillt, und weil dg=t(h=1%) o dh=1(%) = d(g7th™1)(x) = d(hg)~!(x) gilt.

Nun koénnen wir die infinitesimale Wirkung der konformen Gruppe auf den
Schwartzraum diskutieren:
Obschon (. (R*, E))" nicht invariant unter der Wirkung von u(G) ist, werden
wir sehen, da8 (. (R*, E))" invariant unter infinitesimaler Wirkung ist, d.h.
unter der zugehorigen Darstellung u/ der Liealgebra Lie(G) von G, die durch
Differentiation wirkt, denn:

Fiir jedes Kompaktum K C R* gibt es immer einen offenen Ball Br := {x €
R* | |z] < R} und € > 0, so daB K C S,(Bg), fiir alle speziellen konformen
Transformationen mit |b| < e, was seinerseits impliziert, da§ aus Tr f* C K,
fir f* e (LR E)N C /\i:O(@7 E), folgt, daB auch f" o S, € (Z(R*, E))",
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wenn |b| < e ist. Schlufiendlich bedeutet dies, dafi (.(R*, E))" invariant ist
unter der Liealgebradarstellung
WD = | (o)) (1.4)
dt lt=0

- %L:o (D@O™)T Det((dg(t)(@) F(g(t)a)),

K1

T € IER4 C R4, fiir jede einparametrige Untergruppe §(t) = exp(tL) € G, L €
Lie(G).
Konforme Kovarianz eines Quantenfeldes B auf dem Minkowskiraum R* mit

Skalendimension § formulieren wir daher geeignet in infinitesimaler Form durch
[U'(L), B(f)] = B(u'(L)f), L € Lie(G), (1.5)

wobei U’ die zu U gehorige selbstadjungierte Liealgebradarstellung ist, und wir
fiir die Untergruppe G’ C G die ,,integrierte Form

U (A,a))B(HU, (4,@)) 7" = Bu(A, (A,0))f), (A, (4,0) € &,
mit u(\, (4, a))f(z) = N =Dlsr,c) (AT f($A(A71)(z—a)) annehmen kinnen.

Der eigentliche Grund der Diskussion in diesem Abschnitt ist, dal man iiber
die Struktur der Vakuumerwartungswerte eines konform kovarianten Quanten-
feldes offenbar a priori mehr Information gegeben hat.

Wie bereits in der Einleitung bemerkt, gilt das folgende Lemma, fiir das wir
hier keinen Beweis geben wollen®.

Lemma 1.1 Die Zweipunktfunktion Weines konform kovarianten Quanten-
feldes #(R* E) > f ~— B(f) mit Skalendimension ¢ ist (bis auf einen Faktor)
eindeutig bestimmt. Zudem impliziert die Positivitdtsbedingung

W(f,f) = (B()2B()Q) >0,

daBl die Skalendimension §, abhéingig vom Spin des Feldes, d.h. abhéngig von
der irreduziblen endlichdim. Darstellung D|sp2,c) : SL(2,C) — Aut(E), nach
unten beschrinkt ist (Unitaritdtsschranke).

Damit gibt es zu jedem Spin genau ein (generalisiertes) freies, konform ko-
variantes Quantenfeld zu einer gegebenen Skalendimension 6.

Betrachten wir nun den Fall eines Spin-1-Vektorfeldes (D.h. E = C* und
D|sr(2,c) ist durch den Homomorpismus A — D|gp.c)(4) = A(A™H)T € LE_
gegeben, also Dlgrc)(A™HT = A(A).):

SR, CY > [ B(f)
Wegen Linearitit zerfallt das Feld B und die Zweipunktfunktion W in Kompo-
nenten B(f) =Y B,(f*) und W(f,g) = > Wy (f*,¢") mit p,v =0,1,2,3. Ist

weiter w = (Wyy)p,p=0,1,2,3 die Zweipunktfunktion in der Differenzvariablen®,
d.h.

S Wr,g) =3 [ 142 (w2 9)) da
5Siehe dazu [Ma] und auch Anhang A

6Die Existenz eines solchen w ist bereits durch das kovariante Transformationsverhalten
unter Translationen gesichert.
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was man symbolisch als W(z,y) = w(xz — y) auffassen kann, so ist w, wie in
Anhang A dargelegt, durch den Ausdruck

NS S
N0 (—(20 — it)? + |Z]2)°+!

d.h. durch

. N (2)? — 22,2,
=1
W (1) 0 (—(x0 —it)? 1 [Z2)o+H h(z) dx

gegeben. Aquivalent auch

_1; “w v nul’(‘r — y)2 — 2(37;1« - yu)(xu - yl/)
Wit =Jm 3" [ e ) R e de),

Die Fouriertransformation 0, von w,, € .%'(R*) zeigt, daB fiir die Positivitéit
der Zweipunktfunktion die Bedingung § > 3 gelten muf} (s. [Ma] und Anhang
A, Lemma A.1).

Wir werden im Folgenden sowohl fiir W = (W, )uv—0,1,2,3 als auch fiir

1Ly 4s

W = (Wyv)pv=0,1,2,3 die Bezeichnung Zweipunktfunktion verwenden.
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Kapitel 2

Die Definition der Felder
und erste Folgerungen

In diesem Kapitel (re)konstruieren wir ausgehend von seiner Zweipunktfunktion
w = (Wpyw) pv=0,1,2,3 bzw. deren Fouriertransformierten @ = (W) u,0=0,1,2,3 das
Vektorfeld B = (By)u=o0,1,2,3, sowie das dazugehorige normalgeordnete Skalar-
feld ® als operatorwertige Distributionen auf einem Vektorraum 8p mit (indefi-
nitem) Skalarprodukt (. ,..); .

Bei unserem Vorgehen wird der wesentliche Gedanke sein, daf§ man, ausge-
hend von gewissen Sesquilinearformen, einen Operator durch Integration erhélt
(Lemma 2.1), dabei spielt die Tréigereigenschaft w,, =: 1/(27)%w,, C V4, d.h.
die Spektrumsbedingung, die entscheidende Rolle. Eine weitere Struktur von
(Wuv ) pv=0,1,2,3 bendtigen wir fiir die Konstruktion der Felder nicht. Physika-
lisch interessante Eigenschaften erhiilt man natiirlich erst durch mehr Struktur.
Fiir dieses Kapitel nehmen wir an, dafl wir w = (ww)w,:o,l’g,g durch Gleichung
(A.4) gegeben haben. Dabei interressieren wir uns vorrangig fiir den den Fall der
Skalendimension § = 2. In diesem Fall ist die Fouriertransformierte ,, bzw.
wyy der Zweipunktfunktion durch Gleichung (A.7) gegeben. Wie im Anschlufl
an (A.6) dargelegt, entspricht dieser Fall einer indefiniten Zweipunktfunktion
des Vektorfeldes B und fiihrt damit zu einem indefiniten Skalarprodukt (., ..); .

Daf} die n-Punkt-Funktionen der zwei Felder B und ® (oder die Felder selbst)
alle Axiome, mit Ausnahme derer die sich auf die explizite Hilbertraumstruktur
beziehen, erfiillen, fiihren wir im einzelnen nicht auf, da es uns vorrangig um
die Frage der Positivitét (s. Def. 2.14) des Feldes ® geht.

Die Existenz einer unitéren, d.h. einer (. ,..>so—ilrlvarianten7 Darstellung U :
P — Aut(8p) auf dem Raum (S, (. ;+)s, ) mit invariantem Vakuum erhélt man
mittels zweiter Quantisierung, in der Literatur oft als U = I'(u) notiert, aus der
Darstellung u des Einteilchenraumes mit (u(A, a) f)(z) = A(A™HT f(A(A 1) (2—
a)).

Daf3 die beiden Felder B und ® auch lokale Felder sind, ist in Anhang C
dargelegt.

Wir beginnen mit einigen Definitionen.
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2.1 Das Vektorfeld B

Fiir f,g € ./ (R*, C*) setzen wir

Z/f“g du = Z/f“ Y+ ") (@) da. (2.1)

p,v=0 w,v=0

Also ist (.,..), : (R, C*) x .Z(R*, C*) — C sesquilinear, aber im allgemeinen
nicht positiv definit.

Da . (R4 C*) ein nuklearer Raum ist, kann man die partiell stetige Abbil-
dung (f,9) — > [ f*(2)(wu*g”)(z) dz stetig auf . (R, C*@C*) fortsetzen.
Die Fortsetzung notieren wir mit W, ihre Komponenten mit W, also

Z/f”(x)(ww/ *g”)(x) dr = f®g ZWHV ffeg ) (22)

(.,..), induziert auf natiirliche Art weitere Sesquilinearformen (. ,..) auf den
n-Teilchenrdumen

(n),sym — 0 4 - 4\sym
% = S(XR ,(gl)c )
= {fe Y(i§1R4,®C4) | frobeetie (L mg L xg,)

i=1
= frotabie (L, 2, )}

via
9). :Z/~~/f“1""‘"(p1,-~~,pn)é”l'“”"(pl,-..,pn)dwmul(pl)...dw#nun(pn)

und damit auch auf der algebraischen direkten Summe

S = Ca é /() sym

n=1
= {p=(p)jen| o € C, ), € FMv™,
fiir jedes ¢ sind nur endlich viele ¢y # 0},

definiert durch -
<SD, '(/1>5,0 = QD_O’IZJO + Z<S0n» d}n>n

S tréigt als induktiver Limes der Rdume C & @ S ( >< R?, ® C*)s¥™ eine
natiirliche Topologie, d.h. ist (go(”))neN C S eine Folge und P 6 5”0, so gilt
(”)—w/J, fiirn—>oo

& Vi eN: <pj —>1/1], fiir n — oo, undEIjo:Vj>j0,Vn:<p§"):0.

Auf . erkliren wir eine Aquivalenzrelation

Pt e (0, )y = (0. ), Fo— C
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und setzen A = {p € S| p ~ 0}. A C H ist ein Untervektorraum, so dafl
8o =S/ N (2.3)
(als Vektorraum) wohldefiniert ist. Man beachte, dafl
prY S (p—Pp—1), =0

nur dann eine Aquivalenzrelation definiert, wenn (. ), DOsitiv semidefinit ist,
da man in diesem Fall fiir Transitivitéit die Dreiecksungleichung benétigt.

Auf 8¢ setzen wir ([], [V]);, = (@, ), , wobei [p], [{)] € 8o und ¢, € H
jeweils Représentanten von [¢], bzw. [¢] sind. (. ,..); ~ist unabhiingig von der
Wahl der Représentanten und daher wohldefiniert. Ungeachtet ob (., ..); - positiv
definit ist, setzen wir [|¢||3, = (¢, ¢)s,, fiir ¢ € So.

8o ist mittels der Quotiententopologie ein topologischer Vektorraum.

Definition 2.1  Die Menge der stetigen Endomorphismen auf &y bezeichnen
wir mit End(8y), d.h.:

End(8p) :={X : 8o — 8¢ | X linear und stetig}.
Definition 2.2  Der spezielle Vektor
Q:=(1,0,0,0,...) € 8
heifit Vakuum.
Als néchstes fiihren wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf 8q ein.
Fiir f € Z(R*, C*) und ¢ := [(¢r)ren] € So sei
b)) = [(VI{fio1),
V2 (@ = (fopa(. ),
V3 ((z,9) = (fre3( 2, 9))),
VA ((2,y,2) = (f,ea( 2,9, 2)),),

Die Definition ist unabhéngig von der Représentantenwahl und definiert so eine
lineare Abbildung b(f) : 8o — So. b(f) ist stetig, weil die Komponentenabbil-
dungen 1 — <f ©1), p2 — {x — <f 2. ,x)) } usw. stetig sind. Die Abbil-
dung .Z(R*,C*) > f +— b(f) € End(8) ist linear, also ist b(f) = >, bu(f1) fiir
gewisse b, : . (R?) — End(Sp), p=0,1,2,3.

Die Abbildungen {b(f) | f € #(R* C*)} heiBlen Vernichtungsoperatoren,
die Abbildung b : . (R*,C*) — End(8y) Vernichter.

Sei {e,| u=0,1,2,3} die Standardbasis des C*, dann definiert

(H)e) = | (

=)

Y

Ofa
((z,9) = (F* (@)1 (y) + )¢ (@) e @ er),

Sl =8~ 5-

(2., 2) = (f*(2) 03" (y,2) + )y (2, 2) +

25N x,y) en @ ex @ ey),

~—
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ebenfalls eine stetige lineare Abbildung bf(f) = Do bL(f”) : 89 — So.
Die Abbildungen {b'(f) | f € Z(R*,C*)} heiflen Erzeugungsoperatoren, die
Abbildung b : .7 (R*, C*) — End(8y) Erzeuger.

Ist X € End(Sp), und gibt es ein Y € End(Sp) mit (¢, X¢);, = (Yo, ¢); ,
fiir alle ¢, v € 8, so heifle Y der (., ..>SO—Adjungierte zu X, und wir bezeichnen
diesen mit X*. Ist ¥ = X, so exisitiert Y* und es ist Y* = (X*)* = X.

Fir X,Y € End(8p) sei [X,Y] := XY — Y X der Kommutator von X und
Y.

Proposition 2.1 Seien f,g € .7(R* C*) beliebig und 1,0 : §¢ — §¢ die
identische bzw. die Nullabbildung, dann ergeben sich (wegen der Symmetrie
von .7 (5™ die folgenden Beziehungen:

G =), (2.4)
i) ()b (9] = (f.gnl, (2.5)
iii) - [b(f).b(g)] = b (£), b (9)] = 0. (2.6)

(2.5) und (2.6) heifien kanonische Vertauschungsrelationen von b und b'.
Definition 2.3  Die lineare Abbildung
B:.Z(RYCY — End(S)
fo= o) +olh)
heit das Vektorfeld des Erzeugers b' und Vernichters b.
B ist linear, also gibt es (By,)u=0,1,2,3, so daB B(f) =3_, Bu(f").
Proposition 2.2  Fiir f,g € .(R* C*) findet man die folgenden Beziehun-

gen:
i) (B(f)* = B(f), El.h. fiir reelles f ist (B(f))* = B(f), (2.7)
i) (Q.B(f)B(9)s, = (f.9) =W(f@g). (2.9)

Gleichung (2.9) zeigt offenbar, dafi wir ein Feld (re)konstruiert haben, das
W e .7 (R*, C* ® C*) zur Zweipunktfunktion hat.

Wenden wir uns nun, zunichst ganz allgemein, einem Aspekt zu, den wir
spéter zur Untersuchung der Eigenschaften des normalgeordneten Skalarfeldes
® (siehe Def. 2.13) benétigen werden.

Definition 2.4  Sei I eine beliebige Indexmenge, {X (i) : 89 — Sp}iecs eine
Familie stetiger, linearer Abbildungen. Die Menge

A(X) :={ Zak H X (i) | Iy C Iendlich,n € N, o, € C},
k=1

i€ly

0
wobei [[ X (i) :=1, > [ i X (i) := 0,

i€ k=1i€ly
heifit die von X erzeugte Algebra.
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Wenn die Sesquilinearform (. ,..); = indefinit ist, vermittelt sie natiirlich kei-
ne Norm und so auch keine starke Operatortopologie, nichtsdestotrotz sind
End(80) 3 X = (o, X1b)s | = [| X |0 filr ¢, € S, Halbnormen, die Punkte
in 8¢ trennen, was bedeutet, da8 {|| . ||, | ¢©,% € 8o} auf End(8) eine lokal
konvexe Topologie definiert:

Definition 2.5  Ist (X,)nen eine Folge in End(Sp), Y € End(8y), so daf fiir
alle ¢, € 8 gilt:
lim || X, — Y|, =0,

so heiBt Y schwacher Grenzwert der Folge (X, )nen, und wir schreiben X,, - Y,
fiir n — oo, oder Y = w-lim,, .o X,.
Der Begriff einer starken Konvergenz, im Sinne von X, — Y < Vo :

lim, oo [[(Xn = Y)¢ll3, = 0, ist, wie oben angedeutet, wenn (. ,..); ~indefinit

ist, kein geeigneter Konvergenzbegriff. Er besitzt aber eine, fiir unsere Zwecke
sinnvolle, natiirliche Entsprechung, die, im Falle eines Hilbertraumes, mit dem
starken Konvergenzbegriff iibereinstimmt:

Definition 2.6  Gilt X}, = Y und zusétzlich fiir alle ¢ € 8 :
Jim (X5~ V), =0
so heiit Y natiirlicher Grenzwert der Folge (X} )xen, und wir schreiben X — Y,
fir k£ — oo, oder Y = n-limg_, oo Xk.
Man beachte, daf3

X, 5Y e X, 5 Y und Vo Jim 1 Xeoll3, = 1Y oll3,, (2.10)
was die Form ist, in der wir den Begriff benutzen werden. Die Bedeutung dieses
merkwiirdigen Konvergenzbegriffs wird in Abschnitt 2.4 klar?.

Definition 2.7  Sei I eine beliebige Indexmenge, {X (i) : S — Sp}ier eine
Familie linearer und stetiger Abbildungen. Dann ist

i) w-limA(X) :={Y € End(So) | I(ix)ren C I, so daB X (i) - Y},
i) n-limA(X) := {Y € End(8o) | 3(ix)ren C I, so daB X (i}) > Y}.

Man sieht direkt ein, dafi w-lim A(X) unter Addition abgeschlossen ist. Be-
sitzen alle X (i) einen (.,..); -Adjungierten, so wird w-lim A(X) selbst wieder

zu einer Algebra, denn sind Y,Z € w-limA(X), mit A(X) > ¥, = Y und
AX)3 72 % Z, so gilt

* l— * k—
<<P7YkZl¢>§0 = <Yk 12 le>50 == <Yk ¥, Z¢>50 = <¢3Yka>so = <907YZ¢>507

d.h. ein £/2-Argument liefert hier, dafl YZ € w-lim A(X). Das heifit also:

1Ein wesentlicher Grund, daf wir nicht sparsamer definieren Xj S Y & VYo
limg 00 ||Xk<p||§0 = HYLpH%O, was fiir die Uberlegungen in Absch. 2.4 ausreichen wiirde,

ist, dafl dann n-lim A(X) (Def. 2.7) nicht zwangsldufig wieder ein Vektorraum wird (s. Prop.
2.4).
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Proposition 2.3  Sei I eine beliebige Indexmenge, {X (i) : 89 — 8o }icr eine
Familie in End(8o). Weiter existiere fiir jedes X (i),i € I der (., ..); -Adjungierte
X (i)*, dann ist auch w-lim A(X) wieder eine Algebra.

Die Existenz der (., ..); -Adjungierten ist dabei wesentlich, da die Abbildung
End(8o) 3 Z — (p,Y Z¢),  im allgemeinen nicht stetig ist, da die Abbildung
End(89) 3 Z — Zv € 8y im allgemeinen nicht stetig ist. Man beachte auch:
Wenn fiir alle X;,k € N, der (. 7..)SO—Adjungierte existiert, und wenn Y =
w-lim X, dann muf} nicht folgen, dafl Y* existiert, wie man etwa am Beispiel
a,(x) im néchsten Abschnitt sieht.

Es wird sich als niitzlich erweisen, daf in n-lim A(X) die lineare Struktur
ebenfalls erhalten ist:

Proposition 2.4  Sei I eine beliebige Indexmenge, {X (i) : 8¢ — 8o }icr eine
Familie linearer und stetiger Abbildungen. Sind dann Y, Z € n-lim A(X), so ist
auch Y + Z € n-lim A(X).

BEWEIS: Seien ¢ € 8 und £ > 0 beliebig. Wihle Folgen (Yi)ken, (Zi)ien C
A(X), so daB Y}, = Y und Z; 2 Z. Dann gilt

1Y +Z)els, = IYells, + (Yo, Zip), +{Zip, Yok, + 121413,
l—o0
— Y elE, + (Yo, Zo), + (Zo, Yok, + 1263,
Es gibt also Iy € N, so da8 fiir alle [ > [y gilt:
1Y + Zoellg, — 1Y + 2)el3,| < e/2.
Ebenso findet man zu jedem [ > Iy ein ko(I) € N, so daB fiir alle k > ko({) gilt:
1Y + Z0)el3, — 1Y + Z)oll3, | < e/2.

Somit ist also fiir I > lg und k > k(1)

I1(Ys + Z)ell3, = 1Y + Z)¢ll3, |
1(Ys + Z0)el3, = 1Y + Z)ell, | + 1Y + ZDell§, = 1Y + 2)el3, ]
e/2+¢e/2=¢.

VANVAN

Da auch Y; + Z; == Y + Z, fiir j — oo gilt, folgt, wenn wir definieren k(j) :=
max{j, ko(j)}, daB Y; + Zj ;) — Y + Z, fiix j — oo. [ |

Es wird uns spéter etwas Miihe kosten, dafl n-lim A(X) im allgemeinen keine
Algebra ist, auch nicht wenn alle (., ..)SO-Adjungierten existieren, denn mochte
man wie oben zeigen, daf aus Y, Z € n-lim A(X) folgt, dal YZ € n-lim A(X),
so benétigt man die Stetigkeit der Abbildung Z — (Y Zp,Y Zy), , die im all-
gemeinen nicht gegeben ist.

Méochte man aber trotzdem zeigen, dafl ein Produkt P =Y Z € n-lim A(X),
so mufl man sich, wenn moglich, etwa in folgendem Sinne behelfen, und die
Konvergenz direkt zeigen:

Proposition 2.5 Es sei (Xg)ren C End(8p) und P = w-limg_, o Xi. Exi-
stiert dann fir alle Xy der (., ..>SO—Adjungierte X}, und existiert auch P*, so
daB P*P = w-lim_.o, X} X, giiltig ist, so gilt schon P = n-limy_. X.
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BEWEIS: Sei ¢ =1 € §p, dann gilt:
1Xkell§, = I1Pel§, = (¢, (Xi Xy — P*P)i), — 0, fiir k — oo.
|

Auch die folgende Proposition werden wir spiter benutzen, da wir oft mit
Grenzwerten von Grenzwerten arbeiten werden.

Proposition 2.6  Sei I eine beliebige Indexmenge, {Z (%) : 8o — 8o}icr eine
Familie linearer und stetiger Abbildungen. Fiir k& € N sei X}, € w-lim A(Z) und
Y} € n-lim A(Z). Dann gilt:

i) Ist X € End(8), so daB X;, > X, so ist auch X € w-lim A(Z).

ii) Ist Y € End(8y), so daB Yy =Y, so ist auch Y € n-lim A(Z).

BEWEIS: Seien @, 9 € 89 und € > 0 beliebig.

i) Da X — X, gibt es ko € N, so daB || Xy, — X ||, < &/2 fiir alle k > ko. Wiihle
nun zu jedem Xy, eine Folge (X} )ien in A(Z), so daB || XL — Xi|lp,p < /2 fiir
alle [ > ly(k). Dann ist:

1XE = Xllpw < 1Xk — Xi
fiir & > ko und 1 > lo(k).
ii) Wihle zu jedem Y}, eine Folge (Y})iey in A(Z), so daB Y} = Yj und
IYiels, — IYeell3, | < e/2 fiir I > 13 (k). Dann ist:

| IYiels, = 1Y @l3, | < TIYR@lE, — IYiell, |+ | 1Yeeld, — 1Y ell3,|
<eg/24¢e/2=c¢,

fir £ > k1 und ! > l1(k). Zusammen mit der Abschitzung aus i) beweist das
). n

Ist X € End(8p) so definiert B(f) + X := bI(f)X + Xb(f) fiir alle f ein
neues Element aus End(8y).
Per Definition besitzt jedes X € A(B) eine mogliche Zerlegung der Form

oo T X = Xllpp <e/2+¢/2=¢,

X =al+) B(fr))B(fr2)-- B(fim):

k=1

Eine allgemein bekannte Konsequenz aus (2.5) und (2.6), sind die folgenden
beiden Aussagen.

Proposition 2.7 Sei X € A(B) und «a € C, fi.; € (R, C*)\{0}, so daB

N
X=al+ ZB(fk,1)B(fk,2) o B(frny)-

k=1
Dann definiert
N

X::=al +ZB(fk,1) + (B(fe2)~ (.. =B(fun)---))

k=1
eine Abbildung :.: : A(B) — A(B),und es gilt : XY: =Y X:, fir X,Y € A(B).
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Proposition 2.8 (Wicksches Theorem 1)  Seien fi, fa, ..., fxv € L (R* C*),
dann gilt:

(532 n
B(f1)B(f2)...B(fn) = Y > T f) o T BUm):
n=0 k1<li,..,kn<lpn, v=1 m¢k17lz
ko <kyoli<ly, =1,
fir i#j

wobei [.] die GauBklammer ist, d.h. [x]:=grofite ganze Zahl kleiner gleich x.
Fiir n = 2,3 heifit das z.B.:
B(f)B(g) = :B(f)B(g): +(f,9)1

B(f)B(9)B(h) = :B(f)B(g9)B(h): +(f,g)B(h) + (f,h) B(g) + (g, 1) B(f)

Definition 2.8 Fiir X € A(B) heifit :X: das normalgeordnete Produkt von
X.

2.2 Der verallgemeinerte Vernichter und das Feld
am Punkt

Als nichstes definieren wir Operatoren, a,(x) € End(8o), die mit {b(f)} eng
verkniipft sind. Es sei 2 € R* und u € {0,1,2,3}. Fiir n > 1 sei

D,Sn)(x) . y(n),sym _ y(n—l),sym
o — D (z)(p)

definiert durch:

(Dgl)(m)((p))uznun ($2’ s 75571) = Z(wul’ * ((pl/llfz---ltn( T L2 75671)))(56)

v

1 —1 ~ V2. .. by
= (27)22/6 we o) vzt (p gy 2 )dw, (p).

Dabei ist :(1) die Fouriertransformation in der ersten Komponente, also

~ 1 ipT
@(1)(])7582"'756””) = (27{_)2 / w(ml,xg...,mn)ep 1dl‘1.
R4

Als p-te Komponente des verallgemeinerten Vernichtungsoperators bezeichnen
wir die Abbildung
au(x): 8 — 8o,

die vermoge

[(pr)ren] — [ (VIDD (@) (1), VZDP (2)(p5), V3D () (p3), . -.) ]

wohldefiniert ist. a,(z) ist stetig und linear, und man findet wegen der Symme-
trie von .#/(M)sym
la,(2), au(y)] = 0. (2.11)
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Proposition 2.9  Seien ¢, € 8§y und f € .7 (R*). Dann gilt:
i) Die Abbildung R* 5 z — (¢, au()P);, € C ist aus BR?Y),
i) (p,a,( W), () € S (RY).

BEWEIS: i) folgt mit der Produktregel direkt aus i). Zu i): Es sei ¢ = [(¢g)ren]
und ¥ = [(Yg)ken], wobei @p, ¥ Schwartzsch sind. Dann darf man unter dem
Integral differenzieren:

@, | < 0 / ] [ )] )
+zzz/ /»w 1)l

n>1{pux} {m}

/ (—ip)® 2| 4 (s p)| ey (0) -

s dlwpy, | (p1) - dlwp, v,
< M, € R,unabhingig von z, weil |[e”"7*| = 1.

(Pn)

(Jwuy| ist dabei das positive Ma8B, fiir das es g,,, : R* — R mefBbar mit |g,,, (x)| =
1 gibt, so daB dw,, = guv dlwpuw.) u

Der Zusammenhang zwischen b und au ist ersichtlich7 denn mit Fubini
erhélt man unmittelbar (¢, b = [ f(x){p, au(x)p);, da.

Man moge sich daher, v1ellelcht etwas suggestiver, a,(x) = bu(f z ) mit
der vierdimensionalen Deltafunktion ¢, vorstellen, dies fithrt zu

Proposition 2.10 Sei p =0,1,2,3, dann gilt:

i) Fir o € R*ist a,(x) € w-limA(b,).

i) Fir f € 7(R*) ist b,(f) € w-limA(a,,).
BEWEIS: i) Wihlt man fiir t > 0, §; € (R?) mit & > 0, [d:(x)dz = 1 und
Tr 6 C Bi(y) :={x e R* | |z — y| < t}, so gilt

(0, b, (8: )1 /6t (o, an(@))s, dx

N0
- <<P7au(y)w>so'
ii) Es seien fiir f € #(R*) zwei Folgen (z;, € R%)i nen, (Aiyn € R)inen so
gewdhlt, daf3
Zf(xi,n)<§0vau(xi,n) Azn nlo’o/f 907(1# ¢> dx.

i=1

= <‘Pabu(f)¢>so = nhm <)07ZAZ nf Ly n)au(xz n) ¢> S0

=1

€ A(ay)
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Hat man ¢, ¢’ € 8¢, so daB fiir alle ¢ € 8¢ gilt: (', 1), = (p, a,(x)¥)
folgt » = ¢’ = 0, denn wihlt man etwa ¢ = [(0,41,0,0,...)], so ist

5o SO

(9, a2, ::¢o(2i)2§§jjfezipm¢f<p>damu<px

was impliziert, dai @} (p) = ﬁg@oeimeu, e, ist hier der p-te Standardba-
sisvektor des C*. Daher mufl ¢y = 0 gelten, da andernfalls ¢} ¢ .7 (R* C*).
Entsprechend erhiilt man so fiir alle n € N, daB ¢, = 0 € .#svm ynd
@iy =0 € LDy oilt wenn man ¢ = [(0,...,0,9,,0,...)] wihlt. Da
auch ¢( = 0 gilt, folgt, wenn man ¢ = (1,0,0,...) wéhlt.

Dieser Sachverhalt bedeutet, da8 a,,(z) keinen (., ..); -Adjungierten besitzt.

Definition 2.9 Sei z € R*, die Sesquilinearform A, (z),pn = 0,1,2,3, defi-
niert durch

A#(l') : 80 X SO — C
(P ) = Au(@)(e, ) = {an(@), )5, + (@ au(@))s

heifit die u-te Komponente des Feldes B am Punkt x.

Mit Fubini erhalt man nun:

Z/ﬂw@mwwm

Z«M(Jm)% 1/’>50 + Z(‘P’ bu(fu)w>so

1 Iz
= (o, B(H)Y)s,- (2.12)
Definition 2.10  Sei fiir z € R™,S(x) : § x 8¢ — C sesquilinear. Ist dann
X € End(8y), so daB fiir alle p, 9 € § gilt:

(0, X)s, = | S(@)(p, ) de,

Rn

so heifit X das schwache Integral von S und wir schreiben:
X :w—/S(x) dzx.

Damit gilt also: B(f) =3, w-[ f*(2)A.(z) dz.

Definition 2.11 Sei S : §p x 8§ — C sesquilinear. Das normalgeordnete
Produkt von A, (z) mit S ist die Sesquilinearform

A#(LE)S : 80 X 80 — C
() = Slau(@)e,¥) + S(p, au(z)v)

Damit gilt trivialerweise: A, (z)(.,..);, = Au().

Proposition 2.11  Sei 7w : {1,...,n} — {1,...,n} eine beliebige Permutati-
on. Dann gilt:

Apy (@) (A (22) (- (A (20)) ) = Aper ) (@) (Apuo) (@ (@) (- (Apiry () -
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BEWEIS: Eine Konsequenz aus [a,(z),a,(y)] = 0. [ ]

Im Folgenden lassen wir die Klammern einfach weg und schreiben

(907 d}) = A,ul (xl)AMQ (x2) cee Aun (l'n)((p7 d))

Proposition 2.12  Seien ¢, € 8¢, v1,...,v, € R, dann gilt:

i) {21, xn) = Ay (21 1) Ay (T o) (0, 0) ) € BRM™).
1) Die Fouriertransformation der Distribution
fe /f 21y T A (14 01) - A, (50 + 00) (9,0) dan, - )

ist gegeben durch

N
fHZ/f(p1a7pn)Gk(pl7apn) dQLkl),,_un(pla"'vpn)v
k=1

fiir ein N € N und G}, € .7 (R*"). Diese sind abhinging von ¢, und

v1,...,0, und durch eine Wahl von Représentanten von ¢, ¢ eindeutig

bestimmt. Die fol) 4, Sind polynomial beschrénkte, reelle Mafle.

(Das Ergebnis ist unabhéngig von der Wahl der Repriisentanten.)
BeEwEIs: Die Verschiebungen um vy &ndern nichts an Beschranktheit oder Dif-
ferenzierbarkeit der Funktion und bewirken in der Fouriertransformation nur

Faktoren e~ **Pr_Es ist daher hinreichend, den Fall v; = ... = v, = 0 zu
behandeln: A, (z1)... A, (xn)(p, ) zerfillt in 2" Summanden der Form

<au51 (Tsy) - Aps,, (Ts, ), Qpuy, (Tt,) .- Gpue g (xtﬂ)w>50

= Z Vim+1) .. (m+a)/(m+1)...(m+p)

alles aufler p

// Qo (p1)-wiicp, 5, (Pre)

e~ iUsy Tsg v Ve prop
AVsy o -Vsq Plee-Pm
)‘Paer (u517“~7“sa7p17'~~7pm)dwuslusl(u81)~'dwusausa (us,)
1

77,'Utbxtb "Kltl"'ﬁtﬁ)\l"'AWL d d
2 ¢5+m (th"'aUtavplv-"vpm) w/lt,lf'@tl (Ut1)"' wlttﬁﬁtﬁ (Ut,a)
b 1

Wie in Proposition(2.9) folgt 4) direkt nach Differentiation unter dem Integral.

i1) folgt mit Fubini, wenn man obigen Ausdruck mit f = f iiber die x; inte-
griert, was die e-Faktoren zu Faktoren der Form f(+£pi,...,£p!,) macht, wobei
pi, ..., D, geeignete Umbenennungen von den Variablen u;,v; sind.

Definiert man dann die Qﬂkl)“n als geeignete Zusammenfassung von den
Wy . und von (wy . )—, so erhdlt man die Behauptung durch geeigne-

te Abzdhlung der emzelnen Summationen. (Fiir ein reelles MaBl p auf R* ist

= [ f(=x)dp(x).) u
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2.3 Das normalgeordnete Skalarfeld ¢

Zur Definition des Skalarfeldes @, heuristisch ®(z) = > n** :B,(z)B,(z): ,
werden wir das folgende Lemma heranziehen, dessen Aussage ist, dafl man durch
,, Verschmieren“ einer normalgeordeten Sesqilinearform mit einer Testfunktion
einen Operator erhélt - eine Verallgemeinerung von

Bulf) =w-[ F(0)4,(0) do

Das zu B gehorige normalgeordnete Skalarfeld ® werden wir dann prézise durch
die Beziehung

B(7) i= S w- [ F@)4,(0)4,(0) do

definieren, was die symbolische Schreibweise ®(x) = Y n*" :B,(z)B,(x): recht-
fertigt. Die Spektrumsbedingung T'r w,, C V. wird sich dabei als wesentlich
erweisen.

Im Beweis des Lemmas und an einigen spéteren Stellen werden Funktionen
auftreten, die nicht global Schwartzsch sind, dazu definieren wir fir M C R"
beliebig:

SM) = |J{f:X—>C|3f e SR : flu = flu}-

XDOM

Lemma 2.1 Sei N € N*. Fiir ¢ € {1,...,N} sei n; € N*, und zu i €
{1,...,N}und j € {1,...,n;} sei schlieBlich v; ; € R* gewihlt.

Fiir p, v = 0, 1,2, 3 erfiille w,,,, die Spektrumsbedingung Tr w,,,, C V4. Dann
gilt: Fiir f € 7 (RM) existiert genau ein X (f) € End(8p), so daf gilt:

X(f) = W—/ f@r, oo on)Ap (o1 o) Ay (21 4+ v10,)
AM2,1 (1'2 + '1)2’1) s AMQ,nz (xQ + U2,n2)
.. A#Nm/N ((ﬂN + UN7"N) d(a:l, . ,:L'N).

Weiter existiert X (f)*, und es ist X (f)* = X (f).

BewEIs: Eindeutigkeit:

Sind X, Y € End(Sp) und gilt (¢, Xvb), = (p,Y¢), , fiir alle ¢, 1) € S, so folgt
X =Y,da(.,..), nicht degeneriert ist.

Existenz:

Wir nehmen ¢, 1 aus 8§y und evaluieren die Sesquilinearform der rechten Seite
an der Stelle (p,v), dann zerfillt das Integral in 22" Summanden der Form

8o
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%) = / (G (TeitVarts) -y (TacbVen 1)

Uy AToitVor,71) - - Oy (T iV ,m )U)s [ (1, 2N) d(T1,

Fubini Z Z\/(M—i—l)-...~(M+Oé)'(M+1)'-~-'(M+ﬁ))

versch. gest. M=0

Indices
///é;:j\;aplmpM<pl7'"7p0uu1a-~-7uM)
YR KBAL A
1/ng1\;ﬁ ! M(qla"'aqﬁaula"'uuM)
' f(pV1,1+' . '+p'Yl,k1 =451 481,
p’Yz,1+‘ . ‘+p’Y2,k2_ 551+ =453,

)
1\ Nt2n , ,
J

J
Rl (ql) e dwl"(’ﬁﬂ'gnﬂ (Qﬁ)
dwp, v (p1)--- dwp, o va (Pa)
dwﬁl)\l (ul) s deM)\M (uM)
Darin ist a + 8 = > 2. ny und {ywx | k= 1,....kw} = {j | s; = K’} sowie
{0t =1,...,lp} ={j | oj =U}. Der Exponent —N + > n; erklirt sich
dadurch, da8 N Faktoren 1/(27)? fiir die Fouriertransformation von f benétigt

werden.
Es ist nun

TR KBAT A
{(pla"'7p0mula"'uM> — /1/};3,]\4&5 ! M(q17...,qﬁ,U17...,UM)

'f(p71,1+' . 'er’)’l,kl =45y TGy
p72,1+' . '+p’)’2,k2_ 5517 453,15>

)

dwltal,q—l K1 (‘h) s dwltaﬁ,f[, K3 (Qﬁ)}

€ L(Vix...xVyxR¥M)
—_———
a-mal.

Daher ist (x) das Skalarprodukt von ¢ mit einem Vektor X,,(f,¢) € 8o :
(%) = (@, X (f,1))s, - Der Index m lauft von 1 bis 2227 und ist eine Abziihlung
der einzelnen Summanden der Form ().

Man sieht ein, daB ist ¢ — X,,(f,%) linear und stetig ist. X (f) € End(8g)
definieren wir nun als die Summe anz:f X (f,.).

DaB X (f)* existiert und die Beziehung X (f)* = X (f) erfiillt ist, sieht man
wie folgt:
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Mit jedem Summanden der Form (%), gibt es auch immer den Summanden,
bei dem alle Operaroren a, (x.. 4+ v..) der linken Seite auf der rechten Seite
stehen und umgekehrt. Mit (%) ist also immer auch

(%) = /<a#al,rl(xo1+val,n) cee auoﬁ,fg(xaﬁrvag,m)%

Uy (T 051, 00) - (Tt Vse 1) P)s, (@15 en) da, o aw)

einer der 22-™ Summanden. _
Bildet man von () das komplex konjugierte, so folgt (%x) = (1, Xon(f, 9))s
mit demselben Index m, der in (%) aufgetreten ist. Das impliziert nun seinerseits,

daf}
o n;

(0. XN, = D (o Xm(f,9))s,

= Y (e Xm0, + (W, Xm(F,0))s, )

gewisse m

= > (e Xn(f )t (@, Xm(F,90))s,)

gewisse m

22 nj

= Z (W, X (f, ‘P)>so

m=0

= (U, X(F)e)s,

= (XN, 1/)>50'

Da ¢, 9 € §¢ beliebig gewéhlt werden kénnen, ist das Lemma bewiesen. |

Definition 2.12  Der durch Lemma 2.1 definierte Operator X (f) ist im Fol-
genden stets mit

JA@LD ATy AN A ()

1,1 KN, 1 KN,n N

bezeichnet. Dabei zeigen die Klammern an, dafl iiber dieselbe Variable z; inte-
griert wurde. Ist ein v; ; = 0, so lassen wir den Index an dieser Stelle weg.

Die Schreibweise mit den Doppelpunkten ist gewéhlt, wegen

Proposition 2.13  Fiir fi,..., f, € Z(R?) gilt:

TAu] - (Al (L@ ® fa) = By, (f1) - B, (fn):
wobei :.: auf der rechten Seite das Normalordnen in A(B) ist (Def. 2.8).

BEWEIS: Es ist zu zeigen, daf

/ F1(20) - fa () A (1) - Ay (20) (010) = (@1 By (f1) - B () G,

Dies folgt, analog zu (2.12), direkt aus den Definitionen 2.11 und 2.8. |
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Definition 2.13 Das zu B gehorige normalgeordnete Skalarfeld ® ist die
lineare Abbildung

®: SRY —  End(S)
Foe S 4,4 (f)ZZn“”W-/ £(2) Au(2) Ay () da.

Korollar 2.1  w-lim A(®) ist eine Algebra.

BEWEIS: Zu jedem ®(f) existiert der (.,..); -Adjungierte (®(f))* = ®(f). We-
gen Proposition 2.3 folgt die Behauptung. |

Die Konstruktion von ® hétten wir auch direkt ausgehend von A(B) machen
konnen. Der Schliissel dazu ist Proposition 2.13 und die folgende Voriiberlegung;:

Sei A : R* 3>z +— (z,7) € R* x R* die Diagonalabbildung. Fiir f € .7(R*)
bezeichnen wir mit A, f die Abbildung Z(R*™) 3 h — [ f(z)h(A(z))dz =
[ f(z)h(x,z)dx. Es ist also gemdB Def. 2.13

(@ ()Y, = D 0" Auf(Au()AL() (0, )

Was wir tun werden ist, eine Folge in .7 (R*) ® .#(R*) wihlen, so da8, in einem
noch zu prézisierenden Sinne, gilt

N
Z Apmfn @ fm LA*f, fir N — oo,

n,m=0
oder etwas suggestiver

N
Z anmfn(x)fm(y) l’ 5(1C — y)f(x), fiir N — oo.

n,m=0
Dazu beachte man, daf$ kanonisch A, f € %/(R*™), und daB die Fourier-
transformierte A, f = ﬁa*f ist, mit o : (p,q) — p + q (siehe Lemma B.1).
Eine alternative Definition von @ liefert dann das nichste Lemma.

Lemma 2.2 Seien f0) ... f™ ¢ #(R*), und zu jedem fU) seien Folgen
( ;g]))keN C ./ (R*) und (akj’?)k,leN C C so gewéhlt, daf gilt:

i) Firalle j=1,...,nund (p,q) € R* gilt :
N
N A o Noo 1 o .
Z affffé”(p)ff”(tz) — Wf(])(p—l-q) (punktweise).
k,1=0

i1) Fiir alle j gibt es M; > 0, so daB fiir alle N € N gilt :

N
Z a,(jl)f,gj) ® flm < M;. (||-|loo = Supremumsnorm auf R***)

k,1=0
o
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Dann gilt fiir ¢, € 8y beliebig:

<§0, :[A,ul AV]] . [A,unA ] (f(l) R f(n))¢>§0

Ny

. . 1
= lim ... lim E E oz,(i )l . I(cn)l
N|—o0 N,,—oo 1t "
k1,01=0  kn,l,=0

(@0 B (FE B, (f) e B () Buy (£ ), -

n

Es ist also insbesondere

O(f) = w-lim Y axy 0" :Bu(fi)Bu(f1): € w-lim A(B(.)B(..)) C w-lim A(B).
(2.13)

BEWEIS: Setze F](Vj) = ZnNm 0 nm n ® f(]) Die rechte Seite ist dann mit
Proposition 2.13 gleich

So

lim .l (o, (A AL [A, A1 (FR) @ - @ FRD)e)

Ni—o0

= lim .. lim Ay (1) Au, (1) - .- Ay, (@0) Av, (Yn) (0, 1)

N1 —o0 N,,— o0
1 n
F](Vl)<x17yl) AR F](\/'”)('T’ruyn) d(l‘17 y17 AR 7:671,7 yn)

Mit Proposition 2.12 i) ist dieses Integral gleich

lim ... lim Z/ (p1,q1) F](\;T:l)(pm%)

N, —o0 N,,—oo
G](;P’w (pla q1,---,Pn; Q’n) dQE;,ki)yl MnVn (pla qi;---,Pn, QTL)a

mit geeigneten G,(f’w) € (R**) und Qgﬁ)l,l_,,#nyn polynomial beschrinkten,
reellen Maflen. Damit ist MM, . ..Mn|G,(f’w)|, wegen i), eine integrierbare

Majorante fiir den k-ten Integranden bzgl. des positiven Mafes |QEL]€1)V1___MVH|.
Wegen 4),4i) darf man also den Grenzwert unter dem Integral ausfithren und
erhalt

® fM o 0)G ¥ ank)

K1Vl U Vn

2

Fubini /f(l)(xl)...f(")(xn)(Am (21)Au, (1) .. Ay, (T0) Av, (20) (0, 1))

d(z1,...,2n),

was zu beweisen war. |

Wir formulieren diese Aussage mit etwas anderen Voraussetzungen, die wir
in Abschnitt 3.2 weiter untersuchen werden. Der Beweis bleibt von der Umfor-
mulierung unbetroffen:

Lemma 2.3 Sei f € . (R*), und zu f seien Folgen (fx)ken C ' (R*, CY), fr =
(ff ) u=0,....3 und (ag 1)k, 1en C C gewdhlt, so daB die folgenden acht Bedingungen
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N
iy—iv) Y amfr(E ) ® fi(+ ) Nzge (2;)2]?00(1 EL)
k,1=0

w-fast iiberall, d.h. in jeder Komponente fiir jedes der Mafle wy).
v) —iiz) Fir alle N € N und alle p,v =0,1,2,3 gilt :
N

> auffE )@ fiE )| < g IfoolE .+ )l

k,1=0

w-fast iiberall.
Dann gilt:
®(f) = wlim Y o B(fi) B(fi): € w-lim A(B()B(.)) C w-limA(B). (2.14)
Da gilt
:B(fr)B(fi): = 0T (fr)bT (fi) + b1 (fr)b(f1) + b1 (f1)b(fx) + b(fr)b(f1)

folgt somit fiir das Vakuum 2 = (1,0,0,0,...):

1 .
@(f)Q:[(O,O,ﬁ2f®77,0,0,...)]. (2.15)

Wobei f € .%(R*) so ist, daB f(p,q) = ﬁf(p +q), falls (p,q) € V4 x V.
(Der Faktor 2 in (2.15) kommt durch das Symmetrisieren des Erzeugers.)

2.4 Zur Positivitat

Definition 2.14  Sei I eine Indexmenge, eine Familie X (.) = {X ()};c; von
Operatoren aus End(8p) heifit positiv, falls fiir alle Y € A(X) und das Vakuum
Q gilt:

IYol3, = (va.ya), >o.

8o

Wegen Proposition 2.2 ii) ist das Vektorfeld B genau dann positiv, wenn
(.,..), ein positiv (semi-) definites Skalarprodukt ist.

Im Fall dw,, = m(-nu, dH; + 2id,id, dHy) ist B nicht positiv. Es folgt
aber wegen (2.15), daf§

205, = (272T)4Z:/‘7E(p+q)77w=’g(p+(1)77*‘A dw,ur (p) dwyx(q)
- ﬁ 4”6</|f(p+q)2dﬂ+(p) dH , (q)

+ 17+ 0P o2 ) dHo<q>)
> 07

etwas anders gesprochen gilt also:
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Fiir alle f € .7 (R*) ist Wa 2(f ® f) > 0, mit der Zweipunktfunktion W » €
! (R*2) des Feldes ® definiert durch

(f @ g) = (Q,2(f)2(g)L);, -

Tatsédchlich ist auch die Vierpunktfunktion positiv?, d.h. die Distribution
We 4 € ' (R*) definiert durch

(/1 ® f2® f3@ f1) = (Q, B(f1)P(f2)P(f3)D(fa)S2);,

erfiillt W 4(F ® F) > 0 mit F(z,y) := F(y, z), fiir alle® F € 7(R*).

Man darf daher genug Anlafl zur Frage sehen, ob ® positiv oder nicht positiv
ist.

Ist etwa das Bifeld (f,g) — B(f)B(g) positiv, so ist wegen (2.14) auto-
matisch auch ® positiv, denn A(B(.)B(..)) angewandt auf 2 liefert eine dichte
Teilmenge in den gradzahligen Teilchenrdumen. (Das Bifeld ist positiv, wenn
(. ..y =—( ,. )4 ist, und (. ,..); ein positiv definites Skalarprodukt ist.)

Lemma 2.4 Im Falle von dw,, = m3(-n,, dH+ + 2id,id, dHy), fir p,v =
0,1,2,3, ist B(.)B(..) nicht positiv.

BeEwEls: Wihle f = (1,0,0,0),g = (0,h,0,0) € .#(R* C*) mit Tr h c V, =
{p | p® > 0,(p)? > 0}. Damit ist (f, g), = 0 und weiter

1

IB(f)B(9)Q05, = H[((ﬁgh,O,ﬁ

(£, h(9:9)

= wo(= [liean) ([ fhpan.)

< 0

(f®g+g®£),0,0,...)][I3,

Offenbar ist dies echt kleiner Null, wenn man h # 0 wahlt. ]

Hat man aber, da§ B(.)B(..) nicht positiv ist, und weifl man weiter, daf
B(f)B(g) € n-lim A(®), fiir alle f,g € ./ (R*,C*), so folgt daraus gemif (2.10),
dafl auch ® nicht positiv ist.

Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, daf} dies im Falle von dw,,, = 7*(—n,, dH4++
2id,id, dHy) der Fall ist (Satz 4.8).

Tatséchlich sind fiir den Schluf der Indefinitheit von ® bereits die Uberle-
gungen zu den schwachen Limiten in Abschnitt 4.2 in etwas modifizierter Form
ausreichend.

Um dies einzusehen benttigen wir den Hilbertraumformalismus, den wir im
néchsten Kapitel entwickeln. Sodann wird sich die Indefinitheit von ® durch den
Umstand ergeben, dafl in Hilbertrdumen schwach konvergente Folgen bereits
beschrénkte Folgen sind.

Wir fithren diese Diskussion am Ende von Abschnnitt 4.2 weiter.

2Dies ist eine Folgerung aus [NRT]; die Koeffizienten der Partialwellenentwicklung der Vier-
punktfunktion sind alle positiv, was gleichbedeutend mit der Positivitit der Vierpunktfunktion
ist.

3Man beachte, da8 dies eine wesentlich stirkere Aussage ist, als etwa nur Wq>’4(f_4 ® f3®
f3® fa) >0, fiir alle f3, f € 7(R%).
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Kapitel 3

Eine hinreichende
Bedingung fiir die
Positivitat quadratischer
Felder

In diesem Kapitel werden wir sehen, dafl die Struktur des Einteilchenprodukts
(2.1) so ist, dafl man immer einen Hilbertraum bzw. einen Kreinraum Xy (siehe
Def. 3.1) zusammen mit einer Einbettung ¢o : 8¢ < Ky konstruieren kann, so
daB eine Reihe wiinschenswerter Eigenschaften erfiillt sind (Satz 3.2).

In diesem Kontext findet man stets eine hinreichende Bedingung fiir die Po-
sitivitét eines in B quadratischen Feldes (Satz 3.3). (In der speziellen Situation,
in der ® ausgehend von dw,, = 73(—n,, dH; + 2id,id, dHy) konstruiert ist,
ist diese Bedingung jedoch nicht erfiillt.)

3.1 Ein Hilbertraum fiir B und &

Im Folgenden sei w = (wyi),i=1,...,» €ine Familie polynomial beschrinkter, re-
eller MaBle auf R™, so dal wx; = wik. Es seil dwy; = gi d|wy| mit meBibaren
gkt © R™ — R mit |gx(z)] = 1 und positiven Maflen |wy;|, und weiter sei

|wl := (Jwri)ki=1,....n-
w heifle diagonal, falls wy; = 0, fiir k& # .

Wir erklédren eine Sesquilinearform durch

<f7g>1 = Z /fkgl d(Uk[, f>g € y(Rm7(Cﬂ>
k=1
Dann bekommt man durch
7 m mn
f~ge(f-g.),=0:2R"C") —C
eine Aquivalenzrelation, und wir setzen A4 (1) := {f < 0}, sowie

s .= #@®R™,C") /W, (3.1)
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Weiter sei fiir [f],[g] € 8% ([f], lg]), )
von [f],[g] sind. (. ,..) ,, ist dann eine wohldefinierte Sesquilinearform auf 8,

= (f,9),, wenn f, g Rerpésentanten

Fiir diagonale w 148t sich leicht ein L?-Formalismus® entwickeln:
Es sei w* = (w};)k,i=1,... » diagonal, dann definieren wir

LER™,CY W) = {f = (f1,- -, fn) | VE o fr € L2R™, [wi])}- (3.2)

Mit dieser Definition von Z?(R™, C",w*) ist

(f.9).- :Z/ﬁgk dwp,,
k=1

fir f,g € Z?(R™,C",w*) wohldefiniert. Es ist

f 2 g (g ). =0 L2RT,CM W) - C

w

eine Aquivalenzrelation. Dazu definieren wir

Ngs = {f € L2R™,C"u*) | f £ 0 L2R™,C"w")),
und setzen
L*(R™,C", w*) := L%(R™,C",w*)/ Nepo. (3.3)
Fiir [f], [g] € L*(R™,C", w*) sei {[f], [9]>L2<w*) = (f,g),., wenn f,g Représen-

tanten von [f], [¢] sind. (. ,..) ist dann eine wohldefinierte Sesquilinearform

auf L2(R™ C", w*).

L2 (w*)

Lemma 3.1  Sei w* diagonal, dann gilt:

Z) LQ(Rm7 Cn7w*) = LZ(Rm’ |w60|) ... LZ(Rmv |w:71 nfll)'
i) Ist w* positiv, d.h. w* = |w*|, so ist (L*(R™,C™,w*), (. s dg2geny)

ein Hilbertraum.
BEWEIS: Es ist zu zeigen, daB fiir f € Z%(R™,C",w*) gilt:
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,» = “: Wegen der Positivitéit von |w*| gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,
also

9= [{frghe | S AFL 190G < o Poe (9 De) = (AL (D2 e, L) [9D),2 ey, = O

2
Also ist f Z 0.
s <= “ Sel dw};, = g d|wj,;|, mit meBbaren gy : R™ — {—1,1}. Dann ist
insbesondere h := (g11.f1,- -, Ganfn) € L2(R™,C", w*), also

0= (f e = (o )y = (F1 LDy

IMit .#P(R™, i) bezeichnen wir fiir ein (positives) MaB u die Menge der Funktionen {f :
R™ — C | f meBbar und [ [f|P dp < oo}, und mit LP(R™, 1) bezeichnen wir die Menge der
Aquivalenzklassen, f ~ g :& [ |f —g|P du = 0.
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Neben den bisherigen Definitionen, wird sich der Begriff des Kreinraumes
als sehr fruchtbar erweisen:

Definition 3.1 Es sei X ein C—Vektorraum und (. ,..), : KX x X — C
sesquilinear. Gibt es ein J : X — X linear und invertierbar, so dafl

i) J=J'(J ist involutiv.),

1) J =J* (J ist symmetrisch, d.h. (z, Jy), = (Jx,y),, fir alle z,y € K.),
iii) (. ,..), = (. ,J.), positiv definit ist,

i) (X, (. ,..),) ein Hilbertraum ist,

so heifit (X, J, (. ,..), ) Kreinraum?.

Ist (K, J, (. ,..)) ein Kreinraum, so ist J auch beziiglich (. ,J..), symme-
trisch, also selbstadjungiert. J ist dann wegen ¢) auch unitér bzgl. (. , J..),, also
ist das Spektrum von J enthalten in {—1,1}, und X zerfiillt beziiglich beider
Skalarprodukte in die orthogonale Summe der Eigenrdume von J:

X=KkHoxK und J= P, — P_, mit Projektoren Py auf XF. (3.4)

Dies hat zur Folge, daB8 (K[t (. |..) |5t xaci+1) ein Hilbertraum ist, denn fiir
x € K gilt:
(x,z), = (x,J2), = (x,2), >0

Die Niitzlichkeit der Kreinraumstruktur zur Untersuchung der mutmaflichen
Positivitidt von ® aus Gleichung (2.13) ist, wie sich zeigen wird, im wesentlichen
der folgende Zusammenhang:

Proposition 3.1  Sei X2 := X ® X das Hilbertraumtensorprodukt von K
mit X beziiglich (. ,J..),., und seien (. ,..) sowie J) = J ® J kanonisch
durch (. ,..)

% (2)

und J gegeben. Dann gilt:

x

Auch (K@, 72, (.2 ")) st ein Kreinraum, und K zerfillt in
X
XK@ x2xHgxt @ xH ekl @ xHext © kxHexH], (3.5
und es gilt
KM = xH gk @ koK, (3.6)
K@ = xHegxH @ kg xH, (3.7)

sind die Eigenrdiume zu den Eigenwerten +1 und —1 von J®) insbesondere ist
also K@+ unter

(-, -->K(2) |gc(@). 41 x 52,141
ein Hilbertraum.
BeEwEIs: Daf (K, J®) (. -)(2)) €in Kreinraum ist, und daf K2 gemis (3.5)
zerfillt, ist unmittelbar klar. Sei z € K[+ also

T = 1im2aijui Q@ u; + limZﬁkwk ® vy,

2Die allgemeine Theorie von Kreinrdumen findet man etwa in [Bo].
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mit ug, € K v; € K71 Weil J@) stetig ist, folgt

JPz = limZaijJui ® Ju; + limZﬁlivk ® Ju;

= hmZa”uZ ® u, +hmZﬂkl - @
= .
Ebenso ergibt sich J@y = —y fiir y € K21 m

Fiir diagonale w* haben wir oben L?(R™,C",w*) definiert. Ist gis : R™ —
{—1,1} so, dafl die Beziehung dwj, = grr d|wj,,| erfiillt ist, so macht die Abbil-
dung

J: f = (f17"'7f7l) = (911f17"'7gnnfn)

(L2(R™,C™, w*), J, {. , ) offenbar zu einem Kreinraum, wie bereits im
Beweis von Lemma 3.1 be (bachtet

Um das Skalarfeld ® auf Positivitdt zu untersuchen, wird es sich als zweckméafig
erweisen, 8¢ aus Gleichung (2.3) als Untervektorraum eines Kreinraums X auf-
zufassen.

Technische Schwierigkeiten bereitet nun, dafl dw,,, = 7r3(—77W dH+2id,id, dHy)
nicht diagonal ist. Ersetzt man in w,, das indefinite —n,,,, durch Kronecker-g,,,,
also

dw, == (8, dH, + 2id,id, dHy),

nz
so wird das dazugehorige Skalarprodukt positiv definit (Die Matrix (pupy)uv=o,....3

ist positiv definit.). Daher wollen wir etwas definieren wie
J:8Wc?)y — 22 (3.8)
(O F) = F=0 0, —xu)F)

wobei x ,,x, die charakteristischen Funktionen von V;" und V. sind, denn
voh MV 0

dann ist
TP =3 [ 17 o = Y [ 7 a2 0

Im folgenden Satz werden wir diesen Gedanken verfolgen. Das Vorgehen ist
dabei jedoch nicht an den konkreten Fall dw,,, = 73(—n,, dH4 + 2id,id, dHy)
gebunden, weswegen wir den Satz fiir den allgemeinen Fall formulieren:

Satz 3.1  Sei (81, (. ,..>S(1)) wie in (3.1), durch eine beliebige Familie reeller,
polynomial beschrénkter Mafle (wgi)g,i=1,...,n Mit wy = wik gegeben. Dann gibt

es einen Kreinraum (X, J, (. ,..),. ), und eine dichte lineare Einbettung ¢ : §(*) <
X, so dafl

<f’ ‘g>s(l) = <Lf7 Lg>g<, fiir alle f7g c 8(1)

(Die Dichtheit bezieht sich auf die von (. , J..),. erzeugte Hilbertraumtopologie.)

X

BEwEIs: Wir fithren den Beweis in fiinf Schritten:
1. Ein Diagonalisierungsprozef fiir w

2.-4. Etablierung der Kreinraumstruktur,

5. Konstruktion der Einbettungsabbildung.
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1. Schritt: Diagonalisierung von w:
Ziel ist es, die Beziehung dw(p) = h(p) dp(p) mit einer matrixwertigen Funktion
h und einem (positiven) Maf} p zu etablieren, denn dann 148t sich h p-fast iiber-
all diagonalisieren, also dw(p) = U~ (p)A\(p)U(p) dp(p), fiir Diagonalmatrizen
A(p). Etwas suggestiver geschrieben heifit das dw(p) = U~!(p) dw*(p) U(p), fiir
fiir eine diagonale Familie reeller Mafle w*.

Wir haben die reellen Mafle dwy; = gx; d|wgi|, mit (positiven) Maflen |wy|
und mefibaren gi; : R™ — R mit |gr(p)] = 1.

Setze p™) := |wy1|. Nach dem Lebesgueschen Zerlegungssatz zerlegen wir wy;
in einen bzgl. p(!) absolut stetigen Anteil und einen zu p) gegenseitig singuliren
Anteil: d|wy| = d|wkl| + s dp™M), wobei |wkl| und p) gegenseitig singulir und
die sp; : R™ — R* meBbar sind. Also

dwir = g11 dpM) und  dwy = g d@ﬁ + grsw dp'V, i (k1) # (1,1).
Wir fassen gpisi =: h,(gll) zusammen. \Z)\;:l| und p) sind gegenseitig singulir,
d.h. es gibt meBbare My; € R™, so daB8 p(M) (My;) = 0 und |wy|(R™ \ My;) = 0.
Es sei nun M) .= U, Micx, dann ist

Py < Zp (M) =0  und

wrl R\ MDY = o ®R™\ | Mex) = lwal(YR™ \ M)
B B
< |wml(R™\ M) = 0.

Mit anderen Worten: M) ist eine Nullmenge fiir p(*), und R™ \ M® ist eine
Nullmenge fiir alle |wy|, fir (k1) # (1,1).
Es ist deswegen also®

dwiri = grX o dlwp| + h](gll)XRM\M(l) dp™.
oder, wenn wir fur (k,1) # (1,1) dw,(i) = XM<1>d|;;:l|, definieren,
dwkl = gleMu)dw’S) —+ h](gll)X]Rm\M(l) dp(l)

Mit den Maflen w,S) gehen wir nun genauso vor wie gerade mit den wy;:
Wir setzen p(?) := w§ ). und zerlegen die restlichen w,S), (k, 1) # (1,1),(1,2)
wieder in ihre singuliren und absolut stetigen Bestandteile bzgl. p(?) :

dwkl =1y dp(z) + dwkl ,

und wir fassen wieder ggjtx; =: h;l zusammen. Mit demselben Argument wie
fiir M) schlieBen wir, daB es M) c M) gibt, so dal

dwyy = gleM@)dwkl + hkl XM\ M) dp'® + hkl XRrm\ M (D) dpt).

3x4 ist die charakteristische Funktion von A C R™.
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In dieser Art gehen wir iterativ weiter vor. Nach n(n 4 1)/2 Schritten erhalten

wir:

dop = hgﬂll)XR"L\M“)d/’(l) + hl(czl)XM(l)\M@)dp(Q) +

+ ]’L n(n+1 /2)XM(7L(W+1)/2*1)dp(n(n+1)/2)a

mit mefibaren hgl) = h,(fl) : R™ — R und positiven Mafien p(¥. Dann sind

9 (p) = (h,(:l)(p));c,lzlwn somit symmetrische Matrizen. Wir identifizieren
noch M© :=R™ und M®"+1)/2) .— (). Damit kénnen wir definieren

R™ 3 p = A(p) := UD (p)h (p)(U D (p)) !, wenn p € MW\ MO+,

wobei U® (p) orthogonal und so gewihlt sind, daB A(p), fiir alle p € R™, diagonal
ist. Um den Index i loszuwerden notieren wir R™ 3 p — U(p) := U (p), fiir
p € MO\ MY sowie R™ 3 p — h(p) := b (p), fiir p € MO\ M+, Dann
ist also A\(p) = U(p)h(p)(U(p))~*! fiir p € R™.

Man sieht ein, dal p — A(p) und p — U(p) selber wieder meBbare Abbil-
dungen sind.
Fassen wir noch etwas weiter zusammen:

dp = Xpe\ @M + Xaron @ dp® 4 L+ Xpsern 2o dpm T2,
Wir erhalten so
do=hdp=U"1AUdp
und setzen schlielich
dwyy, == A dp, furk,l=1,...,n

Damit ist w* diagonal, also ist .Z?(R™,C",w*) wohldefiniert, und es ist

L2R™,Cw*) = {f [ {p— (f(0), N D) f(D))n } € L (R™, p)}.

2. Schritt: Definition von X:
Wir setzen

Ho={f:R" = C" | {p—=Up)f(p)}=Uf € L*R™,C",w")}.  (3.9)

Daraus ergibt sich, daf fiir f,g € &
(Fghe = WSUa. =2 [ TP dei

wohldefiniert ist.
Auf J# erkldren wir eine Aquivalenzrelation durch:

A £
f~g:=Uf <~ Ug

4DaB n(n + 1)/2 Summanden auftreten, ergibt sich aus der Symmetrie wy; = wy;. Es ist
dabei durchaus auch méglich, dafi weniger Summanden auftreten, bzw. daB gewisse MaBe p(*)
das Nullmaf sind.
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Dann sei Ny :={fe€ X | f 4 0} und schlielich:
X=X Ny (3.10)
Per constructionem haben wir so

X = L*R™C"wY) (3.11)
], = O] g,

und es ist fiir [f],[g] € K
(o = (o9 = Y [ TP doiy (3.12)
k

wohldefiniert.

3.Schritt: Definition von J:
Es sei ¢ — S(x) € R"*"™ definiert durch

Ski(p) = 0, falls k #1,
Skk(p) = 1, falls )\kk(p) >0,
Skk(p> = —1, falls )\kk(p) <0,

woraus sich S(p) = (S(p))~' = (S(p))T ergibt ( 7 bedeutet Transposition
der Matrix). AuBerdem ist S(p)A(p) = A(p)S(p) = [A(p), wenn [A(p) :=
(A1 (P)Dk,i=1,...,n- Definiere nun

JK - X (3.13)
[f] = (U))SOUCLOL.

J ist wohldefiniert.

4.Schritt: (X, J, (. ,..),) ist ein Kreinraum.

BeweEls: J = J~! folgt direkt aus S(p) = (S(p)) .
J = J* folgt wegen S(p) = S(p)T und S(p)A(p) = A(p)S(p).
(., J.) ist positiv, weil A(p)S(p) = |A|(p) gilt, und es gilt insbesondere

(A, Tl e = (U]  [Ug)gdya o,

Da (L%(R™,C", |w*|) ein Hilbertraum ist, folgt, weil [f] — [U f] ein Isomorphis-
mus ist, daf (X, (., J..),.) ein Hilbertraum ist. [ |

5.Schritt: Die Einbettung:
Die Abbildung

128 - K (3.14)
[f]g = [f]g«

ist wohldefiniert, injektiv, Bild(c) liegt dicht in X bzgl. (., J..),., und es gilt
(Fle [Ny, = Wlflgs tlf]o e

~ ~ '8
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BeweEls: Wir zeigen zunéchst, daf #(R™,C") C ¢

Sei f € .(R™,C"), wir miissen zeigen, dafl U f € .Z?(R™,C",w*). Es ist:
LU = Y [ OIE i
k

Weil U(z) orthogonal ist, sind die Eintréige in U(z) kleiner gleich 1, daher

(Ul = 1D Uil <D 1A,
l l

und Y, >, [ |fil dlwi,| existiert, weil die |wj,| polynomial beschréinkt sind.
Damit ist .(R™,C") C ¥ .
Weiter existiert fiir Schwartzfunktionen auch

OLUD = [ (S Flalss | do
ij

; Z/ﬁf] d‘wi]‘|. (315)
ij

Man darf hier Summe und Integral vertauschen, weil .%(R™) C L*(R™,w;;)
gilt, fiir alle 4,5 = 1,...,n. (w;; ist polynomial beschréinkt!) Daher® bekommt
man fiir f,g € . (R™,C")

(f,9) = Z/ﬁgz dwgi, (3.16)
kl

und deswegen

(£ [9), ) = (Fr0) = (F.0)0 = (F), (3]s (3.17)
Jetzt zeigen wir, daB [Z(R™,C")],x C [#]» = K dicht ist:

Sei dazu [g] € K so gewahlt, daf [g] L [ (R™,C")]; ,,senkrecht* bezieht sich
dabei auf das positive Skalarprodukt von X, d.h.:

([f], Ilgh = (£, (U(NTSOU()g()), =0,

5Gleichung (3.16) ist im allgemeinen falsch, fiir f,g € #, da die Matrizen U die Kom-
ponenten verschiedener .#2-Riume, d.h. Funktionen mit unterschiedlichem Abfallverhalten,
vermischen. Man moge sich das etwa an folgendem Beispiel deutlich machen:

Wir wihlen dw(p) = h(p) dp, mit

—( 1=x( 1+x(p) - _J1, fallspe[-1,1]
o) '7( 1+x() 1-x(p) ) sowie X(p) = {0, falls p € R\ [~1,1] °

Dann erhélt man
1 0 1 1 -1
dw*(p) = A(p) dp = Uh UTd:( )d, i U:—( )
w (p) (p) P (p) 74 0 —X(P) D iur \/5 1 1
was offenbar bedeutet: Z2(R,C?,w*) = {f | [;[fi(p)|* dp < Oovf[—1,1] If2(p)|? dp < <};
z.B. ist g : R — C? mit g1 = 0,92 = 1 aus dieser Menge. Dann ist U7 g(p) = %(17 1), und
man hat UT g =: ¢’ € /. Es folgt nun jedoch, daB [ g} g} dwi1 = [ %~%(1—x(p)) dp = oo.

Da dies ein Summand aus (3.16) ist, existiert die rechte Seite von (3.16) hier also nicht.
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fiir alle f € Z(R™,C™). Also:

/ U 0). N OU@g@)do(p) =0, fiir alle f € #(R™,C").

Wihlt man f = (f1,0,...,0) so ist
/ AEUDTNEUE)gE): dolp) =0, fir alle f; € F#(R™),
= (UOYNOU)g()1 =0, p-fast iiberall.

Analog folgt so fiir alle k =1,...,n

WOTAU)g())k =0,  p-fast iiberall.

-0 - % [ 9@ C@ N @U@l dofa)

= <U97U9>w
(lg], I1g])sc -

Ist also g aus dem orthogonalen Komplement von . (R™, C"), so ist [g] = 0 € X;
[(Z(R™,C")], ist also dicht in K.

Weil die Fouriertransformation © ein Isomorphismus ist, bekommen wir also
auch, daB [ (R, C")],, C K dicht ist.

Die Aussage des Lemmas ist somit bewiesen, wenn wir noch zeigen, daf3

f20=f%0 firfesR™C".

Sei also f <.

= (f,h=0
(3.17) 2
=" [, )elrmncry =0

= <f7 >J£’ =0,
wobei die letzte Folgerung wegen der Dichtheit und wegen der Stetigkeit von
S (R™,C") 3 g (f,9),

gilt. Diese Abbildung ist stetig, denn mit Cauchy-Schwarz gilt:

9= 9. = 1UfUg).I"
= [Uf,8Ug)..
< (Uf,Uf).. (SUg,SUg)..,
= (Fi ) (9:9)en s
womit die Aussage des Lemmas gezeigt ist. |

Damit ist Satz 3.1 bewiesen.
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Bemerkung:

i) K ist bis auf unitére Isomorphie eindeutig:

Erfiillen etwa ¢/ : 8 — X', (K', J', (., .-)) auch die Behauptung aus Satz 3.1,
so wird durch ¢f — ¢/ f ein unitérer Isomorphismus zwischen den Hilbertriumen
(K, (., J.)y) und (X', (., J"..),,) definiert.

ii) Topologisiert man 8§ mit der Quotiententopologie, so ist ¢ : §1) — X ste-
tig, weil die Schwartzraumkonvergenz die Konvergenz der Integrale nach sich
zieht.

iii) Man beachte, daB ¢($()) im allgemeinen nicht invariant ist unter der Wir-
kung von J, denn durch das Umklappen der Vorzeichen (Multiplikation mit der
Matrix S(p)) kénnen Unstetigkeiten entstehen. Im Fall dw,,, = m3(—n,, dH+ +
2id,id, dHy) kann man das etwa in Gleichung (3.8) oder im néchsten Abschnitt,
in Gleichung (3.18), beobachten.

Beschrianken wir uns wieder auf den vierdimensionalen Fall, d.h.: m =n = 4.
Die Konstruktion aus Satz 3.1 iibertriagt sich kanonisch auf 8¢ aus Gleichung
(2.3):

Satz 3.2 Sei (8o, (. ,..)s,) wie in Kapitel 2 gegeben. Dann gibt es einen
Kreinraum (Ko, Jo, (. 7..)xo), und eine dichte, lineare und stetige Einbettung
Lo : 8¢ — Ko, so daf

<f7g>50 = <L0f7 LOg>g<07 fiir alle f7g S 8O-

BeEWEIS: Sei (X, J, (. ,..),) aus Satz 3.1 fiir m = n = 4 gegeben. Es sei K, :=
Fock(X), der bosonische Fockraum® iiber (X, (. ,J..),.). (. s+, S€l kanonisch
definiert durch

(0, V), = Potho + (p1, Y1)y + (02, ¥2) (o) + (03,¥3), 5 + -+,
wobei K(") := (X ® --- ® K)*¥™ das symmetrische n-fache Hilbertraumtensor-
produkt von (X, (. ,J..),) mit sich selbst ist, und (. ,..) darauf kanonisch
gegeben ist durch (. ,..),.. Weiter sei
Jo = idcaJ o J? o O e, ..
= dide ® J ® JOJ B JRIR] ©...

(Ko, Jo: (- )i, ) ist dann ein Kreinraum, und
Lo . SO — :K:O
[(90079017‘1027"')] = [(900»@17(&27"')]
erfiillt analog zu Satz 3.1 die Behauptung. ]

B und ® liefern so fiir reelle f € .7 (R*, C*), g € .7 (R*) symmetrische, dicht”
definierte Operatoren auf Ky:

B(f),®(g) : (80 — XKo) — (80 — Ko).

6Siehe etwa [RS1], Seite 53.
7Symmetrisch bzgl. (. ,..)9(0 und dicht bzgl. (., J..)

Xo*
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3.2 Zur Positivitat von ¢

Zerlegen wir Ky in die Eigenrdume von J:
Ko = KE)H@ KE)_}~

Offenbar ist 1o(£2) € fK([)H. Kann man nun fiir alle n € N und beliebige f1,..., f, €
7 (R*) schlieBen, daf

Ww(®(f1) .- D(fa)0) € K'Y,
so ist ® positiv, denn dann folgt:

VY € A(®) : 1(YQ) € K5
= VY € A®) : YR = (o(YR),00(YR)), = (oY), Joro(YR)),, > 0.

Dies motiviert die folgenden Uberlegungen:

In Lemma 2.3 sieht man, dafl

O(f) = W—limZakl B, (fr)Bu(fi): -
Die Bedingungen ) — iz) aus Lemma 2.3 leisten jedoch mehr:

Lemma 3.2  Seien f(V, ..., f( € .7 (R*) beliebig, und zu f(*) seien ( ,ii))keN, C
Z(R*,C*) und (Oé;(;)l)k,leN C C Folgen gewiihlt, so dafl die Bedingungen i) — iix)
aus Lemma 2.3 erfiillt sind. Dann gilt:

w0(@(f1) ... e (f™)9)

Ny N,
. . 1 n 1 1 n n
= Nhinoo. . .Nhgoo to( Z . Z O‘l(cl)ll . .a,(cn)ln :B(f,gl))B(fl(1 )): e :B(flgn))B(fl(n )): Q)
! " E1,l1=0 kn,ln=0
e Ko

(Konvergenz in der Hilbertraumtopologie von Xg)
BEWEIS: Setze F := &(fM)... &(f(™)Q und

Nl Nn
«

Fn,. N, i= Z

k1,l1=0 knyln=0

b o BUGDBUD): o BUIBU): Q.

1

Es ist zu zeigen, dafl

<L0(F — FNl...Nn)7JOLO(F — FN1<~-Nn)>9< — 07 fur Nn,. . .,Nl — O

0

Das Bilden des Skalarproduktes involviert Integrale, das Auftreten von Jy verindert
die Mafle die beim Integrieren auftreten. In der Notation aus dem Beweis von
Satz 3.1 heiBt das einfach, dal man an Stelle von dw = h dp = UTAU dp mit
UT|\|Udp integriert. Die Bedingungen v) — 4ix) aus Lemma 2.3 liefern dann in-
tegrierbare Majoranten, und man darf wegen i) — iv) Grenzwerte und Integrale
vertauschen. ]
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Ist es moglich sich bei der Wahl der f; in einer gewissen Weise zu be-

schrianken, so kann man, wie der néchste Satz zeigt, daraus die Positivitit des
Feldes ® schlieflen.

Satz 3.3 Fiir f € .7 (R*) seien (fi)reny C - (R* C*) und (o 1)k, en C C
Folgen, so daf} die Bedingungen i) —v) aus Lemma 2.3 erfiillt sind. Es bezeichne
fir g € 4, [g] die Aquivalenzklasse in K. Kann man fiir alle f € . (R*) die
Folgen (fi) und (o) so wihlen, dafl zusétzlich

i) fiir alle k sind [fi] und [f] Eigenvektoren von J,
ii)  fiir alle k haben [f] und [fx] denselben Eigenwert,

iii) ap =0, falls [fx] und [f}] verschiedene Eigenwerte haben,
so ist ® positiv.

BEWEIS: Es bezeichne JCE)'H den Eigenraum von Jy zum Eigenwert +1. Wir
zeigen zuerst, dafl fiir alle n € N

Lo (H :B(gx)B(hg): Q) EIK([)H
k=1

ist, wenn immer [gx], [h&], [9x], [hx] Bigenvektoren von J zu demselben Eigen-
wert sind. Wir beweisen dies mit vollstéandiger Induktion:

Induktionsanfang:

(n=0):

Lo (H :B(gr)B(hs): Q) = 10(0) € KL,

ke

Lo (H :B(gr)B(hg): Q) = 10((0,0, %(gl ®@h1+h1®¢1),0,...)) € fK([)H.
k=1 2

Induktionsschritt:

Sei

v := (0,1, P2,...) == H :B(gr)B(hg): Q, und tpp € ngr].
k=1

Sei (™) .= (0,...,0,¢m,0,0,...) die Projektion von ¢ auf den m-Teilchenraum.
Ausreichend zu zeigen ist somit, dafl

to( Blgns1)Blhns1): 15 10(™)) € K.

Fiir m = 0 gilt dies, wie im Induktionsanfang (n = 1). Sei also m > 1.
M, € KM = (K@ ... oK) (1™ kanonisch gegeben) besteht aus
Summanden der Form

L eG]®...0[G]®...
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wobei G € {g1,...,Gn, 1, .., hn}. Weil aber oo™ € fK([)H, heifit das analog
zu Prop. 3.1, daB die Anzahl von Faktoren aus K[~ gerade sein mu. Wirkt nun
B(gni1)B(hng1): = b1 (gn1)b" (hni1) + b (gn11)b(hnt1)
+ bT(hn+1)b(9n+1) + b(gn+1)b(hng1)

auf (™, so bewirkt der b'(g,11)bT (hny1)-Anteil weitere Faktoren g1 ® hpy1

plus symmetrisierte Terme. Da jedoch [§,,4+1] und [h,41] denselben Eigenwert
haben, ist

Lo (bT (9n+1)bT(hn+1)<P(m)) € j<[OH'

Wirkt der Vernichtungsoperator b(g,+1) auf einen einfachen Tensor, so bedeutet
das wegen (3.17):

GG ®... — \/E<§n+1,G1>S(1)G2®G3®..,
= \/E<[§n+l]a[é1]>xG2®G3®...

Nun ist [§,+1] Eigenvektor zu J, daraus ergibt sich wegen (3.13):

JGns1] = [UTSUGns1] = [UTSUG,, 4]
= [UTSUgn+1] = £[Gn+1]
= i[énJrl]v

weil UTSU reell ist. [G,41] ist also auch Eigenvektor zum gleichen Eigenwert
wie [gn—kl}' B . .

Damit verschwindet ([gn+1],[G1])y, wenn [G1] nicht den Eigenwert von [§n,1]
hat. Hat [G4] denselben Eigenwert wie [§n41], so wird durch das weitere Wir-
ken von bf(h, 1) wieder ein Element gleichen Eigenwertes hinzugefiigt, plus
symmetrische Terme, also

t0 (b (has1)blgns1)9™ ) € KE.
Folgt als zweiter Operator b(hy,+1), so erhiilt man

([Gns1ls (G (1], [Galh G © Ga ® ..,

was nur dann verschieden von Null ist, wenn [G4] und [G2] im selben Eigenraum

liegen, weil [gn+1] und [h,41] im selben Eigenraum liegen, also

Lo (b(gn+1)b(hn+1)<ﬂ(m)) e K.

Damit ist zusammenfassend:

n+1
0 (H :B(gi) B(h): ﬂ) e %4,
k=1

was zu beweisen war. _
Nun seien f) ... f(™ ¢ Z(R?*) beliebig, und zu f* seien (f,il))kemc
S (R*,C*) und (a;(i)l)k,leN C C Folgen gewéhlt, so daf} die Bedingungen ) —iix)
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aus Lemma 2.3 und die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind. Dann gilt nach
Lemma 3.2 und wegen der Stetigkeit von Jy:

Joto(@(F1)... @(f))

N N,
. . 1 n) . 1 1)y. . (n n)\.
= olimdimeo( D00 agy, oyl BUGBUY ) BUC)BULY ) 9)
k1,l1=0kn,l,=0
N1 Ny,

: , (1) IV NI CO N O N O
- 1}vri1...1jlvyilJ0Loilz;).]€.lZ Oaklll ey B(f)BA): - BU)BA™M): Q)
15t1= nsln=

Ny N,
= dimdmeo( Do D7 ey, ol BUBUY ) - BUC) B Q)

k1,01=0 kp,ln=0
= 1(@(fM) ... e(f™)Q).

Das heit also, daB ¢o(®(fM) ... &(f™)Q), fiir beliebiges n € N und beliebige
fO, ) e #(RY), Eigenvektor von Jy zum Eigenwert 41 ist. Daraus folgt,
dafl @ positiv ist. |

Betrachten wir

dw(p) = 7 (=1 dH 4 (p) + 2(pupv) v dHo(p)]

so ist die Diagonalisierung w* von w gegeben durch

dw*(p) = 7° [(—n dH(p) + 2 E(p) dHy(p)],

> 0 0 0
0 0 0 O
0 0 0 O

und J : K — K ergibt sich zu

([ ) e

wobei X, . Xv, die charakteristischen Funktionen von V;" und V. sind. Die

orthogonale Zerlegung von X geméi8 (3.4) ist dann:

xH = {[q] | 90|V+ = 0, H-fast iiberall} (3.19)
K1 = {lg] | §=0, Ho- und H,-fast iiberall
und gO|VO+ = 0, Hy-fast iiberall}. (3.20)

In diesem Fall gibt es keine Moglichkeit Folgen zu finden, die die Voraussetzun-
gen aus Satz 3.3 erfiillen, da man [f o 0 n] auf ganz V; x V w,,-fast iiberall
mit Eigenvektoren [fk] = [(fg, ce f,f)] approximieren miifite. Dann darf aber
f2(p) fiir p € V5" nicht verschieden von Null sein, denn dann ist fQ € .7 (R?%)
schon in einer Umgebung von p verschieden von Null, also auch im Innern von
V. In dieser Situation ist dann aber [fx] kein Eigenvektor. Daher kann man
[f o0 (eo @ eg)]® nicht auf Vgt x Vi+, Vi x V5 und V3" x V. approximieren.

8{e, | = 0,1,2,3} ist die Standardbasis des C*.
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Wegen der Eindeutigkeit von X ist es auch nicht méglich, hier ein , besseres®
J' 8 — K’ zu finden, so daB die Bedingungen von Satz 3.3 erfiillbar sind.
Die Frage nach der Positivitdt von ® bleibt an dieser Stelle also unbeantwortet.

Im Fall von

dw,, = 7 (=1 )dH
ist w bereits Diagonal, also w* = w, und es ist J[g] = —n|g].
@ ist dann positiv, weil —[freo] ® [fieo] + [frer] @ [frea] + [frea] @ [frea] +
[fres] © [fies] eine Summe von Produkten von jeweils zwei Eigenvektoren
zum gleichen Eigenwert, unabhéngig von f, € . (R*), ist. Man kann dann
> aklfk ® fz — fo o beziiglich des Lebesguemafles wihlen.
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Kapitel 4

Der Beweis, daf3 ¢ indefinit
ist

In diesem Kapitel zeigen wir, dafl das normalgeordnete Skalarfeld @, konstruiert
aus dem konform kovarianten, freien Vektorfeld B mit Skalendimension § = 2,
nicht positiv ist.
Aufgrund des Argumentes am Ende von Abschnitt 2.4, geniigt es zu zeigen,
daf
B(f)B(g) € n-lim A(D).

Wir werden jedoch am Ende von Abschnitt 4.2 sehen, dal man bereits mit einer
etwas verschérften Form (der entsprechenden Hilbertraumversion) der Aussage

B(f)B(g) € w-lim A(®).
die Indefinitheit erschlieffen kann.

Auf einer heuristischen Ebene lassen sich die einzenen Schritte des Beweises
wie folgt formulieren:

Wir haben das Feld ®(z) = Y n* :B,(x)B,(x): und die von ® erzeugte
Algebra gegeben. Mit den Operatoren aus dieser Algebra fithren wir gewisse
Kurzabstandslimiten durch, das heiffit wir betrachten Grenzwerte von Produkten
von Operatoren im Limes kleiner Minkowskiabstéande.

In einem ersten Schritt konstruieren wir so aus einer Summe von Produkten
zweier Feldoperatoren von ® den Operator :B,(z)B,(x): , wir 16sen also die
Summation iiber die Indices auf. Dann verwenden wir Produkte dieser Opera-
torn, um zu folgern, daf auch :B,,(x+ ¢)B,(x): , mit lichtartigem ¢, in der von
® erzeugten Algebra ist. Durch Iterieren dieses Schrittes finden wir dann, dafl
auch :B,(z+ (+§&)B,(z): , fir ¢ und & lichtartig, in der Feldalgebra von &
ist. Da man aus zwei Nullvektoren jeden Vektor y — 2 € R?* linear kombinieren
kann, schliefen wir, daB bereits :B,(y)B,(z): , fiir alle z,y € R*, in der von ®
erzeugten Algebra ist. Schlufiendlich ist somit auch

Bu(y)Bu(x) = :Bu(y)Bu(x): + W (z,y) 1

in der von ® erzeugten Algebra.
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In [LS] werden aus dem Wickquadrat :¢(z)¢(z): des freien skalaren Feldes
mit Masse m die Operatoren ¢(x)¢(y) rekonstruiert. Dabei ist die Vorgehens-
weise, Limiten groflen Abstandes in lichtartiger Richtung zu betrachten, das
Pendant zu den hier durchgefiithrten Kurzabstandslimiten. In unserer Situation
ist neben dem Trennen der Punkte auch das Auflésen der Summation iiber die
Lorentzindices notig.

4.1 Voriiberlegungen

Einige technische Voriiberlegungen sind in diesem Abschnitt ausgelagert, um
die nichsten Abschnitte tibersichtlicher zu gestalten.

Betrachten wir die Zweipunktfunktion W = (Wy,),,—o0,...,3 des Vektorfeldes
B zur Skalendimension § = 2 mit den Komponenten

T mw(x - 9)2 —2(z — y)u(x — Y
Fr= W (F) = }{% (—(20 — 0 —it)2 + |7 — §]2)3 F(z,y) d(z,y)

und die aus dem Nenner abgeleitete Funktion
he(@y) = (=% —y°)? + |7 - 7)°.
Weil mit F € .(R***) auch hF € .7 (R*™?) ist, ist hW,, definiert.

Lemma 4.1  hW,, ist regulér, und es gilt fiir alle F € .%(R**4):

(W, )(F) = Wy (hF) = / (M (& — ) — 20z — ) — 1)) 2, ) d(z, y).
BEWEIS: Es ist

(= (2° —it)* + |7]*)? (@ — it + [&]) (2 — it — |2])?

(@ +12)* + %) ((2° = |2])* + )
(@ + |21)%) ((2° = |7))*)
(

(@) — |7]%)*.

VoI

Deswegen gilt

(=g +E = |,

(—(20 — 0 —it)2+ |7 — g12)3| —
und man darf, mit majorisierender Konvergenz, den Grenzwert unter dem In-
tegral ausfithren. [ ]

An spiterer Stelle wollen wir Versionen des Wickschen Theorems verwen-
den, zu dessen Formulierung man Produkte der Form W,y ® W, ® W, auf
Hyperebenen der Form v : (21,29, x3,24) — (21, x2, T2, T3, T3, 24) einschrinken
will, d.h. man will die Zuriickziehung v*(Wy) ® Wy ® Wer), bzw. Produkte
von Wiy mit W, bilden'. Daher benétigen wir

1Die allgemeine Theorie zur Multiplikation oder Zuriickziehung von Distributionen findet
man etwa in [Ho] oder [RS2].
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Lemma 4.2 Das Produkt von W,y mit W, existiert.

BEwEIS: Wiihle cin F € .(R*). Aus W, (F) = [ F(u, —u) dw,,(u), folgt,
dal T'r WW Cc K := ?+ x (—=V ). Dies ist ein Kegel in R* x R?*, wir kénnen
daher schlieflen, dafl F oo € Y(Kvx K), wobei o(p,q) = p+ q,p,q € R
D.h. es gibt F € .#(R**?), so daB F|gxx = F o 0|k x K, und es ist

(W W) (F) = (W W )(F)
_ ﬁ(Ww*Wm)(F)
ﬁ(w & Wi)(F 0 0)

= s W © W) (F)

unabhiingig von der Wahl von F, also wohldefiniert. |

[t

In den néchsten Schritten geht es darum, spezielle Folgen von Testfunktio-
nen, die den Folgen aus Lemma 2.3 &hnlich sind, zu behandeln, um Produkte
bzw. Zuriickziehungen von Distributionen zu approximieren.

Es sei v € R?, fiir t > 0 sei 6; € .7(R*), so daB 6; > 0, [ 0:(x) dz = 1 und
Trd; C {z € R*||z| < t}. Nun wihle (f)reny C 7 (R*) und (O‘](:l))kr,leN,t>O cC,
so daB fiir f € .7 (R*)

N
S alf® fi L6~ =) f(—v) € SRY), fiir N — oo, (4.1)
k,l=0

gilt. (Man moge als (fx)ren etwa die Hermitefunktionen wéhlen.)

Nun sei A, : R* 3 y — (y +v,y) € R* die verschobene Diagonalabbildung
und T € .&'(R**%) gegeben durch eine glatte Funktion F. Die Zuriickziehung
AT € ' (R?) existiert dann und ist gegeben durch FoA,. Es ergibt sich dann
unmittelbar

N
S ol T(fref) T T@(— . —0)f( .~ v))

k,i=0

= /F(:v,y) o(z—y—v) flx —v) d(z,y)

Fly+wv,y) f(y) dy
= (A;D)(f)

Selbiges gilt auch, wenn T’ € .’ (R*+4) die Eigenschaft hat, daB T'(j) = J 9(p.q) dp(p. q)
gilt, wobei p ein reelles MaS ist, das die Eigenschaft hat, da hoo € L' (R*+4,|p|),

fiir alle h € . (R*) (o ist die Summenabbildung (p,q) +— p + ¢.). Um dies ein-
zusehen, beachte man, daf§ die Fouriertransformation von §;( . —.. —v)f( . —v)
gegeben ist durch (p.q) - 8,(~q)f(p + )¢, und da |5,(p)| < gl

t, p, sowie daf 5 — (2;)2, punktweise fiir ¢t \, 0 (sogar gleichmiflig auf allen

fiir alle
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Kompakta). Dann folgt mit majorisierender Konvergenz:

Za T(fe®fi) =5 TG~ =v)f(.—))

k,1=0
/ de(=a)f(p + @)e™™" dp(p, q)
- / @t e 0)p.q) dolpya)
= (AXT)(f).

Dieses Verhalten iibertriigt sich dann fiir beliebige n > 4 auf T € %" (RA™),
wenn T in je zwei Komponenten durch solche Mafle p1, po gegeben ist, d.h. es
gibt § € . (R*~16), 50 daB fiir alle gV, ..., g™ € 7 (R*) gilt

T(gM®..0¢") = /g(‘”(p)g(”)(q) dp1 (p, Q)/g(c)(p)g(d)(q) dp2(p, q) -
SgM ... gV gglth g ).

Dann gilt (wenn n=4):

M N
ZOZ z (t)sz®fJ®f’f®fl)
i,j=0 k,1=0
IS T =) (=) @6 =) (=)

TN (AL @ AT @ f),

wobel A, ®A, : (z,y) — (x+wv,x,y+v,y) ist, und man sieht ein, dafl die Grenz-
werte jeweils in beliebiger Reihenfolge durchfithrbar sind: limps—,co imy— oo
oder hrnNﬂoo limps_.oo oder limp;— y_.o0, analog fiir s, t.

Diese Uberlegungen sind fiir uns deshalb von Interesse da, wegen Propo-
sition 2.12 und wegen T'r w,, C V., beliebige Tensorprodukte T von W €
LN(RYY) und (Ag, (DA, () Ak, () .. )(p,9) (als regulire Distribution) je-
weils obige Eigenschaft haben ( so lange man nicht etwa versucht AXW,, zu
bilden).

Man beachte noch, da8 fir 5,7 € ' (R") gilt: (S @ T)(g9(. — ..)f()) =
ST * g)(.)f(.)), was wohldefiniert ist, weil die Faltung .#/(R") x .(R™) C
{f € €>=(R") | 3P f polynomial beschrinkt, fiir alle 3 € N"} erfiillt.

Wir werden diese Zusammenhénge im Folgenden ohne jeden weiteren Kom-
mentar benutzen.

Notieren wir fiir den Moment mit J¢ die vierdimensionale Deltafunktion : f —
f(&). Wir setzen dann W,E?,) = (8¢ ® 80) * Wy, was fiir F € . (R¥) bedeutet:

© () — lim [ M@ HE=9)* — 2@+ E—yuz+E—y) p
Wuu (F) t\()/ (—(Z‘O _|_€0 _ yO _ Zt)2 + |j‘_~_ é‘ _ 2-7|2)3 F(xay) (x,y)
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bzw.
W' (F) = n / F(p, —p)e™ P (—n,, dH(p) + 2p.p, dHo(p)).

WEeil der in der Fouriertransformation zusétzlich auftretende Exponential-
faktor nichts am Trager der Fouriertransformierten éndert, existieren auch die
Produkte W/SSI)WS\Z’); der Beweis ist der gleiche wie fiir Lemma 4.2.

Zum Beweis der folgende Aussage 148t sich auch die spezielle Folge aus Glei-
chung (4.1) verwenden, wenn man die Grenziibergiinge N — oo,t \, 0 an ge-
eigneter Stelle mit einem e¢/2-Argument zusammenfafit. Wir jedoch fithren den
Beweis direkt:

Lemma 4.3 Seien ¢, € 8y, F € Z(R***) vy, 09,6 € RE Dann existiert
eine Folge {Xg | R € N} C A( :[A,(fl)][Ag‘Ug)]: ), so daBl

(As( . + o)A +02)(0, ) WD)(F) = Aim {0, Xri)s, -

BEwEIs: Die Funktion W,E,E,) s F und ihre Ableitungen sind aus ¢ (R***) und
polynomial beschrankt. Wir wéhlen, fiir R € N, Abschneidefunktionen yr €
S (R7*4) sodaBB0 < xg < 1und Xg|p, = 1, wobei Bg := {u € R | |u| < R}.
Dann definiert

FR(pa Q) =

e DV < F)ip.a)

eine Schwartzfunktion Fr := Fr € . (R**t%). (Im Ortsraum wird die Multiplika-
tion von X g zu einer Faltung mit x g, d.h. Fg ist eine Glattung der Distribution

(W) F). )
Daraus folgt:

(o, JALDNATD): (Fr)w),

Def.2.
f212 / Fr(@, 9)An(z + v1) Ax(y + 02) (0, 9) d(z,9)
ProgéQ.lZ Z/FR Gz dﬂgg\

1 . e - i
_ Z/WXR W« F) G; a0

R—o0 1 —© - %
— Z/(2w)4(W/59*F) G dOf) = &.

—

Den Grenzwert darf man unter dem Integral ausfiihren, weil (W,Ei) * F‘)Gi S
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7 (R**4) vom Betrag her eine integrierbare Majorante fiir |Q /\| ist. Dann folgt

& = ﬁ Z://F(zﬂ— u,q — u)e” €% dw,, (u) Gilp,q) A28 (p, q)
Fubini /@( (AK(.+v1)A,\(..+U2>(%¢)5*F )

(2m)
= Wi (Al 4+ 01) AN+ 02) (0, 9)F)
= ((Ax(- + o) Ax(. +02)(<P,¢))W;59)(F)-

Wir haben also gezeigt, da die Folge (Xgr)ren mit X := :[A,({vl)][AE\”)]: (Fr)
die Behauptung erfiillt. |

Es gilt sogar:

Lemma 4.4 Die in Lemma 4.3 definierte Folge (X r) ren konvergiert schwach
gegen ein X € End(Sy).

BEWwEIS: Die Behauptung folgt, wenn man die Form der G; und Qfg explizit
ausschreibt, d.h.

(o, TASINASL: (Fr)w),
= [lanle + oar+ o), + fane + oo, anly + 020,
Hax(y + v2)p, ax (@ +v1)P)s + (9, an(@ +v1)ar(y +v2)d)s ) Fr(z,y) d(z,y)
bt 12 / (p, @)™ Pe™29 Fr(p, q)tho dwip(p) dwrn(q) + V23 /

TN / B ()€™ Pr(p, —)d% (@)e™ dwny(p) dwss(q) + V22 / ot
+ V1 /@ €2 Fp(q, —p)di (p)e ™™ dw,,(p) dwx, (q) + v2~2/...+
+ V2. 1/@0 Fr(—p, =)0y (q,p)e” " Pe™29 duw,.,(p) dw,(q) + V3 - 2/...+

VT [ e et (5 s F)(—p. =)t o (o) dons(a) + V2B [+
£ VT[S 0 s F)p it @ doy(p) donla) +VEE [k
s VT [ @@ VD« F)a (e donul) dons(@) + V22 [+
s VI [y (WO )05 p)e™ e dar ) dons(a) + VB2 [ oo

Diese Integrale sind nun das Skalarprodukt von ¢ und einem zweiten Vektor

o1



X (¢) € 8, weil aus Tr w,,, C V. folgt:

—

i) A(p,a) = (W) % F)(—p, —q)e™ ey € # (Vo x V),

i) {p— / (W) % F)(=p, q)e™Pe™ 2090 (q) dwy,(q)} € L (V4),
i) {p— / (WS % F)(—g, p)e1Pe29k (p) dwy,(p)} € S (V4),
iv) /(W@W « F)(p, q)e " "1Pe 294 (¢, p) dwy,(p) dw,(q) € C,

und entsprechend fiir die weiteren Summanden. Man sieht ein, dafl die so ge-
wonnene Abbildung ¥ — X (¢) linear und stetig (bzgl. der Quotiententopologie
auf 8) ist. [ |

Definition 4.1 Den durch Lemma 4.4 definierten Operator bezeichnen wir
mit

CACAS WOV F), F e .7 (R
Zusammenfassend gilt demnach
Lemma 4.5 Sei F € (R*™) und ¢, € 8§, dann gilt fiir alle p,v =
0,1,2,3:
i) (LALAYDIW D) (F) € wlim A {ALD)[AL?): ),
ii) (g, (LASNALDIW ) (F)),, = (As(- + v1) Ax (- + v2) (0, 1)) WD) (F).

Nun konnen wir die erste einfache Version des Wickschen Theorems bewei-
sen:

Lemma 4.6 (Wicksches Theorem 2) Seien f,g € . (R*),vi,v3 € R* und
1:8g — §¢ die Identitéit, dann gilt:

A AJ(f) LA AxJ(g)
— (WETHWL(f®g) 1— (WIW) (f@g) 1
AP A [AY) A(f @ g)
ALDACD LW, (f © g) + (AT AW ) (f @ g)
AJALNWED) (f © g) + (AN AW ~)(f @ g).

+ o+

BEwEIS: Wir beginnen mit Operatoren der Form

:Bu(fi)Bu(f;): :Brl(gr)Ba(g1):

mit zwei Folgen (f;)ien, (9x)ken C -7 (R?), die wir jeweils gemiifl Gleichung (4.1)
wihlen:

N
S alfi0f; L s~ — o) (.~ ) € SRYY, fiir N — oo,
i,j=0
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und
S 5
Z Bl(c‘;)gk: ®@qg —0s(.—..—v3)g(.—wv3) € y(R4+4)7 fiir M — o,
k,1=0

fiir gewdhlte f,g € .7 (RY).
Wegen der kanonischen Vertauschungsrelationen [b,(f), b},(g)] = W, (f®g)
(oder auch Prop. 2.8) findet man unmittelbar:

B.(fi)Bu(f;): :Bi(g9x)Balg1): =

u(
v
v

) By (1) B (gr)Bx(g0):
)Bk(gl) W;M(fi@)gk
) B (gr): Wur(fi ® g1
) B (
)B:(g

?ﬁbb?ﬁ

w(fi)Ba(g): Wor(fj ® gk
u(fi k): Woalf; @ g
Ww(fi @ ge)Wur(f; ® gi)1

+ Wua(fi ® g)Woi(f; @ gi)1.

b

K

+ 4+ + +

Wir bilden nun auf beiden Seiten die entsprechenden Summen und fiithren die
Grenziibergéinge M — oo, N — 00,5 \, 0, \, 0 durch, um das gewiinschte
Resultat zu erhalten:

Wihle ¢, € 8, dann bekommt man fiir die linke Seite

N
> af Z B e, Bu(F)Bu(f3): :Brlgr) Balo): ¥,
1,j=0 k,1=0
M;oo
Za Bu(fi)Bu(f5): [Ax][AN]: (0s(- — .. —v3)g(. — v3))¥)s,
1,j=0
N=ge
(o, [Au[A]:(0e (- — . =) f( = 1)) ARJ[AN: (65 (- — . — v3)g(. — v3))b)s,
s\_)O
(@, JAA): (G- — . = v1) f(. = 1)) AL AL (9()))s,
t\,0

(o, ARV AL(F()) LAY AN (9())W), -

Daf} die jeweiligen Grenzprozesse die angegebenen Ergebnisse liefern, sieht man
ein, wenn man jeweils den Operator X, an dem man nichts manipuliert, mit ¢
oder 1) zu einem neuen ¢’ := X*p, oder ¢" := X1) zusammenfafit und dann den
anderen Operator als schwaches Integral, ausgewertet in (¢’, %) bzw. (¢, ¢"),
ausschreibt.
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Die sechs Terme auf der rechten Seite werden zu

Z zﬁ,ﬁ(@,. () Bulf3) Buelor) Balar): ),

(@, Bu(f5)Balgr): ¥)sy Wi (fi ® gi
(@, Bu(fj)Br(gr): ), Wur(fi @ g1
(e, :BM( fi)Bx(q0): > Im(fj ® gk
(@, Bu(fi)Bilgr): ), Wur(fi @ g1
W (fi ® gi)Wur(f; ®gz)<<p Vs,

W#A(fi & gl)Wun(fj ® gk)<90vw>so>‘

~— — — ~—

+
+
_|_
+
+
+

Wenn wir diese Ausdriicke als ihre jeweiligen schwachen Integrale schreiben, so
folgt, dafl dies gleich

éwéw(
/(A#(xl)Au(xQ)Ax(yl)A)\(yQ)(@v1/)))fi(xl)fj(zQ)gk(yl)gl(yQ) d(w1, 22, Y1,Y2)
b [ (Aa2) A000) (0 0) Sy a2d) dlor, ) Wl © 1)
b [ (A A0 ) 5 (w2)n(w) dlor,n) Wonlhi 9.1
+ /(Au(a?l)AA(yz)(%w))fi(m)gz(yz) d(z1,y2)Wor(f; @ gr)

/ (Au(z1)Au(y) (@, ¥)) fi(z1)gr(y1) d(z, y1)Wor(f; @ g1)
W;Ln(fi 2y gk)WV)\(fj & gl)<903 Wso

W ® @) Woel; @ gk><so,w>so)

_|_

ist. Da .(R™) ein nuklearer Raum ist, sind dies nun gerade solche Distribu-
tionen in der Variablen f; ® f; ® gr ® g1, wie wir sie im Anschlufl an Glei-
chung (4.1) diskutiert haben. Das bedeutet, dal man nach den Grenzprozessen
M — oo, N — 00,58\, 0,t "\, 0 erhélt:

/ (Ao +v1) Ay (22) A (2 + v3) Ax(12) (9, V) f(22)9(y2) d(22, y2)

(AL (VAN (e, )W )Y (f @ g)
(A ()AL +v3)(s071/)) ) (f@g)
(Au(- 4+ v) AN (0, )W) (f @ g)
(Au(+v1) Ax( + v2) (0, V) Won ) (f ® g)
(W=D Won) (f @ ), 1),

( )

WS (f: @ )W) (f ® g) (e, v,

v

A
Au(.
Aul.

o+ o+ o+
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In Lemma 4.5 haben wir gesehen haben, dafl die mittleren Summanden be-
reits durch Skalarprodukte mit den behaupteten Operatoren 8 — Sy geschrie-
ben werden kénnen. Damit ist das Lemma gezeigt. |

Wir schlieflen die Voriiberlegungen mit zwei Hilfssétzen linear algebraischen
Inhalts:
Betrachten wir die folgenden neun Vektoren:

Cl = (1717070) <4 = (1?07_170) <7 = (\/ia 17170)
CQ = (17 717()’0) C5 = (170707 1) Cg = (\/ia 1707 1)
(3:=(1,0,1,0) (6 :=(1,0,0,—1) ¢o:=(v2,0,1,1)

(1,...,Co sind alle lichtartig, d.h. (¢x)* = > ¢l ¢¢ = 0, und ihre Tensoren
(r ® ( sind symmetrisch und linear unabhéngig; letzteres, sieht man beim Be-
trachten der Komponentenmatrizen (C,‘;C,;’)H,,,:ow,g rasch ein. Nun ist auch n
symmetrisch, und es gilt Y 7,7 = 4 # 0. Daher ist 7 keine Linearkombina-
tion der anderen Tensoren, weil Y 1, (}'¢Y = 0 gilt. Also ist {n, (1 ®(i,...,(®
o} eine Basis von (C* ® C*)*¥™ das heiBt es gilt

Lemma 4.7 Sei M = (M,,),,=0,...3 eine beliebige symmetrische Matrix,
mit Komponenten in einem beliebigen komplexen Vektorraum. Dann kann man,
durch Bilden einer Summe von Kontraktionen von M mit obiger Basis, jede
Komponente von M linear kombinieren. D.h. fiir alle k, A € {0,1,2,3} gibt es
komplexe Zahlen ag,aq,...,a9 € C, so dafl

Moy = ao 1" My + ) ar Y GiGE My
v k pv

Das néchste Lemma ist eine dhnliche Aussage:

Lemma 4.8 Sei M = (M,,)u,v=0,..3 eine beliebige Matrix, mit Komponen-
ten in einem komplexen Vektorraum. Sei 0 # & = () ,—0,....3 € R* beliebig und
k, A € {0,...,3}. Dann gibt es symmetrische Matrizen Ej, = (E."),=0,...3 €
C** k=1,...,16, so daB

My = Z Z E],:VEZUT&J«&TMVT

kil w07

BEWEIS: Da & # 0 ist auch n¢ = (£§,)u=o0,...,3 # 0. Daher gibt es vq,...,v4 € R*
linear unabhingig, so daBl vpé = (vg, 7€), # O, fir k = 1,...,4. Wegen der
linearen Unabhéngigkeit ist {vy @ v; | k,l = 1,...,4} eine Basis von C* @ C*.
Setze Fj := v ® v, dann ist

Z Z FléwFlngufoMV‘r = Z Z (’ka) ('Ulg) (vk ® Ul)UTMVT'
Kl

k,l p,v,o0,T v, T v v
#0 Basis
Somit gibt es komplexe Zahlen ay;, k,l = 1,...,4, so daBB E,,,, := ayF} mit
ng, =1+ 4(k — 1) die Behauptung erfiillt. |
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4.2 Der Beweis, dafl B(f)B(g) € w-lim A(®)

Bemerkung;:

Fiir den Rest dieses Kapitels verwenden wir die Einsteinsche Summenkonven-
tion, d.h. bei Summationen iiber verschieden gestellte Indices lassen wir, um
die Gleichungen kiirzer zu halten, das Summenzeichen weg (etwa: z,z# =

Zu xh).

Wir wollen der Reihe nach die Aussagen Satz 4.1 (Indices trennen), Satz 4.2
und Satz 4.3 (Punkte trennen) und schliefllich Satz 4.4 zeigen.

Wenden wir Lemma 4.6 auf ® = 9 :[A,A,]: = :[A,A"]: an, so folgt fiir
f,g€ L (RY):

(f)2(g)—2(Wu W) (f2g) 1 = :[A,AM][A AY]:(f@g)+4([AL][AWH) (f2g).
Das heif3t, daf3
(A AM[AL AV (f @ g) + ACIAW[A W) (f @ g) € A(®)

ist. Nun sei h : (z,y) — (—(x — y)?)3, dann ist hA(f ® g) eine endliche Linear-
kombination von Testfunktionen, also ist auch

L(fog) = (A4AAA:(h(f©9)) +4CALA W) ((f © g)) (4.2)
€ A(D).

Man nehme zur Kenntnis, daf§ L(f®g) in den Feldoperatoren von ® quadratisch
ist.

Satz 4.1 Sei f € .(R*). Dann gilt fiir g, =0,1,2,3:
JALAL(f) € w-lim A(®). (4.3)

BEWEIS: Es sei (fi)ren C -7 (R?*) zuniichst eine beliebige Folge. L(fi, ® f;) aus
Gleichung (4.2) ist aus A(®P). Seien @, 1) € 8 beliebig, dann gilt:

L(fx ® f)Y)s,
Lem:4s / A, (2) A8 () A, () A% () (,9) () fi(2) i(9) )
£ (A A 0 )W) (R fi ® f)
/A z) A () A, () A () (9, ¥) (=(x — 9)*)* fi(2) fi(y) d(z,y)

1 / Au(@) A )0, 8) (1 (2 — ) — 2z — 1) (& — v)*) fu(@) fuly) d(z,y)

Lem.4.1

Spezifizieren wir die Folge (fx)gen:
Es sei s > 0, ¢ € R* lichtartig, d.h. (,¢* = (¢)* = 0. Fiir t > 0 sei §; € S (R?),
sodaB 6; > 0, [6;(z) dz =1 und Tr & C {x € R* | |z| < t}. Nun wihle fiir

k,l € N Schwartzfunktionen fi und komplexe Zahlen af} := 2a,gl) gemif (4.1),

die fiir f € .7(R%)
N
> i /i = éét( =8O f(.—s0) € SR, fiir N — o0, (4.4)
,1=0
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erfiillen. Wir wollen

N
lim lim lim E agt
sN\0 t\,0 n—o00 K=o

bilden. Es ergibt sich wegen (¢)? =0

N
> i b T A+ 0) A4 (@) A, ()47 (1), 0) (— (@ - 9)*)°
k,1=0

H4AL (@ +0) A () (0, 0) (1 (= y)? = 2(z — y)*(z —y)")]
50—y — 5Q)fw — 56) d(z,) (45)

0Oy / (Au(y + 5O A, (1)) (0. 0) (~2)CHC Fy) dy (4.6)

N g / (Au() Ay () (0, 0)CHC () dy
= 8 e AL (), O (4.7)

Den Grenzwert s\, 0 darf man mit dem Integral vertauschen, weil etwa

(Au( -+ 5O A ()2, 0) F() 5 (Au()A) ) F(),  Fiir s\, 0.
Es folgt, daf fiir alle Nullvektoren ¢ gilt: (*¢":[A,A,]:(f) € w-lim A(®). Da aber

auch ®(f) =" JA, A (f) € w-lim A(®) folgt, wenn wir M, := :[A,A}:(f)
setzen, wegen Lemma 4.7 schon

JALA ) (f) € w-lim A(®), fiir alle p,v =0,1,2,3.

Man beachte, dafl dies nur deshalb folgt, weil die Integralausdriicke, nach jedem
einzelnen Grenziibergang, durch Operatoren definierte Sesquilinearformen in ¢
und 1 sind (s. Lemma 2.1).

Satz 4.1 ist somit bewiesen. |

Fahren wir, &hnlich zu den gerade gemachten Gedanken, fort:

Wir wissen, daf :[A,A,]:(f) € w-lim A(®) gilt. Mit Lemma 4.6 folgt damit, daf
fiir beliebige, symmetrische Matrizen E = (E"), ,—o,... 3, F = (F")u0=0,...3
gilt:

EWF [ALAL(S) {AcAN]: (9) = 2B" AW Won ) (f @ g) 1

= EMERA JALAV[ALAN:(f®g) + 4E"“”F”>‘(:[AM] [A W) (f @ g)

€ w-lim A(P). (4.8)

Man beachte, daf} die linke Seite wieder in w-lim A(®) ist, weil w-lim A(P) eine

Algebra ist (siehe Korollar 2.1).
Es sei wie oben h : (2,y) — (—(z — y)?)3, dann ist auch

M(f@g) = EMFA{AANAA] (W] @ 9)) +4CIA AL W) (h(f @ g))]
€ w-lim A(®). (4.9)

Mit den Operatoren L(f ® g) ist auch der durch Summen gebildete Grenzwert
AL AL (f) quadratisch mit Feldoperatoren von ® zu approximieren. Damit ist
wegen (4.8) M(f ® g) von vierter Potenz in den Operatoren von ®.
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Satz 4.2  Sei f € .(R*) und ¢ € R* lichtartig. Dann gilt fiir pu,v = 0,1,2,3 :
[AO A (f) € w-lim A(D). (4.10)
BEWEIS: Sei ¢ € R*, beliebig, mit ()2 = 0. Fiir ¢ = 0 ist die Aussage des

Satzes gerade Satz 4.1, also schon bewiesen, sei also { # 0 :

Seien ¢, € 8p. Zu f € . (R*) und 0 # ¢ € R*, lichtartig, seien {0‘1(:1) | k1 e
N,¢ > 0} und {fx | k € N} so gewihlt, da} (4.1) mit v := ¢ gilt. Wie oben
definiert, ist M (fx ® f;) € w-lim A(®). Daraus ergibt sich

(s M(fi ® fi)¥)s,
= 5P [ A0 A AWA) 0 8) ) i@ i) )
FAEM F* (A Ar () (0, W) Wor) (W fr @ f1))
et pr [ A, AW AW (6. 9) (- 9
+4A,(2) Ax(W) (9, ¥) (nua(@ —y)? = 2(z —y)u(z —y)a) | fa(@) fi(y) d(z,y)
=: Ok,
und es folgt, daf3

N
> aff o T B [ 4,04 040 A0 0) (<6 )

k,1=0
FAA, (1) Ax(y) (9, 0) (ma(z —y)? = 2(x = y)u(z — y)x) ]
oe(z —y —Q)f(x = Q) dz,y)

M E#VFH>\4/AH(y + C)Am(y)“@; ¢)(_2)<u</\f(y) dy
= —SEMEFRGG AQAL(f)

Weil auch nach dem Grenzprozef3 limy_, o, der behandelte Integralausdruck eine
durch einen Operator definierte Sesquilinearform in ¢ und % ist, folgt so, daf3

EM R0 (A AL (f) € w-lim A(®).
Lemma 4.8 sichert nun, wenn wir M, := :[AEE)AH]: (f) notieren, daf§ bereits
:[ALC)AH]: (f) € w-lim A(®), fiir alle p,k =0,1,2,3.
]

Den in Satz 4.1 und Satz 4.2 gegangenen Weg werden wir nun noch einmal
wiederholen:

Satz 4.2 sagt, das fiir alle lichtartigen & € R* AP A,]: (f) € w-lim A(®)
ist. Nach Lemma 4.6 wissen wir dann, daf} fiir beliebige, symmetrische Matrizen
E, F gilt:

EMER AP AL(f) (AN (g) = 2B PN WEWL)(f @ g) 1
= BWF JAOA)[AAN:(f ©g)
+ 2B P AAL WS @ 9) + 28" FACADAL W) (f © 9).
(4.11)
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Die linke Seite von (4.11) ist dann aus w-lim A(®) und somit auch die rechte
Seite. Daher ist fiir & : (z,y) — (—(z—)?)% und h& : (z,y) — (—(z+£—y)?)3
NO(feg) = EWFALADANAA: (WO (f © g))

F2([AJAL W) (WO (f @ )
(AP AL W) (0O (f  9)) |
€ w-lim A(®), (4.12)

weil hh(&) (f @ g) € .Z(R*) ® #(R*) eine endliche Linearkombination ist.
Der Operator N (f @ g) ist nach (4.11) von sechster Potenz in den Feld-

operatoren von @, da :[A,(E)A,,]: (f) von vierter und :[A,A,]: (g) von zweiter
Potenz in ® ist.

Satz 4.3 Sei f € Z(R*) und u € R* beliebig. Dann gilt fiir u,v =0,1,2,3 :
[AMA)(f) € w-lim A(D). (4.13)

BEWEIS: Seien ¢,1) € 8. Zu f € .#(R*) und 0 # ¢ =: v € R*, lichtartig, seien
{agfl) | k,1 € N;t > 0} und {fx | k € N} so gewiihlt, dafl (4.1) gilt. Nach (4.12)
ist NO(f, ® f;) € w-lim A(®), fiir alle lichtartigen & € R*.

(0, NO(fi @ fr)i)s,
= 5P [AD@AD A AW 0) ha ) (5,9 o0} filw) da.)
2B F (A, () Ar() (0 )W (A (fr @ £1)
F2EMF ™ ((Au( -+ A () (0, ) Wor) (Wb (fi @ f1))
P E (1A, A A Arw) 6. ) Ao y)h) (o)

+24, (2) An(y) (0, %) (ur(z + € = 9)* = 2(x + € = y)u(z + & = y)a)h(z,y)
+24, (2 + &) Ax(¥) (9, ¥) (ma(e — y)* = 2(z — y)u (z — y)2) 2 (2,y) ]
fr() fiy) d(z,y)
= Q-
Dabei haben wir benutzt, dafl neben Lemma 4.1 eine analoge Aussage in der
um & verschobenen Situation ,,Wﬁ(bi)h(g)“ gilt.
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So ergibt sich wie zuvor, wegen (¢)? = 0:

n
Z akl Okt

= pEe /[ Au(@) Ay (2) Ax () AN W) (0, 0) (=(@ = )" (= (@ + € = )*)°

+24,(2) Ax(y) (0, )

Mm@ +E&—y)P? =2@+E—y(@+E—ya)(—(x —y)?)?
+2A, (2 + &) Ax(y) (p, )

(moa(z —y)? = 2(z —y)u(z — YA (—(z + £ —y)*)° ]

bz —y — Of (@ —C) dlz.y) (4.14)
B2 g2 A+ €+ QA0 DD+ 1) dy
= —ABEMFRGG (-266)° [AETOAL()), (4.15)

und es folgt so, dafl
E* F G0 (C6)? ASTIALL(f) € w-lim A (D).
Lemma 4.8 sichert wieder, dafl bereits
(¢&)3 [A(er< Akl (f) € w-lim A(®), fiir alle p,x =0,1,2,3.

Ist nun u € R* so, daf (u)? # 0, so liBt sich u zerlegen in die Summe zweier
lichtartiger Vektoren ¢, & mit (€ # 0. So folgt fiir alle u € R* mit (u)? # 0, dal

[AM AL (f) € w-lim A(®),  fiir alle u, k=0, 1,2,3.

Da wir aus Satz 4.2 bereits wissen, daf§ die Aussage fiir v mit (u)? = 0 gilt, ist
der Satz bewiesen. |

Wir haben jetzt alles beisammen, um die Kernaussage dieses Abschnittes
formulieren zu kénnen.

Satz 4.4 Esseien f,g € . (R* C*). Dann gilt
B(f)B(g) € w-lim A(®). (4.16)

BEWEIS: Fiir u,v =0, 1,2, 3 seien f*, g die Komponenten von f,g. Ist y € R*
beliebig gewahlt, so ist

{z — f"(z+y)g"(x)} € Z(RY).
Mit Satz 4.3 ist daher
TAW AL (. +9)g”(-)) € wlim A(®),

und es gilt

:[AELy)A O+ —W/A (x +y) A, (2) f*(x + y)g" (x) da.
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Fiir i,k € N sei y;, € R* und A;; € R, dann ist auch

k
ST APH AL (O + yin)g” () Ak € w-lim A(P),
=0

und man hat fir ¢, € Sq:

k

Z< TAF AL (O yan)g” ()W), Ak

Z / x4 yin) Au () (0, V) (2 + yir) 9" () dx Ay,

Da die Abbildung {(z,y) — A, (z + y) A, (z)(p, ¢)f“(fv +y)g(z)} € S (R¥)
ist, ist auch {y — [ A, (¢ + y) A, (2)(p, ) (@ + y)g”(x) dz} € F(RY), so
daB man Folgen (yir)i ken, (Aik)iken in R4 bzw. in R findet, dafl obige Summe
gegen das Integral konvergiert, also daf gilt:

k
lim > (o, (AL AL (A 4+ yin)g” (- )))s, Ai

k—o00 4
=

- / / Az + ) A (@) (0, 0) P ( + 9)g” (2) de dy
_ / / A(@ + 1) Ay (@) (0, 9) f(x + y)g” () dy da

- / / ) (2)g" () dz da

[AWJAL (F* @ g)1)s,
< @, Bu(f")Bu(g"): ¢>so
<<P, (BM(fIL)BV(gV) - Wp,l/(f“ ® g”)l) ¢>§0
€ w-lim A(P)
= B(f)B(g9) = Bu(f")By(¢9") € w-lim A(®).

Tatséchlich ist bei den einzelnen Schritten dieses Abschnittes die Wahl 6 = 2
der Skalendimension des Vektorfeldes nur unwesentlich eingegangen. Sie mani-
festierte sich in Lemma 4.1 in der Potenz des Nennerpolynoms h : (z,y) —
(—(z —y)?)°*! der Zweipunktfunktion. Man erkennt aber unmittelbar, da8 die
einzelnen Schritte dieses Abschnittes ihre Giiltigkeit behalten, wenn wir die
Falle mit Skalendimension § = 3,4, 5, ... betrachten, wenn also die Unitaritéits-
schranke § > 3 nicht unterschritten ist. Die Félle mit nicht ganzzahliger Skalen-
dimension sind technisch aufwéndiger, wegen der dann nicht mehr gegebenen
Differenzierbarkeit von h. Siehe dazu die Bemerkungen in Abschnitt 4.5.

Durch Gleichung (2.13) haben wir bereits die (triviale) Inklusion A(®) C
w-lim A(B(.)B(..)) gesichert. Der letzte Satz ergibt nun A(B(.)B(..)) C w-lim A(®),
so dafl wir die Gleichheit der Algebren

w-lim A(®) = w-lim A(B(.)B(..))
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erhalten.

Befassen wir uns nun mit der Frage der Indefinitheit von ®:
Wir haben gesehen, daB es eine Folge (X}, )neny C A(®) gibt, so da lim,, o (¢, XnQ>SO =
(¢, B(f)B(9)Q);, fiir alle ¢ € 8¢ erfillt ist.
Machen wir fiir den Moment die Annahme, dafl es eine Konstante K > 0
gibt so, daB fiir ¢, == X,,Q — B(f)B(9)Q € 8¢ gilt [(¢n,¥n)s,| < K fiir alle
n € N. Das folgende Lemma zeigt, dafl dann die Positivitit von ® verletzt sein
muf}:

Lemma 4.9 Sei V ein C-Vektorraum, (. ,..) : V x V — C eine Sesquilinear-
form auf V und = € V. Ist dann (z,,)nen C V eine Folge mit den Eigenschaften

i) lim (y,z,) =0, firalleyeV

n— oo

1) (Tp,xn) <K, firein K >0 und alle n € N,
dann gilt: Es gibt eine Teilfolge (xy, )xen+, so daB ym == L 31" @y,

lim (Y, Ym) =0

erfiillt.
BEWEIS: Setze x,, := 1. Wéhle nach 4) fiir z,, ein ng, so dafl [(z,,,Zn,)| <
272, Induktiv wihlen wir nun zu z,,,, ..., Ty, €in ngp1, so da [(z,,, ¢n, )| <
2=+ fiir alle j < k + 1. Dann erhilt man
1 m
|<ym’ym>‘ < W Z |<xnk7xnl>|
k=1
1 m
= — (X 1@zl + Y 1@zl + Y s wa)l)
k<l k=1 k>l
1 — —k
< (D2temr+)y 2
k<l k>1
1 P ok
< -~ (mZQ +mK+mZ2 )
1=2 k=2
1
< —(2+K+2) — .0, fiir m — oo.
m
]

Betrachten wir nun mit diesem Lemma oben definiertes 1, so erhalten wir
eine gemittelte Folge (V,, = = >, X”k)meN* C A(®), die

IYmQ = B(HB@QUE, = [YuLl§, + IB(HB)QIE,
— (Y€, B(f)B(9)2)s;, — (B(/)B(9)<, Yin§)s,,
— 0, fiirm— oo (4.17)

erfiillt. Die gemittelte Folge (Y., )men+ konvergiert aber automatisch auch schwach
gegen B(f)B(g), denn fiir jede Nullfolge (vg)reny € C und € > 0 gibt es ein
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ko € N, so dafl |v;| < e/2 fiir ¢ > ko. Damit ist

‘%il/k‘ - max{vy | k € N} - ko +%~(m—kzo)
k=1

<8+
m m 2

<
2 b
fiir hinreichend grofles m. (Das heifit also, daf auch die gemittelten Matrixele-

mente gegen die urspriinglichen Grenzwerte konvergieren.)
Aus Gleichung (4.17) folgt dann, dafl bereits

IYmQI3, — IB(f)B(9)Ql3,, fix m — .

Da die rechte Seite kleiner Null sein kann ist ® somit nicht positiv.

Es bleibt also noch die Annahme, der gleichméfigen Beschréinktheit, d.h.
[(¥ns¥n)s, | < K, zu begriinden. Dies kann unter Zuhilfenahme des im vorigen
Kapitel konstruierten Kreinraumes Xy <« 8y geschehen: Wir wissen um die
Konvergenz

(,9n)s, — 0, fiir alle ¢ € 8.

Koénnen wir die verschéarfte Version
(o, Lo(wn)>x0 — 0, fiir alle ¢ € K (4.18)

etablieren, so folgt insbesondere auch die Konvergenz
(Jo@s to(¥n))se, = (@5 Joto(tn))ie, — 0, fiir alle ¢ € Ko,

was die Folge (L(] (wn))n cn U einer schwach konvergenten Folge im Hilbertraum
(Xo, (- Jo--)x,) macht. Aus dem Prinzip der gleichméfligen Beschréktheit fiir
Vektoren in einem Hilbertraum? folgert man aber, dafl jede schwach konvergente
Folge in einem Hilbertraum gleichméfig in ihrer Norm beschrankt ist. Also etwa

(o(¥n); Joto(¥n))y, < VK, fir alle n € N,

daher ergibt die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung
[ (Wons sy | = (0 (W), 0 (W) | = [0 (Whn), Jo(Joto (o)), | < VEVE = K.

Letztlich mufl man sich also nur von der Giiltigkeit von (4.18) iiberzeugen,
um die Indefinitheit von ® zu schlieflen.

Man muf also in den einzelnen Zwischenschritten dieses Abschnittes jeweils
die schwache Konvergenz in 8§y durch die schwache Konvergenz in K ersetzen.
Wir fiihren hier die Details nicht weiter auf, da wir im iibernichsten Abschnitt
die Konvergenz der Normen in 8§y ganz explizit sehen werden. Es sei aber darauf
hingewiesen, dafl man innerhalb der jeweiligen Beweise etwas andere Formulie-
rungen wahlen muf, die sich daraus ergeben, dafl die Operatoren a,(x) sich
nicht auf Xq definieren lassen, weil die rechte Seite von

(W ¥ () = ﬁ / PG (p) e (p),

die in der Definition von a,(z) auftritt, offenbar nur fiir ¢} € L*(R*,w,,) und
nicht fiir ¢ € L*(R*,w,,) sinnvoll ist. Daher sind die Formulierungen, die

2Siehe etwa [Hal, Seite 13.
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explizit Integrale der Art [ A, (x)A,(x)(¢,¥)f(x) dz verwenden, nicht wohlde-
finiert.

Es handelt sich dabei aber tatséchlich nur um die Notwendigkeit einer an-
deren Formulierung, denn die Skalarprodukte in Ky, d.h. im Impulsraum, sind
als Integrale iiber die Fouriertransformierten der Testfunktionen f natiirlich
wohldefiniert. - Man darf eben nur nicht wie im Falle von 8¢ die Integrale von
Fouriertransformation und Skalarprodukt vertauschen.

4.3 Zwischeniiberlegungen

In diesem Abschnitt geht es darum, noch einige weitere technische Uberlegun-
gen zu machen, die wir dann im folgenden Abschnitt benotigen, um die bisher
formulierten Aussagen {iber schwache Grenzwerte auf natiirliche Grenzwerte
auszudehnen.

Hat man ein 7 € ./ (R***) so gewiihlt, da8 T gegeben ist durch ein reelles
Maf p, das die Eigenschaft goo € L*(R**4 |p|), fiir alle g € .7 (R*), besitzt, so
haben wir in Abschnitt 4.1 gesehen, dafl dann T'(6;(.—..—v) f(.—v)) — (AXT)(f)
fiir ¢t \, 0. Mit 0; € . (R*) wie in (4.1).

Falls T € .%'(R*) reguliir und weiter P € {g € €°°(R*) | 8%¢ ist polynomial
beschriinkt, fiir alle 3 € N*} ist, so haben wir in den Beweisen der Sitze 4.1,
4.2 und 4.3, benutzt, daf}, fiir S: (z,y) — P(z — y) auch

(TS) (B4 — .. = 0) f (. — v) 22 (ALTS)(f) = Po)(ALT)(f)

gilt.

Dieses Verhalten gilt auch fiir das durch p gegebene T":
Setze e; : z — P(z)d:(z —v), dann erhélt man fiir die Fouriertransformierte von
(.= )f( =)t (p,q) — &(—q)f(p + q)e'PtDV. Weiter gilt fiir alle p € R%,
daB

A 1 ; ~o 1 ,
- = P _ ipz N - p ipv
€(p) (2r)? / (2)6:(z — v)e™* dz 2n)? (v)e
und fiir ¢ < 1 folgt, wegen Tr §; C {x € R* | |z]| <t} :
40| < s [ 1P Il =) d2 < ooz [ e = o)l dz = Mt
ISAVIIIRS (271_)2 z t\ 2 v 4 t z = (27‘()2 5

wobei M := max,e () {P(x)}, mit B(v) := {z € R* | |# — v| < 1}. Also ergibt
sich mit majorisierender Konvergenz:

(TS)(6(. — . —Qf(—v)) = — (= 0) = TE (=) f( A+ . )eCHv)

) f(p+ q)e” "+ dp(p, )

/ v)e " f(p+q) dp(p, q)
P( )(A T)(f).

Wir werden auch eine allgemeine Versionen des Wickschen Theorems fiir
unser weiteres Vorgehen benotigen. Wir geben hier keinen Beweis, der fiir den
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allgemeinen Fall dhnlich zum Beweis von Lemma 4.6 durchfiihrbar ist. Um das
Wicksche Theorem hinreichend straff formulieren zu kénnen, benétigen wir den
Begriff einer Kontraktion, dessen Wohldefiniertheit das néchste Lemma sicher-
stellt. Es ist eine Verallgemeinerung von Lemma 4.5, und wir fithren hier auch
diesen Beweis nicht.

Fiir T € .7'(R**%) definieren wir (T)*! € 7/ (R*™),n > 2,k £ 1,k,l <n
durch die Beziehung

(Mo @f) = T fh)
/---fk71($k71)fk+1(36k+1)-~-f171($171)fz+1($l+1)-~-
d(~--7$k—1,$k+1,-~-,9€l—1,$l+1,-~~),

das heift z.B.: (T)112 =T ® 1, oder (T){"" 2 =1 T.

Lemma 4.10 Fiirn € {2,3,4,...} seien mq,...,m, € N, und es seien v; ; €
R*, fir i € {1,...,n},j € {1,...,my}.
Fiir ¢, 1 € 8¢ sei A(p,v) € &' (R*") definiert als die zur Funktion

(1, zn) = Ap (@) Ay (@1 VLmy)
A (Tn +vn1) - A/an,'rnn (Tn + Vn,m, ) (9, 7),

gehorige Distribution®. Dann gilt fiir jede Testfunktion F € .7 (R*"): Die Ses-
quilinearform

N
(0,) o ]I Wi EL (F), (4.19)

(mit N € N beliebig, k; # l;,ki,l; < n,u; € R*) ist gegeben durch einen

Operator X : 89 — 8o, also durch (p,v) — (p, X¢); .

Zur Verdeutlichung mége man beispielsweise die folgenden beiden Fille be-
trachten:
a)n=2m =1,my=0,11=0N=1F=f®g.
Das bedeutet einfach:

(1) = (Au()(p0) @ DW)(f @ g)
- /(Au(x)(w,w)f(l‘)(wm *g)(r) dx
= (¢, Bu(f - (wex * g))”t/)>50 :
N———
€ Z(RY)

b) Lemma 4.5 7).

3Ist ein m; = 0, so bedeutet das, daf A~(tp, 1) ,in der Variablen z;“ konstant ist. Insbe-
sondere definieren wir, wenn alle m; = 0 sind:

Ao, ) (F) = (0, ) /Fa:x C
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Nun zum Begriff der Kontraktion: R

Nimmt man in der Sesquilinearform (p,¢) — A(p,%)(F) in Lemma 4.10 ei-
ne beliebige Anzahl N =0,1,2,3,..., von jeweils zwei Faktoren 4, ., (wy ) +
’U)\(i)),A“K,(i) (Tyr(iy + var@y) mit v(i) < v/(i), i = 1,2,..., N, heraus, so erhilt
man ein neues A(p, 1)) € ./ (R*"), das definiert ist durch die Funktion

(@1,...,xn) = Au (w1 +v11) ... Ay, (T1 4+ V1imy) - -
oAy @t vn1) e Ap L (T VRm, ) (057)).

ohne die herausgenommenen Paare von Faktoren

Definition 4.2  Der gemafl Lemma 4.10 zur Sesquilinearform

N N rgs
y (oxc—orr )\ L@V (D}
(90; w) = (A((p’w) H (WMZ?;)EH;E;)() ) (F)7 Fc y(R4n),

i=1

gehorende Operator heifit die Kontraktion von

JA@LD | ACEm] [ A@e) gL ()

p1,1 1 Hon 1 Hn,my
zu den Indexpaaren [k(1),x'(1)],..., [k(N),&"(N)].
Beachte auch den trivialen Fall N = 0: Der zu A(p,)(F) gehorende Ope-
rator ist die triviale Kontraktion, also der Operator

AL AGT) (AR AL ()

c A, my M1 Hn,mp
selbst.

Mit Hilfe dieses Begriffes konnen wir jetzt eine allgemeinere Version des
Wickschen Theorems, als ein weiteres Werkzeug fiir unser spéteres Vorgehen,
bereitstellen:

Lemma 4.11 (Wicksches Theorem 3) Zu n € N* seien mq,...,m, € N*
und v1, ..., v, € R* gewdhlt. Fiir j € {1,...,n} und k € {1,2,...,m;} sei dann
weiter 15, € N*.

Sind F; € (RY™), fiir j = 1,2,...,n, so gilt:

11 ( AR A A, e Augaa,
j=1

M A (Fj)>

'30tdmy

= Summe iiber alle Kontraktionen von

: H ([ALZ{I)’IAM,LZ o A, M Ao ]

j=1

o (A ~--Aw,mj,zj,m].]) (L ®...0F,)

deren Indexpaare [(4, k,1), (', k",1")] die Beziehung j < j erfiillen.

4Man beachte die unterschiedliche Indexstuktur von Def. 4.2 und Lem. 4.11:
In Def. 4.2 gilt (i) = A\(4) € N2 und v(4) ist schlicht die erste Komponente von (7). Im Lemma
gilt dies wegen der anderen Art der Abzihlung nicht. Wendet man dort die Def. an, so ist

k(1) = (k(i)1, k(i)2, 5(i)3) € N3, und v (i) ergibt sich als Summe v/(i) = Eg’;(f)lil) my+£(1)2.
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4.4 Der Beweis, daB3 B(f)B(g) € n-lim A(®)

Im vorletzten Abschnitt haben wir Grenzwerte von gewissen Folgen aus w-lim A(®)
untersucht, und erkannt, daf diese jeweils durch gewisse Elemente aus w-lim A(®)
gegeben sind. Wenn wir nun dieselben Folgen nehmen und zeigen, dafi die
»Normquadrate (||Folge Q3 ) dieser Folgen gegen die jeweiligen , Normqua-
drate® (||schwacherLimes Q|3 ) der entprechenden schwachen Limiten kon-
vergieren, so folgt dann, da§ die Konvergenzen schon natiirlich sind (siehe Gl
(2.10)). Die Tatsache, dafl n-lim A(®) jedoch keine Algebra sein muf}, verkom-
pliziert unser Vorgehen:
Wissen wir beispielsweise, dafi :[A,A4\]: (f) € n-lim A(®), so kénnen wir nicht
automatisch schliefen, dal M(f ® g) aus Gleichung (4.9) schon in n-lim A(®)
ist, wie wir es im Falle von w-lim A(®) tun konnten.

Die einzelnen Ergebnisse des vorletzten Abschnittes finden sich dariiberhin-
aus als Spezialfélle der in diesem Abschnitt formulierten Aussagen wieder.

Unser Ziel sind die Aussagen Korollar 4.2 (Indices trennen), Korollar 4.4 und
Korollar 4.6 (Punkte trennen) sowie Satz 4.8, die die natiirlichen Varianten von
Satz 4.1, Satz 4.2, Satz 4.3 und Satz 4.4 sind.

Wir nehmen g : (x,y) — 0" (z — y)? — 2(a* — y*)(z¥ — y*) die ,,Zéhler-
funktion“ und, wie bisher, h : (z,y) — (—(x — y)?)? die , Nennerfunktion® der
Zweipunktfunktion W#¥. Dann ergibt sich L aus Gleichung (4.2) wegen Lemma
4.1 zu

L(F) = A, A"|[A,A"]:(hF) + 4 A )[A): (9" F), F e ZR*™), (4.20)

und man weif, daf8 der (., ..); -Adjungierte (L(F'))* existiert und gegeben ist
durch (L(F))* = L(F) (siehe Lemma 2.1).

Es seien fiir () € R*, lichtartig und f® € .#(R*) Folgen (fi)ren C Y(R‘l)
und {1 | k,1 € N,s,¢ > 0} C C so gewdihlt, daB (4.4) gilt, i = 1,2,3,.
Fir L besagt dann Gleichung (4.5), dafl

9L2a““ fr@f) =5 L), fir N —o0,i=1,2,3,...,n, (4.21)

wobei f
s¢™).

Fiir ¢, € § ist S (R*4) 5 F (¢, L(F)y);, eine temperierte Distri-
bution, also ist die Abbildung .7 (R**4) x ... x Z(R**?) > (F,...,F,) —
(¢, L(F1) ... L(Fy)p);, partiell stetig, also (weil S ((R**4)") ein nuklearer Raum
ist) stetig. Demnach gilt®:

[( t)] € .7 (R***) definiert ist durch f[ h (z,y) := 5 (v — y—sCl )f(i) (z—

w-lim L( aZt(")fk ® fi). Zoﬁ“ 'fe® f) = LU - L) (4.22)

N—oo

5Gleichung (4.22) dient zur Vorbereitung auf Korollar 4.1, wir benétigen daher min. n = 8.
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Korollar 4.1  Seim € {1,2,3,4} beliebig, f(M,..., f(™) € #(R*), dann gilt:

N
. st(1) _ (m) (1)
R{‘E{SL( kl akl fk:@fl Zak fk®fl = (f[st ) (f[st)
€ n-limA(P).
Bewers: Wihle in (4.22) n = 2m und setze f(m*9 = flm—it1) fiir § =
1,2,...,m. Dann ist off(m“) a}?z(m_iﬂ) (die fi sind reelll). Es gilt

ZaSt(m)fk ® fi). ZO‘%(  fi ® f1) € A(®),

und es ergibt sich fiir ¢ = ¢ € §¢ mit Hilfe von (4.22):

N

IO e ™ fr @ i) - Zaz“”fk ® f)ell3,
kl N N

= (o, L) ap, 1M g @ f). . L o l)fk®fz)1/)>
kl kl

N—oo 2m
- <SD7L(f[(St] ))- (f[st])¢>
1
= LU - LUEDel, -
Da (4.22) auch im Fall n = m gilt, ist das Korollar bewiesen. ]

Die Gleichungen (4.6), (4.7) besagen
L(fisn) == =8¢H¢" ARV AL (f) =5 =8CH¢ AL AL (), (4.23)

fiir t \, 0,5 \, 0.

Satz 4.5 Fiir® n € N seien f, ..., f) ¢ Z(RY), ¢V, ..., ¢™ lichtartig
und f[st "7f[(;]) wie oben, dann gilt:

i) wlim LU - LU = =8¢ AR A, 1 (4

vy . s W .
—8¢Mrac) '[Afuc VA, (f™)

(4.24)

.. . ) i (0)m [ A (sC(™) en AWy 1 oa(sc® )
i) V‘;‘{%n_SC( )T C( ) [AEMC )Aun]~(f( )) —8((1)“ C(l) 1 .[AI(“C )Aul]-(f(l))

= 8¢ A4, A, J:(F) . —8¢WmcWma, A, L (fY). (4.25)

BewEIs: Der Ubersicht halber fithren wir den Beweis nur fiir n = 2, der allge-
meine Fall beweist sich analog und involviert lediglich umfangreichere Versionen
des Wickschen Theorems.

Seien ¢, € §y beliebig, dann folgt mit Beniitzung von (4.20):

6Wir werden Satz 4.5 bis zum Fall n = 8 bendtigen.
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(o, LUEN LD ),

= (o 1A AMA A (RFE)) (AR AT [ANAN: (D), (4.26)
+ 4 (g, {AAMAA: () ARAN: (9 FED s, (4.27)
+ 4, LA (0" FE) AATANAN: (D), (4.28)
+ 16 (o, [AAS (0" FED HARAN: (9" s, (4.29)

Die vier Summanden zerfallen nun nach Lemma 4.11, (in der Notation von Ab-
schnitt 4.3) in eine Summe von Produkten von (W, ){%7} und reguliren Distri-
butionen der Art ((A.(.)Axr(..)...) (o, 1/))){“} so, da8 die Faktoren (W,,){12}
oder (W,,,){34} nicht auftreten. Nach den Uberlegungen aus Abschnitt 4.3, zu
den Funktionen e, wissen wir damit, daf, wenn wir lim;\ o bilden, die drei Ter-

e (4.26), (4.27), (4.28) (wegen (C)2 = O) verschwinden, und daf§ von (4.29)
(wegen Linearitét) nur der Teil mit dem Argument v*¥ fi; ® A J1st) verschie-
den von Null bleibt, wobei v#¥(z,y) := —2(a* — y*)(z¥ — y”). Es ergibt sich
also, mit dem konkreten Gebrauch von Lemma 4.11:

<30aL(f[(52t%)L(f[(:t§)w>so
= 1im16 (o, ALAS () ARAN: (D),

t\.0

Lem:.4.11 }%16
[ (W) (AL (VAN (0, 0) 2 (7 £5) @7 £))
(W) (AL (VA () (0, ) 23 (1 12 @ 4 £l
(W) 22 A () A () (0, 0) ) (1 £2) @ = £0))
(W) A () A () (0, 0) BN (12 @ v £
(W) B3 (W) 240 “"ffi’ © )
HWu) D W) D (1 fiG @™ f0)

=16 (-2)(-2) 5 (DAY 2

[(W5ED =) (A, () AN (0, ) (PP @ FO) 4.30
HWSE A A+ D)) (FP @ D) (431

+

(SC(2) SC(I) )(f(2 f(l)) 4.34

+

(4.30)
( ¥) (4.31)
(W) (A + QA @) (P @ FD)  (432)
H(Wor) (A + 5 A4+ CD) (0 0))(FP @ D) (4.33)
(W, (4.34)
<,5“”’W< <) @ f0) | (4.35)
Lem.4.6 (—8)(—8) (Q)MC(Z)VC 1)H<(1)A
(o, AL AL (FP) {ASSD A (F D)),

4.35

+
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Damit ist i) gezeigt. (Im letzten Schritt mufl man, im allgemeinen Fall n # 2,
anstatt Lemma 4.6 natiirlich auch Lemma 4.11 bemiihen.)

Um nun zu sehen, dafl der Grenzprozel s \, 0 das Gewiinschte leistet, be-
trachten wir, einen Schritt zuriickgewandt, (4.30) bis (4.35). Wenn wir die Aus-
driicke durch ihre Fouriertransformierten ausdriicken (im Sinne von T(f® ®
fy = T(f(z) ® fM)), so sind diese gegeben durch (konvergente) Integrale, in
denen die Verschiebungen um s¢ zu Multiplikation mit Exponentialfunktionen
p — exp(—isCp) werden. Weil aber exp(—is¢.) — 1 punktweise, fiir s \, 0, und
weil |exp(—isC.)| < 1, folgt mit dem Satz von der majorisierenden Konvergenz,
daBl man den Grenzwert unter dem Integral ausfithren darf. Nach Fourierriick-
transformation, erhélt man deswegen

li{%(—S)(—S) C(Q)Mc(Z)uC(l)rc<(1)>\<<p7 :[AELQC(Q))Ay}I(f(Q)) :[A§s<<1)>AA]:(f<1>)¢)

= (—8)(—8) ¢Bm¢@rnctNg A, AL (FP) (AAN: (FD)),

So

Das folgende Korollar sichert, dal sowohl M (f ® g) aus Gleichung (4.9), als
auch das Produkt M (f ® g)M(f ® g) aus n-lim A(®P) sind.

Korollar 4.2  Seim € {1,2,3,4}. Seien fV), ..., f(™ ¢ .Z(R*) und py, v, ...,
L Vm = 0,1,2,3, dann gilt:

TAL A (P AL, A (fY) € nlim A(D).

BEwEIS: Nimm in Satz 4.5 einmal n = m und einmal n = 2m, wobei f(m+?) .=

m,i =1,...,m, was beweist, dafl

(=8) ... (=8) ((hemmm (Wi g Ay, Ay J(F™) A, A (FD)
€ n-lim A(®).

Nun ist trivialerweise auch

o(fM) . o(fW) = g A, A T (FO) AL AL (D)

€ n-limA(D),
so daf} sich nach m-maliger Anwendung von Lemma 4.7 ergibt, da} schon
TAL A T (F™)) o AL AL (fD) € nelim A(D),

fiir alle £V, ..., f0™ € .Z(R*) und p1,v1, .., fhm, Vm = 0,1, 2,3. Man beachte,
daf hier eingeht, dal n-lim A(®) eine Vektorraumstruktur besitzt (siche Prop.
2.4). n

Sind jetzt Ej, = (E*"*), F, = (FL*™), fir k = 1,2,3,4, symmetrische
Matrizen, dann setzen wir fiir G € . (R***) (h, g,,, wie oben):

My(G) = By F{A (AL AAAN: (hG) + 4 A [Ac): (9,0G)),  (4.36)

und aus Korollar 4.2 und Gleichung (4.8) folgt, daf} fiir beliebige 7,5 = 1,2, 3,4,
und fla f27f37f4 S y(R4) gllt

M;i(fs @ f3)M;(f2 ® f1) € n-lim A(®),
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Mit demselben Argument wie fiir L in (4.22), schlieen wir, dafl fiir alle
n €N gilt”:

N
w-lim M, (> af) ™ fr @ f1) .. Aﬁ}jdm”n®f Mo (F) - Mi(f3)),

N —o00

wobei die Folgen (fk)keN,(a,(fl)(i))kleN >0 fiir f € .#(R*) und lichtartige
¢ so gewihlt sind, daB (4.1) gilt, und f{t} € Z(R*) definiert ist durch

Py @,y) = 0w — y — ) FD (@ — (D), fiir i = 1,2,3,4.
Dies impliziert, analog zu Korollar 4.1:

Korollar 4.3  Seien f(1), f(?) ¢ .7(R*), dann gilt:

n-lim Mo( Za D@ fe @ f1) M ( Za fre f) = M2(f{(?}))M1(f{t})

N —o0
€ n-limA(D).

Da M; gegeben ist durch (4.36), was von gleicher Struktur ist wie L in
Gleichung (4.20), erhalten wir den folgenden Satz, dessen Beweis analog ist zu
Satz 4.5 fiir L:

Satz 4.6  Sei® n € N. Seien f1), ..., f(") ¢ Z(R*Y), ¢V, ... ¢™ ¢ R* licht-
artig und
f{(zi, ey f,E:}) wie oben, dann gilt:

Un

1; (n) QT n TEnAn ~(n) ~(0) 1 4 (¢ )
wllim M (F7)) - Mi(f{y)) = =8Bl Fie (¢ (A A T (1)

_ 8EH1V1FH1)\1<(1)< 1) [ §(1))A ] (f(l))

Aus diesem Satz folgt wie in Korollar 4.2, mit der zweimaligen Hilfe von
Lemma 4.8:

Korollar 4.4  Seien f(1), f?) € .Z(R*), py, k1, pio, ko = 0,1,2,3, und ¢V, ¢ ¢
R, mit (((V)2 = (¢?®)? =0, dann gilt:

145 AL () 1AL ALE(UD) € nlim A(®).

Mit diesem Ergebnis konnen wir jetzt aus Gleichung (4.11) schlieen, daf fiir
lichtartige ¢ € R* auch schon N (f®g), aus Gleichung (4.12), in n-lim A(®) ist.
Man beachte, da$ man sich fiir diesen SchluB auf den Fall ¢() = 0 beschrinken
kann. Also ist auch die natiirlich Approximation von N© (f @ g) mit sechster
Potenz von Feldoperatoren in ® moglich.

Die schwache Konvergenz

R
w-lim N(g)(z Ozétl)(l)fk ® fi) = N(g)(f{(tl}?)

R—o0

"Fiir Korollar 4.3 benétigen wir nur die Félle n = 2 und n = 4.
8Fiir Korollar 4.4 bendtigen wir nur die Félle n = 2 und n = 4.
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haben wir bereits in (4.14) gesehen. Mit dem gleichen Nuklearitéitsargument wie
fiir L erhalten wir nun

R R
. 2 1
yolim N “)(%j ol)? fi @ fz)N“)(%: oy @ i)

2 1
N(&)(f(t))N(E) (fft})»%
wobei die Folgen (f)ren, (akl)( ))k leN ¢ fiir f € #(R*) und lichtartige ¢
so gewdhlt sind, da8 (4.1) gilt, und f W €7 (R**4) wie oben definiert ist durch

f{t}(x y) = 6i(x —y — COYfO (z — ¢O), fiir i = 1,2.
Man kann also wie Korollar 4.1 folgern:

Korollar 4.5 Sei f() € .#(R*), dann gilt fiir lichtartiges £ € R*:

n-lim N ( Z o/ fr @ fi) = NO(£1)) € n-lim A(®).

R— o0

Weil die Struktur von N dieselbe ist wie die von L, folgt auch, wie in Satz
4.5, daB nach dem Grenziibergang ¢t \, 0 nur die dritten Terme in N gemi8
(4.12) von Null verschieden bleiben:

Satz 4.7  Seien f(V, ) ¢ .7(R*), (M, ¢ € R* lichtartig und dazu fg;, f{(f;
wie oben, dann gilt fiir lichtartiges &

wilim NO(FEHNE (1)

= 2 (2) 020 (—(CD + 07 AT AL ()
2B N (=2) D) (- () + ) ALK AL (V).

Aus diesem Satz ergibt sich das folgende Korollar. Wir nutzen wieder Lemma
4.8, und daB (—(¢ + £)?)® = —8(¢¢)? gilt:
Korollar 4.6 Es seien f € .#(R*) und u € R?* beliebig gewihlt, dann gilt
fir pu,k =0,1,2,3:

[AM AL (f) € n-lim A(®).

BewEIs: Fiir lichtartige u erhdlt man die Aussage aus Satz 4.6 fiir den Fall
n=2mit f? := fund fO) := f (vgl. Korollar 4.4).

Sei jetzt u € R* mit (u)? # 0, dann seien (,& € R?*, so daB (¢)? = (£)? =
0,6 #0und u=_+E. B

In Satz 4.7 wihlen wir f® = f f = f ¢ = ¢® = ¢, woraus sich
zusammen mit der schwachen Konvergenz aus Gleichung (4.15) unmittelbar
ergibt, daf3

nth (frey) = 2B" F(=2)GCn (—(C+ €)% {ALTO AL (f) € n-lim A(®),

so dal wir aus Lemma 4.8 und (€ # 0 schlielen koénnen, dafl bereits

[A(C+5 Al (f) € n-lim A(®),  fiir alle p,x =0,1,2,3.

72



Mit diesem Ergebnis werden wir nun zeigen, daf§ das Skalarfeld & nicht
positiv ist.

Satz 4.8 Es seien f,g € . (R* C*). Dann gilt
B(f)B(g) € n-lim A(®). (4.37)

BEWEIS: Wir zeigen, dafl die im Beweis von Satz 4.4 betrachtete Folge bereits
natiirlich gegen :B(f)B(g): konvergiert.

Wiihle eine Folge (yix)iren C R%, in geeigneter Weise, als ein mit &k immer
feiner und grofler werdendes Gitter und eine Folge (A )i ken C R als geeignete
Gewichte, so daB fiir stetige (und integrierbare) F : R* x R* — C gilt:

k
leI{)lo lZOF(yik,yjk;)AikAjk = /F(%Z) d(y, 2).
1,]=

Weil {x — fH(z+y)g”(z)} € L (R?) ist, wissen wir aus Korollar 4.6, dafl wegen
der Vektorraumstruktur von n-lim A(@) gilt:

k
Z A(ylk)A O 4 yi)g”™ () A € n-lim A(P).
=0

Man erhélt nun fir ¢ € 8¢:

2

k
Z A(ym)A O+ i) g™ () A
1=0

8o
k

= Z zkA_]k:

LAY AL (A yin)g” (s LAY AT (P54 yin) 9 ()@,
= &y

Betrachten wir fiir ¢ € 8§ die Abbildung
(y:2) = CLAP AL (1 H9)g" (D, JAD AL (F(+2)9())e)s, - (4-38)

Diese Abbildung ist fiir festes y bzw. z in der jeweils anderen Variablen eine
Schwartzfunktion (wie im Beweis von Satz 4.4 beobachtet). Wir zeigen nun,
daf sie stetig und integrierbar ist, sogar daf sie aus ./(R***) ist. Wir nehmen
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erneut das Wicksche Theorem zur Hilfe:

k
& = Z A
i,j=0
(o, :[A,l(tyik)Al/]: (S +yin)g” () i[Ar(-eyjk)AA]: (f .+ yjk)g/\(~))<P>sO
k
Len%4.6 Z AikAjk

3,7=0

[{p, AL A AP A (P2 yin)g” () © T2+ y0) g (D)), (
+o, CLAPRAP W) (FUC+yi)g” () @ £+ ym)0 (), (
o, CLAYNANEWS )V P yin)g” () © 5+ yin)g (D)o,
o, LA W) (P4 yi)g” () © £+ ) g (D)), (442
+(, (A ][ AN W“” W)(f”uyzk) () ® £ ) (D)@, (
WS TWL PG+ i) () @ £+ uin)g () (oaedy,

(

(W,ﬁi’“)Wu(Zy""))( FACH )" () @ fC+yin g™ () (e, e,

Die Terme (4.39) bis (4.45) besprechen wir nun gesondert, und zeigen jeweils,
daB sie einzeln Elemente aus .#(R***) definieren:

(4.39) /A T+ yir) Av (2) A (§ + yje) AX(E) (@, )
(x4 yin)g” (@) f7(€ + yin) g™ (€) d(, §),
und die Funktion
12 = A+ DA @A+ A O)
@+ )3 (@) (€ + 2)9™(€) d(x,€)

ist aus .7 (R**4), denn ist v : (R*)* > (2,&,y,2) — (v +y,7,& + 2,€) € (RY?,
so ist

7L (RN = L(RYY)
F — Foy

stetig, und es ist
o) [ F) @62 dw€) ) € SR,

Setzt man F(x,€,y,2) = Au(x)Au(§)Ax(y) Ar () (¢, 0) [ (2)3" () 5 (y) g™ (2),
so folgt die Behauptung.

Die Terme (4.40) bis (4.43) lassen sich ebenso behandeln, exemplarisch neh-
men wir

(441) = W (AL A+ y) AN (2, D) PG+ pin)d” (O F -+ yin) g ()
= Wor((Au( +ya) A =y (0 )+ i) g” (7 ()9 (- = yin)
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Dazu sei jetzt v: (RY)* 2 (2,6,9,2) — (z +y,2,6,6 — 2) € (RY)*?

7L (RYY) = L(RYY)
F — Fory

stetig, und die Abbildung

(:2) = Wou(("F)( 5 052))

ist aus . (R*™). Wihlt man F € .%(R*4) als

, dann ist

(z,£,9,2) = (Au(@)Ax(2) (0, ) [ (2)7" () f" (1) 9" (2),

so folgt die Behauptung fiir (4.41) und analog, mit entsprechend modifizierten

7, fiir (4.40) bis (4.43).

Die Terme (4.44) und (4.45) behandeln wir mittels ihrer Fouriertransformier-
ten. Dazu seien HH#*A GHvA ¢ 7 (R xR4H) definiert durch H* (2, €, y, 2) ==

Fr(@ +)g” (@) f*(€ + 2)g* (€) und

1 e —""
G"Mp,q,y, 2) = /H’““ (z,€,y,2) d(z,€).
(2 ) (2m)? (2m)?
Dann ist
(444) - (W;E%ikiyjk)WuA)(Huﬁux( RN ayikayjk)<90a§0>so
= (Wﬂm_y”) * W) (G () o i, Yik)

und die Funktion

(y,2) — //G"“’“”\(u+ v, —U — v,y,z)e‘i“(y_z) dwye(u) dwyx(v)

ist aus . (R*™). Das gleiche Argument findet man fiir (4.45).

//GMNV}\ (U + UV, =U —V,Yik, yjk)eiiu(yikiyjk) dw;uz(u) dwl/)\ (’U),

Insgesamt ist also die in (4.38) definierte Funktion aus .#(R**%), und es gilt

somit:

k
lim *k = lim Z AikAjk
k—oo k—oo

4,5=0

JAPS AL (U + yin)g” (), AR AN (F7( + 10 g ()@,

(
B / AP AL+ 9)g” O)e, AP AL (7 +
A

Zur Abkiirzung schreiben wir nun

Ply) = LAPAL(F(+y)g" () € So,
¢ = :B(f)B(g): ¥ € 8,
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dann ergibt sich mit wiederholtem Gebrauch von Fubini:

o = [ [t AODEE 22D, d dy
[ ] [Ate+ 245060006 + 290 de = dy
[ ] [ate+ 2450601086 + 0@ d= de dy
[ ] [aera0ee. 00 e e ds dy
= [ AL @ ), dy
= [, BEIBGE o,y

/ @ JAD AL (F4+ 1) (D)), dy

[ [ Ao+ 016002 +)g ) da dy

//Au(w +y) A () (2, 0) f1(z +y)g (z) dy dx

/ / Au(y)Av(@) (B, 0) f1(y')g" (x) dy' da

(@, [AL[A:(f* @ g¥)p)s,
(:B(f)B(g9): », :B(f)B(g)¢: )s,
= || :B(f)B(g): ¢z,

Da wir im Beweis von Satz 4.4 bereits gesehen haben, daf}

k
w-lim :[Al(ty““)A,ﬁ}:(f“( A vin)g" (. ))Au = :B(f)B(g):,

k—o0 4
1=0

ist somit gezeigt, dafl
k
n-lim ) AP AL (F4( 4+ yir)g" () A = :B(f)B(g): € n-lim A(P).

k—oo 4
=0

Weil n-lim A(®) unter Addition abgeschlossen ist, folgt so, dafl fiir alle f, g €
S (R*,C*) auch

B(f)B(g) = :B(f)B(g9): + W (/" ®¢") 1
in n-lim A(®) liegt. ]

Dieser Satz sagt also, da8 es fiir beliebige f,g € .7(R* C*) eine Folge
(n)nen C A(®) gibt, so daB

Jim[[0,02013, = IB() B9,

Aus Lemma 2.4 wissen wir aber, dal man f und ¢ so wéihlen kann, dafl die
rechte Seite kleiner Null ist, deswegen gibt es bereits ein ¢,, € A(P) so dal
[¢mQ3, < 0. Damit ist also das Skalarfeld ® nicht positiv.
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4.5 Abschlielende Bemerkungen

Wir haben in den vorigen Abschnitten gesehen, dafl das normalgeordnete Skalar-
feld @ die Positivitdtsbedingung aus Definiton 2.14 nicht erfiillt, also nicht posi-
tiv ist. Wir haben dabei ganz explizit mit den Opratoren ®(f), :[A,A,]:(f), ...
gearbeitet.

Wie aber dufert sich die Verletzung der Positivitét in den n-Punkt-Funktionen

Won: (1 ®...® fu) = (Q8(f1) ... D(f);,

des Feldes?

Betrachten wir dazu die einzelnen Schritte des letzten Abschnittes:
B(f)B(g) bzw. |B(f)B(9)Q||3, haben wir durch Operatoren :[AELu)Al,]: ()
und diese durch N©)(f ® g) geeignet approximiert. Fiir N€)(f ® g) benétigten
wir jedoch ein Produkt von den Operatoren M (f ® g) und L(f ® g) (Gleichung
(4.11)). Fiir ein solches Produkt wiederum bendtigten wir eine dritte Potenz in
den Operatoren L(f ® g), da M in L quadratisch ist:

LLL ~ ML~ N® ~s [AMWA,]: ~ BB.

Da die Operatoren L(f ® g) selber quadratisch in ® sind, heifit das, dal man
eine sechste Potenz des Feldes @ bendétigt, um B(f)B(g) (natiirlich) zu appro-
Ximieren.

Eine Verletzung der Wightmanpositivitit erhdlt man (wegen des notigen
Normbildens) also wird spitestens auf dem Niveau der Zwolfpunktfunktion,
d.h. ist fo € C und sind f,, € .(R*"), fiir n=1,...,6, so ist die Bedingung

6
Z W@,n-&-m(fn ® fm) 2 0

m,n=0

nicht fiir jede Wahl von fy, ..., fg erfiillt; es ist fn(xh cos@y) = fo(@n, ... 21)
gesetzt.

Fiir unser Vorgehen war wesentlich, dal man durch Multiplikation der Zwei-
punktfunktion wy, mit dem Polynom h : (z,y) — (—(z — y)?)® eine reguliire
Distribution erhélt,

Wi (hf) = / (M@ — )% — 2y — ) (0 — ) f(2,9) o,

die wir dann auf lichtartige Ebenen (z — y)? = 0 einschrinken konnten. Dafl
dabei das gerade das Polynom h auftrat, lag an der Wahl der Skalendimension
§ = 2, denn der Nenner von W,,,, ist ja gerade durch (— (2 —y®—it)?+|7—¢]?)° !
gegeben.

Man sieht nun unmittelbar ein, daf§ die gemachten Schritte alle ihre Giiltig-
keit behalten, wenn man statt § = 2 die (a priori positiv definiten) Fille
0 = 3,4,5,... betrachtet. Es gilt also insbesondere, wie bereits am Ende von
Abschnitt 4.2 bemerkt, die Gleichheit der Algebren

w-lim A(B(.)B(..)) = w-lim A(®)
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fiir alle 6 = 2,3,4,5,.... In [LS] ist dieses Resultat fiir das freie skalare Feld
mit Masse m gezeigt; die dabei betrachteten Grenzwerte in lichtartiger Rich-
tung sind in gewisser Weise in einer konform kovarianten Theorie dquivalent zu
den hier vorgenommenen Limiten (z —y)? — 0. (In einer konform kovarianten
Theorie auf dem kompaktifizierten Minkowskiraum R4 hat man kein lichtartiges
Unendlich.)

Wollen wir unser Vorgehen nun auch fiir nicht ganzzahlige Skalendimensio-
nen § anwenden, etwa fiir 6 € (2,3), so findet man zwar auch ein Analogon zu
Lemma 4.1, ndmlich dafl

. M (2)? = 22,0 g0 Lovsan
%{% (—(JUO — Zt)2 + ‘f|2)5+1( (LC ) + |(E| ) f(!l?) dx

= /(17,“,(95)2 —2z,2,) f(x) doe, fir fe S (RY)

gilt. Weil aber z +— (—(x)?)°T! f(z) nicht beliebig differenzierbar ist, fiir § > 2,
also keine Testfunktion ist, mufl man technisch etwas mehr Arbeit leisten, um
die jeweiligen Resultate auch fiir nicht ganzzahlige Skalendimension zu erhalten:
Ein Blick auf Gleichung (4.2) zeigt, was man beachten muf, denn ist hs(x,y) =
(—(x —y)?)°*L, soist :[A,A"][A, AV):(hs f ® g) in zweierlei Hinsicht zunichst
nicht wohldefiniert. Erstens ist :[A,A"][A,A"]: (F) als schwaches Integral
zundichst nur fiir F' € .7 (R*+4) definiert. Dies ist an sich kein Problem, da das
Integral

[ A @A) A W) D @0) dav), 0 € S,

auch fir F = hsf ® g existiert. Problematischer ist nun das zweite, damit
verkniipfte Problem, daf} dieses Integral fiir F' = hsf ® g kein Skalarprodukt
(p, d/)so von ¢ mit einem ¢’ € § ist! (,,Die Operatoren erzeugen das, was man
ihnen einsetz.“)

Ein naheliegender Ausweg an dieser Stelle ist, auf den, in Kapitel 3 konstru-
ierten, grofleren Raum Ky <« 8y zuriickzugreifen und den Formalismus geeig-
net, auf einen grofleren Testfunktionenraum # > hs f ® g sowie einen grofleren,
gemeinsamen, invarianten Definitionsbereich Dy C Ky der Operatoren, zu er-
weitern:

Fo3F A, )l (F): (Do C Ko) — (Do C Kop).

Es zeigt sich dann, daf sich die Resultate analog iibertragen lassen; wir fithren
die Einzelheiten nicht weiter auf.

Insbesondere ist daher das normalgeordnete, skalare Quantenfeld ® fiir alle
J € [2,3) indefinit.
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Anhang A

Zur Zweipunktfunktion

In [Ma] werden alle irreduziblen, unitéren Darstellungen der Uberlagerungsgrup-
pe G der konformen Gruppe G auf dem kompaktifizierten Minkowskiraum R%
mit positiver Energie angegeben. Positive Energie bedeutet, dal das gemeinsame
Spektrum der Generatoren der Untergruppe der Translationen in V', liegt. Diese
Darstellungen sind durch ein Tripel (0, j1, j2) charakterisiert. ¢ ist die sog. Ska-
lendimension!, und (jy, j2), mit jq,j2 = 0, %, 1, %, 2, ..., korrespondiert mit der
Spinordarstellung der Uberlagerungsgruppe der Lorentzgruppe SL(2,C) C G.

Die Wahl der Skalendimension ist nicht willkiirlich, sondern ist, in Abhéngig-
keit von (j1, j2), nach unten beschrénkt. Diese Bedingung (Unitaritdtsschranke)
ergibt sich aus der Bedingung der Positivitdt der zugrunde liegenden konform
invarianten Sesquilinearform (Hilbertraumstruktur). Im Falle von j1, jo > 0 mufl
etwa § > ji + jo +2 erfiillt sein. Fiir die Vektordarstellung, d.h. (j1,j2) = (3, 3),
zeigen wir in Lemma A.1 explizit, dafl die Positivitét fiir 6 € [2,3) verletzt und
fiir 6 > 3 erfiillt ist.

Der Hilbertraum (3, (. ,..),.) der Darstellung (8, j1, j2) besteht aus Aquiva-
lenzklassen von Funktionen auf R4 mit Werten im (24, 41)(2j2+41)-dimensionalen
Darstellungsraum E von SL(2,C), d.h.

FE = (C®..0CH)""® (C?*®...@ C%H%vm,
————— ——————
271-mal 272-mal

Es gibt eine dichte Abbildung . (R*, E) — XK (tatséichlich wird H aus . (R*, E)
konstruiert), und die Einschrinkung von (. ,..),. auf .#(R* E) ist gegeben
durch?

H

(f. g) = / (f(@). (A g)(a)), da (A1)

mit (A g)(z) := A(g(x —.)) und A : #(R* E) — E gegeben durch

327142352
A(g) = lim

] T g EE D(Z)g(zx) dx. (A.2)

n [Ma] wird fiir die Skalendimension die Bezeichnung d statt § verwendet.

2Die Gleichungen (A.1) und (A.2) sind in [Ma] die Gleichungen (6.23) und (6.22) in leicht
anderer Notation und ohne den in (6.22) auftretenden Normierungsfaktor, den wir hier igno-
rieren.
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0 1 2

Darin ist & := 2% — 2'o1 — 2209 — 2303 € C2*2 mit den Paulimatrizen

/10 (1 0 (0 —i (01
0=V 1 )= \o -1 )27 0)7\10)

und C?*2 5 M + D(M) : E — E gegeben durch

DIM):E 5 Y co(€a, @ .. ®€ay,) @ (Cas, ;1 @ @ €ay, 1a),)
aER

— Z Ca (Meg, ®...@ Mea,, )@ (Meay, ,, @...Q0 Meqa,, ., ),
a€R

mit R := {1,2}21+252 ¢ := ( (1) )762 = ( (1)

Beschriinken wir uns von nun an ausschlielich auf die Darstellung (j1, j2) =
(%, %), was bedeutet, dafl E = C? ® C? gilt. Wir wollen jetzt die Gleichun-
gen (A.1) und (A.2) im Hinblick auf die Vektordarstellung der SL(2,C), d.h.
SL(2,C) 3> A A(A) : C* — C*, mit der zu A gehérenden Lorentztransforma-
tion A(A), in eine etwas andere Form bringen, die den Namen Vektordarstellung
fiir die Konforme Gruppe rechtfertigt:

Wir definieren einen unitéiren Isomorphismus ¢ : £ — C%, indem wir die
folgenden Zuordnungen von Basisvektoren machen? :

1 0
1 0 1 1
Ug,o := ﬁ(€1®€1 +e2 @ e3) - o | W= 61®62i> V2| o+
0 0
0 0
1 0 1 1
Uy,0 = ﬁ(el ®e —ex® 62) 'i) 0 yUL,—1 = €3 ® ey 'L ﬁ —1
1 0

Wihlen wir ein v = (v*),—9,... 3 € C*, so finden wir in dieser Basis die Zerle-
gung?

v =10"¢(ug) + %( P —iv?)p(ur,1) + —= (0" + iv?)d(ur,—1) + v’ P(u10).

S

Berechnet man nun schrittweise ¢~1(v), D(Z)(¢~1(v)) und ¢(D(Z)p~1(v)) so
ergibt sich nach elementarer Rechnung

¢(D(E)(¢7 (v)) = K(z)v € C,
mit der Matrix

K(ﬂ]’) = ( - an(x)Q + Qxltm”)u,u:(),...ﬁ.

3Eine kleine Rechnung im Spinorkalkiil zeigt, da ¢ ein Darstellungsisomorphismus ist,
daB also ¢(D(A)(¢p~1(v))) = A(A)v fiir v € C* A € SL(2,C) gilt. Die Vektoren us m bzw.
¢(us,m) sind gemeinsame Eigenvektoren der jeweiligen Generatoren I3 der Drehung um die
z-Achse zum Eigenwert m und Gesamtdrehimpus Iées =I12+12 +I§ zum Eigenwert s(s+1).
4Die Matrix des Tensors ¢~ !(v) ist offenbar gegeben durch % > v*oy. In der Literatur

wird dafiir oftmals die Bezeichnung v := ) v*0,, verwendet.
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Die Gleichungen (A.1) und (A.2) lassen sich nun ,vektoriell“ formulieren, dazu
definieren wir w : .(R*,C*) — C* durch

w(g) = ¢(A(¢™ o g)),

und wir erhalten fiir f, g € .7 (R*,C*):

(frgh =(¢ o f,07 og),

/ (@), (w* g)(@)), de

3 —
> [ @) g)a) da, (A3)

w,v=0

worin die Komponenten w,,, € .#'(R*) von w gegeben sind durch

2
v -2 v
Wy (h) == lim My () Lt

Sl s |f|2)5+1h(x) dr, firhe Z(RY. (A4)

In Lemma B.5 ist die Fouriertransformierte w,, von w,, explizit angegeben.
Sie ist gegeben durch ein reelles Ma$. Die Sesquilinearform (. ,..), 148t sich dann
umschreiben zu

Fgh = Y [ Pl i
= Y [ @il e e
= X [ 7@ [ s din ) a
= 3 [P0 ®) don o) (A5

worin wir im letzten Schritt f = f benutzt und Wy = (2m)%,, definiert
haben. Natiirlich hédngen w,,w,, bzw. w,, von der Skalendimension J ab;
in Betracht ihrer Fouriertransformierten 148t sich nun beantworten, fiir welche
Skalendimensionen ¢ die Sesquilinearform (. ,..), : . (R* C*) x . (R*,C*) — C
ein positiv (semi-)definites Skalarprodukt ist.

Im Fall § = 2 liefert Lemma B.5

dw,, = (2m)?9(2) (=N dHy + 2id,id, dHy), (A.6)

und man sieht direkt, daB fiir 0 # f € .Z(R*) mit f = (f°,0,0,0),Tr fO cC V,
folgt (f, f), < 0.
Die explizite Evaluation des Faktors 9(6 = 2) ergibt:
42 - 1) 42— 1)

YO Tm T EErerore 4

Es gilt also fiir Skalendimension § = 2:
dw, = 7 (=1 dH + 2id,id, dHy). (A7)
Lemma A.1 Die Sesquilinearform (. ,..) ist fiir Skalendimension § > 3 ein

positiv semidefinites Skalarprodukt, fiir 6 € [2,3) ist (. ,..), indefinit.
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BEWEIS: Fiir § = 2 haben wir uns bereits von der Indefinitheit iiberzeugt.
Wir betrachten nun den Fall § > 2, dann verschwindet der Hp-Term in
Lemma B.5, weil (( . )?)°2|7, i, = 0 gilt, also

dw (p) = (2m)°9(8) M5 () (p)*)° 2 dH 4 (p),

mit der matrixwertigen (stetigen!) Funktion

Vi 5 p e My(p) = ((6 1) () + 206 — 2)“”’”) .
H,v=0,...,3
Fiir (. ,..), bedeutet das

(f. ), = (2m)%0(6) / (F(p). Ms(p)(p))... dp.

Vi

woraus man ersieht, dafl (. ,..), genau dann positiv semidefinit ist, wenn die
Matrix Ms(p) fiir alle p € V. positiv semidefinit ist®.
Fiir z € C* hat man

(& Ms(p)z) = (5—1) (2 (—n)2), +2(6—2) @w,m (1, 2}

Zu p € V, wihlen wir jetzt einen Lorentzschub A(p), der den Vektor p’ :=

(1/(p)2,0,0,0) nach p iiberfithrt: A(p)p’ = p. Dann bekommt man wegen A(p)TnA(p) =

n

(2, M5(p)z).. = (6—1) (A(p)z, (=m)A(p)2).. +2(6 —2) (Alp)z, neo).. (neo, Ap)z)..
= (A(p)z,Ns A(p)2).,,

mit der Matix

(6—1)(=1)+2(6—-2) 0 0 0

0 §—1 0 0

N = 0 0 6—-1 0
0 0 0 6-1

Da die 00-Komponente von Ns genau dann grofler oder gleich Null ist, wenn
§ > 3 ist, folgt, daB (. ,..), fiir Skalendimension ¢ > 3 positiv semidefinit und
fiir § € (2,3) indefinit ist. [ |

5Ist ¢ € Vi, so daB Ms(q) einen negativen Eigenwert zum Eigenvektor v hat, so findet
man eine offene Umgebung U 3 ¢, und eine Funktion 0 # f € .(R*) mit Tr f cU,sodaB
Funktion g :  — vf(z) die Beziehung (g, g); < 0 erfiillt.
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Anhang B

Einige
Fouriertransformationen

B.1 Die Fouriertransformation von A, f

Sei A : R* 3>z +— (z,7) € R* x R* die Diagonalabbildung. Die Einschrinkung

von Schwartzfunktionen auf die Diagonale ist stetig:
SR S5 his hoA e (R
Fiir T € &' (R?) sei
AT : SR 5 his T(hoA),
und insbesondere fiir f € .7(R*):

Aufih— /f(x)h(x,x) dz

Es sei 0 : R* x R* — R* die Summenabbildung, d.h. o(p,q) = p + q. Dann
existiert die Zuriickziehung o* : ./(R?) — /(R*4), und fiir f € ./ (R?) ist

insbesondere
o' f:he /f(p +q)h(p,q) d(p,q)
Lemma B.1 Fiir f € Z(R?) ist A/,J‘ = ﬁa*f
BewEis: Wihle ein h € .%(R*t*), dann erhiilt man
AJ(h) = Afh)

A f
= /f(z)/ﬁ(p, q) (27‘(‘)2 (271.)2 d(p, q) dz

o eilpta)z .
Fubini ﬁ//f(x)w dx h(p,q) d(p,q)
_ ﬁ//f(ijq)h(p,Q) d(p,q)
1

= G
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B.2 Die Fouriertransformation der Zweipunkt-
funktion
In diesem Abschnitt berechnen wir die Fouriertransformation der Zweipunkt-

funktion w = (Wyy ) u,v—0,1,2,3 eines konformen Vektorfeldes mit Skalendimension
0 > 2. Es ist fir p,v=0,1,2,3:

14 2 174
S(RY 5 f hm/ ng_n) +T§ﬁ)5+1f(x) dz. (B.1)

Das abschlieflende Ergebnis ist in Lemma B.5 angegeben. Lemma B.2, B.3 und
B.4 bereiten dieses Ergebnis vor.

Lemma B.2  Es sei p ein polynomial beschrinktes Maf§ auf R* mit Tr p C
V4, dann ist die Fourierriicktransformation von p gegeben durch

fro gl =l [ (e = ity)f(@) da,

wobei y € V. beliebig withlbar ist. Weiter ist 7 : R* — iV, — C analytisch und
gegeben durch!

. 1 —ip(x—1i
r(x — ity) := )2 /R4 eTP@IY) g (p).

BEWEIS: Wiihlen wir ein beliebiges y € V, und ¢ > 0. Dann hat man e~ %Y — 1,
fiir t — 0, sowie [e =Y f(p)| < |f(p)|, fir p € V.
Aus Tr p C V, ergibt sich weiter, daf {p — e~ ?¥} € L1(R*, p).

Wegen dieser beiden Punkte ist die folgende Rechnung legitim:

= [ e
maj.i(o"”' IIIH/ tpyf( ) ( )

g fracm
tin [ [ e ) dolp) d

(] )

Die Analytizitidt von r ergibt sich unmittelbar, da man unter dem Integral dif-
ferenzieren darf. |

Mit Hilfe dieses Sachverhaltes bestimmen wir nun die Fourierriicktransfor-
mation von dp(p) = ((p)?)°~! dH (p), mit dem MaBl H, definiert in Gleichung
(0.1).

IWir setzen die Minkowskibilinerarform bilinear auf C* x C* fort: (z1,22) +— 2122 :=
> nuwzl 255 ebenso C* 3 z — (2)2 := z2.
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Lemma B.3  Sei 6§ > 0, dann gilt fiir beliebige 2 € R*,y € V,.:

1 1

E /W e~ P@=itY) ()51 GH (p) = 7(6) (@ —ity)?)o+1 (B.2)

wobei der Faktor v(5) > 0 gegeben ist durch 5= 4° T'(§ 4+ 1)I'(6), mit der Gam-
mafunktion I'.

BEWEIS: Wir nehmen € R* und y € V. Dann sei

o LT (P AL ).

r(x —iy) = W A

r: R* — iV, — C ist analytisch und offenbar invariant unter allen orthochronen
Lorentztransformationen A, d.h. r(z) = r(Az), fiir alle z € R* — iV,. Unter
diesen Voraussetzungen folgt?, dafl es eine analytische Funktion 7 : M — C
gibt, so dal 7(z) = 7((2)?), fiir alle z € R* — iV, wobei M := {(2)2€ C | z €
R* —iV,} =C\ {0}.

Daher ist es zur Berechnung von r(z — iy) ausreichend, 7#((z — iy)?) fiir =,y
mit Z = ¢ = 0 zu berechnen, denn es ist {¢ € C | ¢ = (2° —iy?)?, 2" e R,y" >

0} =C\ {0}.
Sei also ¥ = ¢ = 0, dann bekommen wir:
- i) = o S e (@) at )

_ / / 7zp (zo—1y0) ( |ﬁ| )5 1 dp dp()
|p1<p°

(V]

7T
. P
/ e mﬂym/ (2 — K21k & dk dp°
0
]
7'Lp wo*iyo) — ; 2 —_ k2 g dk d 0
Lo wera)
q:=k/p° (/ —ip®(wo—iyo) ,26+1 0) (/1 2)0
-k, 1 o p2ot1 dp (1—¢%)" dgq
271'5 0 0 0

I2(6+1)) I‘(%)F(é +1)
(Zi(ao — iy))?0+D 20 +3)

Die beiden obigen Integrale findet man etwa in [BS], Formeln (21.23a) und
(21.45). Mit den Beziehungen fiir die Gammafunktionen findet man nun

part.Int.

A= A= S

v yF 4 1
F((2° — iy")?) 13 2ﬁ<r(6+1)) (— (20 — 30)2)3+1
1 1
= 5 1T+ DO gy oy

was fiir beliebige z € R*,y € V. impliziert
1

r(z —iy) = 7((x — iy)*) = 7(0) Cla =i

2Siehe etwa [BLT], Seite 489, Theorem 18.4.
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Man beachte, dafl die Fourierriicktransformation in (B.2) gerade den Nen-
ner in (B.1) liefert; der Zdhler in (B.1) ist ein Polynom und wird daher nach
Fouriertransformation zum (schwachen) Differentialoperator —,, 0 + 20,0,
S (RY) — 7/ (R*), mit dem Wellenoperator [ = Y 7%*9,.05.

Wir benétigen daher ein weiteres technisches Lemma:

Lemma B.4 Sei § > 2, dann ist die zweifache partielle Ableitung 0,0x\p €
' (R*) des reellen, polynomial beschrinkten Mafies dp = (( . )?)°~! dH, wieder
ein reelles, polynomial beschrianktes Mafl und gegeben durch

DeOrnp = 4(6 — 1)id.idy(( . )?)° 2Hy

2D (a4 20— )T

Darin ist Hy aus Gleichung (0.2).

BEWEIS: Zunéchst etwas Heuristik:

Es ist dp(p) = ((n)*)°" "Xy, (p) dp = ((p)*)°"0((0)*)0(p°) dp, worin 6 die
Heavisidesche Sprungfunktion ist. Formales Ableiten dieses Ausdrucks fiihrt
dann mit der Produktregel zu

%[((?)2)6_19((1?)2)9(]00)] = (6—=1)(()*)° % 2px 0((p)?) 0(»")
+((0)*)° 7 So((p)?) 2pa 0(1)
+((p)?)° 0((p)?) do(p°)n°s,

mit der eindimensionalen Deltafunktion dg. Der mittlere Term verschwindet nun
fiir > 2 wegen des Produkts (p)28o((p)?). Der dritte Term ist ebenfalls Null,
weil 0((p)?) do(p®) nur fiir p = 0 von Null verschieden ist. Man erhélt somit
weiter:

o (VBP0 = el = D) 21 () )

)
= (5 D)6 —2)((0)*)°~* 2px 205 6((p)°) 0(2°)
= 1)((0)*)°7* 200 6((0)%) 6(°)
(5 D((0)*)°7? 2px d0((p)?) 2px 6(°)
+(E = 1((2)*)° 202 6((0)?) So(P*)1",.

Der letzte Term ist wieder Null, und eine kleine Umformung zeigt, dafl dies das
behauptete Resultat ist.

Nun zum Beweis:
Wir berechnen schrittweise erst d\[(( . )?)°~! Hy] € .%/(R*) und daraus dann
B[ )~ H,] € 7 (RY),

Um die schwache Ableitung 9x((( . )2)°~! H,) zu berechnen, machen wir
die Fallunterscheidungen A =0 und A € {1, 2, 3}:
A=0:
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Es sei f € .(R*) beliebig gew#hlt, dann ergibt sich

(Bol((. )~ Hy)(f)

_/V (00f)()((p)*)°~" dp
- _/]Rs |T(8Of)(l7)((p)2)51 dpo 7
part.Int. / o0 f(p)((S — 1)((]9)2)5—2 0 dpo o
R3 /5]
— f( )2po (0 — 1)((]3)2)‘5—2 dp.

Das bedeutet also
Qol((- )™ Hy] =20~ Didy(( . )’ H.

Nun betrachten wir den Fall \ € {1,2,3}:
Man erhilt fiir beliebige f € .7 (R*):

OA(((-)2)°~H H)(f) — | @ P)(p)*)° " dp

Vi
,/V (é(f(p)((p)ml) — f(p)2pa(6 — 1)((p)2)52> i

- / L U@ dp i

f( )20A(8 = 1)((p)?)° 2 dp

Gauﬁ
/ / @ 0 dS @) dp°
\p\ =p°
D(idx((-)*)°™ H+)(f).
Darin ist n(p) = (n(p)*)a=1,2,3 := % der Normaleneinheitsvektor in Richtung

pund dS das Euklidische Oberflichenmafl. Das erste Integral veschwindet nun
wegen § — 1> 1 und p° = |p] = (p)? = 0.
Damit haben wir fiir beliebiges A = 0,..., 3 gezeigt, dafl

OA((.)2)°" Hy] = 2(5 — 1)ida(( . )?)°2 Hy.

Um nun daraus 9,0x[(( . )?)°"! H,] zu berechnen, machen wir wieder die
Fallunterscheidung x = 0 und « € {1,2,3}:
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8o0x  [((. )" Hy(f)
= 90(2(6 — Vyidx((.)*)° 2 H+)(f)

- - / (001)(p) 265 — Dpa())°2 dp
= /RB ; (00.f)(P°, D) 2(6 — V)pa(p} — |P1*)° 2 dp® dpf
P [R5 26— D (02) 2 dp
w500 2600 (o) 2 200 ) b

Man beachte, daf3 der erste Term nur fiir 6 = 2 von Null verschieden ist, sowie
das fiir § > 2 der Term ((p)?)° 2 lokal integrabel ist (siehe etwa die Abschitzung
am Ende des Beweises), und daf selbiger fiir 6 = 2 wegen des Faktors (6 — 2)

verschwindet. Multipliziert man im ersten Integral mit 1 = 2}’1}, bekommen wir

D)2 Y HY] = 4(0 — 1idoidx(( . )*)° 2H,

+ 200 —1)((. )02 <770,\ +2(6-2) i??i;A>H+~

Nun zum Fall
k=1,23:

B0 [(( 1) HL()
- - /V (0ef)(p) 26— Vpa ()2 dp

a ) - 0 2\6—2
/0 /ﬁ§p°2(6 l)bpn(f(p)px((p)) )
=10 (1r (02072 4206 - D (@ )| a7 @
= 201 ) na () ) A

+2(6 — 1)((77m\(( )’ 7% 4 2(6 - 2)idyida(( - >2>”)H+><f>~

Fiir die weitere Umrechnung des ersten Summanden beachte man, dafl p, =
—|pIn(p)", fir k = 1,2, 3 gilt. Erweitern wir nun im ersten Integral wieder mit
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2/7] .
1= %, so finden wir

Q00 [((-)*)°~ Hi](f)

- / /mp 5-1) ()pﬁpx((p)Q)éfﬂdS(ﬁ)dpo

235 1)((( 22 (1 + 2(6 — 2) “"*)m)(f)
e
= [ 461 5051.5) poa(0) 25 dp
a5
#26 - D)((C P o+ 26 -2 TS 1) )
= [46 -1 1) perr (@2 ditolp)
La(5 - 1) ((( 22 (e +2(6 — 2>Z'(d'fif;>H+) )
Insgesamt ist somit gezeigt, daf} fiir alle kK, A =0, ..., 3 gilt:
Orp = 46— 1)idyidr(( . )*)° 2 Ho
©oa - (L) 2<77m +200-2)% Z)dk)m,

was wieder ein polynomial beschrianktes, reelles Maf ist: Die polynomiale Be-
schrianktheit ist fiir 6 = 2 offensichtlich, fiir § > 3 ebenfalls, denn dann ist
0.0\p gegeben durch eine polynomial beschrinkte stetige Funktion. (Der Hy-
Term verschwindet fiir 6 > 2.) Fiir 6 € (2,3) ist offenbar der (( . )?)° 3H,-
Beitrag der einzige kritische Term. Man hat aber fiir den vierdimensionalen
Ball Bg := {p € R* | |p| < R}:

\/B 275 dtt ()| = \/Bm<p3—|ﬂ2>”dp‘

< // — k)73 4m k2 dk dp®

1 2
q
= 47r/ p 53°dp/7dq
0 (0) o (1—¢2)3-°

ol e 1TRTG-2)

25—4 2 I(-1/2) °
Letzteres Integral ist Gleichung (21.45) in [BS]. Da dieser Ausdruck fiir § € (2, 3)
in der Variablen R polynonial beschréankt ist, ist das Lemma bewiesen. |

Wir kénnen jetzt die Fouriertransformation der Zweipunktfunktion (B.1)
explizit angeben.

Lemma B.5 Seié > 2 und p,v =0,...,3. Die Fouriertransformation ,, €
S (R*Y) von w,, € ./ (R*) aus Gleichung (B.1) ist ein polynomial beschrinktes,
reelles Maf} und gegeben durch

div(p) = 9(6) ((6—1)( ) +2(6 — 2>p”p”)<<p>2>5—2 dH, (p)

(p)?
+ 29(8)((p)*)°2pupy dHo(p),
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worin der Faktor 9(d) > 0 durch 4(6 —1)/v(0) definiert ist, mit () aus Lemma
B.3.

BEWEIS: Aus den beiden ersten Lemmata dieses Abschnittes konnen wir erse-
hen, wenn wir y = eg = (1,0,0,0) € V wihlen, da8

(=1 0+ 20,0,)[(( . )?)°~ Hyl.

v(6)

Zusammen mit Lemma B.4 bekommt man damit nach kurzer Rechnung — in die
eingeht, daB, aufgrund von Tr Hy = V", gilt: (( . )?)*Ho = 0, fiir € > 0 —

Wy =

i = i (= AP0 2 HL 20,00 1)
KA

1

id,id,
- = [4(6 ) ((6 1) () 205 2)

(-)?

)(( Y,
+8(6 — 1)(( . )2)5—2}10].

Dies ist das behauptete Resultat. |
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Anhang C

Zur Kausalitat

In diesem Anhang wird begriindet, dafl die beiden Felder B und ® kausale Felder
sind, d.h. dal der Kommutator zweier Feldoperatoren mit raumartig getrennten
Testfunktionen verschwindet.

Der Kommutator von B ergibt sich als Vielfaches der Identitit auf Sg:

[B(f), B(9)] W(fog)-Wgef)1
S (W (5 %) = wyur(g 1)) 1
= Z(wzw(fﬂ*gi)_wuu((fy*gli)—)) 1,

worin der Index _ die Funktion des negativen Argumentes kennzeichnet, also
F_(z) := F(-x), und f,g € Z(R* C*) sind. Wir erhalten nun wegen der
Symmetrie w,, = wy:

[B(f),B(@)] = muu(f**g”) 1+ (id,id,v)(f* xg”) 1

mit den beiden ungeraden, Lorentzinvarianten Distributionen u, v € . (R*), die
explizit durch

)= [ (i (2)? (—o)” ) Fla) do

NG 2 ity +FFPPT (—(—a0 — i) + | = FP)PH
und
. —2z —2(—x)
F):=1 - F(x)d
v(F) N ((—(3;0 T2+ @) (—(—a® — )+ | — f‘2)6+1) (z) dz

gegeben sind. Die explizite Form ist fiir die Kausalitdt nicht von belang. Ent-
scheidend ist, dafl u und v ungerade und Lorentzinvariant sind, woraus sich
ergibt, dal der Triiger von v und v in V. U(=V 1) = {z | (z)? > 0} liegt. (Man
muf} zeigen, daf sich eine ungerade, Lorentzinvariante Distribution durch unge-
rade, Lorentzinvariante Funktionen approximieren l48t. Diese haben dann die
genannte Trigereigenschaft, weil z und —x durch eine Lorentztransformation
ineinander iiberfithrt werden kénnen, wenn ()% < 0 gilt.)

Sind jetzt f, g kompakt getragen und haben kausal getrennte Tréger, also
(x —y)? <0, fir allex € Tr f und y € Tr g, so ist auch f* x g kompakt
getragen, und es folgt Tr (f* x ¢g*) C {z | (z)? < 0} und daher

[B(f), B(g)] = 0.
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Um einzusehen, dafl auch das normalgeordnete Skalarfeld ® ein lokales Feld
ist, ziehen wir das Wicksche Theorem in Form von Lemma 4.6 heran. Dies besagt
fir ® =Y n* :[A4,A,]:, daB fir f,g € .7 (R?)

=S AA AN 2 )
+  AGAL[AL: W) (f @ 9)
+ AW W) (f@g) 1)

gilt. Da das Normalordnen kommutativ ist, weil also

SO A A AAN: (F @ g) = S A A AN (g @ f).

gilt, folgt nun fiir den Kommutator:

“ e ( AGAAL Wor)(F © 9) — AGAJIAL W)@ )
£ AW W) (f ©9) 1 2WWor)g® ) 1 ).

Wir werden nun zeigen, daf alle Matrixelemente (p, [®(f), ®(g)]¢);, gleich
Null sind, wenn f und g kausal getrennt sind, was offenbar [®(f), ®(g)] = O
bedeutet. Es ist nun

(0, [@(f), 2()]¥)s,
=y (4WuA(A;L(-)An(~-)(<P7¢)f ®g) = AWr(Au()Ax() (0, )9 @ f)
+2(WMKWII)\)(f ®g) <<P7'(/J><50 - 2(WMHW1)A)(Q & f) <%07w>30 )

= S (Amae(F) — (idyidyo) (Fy)
+2W(f * g-) (s ¥)s, s

mit v und v wie oben und den Bezeichnungen

)= / £+ 1)9() A (e + 1) An () (0, ¥) d,

sowie
Zn’“’ S WasWyps — (Waswyn)—) € L' (RY).

(Darin bedeutet T_(f) := T(f-), fir T € .%'(R*). Die Existenz des Produktes
WukWyy ist wegen der Spektumsbedingung 1'r w,,, C V| gesichert.)

Die Situation ist nun dhnlich wie im oben betrachteten Fall, denn sind f, g €
7 (R*) kompakt getragen, mit kausal getrennten Trigern, so ist sowohl fxg_, als
auch F,,, in {z | (z)* < 0} getragen. Da neben u, v auch w eine Lorentzinvariante
und ungerade Distribution ist, erhalten wir, dal Tr u, Tr v, Tr @ C V U(=V ).
Daher folgt wie fiir das Vektorfeld B fiir kausal getrennte f, g, daf3

<<)07 [(b(f)v ‘I’(Q)W>s0 = O’ fiir alle 2 ¢ € 807

also

[@(f), (9)] = 0.
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