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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Gleichgewicht und Nichtgleichgewicht

Es ist konzeptuell vollstandig geklért, wie man die Beschreibung makroskopischer
Systeme angeht, die sich im thermodynamischen Gleichgewicht befinden. In der
klassischen Statistischen Mechanik haben Boltzmann und Gibbs das Prinzip der
maximalen subjektiven Unkenntnis iiber den Mikrozustand eines Systems mit
vielen Teilchen als Kriterium des Gleichgewichts eingefithrt. Bei dem Ubergang
von dem Quanten-Gibbs-Ensemble auf dem Fockraum (wo es keine Zustidnde
mit unendlich vielen Teilchen gibt) zu den unendlichen Systemen hat sich die
beriihmte KMS-Bedingung als eine modellunabhéngige und im Vergleich zu den
vorhergehenden Techniken einfache Charakterisierung der thermischen Gleichge-
wichtszustdnde herauskristallisiert. Mit dieser Bedingung, die nach den Namen
ihrer Autoren Kubo, Martin und Schwinger benannt wurde, sind Systeme im
globalen thermodynamischen Gleichgewicht in der Quantenfeldtheorie auf alle
interessanten Fragen gut untersucht worden (s. z.B. [Ha96]).

Bei Systemen im thermischen Gleichgewicht handelt es sich allerdings um ei-
ne Idealisierung. Es existiert in der Natur kein abgeschlossenes System, das auch
noch genug Zeit zum Erreichen der maximalen Entropie gehabt hétte. Und es gibt
schon gar nicht die globalen Gleichgewichtszustinde, denn wir sind zum Gliick
da und unsere Welt ist noch weit von der totalen Unordnung und von der Zeit-
translationsinvarianz.

Die globalen Gleichgewichtszustédnde kénnen aber vielleicht als ein hervorragen-
des Hilfsmittel zur Beschreibung realer physikalischer Systeme dienen, so wie die
testende Punktladung vernachléassigbarer Ladungsmenge in der Elektrodynamik,
iiber die man alles weil und die das zu untersuchende elektromagnetische Feld
nie stort (auch nur eine gedankliche Idealisierung).
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Obwohl die thermodynamischen Groéflen nur im Fall vom Gleichgewicht klar de-
finiert sind, wendet man sie experimentell natiirlich auch im Leben z.B. bei der
Temperatur- oder Druckmessung an, ohne es exakt mathematisch beschreiben zu
konnen. Fachleute in der relativistischen Quantenfeldtheorie haben nun genaue
Methoden entwickelt, wie man Systeme, die nur lokal und nur in einer gewissen
Néahe des Gleichgewichts sind, thermodynamisch charakterisieren kann:

Buchholz, Ojima und Roos in ihrer Arbeit [BORO02], sowie D.Buchholz in sei-
ner weiterfiithrenden Arbeit [Bu03] haben eine Idee ausgearbeitet, Nichtgleichge-
wichtszustinde durch den Vergleich mit dem Satz aller globalen Gleichgewichts-
zustdnde mittels [okaler thermischer Observablen auf lokale thermische Eigen-
schaften zu priifen. Dabei wird die Translationsinvarianz der phaseniibergangs-
freien KMS-Zustédnde benutzt: in diesen kann man Messung einer makroskopi-
schen thermischen Observablen durch Messungen in einer beliebig kleinen Zelle
des Minkowskiraums ersetzen, die man geniigend oft wiederholt, um die aufgrund
der Unschérferelation entstehenden Fluktuationen wegzumitteln. Mittelung iiber
die Raumzeit ist bei phaseniibergangsfreien Gleichgewichtszustanden &dquivalent
zu der Mittelung iiber das Ensemble. Das letztere bettet sich dabei natiirlich in
den mathematischen Rahmen der Quantentheorie als Bildung eines Erwartungs-
werts ein. Es ist dabei sogar moglich und bequem, das “Mefigerit” auf einzelne
Punkte in der Raumzeit schrumpfen zu lassen, d.h. in der Quantenfeldtheorie zu
bestimmten Punktfeldern ¢(z) iiberzugehen. Solche lokalen thermischen Obser-
vablen sind nur im Sinne von quadratischen Formen definiert und wir sind von
vornherein auf Untersuchungszustinde eingeschriankt, die im Definitionsbereich
von ¢(z) als quadratischer Formen liegen. Das ist aber physikalisch gesehen keine
Einschrankung und hat mit lokal endlicher Energie zu tun (vgl. [BOR02]), was
man auch in den KMS-Zustédnden immer hat.

Stimmen nun Erwartungswerte in einem zu untersuchenden Nichtgleichgewichts-
zustand w fiir einen bestimmten Satz von lokalen thermischen Observablen S, am
Punkt # mit deren Erwartungswerten in einem (fiir all diese lokalen Observablen
gleichen) Zustand globalen Gleichgewichts w, (i.a. einem Gemisch von solchen)
iiberein , so kann man w an der Stelle x konsequent die thermischen Eigenschaften
von w, zuschreiben, die den thermischen Observablen aus S, entsprechen. Und
je groBer die Machtigkeit von S, ist, desto stabiler ist das lokale Gleichgewicht
von w bei x.

Man interessiert sich natiirlich fiir solche Nichtgleichgewichtszustéinde w, die im
obigen Sinne lokal thermisch charakterisierbar nicht nur an einem isolierten Punkt
2 im Minkowskiraum, sonder gleich in einer gewissen Umgebung O sind, und zwar
bzgl. derselben Observablenmenge S,. Die Referenzzustéinde werden sich i.a. von
Punkt zu Punkt unterscheiden (sonst wire es ja uninteressant) und mit denen die
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Werte der thermischen Parameter. Man kénnte dann die Raumzeit-Entwicklung
dieser thermischen Charakteristiken von w beobachten, oder seine Thermodyna-
mik.

1.2 Die Frage, die wir uns stellen

Ein Nichtgleichgewichtszustand w mit gewissen lokalen thermischen Eigenschaf-
ten im oben angedeuteten Sinne wurde in [BORO02] als Sp-thermal oder als lokaler
Gleichgewichtszustand bezeichnet. In den Arbeiten [BOR02] und [Bu03] wurde
die ganze Situation im einfachsten Modell des freien masselosen skalaren Felds ¢,
konkretisiert. Dort haben die Autoren auch den linearen Raum der lokalen ther-
mischen Observablen S, spezifiziert und die entsprechenden thermischen Funk-
tionen durch Bildung der Erwartungswerte in den KMS-Zusténden ausgerechnet.
Die physikalische Bedeutung der Messung solcher lokalen Observablen ist dabei
den ersten (in der Hierarchie der wachsenden thermischen Stabilitét) sofort ab-
zulesen, wie z.B. die absolute Temperatur zum Quadrat.

Es stellt sich nun die Frage, ob ein beliebiger Zustand w, der Sp-thermal in einem
konvexen Gebiet O mit kompaktem Abschlul innerhalb seines Definitionsgebiets
ist, lokal normal beziiglich des Vakuumzustands ist. Das ist gleichbedeutend mit
der Frage, ob die Restriktion von w auf die freie Feldalgebra &2,(QO) im entspre-
chenden lokalen Fockraum liegt, was unter anderem lokal endliche Energie- und
Teilchendichte fiir w als Konsequenz hétte. Im Fall, dass w diese Eigenschaft (der
lokalen Normalitét) besitzt, wird er daher als physikalisch angesehen.

Einen in der algebraischen Formulierung angegebenen Zustand im lokalen Fock-
raum zu suchen wére eine miithsame Aufgabe, aber zum Gliick haben Araki und
Yamagami in ihrer Arbeit [AY82] ein mathematisches Kriterium fiir die Existenz
eines solchen lokalen Fockraum-Analogons formuliert. Im Fall eines konkret kon-
struierten Zustands, der aufgrund seiner lokalen thermischen Eigenschaften ein
Hot-Bang-Zustand genannt wurde ([BOR02]), konnten wir die lokale Normalitét
durch Anwendung des Theorems von Araki-Yamagami mit den von D.Buchholz
entwickelten Methoden sowie einer Idee aus der Arbeit [Ver94] beweisen.

Ein schwierigeres Problem ist es allerdings, eine hinreichende Bedingung fiir die
allgemeinen lokalen Gleichgewichtszusténde zu finden, damit sie physikalisch sind.
Da aufler der Bedingung der Sp-Thermalitét nicht viel {iber diese Zusténde auf
der freien Algebra &2(O) bekannt ist, wurde von D.Buchholz eine Kandidatur
fiir deren Zweipunktfunktion in [Bu03] vorgeschlagen. Fiir diese haben wir dann
unter Verwendung der in der Arbeit [Bu03] (unter anderem) entwickelten Tricks
eine hinreichende Bedingung fiir die lokale Normalitéit bzgl. des Vakuumzustands
aufstellen konnen. Wir haben auch gesehen, unter welcher zusétzlichen Bedingung
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an einen allgemeinen lokalen Gleichgewichtszustand seine Zweipunktfunktion in
der von D.Buchholz vorgeschlagenen Form sein wird.

Es gibt noch viele weitere Ideen zur Beantwortung der oben formulierten Fra-
gen ([Bu]), die wir aus Zeitgriinden nicht mehr bearbeiten konnten.

1.3 Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel stellen wir den technischen Rahmen des von uns benutz-
ten Formalismus der relativistischen Quantenfeldtheorie nach [SW64], [Ha96],
[BORO02], sowie die in [BOR02] und [Bu03] entwickelte Charakterisierung der lo-
kalen Gleichgewichtszustdande modellunabhéngig vor.

Im Kapitel 3 gehen wir dann im Modell des freien skalaren masselosen Felds
(nach [BS76],[BOR02]) konkret auf die lokalen Feldalgebren in zwei verschiede-
nen Formulierungen ein: zum einen im vierdimensionalen Minkowskiraum, zum
anderen kinematisch zur Zeit Null. Wir besprechen deren Zusammenhang unter-
einander, den wir mehrmals in der Arbeit gebrauchen, und stiitzen uns dabei
auf die Arbeit [Dim80]. Weiterhin werden die Gleichgewichtszustinde im Modell
kurz vorgestellt (die als Referenzzustinde dienen), der Hot-Bang-Zustand sowie
die lokalen thermischen Observablen besprochen ([BOR02],[Bu03]).

Im vierten Kapitel formulieren wir dann die Fragestellung der lokalen Normalitét
([Bu],[Ar99]), stellen das Kriterium von Araki-Yamagami fiir die Quasi-Aquiva-
lenz der quasifreien Zustidnde ausfiihrlich vor ([AS71],[AY82]), um es dann auf
das Zustandspaar wy, und w,, auf einer lokalen Feldalgebra anzuwenden. Dabei
haben wir uns bei dem Beweis der Aquivalenz der Topologien auf die Hauptidee
von R.Verch in [Ver94| gestiitzt, und bei dem Beweis des zweiten Punkts des
Theorems auf mehrere Ideen und Vorschlidge von D.Buchholz.

Im Kapitel 5 besprechen wir die allgemeinen lokalen Gleichgewichtszustédnde im
Hinblick auf die Eigenschaft der lokalen Normalitdt beziiglich des Vakuumzu-
stands auf der Grundlage der Arbeit [Bu03].

Im sechsten Kapitel geben wir eine Zusammenfassung unserer Ergebnisse und
Erkenntnisse sowie einen Ausblick tiber mogliche andere Ansétze bei der Be-
handlung dieser interessanten Problematik ([Bul).

Zwei ausfiihrliche mathematische Herleitungen fiir wohl bekannte, jedoch fiir
uns neue niitzliche Tatsachen wurden vollstdndigkeitshalber in den Anhéngen
ausgefiihrt. Als Leitfaden wurden im Anhang A [Bu] und im Anhang B [BST76]

benutzt.



Kapitel 2

Grundlagen und technischer
Rahmen

Die Beschreibung von Systemen, die nur lokal gewisse thermische Interpretation
zulassen, wurde von Buchholz, Ojima und Roos ([BOR02]) im Rahmen der rela-
tivistischen Quantenfeldtheorie entwickelt.

Wie in der Einleitung bereits erwdhnt wurde, sind die Basisobjekte in dieser
Analyse lokal observable Felder, die generisch als ¢(z) bezeichnet werden. Quan-
tenfelder am Punkt sind aufgrund der Heisenberg’schen Unschérferelation ganz
singuldre Objekte, die nur im Sinne von quadratischen Formen auf geeigneten
Doménen (in einem Hilbertraum im Wightman’schen Formalismus bzw. in der
Menge der Zustande im algebraischen Zugang, s. unten) definiert sind. Gewthn-
licherweise mittelt man die Punktfelder ¢(x) daher mit Testfunktionen f, die
kompakten Tréger im Minkowskiraum haben:

o(f) = / dz f(z) p(z) (2.1)

Mit diesen Objekten, die in der Wightman’schen Formulierung operatorwertige
Distributionen mit einem fiir alle f gemeinsamen stabilen dichten Definitionsbe-
reich des unterliegenden Hilbertraums darstellen, kann man besser arbeiten.

Hier werden diejenigen Wightman’schen Postulate der relativistischen QFT ([SW64])
aufgelistet, die wir in unserer Arbeit benutzen:

2.1 Elemente der Wightman’schen Axiomatik
Es ist ein Hilbertraum H gegeben. Unter einem lokal observablen Quantenfeld ¢

versteht man folgendes (. : = R* soll der Minkowskiraum und D(.#) der Raum
der glatten Funktionen mit kompaktem Tréger in .#, der Testfunktionen, sein):
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1. ¢ ist eine operatorwertige Distribution iiber D(.#). D.h. ¢(f) sind (i.a.
unbeschriankte) Operatoren auf einem fiir alle f € D(#) gemeinsamen
dichten Definitionsbereich D C 'H mit Matrixelementen

<, o) >, ' eD (2:2)
aus D(A) .
2. D ist invariant unter der Wirkung von ¢(f).

3. Die adjungierten Operatoren erhélt man durch komplexe Konjugation der
Testfunktionen im Ortsraum:

o(f)=¢(f) aufD. (2.3)
4. Es gilt die Lokalitét :
[6(f),¢(9)] =0  auf D fiir supp(f) x supp(g). (2.4)

Aus den ¢(f) und dem 1-Operator auf H erzeugt man nun polynomial eine
*-Algebra & (das geht dank 2).

Die Eigenschaft, operatorwertige Distribution zu sein, setzt sich auf &2 fort:

< % ¢(f1) T ¢(fn)¢/ >, % W S D7 (25)

ist aufgrund 1, 2, 2.3 eine Distribution aus D(.#)" in jedem Argument f;,
j=1,...,n. Es folgt nach dem Satz vom Kern

3 TeD#™)  mit
<, ¢(f1) - d(f)d >=T([i® @ fa). (2.6)

2.2 Abstrakte Feldalgebra und ihre Darstellung

Da in dieser Arbeit eine grofie Klasse von Zusténden vorkommt, sehen wir von
einem Hilbertraum im voraus ab und betrachten eine abstrakte Feldalgebra &2
(vgl. [BOR02], sowie [Ha96]).

Sie wird von den Elementen ¢(f), linear in f € D(.#), und einem 1-Element
erzeugt. Weiterhin ist & eine #-Algebra mit der Adjungiertenbildung gemaf} (da
Felder observabel sein sollen):

o(f)" = o(f) fir feD(A),
(AA) = AA* fir Ae sowie
* = 1. (2.7)
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Die eigentliche orthochrone Poincaré-Gruppe PL (vgl. z.B. [RJo65]) mit den Ele-
menten A = (A, a) ist auf & durch Automorphismen o dargestellt:

ar(o(f):=o(fr)  fir feD(A), (2.8)

wobei fy(z) : = D(A) f(A~'z) mit der Matrixdarstellung D von P, die dem Ten-
sorcharakter des Quantenfelds ¢ entspricht.

Die Zustdnde werden als lineare positive Funktionale auf der Algebra definiert
geméf:

Definition 2.1. Eine lineare Abbildung w : & —— C heiffit Zustand, falls es
qgilt:

o W(A*A) >0, VAe & (Positivitit)
e w(l)=1

Aus dieser Definition folgt w(A*) = w(A) (vgl. [Bu85]). Somit ist ein Zustand
auf & ein reellwertiges Funktional auf den selbstadjungierten Elementen von
&2 mit nichtnegativen Schwankungsquadraten, sodafl physikalische Interpretati-
on moglich ist.

Zusténde w, die hier betrachtet werden, besitzen zusétzlich folgende Stetigkeits-
eigenschaft: der Ausdruck

w(@(fr) - o(fn))  fir fi,...fn € D(A) (2.9)

soll Einschriankung einer Distribution 7' € D(.Z") auf D(.# )" sein. Man be-
nutzt fiir solche Zustédnde die suggestive Schreibweise

W) 0(f) = T(fr @ ® f,) (2.10)
- / Qs -y fi(m) - fuln) 0 (6(x1) - Bx))  (2.11)

und nennt w (¢(z1) - - - ¢(xy,)) die n-Punktfunktion des Zustands w. Die Bezeich-
nung wird auch fiir die Abbildung fi ®---® f, — w(é(f1) - &(fn)) verwendet.

Jeder Zustand w induziert eine Darstellung 7, von & auf einem Hilbertraum H,,
mit einem Vektor Q, € H,,, der dem Zustand w entspricht: < €, ,m,(A) Q, >=
w(A) fir A e &. Q) ist ein zyklischer Vektor, d.h.

D, :=7,(2)Q, (2.12)

ist dicht in H,,. Das ist die GNS-Konstruktion (7, H,, {1,), die auf Gelfand, Nai-
mark und Segal zuriickgeht, s. z.B. [Ha96].
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In der GNS-Darstellung werden die Elemente von & zu operatorwertigen Distri-
butionen (falls (2.10) vorausgesetzt wird, wie hier) mit dem gemeinsamen dichten
Definitionsbereich D,,.

Wir werden in unserer Arbeit mit Unteralgebren &2(O) der globalen Algebra
Z zu tun haben, die von den Feldern ¢(f) mit f € D(O) erzeugt werden. Wir
werden nidmlich Restriktionen der Zustédnde auf lokale Algebren zu O C .# mit
kompaktem Abschlufl innerhalb des Definitionsgebiets des jeweiligen Zustands
studieren, erstens weil unsere Zustédnde i.a. nicht im ganzen Minkowskiraum le-
ben und zweitens weil wir nur an deren lokalen Eigenschaften interessiert sind.

2.3 Thermisches Gleichgewicht und Referenz-
zustinde

2.3.1 KMS-Zustande

Das fiir den Rest dieses Kapitels Folgende basiert auf den Arbeiten [BOR02] und
[Bu03].

Wie in der Einleitung schon angedeutet wurde, nehmen hier die Zusténde glo-
balen Gleichgewichts als Vergleichszusténde fiir die Nichtgleichgewichtszustéinde
einen ganz wichtigen Platz ein. Wie es auch schon erwidhnt wurde, sind diese
durch die Kubo-Martin-Schwinger-Bedingung charakterisiert. Da die Gleichge-
wichtszustdnde gewohnlich in ihrem Ruhesystem betrachtet werden, ein Nicht-
gleichgewichtszustand allerdings an verschiedenen Punkten in seinem Definiti-
onsgebiet i.a. unterschiedliche Geschwindigkeiten beziiglich eines fest gewéhlten
Inertialsystems haben kann (z.B. ein hydrodynamischer Flu$), sollten wir zu je-
dem Gleichgewichtszustand auch all seine Lorentz-transformierten Zusténde in
unsere Menge der Referenzzustdnde dazunehmen.

Da man den Ubergang von einem Laborsystem zu einem anderen Inertialsy-
stem mit Hilfe der Elemente der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe A €
EL erhélt, sind die transformierten Systeme durch normierte Vektoren aus dem
Vorwiértslichtkegel, der positiv zeitartigen Teilmenge des Minkowskiraums:

Vi={z e 2*>0, x9>0} (2.13)
festgenagelt (vgl. z.B. [RJo65]).

Zu einem normierten Vektor e € V., der das Bezugssystem definiert, lautet die
KMS-Bedingung;:
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Definition 2.2. Fin Zustand wg auf & geniigt der KMS-Bedingung bei der in-
versen Temperatur 3 > 0 in dem gegebenen Lorentzsystem, falls es zu jedem
Paar von Operatoren A, B € & eine Funktion h g¢ibt, die analytisch im Streifen
Sg:={z€C: 0<Imz < (B} und stetig an seinen Rdindern ist, sodass gilt:

h(t) =ws (B (A4)), h(t+if8) =ws(au(A) B), fir teR.
Solch ein Zustand heifit dann ein KMS-Zustand.

Da wir beide Parameter eines KMS-Zustands e und (§ wissen miissen, um ihn als
Referenzzustand zu benutzen, vereinigen wir beide in einem Vierervektor g € V.
mit der Richtung von e, dessen Betrag gleich der inversen Temperatur ist.

Fiir die Zwecke im Kontext der oben genannten Arbeiten ist es erlaubt und
bequem, die Phaseniiberginge bei den Gleichgewichtszustidnden auszuschlieen,
also deren Eindeutigkeit anzunehmen. Es folgt daraus (und aus der Definition)
eine einfache Formel fiir den Poincaré-transformierten KMS-Zustand:

wp oyt =wag - (2.14)

Folglich sind die KMS-Zusténde, die hier betrachtet werden, nicht nur trans-
lationsinvariant in der Zeitrichtung, sondern invariant unter allen Raumzeit-
Translationen.

Man nimmt (zur Erleichterung der mathematischen Beschreibung) schwache Ste-
tigkeit der KMS-Zusténde in § an, d.h. fiir jedes A € &7 ist die Funktion

B — ws(A) (2.15)

stetig. Da Phaseniibergéinge ausgeschlossen werden, erwartet man, dass diese Ei-
genschaft ganz allgemein gilt.

2.3.2 Punktfelder und thermische Funktionen

Wie in der Einleitung schon erwéhnt wurde, ist es fiir die in den Arbeiten [BORO02]
und [Bu03] entwickelte Analyse der lokalen Gleichgewichtszusténde niitzlich, auch
die nichtregularisierten Felder ¢(z) zu betrachten. Diese sind im Sinne von qua-
dratischen Formen zu verstehen.

Aufgrund der Translationsinvarianz hingt der Erwartungswert wg(¢(f)) nicht
von der Testfunktion ab, solange deren Integral iiber den Minkowskiraum gleich

bleibt. Man kann also die KMS-Zusténde wie folgt auf die Punktfelder ¢(z) fort-
setzten:

wp(p(x)) - = ws(o(f)) (2.16)
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wobei f eine beliebige Testfunktion ist, deren Raum-Zeit-Integral gleich 1 ist.
Dieser Ausdruck héngt nicht von x ab. Der von den Feldern ¢(z) (quadratischen
Formen) an der Stelle z erzeugte Vektorraum wird mit Q, bezeichnet. Man geht
davon aus, dass alle im Kontext der oben genannten Arbeiten interessierenden
Zusténde auf die Rdume Q, (in einem vom Zustand abhéngigen Gebiet des Min-
kowskiraums) fortgesetzt werden kénnen.

Es ist von zentraler Wichtigkeit, dass die lokalen Felder ¢(z) die gleiche Informa-
tion iiber die KMS-Zusténde liefern, wie bestimmte makroskopische Observablen.
Sei f,, eine Folge von Testfunktionen mit Integral 1, deren Tréger im kausalen
Komplement von jedem gegebenen beschrankten Gebiet des Minkovskiraums fiir
fast alle n liegt. Wie in [Bu03] gezeigt wird, existiert in allen Gleichgewichts-
zustdnden der Limes

und definiert eine makroskopische Observable. Folglich stimmt die Messung der
Punktfelder ¢(x) in einem Zustand globalen Gleichgewichts geméaf (2.16) mit der
Messung der entsprechenden makroskopischen Observablen & iiberein:

wp(®) = lim ws(d(fn)) = wa(d(x)) = ws(4(0)) . (2.18)

n—oo

Die zugehorigen (nach (2.15) stetigen) Funktionen

B — ®(B) : = w(¢(0)) (2.19)

werden als thermische Funktionen bezeichnet.

2.3.3 Thermische Referenzzustiande

Fiir den Vergleich der Nichtgleichgewichtszustdande lokal mit der Gleichgewichts-
situation reichen die Temperaturzustiande i.a. nicht aus, man braucht auch deren
Gemische. Fiir kompakte Teilmengen B von V. lafit sich jedes Gemisch in der
Form

wp(A) = [ dp(Bna), Aes (2.20)

schreiben, wobei p ein positives normiertes Mafl mit dem Tréger in B ist. Die
konvexe Menge solcher Zustdnde wird als Cp bezeichnet und die Vereinigung
iiber alle B wie oben bildet die Menge der Referenzzustéinde C:

c:=Jcs. (2.21)
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Die Zustinde wp € C setzt man analog zu den Temperaturzustinden auf die
Punktfelder fort (f ist dabei eine beliebige Testfunktion mit Integral 1):

wp(0(@) = [ dp(Bntola)) = wn@(1) (2.22)
sodass ebenfalls folgt:
wp(®) = lim wa(6(f,) = wn(8(x) = wn(6(0) . (229

2.4 Lokale thermische Eigenschaften der Nicht-
gleichgewichtszustinde

Es ist sinnvoll, einen Nichtgleichgewichtszustand w am Punkt zu untersuchen, so-
dass keine Mittelung iiber i.a. verschiedene Referenzzustédnde stattfindet, die die
Information etwas verwischen wiirde (Nichtgleichgewichtszusténde sind ja nor-
malerweise nicht translationsinvariant). Dazu dienen die lokalen Observablen aus
den Raumen Q,, s. Abschnitt 2.3.2.

Die Bedeutung von w(¢(x)) ist a priori nicht klar, denn nur in den Zusténden
globalen Gleichgewichts (und deren Gemischen) ist das equivalent zur Messung
der entsprechenden makroskopischen Observablen (s. (2.23) ) . Deshalb vergleicht
man w(¢(z)) mit wp (¢(x)) fir alle wg € C und falls man einen Referenzzustand
wp, findet, der auf einem geeigneten linearen Teilraum S, der Punktobservablen
mit w iibereinstimmt, so kennt man die physikalische Bedeutung der Messung
von ¢(z) € S, in w, ndmlich

w(p(z)) = wp, (¢(2)) =wp, () fir ¢(x) €S, . (2.24)

Da beide Zustédnde auf S, nicht zu unterscheiden sind, kann man diese Interpreta-
tion konsistent auf w iibertragen. Da der Zustand i.a. nicht translationsinvariant
ist, mag er an einem anderen Punkt 2’ mit einem anderen Referenzzustand wg
iibereinstimmen:

w(P)(x) :=w(P(x)) fir ¢(z) €S,. (2.25)

Diesen Ausdruck bezeichnet man als Lift von w an der Stelle z zu dem Raum der
Makroobservablen ® mit ¢(z) € S,.

Man nennt solch einen Zustand (fiir den (2.24) gilt) S,-thermal. Ist ein Zustand
w S;-thermal fiir jedes z aus einem Gebiet O des Minkowskiraums, so heifit er
So-thermal. Die Funktion  +— w (®)(x) beschreibt in diesem Fall das Raumzeit-
Verhalten der Erwartungswerte der entsprechenden Makroobservablen ® in w.
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Nichtgleichgewichtszustédnde mit lokalen thermischen Eigenschaften in diesem
Sinne werden i.f. als lokale Gleichgewichtszustidnde (kurz: LG-Zusténde) bezeich-

net.



Kapitel 3

Das Modell

Fiir den Rest dieser Arbeit wird das freie skalare masselose Feld ¢q betrachtet.
Von diesem einfachen Model erwartet man physikalisch relevante Aussagen, da
Systeme betrachtet werden, die lokal im Gleichgewicht bei hohen Temperaturen
sind, sodass Wechselwirkung sowie Ruhemasse keine entscheidende Rolle spielen
(vgl. [Bu03)).

Die von ¢q( f) erzeugte Feldalgebra wird als &7, bezeichnet, sie unterscheidet sich
von & (s. vorhergehendes Kapitel) durch zusétzliche algebraische Relationen des
freien Felds. Die eigentliche orthochrone Poincaré-Gruppe 731 ist auf &, durch
Automorphismen ay zu A = (A, a) € Pl dargestellt, die wegen des skalaren
Charakters von ¢y wie folgt wirken (vgl. (2.8)):

an.a (0(2)) = o (Az +a) . (3.1)

3.1 Das freie skalare masselose Feld

Das freie skalare masselose Feld ¢y () ist charakterisiert durch seine Feldgleichung
(die Klein-Gordon-Gl. zu m = 0, d.h. die Wellengleichung):

Dgp(x) =0, D=2 — Az (3.2)

und die bosonische Kommutatorrelation :

[#0(), Po(y)] = (2—71T)3 /dpe_i(x_y)pg(po) 0(p*)-1=-D(x—y)-1. (3.3)
(vgl. z.B. [BS76].)

Beides ist in einem Zustand gemé$ (2.10) im Sinne von Distributionen zu verste-
hen. Dabei ist die Kommutatorfunktion
i - i d®p 4 4
D(z) := dp §(p? TP = —— {e P — e 3.4
(@) = g [ dodGReme ™ = oo [ SR ey )

17
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ein Element von D(.#) mit ( p:= (|p], p))

p() = [asD@Ise) = = [ Z2{Fp) - T} fies D). 09

Um die sehr wichtige Trégereigenschaft der Kommutatorfunktion zu formulieren,
braucht neben dem Vorwirtslichtkegel V. (s. (2.13)) auch den Riickwertslichtke-
gel V_, die negativ zeitartige Teilmenge des Minkowskiraums:

Voi={vc# : 2*>0, o <0}. (3.6)

Aus der Lorentzinvarianz der Kommutatorfunktion und D(—x) = —D(x) ersieht
man, dafi D = 0 auf den Testfunktionen mit dem Tréger im raumartigen Bereich
AN\ (V4 UV _) des Minkowskiraums ist, sodass gilt:

supp(D) c (V,UV_). (3.7)
In der GNS-Darstellung eines Zustands w erhélt man aus (3.2) und (3.3) entspre-
chende Operatorgleichungen auf dem dichten Teilraum D,, C H,, vgl. (2.12):

GemésB 2.1.1 bedeutet die Gleichung (3.2) i.5.v.D. folgendes (unter A € &, sind
stets die Darsteller 7, (A) zu verstehen):

Ogo(r) =0 2% <y 6o(0f)Y >=0 Vo, ¢/ € D, ¥f € D(.4)
= do(Of) =0 auf D,, VYfeD(HA). (3.8)

Die zweite Aquivalenz gilt, da D,, dicht in H ist.

Analog versteht man unter (3.3) geméaf (2.6) folgendes:

<91 [do(F), dolg)l' > = / dedy F(2)g(y) < 0| [bo(a), o' > (39)

— <vl; [ dudyFa)gy) Do =) 10/ >

Vi, ' € D, ,Nf,g € D(A), (3.10)

wobei der Kern der Distribution in der suggestiven Schreibweise von (3.9) nur
formal (da naheliegend) als Skalarprodukt geschrieben wird. Wie oben, ist die
Gleichung (3.10) dquivalent zu der Gleichheit von Operatoren auf D,,:

6o(F), dolg)] = ~ / 4z F(2)(D * ) (x) - 1

_ %/dm?(w)(Eg)(z) 1=:5(f.g) 1
Vg eD(A).  (3.11)
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FE ist dabei der Propagator der Wellengleichung, s. Anhang B, und
() = i [ do(Ea)gta)

-« [ 22 {Fwin) - Tpi-p}  vigeDa) (312

ist die Kommutatorform, eine hermitesche Form mit der Eigenschaft x(f,g) =

_K“(g> f)

Da die Gleichungen (3.8) und (3.11) in der GNS-Darstellung eines beliebigen
(stetigen) Zustands gelten, betrachtet man sie als Relationen auf der abstrakten
Algebra &,.

3.2 Der Zusammenhang zwischen der Doppel-
kegelalgebra und der CCR-~Algebra der Ba-
sis

In dieser Arbeit wird hédufig eine lokale Feldalgebra &7,(O) betrachtet, die poly-
nomial aus ¢o(f) mit supp(f) C O und 1 erzeugt wird (mit den algebraischen
Relationen wie unter 3.1), wobei O C .# der kausale Abschlufl einer offenen
Kugel O € R? um den Ursprung der Hyperebene 2° = 0 des Minkowskiraumes
ist:

O0:=0", O:={FcR®: |&#]<R<o0}. (3.13)

Dabei bezeichnet man fiir K C .# mit K’ das kausale Komplement von K in

M

K =.#\J(K) . (3.14)
J(K)=J"(K)UJ (K) und J*(K) steht fiir die Zukunft, bzw. Vergangenheit,
von K C ., d.h. fiir jene Punktmengen in .#, die von den von K ausgehenden

kausalen (d.h. zeitartigen) zukunfts- bzw. vergangenheitsgerichteten Kurven er-
reicht werden.

O nennt man einen Doppelkegel mit der Basis O. Wie in Abb.3.1 zu sehen ist, liegt
O innerhalb eines geeignet in Zeit-Richtung verschobenen Vorwirtslichtkegels:

V_ﬁo = V+ — iy fiir to > 0. (315)
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o

yio

8l

—to

Abbildung 3.1: Die Grundgeometrie.

Als Losung der Wellengleichung (3.2), die eine Differentialgleichung 2.0Odnung
ist, ist ¢ durch die Zeit-0-Felder (erstmals formal)

@)= 05) wd w@) = (Gremn) @)

als Anfangsdaten fiir das Cauchy-Problem (s. z.B.[Dim80]) festgelegt.
¢ und 7 geniigen i.5.v.D. den kanonischen Kommutatorrelationen (vgl. (3.3)):

[p(7), ()] = [x(Z), =()]
[o(Z), m(§)] = i6(T - g) - 1
Man erzeugt aus den (abstrakten) Elementen 1 und ¢(f), m(g), die linear in

f,9 € D(O) sind, und deren Adjungierten ¢(f)*, m(g)* polynomial eine
*-Algebra. Mit den algebraischen Relationen

=0, (3.17)
. (3.18)

o(f) =e(f), w(9)*=n(g)  sowie (3.19)
[o(f), ¢(g)] = [r(f), 7(g)] =0 und (3.20)
[o(f), m(g)] =i | Pz f(D)g(F)-1 (3.21)

wird sie zur *-Algebra der kanonischen Kommutatorrelationen (3.20)-(3.21), der
CCR-Algebra tiber D(0), die wir 2(0O) nennen.

Da es einen technischen Vorteil bringt, wollen wir den Feldoperator (in einer
Darstellung) ¢o(h) mit h € D(O) durch die CCR-Algebra Elemente ¢(f) und
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7m(g) mit geeigneten f, g € D(O) ausdriicken. Dafiir sehen wir uns die Losung
der Wellengleichung zuerst fiir Funktionen aus C*°(O) an und iibertragen dann
das Ergebnis auf das Feld ¢, als operatorwertige Distribution (s. z.B. [Dim80]).

3.2.1 Lo6sung des Cauchy-Problems fiir glatte Funktionen

Mochte man im Minkowskiraum oder einer Teilraumzeit ¥ C .# eine Funktion
u € C°(¥) mit der Zeitentwicklung geméfl der Gleichung

Ou =0 (3.22)

bestimmen, so ist die Angabe von Anfangsbedingungen fiir v nur auf Hyper-
flichen S C 7 sinnvoll, die folgender Definition geniigen:

Definition 3.3. Eine raumartige Hyperfliche S in ¥ wird als Cauchy-Flache be-
zeichnet, falls sie von jeder unendlich ausgedehnten kausalen Kurve genau einmal
geschnitten wird.

Beispiele:
o fix # :S={xeM: xy=0};

e fiir den Vorwirtslichtkegel V, : HY = {z € V. : 2? = m?}, die obere
Massenschale zur Masse m ;

e fiir den Doppelkegel O (s. (3.13)) : die Basis O .

Wir werden hier das letzte Beispiel einer (global hyperbolischen, d.h. Cauchy-
Fléchen besitzenden) Raumzeit gebrauchen, weil wir nur an einer (erstmals belie-
bigen) Doppelkegelalgebra &2(O) interessiert sind, d.h. die Testfunktionen sind
aus D(0O). Das ganze geht natiirlich analog im Fall des ganzen Minkowskiraums
M statt der zweckbegriindeten Wahl von 7 = O.

Bekannterweise besitzt (3.22) zu beliebigen Funktionen ug, vy € D(O) eine ein-
deutige Losung v € C*°(O) mit u(0, ¥) = uo(Z) und 9,,u(0, Z) = uy(Z) (vgl. z.B.
[Dim80)).

Wir fiihren zur Abkiirzung der Schreibweise lineare Operatoren ein, die die An-
fangsdaten zuriickgeben:

po = C=(0) — D(O)

u(z) +— u(0,7), (3.23)
po C*(0) — D(O)

u(z) +——  Oyu(0,7). (3.24)
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Als C*(0O)-Funktion ist eine Losung u der Gleichung (3.22) zu den Anfangsbe-
dingungen wug, u; eine reguldre Distribution auf dem Raum der Testfunktionen
D(0). Sie ist explizit gegeben durch (vgl. Korollar 1.1 bei [Dim80])

u(f) = wo(p Ef) —ui(poEf)  ¥f € D(O) (3.25)

mit dem Propagator F/, s. Anhang B.

3.2.2 Zusammenhang zwischen den Algebren

Es sei eine Darstellung der CCR-Algebra 2(0), die am Anfang des Abschnitts
3.2 definiert wurde, auf einem Hilbertraum H gegeben. Man kann sie als Cauchy-
Daten zur Losung der Wellengleichung (3.2) fiir ¢ als operatorwertige Distributi-
on nehmen und in Analogie zu (3.25) auf einem dichten Bereich D C H folgende
Operatoren definieren (vgl. Satz 1 in [Dim80]):

¢o(h) : = @(p1Eh) + w(=poEh) = o(f) +n(g9) ~ VheD(O).  (3.20)

(Bem.: Aufgrund der Trégereigenschaft des Propagators geméafl der Definition
(B.1)-(B.2) im Anhang B sind f, g € D(0).)

Die so definierten Operatoren haben alle Eigenschaften der Elemente von &2,(O)
(auf D), insbesondere:

¢(0f)=0  VfeDO), (3.27)
() ulo)) = ; [ o F@(Ea) 1 ¥igEDO). (329

Das bedeutet, dass die CCR-Algebra 2(0) die richtige Wahl der Anfangsdaten
fiir 2,(0) ist und wir einen Algebrenhomomorphismus haben, der die algebrai-
schen Relationen respektiert:

o: P00 — 2(0) (3.29)
po(h) +——  @w(p1Eh) +7(=poEh) , (3.30)
1 — 1. (3.31)

Zu jedem Paar f,g € D(O), die ja eine eindeutige Losung der Wellengleichung
u zu den Cauchy-Daten

pou=—¢g und pu=f (3.32)

mit sich bringen, existiert ein h € D(O), das u = Eh erfiillt (vgl. Lemma A.3 in
[Dim80]). Bis auf ker £ ist dieses h eindeutig. Aufgrund der Beziechung
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ker F = RanO sowie (3.27) bedeutet das nach (3.30) die Existenz einer Umkehr-
abbildung:

ot 2(0) — P(0) (3.33)
p(f)+m(g) — do(h), (3.34)
1 — 1. (3.35)

Somit sind die Algebren Z)(O) und 2(0) isomorph geméis o.

3.3 Die Zustinde iiber der freien Feldalgebra
Definition 3.4. Ein Zustand w auf &y heifit quasi-frei, falls es gilt:

w(Po(z1) - - dolzn))
_ { 0, n ungerade
Y w(po(wy,) do(ws,)) - - - wldbo(Ti,_,) do(xi,)), n gerade

Die Summe lduft dabei tiiber alle Paarzerleqgungen des Produkts mit der urspriing-
lichen Reihenfolge der Faktoren in jedem Paar (2 ist nicht kommutativ).

(3.36)

Ein quasi-freier Zustand ist somit durch die Kenntnis seiner 2-Punktfunktion
festgelegt.

Sei fir K C .# eine Distribution aus D(K?)" mit dem Kern w(¢o(x) do(y))
gegeben (vgl.(2.11)), die konsistent mit (3.8) und (3.11) ist:

w(Po(Bf)po(g)) =0, w(go(f)Po(Og)) =0 bzw. (3.37)

w([o(f), do(9)]) = K(f,9) V[, g€ DK) (3.38)

und die Positivitdtsbedingung

w(po(f)oo(f)) >0 VfeDK) (3.39)

erfiillt. Dann liefert w(¢o(z) ¢po(y)) geméB der Definition 3.4 durch die linea-
re Fortsetzung und w(1l) := 1 einen quasi-freien Zustand w auf Zy(K) (vgl
[BORO02]).

3.3.1 Die Referenzzustinde

Die Algebra &, hat einen eindeutigen quasi-freien KMS-Zustand ws zu jedem
Temperaturvektor 5 € V, . Seine Zweipunktfunktion lautet:

—i(x— 1
/dpe @=9P ¢ (py) (5(p2)1 — (3.40)

1
Ldﬁ (¢O(x)¢0(y)) - (27’(’)3
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Im Limes verschwindender Temperatur 32 / oo erhilt man den Vakuumzustand

1
(27)?

Die Differenz der Zweipunktfunktion eines Temperaturzustands zum Vakuum
ergibt sich zu:

Woo (P0()P0(y)) =

/ dp e IP 0(py) 6(p°) (3.41)

1 d3 1
wg (o(2)Po(y)) — weo (Po(T)do(y)) = ( )P W cos (p (517 _y))eﬁﬂi—l

mit  p:= ([p], p). (3.42)

Wie man leicht {iberpriift, ist die Zweipunktfunktion des Vakuumzustands

S (f59) ::WOO(CbO / |—1 )
fir f.ge D(,///) (3.43)

eine (antilineare im ersten Argument) Distribution iiber D(.#)®? mit oben ge-
nannten Eigenschaften (3.37)-(3.39).

3.3.2 Der Hot-Bang-Zustand

Als einfaches Beispiel eines LG-Zustands wurde in [BOR02] der Hot-Bang-Zustand
konstruiert, der die Zukunft einer Hitzeexplosion beschreibt. Wir sehen uns Fi-
genschaften wie lokale thermische Interpretation und lokale Normalitéit der LG-
Zusténde zuerst an diesem einfachen Zustand an. Das ist ein quasi-freier Zustand,
festgelegt durch seine 2-Punktfunktion fiir z,y € V,:

1
(2r)?

mit einem Parameter v > 0 .

1

o (O0(a)n(w) = 5 [ dpe I el) S0 Ty (344)

Da man wy, mit dem Vakuumzustand vergleichen will, dessen Eigenschaften be-
kannt sind, betrachtet man die Differenz der beiden Zweipunktfunktionen (es ist

wie immer p = ([p], p)):
Bu(w,y) = wm (¢0(r)¢0(y)) = woo (P0(2)d0(y))

1

cos (p(z —Y)) —rm—— Ave ] (3.45)

- (27)® Z/ I cos(p(x —y)) e L
fir z,yeV,. (3.46)
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Die Vertauschung der Summe mit dem Integral beim Ubergang zu (3.46) ist
berechtigt, da die Reihe der Betrége

Z e (z+y)p 1 1
‘]ﬂ ‘]ﬂ eV(@typ _ 1

wegen des exponentiellen Abfalls in |p] fiir jedes Paar x,y € V. integrierbar ist
(s. z.B. [JJ098]).

Vollsténdigkeitshalber (da der Hot-Bang-Zustand genauer untersucht werden soll)
sehen wir uns die Eigenschaften seiner Zweipunktfunktion

Sus(f,9) = win(@o()do(9)) = Bre(f. 9) + S+ 9)

fir f,g€D(Vy) (3.47)
ausfithrlich an:

e By, € C*(V?) C D(VZ) (s. Anhang 4.2.1). Folglich ist wpy(do(x)¢o(y))
auch Kern einer Distribution iiber D(V?).

e By, ist eine glatte (s. Abschnitt 4.2.1) Bilosung der KG-Gleichung auf V2:
O, By (2, y) = Oy Buy(w,y) =0 . (3.48)

Das folgt aus
0, {cos (p(z—y)) e_m(“y)g} =0, (3.49)

da der Ausdruck in (3.46) den nétigen Sétzen iiber die Vertauschung von
Ableitungen mit Y und [ geniigt.

e wy, ist konsistent mit der Feldgleichung, vgl. (3.37):

wnn(é0(0F)d0(9)) = weol(é0(0F)d0g)) + / drdy (OF)(@)g(y) B, y) = 0
V.9 eD(V,).

o wyy, ist konsistent mit der Kommutatorrelation, vgl. (3.38):

e~ z—y)p
o ([9n(7). 0n(9))) = [ dedyFia { G
; JT——
—/dp5(P )dm)W}

= [ asty T s [ dpsA e = w0
W9 € D(VA)
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o By, ist positiv, d.h. Byy(f, f) > 0 fiir f € D(V.), denn (s. (3.46)):

Bu(f, f) = /da:dyf Z/ \ﬂ ila—y)p ;—m(z+y)p

— Z/dxdyf c‘lﬂp eH@=y)p ,—ny(z+y)p

= Z/ |ﬁ1 /da:f etep— nwp/dyf() —iyp—nyyp
_ ;/mp F(-1+im)p)]

Die Vertauschung von Y~ mit [dzdy in der zweiten Zeile ist gerecht-
fertigt (vgl. mit der Begriindung von (3.46)) durch die Integrierbarkeit der

Reihe der Betrige
= ‘/ |m ev :c+y -1 '

Die Vertauschung von Integralen in der dritten Zeile ist nach Fubini erlaubt.

>0, (3.50)

d®p
I}

e~ (z+y)p

e Es folgt die Positivitidtseigenschaft (3.39) fiir wy, aus der Positivitédt von
Woo und By , 8. (3.47).

3.4 Lokale thermische Observablen

Der Raum S, der lokalen thermischen Observablen (vgl. Abschnitt 2.4), die zur
Analyse der LG-Zusténde benutzt werden, wird im Modell von dem 1-Element
von #, dem Feld ¢y(z) und den balansierten Ableitungen seines Wick-Quadrats
aufgespannt (s. [BORO02]). Die letzten sind mit der Multiindexnotation p =
(115 oo i), i € 40,1,2,3} , und Of = 0, - - - O, gegeben als

0% (x) : = lim " (do(z + C)go(w = ¢) = woo (Go( + )o(x — () - 1)  (3.51)

mit raumartigen (. (Der Limes ist im Sinne von quadratischen Formen gemeint.)
Alle Zusténde von Interesse liegen per Annahme im Definitionsbereich dieser qua-
dratischen Formen.

Wie in [BOR02] erklart, sind quadratische Formen 6*(x) im linearen Raum der
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Punktfelder der Theorie Q, approximiert, sodass deren Werte in den Referenz-
zustanden mit der Messung gewisser makroskopischen Observablen ©* {iberein-
stimmen (vgl. Abschnitt 2.3.2). Die entsprechenden thermischen Funktionen lau-
ten

B — OH(8) = wp (0*(0)) = ca 05 (5%) " . (3.52)

Hier sind die Faktoren c,, = 0, falls m ungerade ist (Konsequenz der Lokalitét
der Quantenfelder (2.4)), und ¢, = (—1)™/2(47)™(m + 2)!"' B, fiir gerade m,
wobei B,, der Betrag der Bernulli’schen Zahl mit dem gleichen Index ist.

Die thermische Funktion zu m = 0 ist proportional zu der absoluten Tempe-
ratur zum Quadrat:

Co
=7
fir die Erwartungswerte der hoheren balansierten Ableitungen 0#(z) in KMS-
Zustanden siche [BORO02].

©(8) (3.53)

3.4.1 Thermodynamische Eigenschaften
des Hot-Bang-Zustands

Im Hot-Bang-Zustand haben die lokalen thermischen Observablen an der Stelle
x € V, folgende Werte (s. (3.42) und (3.45)):

(@) = Im O (whs(go(z + C)o(z — () = weo (d0(a + C)o(z = ()
= %igé@é‘Bhb(x + (2 =)
1 d3p 1
— i AM ap s
= % o | i )
= way(0¥(2)) . (3.54)
D.h. der LG-Zustand wy, ist Sy, -thermal und sein Referenzzustand an der Stelle

x € V. ist wg(,) mit der scharfen inversen Temperatur §(z) = 2yx (vgl. Abschnitt
2.4).

Fiir m = 0 mifit man somit in wy, innerhalb des Vorwiértslichtkegels die quadra-
tische Temperatur (bis auf konstante Faktoren) in Hohe von:
Co ..
Whp (@)(m) = w%,m(@) = W fir z € V+ .
Gegen den Rand des Lichtkegels, an dem der Hot-Bang-Zustand nicht definiert
ist, wird seine lokale Temperatur unendlich hoch, wéhrend sie in zeitartigen Rich-
tungen monoton abféllt. Alle Lorentz-Beobachter messen in wy, zur Zeit t > 0
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nach der Hitzeexplosion im Ursprung ihres Raums zur Zeit t = 0 die gleiche
Temperatur (bis auf Faktoren) T'(t) = 1/t.

Interessant ist es, sich den Lift von wy, zu der zulédssigen Observablen der Pha-
senraumdichte der masselosen Teilchen N, anzusehen, s. Abschnitt 5.1.1:

1 1
wiy (Np) () = @) e xeV,.

Die Teilchendichte divergiert, wenn sich x parallel zu dem positiv lichtartigen
Vektor p ausrichtet. Das heifft, dass eine Riesenmenge an Teilchen, die unendlich
hohe Temperatur am Rand des Vorwirtslichtkegels verursachen, aus der Spitze
des Kegels kommt.

Der Hot-Bang-Zustand ist somit die Zukunft einer Hitzeexplosion im Ursprung
des Minkowskiraums.

Die Lage der Spitze in .# ist dabei fiir die physikalischen Eigenschaften des
Zustands vollig willkiirlich, sodass man von der Klasse der Hot-Bang-Zusténde
spricht, die aus wy, durch Translationen hervorkommen.



Kapitel 4

Lokale Normalitat der
Hot-Bang-Zustinde

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass der in 3.3.2 definierte Hot-Bang-
Zustand physikalisch ist, d.h. lokal aus dem Vakuum erzeugt werden kann, was
insbesondere lokal endliche Energie- und Teilchendichte bedeuten wiirde. Man
stellt sich also folgende Frage ([Bu]):

Sei O ein beliebiger Doppelkegel, dessen AbschluB O bzgl. der Minkowskiraumto-
pologie in der Zukunft der Hitzeexplosion des Hot-Bang-Zustands (s. 3.4.1) liegt.
Auf der lokalen Feldalgebra &2,(0O) betrachten wir quasifreie Partialzusténde:
den Hot-Bang-Zustand wy, und den Vakuumzustand ws,. Aus mathematischer
Bequemlichkeit diskutieren wir statt der Feldalgebra &2(Q) zunéchst die Weyl-
Algebra A(QO) der beschrinkten Operatoren mit erzeugenden Elementen W (f) =
e () fiir reellwertige f € D(O) und betrachten A(O) in der entsprechenden
GNS-Darstellung (7o, Hoo, $200) VON ws. Die Frage, die wir uns stellen, lautet
dann:

Gibt es nun eine Dichtematrix p,, auf H.,, sodass
Wip(A) = Tr poo Too (A) fir A€ A(O),

gilt ? Entspricht also wyp, auf A(QO) einem normalen Zustand beziiglich der Va-
kuumdarstellung (vgl. z.B. [Ar99]) 7

Diese Frage ist gleichbedeutend mit der Frage nach der Quasi-Aquivalenz der
beiden Zustinde wy, und we, auf A(O), oder der Quasi—Aquivalenz deren GNS-
Darstellungen (s. z.B. [BRI87]). In einer dquivalenten Charakterisierung heiflen
zwei Darstellungen quasi-dquivalent, falls jede Unterdarstellung der einen eine
Unterdarstellung besitzt, zu der es eine unitir dquivalente Unterdarstellung der
anderen Darstellung gibt.

29
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Die i.a. stirkere unitére Aquivalenz der beiden Darstellungen (7, Hpp, 2rp) und
(Toos Hoos $200) wiirde die Existenz eines unitdren Operators U bedeuten, der die
beiden Darstellungen verbindet:

U: He — Hpw
mit  m(A) = Ure(AUT VA€ A). (4.1)

Die Quasi-Aquivalenz zweier Darstellungen entspricht also der unitéren Aqui-
valenz bis auf die Multiplizitit, die von der relativen Anzahl der Unterdarstel-
lungen abhingt (vgl. z.B. [BRI87]), wobei die Projektoren auf die invarianten
Unterrdume in der Kommutanten der Algebra liegen. Da man iiber die Doppel-
kommutante der Weyl-Algebra in Vakuumdarstellung (7. (A(O)))” weiB, daB es
ein Faktor vom Typ III ist (vgl. [Ha96]) und die Multiplizitét somit keine Rolle
spielt, ist die lokale Quasi-Aquivalenz gleichbedeutend mit der unitéren Aquiva-
lenz.

Wie man der Definition (4.1) abliest, wiirde die unitire Aquivalenz von wy, und
wso auf A(QO) bedeuten, dass der Hot-Bang-Zustand durch einen Vektor Qg € H,
gegeben ist:

whb(A) =< Qo, WOO(A)QO > VA € A(O) . (42)
Wir fassen zusammen:

Um den Hot-Bang-Zustand auf lokale Normalitét bzgl. des Vakuumzustands zu
priifen, miissen wir die Quasi-Aquivalenz der beiden Darstellungen beweisen. Da
sich diese als gegeben erweist, steht sogar fest, dass es sich bei der Restriktion
von wp, auf A(O) um einen Vektorzustand aus dem lokalen Fockraum handelt.

4.1 Quasi-Aquivalenz von quasifreien Zustinden

Araki und Yamagami haben 1982 eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Quasi-Aquivalenz von (beliebigen) quasifreien Zusténden einer selbstdua-
len CCR-Algebra veroffentlicht, [AY82] . Wir geben das Kriterium erstmals in
der Formulierung der Autoren wieder, weil wir bei der Anwendung sowohl die
Doppelkegelalgebra &2,(0O) als auch die dazu isomorphe CCR-Algebra 2(0) (s.
Abschnitt 3.2) gebrauchen werden:

Es sei ein C-Vektorraum K (Testfunktionenraum) mit einer antilinearen Invo-
lution T' (d.h. I'? = 1) (komplexe Konjugation im Ortsraum) und einer hermite-
schen Form x (Kommutatorform) gegeben, die k(I'f,T'g) = —k(g, f) fir f,g € K
erfiillen.
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Die selbstduale CCR-Algebra (K, x, ') iiber dem Phasenraum (K, x, ") ist eine
komplexe *-Algebra, die von den Elementen B(f) zu f € K (Quantenfelder), de-
ren Adjungierten B(f)* und der Identitdt 1 erzeugt wird, mit den algebraischen
Relationen:

1. B(f) ist linear in f,
2. [B(f)", B(g)]l = s(f,9) - 1,
3. B(f)" = B(L'f).

Fiir einen quasifreien Zustand w auf A(K, x,I") (definiert analog zur Def.3.4)
betrachten Araki-Yamagami die Zweipunktfunktion in der Form

S(f.9) :=w(B(f)"B(g))  fir fgekK. (4.3)

Aufgrund der Positivitit eines Zustands sowie der Eigenschaft w(A*) = w(A)
(s. Abschnitt 2.2) ist S(.,.) einei.a. positiv-semidefinite hermitesche Form auf K.

Weiterhin brauchen Araki und Yamagami fiir ihr Theorem iiber die Quasi-Aqui-
valenz der Zustdnde eine weitere hermitesche Form

(f,9)s: = S(f.9)+STg,I'f)
= w(B(f)'B(g)) +w(B(g9)B(f)") fir fge K, (44)

die ebenfalls i.a. positiv-semidefinit ist.

Aus all diesen Definitionen folgen sofort einige niitzliche algebraische Relatio-
nen:

e Die Kommutatorform 148t sich durch die Zweipunktfunktion ausdriicken:
k(f,9) =w[B(f)", B(g)] =5(f,9) —S(Tg,Tf) fir fgeK. (45)

e Somit 148t sich die Zweipunktfunktion schreiben als

S(f.9) =5 (f,9)s +r(fr9)  fir fgeK. (4.6)

N =

e Aus der Cauchy-Schwarz-Ungl. erhédlt man dhnliche Abschétzungen fiir die
Kommutatorform:

K(f, 9
K(f, 9

W< (f. fslg.9)s fiir fge K,  sowie (4.7)

|
| W <4S(f, £)S(g,9) fir reellwertige f,g € K. (4.8)
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Nach der Division des Testfunktionenraums durch die Untergruppe
kers = {f € K : (f,f)s =0} wird (.,.)s zu einem Skalarprodukt auf K/ ker s
durch:

S(f,9):=S(f.g) fir f,jeK/kers. (4.9)
Dies ist wohldefiniert (s. (4.6) und (4.7)):
fo€kers = S(fo,9)=0 VgeK. (4.10)

Das gleiche gilt natiirlich auch fiir £ auf K/ ker s.

Den Abschlufl des Faktorraums K/kers in der von (.,.)s induzierten Normto-
pologie 7, nennen Araki-Yamagami K. Wir bezeichnen die Elemente der dichten
Teilmenge K/ ker s von K if. wie die entsprechenden Elemente von K mit f, g,
was fiir die einzig interessanten Formen S(.,.), (.,.)s und &(.,.) keinen Unter-
schied macht.

Somit sind alle notwendigen Vorbereitungen abgeschlossen, um den Inhalt des
Theorems von Araki-Yamagami formulieren zu konnen:

Zwei quasifreie Zustinde w, und wy auf A(K, k,T") haben nun quasi-
aquivalente GNS-Darstellungen 7, und 7y g.d.w. folgende zwei Be-
dingungen erfiillt sind:

1. y=7y¢ =:7 (Aquivalenz der Topologien).

2. Mit einem 7 erzeugenden Skalarprodukt (.,.) auf dem Hilbert-
raum K kann man nach dem Riesz’schen Lemma positive be-
schrinkte (lineare) Operatoren S und S’ durch die Zweipunkt-
funktionen der beiden Zusténde definieren:

(f,Sg):=5S(f.9).  (f.S'g):=5(f.9) firx fgeXK.

Fiir diese soll §2 — §7% ein Hilbert-Schmidt-Operator (s. z.B.
[RS80]) sein.

Die fiir die Definition von S (bzw. §’) notwendige Stetigkeit von S(f,g) in f € K
bzgl. der 7-Topologie sieht man aus (4.6) und (4.7).
4.2 Aquivalenz der Topologien

In diesem Abschnitt soll der erste Punkt des Kriteriums von Araki-Yamagami
fiir die Zustande wy, und w., tiberpriift werden.
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Wir betrachten den Hot-Bang-Zustand im Inneren des Vorwértslichtkegels geméf3
der Definition im Abschnitt 3.3.2. Also wihlen wir einen beliebigen Doppelkegel
O, fiir den O C V ist, mit der zugehorigen lokalen Feldalgebra &2,(0). Dement-
sprechend heiflen in diesem Abschnitt der Testfunktionenraum K = D(O), die
Kommutatorform s wie in (3.12) angegeben, I' die komplexe Konjugation der
Testfunktionen im Ortsraum und die selbstduale CCR-Algebra (K, k,T") die
Feldalgebra Z2,(0).

Die Zweipunktfunktionen der zu vergleichenden Zusténde lauten (vgl. Kap.3):

Sulfig) = jlﬂ ) - 50). (4.11)

Shb(f?.g) - Bhb(f g)+5 (f ) fiir f,gGD(O)

GeméiB dem Abschnitt 4.1 soll die Aquivalenz der Normen

(f, )s = Ss(f. 1)+ Ss([, ]), [ €D(O)/kers (4.12)

fiir s = hb und s = oo gezeigt werden. Dalfiir ist es hinreichend zu zeigen:

CiSeo(f5 f) < Sw(f, ) S CSx(f, f)  Vf € DR(O) (4.13)

mit positiven Konstanten C und C'.

Fiir eine komplexwertige Testfunktion f = f" +if* € D(O) trennen sich nimlich
deren Real- und Imaginérteil in der Form (., .),:

S(f 1) = SUT )+ S +in(f7 )
S(faf):S(fvaT)_}_S(fZ?fz)_i’i(frafz)
= (f: s =2S(f" f7) +2S(f', ). (4.14)

Es folgt bereits aus der Positivitdt von By, dass die erste Ungleichung in (4.13)
mit C; = 1 erfiillt ist (vgl. (3.47)). Im Beweis der zweiten (wesentlich schwierige-
ren) Ungleichung stiitzen wir uns auf die Beweisideen der Proposition 3.8 in der
Arbeit [Ver94]. Man macht Gebrauch von der Glattheit der Differenz von den
Zweipunktfunktionen der fraglichen Zusténde:

4.2.1 Analytizitiatseigenschaft des Hot-Bang-Zustands

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass die Differenz der Hot-Bang-Zweipunktfunktion
zum Vakuum, By, (s. (3.45)), eine glatte Funktion im Vorwiértslichtkegel V. x V;
darstellt.
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Dazu driicken wir sie in bequemeren Koordinaten u: = (z —y), v:=(x + y) aus:

1 d3p 1

Bhb(u,v) = (271’)3 W COSs (UB) m .

(4.15)

Lemma 4.1. By, ist reell analytisch auf 4 x (Vo4 b) fiir ein beliebiges
b= (bo,O) mit by > 0 .

Beweis: Es ist fiir v € R*

vp = vo|p| — o = |pl (vo — [0 cos(7, p)) .

Der Ausdruck kann also nur Null werden fiir |vg| < |0]; er ist ungleich Null fiir
[vo| > []:

vp >0 fiir vy > 0], dh veV,, (4.16)
vp <0 fiir vo<—[v], dh veV_. (4.17)

Fiir v = (z 4+ y) € V4, hat der Integrand von (4.15) also keine Pole fiir feste p
mit p’# 0.

Erweitere Ehb(u, v) auf komplexwertige Argumente z = u + i, w = v + in:

1 d3p 1

Bup(z,w) = o | T cos(,22_9)eﬂ,w£7_1
1 .
= 2y / d°p f(p, z,w) . (4.18)

Fir p # 0 ist der Integrand f(p,z,w) eine analytische Funktion von (z,w) auf
dem Gebiet

G :={(z,w) € C® : Re(w) € V,.}.

Um die Analytizitdt von dem Integral (4.18) geméf dem Kriterium im Anhang
A zu zeigen, brauchen wir noch eine integrierbare Majorante fiir f. Man schétzt

ab:
2 w)| = = - [ | (s
= ol
1

. |e—ép ép| .
SQ\ﬁ] ‘e p—i—e”‘

da vp > 0 ist und fiir komplexe Zahlen r, s mit |r| > |s| gilt: ~ |r —s[ > [r| —|s].

1
| e (v timp 1|

e — 1
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Wir kénnen nun eine Majorante F(p) des Integrands von (4.18) konstruieren,
was weitere Einschrinkungen an den Definitionsbereich von By, mit sich bringt:

) T, 1
‘f(p>zaw)|§m'eg'e’ybg_1:'F(m> (419)
—&p < ap (E4+a)p > 0
falls p < ap = ((—a)p < 0 gilt.
vp > bp (v—=0b)p > 0

Das ist nach (4.16), (4.17) erfiillt, falls

5 S V+—a
& € Vo+a
v € V++b

Die Wahl der konstanten Vektoren
a=(ap,0), b= (b,0) mit 0<ay< b

garantiert die Integrierbarkeit der Majoranten F in (4.19).
Somit ist By, nach Anhang A auf dem Gebiet

Gap = {(z,w) € C® : Im(2) € (V, —a)N(V_+a), Re(w) € V, + b}
analytisch und daher auf den reellen Punkten von G,
Gy i={(u,v) ER® : v €V, +b}

reell analytisch. O

Es folgt aus dem Lemma nach der Kettenregel, dass By, glatt auf (V, + b)? ist.
Da b beliebig ist, ist By, € C(V.?) .

4.2.2 Abschitzung der Hot-Bang-Norm durch die Vakuum-
Norm

Wie schon erwéhnt, stammen die grundlegenden Beweisideen in diesem Abschnitt
aus der Arbeit [Ver94]. Die Ausfithrung und einzelne Schritte sehen in unserem
Fall der konkreten Zustdnde auf dem Minkowskiraum etwas anders (einfacher)
aus.

Die vom Hot-Bang-Zustand induzierte Norm 148t sich durch die Vakuum-Norm
nach unten abschétzen (vgl. rechte Ungl. in (4.13)):
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Proposition 4.1. Fiir einen beliebigen Doppelkegel O mit O C V. und die
quasifreien Hot-Bang-Zustand wp, und Vakuumzustand w. auf Po(O) mit den
Zweipunktfunktionen Sy, bzw. S gibt es Folgen ¢;, v; € DR(A), j € N,
sodass folgendes gilt:

1. By lifit sich durch die Kommutatorform rk ausdriicken:

Bhb(fv g) = Shb(fa g) - Soo(f, g) = Z ’i(f7 ¢]) ’i(wﬁg)

jeN
Vf,g € DR(O). (4.20)
2. Folgende Reihe konvergiert
D Seolyy 83)12Suc(thy, 1) ? < 0. (4.21)
jelN
3. Es gibt eine positive Konstante C' mit
Sw(f, [) < CS«(f, f)  VfeDRr(O). (4.22)

Beweis: Teil 1.

Wir zeigen zuerst, dass 1. und 2. die Aussage 3. implizieren. Mit der Positivitéit
von By, und der Cauchy-Schwarz-dhnlichen Abschétzung der Kommutatorform
(s. (4.8)) bekommt man aus (4.20)

Sl f) = Sl £ ) < D NE(f 0] - Ky, f)]
jelN
< ASu(f £)D ) Seoldys 07)2Suo (W, )2
jelN
Vfe DR(O) .

Daraus ergibt sich die erwiinschte Ungleichung

Sib(f> f) < Soclfi ) | 144 Salby )" S (85, 105) vf € DR(O)
jelN

-~

=: C

mit einer nach (4.21) endlichen Konstanten C.
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Bei der Zerlegung (4.20) hat der Autor von [Ver94| den Zusammenhang zwischen
der Kommutatorform (s. (3.12)):

K(frg) =i / dv (Ef)(@)g(x) = —n(g,f)  fir foge DR(A). (4.23)

und dem Propagator E = ET — E~ der freien Feldgleichung (Wellengleichung)
geschickt ausgenutzt. Wir geben hier die Eigenschaften der Abbildungen E*, £~
(s. Anhang B) an:

OFEFf=f und supp(EXf) C J*(supp(f)) VfeD(A). (4.24)

In Verbindung mit den netten Eigenschaften des Kerns By, wie Glattheit und
Bilosung der Wellelgleichung (s. Abschnitt 3.3.2), kann man némlich (4.24) ein-
setzen, um den Ubergang in (4.20) zu bekommen.

Diese Tatsachen ausnutzend, beweisen wir (wie auch bei [Ver94])) vorerst ein
Lemma und zeigen dann im zweiten Teil des Beweises der Proposition die Exi-
stenz von Funktionenfolgen {¢,}, {¢;} mit den Eigenschaften wie in der Aussage.

Lemma 4.2. Seien O C O C V., ineinander geschachtelte Doppelkegel, By, die

Differenz der Zweipunktfunktionen von wy, und ws und E der Propagator der
Wellengleichung. Es gibt eine Funktion Q) € DR(O x O) mit

/ drdy f(2)g(y) Bl y) = / dady (Ef)(x)(Eg)(y) Q. )
Vf,q € D(O). (4.25)

Beweis: Man betrachte einen Doppelkegel (’N), der zwischen O und O liegt.

Abbildung 4.1: Skizze.

Dann bilden J*(O), J _((5) (offene Teilmengen von .# , da Doppelkegel als offen



38 KAPITEL 4. LOKALE NORMALITAT DER HOT-BANG-ZUSTANDE

definiert wurden, s. (3.13)) und .Z := .#\J(O) eine offene Uberdeckung von
A . Dieser ist eine Partition der Eins untergeordnet:

O, 0 e CR(A), ¢ +yt +97 =1, (4.26)
supp(v°) C &, supp(v*) C JH(O). (4.27)

Wir definieren fiir M, N € {+,—}:
BMN(x7y> = ¢M('r)wN(y)Bhb(xuy)7 T,y € V+ : (428)

Auf J(O) ist T + ¢~ = 1. Es folgt unter Beriicksichtigung der Bilosungs-
Eigenschaft von Bpy:

DnyBJ’"’_(x?y) = DszB__(xay) = —DnyBJF_(Zan) = —DnyB_+(.T,y)

fir x,y € J(O)NV,(4.29)

Auflerdem sieht man aus der Abb.4.1 sowie der Trigereigenschaft der Abbildun-
gen Evi (4;24), dass folgende Funktionen (der Variablen ) auf dem oberen Rand
von O, 00T, verschwinden:

E-f fir f € D(O), B *(z,y) und B~ (z,y). (4.30)

Nach einer analogen Beobachtung fiir den unteren O-Rand 00~ verschwinden
samtliche Randterme bei der partiellen Integration von:

/(5 dady (B () (E9) ) 25,5 2.

= [ ety @) B wy)  VigeDO).  (43)

Wir haben dabei von (4.24) Gebrauch gemacht und folgende Notation fiir M €
{+, =} benutzt:
M

o {—, falls M = + (4.32)

+, falls M = —.
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Daraus ergibt sich mit der Triagereigenschaft in (4.24) und (4.29) sofort das Ziel-
ergebnis:

/5 dady (E* — EV)f(@)(E* = E7)o(0) 0,0,B™ (1)

= [ sty o) B @) VEg€DO). (133

M,N

Es lautet namlich unter Benutzung der obigen Definitionen

(E=FE*—E™ sowie ), v BN = By, auf O x O, 5. (4.28)):

/@ _dady (B)(@) (Eg)(y) 0.0, 57 (2.)

- /O dndy f(=)g(y) Bulw.y)  ¥i.g€DO). (130

Da der Integrand auf der linken Seite aufgrund (4.24) und (4.29) auBerhalb des
Gebiets (O N J(O))? verschwindet, kann man iiber ein beliebiges groBeres Ge-
biet ohne Anderung integrieren. Das nutzen wir, um eine Funktion @ wie in der
Aussage vom Lemma zu konstruieren. Man nehme dazu z.B. eine glatte Abschnei-
defunktion

£€DROx0), mit &5.5=1. (4.35)

Damit 148t sich das Ergebnis in der gewiinschten Form schreiben:

— [ dedy (E£)(@)(Eg) o) (o) 00,8 (2.9) (4.30)

-~

=:Q(z,y) Vf,9 € D(O).

Beweis: Teil 2. L

Wir wollen nun die geméf (4.36) konstruierte Funktion @) € DR(O x O) als
Reihe der in z, y faktorisierenden reellwertigen Testfunktionen schreiben, um By
als hermitesche Form durch die Kommutatorform (s. (4.23)) auszudriicken (erste
Aussage der Proposition). Wegen der kompakten Lokalisierug eignet sich z.B. die
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Fourier-Reihe zu diesem Zweck. Man kann damit problemlos folgende bekannten
Tatsachen (vgl. Satz vom Kern) iiberpriifen:

Das algebraische Tensorprodukt DR(@) ®DR(@) ist dicht in DR(@ x O) bagl.
der Schwartzraum-Topologie. Diese wird durch die Familie von Normen (vgl. z.B.

[RS80]):
prs(f Z Z sup 2% D' f(2)| fir fe .S (M) (4.37)

\kl<r |i]<s €7

erzeugt, mit der iiblichen Multiindexnotation: z.B. D!f = 8:,{8 . 813 f mit
[ € N§ fiir f €. (). Diese Normen werden im Fall anderer Dimensionen und
fir Teilrdume von . (.#") natiirlich vollig analog definiert.

Da D(@) sogar ein nuklearer Raum ist, gibt es Folgen {¢;} und {¢;} in DR(@),
die @ in der D(O x O)-Topologie approximieren:

Q= Z 0; @Yy, (4.38)

J=1

so dass fiir jede Norm p der obigen Familie absolute Konvergenz dieser Reihe gilt:
> () p(thy) < oo (4.39)
j=1

Wir erhalten die erste Aussage der Proposition durch das Einsetzen von (4.38)
n (4.36):

/dxdy f(x)g(y) Bup(z,y) = /dxdy (Ef)(z Z ¢;(a

-y / drdy (Ef)(z)(Eg)(y) é;(z) ;(y)

o0

- me,(p] k(¢v5,9) Vf,g € DR(O). (4.40)

Jj=1

(s. die Kommutatorform auf reelwertigen Testfunktionen (4.23))
Die Rechtfertigung der Vertauschung der Reihe mit dem Integral beruht (s. z.B.
[JJ098]) auf der Integrierbarkeit der Reihe iiber die Betréige:

Z\ Ef)()(Eg)(y) ¢;(x) i (y)]

< (B @)(EG )] [x(@)] - [X®)] D poo(d5) poo(ty)

J=1
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mit einer Abschneidefunktion x € D(.#) mit x| 5 = 1. Die Reihe ist dabei end-
lich laut (4.39) und der kompakte Triager von y garantiert die Integrierbarkeit.

Es bleibt nur noch die Konvergenz der Reihe (4.21):

D Sue(g, 97) S (1, 5)'? < 00
jelN

nachzuweisen. Dafiir schatzen wir die Vakuumhalbnorm durch eine Schwartznorm
ab (vgl. (4.11) fiir reellwertige Testfunktionen):

- dp = o[ dp AP (p) @)
< ¢ (p2olD) SeWoal)? Y EDR(A). (441

Bei dem letzten Ubergang haben wir den kompakten Triger der Testfunktion
benutzt, sonst hiatte man den ersten Index der Schwartznorm wachsen lassen, um
den Integrand zum Abfallen zu bringen:

/ dx f(x) pge™”
supp(f)

= sup
P

SUP‘P?)JC(P)‘ = sup / dz 0 f(z) ™"
P supp(f)

p
< supsup |2 f(z)| - V(supp(f)) < c poa(f)  VfeD(A).
P x
Wir haben daher:

D Sealdys 87 Sea(Whyy ) ? < € Y poa(@y) poslty) < oo,
jeN jeN

da (4.39) gilt und die Konstante ¢ fiir alle ¢;, ¢; mit kompaktem Tréger in 9)
gleich ist.

Damit ist der Beweis der Proposition zu Ende.

4.3 Spurklasse-Eigenschaft

In diesem Abschnitt soll der zweite Punkt des Kriteriums der Quasi-Aquivalenz
fiir die Zustidnde wy, und wy,, iberpriift werden (s. den ersten Abschnitt des Ka-
pitels). Dabei benutzen wir das Lemma im Appendix B der Arbeit [Bu74]:
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Damit fiir die im Theorem von Araki-Yamagami definierten Operatoren S und S’

~ ~1/2
Sz _ g g im Hilbert-Schmidt-Ideal ist, reicht die Spurklasse-Eigenschaft deren
Differenz aus.

Die Spurklasse-Eigenschaft von S — 5 148t sich bequem in der Sprache der CCR-
Algebra 2(0) beweisen, die der Algebra Z2,(O) des Doppelkegels O mit der
Basis O in der Zeit-0-Hyperebene entspricht (s. Abschnitt 3.2 und Abb.3.1). Hier
tibersetzen wir die Araki-Notation in die der Feldalgebra 2(0) wie folgt:

Der Testfunktionenraum ist eine ortogonale (bzgl. des Lo-Skalarprodukts < ., . >)
Summe

K(0) :=w™'?D(0) ® w'/*D(0) (4.42)

mit den Elementen F := w™/2f @ w'?g; f g € D(O). Der im Impulsraum
diagonale Operator

w(p) = [Pl (4.43)

ist der Energieoperator fiir die masselosen Einteilchenzustinde. Im Kontext die-
ses Kapitels besteht keine Verwechslungsgefahr mit der Notation w fiir Zusténde.

Die Involution I ist die komplexe Konjugation der Testfunktionen im Ortsraum
und die Felder sind geméf (3.30):

B(F)=¢(f)+7(g) fir F=w2faw’?ge K(O). (4.44)

Deren Kommutator lautet gemaf (3.20)-(3.21)

[B(F1)", B(Fp)] = [p(fi) +7(@), ¢(f2) +7(g2)]

= i(< fi,20>—<g1,fa>) 1

0 ¢
= <F1,<_i O)F2>1

= H(Fl,FQ) -1 VFl,FQ S K(O) . (445)

Wir betrachten einen um ¢y > 0 in die negative Zeitrichtung verschobenen Hot-
Bang-Zustand mit der Zweipunktfunktion (wir schreiben ¢, ebenfalls fiir den Vie-
rervektor (tg, 0)):

Wy (90(2)Bo(y)) : = wip(Po(z + to)Po(y + to)) fir z,yeVP. (4.46)
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Siehe dazu die Definitionen (3.15) sowie (3.44) des vorhergehenden Kapitels.

Das Ergebnis der Aquivalenz der Topologien gilt fiir das Zustandspaar wﬁ% und
Weo aufgrund der Translationsinvarianz des Vakuumzustands:

Weo = Weo O Oy = w2 . (4.47)

Aus demselben Grund behilt auch die Differenz von w9 (¢o(z)go(y)) zu der
Zweipunktfunktion vom Vakuum alle entscheidenden Eigenschaften von By, da
sie durch Verschiebung erhalten wird:

By (2, y) - = wiy(do(x)do(y)) — weoPo ()0 (y))
= wip(@o(x + t0)Po(y + t0)) — Woo (@0 + to)do(y + to))
= Bup(x +to,y + to) fir =,y € V}i‘) ) (4.48)

4.3.1 Zustinde iiber der kinematischen Feldalgebra

Da die Algebren Z2,(O) und 2(0) bei gegebener Zeitentwicklung geméf der
Wellengleichung isomorph sind, kénnen deren Zustédnde identifiziert werden. Wir
haben bis jetzt jeden quasifreien Zustand w auf Z5(O) durch seine Zweipunkt-

funktion w(¢o(x), po(y)) bzw. S,(f,g) = w(po(f)Po(g)) als Form auf den Test-
funktionen mit geeignetem Triger im Minkowskiraum angegeben. Die entspre-
chende Zweipunktfunktion w(B(Fy)*B(Fy)) auf der CCR-Algebra der Anfangs-
daten zur Zeit 0 setzt sich aus vier Termen zusammen, vgl. (4.44), mit den Kernen
(i.S.v.D.):

DD () = o)), o
AT (@)p(d) = Dageo(D0l) 0w,y o
A @T(F)) = O (Go(@o )., o
W(m(Z)7(Y)) = OpyOyow(do(x)Po(y)) ‘mo:yozo (4.49)
Das folgt aus der Tatsache, dafl (vgl. (3.16)):
@) = n0.5)  wnd w() = (GrelnD) 0

siche Abschnitt 3.2. Wir wollen auch hier kurz begriinden, warum (4.49) gilt (fiir
die erste Gleichung, die anderen sind analog):

Wir schreiben dafiir Elemente von 2(0) der Form ¢(f) als Elemente ¢o(h) von
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Py(0) gemaf der Isomorphie der beiden Algebren (vgl. (3.30)) um, auf denen ja
der Zustand bekannt ist:

¢o(h) = o(prER) + 7(=poEh) = o (f) +7(9) (4.51)
Wir suchen also zu f € D(O) ein h € D(O) mit

sodass ¢(f) = ¢o(h) gilt. Dazu benétigen wir folgende Ergédnzung zum Abschnitt
3.2.1 (vgl. z.B. [Dim80]):

Anm.: Die eindeutige Losung u € C*(O) der Wellengleichung zu
den Anfangsdaten po(u) = uy € D(O) und pi(u) = uy € D(O) lautet

u= Epyu; — Epjug . (4.53)

Diesen Sachverhalt haben wir bereits im Abschnitt 3.2.1 unter Benut-
zung des Kalkiils der Distributionen verwendet. Dabei errechnen sich
die adjungierten Abbildungen von py und p; zu:

o DO) — C*(O)

T(Z) +— T(Z)0(x) , (4.54)
oo DO) — C*(O)

(@) — =T(7)d (xo) - (4.55)

Eh mit den Anfangsbedingungen (4.52) ist als Losung der Wellengleichung (vgl.
(B.2)) festgelegt und lautet nach der Anmerkung;:

Eh = Ep,f — h(z) = (pof)(z) + ker E = (o) f(Z) + ker E . (4.56)
Es gibt in dieser Aquivalenzklasse Testfunktionen aus D(O) (vgl. z.B. Lemma
A.3 bei [Dim80]), die das gleiche ¢o(h) liefern, wie h = § ® f ( ker E = RanO) .
Somit lautet die gesuchte Zweipunktfunktion:

SN = [ Exdy 1@ @le@el@)
= w(o(d ® f)eo(d ® ['))
= [ dedy £(@5(a0) @5 0) 0n(x)0(v)
= [ Eady i@ D D007) . (157)
In analoger Weise beweist man die Gleichheit aller Distributionskerne in (4.49)

(i.8.v.D.). Die vorhergehenden Uberlegungen haben zwar die Anwendung der Dis-
tribution mit dem Kern w(¢g(x)po(y)) auf § ® f @@ f mit f, f' € D(O) bereits
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gerechtfertigt, wir erwihnen aber auch ein anderes Argument dafiir:

Da §® f fiir f € D(O) eine Distribution mit kompaktem Trager in O ist, 148t sie
sich 1.8.v.D. durch eine Folge der Testfunktionen {f,},.N C D(O) approximieren
(vgl. z.B. [R099]), so dass (4.57) im Sinne dieses Limes gelesen werden kann.

Der Vakuumzustand auf der kinematischen Algebra

Aus der Zweipunktfunktion des Vakuumzustands in vier Dimensionen (3.41) so-

wie den Ubergangsregeln zur Zeit ¢ = 0 (4.49) rechnen wir die Zweipunktfunktion
auf 2(0) aus:

Soo(F1, ) = woo(B(F1)" B(Fy)) = weo ((0(f1) + 7(71)) (¢(f2) + 7(g2)))

_ 1 / { 7 AD) f2(0) + i 1(D) §2(7) — i 1(D) f2(7) + |51 (D) 92(13)}

1 .
= 5 < Fl, ( _i ; ) Fy > fur Fl,FQ S K(O) . (458)

In der hermiteschen Form (., .) verschwinden die gemischten Terme:

(F1, F2)oo = Soo(F1, Fy) + Soo(F, FY)

=5 [ @] =R B+ T ) — 1) o) + 715 0

1/ {Hﬁ(ﬁ)fl( mwﬁ@ﬁ(—m—@@ﬁ(—mM@ﬁ(—@}

= [ @ { ) 2l + 19 7 |

=<< Fl,Fg > fir Fl,FQ € K(O) (459)

Die Definition des Testfunktionenraums geméf (4.42) hat also den Vorteil, dass
das vom Vakuumzustand erzeugte Skalarprodukt auf K(O) (das eine mit dem
Hot-Bang-Zustand gemeinsame Topologie induziert, wie wir aus Abschnitt 4.2
wissen) die Form eines Lo-Skalarprodukts hat (der Operator w ist in der Definition
der Argumente versteckt worden).

4.3.2 Ubergang zum zeitspiegelungsinvarianten Zustand

[Bu]: Das gegenseitige Kompensieren der gemischten Terme w,(¢(f)m(g)) bzw.
Woo (T(g)p(f)) im Skalarprodukt (.,.)s hédngt mit der Zeitspiegelungsinvarianz
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des Vakuumzustands zusammen. Man kann vom Hot-Bang-Zustand auf &,(0) =
2(0) ausgehend einen zeitspiegelungsinvarianten Zustand deﬁnieren wobei aus
seiner lokalen Normalitit diese auch fiir den urspriinglichen w9 folgen wird (s.
unten). Da die Zeitspiegelungsinvarianz einen wesentlichen technlschen Vorteil
bei der Spurklasse-Frage bringt (der fragliche Operator wird diagonal), wenden
wir uns dem Zeitspiegelungsantiautomorphismus 7 zu:

Der Zeitspiegelungsantiautomorphismus 7 bildet in unserem Fall die Feldalge-
bra Zy(O) auf sich selbst ab (da der Doppelkegel O symmetrisch bzgl. der -

Hyperebene im Minkowskiraum ist, s. Abb.3.1). 7 wird von der Zeitspiegelung
der Felder (zg — —x) erzeugt (i.S.v.D.):

¢o(w0,7) = ¢o(—x0,7),

(—%) (0. 7) — —(—%)( 40, 9)

Die Einschrinkung auf die Zeit-0-Felder lautet (i.S.v.D.):
¢0(0,Z) = o(T) +— ¢0(0,Z) = o(T),
0 . S 0 L .
(5 0) 0.0 =7 — = (5mn) 0.0 = ~7(7).

Folglich ist der antilineare Automorphismus 7 auf 2(0) gegeben durch:

1. (4.60)

Dabei muB3 7 antilinear sein, um die Kommutatorrelation (3.21) auf der Algebra
2(0) zu respektieren:

rlo(f),m(g)) =7 (i < F,g>-1) .

Definition 4.5. Fin Zustand ws auf 2(0) heifst zeitspiegelungsinvariant, falls
qgilt:

ws(TA") = ws(A) VA e 2(0).

Fiir einen zeitspiegelungsinvarianten Zustand w, auf 2(0) sind die gemischten
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Terme in der Zweipunktfunktion festgelegt:

ws(o(f)m(g)) = ws(r(x(9) ¢(f))) = —ws(n(g) ©(f)) (7 — Invarianz),

wi(p(f)m(g9)) = win(g)(f)) +i < f,g > (CCR, s. (3.21))
== ws(o(f)m(g)) = % < f,g> und analog (4.61)
wi(w(@ () = —5 <9,/ > . (4.62)

Diese Ausdriicke stimmen mit den entsprechenden Ausdriicken im Vakuumzu-
stand iiberein (vgl. (4.58)).

Fiir die ungemischten Algebraelemente A = ©(f,) ¢(f2) bzw. A = 7(q7) 7(g2)
folgt w(T7A*) = w(A) in jedem Zustand w aufgrund der kanonischen Kommuta-
torrelationen (3.20), die die Lokalitdt ausdriicken. Es folgt:

Sei w ein beliebiger quasifreier Zustand auf 2(0). Dann definiert
1
ws(A) := 3 (w(A) +w(TA")) fir Ae 2(0)

einen zeitspiegelungsinvarianten Zustand mit

ws((f1) o(f2) = wle(f1) e(f2))
ws(m(g1) m(g2)) = w(m(g1) 7(g2)) (4.63)
und den gemischten Termen (4.61)-(4.62). (Dass der so definierte Zustand tatséchlich

die Def. 4.5 erfiillt, iiberpriift man unter Benutzung der Vertauschung von 7 mit
der *-Operation sowie von 72 = id auf 2(0).)

Um zu zeigen, dass wi% lokal normal bzgl. w., ist, reicht es zu beweisen, dass
der zeitspiegelungsinvariante Zustand (mit derselben Definition auf &,(0)):

mn(A) = 3 (@A) +upy(ra)

_. % (Wi (A) +wis(A))  fir A€ A(O) (4.64)

diese Eigenschaft besitzt. Man benutze dazu folgende (zu der am Anfang des
Kapitels angegebenen dquivalente) Definition der lokalen Normalitét ([Bul, vgl.
auch [Ar99)):

Definition 4.6. Ein Zustand w auf A(O) heifst lokal normal beziiglich der Vaku-
umdarstellung, falls fiir jedes fallende Netz von positiven Operatoren A, € A(O),
das in der Vakuumdarstellung schwach gegen 0 konvergiert, gilt:

lil{nw (A,)=0. (4.65)
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(Unter den Operatoren A versteht man die entsprechenden Darsteller 7, (A) der
Algebraelemente und ein Zustand w auf A(Q) definiert einen Zustand ¢ auf
Too (A(Q)) gemiB p(mo(A)) : = w(A) fir A € A(O) und wir testen mit (4.65),
ob es sich dabei um einen Dichtematrixzustand auf 7, (A(O)) handelt.) Dabei
heilt ein Netz A, fallend, falls fiir v > p gilt: A, < A,,.

Zeigen wir nun (4.65) fiir wpys, so folgt diese Eigenschaft unter Benutzung der
Positivitdt der Operatoren A, und der Positivitdt der Zustédnde (jeder positive
Operator 143t sich ja eindeutig als Quadrat eines positiven Operators schreiben,
vgl. [RS80]) auch fiir w)s:

Wi (Ay) = 2wpps(Ay) — Wi (A)) < 2wpps(Ay) -

o

to

yto to

+ “hb
Whbs
M
T
to tos
VO, wpy

—to

Abbildung 4.2: Ubergang zum zeitspiegelungsinvarianten Zustand.

t()s

Der “zeitgespiegelte” Hot-Bang-Zustand w;)” besitzt die Zweipunktfunktion

wir (Go(f) do(9)) = wi (T(¢0(9) do(f)))

= % (G =10, D(9(y)) do(—0, ) (f(2)))
_ / dydz g(y) f(2)'(Go(—vo, 7) o(—10, 7))

_ / dady f(z) g(y)w’ (do(z) do(y))
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— Wi (Bo(x) do(y)) = wit(Po(—y0, ) do(—x0, 7)) (iS.v.D.)

und ist somit auf dem um %y in positive Zeitrichtung verschobenen Riickwerts-
lichtkegel

VIO =V_4ty, t>0 (4.66)

definiert (wir schreiben immer ¢, auch fiir den entsprechenden Vierervektor in
Zeitrichtung). Folglich ist wys auf der Schnittmenge der verschobenen Lichtkegel
VI NV definiert, die den Abschluf von unserem (beliebig aber fest gewiihlten)
Doppelkegel O enthilt (s. Abb.4.2).

Da we, zeitspiegelungs- und translationsinvariant ist, gilt die im Abschnitt 4.2

fiir partielle Zustdnde w., und wy;, gezeigte Aqulvalenz der Topologien ebenfalls

fiir die partiellen Zustandspaare (weo, W;5°), (Woo, wi%’) und folglich auch fiir (weo,

whps) auf Zy(0) = 2(0). Es reicht daher, die Spurklasse-Frage fiir das neue
Zustandspaar zu untersuchen.

4.3.3 Beweis der Spurklasse-Eigenschaft

Matrixelemente des zu untersuchenden Operators (3’;; — 5’;) bzgl. des vom Va-
kuumzustand erzeugten Skalarprodukts (., .)s lauten (vgl. den 2.Punkt des Kri-
teriums in 4.1):

(Fis (S = S ) = Sl F1, o) = Swcl(F2, F2)
= (Wnbs = weo)(B(F1)"B(£%))

= (Wi — woo) (2(1) 9(f2)) + (Whh — woo) (7 (T7) 7(g2))

= /dgxdgy E(f) f2(g) Kw(f’ 7])

+ / drd*y G1(%) go(§) Krx(Z,9)
= < fl;Acpcpr >+ < gl>A7r7r92 >
fir Fy, F, € K(O).

Die gemischten Terme in der zweiten Zeile verschwinden, da sie fiir beide zeit-
spiegelungsinvarianten Zusténde gleich sind (Zweck des Abschnitts 4.3.2).
Fiir die Diagonalterme (vgl. (4.63)) haben wir folgende Bezeichnungen der Kerne

eingefiihrt (mit einer glatten Abschneidefunktion Xo} o = 1 mit dem Tréger in
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—\

Xo(T) Xo() - (Wi, — wao) (0(2) (1))

Xo(Z) Xo(7) + (Wi — woo) (P0(@) do(y)))|

zo=y0=0

~ ~

Xo(T) Xo(7) - By (2, )] e D(O x 0),

zo=y0=0

—\

Xo() Xo(§) + (Wi, — weo) (7(Z) 7 (1))
Xo(f) Xo(g> ' 89008140 (w;z% - Woo)(Qbo(J}) ¢0(y>> }$0=y0=0

Xo(Z) Xo(7) - DngOyo BLS (2, 1) e DO x 0). (4.67)

zo=y0=0

Siche dazu die Ubergangsregeln (4.49) und die Bemerkung iiber B}S (4.48).

Die Integraloperatoren A,, und A, auf dem Hilbertraum Lj(R?) mit den Ker-

nen K, und K, aus D(a X 5) sind schon mal in der Spurklasse .#;. Auf diese
(bekannte, [Bu]) Tatsache mochten wir hier kurz eingehen:

Anm.: Ein Integraloperator A auf dem Hilbertraum Lo(R?) mit dem
Integralkern K € .%(R? x R3) ist in der Spurklasse .#;. Als Testfunk-
tion 148t sich ndmlich K in eine Reihe faktorisierender Testfunktionen
entwickeln (vgl. Satz vom Kern):

K=Y 6;®u;, 6,0 €S (R,
j=1

mit absoluter Konvergenz:

Zp(%’)'p(%) < 0

Jj=1

fiir jede Schwartznorm p (vgl. deren Definition in (4.37)).

Es handelt sich somit bei A um eine Reihe der Rang-1-Operatoren
(diese sind trivialerweise in .#) mit den Kernen ¢; ® 1; und den

Spurnormen |¢; ® ;|1 = ||@5]l 2. - |15 .-
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Da die Schwartzraumtopologie feiner als die Ly-Topologie ist:

222
12, = [ ol i@F

< @l [Prgmm WS R,

konvergiert die obige Reihe in der Spurnorm wegen:
o0
S sl - 19512, < oo -
j=1

Folglich ist A in der Spurklasse, da diese bzgl. der Spurnorm abge-
schlossen ist.

In diesem Fall hitte wegen des kompakten Trigers auch schon die Supremums-
norm poo ausgereicht. Wir brauchen das Kriterium aber auch weiter unten. Sie-
he auch ein Kriterium der Spurklasse-Eigenschaft fiir einen Integraloperator mit
schwicheren Voraussetzungen im Abschnitt 6.2.

Wir miissen die Diagonalterme jetzt bzgl. des Skalarprodukts (., .)s ausdriicken
und die entsprechenden Operatoren auf die Spurklasse-Eigenschaft untersuchen.

Da der Operator w im Impulsraum ein Multiplikationsoperator ist (vgl. (4.42)-

(4.43)), lassen sich die obigen Matrixelemente wie folgt schreiben (vgl. auch
(4.59)):

<F1, (Sm - g:o) F2> =< I, (Sm — 3*;) Fy >
—< w_1/2f1,w1/2AW wl/Qw—1/2f2 >

+ < w g, w VA w20 gy >

wl/2A wl/2 0
=< Fla < 680 (,(}_1/2A7T7rw_1/2 )F2>
fiir By, Fy € K(O). (4.68)

Es reicht also zu zeigen, dass die Operatoren w'/2 A, w'? und
w2y Arr Xow ™2 auf dem Hilbertraum Ly(R?) in % sind (x, ist dabei der
Operator der Multiplikaiton mit der Abschneidefunktion y, im Ortsraum).
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Falls ein Operator AB in der Spurklasse .# ist, ist seine Spur zyklisch: Tr AB =
Tr BA. Folglich ist es hinreichend, die Operatoren A, w und x, w™ 'y, Az, darauf
zu untersuchen, denn das positive Ergebnis wiirde sich auf die Ausgangsoperato-
ren iibertragen.

e Wir zeigen, dass x,w 'Y, ein beschrinkter Operator auf Lo(R?) ist, wor-
aus die Spurklasse-Eigenschaft fiir v, w !y, Ar- folgt, da # ein Ideal in
der Algebra der beschriankten Operatoren ist (vgl. [RS80]).

[Bu]: Der Hamiltonoperator der nichtrelativistischen Quantenmechanik mit
dem Coulomb-Potential besitzt eine negative Grundzustansenergie (unwich-
tige positive Konstanten gleich 1 gesetzt):

, 1
H=P*—- — >_F,. 4.69
S (4.69)

Das bedeutet die Existenz einer oberen Schranke fiir unseren Operator
(X < P):

- 1 _ o o~ T~ -
XOWXOS(EOXO_‘_XOQ_:QXO)S(EO+R2)X0a

wobei R der Radius der Kugel O ist.

e [Bu]: Wir spalten von dem Operator A, w den Operator w/w,, ab, was im
Impulsraum wie folgt aussieht:

wn (P) = (P> +m*)?, m >0,

(7)"

w (P)/wm (P) = W :
Wie man aus dieser Relation sieht, ist w/wy, beschrénkt, wihrend w,, (p)
eine glatte polynomial anwachsende Funktion ist. Folglich zerfillt der zu
untersuchende Operator in das Produkt von einem Spurklasse-Operator
mit einem beschrankten Operator:

w

Appw = Appwp, - —, (4.70)

Wi,
d.h. er ist auch im Ideal .#;.
Um die Spurklasse-Eigenschaft von A, w,, zu zeigen, sehen wir uns erst
die Wirkung von A, im Impulsraum an:

—_—

(Ao 1)B) = / d'x (A, f)(F) 77 = / dad’y Koo (7, 5) (7)™
= /d?’xd?’y K, (7, y_')/d?’q f(q") o7 o—iDT

- [0 F@  fir fel(®). @
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Da K., in D(@ X 6), also insbesondere eine Schwartzraumfunktion, ist,

gilt das auch fiir deren Fouriertransformierte I/(:p;. Es folgt (fiir f weiterhin
aus Ly(R?)):

—_—

(A iom F)(B) = Ay (7% + m?)2 () = / 0 Ko~ (3 + 1) J(@).
c .7 (R")

was die Spurklasse-Eigenschaft von A,,w,, bedeutet (s. die Anmerkung
oben).

Damit ist der Beweis des zweiten Punkts im Kriterium von Araki-Yamagami
abgeschlossen.
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Kapitel 5

Nichtgleichgewichtszustinde, die
lokal thermische Eigenschaften
besitzen.

5.1 Was weill man iiber die Zweipunktfunktion
eines lokalen Gleichgewichtszustands 7

In diesem Kapitel soll w ein beliebiger Sp-thermaler Zustand (vgl. Abschnitt
2.4) sein, wobei O C .4 0.B.d.A. ein Doppelkegel ist (vgl. Abschnitt 3.2). Der
Raum S, in unserem Modell wurde unter 3.4 spezifiziert und besteht aus den lo-
kalen thermischen Observablen 0¥(x) mit den entsprechenden makroskopischen
Observablen ©#. Wie in der Arbeit [Bu03], wird hier fiir technische Zwecke vor-
ausgesetzt, dass die Referenzzustinde wp, des Zustands w fir x € O schwach
integrierbar in x sind (s. unten) und deren Temperaturtriger B, innerhalb eines
kompakten B € V. liegen.

5.1.1 Ortsabhéngige Lifts der LG-Zustinde zu den Ma-
kroobservablen als Distributionen

Auf dem Inhalt der Arbeit [Bu03] basierend, wollen wir in diesem Abschnitt zei-
gen, dass die ortsabhéngigen Lifts (vgl. (2.25)) von w zu den Makroobservablen
von Interesse Distributionen sind und daher i.S.v.D. differenzierbar sind.

Nach den obengenannten Voraussetzungen an w existiert folgendes Integral und

25
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erlaubt die Abschitzung (s. Schwartznormen (4.37)):

‘ [ st /d,ox 55(07)

/ d9+(8) @“w)\

x

w(©)(f)] = ' [ o i) 5@

< [alf@]- s

B.CB

< V(0) sup ©4(B)] - poo(f),  VfeD(O). (5.1)

(Es wurden dabei die Positivitdt und Normiertheit des MaBles p,(3) sowie die
schwache Stetigkeit der KMS-Zusténde in [ benutzt, s. Abschnitt 2.3.)
Dabher ist der Lift w(©*)(z) eine Distribution auf D(O).

Wie in der Arbeit [Bu03] gezeigt wurde, lassen sich viele interessante Makro-
observablen, wie die Teilchendichte im Phasenraum oder die Entropiedichte, die
nicht unter ©* sind, beliebig gut durch die letzteren in Zustéinden wie w appro-
Ximieren.

Nach dem Lemma 3.1 in [Bu03] gibt es fiir jede glatte Losung =(3) der Wellen-
gleichung auf V; zu jedem ¢ > 0 endlich viele Konstanten ¢, (vierdimensionale
Tensoren m-ter Stufe) mit g = (p1, ..., fim ), sodass folgendes gilt (mit der zuldssi-
gen Makroobservablen = gemif wg(=) = Z(5)):

sup Wﬂ<5_20“6“>‘<5. (5.2)

BeB

:>‘wBI<E—Zc“@”>)<€ (5.3)
@‘sz(E)—w<Zcu®”)(x)’<a fir z€0O. (5.4)

Man kann also die thermodynamische Charakteristik von w an der Stelle x € O
auf = fortsetzen, indem man definiert

w(2)(z) :=wp, (Z) . (5.5)
Dies ist (wie oben) eine Distribution auf D(O).
Eine fiir unsere Untersuchung an den LG-Zustdnden wichtige makroskopische

Observable ist die mittlere Phasenraumdichte der masselosen Teilchen mit der
termischen Funktion (Planck’sche Formel):

BeV, — Ny(B) = (5.6)

(2m)3 e — 1"
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die eine glatte Losung der Wellengleichung zu jedem p = (|p], p) ist.

Folglich lautet der Erwartungswert von N, in w an der Stelle x € O geméif
(5.5): -

w (N,)(@) = wp, (N,) = / dpa(B) Ny(8) = N(z,p) (5.7)

Dies ist nach dem obigen eine Distribution in z auf dem Raum D(O) und stellt
den Mittelwert der Planck’schen Teilchendichte im Gemisch reiner Temperatur-
zustdnde mit einem ortsabhéngigen Temperaturmaf p, dar.

5.1.2 Kandidaten fiir die Zweipunktfunktion

Von dem quasifreien LG-Zustand w auf Z,(O) mit oben besprochenen Eigen-
schaften ist es noch nicht bekannt, wie seine Zweipunktfunktion w(¢o(z) ¢o(y))
aussieht. In diesem Abschnitt stellen wir einen natiirlichen Kandidaten ¢(¢o(z) ¢o(y))
fir die Zweipunktfunktion eines LG-Zustands vor (vgl. [Bu03]). Dabei stellen wir
uns zwei Fragen:

e Folgt aus ¢(¢o(x) Po(y)) die erwiinschte Eigenschaft fiir den entsprechen-
den Zustand (falls es diesen gibt) ¢ tiber &,(0), physikalisch zu sein, mit
anderen Worten lokal normal bzgl. der Vakuumdarstellung (s. dazu das
vorhergehende Kapitel)?

e Unter welchen zuséitzlichen Voraussetzungen an w wird ¢(¢o(x) ¢o(y)) iden-
tisch mit seiner Zweipunktfunktion sein ?

Wir werden in diesem Abschnitt den Kandidaten ¢ auf uns interessierende KEi-
genschaften untersuchen, soweit wir es uns erlauben kénnnen. Und je besser er
sich zeigt, desto wichtiger ist die zweite Frage, die wir schon am Ende von diesem
Abschnitt beantworten werden.

Wir fangen zum Vergleich mit den KMS-Zustédnden an:

Fiir einen Temperaturzustand wg und den Vakuumzustand ws, lauten die Zwei-
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punktfunktionen (vgl. Abschnitt 3.3.1) und deren Differenz:

05 (n(a) b0 3/ - MMWﬁ;%,
oo (60() b0 3/ i) (pg) 5(p?)

3 —ip(z—y) ip(z—y) ,
(05 — wao) (G0(x) oly)) = 1/dpf e _awm}

@m)2 ) 2pl \1—e P2 1—e
- @ w p cos (p(r —
Tend) T i G N(p, ) cos(p(z—y)) . (5.8)

Die zu konstruierende Zweipunktfunktion ¢(¢o(z) ¢o(y)) soll mit der Bedingung
der Sp-Thermalitdat, den Relationen auf der Algebra des freien Quantenfelds
Py(O) sowie der technischen Voraussetzung am Anfang des Kapitels im Ein-
klang stehen.

Die Sp-Termalitiat bedeutet fiir den Kandidaten nach dem im Abschnitt 2.4

stehenden sowie der Definition (3.51) Erfiillung fiir alle 0# € S, der Gleichung
(mit raumartigen Vektoren ():

PL% (0 — weo) (Po(z 4 ¢) do(z — ()

= lim Of (wp, — weo) (Po(z + ¢) do(z — (), Ve e O, (5.9)

¢—0

wobei der Referenzzustand wp, an der Stelle z € O schwach integrierbar in x € O
sein soll und den Temperaturtréger im kompakten B C V. (s. oben) haben soll.

Setzt man den Ausdruck unter allen Limeszeichen in der Gleichung (5.9) auf
beliebige x,y € O fort, so erhdlt man einen Kern ¢ (¢o(x) ¢o(y)), der nach dem
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Abzug der Vakuumzweipunktfunktion wie folgt aussieht:

(P = woo) (@0(2) Po(y)) = (WBi,y 0 = Woo) (P0() d0(y))

= /B Ap(a-+y)/2(B) (Wp — weo) (Bo(z) do(y))

(z+y)/2

:/ dp(e1y)/2(05) C‘H N(p, B) cos(p(z —y))
B(oty)/2

/‘m /' oty B) N ) cos p o =)

|T v (Np) ((z +9)/2) cos (p(x —y))

ap N((g;+y)/2,]_)) cos (p(z —y)) =: By(z,9),

)
fir x,ye€O. (5.10)

Dabei werden fiir das ortsabhéingige positive normierte Mafl p,(3) die oben
erwahnten Eigenschaften vorausgesetzt.

Man erkennt die Differenz der Hot-Bang-Zweipunktfunktion zum Vakuum (vgl.
(3.45))

dp 1 1
[ (2m) e — 1

als einen Spezialfall von (5.10) mit dem ortsabhéngigen Temperaturmafl

dp(ary)2(B) =0 (B = (x+y)) db .

Bhb(x7 y) -

cos (p(z —y)) fir z,yeV,

Der Ausdruck ¢ (¢o(z) ¢o(y)) ist Zweipunktfunktion eines linearen quasifreien
Funktionals ¢ tiber #2,(0O), weil folgende Eigenschaften erfiillt sind:

e p(1)=1,
e p(aA+BB) = ap(A)+ Be(B).

Wir iiberpriifen im Folgenden, ob ¢ die fiir die Linearitét notwendige Bedingung:
©(0) =0 (5.11)

erfillt.
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Dabei machen wir von der Proposition 4.2 der Arbeit [Bu03] Gebrauch. Es wurde
dort gezeigt, dass N(z,p) i.S.v.D. folgenden Differenzialgleichungen geniigt:

(pds) N(z,p) =0, O,N(z,p)=0 firzecO. (5.12)

Das Nullideal der Algebra Z2,(QO) ist erzeugt von den Elementen (vgl. die Glei-
chungen (3.8) und (3.11)):

¢o(Df)  sowie  [¢o(f), do(9)] — K(f,9) 1 mit f,g€DO).

1. p(¢o(z) Ppo(y)) aus (5.10) erfiillt die Feldgleichung:

@(do(0f) ¢o(g) = /dxdy(Df)(x)g(y) o(do(z) do(y))

Weo erfiillt sie ndmlich und fiir B, haben wir ( mit u: =(x+y)/2) i.S.v.D.:

Ox (0 — Wao) (G0(2) ¢0(y)) = Op By(z,y)

= [ Lk 0, Nu.p) cos (ol — 1) — (0) Nu.p) sin (plz — 1)

~p? N(u,p) cos (ple 1))} =0

wegen (5.12) und p? = 0.

Analoges gilt auch fir O, By (z,y).

2. o erfiillt die Kommutatorrelation, denn wy erfiillt sie und B, ist symme-
trisch in z,y.

Es stellt sich heraus, dass By(z,y) fir (z 4+ y)/2 € O eine reell analytische
Funktion von (z —y) € .4 darstellt. Damit konnen wir unsere zweite Frage (s.
oben) schon beantworten:
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Wird fiir die Zweipunktfunktion des in diesem Kapitel betrachteten LG-Zustands
w reelle Analytizitat bzgl. der Differenzvariablen vorausgesetzt, so stimmen

w (Po(x) do(y)) und ¢ (¢o(z) Po(y)) fir z,y € O tiberein, da beide die Bedingun-
gung der Sp -Thermalitét (5.9) erfiillen.

Und nun zum Beweis der reellen Analytizitit von By(z,y) in (z —y):

5.1.3 Reelle Analytizitidt bzgl. der Differenzvariablen

Wir driicken B, (vgl. (5.10)) in bequemeren Koordinaten aus:

u=(z-y), v=(@+y)/2;
B;(u, v) “p cos (up) N(v,p) fir veO. (5.13)

)

Aus der vorausgesetzten Form von N (s. (5.6)-(5.7)):

N(UJ_’): (2;)3/3 dpv(ﬁ)eﬁp%l

wobei YVvoe O B,C B, BkompaktinV,

folgt sofort die Existenz einer von v unabhéngigen Majoranten. Es gilt ndmlich:

Bp = 191 (B — 13l cos(B.) = 171 (8o~ 131) = bolf.
Mt%:gg%—@>>0

Das liefert eine Abschitzung (v € O):

— 1 1 1 1
jW“@§(%ﬁ'wﬂ—lléwmﬁz(%w'wm_1’ (5:14)

da p,((3) ein positives normiertes MaB ist.

Die Funktion u +— E\p(u,v) vom Parameter v ist in Form eines Integrals vom
Fouriertyp gegeben (s. (5.13)), wobei der p-abhéngige Faktor nach dem obigen
fiir jeden Parameterwert exponentiell abféllt. Daher vermutet man Analytizitéts-
eigenschaft in u von vornherein.
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Lemma 5.3. Die Funktion u +— E\p(u,v) st fiir jeden Wert des Parameters
v € O reell analytisch.

Beweis: Erweitere E; als Funktion von u auf komplexwertiges Argument
z=u+1&:

= dg—pcos U+ 1 N (v
Bi(zv) = /‘]ﬂ ((u + i€)p) N (v, p)

= /d?’pf(ﬁ, Z,0) fir veO. (5.15)

Fiir p# 0 ist der Integrand f(p) z,v) eine analytische Funktion von z (fiir jeden
Wert des Parameters v € O).

Um die Analytizitdt von dem Integral (5.15) geméf dem Kriterium im Anhang
A zu zeigen, brauchen wir noch eine integrierbare Majorante fiir f. Man schétzt
ab (vgl. (5.14)):

1 1 , . 1
7 < . |pliu=&p (utlp| .
‘f(p7Z?,U)| — (271')3 2|m }6 +€ ‘ 6b0|ﬂ _1
1 1
R P 5 |~
= @ 2 e e T

Wir konnen nun eine Majorante F'(p) des Integrands von (5.15) konstruieren,
was eine Einschrédnkung an den Definitionsbereich von B, im Komplexen mit
sich bringt:

[f (P, z,0)] < €t e = F (D), (5.16)

s {22 LRI e
Das ist nach (4.16), (4.17) erfiillt, falls
{ & e Vi—a
¢ € Vo+a
Die Wahl des konstanten Vektors
a=(a,0) mit 0 < ap < by (5.17)

garantiert die Integrierbarkeit der Majoranten F in (5.16).
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Somit ist E\p fiir jeden Wert des Parameters v € O nach Anhang A auf dem
Gebiet

Goi={zeC": Im(z) € (V, —a)N(V_+a)}

analytisch und daher auf den reellen Punkten von G, auf R*, reell analytisch.
O

5.2 Eine hinreichende Bedingung fiir die lokale
Normalitit

Damit das normierte quasifreie Funktional ¢ mit der Zweipunktfunktion wie in
(5.10) einen lokal normalen Zustand auf Z2,(O) (fiir einen etwas kleineren Dop-
pelkegel (5, dessen Abschlufl in O liegt ) bzgl. der Vakuumdarstellung definiert,
wéren folgende zwei Bedingungen hinreichend (siehe das Beispiel vom Hot-Bang-

Zustand):

o S,(f, /)= Su(f.f)  VfeDO).

(Dies wiirde insbesondere die Positivitit von ¢ implizieren, gegeben durch
(5.10). Das ist die letzte hier fehlende Eigenschaft von ¢, damit es ein qua-

~

sifreier Zustand auf &,(0) ist. Siehe dazu [Bu03].)

Das setzen wir hier fiir das weitere voraus und bezeichnen daher ¢ ab sofort
als einen Zustand.

e Glattheit des Kerns B, im Gebiet O x O.

(Die Eigenschaft, eine Bilosung der Wellengleichung auf O zu sein, wiirde sich
von der oben gezeigten fiir B, als Distribution iibertragen.)

Die Glattheit der Zweipunktfunktionendifferenz B, bzgl. der Variablen (z +y)/2
ist nicht so offensichtlich. Allerdings erscheint sie aus physikalischer Uberlegung
fiir die lokale Normalitidt des Zustands ¢ auch nicht notwendig zu sein ([Bu]):

Diese Variable bezeichnet die Koordinate des Punktes in O, an dem der Zustand
mit lokalen thermischen Observablen untersucht wird. Im Ausdruck fiir B, (z,y)
ist (z 4+ y)/2 das rdumliche Argument des Erwartungswerts der mittleren Pha-
senraumdichte (vgl. (5.10)), und sogar die Unstetigkeit von ¢(N,)(z) wiirde in
keinem Widerspruch zu den endlichen Energie und Dichte des Zustands stehen.
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Deshalb nehmen wir eine Regularisierung des bis jetzt betrachteten Zustands ¢
vor, die einer Ausgldttung dessen Zweipunktfunktion in der Variablen (x + y)/2
entspricht. Dieser Schritt ist in der Arbeit [Bu03] eingefithrt worden:

5.2.1 Ubergang zu einem regularisierten Zustand

Man nimmt dafiir eine nichtnegative Testfunktion f mit dem Tréger in einer
kleinen offenen Umgebung U, des Ursprungs von dem Minkowskiraum, fiir die
[ dx f(x) =1 gilt. Der regularisierte Zustand wird wie folgt definiert:

Q5= /dyf(y)woay : (5.18)

Dieser Zustand ist Sz-thermal fiir jedes offene Gebiet O e M, das (O+Uy) C O
erfiillt.

Es folgt sofort die Glattheit der Lifts des ¢y zu den Makroobservablen ©# bzgl.
x e O:

or (O (x) 1= op (BH(x) = / dy f(y) ¢ (0%(z +1))

= / dy f(y) ¢s,.,,(O")
Ug
- /U N dz f(z — ) pp.(OF) . (5.19)

Dieser Ausdruck ist glatt in x, denn jede Ableitung des Integrands nach x € O
ist integrierbar (vgl. f € D(U,) sowie schwache Integrierbarkeit der Referenz-
zunstande), und besitzt eine integrierbare Majorante:

My (2) = x(2) - sup |f"(y)] 'glelg@“(ﬁ)\ :

yeU,
Dabei haben wir die Abschneidefunktion y € D(.#) mit X}U .o = 1 eingefiihrt.
Die Glattheit in 2 € @ bekommen wir nach (5.5) auch fiir die Lifts von ¢ zu

den zuldssigen makroskopischen Observablen (deren termische Funktionen glatte
Losungen der Wellengleichung sind), und insbesondere fiir die Phasenraumdichte:

o5 (Np)(z) = /U dy f(y) 8., (Np)

_ / dxf(z—1)pp(N), z€0.  (520)
Uys+x
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Aufgrund der Translationsinvarianz des Vakuumzustands veréndert sich die Diffe-
renz der Zweipunktfunktion des regularisierten Zustands zum Vakuum gegeniiber
B, in (5.10) wie folgt:

(7 — wae) (do(z) oly)) = / dy' () (1 — wno) 0 0, (J0(2) do(y))
/dyf /m ((z +9)/2+) cos(p(z — 1))

- % w5 (Np) ((z +y)/2) cos (p (v —y)) =: By (2,9) ,

fir z,y€ O, (5.21)

5.2.2 Glattheit des regularisierten Zustands

Um die Funktion B, auf Glattheit zu untesuchen, driicken wir sie in bequemeren
Koodinaten aus (vgl. Abschnitt 5.1.3):

u=(r-y), v=(@+y)/2;
B, = @ cos (u v U ve®
B¢f(u,v) = / ‘ﬁ‘ ( B)‘Pf (Ng)( ), eM,veQ. (5.22)

Lemma 5.4. Die Funktion E;(u,v) ist glatt fir w € A undv € 0.

Beweis:
Die C*°-Eigenschaft der Funktion B, in .Z x O ist dquivalent zu der Existenz
ihrer samtlichen gemischten partiellen Ableitungen auf diesem Gebiet.

Wir miissen also zeigen, dass E;(u,v) eine beliebige gemischte partielle Ab-
leitung DEDY B, (u,v) in .4 x O besitzt, wobei wir fiir u = (p11, ..., ftrn) und
v = (v,...,v,) mit m,n € N die iibliche Multiindexschreibwese verwenden.

Als Produkt glatter Funktionen fiir p # 0 (was wir aus dem vorhergehenden
Abschnitt wissen) ist der Integrand von (5.22) glatt auf .# x O. Folglich spielt
die Reihenfolge der partiellen Ableitungen hier keine Rolle.

Der Integrand besitzt somit die obengenannte gemischte partielle Ableitung fiir
p#0:

ﬁpﬂpv cos (up) 5 (N,)(v) (5.23)



66 KAPITEL 5. ALLGEMEINE LOKALE GLEICHGEWICHTSZUSTANDE

und wir brauchen nur noch eine von v und v unabhéngige Majorante dafiir, um
die Existenz dieser Ableitung auch fiir das Integral zu beweisen.

Diese haben wir uns im wesentlichen schon im Abschnitt 5.1.3 konstruiert. Gemaf3
(5.20) sowie (5.14) gilt:

DEDY cos (up) s (N)(0)| = Dt cos(up) [ s D pe =) om ()

(er)g V(supp(/f)) Sup 1Dy f)l - 660@%1

IN

mit einem by > 0.

Das liefert sofort eine integrierbare Majorante fiir die obige (beliebige) partielle
Ableitung D¥D¥ des Integrands von (5.22) fiir p’# 0:

‘p m—1

M(@3:Cn'm

mit einer von der Hohe der partiellen Ableitung nach v abhéngigen Konstanten
Cn,
was zu zeigen war. O

5.2.3 Konsequenz fiir den Kandidatenzustand

Die erste Bedingung fiir die lokale Normalitét von unserem Kandidatenzustand ¢
(s. Anfang von 5.2) haben wir vorausgesetzt und sie iibertréigt sich trivialerweise
auf den regularisierten Zustand ¢y.

Mit dem Beweis der Glattheit der Zweipunktfunktionendifferenz fiir ¢y und we

auf Z,(0O) erfiillt sich daher unsere hinreichende Bedingung fiir die lokale Nor-
malitédt von ¢y beziiglich der Vakuumdarstellung. (Wir konnen diese Eigenschaft

in Analogie zum Kapitel 4 fiir ¢ auf A(O) mit O C O beweisen, da wir die erste
Bedingung am Anfang von 5.2 vorausgesetzt haben.)

Laut der Definition 4.6 gilt somit fiir jedes fallende Netz von positiven Operatoren
A, € A(O) mit schwacher Konvergenz gegen 0 in der Vakuumdarstellung:

limgs (4,) = lim [ do f@) g0 (4)

= /d.ﬁE f(.??) 11,151180 O Oy (Al/) =0. (524)
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Zur Vertauschung des Limes mit dem Integralzeichen:

Da die positiven Operatoren A, in der lokalen Algebra A(O) sind und der Tréger
U, der nichtnegativen Testfunktion f erfiillt (s. Abschnitt 5.2.1): (O + U,) C O,
bilden ¢ o i, (A,) positive abfallende Zahlennetze (Zusténde sind ja positiv und
positive Operatoren bleiben bei der Verschiebung der Testfunktionen positiv). Da
0 eine untere Schranke fiir die positiven fallenden Netzelemente ist, besitzt jedes
Netz unter dem Integralzeichen einen Limes (der jedoch nicht notwendig gleich 0
ist):

ligncp oa, (A,) =a(z) >0. (5.25)

Um den Limes nun unter das Integralzeichen ziehen zu diirfen, braucht man noch
die GleichméaBigkeit der Konvergenz (5.25) in 2. Das sehen wir an der Stelle leider
nicht ein, aber es wird so sein. Der Vorgang ist jedenfalls berechtigt ([Bu]).

Die regularisierende Funktion f ist nichtnegativ gewesen, wobei wir eine posi-
tive bis in den Trégerrand hinein wihlen kénnen. Dann darf im Integral (5.24)

lil{n poa,(A,)#0 (5.26)

nur fiir = € supp(f) aus einer Menge vom Maf 0 sein.

~

Durch eine Zusatzforderung der Stetigkeit des Zustands ¢ auf A(O) bei den
Translationen:

o, —pl| =0  fir z—0 (5.27)

konnnen wir (5.26) ausschlieen und die lokale Normalitét fur den Kandidaten-
zustand ¢ auf A(Q) beziiglich der Vakuumdarstellung folgern:

ligncp (A,) =0 (5.28)

fiir das obige (beliebige) fallende Netz von positiven Operatoren A, aus der Weil-
Algebra A(O) mit schwacher Konvergenz gegen 0 in der Vakuumdarstellung.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

Auf den Arbeiten [BOR02] sowie [Bu03] basierend, haben wir uns thermische
Nichtgleichgewichtszustéinde, die gewisse lokale thermodynamische Charakteri-
sierung im Sinne der oben genannten Arbeiten erlauben, auf die Eigenschaft der
lokalen Normalitét beziiglich des Vakuumzustands angesehen. Die Frage war fest-
zustellen, ob bzw. unter welchen (hinreichenden) Bedingungen die lokalen Gleich-
gewichtszustéinde physikalisch sind, d.h. zumindest lokal iiber endliche Energie-
und Teilchendichte verfiigen.

Als erstes haben wir im Kapitel 4 das interessante (trotz der relativ einfachen
Konstruktion) Beispiel eines Hot-Bang-Zustands untersucht. Solch ein Zustand
ist in der Arbeit [BOR02] eingefithrt worden und beschreibt die Zukunft einer
Hitzeexplosion: von einem Punkt im Minkowskiraum breitet sich im Inneren des
darauf stiitzenden Vorwértslichtkegels ein Teilchen- und Energiefluf aus, wahrend
der Rand des Lichtkegels singulér in der Temperatur und in der Teilchendichte ist.
Wir haben fiir den Hot-Bang-Zustand wy;, zeigen konnen, dass seine Restriktion
auf die Weyl-Algebra A(Q) eines beliebigen Doppelkegels O, dessen Abschlufl in-
nerhalb des Definitionsgebiets von wy, liegt, ein Vektorzustand aus dem lokalen
Fockraum ist. Dabei haben wir uns des Theorems von Araki-Yamagami iiber die
Quasi-Aquivalenz von quasifreien Zustinden auf der selbstdualen CCR-Algebra
bedient. Bei der Ausfithrung waren insbesondere die Methoden und Ratschléage
[Bu] sowie die Arbeiten [Ver94] und [Dim80] eine grofie Stiitze.

Im Kapitel 5 haben wir uns mit der Frage der lokalen Normalitat fiir ganz all-
gemeine (bis auf ein paar mathematisch bequeme Voraussetzungen) Sp-thermale
Zusténde beschiftigt, wobei O ein beliebiges offenes konvexes Gebiet mit kom-
paktem Abschlufl im Minkowskiraum ist, z.B. ein Doppelkegel. Die Ideen und
Methoden fiir dieses Kapitel stammen aus der Arbeit [Bu03].

69



70 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Da als einziger (bis auf die technischen) Ausgangspunkt fiir solche quasifreien
Zustande auf der freien Feldalgebra &2,(0O) deren Sp-Thermalitéit zur Verfiigung
steht, muss man sich einen Kandidaten fiir deren Zweipunktfunktionen erst kon-
struieren, der allen oben genannten Forderungen geniigt. Wir haben uns ein sol-
ches Funktional ¢ mit dem in [Bu03] vorgeschlagenen Kern (nach Abzug der
Vakuumzweipunktfunktion):

By(7,y) = (9 —ws) (¢0(z) Po(y))

= % N((asﬂLy)/Q,}_?) cos (p (z —y)) (6.1)
fir x,yeO.
angesehen, wobei
Nwp) = ¢ (V@) = [ dpa(5) Ny(9) (62)

der Erwartungswert der makroskopischen Observablen Phasenraumdichte N, in
¢ an der Stelle x € O ist (So-Thermalitit des Funktionals ¢ ist ja gerade die
wichtigste Grundvoraussetzung).

Die Zweipunktfunktion des Hot-Bang-Zustands ist ein Spezialfall der Kerne von
der Form ¢(¢o(x) ¢o(y)) mit dem punktartigen TemperaturmaB pi1y)/2(3) bei

B=n~(x+y).

Unter den Bedingungen (zur Notation s. Kap.4):

~

e Die Form B, auf den Testfunktionen f € D(O) ist positiv:

So(f, ) > Slf f)  YfeDO),

wobei O ein kleinerer Doppelkegel ist, der mit seinem Abschlufl in O liegt;

e Stetigkeit des (nach der ersten Bedingung) Zustands ¢ beziiglich der Trans-
lationen

lim || 0, — ol = 0 (6.3)

148t sich lokale Normalitdt von ¢ bzgl. des Vakuumzustands analog zu dem Be-
weis fiir den Hot-Bang-Zustand zeigen.

Setzt man bei den Zweipunktfunktionen der urspriinglichen Sp-thermalen Zustdnde
reelle Analytizitiat bzgl. der Differenzvariablen (z—y) voraus, so stimmen sie mit

©(po(x) do(y)) iiberein.



6.2. AUSBLICK 71

6.2 Ausblick

Die hier angegebenen hinreichenden Bedingungen, damit das Funktional (6.1)
einen physikalischen Zustand definiert, kann man vermutlich weiter abschwéchen:

Wie schon unter 5.2 bemerkt wurde, sollte die Glattheit von ¢(¢o(z) do(y)) bzgl.
der Variablen (x+1vy)/2 aus physikalischen Uberlegungen nicht notwendig fiir die
lokale Normalitit von ¢ sein, d.h. die zweite Bedingung in 5.2 ist wahrscheinlich
zu hart.

Wir haben das im Abschnitt 5.2 durch die Regularisierung mit einer Testfunktion
erreicht, jedoch auf Kosten einer anderen Bedingung: der Stetigkeitsforderung bei
den Translationen (6.3).

Es gibt einige Ansétze fiir den Versuch, auf die Glattheitsforderung bei B, in
der Mischvariablen zu verzichten ([Bu]):

e Bei dem Beweis der Aquivalenz der Topologien (1.Punkt des Kriteriums
von Araki-Yamagami fiir die Quasi-Aquivalenz von quasifreien Zusténden)
im Abschnitt 4.2.2 haben wir uns auf die Ideen der Arbeit [Ver94] gestiitzt.
Seinen recht allgemein greifenden Formalismus der dynamischen Feldalge-
bra beibehaltend, haben wir die Schritte in unserem Fall des Minkowski-
raums und konkreter Zustédnde so weit wie moglich vereinfacht. Der Autor
von [Ver94] konnte den Zusammenhang zwischen der Kommutatorform (s.
(3.12)) und dem Propagator E = E* — E~ der freien Feldgleichung (Wel-
lengleichung) geschickt ausnutzen.

Diese Idee kann man im Fall des Minkowskiraums, wo der Kommutator
explizit gegeben ist, unter Benutzung der Ausdriicke (3.20)-(3.21) auch di-
rekt auf der kinematischen Algebra anwenden. Es besteht die Hoffnung,
dass man dabei einsieht, dass die Funktion B,(x,y) bzgl. der Variablen
(x 4+ y)/2 nicht notwendig glatt sein mu8.

e Die Mischvariable (z + y)/2 im Ausdruck fiir B,(z,y) ist das rdumliche
Argument des Erwartungswerts der mittleren Phasenraumdichte. Studium
der Eigenschaften von N(z,p) kénnte bei der Frage iiber Forderungen an
die (= + y)/2-Abhingigkeit von B, (x,y) helfen (s. néichsten Punkt).

e Der Beweis der Spurklasse-Eigenschaft (2.Punkt des Theorems von Araki-
Yamagami) ist hier auf der Glattheit von B, (x, y) aufgebaut worden. Wiirde

man diese Forderung abschwichen, so sollte man diesen Beweis iiberdenken.

Der Kern eines Integraloperators braucht keine Testfunktion zu sein, damit
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der Operator in der Spurklasse ist. Es reichen die zweifache Differenzier-
barkeit und polynomialer Abfall des Kerns mit der Ornung grofler als die
doppelte Raumdimension in der einen Variablen, sowie die Ls-Eigenschaft
des Kerns insgesamt ([Bu]):

Man entwickelt dazu den fraglichen Integraloperator in das Produkt zwei-
er Hilbert-Schmidt-Operatoren (Aquivalenz zu der Spurklasse-Eigenschaft,
vgl. [RS80]) und benutzt dabei die Tatsache, dass die Deltafunktion die
zweite Ableitung i.S.v.D. von der Betragsfunktion ist.

6.2.1 Ortsabhingigkeit der Phasenraumdichte
in LG-Zustinden

Im vorhergehenden Kapitel wurde folgendes Ergebnis aus der Arbeit [Bu03] schon
gebraucht, trotzdem wiederholen wir die Aussage an dieser Stelle aus Ubersicht-
lichkeitsgriinden nochmals:

In der Proposition 4.2 von [Bu03] wurde gezeigt, dass N (, p) i.5.v.D. folgenden
Differenzialgleichungen geniigt (O ist der Doppelkegel, in dem die zu untersu-
chenden Zusténde Sp-thermal sind.)

(pds) N(z,p) =0, O,N(z,p)=0 firzecO. (6.4)

In [Bu03] wurden im Ortsraum folgende an p mit |p] # 0 gekniipfte Koordinaten

—

7, =7 — (€7)¢, und w. =m0+ (FF), mit &= % (6.5)
p
mit der Riicktransformation
Ty +2x_ . . Ty —T_
xoz%, r= l—l—%e (6.6)
eingefiihrt.
Aus den obigen Gleichungen folgt dann (|p] # 0):
(92, — Ag) N(ZE,]_)) =0 Nt N(a:,]_)) =0
{ (O — 70) N(x.p) =0 | 8, N(a,p) =0 (6.7)

Hier ist
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der Laplace-Operator in der zu p senkrechten Ebene. Auflerdem gilt:

ON(z,p) ON(z,p) Oz, ON(z,p) oF 1 L
or_ 0y or. | o7 Br. ~ 30m —€%)N(@,p) . (69)

Daher héngt der ortsabhéngige Erwartungswert der Phasenraumdichte in einem
LG-Zustand nur von drei Ortskoordinaten ab:

N(x,p) = N(x4,%L,p) (6.10)

und ist in der 7, -Richtung i.S.v.D. Losung der 2-dimensionalen Laplace-Gleichung,
woraus man insbesondere Glattheit in dieser Variablen folgern kann.
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Anhang A

Analytizitidt unter dem
Integralzeichen

Das Ziel von diesem Abschnitt ist festzustellen, unter welchen hinreichenden Be-
dingungen das Integral

F(z) = / & £(7,2) (A1)

eine analytische Funktion des Parameters z in einer offenen konvexen Teilmenge
G von C" darstellt.

Die Analytizitit einer Funktion mehrerer komplexer Variablen auf G C C” ist
nach [SW64] dquivalent zu ihrer Stetigkeit in allen und Analytizitdt in jeder ein-
zelnen Verdnderlichen in G.

Daraus ergibt sich folgendes Kriterium ([Bu):

Ist z — f(pP,z) in (A.1) eine analytische Funktion in einer offenen konveren
Teilmenge G von C" mit einer integrierbaren Majoranten

(P, 2)| < F(p) fiir fast alle p', (A.2)

so ist F'(z) analytisch auf G.

Beweis: Die Stetigkeit von F(z) in G folgt nach Th.16.9 in [JJo98| aus der

Stetigkeit des Integrands in G fiir fast alle p’ und der Existenz einer integrierba-
ren Majoranten.

Die Analytizitdt von F'(z) in G bzgl. einer Komponente z; ist nach dem Cauchy’schen
Integralsatz dquivalent zum Verschwinden des Integrals

ji dz; F(2) = jé dZi/dg'pf(ﬁ, 2) (A3)

75
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fiir jede geschlossene Kurve C; C G (da G konvex ist, sind die eindimensionalen
Schnitte einfach zusammenhéngend). Wegen der Existenz der Majoranten (A.2)
ist f integrierbare Funktion der zusammengesetzten Variablen (p) z), sodass der
Satz von Fubini (vgl. Th.15.12 in [JJ098]) anwendbar ist:

}{ iz F / dp }{ dz f(7,2) (A4)

Das Kurvenintegral auf der rechten Seite verschwindet fiir fast alle p’ nach der
Voraussetztung fiir jede Kurve wie oben. Folglich verschwindet auch das ganze
Integral.



Anhang B

Der Propagator der
Wellengleichung

Der Vollstandigkeit halber wird in diesem Abschnitt der Propagator F der Klein-
Gordon Gleichung zu m = 0, der Wellengleichung, und seine Zerlegung, von der
wir unter 4.2 Gebrauch gemacht haben, ausgerechnet. E beinhaltet die Zeitent-
wicklung des freien skalaren masselosen Felds ¢y gemafl (3.2) und spielt deshalb
bei dem Zusammenhang mit den Zeit-0-Feldern (s. den Abschnitt 3.2) eine zen-
trale Rolle. Wir folgen den Schritten im Kapitel 3 von [BST76].

1. Formulierung des Problems.
Die Zerlegung des oben genannten Propagators F in E*, E~ mit den
Eigenschaften:

DE*f=FE*Of=f und supp(E*f)C J=(supp(f)); (B.1)

E=E*-E- = OEf=E0f=0 VYfeD#) (B.2)

entspricht der Bestimmung der retardierten, bzw. avancierten Green’schen
Funktion G* der inhomogenen Wellengleichung. D.h. man 16st die Glei-
chung

OG*= =94 (B.3)
mit der retardierten/avancierten Randbedingung
Gf(z)=0 fir z,<0 bzw. G (z)=0 fir zo>0. (B.4)
Es ist dann
Ef=G%x . (B.5)

Wir rechnen hier Gt aus und geben fiir G~ das Ergebnis an, das analog zu
erhalten ist.

7
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Die Gleichung (B.3) ist i.S.v.D. gemeint, d.h. sie ist dquivalent zu

G (@f)=04(f)=f(0) VfeD(A) (B.6)
ef. o~ e~ 2 s rars 1 ry
8L EEEN = (AP =3 = [ drgms ) B)
In der suggestiven Schreibweise bedeutet das
o 2y 1
G*(p)(—p°) = ok (B.8)

. Regularisierung.

Da p~2 wegen der nichtintegrierbaren Pole bei p? = 0 keine regulére Distri-
bution tiber D(.#) liefert, 148t sich (B.8) nicht einfach durch Division 16sen.
Man betrachtet deshalb eine regularisierte Distribution mit dem Kern

G (z):= GH(x)e ™, &> 0; G (z)=0, z,<0. (B.9)

Diese werden wir ausrechnen und am Ende beweisen, dass sie i.S.v.D. die
gesuchte G approximiert:

limGS = GT, (B.10)
e\.0

d.h. dass der Limes i.S.v.D. die Gleichungen (B.3) und (B.4) erfiillt.

Um die Gleichung fiir GI aus der fiir G* herzuleiten, setzen wir es in

die linke Seite von (B.3) ein (fiir die Anschauung schreiben wir dabei die
Argumente mit, ersparen uns jedoch das Ausschreiben der Integrale):

(BGE) (f) = (GT(x)e™™) (Bf(x)) = (GT(x)) (O f(x)) (B.11)
= (GT(@)) ((Oay +2)* = D) (f(x)e™™™)) VY feD(A)

Um (B.6) benutzen zu kénnen, modifizieren wir die linke Seite von (B.11)
passend:

(O +2)* = &) GE () (f(2) = (G*(2)) (O(f(z) e*™))
=0 (f(x)e™=) = £(0) = o(f) VfeDA)

— (O, +2)* — L) GE =4 (B.12)
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Zur Losung dieser Gleichung machen wir die gleichen Schritte wie oben fiir
G™:

(G) (0, —)* = D) f) =0(f)  VfeD(A) (B.13)

Db Gr((p v izpe) ) = 5(D) (B.14)

Da man am Ende den Grenziibergang ¢ \, 0 ausfiihren will, spielt €2 in
(B.13) keine Rolle (s. [BS76]). Analog zu (B.8) lautet die letzte Gleichung
in der suggestiven Schreibweise

GE)(—5" +i2m) = 7

Durch Division dieser Gleichung erhélt man eine reguldre Distribution (mit
Polen auflerhalb von R*) iiber D(.#):

(B.15)

[ G0 Fo) = s [ o0 vre i) a9

—p2 + 22p0€
Def 1 e'Pr
+ — -
1 GE@) f0) = s [ da o) [ dr— e
Nun rechnen wir den Kern
1 6—ipz
+ =—— [ dp——7——— B.1
G2 ) = ot [ o= (B.17)

aus. Das Integral iiber pg kann man durch Anwendung des Residuensatzes
berechnen:

_ZpOCCO
Y d . B.18
(P}, o) / Po P — P21 i2poe ( )

Zur Bestimmung der komplexwertigen Pole des Integrands zerlegen wir pg
in Real- und Imaginérteil:

po=py+tipy (o, P ER) = po=p; —py +i2pp - (B.19)
Die Pole erfiillen dann folgende Gleichungen (s. (B.18)):

Poph +phe = ph(ph+¢) =0, (= pj=0oder p) = —¢)(B.20)
el — Py — 2phe —p?=0. (B.21)

phy =0 ist im Limes € \, 0 nicht relevant, sonst wire pj, trotz des Ansatzes
nicht reell (p) = —e + /2 — p2, falls pj = 0) fiir 7 # 0. Da p = 0 als
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Nullmenge zum Integral iiber p nicht beitragt, ist pj = 0 als Nullstelle ganz
zu verwerfen.

Also folgt aus (B.20)-(B.21):

ph = —¢ (B.22)
= Py =p*—¢e. (B.23)

In der zweiten Gleichung wird e? im Hinblick auf den Limes € \, 0 wegge-

lassen (der Unterschied wird bei diesem Grenziibergang, der erst nach der

Integration auszufiihren ist, verschwinden).

Somit hat der Integrand von (B.18) folgende zwei Pole fiir j # 0:
pE = %|p| —ic. (B.24)

Der Residuensatz ergibt nun fiir 7(p, z¢) folgendes:

Impo
+
CR
g i R )
4 | | )
\ 0 /! Repo
Py Py
W X —e T X .
Cr

Abbildung B.1: Zur Integration von I(p, o).

e fiir 2o < 0 ist I(p,79) = 0 in Ubereinstimmung mit der retardierten
Randbedingung:

Das Integral verschwindet ndmlich im oberen Kreisbogen Cj; bei R —
00 wegen

etpolzol 1
d — - <7R- — .
/c; PO 5 ¥ i2pye R? —2eR — p?

(B.25)

(|pt — (5% — i2poe)| = |pj| — |P* — i2poe| = R*> — 2eR — p’?)
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Folglich ist (B.18) gleich dem Integral iiber den Rand des oberen Halb-
kreises y* in der komplexen Ebene , wo der Integrand keine Pole be-
sitzt.

e fiir zyp > 0 ist (B.18) mit einer analogen Begriindung gleich dem Inte-
gral iiber den Rand vom unteren Halbkreis v~ (unter Beachtung des
Umlaufsinns) in der komplexen Ebene, wo die beiden Pole p nicht-
verschwindende Residuen liefern:

e~ oo ‘ e—ipsr:vo e~ %o 20
1(p, xo) / dpo — =2mi{—7—— +———
(po — po ) (Po — 1) Po —Po Do — Do

Damit erhalten wir fiir GI bei zy > 0 gemé$ (B.17):

1 L
GH(z) = @y /d3p e 1(p, xo)
- 3
_ (22)3 / ;Z‘_? (e—ilmioke0 _ cili+icimn) i
m p
i —Ex d3p —ipx ipT
= (27T)3e O/m (e72% — ") (B.26)

mit dem iiblichen p = (|p], ).

Zusammen mit der Randbedingung lautet das Ergebnis:
3

+ _ Z —ex0o dp
Ga) = e bla)e /m

G:1) = 5 [ 5 (Fp-Fw) v el (B23)

(e72* —e®") . dh. (B.27)

wobei wir
fe() 1= 0(zo) f(x)e™ = (B.29)
gesetzt haben.

. Grenziibergang zur retardierten Greenfunktion.
Der Limes (B.10) i.S.v.D. ergibt:

i [ (s .
G ) = iy o [ (few-Tw) e

——————
=: J-(p)

- o [ (e -Tw)

= (0(x0)D(x)) (f) Ve D(A), (B.31)
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mit fi(z) := 0(xg) f(z) und der Kommutatorfunktion D.

Wir haben dabei die Stetigkeit von G (f) bei € \, 0 benutzt, fiir die nach
dem Satz 16.10 in [JJ098] folgende Eigenschaften des Integrands (|p] ' J.(p))
in (B.30) ausreichen:

e Stetigkeit bei e \ 0 fiir f.a. p. Diese folgt aus der Stetigkeit von fg(}_)):

s 1 —ex0 eig:c
F® = 5o [z oty (B.32)

als einem Integral iiber eine fiir alle = bei € \, 0 stetige Funktion mit
der integrierbaren Majoranten |f, | mit kompaktem Tréger.

e Existenz einer e-unabhéngigen integrierbaren Majoranten. Diese be-

sorgt man sich, kompakten Tréger der Testfunktion f innerhalb einer
Kugel Kr vom Radius R ausnutzend:

2 ~S"0 sin(px
1) = e /K d £, (z)e~= sin(pz)

P = oy [ e fula)e 002 sin(pa)
Kr
C
pr+1’
Die Konstante C' enthélt das Integrationsvolumen, den Vorfaktor sowie
das Supremum des Integrands in Kg.

— |J(p)] <

(B.33)

Wir tiberpriifen den erhaltenen Limes von (B.16) auf Erfiillung der definie-
renden Eigenschaft von G geméf der Gl. (B.7):

e\.0

G (D) =y oprs [ P

N0 (27)2 —p? + i2poe

1 ¥ . (—i2¢) pof(p)
a W/dpf(p)ﬂl{% (2m)? /d —p? + i2poe

= g(f)—Zi(limé)-l%Gj(axof): (f)  VieD(a).

e\0

Der zweite Limes in der letzten Zeile ist endlich, s. (B.31). Da die Tréigerei-
genschaft offensichtlich erfiillt ist, haben wir somit:

G* (@) = (o) D(z) . (B.34)

Man sieht am Ergebnis leicht die Gleichheit (B.5) ein, da die Tréigereigen-
schaft der Abbildung G** wegen supp(D) C (V, UV _) mit (B.1) iiberein-
stimmt.
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Analog erhélt man
G (z) = —0(—x¢)D(x), (B.35)
sodass gilt:
Gt—-G =D bzw. E=Dx . (B.36)
Der Propagator E ist hier also eine lineare Abbildung
E D) — C(A)
fla) — (DxN@) =5 [ SR )T

= 27i - FH{3(p*)=(po) [ ()} () (B.37)
i d3p ry —ipx Iy ipx
- 5= | s T@e e = Fepery (533)

die Funktionen aus D(.Z) auf glatte Losungen der Wellengleichung abbildet (vgl.
(B.2)), was den Namen begriindet. (B.37) ist i.S.v.D. zu verstehen (da die Wel-
lengleichung keine Fourier-transformierbaren Losungen besitzt) und zeigt die an-
schauliche Wirkung des Propagators im Impulsraum.
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Anhang C

Liste der Symbole

Hier sind die im Text hédufig vorkommenden Symbole aufgelistet.

Symbol Bedeutung

I} Vektor aus V., dessen Betrag der inversen absoluten Temperatur
entspricht und die Richtung das Lorentz-Bezugssystem festlegt
By Differenz der Zweipunktfunktion des Hot-Bang-Zustands

zu der vom Vakuumzustand
C Menge der Referenzzustéinde
D die Kommutatorfunktion
D(X)  Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Trager in X
D(X)"  Raum der Distributionen iiber D(X)
E der Propagator der Wellengleichung
E Zerlegung des Propagators
f, g Testfunktionen
T

H obere Massenschale zur Masse m

H der Hilbertraum

JE(K) kausale Zukunft bzw. Vergangenheit von K C .#
J(K)  kausale Menge von K C .4

A Lorentz-Transformation

M der Minkowskiraum

@ Doppelkegel

P *-Algebra, polynomial erzeugt von ¢(f) bzw. ¢o(f) mit

f € D(A) und 1, zzgl. alg. Relationen
P das gleiche fiir das freie Feld
731 die eigentliche orthochrone Poicaré-Gruppe
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Symbol Bedeutung

s das kanonisch konjugierte Moment
des freien skalaren masselosen Felds zur Zeit 0

P positiv lichtartiger Vektor im Impulsraum

2 CCR-Algebra

Q. Vektorraum, der von allen Punktfeldern der Theorie ¢(x)
an der Stelle x erzeugt wird

Vi der Vorwértslichtkegel

Vi der um ¢y > 0 gesenkte Vorwartslichtkegel

Vo der um ty > 0 gehobene Riickwértslichtkegel

10) lokal observables Quantenfeld

oo das freie skalare masselose Feld

das freie skalare masselose Feld zur Zeit 0
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