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Kapitel 1

Einleitung

1899 wies Max Planck in einem Artikel in den Sitzungsberichten der Preuflischen
Akademie der Wissenschaften ([Pla]) darauf hin, dass das von ihm eingefiihr-
te Plancksche Wirkungsquantum (damals noch ohne die umfassende Bedeutung,
die ihm heute zukommt) zusammen mit den bereits bekannten Naturkonstan-
ten Lichtgeschwindigkeit und Gravitationskonstante zur Definition eines neuen,
natiirlich gegebenen Einheitensystems verwendet werden kann. Darin erscheint
auch eine selbst gegeniiber nuklearen Absténden auflergewohnlich kleine Léngen-
einheit, die heute als Planck-Lénge [, bezeichnet wird. In den folgenden Jahren
wurde unter anderem von Matvey Bronstein darauf hingewiesen, dass [, eine
natiirliche Grenze definiert, bis zu der die Quantenfluktuationen in der Allgemei-
nen Relativitdtstheorie vernachlissigt werden konnen, und bis 1955 hauften sich
durch die Arbeiten namhafter Wissenschaftler wie John Archibald Wheeler und
Oskar Klein die Anzeichen dafiir, dass diese Grenze einen fundamentalen Cha-
rakter besitzt, an der die Kriimmung des Raums und die Quanteneigenschaften
sowohl der Gravitation selber als auch der auf dem Raum agierenden Felder und
Teilchen miteinander in Wechselwirkung treten miissen ([Gor]).

45 Jahre vor Plancks Beschreibung der fundamentalen Léngeneinheit, hat Bern-
hard Riemann in einem Vortrag darauf hingewiesen, dass die Realitéit der Raum-
zeit aus gutem Grunde diskret sein konnte ([Riem]):

Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der Geometrie
im Unendlichkleinen héngt zusammen mit der Frage nach dem innern
Grunde der Massverhiltnisse des Raumes. Bei dieser Frage |...] kommt
die obige Bemerkung zur Anwendung, dass bei einer discreten Man-
nigfaltigkeit das Princip der Massverhéltnisse schon in dem Begriffe
dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders
woher hinzukommen muss. Es muss also entweder das dem Raume
zu Grunde liegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden,

bt



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

oder der Grund der Massverhéltnisse ausserhalb, in darauf wirkenden
bindenden Kréften, gesucht werden.

Die Frage nach der Herkunft der Maflverhéltnisse, die Riemann hier aufwirft, stell-
te sich bereits 1851, bei der Analyse der Groflenverhéltnisse der Atome: Warum
sind alle Atome des gleichen Typs auch gleich gro8? Wenn wir mit dem heutigen
Wissen iiber die Quantenmechanik argumentieren, so stellen wir fest, dass Rie-
manns Mafiverhéltnisse in den Massenverhéltnissen der Elementarteilchen stecken
— und damit letztlich auch in der Gravitationskonstanten und der Planck-Lénge:
Alle Fragen dieser Natur kulminieren in der einen Frage, warum es eine allge-
mein giiltige Planck-Léange gibt. Und wie bei der Frage nach der Identitdt von
schwerer und trager Masse ist es auch in diesem Fall aussichtsreich, eine “neue”
Theorie iiber die Raumzeit auf eben der Erkenntnis aufzubauen, dass eine solche
fundamentale Lénge existiert.

Sonderlich “neu” wére eine diskrete Theorie der Raumzeit freilich nicht. Im ge-
samten vergangenen Jahrhundert wurde eine Vielzahl von Ansétzen und Weiter-
entwicklungen fiir diskrete physikalische Theorien vorgestellt, teils als Ersatz fiir
das Kontinuum (z.B. Zuses “rechnender Raum”, Wheelers “space-time foam”,
die Theorie kausaler Mengen und der Ansatz von 't Hooft et.al. in Cellularen Au-
tomaten), teils auch nur zu seiner Approximation (wie z.B. der Regge-Kalkulus
und Gitter-QFT). Diese Arbeit wiederum ist eingebettet in ein Programm von
Requardt, das den Nutzen von Graphen als Grundlage des Raumes untersucht
([Reqi], [RN], [Reqz], [Reqs], [RR]). Graphen bilden eine besondere Klasse von
diskreten Rédumen, da die in ihnen auftretenden Knoten nicht mehr kennen als
ihre néachste Umgebung, alle anderen Abstédnde aber aus diesen Nachbarschaften
abgeleitet sind. Wahrend bei einer Riemannschen Mannigfaltigkeit oder allgemei-
ner bei einem metrischen Raum der Abstand zweier Punkte jede positive Zahl
sein kann, kennen zwei Knoten in einem Graphen nur zwei mogliche Positionen
zueinander: benachbart oder nicht benachbart. Erst in einem zweiten Schritt wird
hieraus eine Metrik in natiirlichen Werten abgeleitet. Dieses scheinbar primitive
mathematische System iiberrascht zugleich mit einem ausgeprégten Reichtum an
Struktur, wie der Existenz von Dimensionsbegriffen und deren Ganzzahligkeit.

Es wurden bereits viele vereinzelte Versuche unternommen, Quantenmechanik
und Quantenfeldtheorien auf Graphen zu iibertragen, mit wechselndem Erfolg.
So wurde beispielsweise in [I,] festgestellt, dass Ising-Felder im Smallworld-Modell
sehr unterschiedliches Verhalten zeigen konnen, je nachdem, in welchem Bereich
sich das Modell befindet. Auch 't Hooft hat in einer Reihe von Artikeln festge-
stellt, dass sich die Quantisierung deterministisch-diskreter Systeme besonders
einfach gestaltet. So hat er in [tHo;| eine Reihe deterministischer Modelle fiir
typisch quantenmechanische Systeme und einen Mechanismus zur Konstruktion
eines Hamiltonians zu einem vorgegebenen cellularen Automaten vorgestellt. Zum
Ende des Artikels gibt er auch ein Argument, weshalb eine diskrete, globale Zeit
in solchen Systemen von Vorteil ist gegeniiber einer kontinuierlich verlaufenden



Zeit. In [tHos] stellt er dar, dass sich durch die Quantisierung zusétzliche Symme-
trien offenbaren kénnen (mit dem Hinweis, dass dies auch fiir die Lorentzinvari-
anz moglich sein konnte) und gibt ein Modell fiir eine diskrete 2+1-dimensionale
Gravitation.

Wenn die Ergebnisse dieser Untersuchungen analytisch mit bereits existierenden
Theorien verglichen werden sollen, wird ein geeigneter Limes benotigt, in dem der
zugrunde liegende Graph gegen eine Riemannsche Mannigfaltigkeit strebt. Dies
ist im Grunde nicht anders als der Ubergang einer Quantentheorie in eine klassi-
sche durch den Limes i — 0 oder den Ubergang einer relativistischen Theorie in
eine nicht-relativistische durch ¢ — oo, zuziiglich einer vorher vorzunehmenden
Bereinigung des Graphen, doch mit dem Unterschied, dass verschiedene Arten
von metrischen Rdumen miteinander verglichen werden miissen. Dabei werden
wir uns an die Arbeiten von Misha Gromov halten, der fiir die Zwecke der geo-
metrischen Gruppentheorie einen solchen Limes beschrieben und erfolgreich an-
gewendet hat. Parallel zu dieser Arbeit wird ein Letter von Requardt erscheinen
([Reqa]), in dem er dhnliche Fragestellungen wie hier mit anderen Begriffsbildun-
gen bearbeitet hat.

In dieser Arbeit wollen wir uns ganz auf geometrische Aspekte des Kontinuums-
limes konzentrieren, also Materie und Felder ebenso wie dynamische Aspekte
unbeachtet lassen. Wir werden zunéchst die Grundbegriffe der Graphentheorie
und des wichtigsten Dimensionsbegriffs fiir Graphen, den der Skalierungsdimen-
sion, erlautern, sodann den Gromov-Hausdorff-Kontinuumslimes beschreiben und
ein Ergebnis von Mitchell rekonstruieren, dass die Skalierungsdimension mit der
Hausdorff-Dimension in Zusammenhang bringt. Dabei erhalten wir auch konkrete
Beschreibungen fiir Kontinuumslimites in einfach gelagerten Féllen, sowie im Ge-
genzug Einschriankungen an den Graphen, um physikalisch besonders interessante
Limesrdaume zu fordern. Wir werden auch kurz auf das Problem der Bereinigung
von Graphen eingehen, aber aufgrund der Komplexitdat dieses Themas und der
Abhéngigkeit vom gewihlten Modell nicht weiter verfolgen.

Im darauf folgenden Kapitel werden wir die verwendeten Methoden auf stochasti-
sche Modelle erweitern, um so eine fluktuierende Raumzeit abbilden zu konnen.
Dies fiihrt insbesondere zur Untersuchung der Frage, unter welchen Umstdnden
die Metrik des Kontinuumslimes durch eine Norm erkldrt werden kann (diese
Norm kann dann in spéteren Arbeiten den Ausgangspunkt zur Definition des
rdumlichen Anteils eines metrischen Tensors liefern, der im Prinzip die Rolle
einer “lokalen Norm” spezieller Art spielt). Fiir den eindimensionalen Fall ge-
ben wir ein allgemeingiiltiges Ergebnis {iber Existenz und Eindeutigkeit eines
Banachraums als Kontinuumslimes und ergénzen dieses durch numerische und
analytische Untersuchungen der genauen Grofle dieser Norm an einem einfachen
eindimensionalen Modell.
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1.1 Symbolverzeichnis

Diese Arbeit beriihrt mehrere sehr unterschiedliche Gebiete, insbesondere Gra-
phentheorie, Gruppentheorie, Stochastik und Differentialgeometrie. Jedes dieser
Gebiete belegt die Buchstaben des lateinischen Alphabets anders. Ein Ziel dieser
Arbeit ist es, durch eine moglichst konsequente Verwendung bestimmter Schrift-
stile die Uberladung von Symbolen zu vermeiden: Fraktur soll typischerweise
diskrete Elemente beschreiben, in Skriptbuchstaben sind stochastische Objek-
te gehalten. Aufrechte Buchstaben kennzeichnen bekannte Funktionen, darunter
auch den Erwartungswert und die Wahrscheinlichkeitsfunktion P. Graphen wer-
den mit G und H dargestellt, Gruppen mit & und $) (wir verwenden nur diskrete
Gruppen). Erzeugendenmengen von Gruppen schreiben wir mit &, alle anderen
Untermengen werden mit A gekennzeichnet, die genaue Bedeutung ist dabei kon-
textabhangig. Mit “n-Simplex” bezeichnen wir einen Simplex mit n Knoten, im
Gegensatz zur topologischen Schreibweise, wo ein n-Simplex n+ 1 Knoten besitzt
(némlich Dimension n). Dariiber hinaus lassen wir aus Griinden der Ubersichtlich-
keit die Funktionsklammern bei Ausdriicken mit nur einem Symbol im Argument
weg (also “fx” statt “f(z)”).

Aut  Automorphismengruppe
B Kantenmenge eines Graphen

Ba(r); Ba[r] Offener; geschlossener r-Ball um A C S
C, R Nicht-negative, reelle Konstanten
C1;S  Kreisgraph, also Cay(Zp, {—1,+1}); Strecke der Linge L
Cay(®,6) Cayleygraph zur Gruppe & und Erzeuger 6 C &
CligG Cliquengraph von G
DDS (G) Distance degree sequence von G (Abschnitt 2.1.1)
E Erwartungswert
E; Mengen einer Uberdeckung
G Menge aller einfachen, hochstens abzéhlbar unendl. Graphen
Gy; Gy Menge aller Graphen mit n Knoten; n Knoten und m Kanten
Gy;Gy™  Menge aller Graphen iiber V; mit Kante zwischen n und m
G,H Graphen
$.9;6  Gruppen; Untermenge einer Gruppe
Gnp Zufallsgraph mit n Knoten und Kantenwahrscheinlichkeit p
H% 8% T? HausdorffmaB; sphirisches Maf; Minkowski-Inhalt
J Natiirliche Zahl oder Untermenge von N
K, Simplex mit n-Knoten (n-Simplex)
L(p) Lénge des Pfades p
M Menge der vollst., R-abzédhlbaren metrischen Rdume, Def.11

Zufallsvariable der Kantenzahl von G, ,,
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N7 No, NO,OO
BV)

B (V)
P(XeX)
R;RT; RS

dy; dy

drr;dan

dy

deg(n), deg(G)
diam A

j7k7l7m7n7v

m,n,n;
b, q

p
PP
pt

5
T

Natiirliche Zahlen; mit 0; mit 0 und oo

Potenzmenge iiber V'

Menge aller Untermengen von V' mit genau n Elementen
Wahrscheinlichkeit des Ereignis X

reelle Zahlen; positiv; nicht-negativ

metrischer oder top. Raum (vollst., separabel, R-abzé&hlbar)
Stochastischer Cayleygraph zur Gruppe & mit p: & — [0, 1]
abgeschlossener [-Ball um n in einem Graphen
Knotenmenge eines Graphen

Ganze Zahlen, auch als eindimensionales Gitter; Z/nZ

Automorphismus

Kante; Kante zwischen n; und n;
Nicht-negative reelle Konstanten
Metrik

Metrik zur 1-Norm (“Manhattan-Metrik”); euklidische Metrik
Hausdorff-Abstand; Gromov-Hausdorff-Abstand

Metrik auf einer disjunkten Vereinigung (kontextabhingig)
Vertexgrad eines Knotens; Schranke der Vertexgrade
Durchmesser der Untermenge A C S

Hausdorffdimension; topologische Dimension von S
Skalierungsdimension des Graphen G

Abstand eines Punktes von einer Menge

Einheitsvektoren in R”

Neutrales Element einer Gruppe; Einheitsvektoren in Z"
Abbildungen zwischen metrischen Raumen
Automorphismus; Gruppenelemente

Kantenldnge (Skalenfaktor)

Natiirliche Zahlen (“/” manchmal auch reell und grof3)
Plancklinge (1,62 -107%° m)

Knoten

Wabhrscheinlichkeiten, ¢ =1 —p

Kantenwahrscheinlichkeiten eines stoch. Cayleygraphen
Pfad; Pfad von n; nach n; nach ...

Metrischer und topologischer Einpunktraum

Simplex, Subsimplex oder Clique (= maximaler Subsimplex)
Punkte eines metrischen oder topologischen Raumes
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oy Skalierungsoperator mit Skalierung ¢
aG  Kontinuumslimes von G
fBs Ballkonstante zum hom., skal.inv. Raum S, := (diam B,(r))/r
I'w(l)  Oberfliche des [-Balls um n in einem Graphen
I'(xz) Gamma-Funktion
€,0,\, it positive reelle Konstanten
1(A) MafB der Untermenge A
K, Volumen von By[l] C R™ (7"/2/T(2 + 1))
Ksa d-dimensionales Hausdorffma$l von B,[1] C S, x € S
Ts.a d-dimensionaler Minkowski-Inhalt von B,[1] C S, z €S
(,& nicht-negative reelle Konstanten
€(n) “{-Funktion” aus Lemma 21
0 Umrechnungsfaktor zweier Metriken auf Z"

|z]; [x] groBite ganze Zahl kleiner x; kleinste ganze Zahl grofer x
(& :9) Index einer Untergruppe $) der Gruppe &
U disjunkte Vereinigung
Vi A logisches “oder”; logisches “und”
V; A Vereinigung von Graphen; Schnittmenge von Graphen
x  Kartesisches Produkt
(H) Von H C G induzierter Untergraph
#A Kardinalitat der Menge A
0A Rand der Menge A
A Topologischer Abschluss der Menge A



Kapitel 2

Graphentheorie

2.1 Definitionen

Ein ungerichteter, einfacher Graph (oder einfach Graph) G besteht aus einer
abzahlbaren und nicht-leeren Menge V' (“Knoten” oder “Ecken”, notiert als n
oder m) und einer Untermenge B C Py(V) :={beP(V) : #b = 2} (“Kanten”,
notiert mit b), d.h. wir betrachten Kanten als ungeordnete Paare von Knoten.
Ein solcher Graph wird auch einfacher Graph genannt, im Gegensatz zum Mul-
tigraphen, in dem auch mehrfache Kanten zwischen zwei Knoten und schlei-
fenformige Kanten von einem Knoten zu sich selbst erlaubt sind. Dies implemen-
tiert man beispielsweise durch ein natiirlichwertiges Feld V' U By (V) — Ny oder
durch die Angabe zweier Mengen V und B sowie einer Funktion B — V U By (V),
die jeder abstrakten Kante aus B ihre ein oder zwei Endknoten zuweist. Fiir einen
gerichteten Graphen wéhlt man statt B C PBo(V') einfach B C V x V, also ge-
ordnete Paare.

Die Grdfie eines Graphen ist die Anzahl seiner Kanten, die Ordnung die Zahl
seiner Knoten. Fiir einen festen Knoten n €V definieren wir seinen Ecken- oder
Vertexgrad deg(n) := #{b€ B : ne€b} als die Zahl der mit ihm verbundenen
Kanten, also die Kanten, zu denen n ein Endknoten ist. Ist der Eckengrad fiir
alle Ecken eines Graphen endlich (beschriankt, gleich n), so heifit der Graph lokal
endlich (gradbeschrinkt, n-reguldr). Ist ein Graph n-regulir, so bezeichnen wir n
als seine Koordinationszahl.

Sind G = (V,B) und G’ = (V, B’) zwei Graphen iiber derselben Knotenmenge
V', so erklaren wir die Verkniipfungen V und A durch GV G’ := (V, BU B’) und
GANG :=(V,BNnHB).

Sind G = (V,B) und G' = (V', B’) Graphen, so kénnen wir ein kartesisches
Produkt H = G x G’ folgendermafien definieren: Als Knotenmenge von H wird
das kartesische Produkt V' x V' verwendet. Zwei Knoten (n, m) und (n’, m’) sind
auferdem genau dann verbunden, wenn n mit n’ verbunden und m = m’ ist oder m

11
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mit m’ verbunden und n = n’ ist. Das n-fache kartesische Produkt eines Graphen
G schreiben wir auch G".

2.1.1 Graphen als metrische Rdume

Eine Folge p = (n;);c; von Knoten, I C Z ein endliches oder unendliches Intervall,
heifit Pfad, wenn zwei aufeinander folgende Knoten durch eine Kante miteinander
verbunden sind, also

Viel miti+1€]:{ni,m+1}€B

Die Zahl #1 —1 der Kanten im Pfad bezeichnen wir als Léinge L(p) des Pfades. Ist
sie endlich, so nennen wir den Pfad endlich. Einen Pfad der Lénge L nennen wir
auch L-Pfad. In diesem Zusammenhang bezeichnen wir einen einzelnen Knoten
{n} auch als 0-Pfad.

Ein Graph heiflit zusammenhdngend, wenn es zu je zwei Knoten des Graphen einen
Pfad gibt, der beide Knoten enthélt (dann gibt es auch automatisch einen endli-
chen Pfad, der beide Knoten enthélt). Auf einem Graph lésst sich ein natiirlicher
Abstand d(n,m) dadurch definieren, dass die geringst mogliche Pfadlinge zwi-
schen n und m gesucht wird:

d(n,m) := p:{ir;gch(p) Vanmed

(Das Infimum {iiber eine leere Menge ist definiert als co.) Damit ist d(n,n) =
L({n}) =0, d(n,m) = d(m,n) (da wir nur ungerichtete Graphen betrachten) und
d(n,n') + d(w';n") < d(n,n”), mit der Festlegung x + oo = oo fiir alle z € R].
Dariiber hinaus ist der Abstand d fiir zusammenhéngende Graphen endlich, so
dass wir eine Metrik erhalten. Andererseits ist ein Graph durch seine Metrik
bereits vollstdndig beschrieben. Fiir ungerichtete Graphen lésst sich ebenfalls eine
solche Funktion d : V' x V' — N o definieren, die aber nicht mehr symmetrisch
ist und auch nicht mehr die Dreiecksungleichung erfiillt.

In dieser Definition wurde die Lénge einer Kante zunéchst auf 1 festgesetzt. Wir
werden im Laufe der Arbeit auch den Kontinuumslimes betrachten. Dieser er-
fordert, dass die Kantenlédnge gegen Null geht, was sich am einfachsten dadurch
gewdhrleisten lédsst, dass jede Lénge mit einem Faktor ¢ multipliziert und dann
der Limes ¢ — 0 betrachtet wird. ¢ nennen wir dann den Skalenfaktor, dieser
kann aber auch als Kantenlénge interpretiert werden. Auf diese Weise erzeug-
te metrische Raume bezeichnen wir als skalierte Graphen, unter einem Graphen
dagegen verstehen wir stets einen solchen mit Kantenlénge 1.

Den grofftmoglichen Abstand zweier Knoten in einer Untermenge A C G in Bezug
auf den gesamten Graphen bezeichnen wir mit Durchmesser (diam A); ist er
unbeschriankt, so setzen wir diam A = oo. Ist allgemein A Untermenge eines



2.1. DEFINITIONEN 13

metrischen Raumes S, so bezeichnen wir

diam A := sup d(z,y)
TYyEA

als den Durchmesser von A.

Ausgehend von einem festen Knoten n € V' definieren wir fiir [ € Ny die [-Umgebung
Un(l) :={meV :d(n,m) <[} um n und die Oberflache dieser Umgebung

To(l) == {meV :d(n,m) =1} = Uy(l) \ Un(l — 1)

mit der Konvention Uy(l) := ) fiir I < 0. Die Folge (#I'w())ien, mit Werten in
Ny~ gibt die Zahl der Knoten an, die sich in der Entfernung ! von n befinden.
Man bezeichnet sie als distance degree sequence oder DDS | beginnend bei n.
Im Rahmen allgemeiner metrischer Rdume werden wir ebenfalls mit offenen und
abgeschlossenen Billen arbeiten, die wir mit Ba(r) und By[r] fir A C S und
r > 0 notieren (eine genaue Definition folgt in Abschnitt 3.1). Wir werden héufig
mit Béllen in einem Graphen und Béllen in seinem Kontinuumslimes gleichzeitig
arbeiten. Daher lohnt es sich, verschiedene Buchstaben fiir die beiden Raume zu
wéhlen: U und T fiir Graphen und B fiir allgemeine metrische Raume.

Lemma 1 Als metrischer Raum ist jeder (abzdhlbare) Graph wvollstindig. Die
konvergenten Folgen sind gerade diejenigen Folgen, die ab einem endlichen Index
konstant sind.

Beweis: Vollstandigkeit bedeutet: Jede Cauchyfolge konvergiert. Dies sind Fol-
gen (n;);en aus G, so dass es fiir alle € > 0 einen Index j € N gibt, so dass fiir alle
4,3 > jo gilt d(nj,ny) < e. Wihle nun € = 1. Da die Metrik ganzzahlige Werte
annimmt, muss eine Cauchyfolge also ab irgendeinem endlichen Index konstant
sein. Solche Folgen sind in jeder Topologie konvergent, also auch in der diskreten
Topologie eines Graphen. Sei andererseits (n;) — n eine in G konvergente Folge.
Dann muss es einen Index geben, ab dem sich alle Folgenglieder im %—Ball um
n befinden. Da dieser Ball nur n enthélt sind also alle konvergenten Folgen ab
einem endlichen Index konstant. 0

2.1.2 Untergraphen und spezielle Graphen

Sind G = (V, B) und G' = (V', B’) Graphen mit V' C V und B’ C B, so nennen
wir G' einen Untergraphen von G (G' C G). Gilt B' = Bly/ (d.h. in G’ tritt jede
Kante zwischen Knoten von V' auf, die auch in G auftritt), dann heifit G’ der
von V' induzierte Untergraph, notiert mit (V).

Einen L-Pfad, in dem alle Knoten paarweise verschieden sind, nennen wir L-
Strecke. Alle von L-Strecken induzierten Untergraphen sind zueinander isome-
trisch, wir bezeichnen diese als S7. Sind ausschlielich Anfangs- und Endpunkt
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eines L-Pfades identisch, so wird ein L-Kreis induziert (notiert mit C). Den
Einpunktgraphen S; bezeichnen wir auch als “pt”.

Die Linge des grofiten Kreises eines Graphen heifit Umfang. Ein Graph mit Um-
fang Null heiit Wald, ist er zudem zusammenhéngend, so heiflit er Baum. Die
Lénge des kleinsten Kreises mit Lange > 2 nennen wir seine Taille, die Taille
eines Waldes setzen wir auf Null.

Es gibt (bis auf Isometrie) nur einen 2-reguléren, zusammenhéngenden und abzéhlbar-
unendlichen Graph. Seine Knoten indizieren wir mit ganzen Zahlen, so dass die
Metrik der ganzen Zahlen mit der des Graphen {ibereinstimmt. Wir bezeichnen
ihn mit Z und identifizieren ihn mit den ganzen Zahlen. Das d-fache kartesische
Produkt Z" bezeichnen wir als d-dimensionales kubisches Gitter.

Ist G = (V, B) ein Graph mit B = P5(V), so nennen wir G vollstindig zusam-
menhdngend oder #V -Simplex , notiert mit Ky . Ist das Gegenteil der Fall, also
B =0, so heifit G vollstindig unzusammenhdngend.

Die Menge aller (ungerichteten und einfachen) Graphen bezeichnen wir mit G,
die Menge aller Graphen mit n Knoten als G,,, mit n Knoten und m Kanten als
Gy,m- Mit Gy bezeichnen wir alle Graphen zu einer gegebenen Knotenmenge V.
Bemerkung: Es ist moglich, G selber mit einer Graphenstruktur zu versehen,
beispielsweise als vollstdndig unzusammenhéngender Graph oder (etwas interes-
santer) durch {G1, G2} € B genau dann, wenn G; C G5 oder Gy C G gilt. Jedoch
ist G als Menge iiberabzidhlbar (zu einer beliebigen unendlichen Folge (7,)nen,
rn € {0, 1} wihle z.B. die disjunkte Vereinigung aller K,, mit r,, = 1; diese bilden
eine iiberabziéhlbare Menge einfacher und selber abzdhlbarer Graphen, die zu-
dem paarweise nicht isometrisch sind). Damit kann sich G nicht selber enthalten,
mengentheoretischen Widerspriichen sind wir also durch die spezielle Auswahl
abzéhlbarer Graphen zuvorgekommen.

Was ist nun die physikalische Motivation, Graphen als Grundlage fiir die Raum-
zeit zu verwenden? Es erscheint sinnvoll, die Raumzeit zumindest als metrischen
Raum anzunehmen. Wenn dieser metrische Raum quantisiert ist, und zwar quan-
tisiert im urspriinglichsten Sinn, dann sind die Abstédnde bis auf einen konstanten
Faktor ganzzahlig. Ein solcher metrischer Raum ist, sofern wir Abzéhlbarkeit for-
dern, stets durch einen Graphen darstellbar:

Lemma 2 Jeder abzihlbare metrische Raum S mit No-wertiger Metrik ist (me-
trischer) Unterraum eines zusammenhdngenden Graphen G.

Beweis: Es gibt verschiedene Moglichkeiten, S in einen Graphen einzubetten.
Eine Methode ist, zwischen je zwei verschiedenen Punkten x,y € .S mit Abstand
d(x,y) eine Strecke aus d(x,y)+ 1 Knoten einzukleben mit Anfangspunkt = und
Endpunkt y. Die Einschrankung der so erhaltenen Metrik auf S &ndert sich durch
dieses Vorgehen nicht. Aus der Abzéhlbarkeit von S x .S und der Endlichkeit aller
Absténde lasst sich auf die Abzéhlbarkeit des resultierenden Graphen schliefen.
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Der so konstruierte Graph ist im allgemeinen aber nicht gradbeschriankt. U

2.2 Dimensionsbegriffe

Bei der Untersuchung grofler thermodynamischer Systeme reduziert man die ge-
waltige Informationsfiille (z.B. die Positionen und Geschwindigkeiten aller Teil-
chen) auf wenige Zahlen, die das Gesamtverhalten des Systems treffend beschrei-
ben kénnen, ohne zu sehr ins Detail zu gehen (z.B. Temperatur und Druck). Aus
demselben Grund fithrt man Graphencharakteristika ein, die die gesamte Struktur
des Graphen grob, aber dafiir in wenigen Zahlen zusammenfassen kénnen. Einfa-
che Graphencharakteristika sind die Gesamtzahl an Knoten n oder die Kanten-
dichte p = m/3n(n —1). Eine wichtige Klasse sind weiterhin Dimensionsbegriffe.
Wiinschenswerte Eigenschaften eines Dimensionsbegriffs dim : G — R sind die
folgenden:

1. dim ist nicht-negativ. Fiir den Einpunktgraphen pt ist dim pt = 0.
2. Ist H ein Untergraph von G, so ist dim H < dim G.

3. Unterscheidet sich die DDS von G und H (beginnend bei zwei beliebigen
Punkten n€ G und me€ H) nur an endlich vielen Stellen, so ist dim H =
dim G (d.h. die Dimension ist stabil gegeniiber kleinen Anderungen am
Graphen).

4. Fiir das unendliche Gitter Z ist dim Z = 1.
5. Sind H und G Graphen, so ist dim(H x G) = dim H + dim G.

6. Ist n€ G und (Uy,(1)) der von der [-Umgebung von n induzierte Untergraph
von G, so ist dim(U,(l)) — dim G fir | — oc.

Einige dieser Eigenschaften widersprechen sich leider gegenseitig: Ein endlicher
Graph besitzt eine abbrechende DDS, d.h. sie unterscheidet sich nur an endlich
vielen Positionen von der DDS des Einpunktgraphen. Folglich muss dim G = 0
sein fiir endliche Graphen G. Dann muss nach der letzten Eigenschaften aber
auch dimZ = 0 sein, was der vierten KEigenschaft widerspricht. Einen weite-
ren Widerspruch findet man in Zusammenhang mit unzusammenhéngenden Gra-
phen: Sei G = Z U pt (d.h. zwei disjunkte Zusammenhangskomponenten Z und
pt = ({n},0)). Die DDS beginnend bei n ist gleich der DDS des Graphen pt, und
folglich nach der dritten Eigenschaft dim G = dim pt = 0; analog gilt aber auch
dimG = dimZ = 1. Folglich kann ein sinnvoller Dimensionsbegriff nur einige
dieser Bedingungen erfiillen — eine feste oder gar eindeutige Charakterisierung
der Dimension eines Graphen wird dadurch auflerordentlich erschwert.
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2.2.1 Skalierungsdimension

Zwei mogliche (verschiedene) Dimensionsbegriffe wurden von Requardt in [RN]
vorgeschlagen und zusammen mit zwei weiteren von Nowotny in [Now| unter-
sucht und in Relation zueinander gestellt. Von diesen vier Begriffen soll hier nur
auf einen eingegangen werden, der in [Now] als Skalierungsdimension bezeich-
net wird. Er erscheint bereits sehr viel frither in der Theorie der Ising-Modelle
([Bax]), wo er als “effektive Dimension” bezeichnet wurde, sowie in der geometri-
schen Gruppentheorie unter dem Namen “growth degree” (z.B.[Mil]). Die genaue
Untersuchung dieses Begriffs fiir allgemeine Graphen geht aber wohl auf [RN]
und (zusammenfassend) [Now| zuriick.

In vielen Gebieten der statistischen Mechanik, beispielsweise bei der Untersu-
chung von Ising-Modellen, steht das qualitative Verhalten des Modells in Zusam-
menhang mit der Dimension des Einbettungsraumes. Dabei werden Felder auf
diskreten Mengen betrachtet, deren Wechselwirkung abhéngt von ihrem Abstand
im Einbettungsraum. Diese Modelle lassen sich oft mit Leichtigkeit {ibertragen
auf allgemeinere Graphen, und auch hier lassen sich qualitative Verhaltenswech-
sel (“Phasenspriinge”) beobachten, abhéngig von der Art der Vernetzung der
Knoten. Da in diesen Modellen ein Umgebungsraum aber mit der eigentlichen
Dynamik nichts mehr zu tun hat, muss ein anderer Faktor dafiir anzugeben sein,
der sich direkt aus der Vernetzung der Knoten ergibt. Dies fiihrte Requardt zu Be-
ginn seiner Definition der Skalierungsdimension zu dem Gedanken, dass die Zahl
der Wechselwirkungspartner eines festen Knotens in einem bestimmten Abstand
mafgebend ist. Im Z" wichst diese Zahl polynomial mit dem Abstand an, wobei
die Dimension n des Einbettungsraumes R"™ nochmals auftritt als Exponent des
polynomialen Wachstums. Dies rechtfertigt die folgende Definition als physika-
lisch sinnvolle Verallgemeinerung des iiblichen Dimensionsbegriffes (vgl.auch die
Diskussion in [RN, “Cellular Networks”, Abschnitt 4]:

Definition 1 Sei G ein beliebiger Graph. Die Skalierungsdimension (beginnend
bei ne G) ist dann definiert als

dimg(G,n) := lim 7111 #Un(D)

l—o0 In ! ’

falls dieser Limes existiert. Analog sind obere und untere Skalierungsdimension
als Limes superior und Limes inferior definiert. Sind die Limites unabhdngig
von n, so sprechen wir von der (oberen/unteren) Skalierungsdimension von G
(dimg G). Ist G nicht lokal endlich, so kann #U,(l) = oo werden. Ist dies fiir die
spezielle Wahl von n der Fall, so setzen wir auch dimg(G,n) = co.

Fiir unzusammenhéngende Graphen héangt die Skalierungsdimension von der Zu-
sammenhangskomponente von n ab. Dariiber hinaus wurde in [RN] und [Now]
folgendes Verhalten fiir unendliche, aber lokal endliche Graphen mit existierender
Skalierungsdimension gezeigt:
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e dimg eines unendlichen Baumgraphen ist oo.
e Hinzufiigen von Knoten und Kanten kann dimg héchstens erhéhen.

e Ist d(ny,ng) < oo, dann sind die Skalierungsdimensionen beziiglich n; und
ny gleich, d.h. innerhalb einer Zusammenhangskomponente ist die Skalie-
rungsdimension von jedem Knoten aus gleich.

e Die Skalierungsdimension eines n-dimensionalen Bravaisgitters existiert und
ist n (beginnend bei jedem Knoten).

e Sei [ €N beliebig und G zusammenhédngend. Das Einfiigen beliebig vie-
ler Kanten zwischen Knoten von (G mit Abstand hochstens [ voneinander
dndert dimg nicht.

e Seien G und H lokal endlich und zusammenhéngend, und ihr Schnitt ent-
halte genau einen gemeinsamen Knoten. Dann ist

dimg(G U H) = max(dimg(G), dimg(H)).

e Seien GG und H lokal endlich, disjunkt und von endlicher Skalierungsdimen-
sion. Dann ist dimg(G x H) = dimg(G) + dimg(H ).

e 7Zu jeder reellen Zahl D > 1 gibt es einen unendlichen, zusammenhéngenden
und gradbeschrinkten Graphen mit Skalierungsdimension D.

Insbesondere werden wir im Laufe der Arbeit mehrfach verwenden, dass sich
die Skalierungsdimension unter Hinzunahme beliebig vieler Kanten in endlichem
Abstand nicht verdndert. Deshalb soll diese Eigenschaft als einzige nochmal be-
wiesen werden, dabei halten wir uns an die Beweise aus [RN] und [Now, Lemma

3.8]:

Lemma 3 Seien L €N undn eV beliebig. Das gleichzeitige Einfiigen von beliebig
vielen Kanten zwischen Knoten mj, m; €V mit d(m;, m;) < L verdndert obere
und untere Skalierungsdimension ausgehend von n nicht (und damit auch nicht

die Skalierungsdimension dimg selber, falls sie existiert).

Beweis: Sei G der Ausgangsgraph mit Metrik d und G’ der Graph nach Einfiigen
der Kanten mit Metrik d’. Da L < oo gewéhlt ist, kann das Hinzufiigen von Kan-
ten keine getrennten Zusammenhangskomponenten zusammenfiihren, es reicht
also aus, sich auf zusammenhéngende Graphen zu konzentrieren. Ferner sei U; :=
{n €@ : d(n,n') <1} und analog U] := {n' €G’ : d'(n,n') < [}. Nach Voraus-
setzung kann ein Knoten n’ nach Hinzufiigen der Kanten hochstens mit allen
Knoten seiner L-Umgebung verbunden sein. Entsprechend sind nach k Schritten
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auf G’ hochstens alle Knoten der “alten” Entfernung kL enthalten, also U}, C Uyy,.
Auflerdem ist offensichtlich Uy C U}, damit folgt (falls dimg(G,n) existiert):

In#U; < limy_o oht%L = dimg(G,n
dimg(G’,n) = lim n#l; < - oy " ms(G,n)
k—oo Ink > limy e ot = dimg(G,n)
Analoges gilt fiir obere und untere Skalierungsdimension. OJ

2.2.2 Weitere Dimensionsbegriffe fiir Graphen

Neben den bereits angesprochenen findet sich in der Literatur eine weitere Vielfalt
an Vorschldagen fiir die Dimension eines Graphen:

Antonsen ([Ant]) schldgt die Ordnung des grofiten Simplex (“maximale Dimensi-
on”) und die Ordnung des haufigsten Simplex ( “effektive Dimension”) in G vor,
jeweils abziiglich eins.

Evako ([Eval) definiert eine axiomatische Dimension durch die folgende rekursi-
ve Konstruktion: (1) Der nicht zusammenhéngende Zweipunktgraph heifle nor-
maler null-dimensionaler Graph. (2) Ein Graph heifle genau dann normaler n-
dimensionaler Graph, wenn er sich nur aus normalen n-dimensionalen Knoten zu-
sammensetzt und zusammenhéngend ist (n > 1). (3) Ein Knoten n € G heifie nor-
maler n-dimensionaler Knoten, wenn I'y(n) einen normalen n — 1-dimensionalen
Graphen induziert (n > 1). Die einzigen normalen ein-dimensionalen und zu-
sammenhéngenden Graphen sind die Kreisgraphen C),, und Z, das trigonale Git-
ter ist normal zwei-dimensional. Die kubischen Gitter Z™ mit n > 2 und das
Gitter zur dichtesten Kugelpackung in drei Dimensionen sind keine normalen
n-dimensionalen Graphen. Deshalb fithrt Evako seine Definition folgendermaflen
weiter aus: (4) Ein Knoten n € G heie null-dimensional, wenn I'1 (n) ein Simplex
ist. (5) G heiBe null-dimensional, wenn jeder n € G null-dimensional ist (damit ist
jeder Simplex mit mindestens drei Knoten null-dimensional). (6) G heifle geschlos-
sen n-dimensional, wenn jeder Punkt héchstens n-dimensional und G homotop zu
einem normalen n-dimensionalen Graphen ist, d.h. G aus einer Reihe spezieller
Transformationen hervorgeht. (7) n € G heile n-dimensional, wenn I';(n) einen
geschlossenen n — 1-dimensionalen Untergraphen aber keinen geschlossenen n-
oder hoher dimensionalen Untergraphen enthilt. (8) G heiie n-dimensional, wenn
G mindestens einen n-dimensionalen, aber keinen héher dimensionalen Knoten
enthalt.

Dimakis und Miiller-Hoissen verwenden in [DM;] als Dimension eines (gerichte-
ten) Graphen die homologische Dimension eines in natiirlicher Weise zugeordne-
ten Differentialkalkiils, d.h. der Grad der hochsten nicht-verschwindenden Diffe-
rentialform.

Abgesehen von Antonsens effektiver Dimension sind alle diese Begriffe nicht stabil
gegen kleine Anderungen, d.h. eine einzige zusitzliche Kante kann bereits die
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Dimension verindern, eine grofiere Zahl lokaler Anderungen kann auch Antonsens
effektive Dimension dndern. Seine Dimensionsbegriffe ordnen im iibrigen jedem
kubischen Graphen Z" die Dimension eins zu.

Eine leichte Abwandlung der Skalierungsdimension wurde in [RL] eingefiihrt, um
ein vergleichbares Konzept fiir grofle, endliche Graphen zu bekommen: Ein n-
dimensionaler, wiirfelférmiger Gitterausschnitt von Z" mit der Kantenlédnge L —
1 (d.h. L — 1 Kanten und L Knoten) besitzt N(G) = L™ Knoten und einen
Durchmesser diam G = n - (L — 1). Fiir nicht-kubische (z.B. trigonale) Gitter ist
N(G) = kL™ und diam G =~ kynL mit O(1)-Konstanten k; und ko. Fiir sehr
grofle L ist damit

InN(G)  In(k L")  nlnL+Ihnk
Indiam G~ In(kenL) — InL + In(nk,)

— n fiir L — oo,

also eine mogliche Grofle zur Beschreibung der Dimension endlicher Graphen. Sie
lasst sich mit der Skalierungsdimension folgendermafien verbinden:

Definition 2 Sei G ein zusammenhdngender Graph. Dann ist die approximative
Dimension (beginnend bein € G)

dima(G,n):= lim In#Unll) :

2.1
I—diam (G) Inl (2.1)

Wie bei der Skalierungsdimension wird dim4(G) = oo gesetzt, falls #U,(l) = oo
fiir ein 1 € N werden sollte.

Dieser Dimensionsbegriff erweist sich als niitzlich bei der Untersuchung des Smallworld-
Modells (Abschnitt 4.2.2) und auch von grofien endlichen Ausschnitten unendli-

cher Graphen. Fiir endliche Graphen geht er tiber in In n(G)/Indiam (G) (ist also

im Fall zusammenhéngender Graphen unabhéngig von n), fiir unendliche, aber
lokal endliche Graphen in die Skalierungsdimension (hier ist diam (G) = 00).

In Abschnitt 2.4 werden wir eine weitere Definitionsméglichkeit fiir die Dimension

kurz vorstellen, die isoperimetrische Dimension.

2.2.3 Dimensionsbegriffe fiir metrische Riume

In dieser Arbeit tauchen noch zwei weitere Dimensionsbegriffe auf, die auf allge-
meineren Rdumen definiert sind, fiir Graphen aber beide Null ergeben. Auf die
Hausdorffdimension gehen wir spéter ein, die andere ist die sogenannte topologi-
sche Dimension:

Definition 3 Ist S ein topologischer Raum, so definieren wir die topologische
Dimension dimy S von S als das Infimum aller n, fir die jede Uberdeckung von
S eine Teiliiberdeckung der Ordnung n enthdlt (eine Uberdeckung hat Ordnung n,
wenn jeder Punkt x € S in nicht mehr als n + 1 ihrer Mengen enthalten ist).
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Diese Zahl lisst sich auch rekursiv definieren durch Schnitte des topologischen
Raums mit Teilmengen der topologischen Dimension n — 1. Eine gute Referenz
fir die topologische Dimension ist Hurewicz-Wallmann ([HW]). Dort wird auch
auf den Zusammenhang zwischen topologischer und Hausdorffdimension einge-
gangen. So gilt stets dimp .S < dimy S fiir alle metrischen Rdume S und es gibt
explizite Beispiele fiir dimy .S < dimg S. Ist S aber ein topologischer Raum, so
ist das Infimum iiber die Hausdorffdimension aller metrischen Rdume mit der
Topologie von S gleich der topologischen Dimension.

2.3 Symmetrien und Gitter

Eine wichtige (aber nicht typische) Klasse von Graphen bilden die Gitter. Sie las-
sen sich am einfachsten durch Forderung von Translationsinvarianz beschreiben,
die im folgenden charakterisiert werden soll.

Zunéchst fithren wir einen Isomorphiebegriff fiir Graphen ein: Gegeben zwei Gra-

phen G = (V, B) und G’ = (V’, B’), so nennen wir eine Abbildung
f=Uv,fs): (V.B) — (V' B)

einen Homomorphismus von Graphen, wenn

fs({n,m}) = {fv(n), fr(m)} VnmeV

gilt, also die Struktur des Graphen (einseitig) erhéilt. Die Abbildung f heifit
Isomorphismus, wenn sie bijektiv ist und sowohl f als auch f~! Homomorphismen
sind. Zwei Graphen G, G’ heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus gibt,
der sie aufeinander abbildet, geschrieben G ~ G'.

Zwei Graphen sind offensichtlich genau dann isomorph, wenn sie als metrische
Ré&ume isometrisch sind, wir konnen also “isomorph” und “isometrisch” fiir Gra-
phen synonym verwenden.

Ein Isomorphismus eines Graphen in sich selbst heifit Automorphismus. Die Au-
tomorphismengruppe bezeichnen wir mit Aut(G), ihre Elemente werden mit a
notiert. Nach Izbicki gibt es zu jeder endlichen Gruppe auch einen Graphen mit
dieser Gruppe als Automorphismengruppe (vgl.[Big]).

2.3.1 Graphensymmetrien

Entsprechend der regellosen Struktur eines Graphen gibt es eine Vielzahl ver-
schiedener Symmetriebegriffe fiir Graphen. Wir folgen hier der Darstellung von
Biggs in [Big], in dem neben Regularitéit noch sechs weitere Symmetrien vorge-
stellt werden.
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Definition 4 FEin Graph G = (V, B) heifst knoten- oder vertex-transitiv, wenn
Aut(Q) transitiv auf V' operiert. Dies ist nach Definition genau dann der Fall,
wenn es zu je zwei Knoten n und m € G einen Automorphismus gibt, der n auf
m abbildet. Analog bezeichnen wir G als kanten-transitiv, wenn Aut(G) transitiv
auf B operiert.

Es gibt sowohl knoten-transitive Graphen, die nicht kanten-transitiv sind (z.B.
Leitergraphen), als auch solche, die kanten- aber nicht knoten-transitiv sind (z.B.
zweiseitige Graphen). Ein knoten-transitiver Graph ist im iibrigen automatisch
bereits regulér; fiir kanten-transitive gilt dies nicht. Fiir metrische Rdume gibt
es einen zur Knoten-Transitivitit analogen Begriff: Ein metrischer Raum heif3t
homogen, wenn es zu jedem Paar z,y € S eine [sometrie f gibt mit f(x) = y. Fir
Graphen reduziert sich Homogenitét wieder auf Knoten-Transitivitét.

Definition 5 G heifft symmetrisch (im algebraischen Sinne), wenn es zu jedem
Quadrupeln, v’ m,m’' € V mit {n,n'} € B und {m,m’'} € B einen Automorphismus
a:G— G mitan) =m und a(n') =m’ gibt.

Diese Definition ist stérker als die der Kantentransitivitit, da nicht nur eine Kante
auf eine andere abgebildet werden muss, sondern zudem eine bestimmte Orien-
tierung der Kanten gefordert wird (die Orientierung ist dabei in den Endknoten
n, 0’ und m, m’ kodiert). Ein symmetrischer Graph ist dagegen stets auch knoten-
und kanten-transitiv. Tutte konnte 1966 zeigen, dass ein endlicher, knoten- und
kanten-transitiver Graph mit ungerader Koordinationszahl symmetrisch ist, ein
4-regulidres Gegenbeispiel aus 27 Knoten konnte Holt 1981 beschrieben. Im Zu-
sammenhang mit gerichteten Graphen wird der Begriff “symmetrisch” verwendet,
wenn es zu jeder Kante auch die Kante in entgegengesetzter Richtung gibt. Um
eine eventuelle Verwechslung auszuschliefen, empfehlen sich die Bezeichnungen
“algebraisch-symmetrisch” und “gerichtet-symmetrisch”.

Definition 6 G heifit entfernungs-transitiv, wenn es zu jedem Quadrupel n,n’',
m,m' €V mit d(n,v') = d(m,m’) einen Automorphismus gibt, der n auf m und
' auf m' abbildet. G heifst schwach-homogen®, wenn es zu je zwei zueinander
1somorphen induzierten Untergraphen Gy, Gy C G mindestens einen Isomorphis-
mus G1 — Go gibt, der zu einem Automorphismus von G erweitert werden kann.
G heifst homogen®, wenn sich sogar jeder Isomorphismus zwischen ihnen derart
erweitern lisst.*

Sheehan und Gardiner klassifizierten in den 70er Jahren die endlichen homogenen®
und schwach-homogenen® Graphen. Danach ist jeder schwach-homogene® Graph

'Um diese Begriffe von der sehr viel schwicheren Homogenitit metrischer Riume zu unter-
scheiden, kennzeichnen wir sie durch ein hochgestelltes a. Wir werden sie im weiteren Verlauf
der Arbeit nicht mehr verwenden und geben sie nur der Vollsténdigkeit halber mit an.
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entweder (a) der kreisformige Graph Cj, (b) die disjunkte Vereinigung von t > 1
Kopien des n-Simplex, (c¢) deren Komplemente (die vollstéandigen ¢-seitigen Gra-
phen K, ¢ mitt > 2) oder (d) der Graph L(K33), der entsteht, wenn man alle
Kanten von Kj3 als Knoten und gemeinsame Endknoten als Kanten auffasst.
Uberraschenderweise sind alle diese Graphen nicht nur schwach-homogen®, son-
dern sogar homogen®. Zusammenfassend gilt die folgende Hierarchie zwischen den
verschiedenen Symmetriebegriffen:

homogen” = schw.-homogen® = entfernungs-tr. = symmetrisch = kanten-tr.
symmetrisch = knoten-tr. = regulér
knoten-tr., kanten-tr., ungerade-regulér, endlich = symmetrisch

schwach-homogen®, endlich = homogen*”

Aus physikalischer Sicht sind knoten-transitive (= homogene) Radume besonders
interessant, da sie die natiirliche Gleichférmigkeit des physikalischen Raums am
besten wiederspiegeln, zumal wir bei der Betrachtung von Graphen als Ersatz fiir
das Kontinuum sets nur winzige Ausschnitte desselben im Auge haben, in dem
sich also physikalische Groflen wie z.B. der metrische oder der Kriimmungstensor
nur unwesentlich verdndern. Eine grofle Klasse homogener Graphen bilden die
Cayleygraphen, die wir als néchstes vorstellen wollen.

2.3.2 Cayleygraphen und Gitter

Unter dem Begriff “Gitter” versteht man iiblicherweise Bravaisgitter. Dies sind
diskrete Untermengen A des R", die sich durch Translationsinvarianz entlang der
durch Paare von Punkten in A definierten Verschiebungsvektoren auszeichnen.
Dariiberhinaus miissen Bravaisgitter auch den R™ aufspannen, d.h. ein zweidimen-
sionales Bravaisgitter gilt nicht zusétzlich als dreidimensionales. Bravais konnte
1848 alle Bravais-Gitter in drei Dimensionen beschreiben und unterscheidet 7 Kri-
stallsysteme, die sich durch zusétzliche Symmetrien voneinander unterscheiden.
Abgesehen von Ahnlichkeitstransformationen sind dabei 14 magliche Raumgitter
moglich.

Dieser Begriff eines Gitters ist jedoch fiir die Untersuchung von Graphen eher un-
praktisch, aus folgenden Griinden: Ein Bravaisgitter ist stets an die Einbettung
im R" gebunden, auflerhalb von diesem verliert es die Bedeutung seiner Symme-
trien. Hinzu kommt, dass es in einem Bravaisgitter a priori keine Kanten gibt,
die das Gitter aulerhalb des R™ zusammenhalten konnten. Wir benotigen also
eine andere Definition.

Definition 7 Sei & eine endlich erzeugte Gruppe und & C & eine endliche
Untermenge. Wir nennen G = (&, B) den zugehirigen Cayleygraphen Cay(®,S)
(in der Literatur auch als “group lattice” bezeichnet), wobei eine gerichtete Kante
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genau dann von g€ B nach g’ € & weist, wenn es ein Element h € & gibt mit
gh =g, also

B={{g, g} €P2(86): 9 'g €6}

Offensichtlich ist G genau dann ein einfacher Graph, wenn & = &~ unde ¢ &
gelten. Als (freies) Gitter bezeichnen wir in dieser Arbeit einen zusammenhdngen-
den und einfachen Cayleygraphen zu einer (freien) abelschen Gruppe.

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen (vgl.z.B.[Bos]) lasst
sich eine abelsche Gruppe & stets zerlegen in Z" x $) mit einer endlichen Gruppe
9 (dem sogenannten Torsionsmodul), die weiter als direkte Summe von Z,, mit
Primpotenzen ¢; dargestellt werden kann. Ein freies Gitter ist also stets von
der Form Cay(Z", G). Beispiele fiir freie Gitter sind die kubischen Gitter Z" =
Cay(Z",{e;,—e; : i =1...n}) und das trigonale Gitter Cay(Z?, {+e;, *ey, (e +
¢2)}). Beispiele fiir nicht-freie Gitter sind endliche Simplices aus mindestens zwei
Elementen (Cay(Z,, Z, \ {0})) und zylinderformige Gitter (Cay(Z & Z,, S)).
Beispiel: Das zweidimensionale hexagonale Gitter lédsst sich nur durch eine nicht-
kommutative Gruppe darstellen: Angenommen, es ist Cayleygraph zu einer kom-
mutativen Gruppe &. Es ist 3-regulér, wird also von drei Elementen aufgespannt.
Nach Forderung muss eines dieser Elemente sein eigenes Inverses sein, also ist die
Erzeugendenmenge von der Gestalt & = {g, h, —h} mit g = —g (additive Schreib-
weise, da kommutativ). Dann wird von den Elementen g und b ein Viereck im
Graphen aufgespannt, das aber im hexagonalen Gitter nirgends existiert. Folglich
ist in unserer Schreibweise das hexagonale Gitter kein Gitter. Allerdings ldsst es
sich zumindest durch eine nicht-kommutative Gruppe darstellen (multiplikative
Schreibweise, da nicht-kommutativ):

Cay({g,h : g> = e, gh”> = h%g). {g,h. 67 '})

Wir haben Cayleygraphen eingefiihrt und werden sie auch weitgehend nutzen als
Beispiele fiir besonders geordnete, ndmlich fiir knoten-transitive Graphen. Dazu
besitzen sie aufgrund ihrer Gruppenstruktur zusétzlich leicht zu charakterisieren-
de Translationen, die uns die Arbeit mit ihnen erleichtern werden. Dabei bleiben
sie natiirlich nur eine Klasse besonderer Graphen, spéter werden wir sie durch
stochastische Uberlegungen etwas verallgemeinern konnen. Wir wollen ihre Be-
sonderheiten kurz notieren:

Lemma 4 FEin Gitter G ist stets translationsinvariant (bzgl. Translation um ein
festes Gruppenelement), knoten-transitiv, lokal endlich und besitzt eine ganzzah-
lige Skalierungsdimension: Ist & = Z" x § mit einer endlichen Gruppe $ und
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n € Ny, so gilt fir die Skalierungsdimension dimg Cay(®, &) = n. Ein freies Gil-
ter ist stets requldr mit geradem Vertexgrad. Aber es gibt freie Gitter, die nicht
kanten-transitiv (und damit auch nicht algebraisch-symmetrisch oder distanz-
transitiv) sind.

Beweis: Eine Translation der Form ag : & — &, n — n + g mit g€ ® ist
aufgrund der Kommutativitit ein Automorphismus des Graphen auf sich: Sind
n und m benachbart, dann existiert ein h € & mit n + § = m. Dann ist auch
m+g=m+H+g=(Mm+g) +bh dh. n+ g und m + g sind benachbart.
Genau genommen ist jedes Cayleygitter linksinvariant, aber nicht notwendig
rechtsinvariant (in [DMs] wird ein beidseitig invarianter Cayleygraph als bico-
variant bezeichnet). Aufgrund der Existenz eines Inversen ist G damit auch
knoten-transitiv (um n auf m abzubilden wéhle g = m — n) und folglich auch
j-regulir, mit j = #G6. Da wir & = —G& gefordert haben, und im Fall ei-
nes freien Gitters das einzige Element mit g = —g (ndmlich 0) ausgeschlossen
wurde, ist #& gerade. Fiir ein nicht-freies Gitter kann das Torsionsmodul Z,
beinhalten und somit ungerade-regulér sein. Lokale Endlichkeit folgt direkt aus
der Endlichkeit von &. Zur algebraischen Symmetrie l&sst sich folgendes Beispiel
anbringen: Cay(Z, {£1,£2}) ist dem Leitergraphen sehr &hnlich (vgl.Abbildung
2.1) und ist wie dieser nicht kanten-transitiv. Nun zur Skalierungsdimension: Wir
haben gefordert, dass G zusammenhédngend ist. Damit konnen wir einen belie-
bigen Startpunkt wihlen, dazu eignet sich insbesondere 0. Aufgrund der End-
lichkeit von $) ist dieses fiir die Skalierungsdimension uninteressant (Kreuzpro-
dukt mit einem null-dimensionalen Graphen und Verdndern der Kanten inner-
halb eines endlichen Radius). Sei also oBdA $) = () und & = Z". Nun bilden wir
G’ :={+e; : j = 1...n}. Es ist offensichtlich Cay(Z",&’) = Z" und besitzt da-
mit Skalierungsdimension d. Fiir Cay(Z", & U &’) werden zu diesem nur Kanten
in endlichen Absténden hinzugefiigt (Endlichkeit von &, Cay(Z", &) ist zusam-
menhédngend), also ist dimg Cay(Z", &U&’) = dimg Cay(Z", &'). Analog werden
im Schritt von Cay(Z", &) zu Cay(Z",S U &) ebenfalls nur Kanten in endli-
chem Abstand eingefiigt (hierfiir ist notig, dass Cay(Z", &) zusammenhingend
ist), und damit

dimg Cay(Z", G) = dimg Cay(Z", & U &') = dimg Cay(Z", &) =n
O
Nicht jeder knoten-transitive Graph ist automatisch ein Cayleygraph, ein end-
liches Gegenbeispiel ist der sogenannte Petersen-Graph (2.2). Es ist allerdings

moglich, aus der Automorphismengruppe eines Graphen zu erkennen, ob er ein
Cayleygraph ist; wir geben hier ohne Beweis ein Lemma aus [Big] an:

Lemma 5 Sei G = (V, B) ein endlicher und zusammenhdngender Graph. Eine
Untergruppe $ C Aut(G) operiert genau dann regulir auf V', wenn G isomorph
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(-2,0) (-1,0) (0,0) (1,0) (2,0)

2,1 (-1, 0,1) (1,1 2,1

Abbildung 2.1: Oben: Cay(Z,{+£1,+2}), unten: Cay(Z x Zs,{(1,0),(—1,0),(0,1)})
(Leitergraph)

Abbildung 2.2: Der Petersen-Graph: Kanten- und knotentransitiv, aber kein Cayley-
graph.

ist zu einem Cayleygraphen Cay($), &), mit einer Untermenge & C ), die $
erzeugt. () operiert nach Definition genau dann reguldr auf V', wenn es keinen
Automorphismus in $) gibt, der mindestens einen Fixpunkt in V besitzt.)

Nichtsdestotrotz lisst sich jeder zusammenhéngende vertex-transitive Graph als
sogenannte “Retraktion” eines Cayleygraphen darstellen. Insbesondere sind die
Skalierungsdimensionen dieser beiden Graphen identisch ([GR], [ST]) und nach
einem Ergebnis von Bass ganzzahlig ([Bas]); wir werden darauf in Lemma 17
zuriickkommen.

Desweiteren ist ein Graphenautomorphismus eines Cayleygraphen im allgemeinen
kein Gruppenautomorphismus der erzeugenden Gruppe, also f(gh) # f(g)- f(h);
als Beispiel dient bereits ein einfacher Baumgraph, wie er aus einer freien Grup-
pe hervorgeht. Dies liegt auch darin begriindet, dass die Gruppenstruktur in
die Geometrie des Cayleygraphen zwar einfliefit, aber nicht eindeutig aus dieser
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rekonstruiert werden kann: Es gibt explizite Beispiele fiir isometrische Cayleygra-
phen zu verschiedenen Gruppen.

2.4 Weitere Graphencharakteristika

In dieser Arbeit werden wir uns auf die Untersuchung der Geometrie eines Gra-
phen und seiner Skalierungsdimension beschrénken. Das soll aber nicht dariiber
hinwegtduschen, dass es eine grofle Zahl weiterer Eigenschaften gibt, die sich in
den Kontinuumslimes iibertragen konnten und damit einer tieferen Untersuchung
bediirfen:

Ein Beispiel hierfir ist der Clusteringkoeffizient (vgl.[WS], [Zho])

2 (I'n(1))
#Ln(1) - (#Ta(1) — 1)

Er ist ein Maf fiir die gegenseitige Verkniipfung einer Nachbarschaft (“Wie wahr-
scheinlich ist es, dass zwei Knoten, die beide mit einem dritten Knoten verbun-
den sind, auch miteinander verbunden sind?”). Fiir (geniigend grofie) Simplizes
ist der Clusteringkoeffizient Eins, fiir Baumgraphen Null. Der Clusteringkoeffizi-
ent ist besonders fiir zufillig konstruierte Graphen von Interesse, beispielsweise
Smallworld-Netzwerke.

Clus (G) := E"€¢

Unter der isoperimetrischen Zahl eines Graphen G = (V| B) versteht man das
Verhéiltnis

_ #04

= mn
ACVI<#A<#G/2 #A

()

mit  #I0A:=#{beB:#(bNA) =1}

#0A ist dabei gerade die Zahl der Kanten, die aus A hinausreicht, was mit ei-
ner Art Oberfliche von A verglichen werden kann. Diese Konstante wird u.a. in
der Untersuchung von Random-Walk-Modellen verwendet. Fiir einen vollsténdig
unzusammenh#ngenden Graphen ist sie stets Null, fiir einen n-Simplex gerade
[n/2]. Fiir die kubischen Gitter Z™ ist sie ebenfalls stets Null, da die Oberflache
der Bélle By[r] und damit auch die durch die Regularitit beschréinkte Kanten-
zahl wie r"~! anwiichst, das Volumen aber wie r"; weitere Beispiele in [Boly].
Die isoperimetrische Zahl ist ein Analogon der Cheegerzahlen, die von Cheeger
1970 eingefiihrt wurden, um Schranken fiir den Laplace-Operator auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten herzuleiten, der in einem engen Zusammenhang zum
Random-Walk steht. Daher wird die isoperimetrische Zahl auch als Cheegerzahl
oder Cheegerkonstante bezeichnet.

Varopoulos untersucht in [Var| eine Variation der isoperimetrischen Zahl; dazu
definiert er die k-dimensionale isoperimetrische Zahl

#0A
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Fiir die kubischen Gitter gilt i*)(Z") > 0 < k < n. Dies rechtfertigt die Defini-
tion

dimieep(G) := inf{k €R : i®(G) = 0}.

Da die isoperimetrische Dimension aus dem Vergleich des Wachstums von Vo-
lumen und Oberfliche, und nicht, wie die Skalierungsdimension, von Volumen
und Radius resultiert, kann man Abweichungen der beiden Dimensionsbegriffe
voneinander erwarten. Insbesondere sollte sich ein interessanter Zusammenhang
zwischen diesen beiden und der in [RN] definierten Konnektivitéitsdimension er-
geben, die das Wachstum von Oberfliche und Radius miteinander vergleicht.
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Kapitel 3

Kontinuumslimites

3.1 Der Gromov-Hausdorff-Abstand

Unter einem Kontinuumslimes versteht man tiblicherweise den Limes ¢ — 0, wo-
bei ¢ eine Lénge ist, die den untersuchten Raum charakterisiert, beispielsweise
eine Kantenlénge. Genaugenommen haben wir es aber mit einer Folge von Raum-
en und nicht von Zahlen zu tun, die Zahlen dienen nur zur Parametrisierung der
Réume. Fiir einen mathematisch fundierten Konvergenzbegriff miissen wir also
eine Topologie, noch besser eine Metrik auf einer geeigneten Menge von Réum-
en finden. In [Groy] und spéter in [Pet] wird ein Konvergenzbegriff fiir metrische
Réume untersucht, der im wesentlichen auf der Hausdorffmetrik von (kompakten)
Untermengen metrischer Rdume basiert:

Definition 8 Sei S ein metrischer Raum und A, A’ C S, auferdem r € R},
Dann definieren wir den offenen r-Ball B4(r) bzw. den abgeschlossenen r-Ball
Byr] um A zum Radius r als die Menge {x €S : dist(A,x) < r} bzw. {x €5 :
dist(A, x) < r}. Der Hausdorffabstand zwischen A und A’ ist dann

dy(A, A) =inf{r >0: AC By(r) A A C Ba(r)},

d.h. derjenige Radius r, zu dem sowohl A im r-Ball um A’ als auch A’ im r-Ball
um A enthalten ist (vgl. Abb.3.1).

Dieser Abstandsbegriff bildet auf dem Raum aller Kompakta von S eine Metrik,
die Hausdorffmetrik. Gromov dehnte ihn auf einen Abstandsbegriff zwischen me-
trischen Rdumen aus:

Definition 9 Seien (S1,dy) und (Sa,ds) zwei metrische Riume. IThr Gromov-
Hausdorff- Abstand dgg (S, S2) ist das Infimum dber alle € > 0, zu denen eine
Metrik d ¢, auf der disjunkten Vereinigung Sy U Sy eistiert, so dass d |g, = d;
fir 5 €{1,2} und der Hausdorff-Abstand zwischen Sy und Sy (als Untermengen
von Sy U Sy) kleiner ist als €. (Das Infimum iiber die leere Menge ist 0c.)

29
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B, [r]

dH(A BAY) = max{r’,r’’}

Abbildung 3.1: Links: Ball um eine Untermenge, rechts: Hausdorffabstand

Bemerkung: Eine alternative, etwas kanonischere Definition ist die folgende:
“Der Gromov-Hausdorff-Abstand dgg(S1, S2) ist das Infimum {iber alle € > 0, zu
denen ein metrischer (dann auch ein vollstédndiger) Raum S’ und zwei isometrische
(und damit notwendig injektive) Einbettungen f; und fs von S; bzw. Sy in S’
existieren, so dass der Abstand der Untermengen f;(S1) und f>(S3) in Bezug
auf S’ kleiner ist als e.” Sie ist dquivalent zur obigen Definition ([Pet]), aber
wesentlich schwieriger zu handhaben.

Der soeben vorgestellte Abstandsbegriff besitzt im nicht-kompakten Fall, fiir den
wir uns besonders interessieren, eine Reihe von Problemen, die bei alternati-
ven Ansétzen nicht auftreten. Wir werden diesen Problemen begegnen, indem
wir uns auf homogene oder nahezu homogene Rdume konzentrieren, die genauen
Vor- und Nachteile ebenso wie die physikalische Motivation wollen wir aber erst
in Abschnitt 3.10 diskutieren, um uns zuvor mit der mathematischen Struktur
vertrauter machen.

Ein solcher alternativer Abstandsbegriff, der punktierte Gromov-Hausdorff-Ab-
stand stammt von Gabber und wurde bereits von Gromov in seinem Paper
[Groy] fiir den nicht-kompakten Fall verwendet. Wir miissen ihn allerdings kurz
einfithren, um die Ergebnisse von Gromov iibernehmen zu kénnen:

Definition 10 Seien (Si,dy) und (Ss,ds) zwei metrische Rédume und xq € S,
x9 € Sy (sog. Aufhingepunkte). Ihr punktierter Gromov-Hausdorff-Abstand
dpcr((S1, 1), (S2, 22)) ist das Infimum dber alle € > 0, zu denen eine Metrik d
auf der disjunkten Vereinigung S; U Sy existiert, so dass gilt:

1. dyls, = dj fir j€{1,2},

2. dy(z1,72) <,
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3. B,,(1/€) C Bs,(¢) fiir {j,k} = {1,2} (d.h. der 1/e-Ball wum x: befindet sich

in einer e-Umgebung von Se und umgekehrt).

Wie ist der Zusammenhang zwischen GH- und pGH-Abstand? Beispielsweise ist
der GH-Abstand des Intervalls [0,1] € R zu sich selber stets 0. Wihlen wir
zwei verschiedene Aufhéngepunkte 1,9 € [0, 1], so ist der pGH-Abstand von
([0,1], 21) zu ([0, 1], z2) zwar groBer 0, das Infimum iiber alle xq, x5 ist aber den-
noch 0. Andererseits ist der GH-Abstand zwischen [—1, 1] und R unendlich, der
pGH-Abstand zwischen [—1,1] und R je nach Aufhidngepunkt grofler oder gleich
1(v/5 = 1). Prinzipiell kénnen also GH-Abstand und pGH-Abstand in beliebiger
Weise voneinander abweichen. Setzen wir nun aber voraus, dass beide Rdume ho-
mogen sind (d.h. zu je zwei Punkten z;,y; € S; gibt es eine Isometrie, die x; auf
y; abbildet), so spielt die Wahl der Aufhéngepunkte keine Rolle mehr. In diesem
Fall ist die Bedingung an ¢ im pGH-Abstand schwécher als im GH-Abstand und
wir erhalten

dper(S1,S2) < dau (S, S2)

fiir homogene und vollstdndige metrische Rédume Si, S5. Insbesondere bedeu-
tet dies folgendes: Wenn eine Folge (S;) homogener Raume im GH-Abstand
gegen den homogenen Raum S konvergiert, so geschieht dies auch im pGH-
Abstand; die Umkehrung gilt nicht. Dies erlaubt es uns, die Eigenschaften fiir
pGH-Limesrdume, die in [Gro| bestimmt wurden, auf GH-Limesrdume zu iiber-
tragen (vgl.Satz 5) — vorausgesetzt, wir konnen uns ihrer Existenz sicher sein.
Bemerkung: Die Topologie des pGH-Abstands lésst sich auch folgendermaflen
beschreiben: Eine Folge (S}, z;) konvergiert genau dann gegen (S, z), wenn fiir alle
r > 0 die Folge (B,,[r]) im GH-Abstand gegen (B,[r]) konvergiert (vgl. Abschnitt
3.10).

Wir werden nun die Eigenschaften des GH-Abstands und seine Eignung als Metrik
naher beleuchten:

Satz 1 Seien Sy, So und S3 metrische Raume.
1. Es gilt die Dreiecksungleichung dgp(Sh,S3) < dgu(Si, S2) + dau(S2, S3).

2. Sind Sy und Sy beschrdnkt, so ist der Gromov-Hausdorff-Abstand endlich.

Beweis: 1. Ist dgy(S1,52) = 00 oder dgy(Ss,S3) = 00, so ist die Ungleichung
trivial. Seien also beide Abstdnde endlich. Ist dy5 eine Metrik auf S; U Sy und
dy3 eine Metrik auf Sy U S, so kénnen wir eine Metrik auf S; U Sy U S5 erkliren
durch d(sq, s3) = infy, e g, (d12(51, 52) + das(s2, S3)) fiir 51, 553 € S;; wir bezeichnen
dieses Verfahren im folgenden als Verschmelzung der Raume S; U Sy und Sy U Ss.
Nach Definition der Hausdorffabsténde liegt Sy im dg (S, S2)-Ball um S; und S
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wiederum im dg(Ss, S3)-Ball um S, jedesmal in Bezug auf den Hausdorffab-
stand in S; U Sy U S3. Damit muss sich auch S3 im dg(Sy, S2) + dg (S, S3)-Ball
um S; befinden. Nach Definition des Gromov-Hausdorffabstands konnen wir Fol-
gen von Metriken auf S; U Sy U S3 finden, so dass d(S1,S2) — dgm(Si,S2) und
d(S2,S3) — dgpu(Sa, S3) streben. Nach Voraussetzung sind diese Werte endlich
und damit auch der Limes ihrer Summe definiert. Daher gilt die Dreiecksunglei-
chung dgp (S, 53) < dau (S, S2) + dau(Ss, Ss).

2. Wir wahlen s; € S; und sy € Sy beliebig und erweitern die Metriken von S;
und Sy auf S; U Sy durch d(x,y) = di(x,s1) + 1 + da(sq,y) fiir z €Sy, y€ Ss.
Dann ist dgg(S1,S2) < 1+ max{diam (S5;),diam (Ss)}. O

Es ist klar, dass der Gromov-Hausdorff-Abstand isometrischer Rdume Null ist.
Die Umkehrung gilt leider nicht: Es gibt nicht-isometrische Réume S, S’ mit
der(S,S") = 0. Rdume mit verschwindendem Gromov-Hausdorff-Abstand be-
zeichnen wir im weiteren als “pseudo-isometrisch”. Wir gehen auf dieses Problem

in Abschnitt 3.3 ndher ein, wenn wir die notwendigen Werkzeuge bereitgestellt
haben.

Es ist naheliegend, die Menge aller vollstdndigen metrischen Rdume modulo
Pseudo-Isometrie mit dgy als einen neuen Raum aufzufassen. Um nicht mit
mengentheoretischen Problemen zu kollidieren, beschrinken wir auflerdem die
Kardinalitéit der beteiligten Rdume:

Definition 11 Sei Ml die Menge aller Pseudo-Isometrieklassen von R-abzdhl-
baren (d.h. es gibt eine injektive Abbildung nach R), wvollstindigen metrischen
Rdaumen, versehen mit der Gromov-Hausdorff-Metrik. Die Pseudo-Isometrieklasse
von S bezeichnen wir mit [S], die Isometrieklasse von S dagegen identifizieren wir
mit S selber und notieren sie auch mit “S”.

Die GH-Metrik kann auf Ml den Wert co annehmen. Dies ist vermittels der Drei-
ecksungleichung eine transitive Eigenschaft, d.h. wir kénnen M zerlegen in Aqui-
valenzklassen beziiglich der Relation “S; und S5 haben endlichen GH-Abstand”.
Wir interpretieren dies als Zusammenhangskomponenten von M. Ferner ist jede
Zusammenhangskomponente fiir sich genommen mit der induzierten GH-Metrik
ein echter metrischer Raum, wir konnen beispielsweise den Banachschen Fix-
punktsatz anwenden und Konvergenzeigenschaften betrachten. Da fiir Konver-
genz der Abstand gegen Null streben muss und damit ab einem bestimmten Index
endlich ist, kénnen wir uns fiir die nun folgende Untersuchung der Vollstandigkeit
von M auf Folgen beschrinken, deren Glieder in einer gemeinsamen Zusammen-
hangskomponente liegen — dass es tatséichlich Rdume gibt, deren GH-Abstand
unendlich grof} ist, ist zunéchst nicht von Belang.

Lemma 6 M st vollstindig.
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Beweis: Wir iibernehmen hier den Beweis aus [Pet], der zeigt, dass jede Cauchy-
folge konvergiert, und zeigen aulerdem, dass der so konstruierte Grenzraum jeder
Cauchyfolge in M wieder R-abzéhlbar ist. Sei also (S}) eine Cauchyfolge von Re-
prasentanten in M. Sie konvergiert genau dann, wenn mindestens eine Teilfolge
konvergiert (dann konvergieren alle). Sei nun (S;) eine Teilfolge von (S}) mit
dan(Sj, Sj41) < 277 fiir alle j €N. Zu jedem Paar aufeinanderfolgender Rdume
konnen wir damit eine Metrik auf S; U S;1; finden, so dass der Hausdorffabstand
von S; und S; 1 kleiner ist als 277. Durch Verschmelzen dieser disjunkten Verei-
nigungen konnen wir eine Metrik auf dem Raum S; U S U ... U Sg (VE > j)
und damit insbesondere auf S; U Sy finden, was uns einen Entfernungsbegriff
zwischen Punkten aus verschiedenen Folgenelementen liefert. Wir konnen sogar
die disjunkte Vereinigung aller Folgenelemente (JS; betrachten und mit dieser
Metrik versehen, die wir als d, bezeichnen wollen. In ihr ist auch der Haus-
dorffabstand zwischen den kanonischen Einbettungen von S; und Sj durch die
Dreiecksungleichung beschrénkt durch

k—1
den(S;,S) < 27" =277 — 27+ <270 fiir | > .
n=j

Wir definieren nun
Si={(z))jen: 7, €X;VEN A dy(xj,7) — 0,5,k — 0},

also als den Raum aller Cauchyfolgen, deren Folgenglieder nacheinander in den
Réumen S; liegen. Sind (z;), (y;) €S, so lésst sich ein Abstand zwischen ihnen
angeben via

d((x), (4)) = lim ds; (a;.35)
Dieser Grenzwert existiert stets: Da

ds, (v, yu) < d o (2, 75) + ds; (5, y5) + d o (Y5, Yr)

gilt (die Metriken dg, sind nur eingeschriankte Versionen der Metrik d,) und
(zx), (yx) Cauchyfolgen sind, fallt auch dg, (zx, yx) —ds, (x5, y;) unter jede positive
Schranke fiir j, K — oo. Damit ist (ds,(7;,¥;));en eine Cauchyfolge.

Symmetrie von d ist offensichtlich, die Dreiecksungleichung folgt aus den Drei-
ecksungleichungen von dg; und der Existenz des Grenzwertes, ebenso die Positi-
vitdat von d. Jedoch bildet d nur eine Pseudometrik, d.h. es kann geschehen, dass
d((z;), (y;)) = 0 ist trotz (x;) # (y;); beispielsweise durch Verdnderung der Fol-
genglieder an endlich vielen Stellen. Durch Identifikation von Folgen mit Abstand
0 erhalten wir den gesuchten Raum S := S/(d(-,-) = 0) bzw. dessen Klasse [S].

Bleibt zu zeigen, dass die Cauchyfolge (5;) tatsichlich gegen S konvergiert. Wir
erginzen dazu S; U S zu einem metrischen Raum mittels

di(y, (xr)) = dj((wr), y) = limsupd (y, k) Vy €S, (xx) €S, jEN

k—o00
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Dieser Grenzwert existiert stets, da er von unten durch 0 begrenzt wird. Weiter
ist offensichtlich d’(y, (z1)) = 0 aufgrund dieser Beschréinkung genau dann, wenn
limd (y, x;) = 0 ist. Dann sind nach Definition von S die Punkte y und (z) be-
reits miteinander identifiziert, d.h. d’ ist positiv-definit. Zur Dreiecksungleichung
— hier sind vier Félle zu unterscheiden:

de (yh y2) + d;<y27 (xk)) = lim Sup<d5j <y17 y2) + dU <y27 xk))

k— 00
limsup d (y1, 2x) = d;(y1, (1))

limsup(d , (y, zx) + ds, (@K, 2k))
limsupd (y, z) = d}(y, (2x))

dj(yn, (ax) + (i) y2) = limsup(d (1, 20) +d o (21, 2))

limsup d (y1,42) = ds; (Y1, y2)

limsup(d ¢, (25, y) +d o (y, 2k))

limsup(d ¢, (xg, 2x)) = d((zx), (yx))

Sei nun (z;) € S. Dies ist eine Cauchyfolge, deswegen konnen wir zu jedem k € N
ein n > k finden, so dass d),(z,, (z;)) kleiner ist als 27F. Wie wir oben gezeigt

haben, kénnen wir dgg(Sk, Sn) < 27FF1 erreichen (es gilt n > k) und damit zu
jedem x, € S, ein Element y € Sy mit d, (y,x,) < 27", Es folgt

d(y, (vx)) + d((2x), (2x))

IN

IN

di((wr),y) + di(y, (1))

IN

di(y, (z;)) = limsupdy (y, ;)

j—00
< lim sup(dy (v, zn) + d o (20, 25))

J—0

< do(yoan) + djlan, (2;) < 2784 27 < 2702,

das heifit zu jedem (z;) € S kommt eine Folge von Punkten der S; der Folge (z;)
beliebig nahe, S C B.(Sk) mit ¢ — 0 fiir £ — oo. Sei andererseits y € X;. Wir
setzen x; =y fiir alle j < k und z;44 fiir j > k derart, dass d o, (zj,2;41) < 277
gilt (dies geht wieder mit Hilfe obiger Abschéitzung fiir den GH-Abstand zwischen
S; und S;j11). Dann bildet die Folge (z;) eine Cauchyfolge und es ist dj (v, (z;)) <
Z?Zl 277 < 27kl < 27F+2 Zusammenfassend haben wir nun den GH-Abstand
zwischen Sy und S durch 2752 beschrinkt, es ist also tatséchlich S, — S in der
Gromov-Hausdorff-Metrik.

SchlieBlich betrachten wir die Kardinalitit von S: S ist Teilmenge aller Folgen
aus den Rédumen S;. Da diese R-abzdhlbar sind, und die Menge aller Folgen in
R ebenfalls R-abzéhlbar ist (es reicht Zahlen im Intervall (0, 1) zu betrachten —
aus der Bindrdarstellung 0, S{Sésé ... des j-ten Folgengliedes bilde die reelle Zahl
0, s1s5s9sis3s3 ...), muss dies auch fiir S gelten. Nach Konstruktion ist S auch

ein vollstdndiger metrischer Raum und damit M vollstdndig. U

Bemerkung: Dieses Ergebnis ist recht erstaunlich, da die Menge aller abzéhlba-
ren metrischen Réume nicht vollstindig ist; beispielsweise strebt (Z, ¢ - dy) (mit
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der euklidischen Metrik ds) fiir £ — 0 gegen den iiberabzdhlbaren Raum R. Dieser
Unterschied ist darauf zuriickzufiihren, dass in der Definition der Metrik selber
bereits R auftaucht und damit eine “mengentheoretische Asymmetrie” zwischen

abzéhlbar /iiberabzéhlbar und R-abzé&hlbar/R-iiberabzihlbar verursacht.

3.2 Skalierung und Kontinuumslimes

Wir wissen nun, dass der GH-Abstand die Dreiecksungleichung erfiillt und sym-
metrisch ist, durch die Bildung von Pseudo-Isometrieklassen konnen wir Positiv-
Definitheit sicherstellen. Dariiber hinaus kann der GH-Abstand auch unendlich
werden (z.B. zwischen R und R? mit euklidischer Metrik), so dass es sich nicht
genau um eine Metrik handelt. Als néchstes fithren wir einen Operator auf dem
Raum M der Pseudo-Isometrieklassen ein, der einen metrischen Raum auf seine
um einen Faktor ¢ > 0 skalierte Version abbildet:

Definition 12 Auf M gibt es fiir alle £>0 die natirliche Skalierungsabbildung

Qyp M — M

Diese Operation ist mit der Klassenbildung bzgl. Pseudo-Isometrie in M ver-
traglich (Beweis folgt). Weiter ist sie fir alle £ > 0 eine Bijektion in M mit der
Umkehrabbildung o .

In der fraktalen Geometrie sind jene Rdume von Interesse, die unter einem oy mit
¢ # 1 stabil sind; solche Réume heiflen selbstihnlich. Fiir unsere Untersuchungen
sind ganz besonders solche Rédume interessant, die unter allen «; stabil sind:

Definition 13 Finen Raum, der zu jeder seiner Skalierungen (fir¢ > 0) (pseudo)-
isometrisch ist, bezeichnen wir als (pseudo-)skaleninvariant. Fine Pseudo-Isome-
trieklasse heifle skaleninvariant, wenn jeder Raum der Klasse pseudo-skaleninva-
riant ust.

Fiir einen Kontinuumslimes miissen wir den Faktor ¢ gegen Null streben lassen:

Definition 14 Wir definieren weiter die Kontinuumsabbildung

a : [S]— [%1_1)]% a;S]
sofern dieser Limes existiert (d.h. der Limes existiert fir alle Folgen {; — 0 und
ist stets gleich). Die Klasse o(S) bezeichnen wir als (starken) Kontinuumslimes
von S €M, falls er ewistiert. Wenn es mindestens eine Folge {; — 0 gibt mit
o, S — [S'], so bezeichnen wir die Klasse [S'] als schwachen Kontinuumslimes
von S. Gibt es keine konvergente Folge ay, S, so bezeichnen wir S als essentiell
diskret.
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Beispiele fiir Raume mit Kontinuumslimes sind skaleninvariante Rdume, z.B. R”
mit jeder Norm. Ein Beispiel fiir einen Raum ohne starken, aber mit schwachem
Kontinuumslimes ist {2/ : j€Z} U {0} C R, versehen mit der induzierten Me-
trik. SchlieBlich ist {72 : j € N} C R ein essentiell diskreter Raum. Doch fiir die
Giiltigkeit der Definition miissen wir noch etwas Wohldefiniertheit nachliefern:

Lemma 7 1. Fir S,5'eM und ¢ > 0 ist dgu(a,S,aS’) = (- dgu(S,S").
Insbesondere ist oy also klassenerhaltend.

2. Ist S ein skaleninvarianter metrischer Raum, dann auch jeder zu S pseudo-
isometrische Raum S’, d.h. Skaleninvarianz ist eine Eigenschaft der gesam-
ten Klasse.

3. Ist [S] eine skaleninvariante Klasse, dann ist ay,[S] = [S] fiir alle ¢ > 0.

Beweis: Zusammen mit S und S’ lisst sich auch jede Metrik auf S U S’ ska-
lieren, deshalb gilt die erste Aussage. Die zweite ist eine direkte Folgerung:
dGH<S,, OégS,) S dGH(S/, S) + dGH(S, OégS) + dGH<OégS, OégS,) =040+ ?-0. Die
dritte Aussage folgt direkt aus der Definition. O

Die eingefiihrten Operatoren «, mit £ € R™ bilden offensichtlich eine Gruppe,
isomorph zu R unter Multiplikation, bzw. eine Gruppenaktion von R auf M.
Dabei ist die Parallele zur Renormierungsgruppentheorie nicht zuféllig, mit M als
Parameterraum. Und wie in der RG-Theorie kann auch hier oy fiir £ — 0 gegen
einen Attraktor streben: Beispielsweise strebt der Raum S := {2/ : jeN} C R
gegen den Attraktor {S,: £€[1,2)} mit Sy :={¢-27:j€Z}U{0} CR.

Wir wollen nun einen Verifikationssatz fiir Kontinuumslimites anstreben. Er soll
folgendes leisten: Wenn wir von einem Raum S wissen, dass er skaleninvariant
ist und sich in derselben Zusammenhangskomponente befindet wie ein anderer
Raum G, so ist S der Kontinuumslimes von (. Natiirlich miissen wir dies im
Moment noch mit Pseudo-Isometrieklassen beschreiben, spater werden wir darauf
verzichten konnen:

Satz 2 (Verifikationssatz, 1.Version) Gibt es in einer Zusammenhangskom-
ponente M C M eine skaleninvariante Klasse [S], dann ist oy fiir €€ (0,1) ein
kontrahierender und bijektiver Operator auf dem metrischen Raum M, [S] sein
einziger Fizpunkt und es gilt a,(S") — [S], € — 0 fir alle S" € M.

Beweis: Wegen ¢ < 1 ist ay ein kontrahierender Operator. Damit ist aber noch
nicht geklért, ob oy moglicherweise eine Klasse von M in eine andere Zusammen-
hangskomponente von M wirft (in diesem Fall ist der Banachsche Fixpunktsatz
nicht einsetzbar, da M selber kein echter metrischer Raum ist). Nehmen wir also
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zunachst an, M sei eine Zusammenhangskomponente mit Fixpunkt S = «a,.S fiir
alle £ > 0. Ist nun S’ € M, ist

dGH(S, agS,) = dGH(agS, OzgS/) =/. dGH(S, S/) < 00,

also auch aS” € M. Nun ldsst sich der Banachsche Fixpunktsatz auf den vollsténdi-
gen metrischen Raum M C M fiir ¢ < 1 anwenden. Damit gibt es genau einen
Fixpunkt von a;, (ndmlich S) und jede Iteration von «ay strebt gegen S. Wegen
(.0, = Qg Oy, strebt auch ay(S”) gegen S fiir £ — 0 und jeden Raum S" € M. O

Folgerung 1 Seien S, S’ € M und [S] skaleninvariant. Es ist «(S’) = [S] genau
dann, wenn dgg(S',S) < oo gilt.

Beweis: Es ist offensichtlich, dass a, aufgrund der Bijektivitédt keinen Raum ei-
ner anderen Zusammenhangskomponente in die von S abbilden kann. O

Aus der Dreiecksungleichung ist damit auch klar, dass jede Zusammenhangskom-
ponente von M entweder nur Rdume mit starkem Kontinuumslimes oder nur
Rédume mit ausschliefilich schwachem Kontinuumslimes oder nur essentiell dis-
krete Rdume enthélt.

Beispiel: R versehen mit der diskreten Metrik (d.h. d(z,y) = 1 fiir x # y)
besitzt endlichen Abstand zu dem metrischen Einpunktraum pt. Damit besitzt
er einen Kontinuumslimes (nédmlich pt) und ist folglich nicht essentiell diskret.
Insbesondere ist der Kontinuumslimes eines jeden metrisch beschréinkten (also
auch eines jeden kompakten) Raums aus M der Einpunktraum. Andererseits ist
bereits ohne obigen Satz recht offensichtlich, dass der Einpunktraum der einzi-
ge beschrinkte Raum ist, der gleichzeitig Fixpunkt von «; ist: Der Durchmesser
eines beschrinkten Raums S’ skaliert ebenfalls mit ¢ und ist damit nur im Fall
diam S’ = 0 stabil — damit ist S’ eindeutig als Einpunktraum charakterisiert.

Beispiel: Betrachten wir den Raum S = [0,00) C R mit der Metrik d(z,y) :=
x 4y fiir © # y, sonst 0 (die sog. “franzosische Eisenbahnmetrik”). Anwendung
von «y fiihrt zu einem dazu isometrischen Raum mit der Isometrie f(z) = ¢ - x,
d.h. S ist Fixpunkt von a, und damit sein eigener Kontinuumslimes. Insbeson-
dere ist S auch der Kontinuumslimes des Unterraums [1,00) C S mit induzierter
Metrik, da dieser einen endlichen GH-Abstand von S besitzt (er ist nach oben
begrenzt durch 2).

Beispiel: Die beiden Ridume R und Ry, mit den Metriken d(z,y) := |x — y| sind
beide Fixpunkte von ay, sind nicht pseudo-isometrisch und besitzen folglich den
Gromov-Hausdorff-Abstand co.
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3.3 Grob-isometrische Riaume

Der soeben hergeleitete Verifikationssatz ist noch etwas unangenehm in der Hand-
habung, da wir keine bessere Beschreibung fiir den Fall haben, dass sich zwei me-
trische Rdume in derselben Zusammenhangskomponente von M befinden. Wir
konnen diese Eigenschaft aber auch ausdriicken durch die Existenz einer be-
stimmten Art von Abbildung zwischen den beiden Rdumen, einer sogenannten
Grobisometrie. Diese wollen wir nun vorstellen und den Zusammenhang zum
Gromov-Hausdorff-Abstand herstellen:

Definition 15 Zwei metrische Rdaume S,S’ heiffen quasi-isometrisch, wenn es
Abbildungen f : S — S" und g : S — S und reelle Zahlen A > 0, C' > 0 gibt, so
dass gilt

de(fz, fy) < X-ds(z,y)+C
ds(g2',gy) < X-dg(a,y)+C
ds(gfr,r) < C
ds(fga',2") < C

fiir alle x,y€ S, o',y €S’. Offensichtlich kann stets A > 1 gewdhlt werden. Ist
A =1, so bezeichnen wir S und S’ als grob-isometrisch.

Lemma 8 Diese Definition ist dquivalent zu der Bedingung: Es gibt eine Funk-
tion f: S — S sowie \>1,¢c>0 undr >0 mit

)‘_1 'ds(ZL‘,y) —c< dS’(f(x)vf(y» < )\ds(l’,y) +c Vx,yGS

und S" C Byg[r]. Ein solches f bezeichnen wir als (X, c,r)-Quasi-Isometrie,
bzw. tm Fall A = 1 als grobe Isometrie. Da sich ¢ und r nach Belieben erhéhen
lassen, kinnen wir sie gegen ihr Maximum ersetzen, mit € := max{c,r} sprechen
wir dann auch von einer (A, €, €)-Quasi-Isometrie und im Fall X = 1 von einer
e-Isometrie.

Beweis: Wir verzichten auf den Index an der Metrik, da er von den Elementen
her offensichtlich ist.

(1)=(2): Aus d(g2’, gy') < (', y') + ¢ folgt fir 2’ = fz,y' = fy

Nd(fz, fy)+C > d(gfz,gfy)

Aus der Dreiecksungleichung folgt andererseits

d(z,y) < d(z,gfr) +d(gfr,gfy) +dlgfy,y) < d(gfr,gfy)+2C,



3.3. GROB-ISOMETRISCHE RAUME 39

zusammen also

Nd(fz, fy)+C
& d(fz, fy)

mit der Wahl ¢ := max(C,3C \71) also gerade der erste Teil der obigen Bedin-
gung. Sei nun z’ € §'. Dann ist d(fgz', ') < C, d.h. 2’ befindet sich im C-Ball
um den Punkt gz’ € S, also S C Be[f(9)].

(2)=(1): f erfiillt bereits die erste der vier Ungleichungen fiir jedes C' > ¢. Zu
jedem 2’ € " gibt es nach Voraussetzung ein « € S, so dass d(fz,2’) < rist. Wir
wéhlen fiir jedes 2’ ein solches = aus und setzen gz’ := z. Dann ist d( fga',2') <r
und

d(gfz,gfy) > d(z,y) —2C

>
> A ed(z,y) —3C A7

dgfz,z) < X-(d(fgfz, fx)+c) < A-(r+c)

Wir setzen zunéichst C' := max(c,r, A\(r 4 ¢)). Die verbleibende zweite Unglei-
chung folgt mittels Dreiecksungleichung aus

(d(fgz', fgy') +¢)

d(gz’, gy') A
Ad(y)+22C" + Xe

<
<

und der abschlieBenden Wahl C' := max(2 A C’ + A¢,C’). Das X trigt in beiden
Definitionen denselben Wert, somit iibertragen sich die Beweise im Fall A = 1
direkt. O

Diese dquivalente Definition ist zwar nicht so symmetrisch wie die urspriingliche,
dafiir aber in unserem Fall etwas einfacher anzuwenden. Der zentrale Satz dieses
Abschnitts ist nun der folgende, der an vielen Stellen in der Literatur und in
verschiedenen Varianten auftaucht (z.B. in [Groy, Prop.3.5]), und zum Teil sogar
zur Definition des GH-Abstands eingesetzt wird, z.B. in [BH]:

Satz 3 Zwei metrische Rdiume S,S" €M haben endlichen Gromov-Hausdorff-
abstand genau dann (d.h. sie befinden sich in derselben Zusammenhangskompo-
nente von M genau dann), wenn sie zueinander grob-isometrisch sind. Genauer
qgilt:

1
5 deu(S,S5") <inf{e: S und S’ sind e-isometrisch} < 2dgy(S, S’

Beweis: “=” Sei § > 0 beliebig und r := dgy(S,S’). Dann gibt es eine Metrik
dy auf S U S, so dass der Hausdorffabstand zwischen S und S’ kleiner oder gleich
r+0 ist (r selber ist nur das Infimum!). Insbesondere ist S C Bg/(r +6), d.h. zu
jedem Punkt x € S gibt es einen Punkt 2’ € S’ mit Abstand d , (x,2’) < r+4. Wir
wéhlen einen dieser Punkte und setzen f(x):= a’, dies liefert uns eine Funktion
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f: S — S mit der Eigenschaft d, (z, fx) < r+J. Da d eine Erweiterung von
d und d' ist, gilt fiir je zwei Punkte z,y €S

d(fr, fy) <do(fr,z) +d(z,y) +do(y, fy) <2r+20) +d(z,y)

und analog

d(a,y) < do (z, fo)+d(fz, fy) +do (fy.y) <2r+26+d(fz, fy).

Wir wéhlen also ¢ = 27 4 20. Nun zu der Eigenschaft S = Bjg)(R) fiir ein

R > 0. Nach Forderung des GH-Abstands ist auch S” C Bg(r + ), d.h. zu jedem
'€ S gibt es ein x € S mit d, (¢/,x) < r+ . Mit Dreiecksungleichung ist also

d(2, fz) <dy (' 2) +do (2, fr) <2r+26

Damit ist S” C Bys)(27 +20) und wir kénnen R = ¢ = € = 27 + 2§ wihlen.
Insbesondere kénnen wir ¢ in Abhéngigkeit von r wihlen, z.B. r/10; dann ist f
eine (2 + £) r-Grobisometrie. Das Infimum iiber alle méglichen e dieser Form ist
offensichtlich 2.

“<” Sei f: S — 5 eine e-Isometrie. Wir definieren eine Metrik auf S U S’ durch

d(z,y) == inf (d(z,2') + e+ d(fz',y)) VeeS,yes

' es

und d(y, z) := d(z,y). Damit gilt insbesondere d(z,y) < €+ d(fx,y). Zur Drei-
ecksungleichung: Fiir z, x1, 12 €S, y, y1,y2 € S” ist

d(zy, ) + d(z2,y) = mi/réfs(d($1’ T3) + d(ze,2") + e+ d(f2',y))
> nf (d(a.a") + e+ d(fa'9)) = d(ar.)
dz,y) +dly,ye) = nf (d(z, @) + e+ d(fa',y1) + d(y1,92)
> i (d(e.) + e+ d(fr ) = d(z. )
d(z1,y) +d(y,m) = m/7111/1/f€ (d(xy, 2" +d(f2',y) + d(y, f2") + d(2”, x2) + 2¢)

inf(d(zy,2") +d(fo', f2") + d(2", 22) + 2¢)
inf(d(xy,2') +d(2,2") — e + d(2", 22) + 2€)
d(x1,22) + € > d(21, 22)

AVARLY,

d(yy, ) +d(z,y) = inf (d(z,2') +d(fa',y1) + d(z, 2") + d(f2", y2) + 2e)

z/x'"esS

inf(d(2', ") + d(f2', y1) + d(fz", ya2) + 2¢)
inf(d(fa', fa") — e+ d(f2',y1) + d(f2",y2) + 2e€)
d(y1,y2) + € > d(y1, y2)

AVARLY,
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Die in den Rechenschritten verwendeten Dreiecksungleichungen beziehen sich
natiirlich auf die bereits bekannten Metriken auf S und S’. Dass diese auch inner-
halb der Infimumsbildung funktionieren erkennt man leicht: Sie geben nur eine
Moglichkeit wieder, das echte Infimum kénnte noch kleiner sein, was aber mit der
Richtung der Ungleichungen kompatibel ist.

Zu jedem z € S gibt es nun ein f(z) € S’ mit dem Abstand d(z, fx) <€, d.h. es
ist S C Bgle] (in der gemeinsamen Metrik auf S U S’). Zu jedem y € S’ ldsst sich
andererseits (da f eine e-Isometrie ist) ein z € S finden, so dass d(y, fz) < € ist.
Damit ist

d(z,y) = inf (d(z,2") +e+d(f2,y)) | wihle 2/ =z

' es’
< O04+e+e=2¢

also S C Bg[2¢€]. Sei 6 > 0 beliebig, dann ist S” C Bg(2e+d) und S C Bg/(2€e+9),
also dgy(S,S5") < 2€e+ § und nach Infimumsbildung dgy (S, S’) < 2e. O

Mit dem Werkzeug der Grob-Isometrie kénnen wir nun auch die umsténdliche
Bildung von Pseudo-Isometrieklassen umformulieren und fiir homogene Raume
ganz aus der Welt schaffen:

Folgerung 2 Zwei Rdume sind genau dann pseudo-isometrisch (also dgy (S, S’) =
0), wenn es eine Folge von €;-Isometrien gibt mit e; — 0.

Lemma 9 Seien S und S’ separable und vollstindige metrische Rdaume. Sei wei-
ter (fj)jen, fj S — S, eine Folge von (X, €j, €;)-Quasi-Isometrien mit €; — 0,
A > 1 beliebig. Zu jedem x € S soll es eine kompakte Menge A, C S’ geben, so
dass fjx € A, ist fir alle j € N. Dann gibt es auch eine (X, 0,0)-Quasi-Isometrie
zwischen S und S'.

Beweis: Der Beweis ist eine offensichtliche Verallgemeinerung des Analogons fiir
kompakte Raume aus [BH] und benétigt das Auswahlaxiom. Zunéchst wéhlen
wir eine dichte Folge (x)) von Punkten in S, k € N. Da die Folge (f;x1); in einem
Kompaktum liegt, kénnen wir eine unendliche, konvergente Unterfolge mit den
Indizes J; € N finden (d.h. die Elemente (f;z;) mit j € .J; sollen diese Folge
bilden). Fiir den Punkt z, & > 2 finden wir in derselben Weise eine konvergente
Unterfolge mit den Indizes J, C Ji_1. Nun setzen wir

Jre:= lm  fizg.
] — o0
JEJk

Dann gilt fiir &' <k (d.h. J, C Jp):

d'(few, for) < d(fow, fjow) +d (fow, fioe) +d (foe fae)  Yied
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Fiir jedes 6 > 0 konnen wir damit ein jy € J; finden, so dass fiir alle j € J; mit
J > Jo gilt

d'(faw, frg) <64+ Xd(xp, zr) + ¢ — Nd(xp, xr), j — oc.
Fiir die Umkehrrichtung verwenden wir

d'(fixw, fer) < d(fjow, fop) +d (fow, for) +d'(for, fia)
= d'(fop, fry) > N (g, 2) — ¢ — d'(fz, fow) — d'(fizg, for)
— A_ld(l‘k/,l‘k), j — OQ.

Wir kénnen jeden Punkt z € .S durch eine konvergente Folge von xj darstellen
(nach Forderung soll (z) in S dicht sein) und damit die Funktion f: {zz} — 5’
auf S ausdehnen. Die obigen Gleichungen miissen fiir diese Punkte ebenfalls gel-
ten, da sie sich beliebig genau durch Punkte aus (z;) annéhern lassen. Schliefilich
miissen wir noch S’ = fS zeigen: Zu jedem k € N und ¢y’ € S’ gibt es einen Punkt
yr €S mit d'(2', fryr) < € und

d'(«', fyr) < e+ d'(fyr, frr yr)
= d(fy;, fur) < €& + e +d(fys fy;) +d' (fyr, fryr) — 0, j, k — oo
= d'(yjye) < AN(fyj, fur) — 0, 4,k — oo.

Damit ist (yx) eine Cauchy-Folge und konvergiere gegen y € S. Durch die obigen
Abschitzungen folgt direkt fy = 3. Damit ist f : S — S5’ eine (A, 0,0)-Quasi-
[sometrie. 0

Beispiel: Sind S und S’ pseudo-isometrische, separable und vollstéandige Rdume
und S’ kompakt, dann sind sie auch isometrisch. Damit ist auch S kompakt.

Fiir uns ist der folgende Spezialfall besonders wichtig:

Folgerung 3 Sind S und S’ pseudo-isometrische, separable und vollstindige Riume
und S" proper und pseudo-homogen, dann sind sie auch isometrisch und homogen.

Beweis: Sei (f;) eine Folge von €;-Isometrien f; : S — 5’ ¢; — 0. Wir wéhlen
xo €S und z( €S beliebig. Aufgrund der Pseudo-Homogenitidt von S’ kénnen
wir dann aus den f; durch Anfiigen einer e;-Translation eine neue Folge (g;) von
2 ¢;-Isometrien zwischen S und S’ finden mit g;jzy = z{. Die Folge (2¢;) muss
nach oben beschrénkt sein, sagen wir durch 2 e > 2¢; fiir alle € N. Dann ist fiir
alle z € S

d' (g, xp) = d'(g9;x, gjxe) < d(z,x0) + 2,
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also g;x € By [d(w,70) + 2¢]. Diese Menge ist nach Voraussetzung kompakt fiir
alle x € S und damit g; eine Folge, wie sie fiir das vorausgehende Lemma bendtigt
wird.

Da die Pseudo-Isometrieklasse von S (bzw. S’) nun nur noch aus isometrischen
Réaumen besteht, fallen auch alle Pseudo-Symmetrien mit ihren normalen Ge-
genstiicken zusammen; beispielsweise ist ein pseudo-homogener und pseudo-skalen-
invarianter Raum automatisch auch homogen und skaleninvariant. O

Da jeder homogene Raum automatisch pseudo-homogen ist, konnen wir den Ve-
rifikationssatz 2 neu formulieren:

Satz 4 (Verifikationssatz, Version 2) Seien S und S’ zueinander grob-iso-
metrische Rdume aus M und S sei skaleninvariant, proper, separabel und ho-
mogen. Dann ist S (bis auf Isometrie) genau der einzige Kontinuumslimes von

S’

Die Homogenitdt des Kontinuumslimes S kénnen wir auch aus S’ gewinnen, wir
fassen dafiir die bisherigen Ergebnisse sowie einige Erkenntnisse aus [Groq] zu-
samimen:

Satz 5 Sei G ein (endlich-erzeugter) Cayleygraph mit héchstens polynomialem
Wachstum und Kontinuumslimes [S]. Dann besteht [S] aus nur einem Raum S
(bis auf Isometrie), dieser ist separierbar, skaleninvariant, homogen und proper.

Beweis: Wir zitieren zunéchst Gromov ([Gro;]). Im pGH-Abstand existiert zu
G stets eine Folge (;);en, so dass oy, G gegen einen homogenen und properen
Raum S konvergiert (Hauptkonstruktion in Abschnitt 7 und Korollar am En-
de von Abschnitt 6). Falls andererseits G einen Kontinuumslimes [S] besitzt, so
muss sich S in derselben Klasse befinden. Mit dem Banachschen Fixpunktsatz
haben wir bereits festgestellt, dass nur die Pseudo-Isometrieklasse von S als Kon-
tinuumslimes in Frage kommt und dass S pseudo-skaleninvariant sein muss. Aus
der Konstruktion des Grenzraums ist weiterhin offensichtlich, dass S separierbar
ist (beispielsweise liegt die abzéhlbare Menge {a/; fG,j € N} dicht in S). Mit
der vorangehenden Folgerung ist S damit bis auf Isometrie eindeutig. Aus dieser
Eindeutigkeit und der Pseudo-Skaleninvarianz folgt schliellich Skaleninvarianz. [

Insbesondere konnen wir im folgenden von dem Kontinuumslimes S sprechen,
falls dieser existiert. Mit dem Raum S identifizieren wir dabei stets die gesamte
[sometrieklasse.

3.3.1 Kartesische Produkte

Fiir die Arbeit mit Kontinuumslimiten ist auch ihr Verhalten unter Produktbil-
dung von Interesse. Aus metrischer Sicht gibt es verschiedene Moglichkeiten zur
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Definition von kartesischen Produkten, das folgende Lemma behandelt die wich-
tigsten darunter und zeigt die Vertréglichkeit des Limes mit der Produktbildung;:

Lemma 10 Sei f : Rj x Rj — R{ eine Funktion mit den Eigenschaften
L f6=0 & (6§ =1(0,0)
2. J(6,6) < fF(C+ L 6+¢8) < f(GE)+ (¢, €) (kein Tippfehler)

3. FAGAE) = Af(C€)

fir alle ¢,&,¢', &', A > 0. Seien weiter (S, d}) und (S}, dy) vollstindige metrische
Réaume mit den Kontinuumslimiten (S, dy) und (Ss,ds). Dann ist (S} x Sh, f o
(dy,db)) ein wvollstindiger metrischer Raum mit dem Kontinuumslimes [(S7 %
Sy, fo(d1,d2))] (Klassenbildung beziiglich Pseudo-Isometrie, Def.11).

Beweis: Aus der ersten Eigenschaft und dem Definitionsbereich folgt die Positiv-
Definitheit von f o (d},d,), die Symmetrie wird vererbt von d} und d}. Die Drei-
ecksungleichung folgt aus

foldy,dy) (z,2) = f(dy (21, 21), dy(22, 22))
< f(di(@1,y1) + di (Y1, 21), do(T2, y2) + d5 (v, 22))
< fldi(z1,91), dy(w2,2)) + f(di(y1, 21), do(ya, 22))
= fo(dy,dy) (z,y) + fo(dy,dy) (y,2)
mit © = (21, x2) € 51 x.S%, y, z analog. Die Vollstandigkeit 14sst sich wie iiblich bei
kartesischen Produkten beweisen und folgt im wesentlichen aus der Vollsténdig-

keit von S7 und S} und einer speziellen Anwendung der Eigenschaft (2): Sei
(z;,y;) eine CF in S§ x S}. Dann ist wegen

di(zj,zx) - f(1,0) = fldi(zj, 2x),0) < f(di(z), zk), da(y;, y)) — O

auch (x;) —: z eine CF in S}, analog (y;) —: y eine CF in S}. Damit ist

foldy,d2) ((z,9), (xj,9;)) < [fld(w,2;),0) + f(0,d2(y, y;)) = 0,

also (zj,y;) — (x,y).

Damit ist auch klar, dass das Produkt der Limites S; x S; mit der Metrik
f o (di,ds) bereits ein vollsténdiger metrischer Raum ist. Dariiber hinaus ist
er skaleninvariant aufgrund der Eigenschaft (3). Schlielich bleibt zu zeigen, dass
51 x Sy und Sy X Sy grob-isometrisch sind. Dazu seien g; : 7 — S;, j = 1,2,
e-Isometrien und g : S} x Sy — S x Sy mit (zq, z2) — (9171, g122). Dann ist fiir
alle x = (21, 22),y = (y1,92) €57, S5

fo(di,ds) (g, gy) f(dy (w1, 91) + €, dy(x2,92) + €)
foldy,dy) (z,y) +ef(1,1)

fldi(grz1, g1y1) + €, d2(gaxa, goya) + €)
fol(dy,dy) (gz,gy) +e€f(1,1)

fol(dy,dy) (x,y)

VAN VAN VAR VAN
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SchlieBlich gibt es zu jedem (z1,22) € S1 x Sy Punkte x] € S| und z}, € S mit
di(g17), x1) < e und dy(gorhy, x2) < €. Damit ist

fo(di,dz) ((z1,22), (9177, g275))
S f(dl(xlaglljl)vo) + f(Ode(x2792x,2)) S 6f(1,0> + Ef(oa 1)7

mit f(1,1) < f(1,0) 4+ f(0,1) ist ¢ also eine € - (f(1,0) + f(0,1))-Isometrie. [

Beispiel: Typische Beispiele sind Funktionen wie f((,¢&) = ¢+ &, /(% + &2 und
max{(, {}. Mit ihnen lassen sich diskrete Versionen der Banachréaume konstruie-
ren.

3.4 Quasi-isometrische Raume

3.4.1 Ein Homd6éomorphiesatz

Als wir in Definition 15 die Grob-Isometrie definiert haben, ist auch der allgemei-
nere Begriff der Quasi-Isometrie bereits gefallen. So wie grob-isometrische Rdume
im Kontinuumslimes zur gleichen Metrik fiithren, werden wir in diesem Abschnitt
sehen, dass quasi-isometrische Rdume zur gleichen Topologie fiihren.
Cayleygraphen zur gleichen Gruppe aber verschiedenen Erzeugendensystemen
sind im allgemeinen nicht grob- sondern nur quasi-isometrisch. Auch die Betrach-
tung gewichteter Graphen ist mittels Quasi-Isometrien méglich, wenn wir die Ge-
wichtungen der Kanten nach oben und unten beschréankt wissen. Wie verhalten
sich nun also die Kontinuumslimiten quasi-isometrischer Rdume zueinander?

Lemma 11 FEine (A,0,0)-Quasi-Isometrie ist ein Homdomorphismus. (Solche
Abbildungen werden auch als Bilipschitz-Abbildungen bezeichnet.)

Beweis: Sei [ : (S,d) — (5',d') eine (A,0,0)-Quasi-Isometrie. Dann ist nach
Definition

A d(x,y) < d'(fz, fy) < Xd(z,y)

und S’ C Bys)[0] = f(5). Aus der ersten Ungleichung folgt die Injektivitét von
f, aus der zweiten Gleichung Surjektivitét.

Nun zur Hom6éomorphieeigenschaft von f. Seien dafiir € S und € > 0 beliebig.
Setze 0 := €/\. Dann ist fiir alle y € S mit d(z,y) < 9

d(fz, fy) < Xd(z,y) <,
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f ist also stetig. Sei nun 2’ € S’ und € > 0 beliebig. Setze § := ¢/A. Dann ist fiir
alle y' € §' mit d'(2/,y) <o

d(f~*', fY) < d'(2,y) <e,

d.h. auch f~1ist stetig, f ist folglich ein Homdomorphismus zwischen S und S’. OJ

Satz 6 (Homdomorphiesatz) Seien S und S’ € M skaleninvariante, separable,
propere, homogene und vollstindige Riume, S und S" zueinander (X, €, €)-quasi-
1sometrisch. Dann sind sie homdéomorph.

Beweis: Zunichst verwenden wir die Skaleninvarianzen von S und S’. Sie er-
laubt uns, zu jedem p > 0 eine bijektive Abbildung o, : S — S zu finden mit
d(a, auy) = pd(x,y) fiir alle 2,y € 5, sowie analoge Funktionen aj, : S" — 5",
Seinun f: S — 5 eine (A, ¢, €)-Quasi-Isometrie. Wir definieren f, := aLofoall.

Dann ist fiir alle z,y € S

d(fuz, fuy)
d(fuz, fuy)

Sei nun 2’ € S’ beliebig. Dann gibt es zum Punkt «a

B () + ) = Nd(w,y) + pe, sowie
pOA (2, y)) — ) = A Hd(a,y) — pe

—1
m

<
>

' € 5" einen Punkt y €S
mit d( fy, a’;lx’) < e. Wir setzen z := a,y. Dann ist

d(fur,a') = () foy"x,2) = pd(fy, o', 'a) < pe,

also S = By, slpe]. f, ist demnach eine (A, jue, 1 €)-Quasi-Isometrie. Aus einer
absteigenden Folge p1; — 0 konnen wir mit Lemma 9 daraus eine (A, 0, 0)-Quasi-
[sometrie erhalten; diese ist ein Homéomorphismus. U

Beispiel: Reelle Vektorrdume gleicher Dimension mit dquivalenten Normen sind
zwar quasi-isometrisch und damit homdomorph, aber nicht notwendig isome-
trisch.

Bemerkung: An die Rdume werden im Homéomorphiesatz sechs Eigenschaften
gestellt: Vollstandigkeit, Separabilitiat, Proper, Homogenitét, Skaleninvarianz und
Quasi-Isometrie. Fiir die Wichtigkeit dreier Eigenschaften lésst sich mit Leichtig-
keit Gegenbeispiele konstruieren: R\ {0} ist skaleninvariant und quasi-isometrisch
zu R, aber nicht vollstdndig, und schon gar nicht homéomorph zu R. R und Z
sind vollstdndig und quasi-isometrisch, aber nicht homéomorph — Z ist aber auch
nicht skaleninvariant. Und schlielich sind R und R? vollstéindig und skaleninva-
riant, aber weder homéomorph noch quasi-isometrisch. Bislang fehlen aber noch
Beispiele zu proper, homogen und separabel.
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Damit ist es insbesondere zwar nicht moglich, einer Gruppe einen eindeutigen
Kontinuumslimes zuzuordnen, zumindest aber einen topologischen Raum; unter
der Voraussetzung, dass mindestens ein Kontinuumslimes existiert.

Beispiel: Die Umkehrung des Satzes ist falsch: Wir definieren d?(z,y) := |z —y|?
fir 7,y € R, p€(0,1]. Dann sind (R, d") und (R, d*/?) homomorph, skaleninva-
riant, proper und homogen, aber nicht quasi-isometrisch.

Beispiel: Sei G ein Cayleygraph zur Gruppe ® und aG ein n-dimensionaler
reeller Banachraum (R™, d). Dann ist G grob-isometrisch zu (R", d), dieser quasi-
isometrisch zu (R",d;) (mit der 1-Metrik) und dieser grob-isometrisch zu Z".
Folglich ist G quasi-isometrisch zu Z". Damit muss & als Untergruppe mit end-
lichem Index Z" enthalten ([Pans]).

Dieses letzte Beispiel verdeutlicht eine Besonderheit, die wir im néchsten Ab-
schnitt nochmals antreffen werden: Ein Graph mit einem Banachraum als Konti-
nuumslimes muss bereits eine Variation von Z" sein. Was dabei genau mit “Va-
riation” gemeint ist, wird der folgende Abschnitt klarstellen.

3.4.2 Quasi-isometrische Graphen

Der scheinbar abstrakte Begriff der Quasi-Isometrie besitzt fiir Graphen eine
sehr konkrete Bedeutung: Eine Quasi-Isometrie ist gerade eine besondere, lokale
Transformation eines Graphen, wie das folgende Lemma zeigen wird:

Lemma 12 Seien Gy und Gy gradbeschrinkte und zusammenhdingende Gra-
phen. Sie sind genau dann zueinander quasi-isometrisch, wenn es eine Konstante
keN gibt, so dass Gy aus G hervorgeht durch:

1. Verschmelzen von Knoten, deren Abstand hichstens k betrigt',

2. Ankleben von hdéchstens k Baumgraphen der Ldnge hochstens k und Ord-
nung hichstens k* an jedem verbleibenden Knoten von G4,

3. Hinzufiigen von Kanten zwischen Knoten mit maximalem Abstand k,

4. Entfernen einer beliebig groffen Menge Kanten {n;, m;}, so dass nach dem
Entfernen die Endpunkte n; und m; hochstens Abstand k voneinander be-
sitzen.

Einen solchen Prozess nennen wir eine k-lokale Transformation eines Graphen.

!Beim Verschmelzen von grofieren Mengen sollen die Knoten paarweise Abstand héchstens
k besitzen.
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Beweis: “=" Sei f : G5 — G3 eine (), ¢, €)-Quasi-Isometrie. Zu jedem Knoten
n € Gy verschmelzen wir alle Knoten im Urbild f~!(n) miteinander (sofern das
Urbild nicht leer ist), das Urbild hat dabei einen durch 2¢ beschrénkten Durch-
messer. Als nédchstes hat jeder Knoten von G35 im Abstand e einen Bildknoten
aus G, d.h. durch Hinzufiigen von Strecken der Lénge hochstens e konnen wir
nun jeden Knoten aus G5 erzeugen. Diese kénnen wir nun so zu Bdumen zusam-
menkleben, dass die neu eingefiigten Kanten auch in G5 existieren. Die globale
Beschréankung des Vertexgrades beschriankt dabei die Zahl der Baume und ihrer
Ordnung. Den resultierenden Graphen bezeichnen wir mit G. Nach Konstrukti-
on koénnen wir die Knoten aus Gj mit denen von G9 bijektiv identifizieren. Als
néchstes fiigen wir die fehlenden Kanten ein. Angenommen, es gibt eine Kante in
G zwischen den Knoten n und m. Diese haben ihre Aquivalente n’ und m’ in &}
sowie Knoten n” und m” mit d(n’,n”) < e (angeklebte Strecke) und d(fn”,n) <e¢
(wegen Quasi-Isometrie). Damit ist

di(n’,m') <de+ N -dy(n,m) =4de+ A,

also insbesondere beschrénkt. Damit konnen wir durch Einfiigen von Kanten zwi-
schen Knoten mit Abstand hochstens 4 € + A jede Kante aus Gy in G} darstellen.
Den erhaltenen Graphen nennen wir G5. Nach Konstruktion ist G ein Unter-
graph von G, wir miissen also noch einige Kanten entfernen. Seien also n, m € G,
benachbarte Knoten. Dann wurde ihre Kante entweder gerade erst hinzugefiigt
und existiert damit auch in Gy (trivialer Fall), oder sie wurde beim Ankleben
der Baumgraphen hinzugefiigt, oder sie existierte bereits in G;. Im zweiten Fall
existiert sie nach Konstruktion auch in G (die Biume wurden entsprechend der
Kantenstruktur von Gs erzeugt). Im dritten Fall kann die Kante durch Verschmel-
zung von Knoten entstanden sein und damit konnten ihre Endknoten urspriinglich
einen groferen Abstand als 1 gehabt haben, aber nach Konstruktion nicht mehr
als 2e. Damit muss vermittels der Quasi-Isometrie auch der Abstand der beiden
Knoten in GGy beschrankt sein. Schliefllich wihlen wir &k als das Maximum aller
erwiahnten Schranken.

“<” Jeder einzelne Schritt ist eine Quasi-Isometrie: Das Ankleben der Baum-
graphen ist eine k-Isometrie, Hinzufiigen und Entfernen von Kanten dndert die
Abstéinde nur um Faktoren zwischen k~! und k. Beim Verschmelzen von Kno-
ten dndern sich die Absténde fiir Knoten auflerhalb des Verschmelzungsbereichs
hochstens um &, innerhalb des Bereichs fallt sie von hochstens k auf 0, d.h. es ist
eine Quasi-Isometrie mit A = ¢ = k. O

Damit bekommen wir eine ausfiihrliche Klassifizierung von Graphen mit Ba-
nachrdumen als Kontinuumslimes:

Folgerung 4 Ist G ein gradbeschrdnkter Graph mit einem endlich-dimensionalen
reellen Banachraum S als Kontinuumslimes, dann ist G eine k-lokale Transfor-
mation von Z" fiir ein festes k € N.
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Beweis: G ist grob-isometrisch zu S, S ist quasi-isometrisch zu (R", d;), dieser
grob-isometrisch zu Z". Folglich ist G quasi-isometrisch zu Z" und wir kénnen
das obige Lemma anwenden. ([l

Die vier Prozesse, die wir hier als k-lokale Transformation zusammengefasst ha-
ben, sind anndhernd das, was man auch unter einer lokalen Dynamik des Graphen
verstehen konnte; also eine Verdnderung der Vernetzung des Graphen auf kurzen
Absténden. Allein die seltsame Einschréankung im vierten Punkt (Entfernen von
Kanten) erscheint irgendwie ungeniigend, da die Dynamik hierfiir bereits wissen
miisste, wie der Graph in der Zukunft aussehen wird. Wir konnen dies als eine
Art reversible und lokale Dynamik betrachten, im Gegensatz zu einer irreversiblen
lokalen Dynamik, in der auch beliebig langreichweitige Kanten entfernt werden
diirfen. Wie wir gesehen haben, kénnen in einer reversiblen Dynamik keine Ande-
rungen der Limes-Topologie auftreten, lediglich Anderungen der Limes-Metrik.
Im folgenden Abschnitt werden wir auBlerdem sehen, dass auch die Skalierungs-
dimension durch eine reversible Dynamik (also Quasi-Isometrie) nicht gedndert
werden kann. Bei einer irreversiblen Dynamik kann der Graph zusétzliche Kan-
ten verlieren, dabei auch seine Dimension veréndern (als Beispiel hierfiir dient die
Ulam-Spirale, vgl.[RN]), allgemein mit einer viel hoheren Geschwindigkeit expan-
dieren und schliefflich vollstandig zerfallen. Diese Verédnderungen stehen in einer
reversiblen Dynamik nicht zur Auswahl, sind aber auch gleichzeitig nur in einer
Zeitrichtung moglich. Mit den Bezeichnungen aus [Haw] bedeutet dies, dass ther-
modynamischer und kosmologischer Zeitpfeil unter den getroffenen Annahmen
stets in dieselbe Richtung weisen miissen.

3.5 GH-Abstand und Skalierungsdimension

Man kénnte annehmen, dass die Skalierungsdimension aus Definition 1 eines Gra-
phen ein Charakteristikum ist, an dem man einen eventuellen Kontinuumslimes
erkennen oder zumindest einschranken kann. Dies geht leider nicht so einfach: Es
gibt sowohl Graphen gleicher Skalierungsdimension mit verschiedenem Kontinu-
umslimes, als auch Graphen mit gleichem Kontinuumslimes aber verschiedener
Skalierungsdimension:

Beispiel: Die Graphen Z und N tragen die gleiche Skalierungsdimension eins, sie
sind aber nicht grob-isometrisch (beispielsweise ist Z regulér, N aber nicht).

Beispiel: Sei GG die disjunkte Vereinigung aller endlichen Simplexe K, zuziiglich
Kanten zwischen n und m fiir alle n€ K; und m € K;4,. Die Skalierungsdimen-
sion ist offensichtlich dimg G = 2 (wéhle als Startpunkt n, dann ist #U,(l) =
Z;Zl j = 3l(l +1) ~ [?), der Graph selber lokal endlich, aber nicht gradbe-
schrankt. Andererseits ist er grob-isometrisch zu N, dessen Skalierungsdimension
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eins ist.

Wir konnen aber bei Einschrankung auf gradbeschréankte Graphen (also solche
mit global beschrinktem Vertexgrad) die gewiinschte Beziehung zumindest zum
Teil wieder herstellen. Dazu verwenden wir dhnliche Techniken wie Requardt und
Nowotny in [RN], [Now] und [Reqs]:

Lemma 13 Seien G und G’ gradbeschrinkte, zusammenhdingende Graphen mit
existierender Skalierungsdimension und quasi-isometrisch. Dann sind thre Ska-
lierungsdimensionen gleich.

Beweis: Seien G und G’ quasi-isometrische zusammenhéingende Graphen mit
existierender Skalierungsdimension und jeder Vertexgrad von G und G’ sei kleiner
oder gleich v €N (also v := max{degG,degG'}). Sei ferner f : G — G’ eine
Quasi-Isometrie zwischen G und G, so dass G’ C Bygr] gilt mit einem festen
r € N. Damit gibt es zu jedem m’ € G’ einen Knoten m € G, so dass d' (', fm) < r.
Andererseits konnen wir von jedem Knoten m &€ G aufgrund des beschrénkten
Vertexgrades hochstens

. . —1) -1
1+Zv-(v—1)371:1+v~u:
j=1

Uy
v—2

Knoten innerhalb des Abstands r erreichen. Sei nun n &€ G fest. Wir betrachten
den j'-Ball um fn und das Urbild dieser Umgebung unter f. Aufgrund der Quasi-
Isometrie von f wissen wir, dass f~'(Bya[j']) enthalten ist im j-Ball um n mit
J = A(j'+c¢) (wegen 7 > d(fn, fm) > A~'d(n,m)—c). Nach Definition enthélt der
j-Ball um n gerade # B,[j] Knoten. Jeder dieser Knoten kann nach Anwendung
von f maximal v, Knoten von G’ innerhalb des Abstands r erreichen. Nun muss
aber der gesamte j’-Ball um fn iiberdeckt werden vom r-Ball um f(By[j]), und
dieser enthilt hochstens v, - #By[j] Knoten. Es ist also

, )
dmwazlm,ﬁﬁ@ﬂﬂ<:mlm#&&@%mﬂ+mw

j'—o0 hlj, o jlooo hlj,

Analog zeigt man die umgekehrte Richtung, es ist also dimg G = dimg G- O

Etwas anders ausgedriickt: Sind GG; und G, zwei geniigend angenehme Graphen
mit dem gleichen Kontinuumslimes, so sind ihre Skalierungsdimensionen gleich;
alle schonen Graphen einer Zusammenhangskomponente tragen dieselbe Skalie-
rungsdimension (aus Grob-Isometrie folgt Quasi-Isometrie). Entsprechend ist fol-
gender verallgemeinerter Dimensionsbegriff wohldefiniert:

Definition 16 st .S ein vollstindiger, R-abzdhlbarer metrischer Raum und quasi-
isometrisch zu einem gradbeschrdnkten, zusammenhdngenden Graphen G, des-
sen Skalierungsdimension existiert, so bezeichnen wir dimgg S := dimg G als die
Gromov-Skalierungsdimension von S.
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Wir werden im iibernéchsten Abschnitt sehen, dass dimgg unter geeigneten Um-
stdnden mit der Hausdorffdimension dimy iibereinstimmt. Zuvor wollen wir uns
aber um den sehr einfachen, aber physikalisch interessanten Spezialfall kiimmern,
in dem der Limesraum S ein Banachraum ist.

3.5.1 Gromov-Skalierungsdimension von Banachridumen

Lemma 14 Sind |- |, und |- |, zwei Normen auf R™, n € Ny, sowie d, und d, die
zugehorigen Metriken, so sind (R™, d,) und (R™, d,) zueinander quasi-isometrisch.

Beweis: Alle Normen auf dem R” sind zueinander dquivalent, d.h. es gibt eine
Konstante A > 1 mit

Al < zls < N2l

Die Identitédt ist damit bereits eine (A, 0, 0)-Quasi-Isometrie. O

Wir bezeichnen im folgenden eine Metrik d auf R™ als normerzeugt, wenn es eine
Norm auf R™ gibt, die d erzeugt.

Folgerung 5 Sei G ein gradbeschrinkter Graph mit Kontinuumslimes (R™, d),
n €Ny und d eine normerzeugte Metrik. Dann ist n = dimg G, also stimmen
topologische und Gromov-Skalierungsdimension iiberein.

Beweis: G ist grobisometrisch zu (R",d), dieser quasi-isometrisch zu (R",d;)
(dabei ist d; die von der 1-Norm erzeugte Metrik). Schliefllich ist (R"™, d;) zu Z"
grobisometrisch, also ist G quasi-isometrisch zu Z™ und besitzt folglich dieselbe
Skalierungsdimension, nédmlich n. O

3.5.2 Zusammenhang zur Hausdorffdimension

Wir wollen in diesem Abschnitt den Zusammenhang zwischen der Skalierungs-
dimension (vgl.Def.1) eines Graphen und der Hausdorffdimension seines Konti-
nuumslimes untersuchen. Die Hausdorffdimension ist ein fiir metrische Rédume
eingefithrtes Konzept aus der fraktalen Geometrie, die héufig untersucht wird
(z.B. [Fal], [Fed], [HW], [DS]) und auch physikalisch interessant wird, sobald man
selbstdhnliche Systeme untersucht. Sie wird folgendermaflen definiert:

Definition 17 Das Hausdorffmafs einer Untermenge A C S eines metrischen
Raums S zur Dimension d ist definiert als

HY(A) :=lim inf {Z(diam Ej)d} ,

6—0(Ej)jen
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(vgl.z.B.[DS]) wobei das Infimum iiber alle abzihlbaren Uberdeckungen (Ej);en
von A mit kleiner werdendem Durchmesser diam E; < ¢ berechnet wird. Die
Hausdorffdimension von A ist derjenige kritische Wert dy fiir den HY(A) = 0 ist
fiir d < dgr und H(A) = oo fiir d > dy.

Die Hausdorffdimension ist schwer zu handhaben, da fiir die iiberdeckenden Men-
gen keine unteren Grenzen an den Durchmesser gefordert werden. Deshalb fithren
wir zwei weitere Begriffe ein, die uns als Zwischenabschéatzungen dienen:

Definition 18 Sei S ein metrischer Raum und A C S eine Untermenge. Wir
setzen fir alle § > § >0

831,75(14) = inf Z(diam E;)",

(Ej)jeicn

wobei (E;) eine abzihlbare Uberdeckung von A mit offenen Billen von Durchmes-
ser

§ < diam F; <¢ VjeN

ist (das Infimum tber die leere Menge ist co). Weiter definieren wir das sphéri-
sche MaB ([Fed])

S¥(A) := lim Sf4(A)

6—0

und den Minkowski-Inhalt

TYA) = lim Si5(A).

Analog zum Hausdorffmaf konnen wir auch zu den anderen beiden Begriffen ein
d' €10, 00] finden, so dass S4(A) = oo fiir d < d' und SYA) =0 fird > d gilt
(analog fiir T¢). Dieses d’ bezeichnen wir als sphérische Dimension dim,, A bzw.
Minkowski-Dimension dimj; A.

Unsere weitere Vorgehensweise ist die folgende: Wir werden zunéchst ein paar
grundlegende Eigenschaften der Mafle in den néchsten drei Lemmata angeben.
In Satz 7 werden wir die notwendigen Abschétzungen zwischen Skalierungsdi-
mension und Minkowski-Inhalt durchfiihren, und schliellich in Folgerung 6 den
Minkowski-Inhalt mit dem Hausdorffmafl vergleichen, woraus die Identitdt von
Skalierungs- und Hausdorffdimension erwéchst.

Lemma 15 Sei S ein skaleninvarianter, homogener und unbeschrinkter metri-
scher Raum. Dann gibt es eine Konstante Bs € [1,2], so dass diam B,[r] = Bs-r
st fir alle r > 0 und x € S, wir bezeichnen diese als Ballkonstante des Raumes.
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Die Ballkonstante des Finpunktraumes setzen wir auf Null. Auflerdem gibt es zu
jedem d > 0 Konstanten kgq € [0, 00| und 7g4, so dass fir aller > 0 und x € S
gilt

HY(B,[r]) = Ks.d r,

TYB,[r]) = 7sa-7%

Beweis: Seien z,y €S mit rg := d(z,y) > 0. Dann ist diam B,[ro] > 7. An-
dererseits ist wegen Dreiecksungleichung diam B,[r¢] < 2r,. Wir setzen [ :=
diam B, [ro]/ro. B ist vorerst von x und rq abhéngig. Wir kénnen nun aber durch
die Skaleninvarianz und Homogenitat von S diesen Ball mit beliebigem Radius
an jede beliebige Stelle translatieren; da Durchmesser und Radius gleichermafien
skalieren, ist B¢ := 3 damit eine Konstante des Raumes.

Analog konnen wir mit Skaleninvarianz und Homogenitdt die Konstanz von kg4
beweisen: Aufgrund der Homogenitét ist das Hausdorffmafl aller r-Bille in S
gleich. Ist nun F; eine Uberdeckung von B,[r], so lisst sich diese Uberdeckung
durch Skalierung in eine Uberdeckung B} von B,[Ar] fiir alle A > 0 {iberfiihren,
wobei diam E} = A - diam Fj gilt. Damit ist

HYB,[\r]) = (lsiil(l](Eir)ljfEN{Z(Adiam Ej)d}
= M. HYB,[r]).

Wir setzen kgq := H(B,[1]). Dann ist H4(B,[r]) = kgqr?. Fiir den Minkowski-
Inhalt gilt das analoge. U

Der erste Teil des obigen Lemmas ist fiir nicht-skaleninvariante oder nicht-homo-
gene Réume falsch, als Beispiele dienen Z (hier ist der Durchmesser stets ganz-
zahlig) und R{ (der Ball um 0 mit Radius 1 hat auch den Durchmesser 1). Es liegt
nahe zu vermuten, dass g fiir unbeschriankte Rdume stets den Wert 2 annimmt,
das ist aber falsch:

Beispiel: Sei 0 < s < 1. Wir definieren eine Metrik auf S := R durch d*(z,y) :=
|z —y|®. Damit ist (S, d*) ein skaleninvarianter, homogener und vollstandiger me-
trischer Raum. Wir setzen z(r) = r/¢ €S fiir r > 0. Dann ist d*(z(r),0) = r.
Der abgeschlossene r-Ball um 0 beinhaltet die Punkte z(r) und —z(r), diese sind
zugleich maximal voneinander entfernt. Damit ist diam Bg[r] = |2 - z(r)|® = 257,
also Bg = 2° € [1,2]. Wir finden also Ballkonstanten fiir alle Werte in (1, 2].

Lemma 16 Fiir den Minkowski-Inhalt zweier Mengen A, B C S gilt
T4(A) €0, 00, TY0) =0, TYA) =T4A)
T4 (szl Aj) <Y TUA;)  (endliche Subadditivitéit)
ACB=TYA) <T4B) (Isotonie).
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Sind A und B kompakt und disjunkt, so gilt zusdtzlich
TYA) +TYB) =T AUB).

Beweis: Offensichtlich ist 74(A) € [0, 0] fiir alle A € S und 7%(@) = 0 (jede
Menge iiberdeckt (), wihle eine Folge von Béllen mit kleiner werdenden Radien).
Fiir den Abschluss ist es nur notig, die iiberdeckenden Mengen um ¢ — 0 zu

vergroflern (diese Eigenschaft werden wir allerdings nicht bendtigen).

Seinun A := szl A;, JeNunddie A; C S beliebige Mengen. Zu jedem § > 0 sei
(E](Cj’é))kzl.“}((j’(s), K(j,6) €Ny eine abzihlbare Uberdeckung von A; mit Béllen
zum Durchmesser §. Dann ist (E,gj’é))
zum Durchmesser 4, also

r; eine Uberdeckung von A mit Mengen

J  K(j,9)
m >, ) 4"

]:1 1

.

=
Il

Die Summe {iber £ mag unendlich sein, aber die Summe iiber J ist endlich und
kann daher aus dem Limes herausgezogen werden:

K(5,9)

J J
< Z lim ) 5d:Z TY(A;)
j=1 k=1 j=1

Fiir unendliches .J ist dieses Vorgehen nicht méglich. Die Isotonie von 7¢ folgt
direkt aus der Subadditivitét fiir die Mengen A und B\ A. Seien nun A und
B kompakt und disjunkt. Dann gibt es einen positiven (Hausdorff-) Abstand zwi-
schen ihnen, und ab einem bestimmten Durchmesser § abwirts zerfillt jede Uber-
deckung von AU B in eine Uberdeckung von A (disjunkt zu B) und eine Uber-
deckung von B (disjunkt zu A). O

Bemerkung: Der Minkowski-Inhalt ist erstmal noch kein Inhalt im eigentlichen
Sinn, da zum einen die kompakten Mengen alleine noch keinen Ring bilden, wir fiir
die prakompakten Mengen andererseits die Additivitat nicht vollsténdig gezeigt.
Es ist auch kein dufleres Maf}, da o-Subadditivitdt nicht gezeigt wurde und im
iibrigen auch gar nicht gilt (Beispielsweise ist 72([0,1]) = 0 fiir das Intervall
[0,1] € RY, aber 7%(R) = oo). Fiir unsere Zwecke reicht aber bereits endliche
Subadditivitit aus.

Lemma 17 Fiir jeden vertez-transitiven Graphen G mit polynomial-beschrdnk-
tem Wachstum gibt es endliche Konstanten A, B,rq > 0 und eine ganze(!) Zahl
de NQ mit

A-r? < #U,(r) < B-r? VneG,r>r
und folglich d = dimg G.
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Beweis: Der Beweis ist sehr kompliziert und basiert wesentlich auf den Eigen-
schaften der Normalreihe einer nilpotenten Gruppe. Er wurde von Bass, Dixmier,
Guivarc’h, Wolf und anderen fiir nilpotente Gruppen ausgefiihrt ([Bas]). Durch
Gromovs Satz iiber Gruppen mit polynomialem Wachstum konnte das Ergeb-
nis verallgemeinert werden auf Cayleygraphen mit polynomialem Wachstum und
wurde wenig spéter in Arbeiten von Sabidussi und Trofimov ([ST]) auf vertex-
transitive Graphen iibertragen. Durch Logarithmieren wird klar, dass die Skalie-
rungsdimension von G existiert und d = dimg G' gelten muss. U

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den folgenden, fiir diesen Abschnitt
zentralen Satz ansteuern, der in einer Version fiir Carnot-Caratheodory-Raume
auf Mitchell [Mit] zuriickgeht, auf den wir hier aber nicht zuriickgreifen werden:

Satz 7 Sei G ein (diskreter) metrischer Raum? mit
A-rt < #Uy(r) < B-r* VnedG,r >

fiir endliche A, B,rq > 0. G sei grob-isometrisch zu einem homogenen, vollstindi-
gen und skaleninvarianten metrischen Raum S. Dann gibt es endliche A’, B' > 0,
so dass gilt:

At < TYBY[r]) < B -r¢ VeeSr>0

Ist G sogar ein vertex-transitiver und gradbeschrinkter Graph, dann gilt auch
die Umkehrung.

Beweis: “=": Wir verwenden in diesem Beweis Uy(r) fiir die Bélle in G und B,[r]
bzw. B,(r) fir die abgeschlossenen bzw. offenen Bélle in S. Unsere Vorgehens-
weise ist die folgende: Zunéchst konstruieren wir zu festem x € S und r > 0 eine
Uberdeckung von B,[r] mit R-Béllen, deren Zahl z-unabhingig ist. Durch die
Skaleninvarianz koénnen wir nun diese Uberdeckung iiberfithren in Uberdeckun-
gen von B,(r) mit beliebig kleinen Béllen (Durchmesser 0) durch die Wahl von
r’:=r-2R/§. Daraus lisst sich 7¢(B,[r]) einschrinken fiir alle r.

(1.) Wir beginnen mit der hinteren Ungleichung der Behauptung. Zunéchst ist
aufgrund von Lemma 15 klar, dass es ausreicht, die Behauptung nur fiir > 7, fiir
ein rj, > 0 zu zeigen. Sei f : G — S eine (¢, R)-Grobisometrie. Sie induziert eine
G-indizierte Uberdeckung von S mit abgeschlossenen R-Biillen, deren Durchmes-
ser (s - R ist. Aufgrund der Homogenitét reicht es aus, die Ungleichungskette fiir
ein einziges z € S zu wahlen. Dazu wahlen wir n € G beliebig und x = fn. Sei au-
Berdem ' > rqy beliebig. Zu jedem y € B,[r'] gibt es ein m € G mit d(y, fm) < R.
Nach Dreiecksungleichung ist

dn,m) <d(z, fm)+c<d(z,y) + R+c<r' + R+c,

2Wir denken uns G stets als Graph, und sprechen daher von “Knoten” und schreiben statt

B [r]: Un(r). Dies vereinfacht das Verstidndnis des folgenden Beweises, auch wenn die beson-
deren Eigenschaften eines Graphen nicht verwendet werden.
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also B, [r'] € Byu, v+ R+e) [ R]; d.h. wir kénnen B, [r'] vollstandig {iberdecken durch
die abgeschlossenen R-Bille um alle Elemente fm mit me U,(r' + R + ¢). Um
mit offenen Béllen zu {iberdecken, verdoppeln wir noch zusétzlich den Radius,
also B.[r'] € Bju, (v irte)(2R). Die Zahl der Mengen in dieser Uberdeckung ist
#U,(r'+ R+c) < B (r'+ R+c)?. Die Skalierungsinvarianz erlaubt uns hieraus zu
jedem A > 0 eine Uberdeckung des Balls B,[A~'7’] mit ebensovielen Mengen zum
Radius 2 A" R zu konstruieren. Seien nun » > 0 und § > 0 beliebig. Wir setzen
A=2RfBsd ! und r' = \r. Fiir geniigend kleine § ist 7’ > ry und wir erhalten
eine Uberdeckung von B,[r] mit Béllen zum Radius 3g'6, also Durchmesser 4.
Die Zahl der Bille, die fiir diese Uberdeckung nétig ist, betréigt hochstens B (Ar+
R+ ¢)?. Damit ist

TY(B,[r]) < B-Im@2RGso r+ R+c) 5"

< B(2RpBsr)- lim 5%

Insbesondere ist dieser Wert fiir d = d’ endlich und positiv, also
TYB,[r]) < B r? mit B’ = 2% B 32 R*

(2.) Nun zur umgekehrten Ungleichung. Sei dafiir (E;);=;..; eine Uberdeckung
von B,[r] mit offenen Béllen E; und diam E; = ¢ fir alle j. Aufgrund der
Kompaktheit aller abgeschlossenen Bélle konnen wir J als endlich annehmen.
Sei aulerdem g : S — G eine (¢, R)-Grobisometrie. Durch eine Skalierung mit
dem Faktor A := (rg + ¢) §* lisst sich die Uberdeckung (F;) iiberfiihren in eine
gleichmichtige Uberdeckung (%) von B,[Ar] mit Béllen zum Durchmesser 7y +c.
Dann ist der Durchmesser des Bildes g(E)

ro < diam g(Ej) <rg+2¢ = g(E}) C Ug,(ro +2c¢)
fiir jedes (wir wihlen ein beliebiges) x; € E}. Damit ist
#9(E)) < B (ro+2¢)’

die Zahl der Knoten im Bild von E]/

Andererseits umfasst das Bild der gesamten Menge B[\ r| eine bestimmte Min-
destmenge an Knoten, die sich folgendermafien abschéitzen léasst: Zunéchst zeigen
wir

Ugm(AT —c—R) C Ug(BxP\T])(R)

fiir gentigend grofles A (also geniigend kleines ¢). Dafiir nehmen wir m € G mit
d(m,gx) < Ar—c— R. Es muss ein y € S geben mit m € Uy, (R). AuBerdem ist

d(gy,gx) <Ar—c = d(y,z) < Ar,



3.5. GH-ABSTAND UND SKALIERUNGSDIMENSION o7

also y € B.[Ar], was die obige Formel beweist.

Die Zahl der Knoten in der linken Menge kénnen wir (fiir gentigend grofies \)
nach unten abschétzen durch

#Upe(Ar —c—R) > A(\r—c— R)~

Folglich ist auch die GroBe der rechten Menge Uyp, ) (1) durch diesen Term
nach unten beschrénkt. Sie setzt sich zusammen aus den R-Umgebungen aller
Elemente aus g(B,[A7]). Die Grofie einer einzelnen R-Umgebung ist beschrankt
durch max{B R%, Brd} (je nach R > ry oder R < ry). Damit muss g(B,[A7])
selber aus mindestens

A()\r—c—R)dJ

#alB ) > |G

Knoten bestehen. Da (E}) eine Uberdeckung von B,[\r] ist, ist auch (9(E%))
eine Uberdeckung von g(B,[Ar]). Die Hochstzahl der Knoten in g(£%) haben wir
bereits nach oben abgeschétzt, die Mindestzahl der zur Uberdeckung notwendigen
Mengen ist damit

A(r(ro+e)dt—c— R)
J(0) = {B max{R? rd} - B (rg + 2 c)dJ

Dies gilt natiirlich auch fiir die gleichméchtige Uberdeckung (E;) von B,[r]. Die
Folgerung fiir den Minkowski-Inhalt lautet

TY(B,[r]) = limé? - J(6)

6—0

) , ] A(rg +c)?
> At lime? ! mit A =
= AT ”“ B2 max{R%, rd}(ro + 2 ¢)

Fiir den Spezialfall d = d’ ist insbesondere 7%(B,[r]) > A’ r?. Insgesamt erhalten
wir also

A'rd < TUB,[r]) < B r?
A(rg+c¢)?

it A=
m1 B2max{R% rd} (ro + 2c)¢’

B =2'Bpe R

fir r > ro. Insbesondere ist damit dimy, B,[r] = d.

“<": Der Minkowski-Inhalt erfiille A’r? < T9(B,[r]) < B'r? fiir eine Dimension
d>0und C€(0,00), f: G — S sei wieder eine (¢, R)-Grobisometrie.

Wir wéhlen ein § > ¢ fest und betrachten nur Radien r > 4. Einige Knoten von G

haben unter f einen Abstand kleiner §, moglicherweise haben sie sogar denselben
Bildpunkt. Dann ist ihr Abstand in der Metrik von G hochstens 2R + 6. Wir
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haben G als endlich erzeugt vorausgesetzt, daher befinden sich in jedem 2R + -
Ball endlich viele Knoten, nach Definition v := #U (2R + §). Damit kénnen auch
hochstens v Knoten einen so geringen Bildabstand von einem zentralen Knoten
haben. Fiir das Urbild der Menge B,[r — ¢] gilt f~'(B.[r]) C Us(r + R + ¢),
wobei n ein Knoten in G ist mit d(fn,z) < R. Das Urbild von B,[r — ] enthélt
#f~1(B.[r — 6]) Knoten. Damit kénnen wir eine Menge {n;} C G, j € .J von

#f(Bolr — 5])J

v

#Jz{

Knoten ausmachen, deren paarweiser Bildabstand grofer ist als . Wir kénnen zu
jedem j € J den §/3-Ball um fn; betrachten. Diese Bélle sind nach Konstruktion
disjunkt, ihre Anzahl betrégt #.J, ihr Durchmesser ist (s - §/3 und sie befinden
sich alle vollsténdig innerhalb von B,[r]. Jede Uberdeckung von B,[r] mit §/3-
Ballen muss also mindestens #.J Mengen umfassen. Damit ist

TUB,[r)) = lim (6/3)"-#J > lim (5/3)"- {#f*(Bx['f’—é]) J

4/3—0 §/3—0 14

Andererseits gilt nach Voraussetzung 74(B,[r]) < B'r¢ fiir geniigend grofe g,
also

. d .
i 619

{#f‘l(Bx['f’ — )

<B/d QBI d.
ZU(R +90) J— s

Nun muss, damit der Grenzwert die strikte Ungleichung erfiillen kann, ein (mogli-
cherweise sehr kleines) 0/3 existieren, so dass

#fil(Bx[T — 5])
HU(2R +0)

(6/3)4- L J <2B'r?

gilt. Dies ist eine polynomiale Beschrinkung fiir #f~!(B,[r — d]) und damit fiir
die m-Umgebungen im Graphen, G ist also von polynomialem Wachstum. Dann
besitzt G auch eine Skalierungsdimension (da Cayleygraph: Lemma 17). Der Rest
ist aufgrund der Eindeutigkeit beider Dimensionsbegriffe bereits gezeigt. U

Der obige Satz setzt die Skalierungsdimension erst in Zusammenhang zu der
Minkowski- oder auch Covering-Dimension. Der letzte Schritt zur Hausdorffdi-
mension folgt nun:

Folgerung 6 Seien G und S wie oben. Dann ist das Hausdorffmafl zur Dimen-
sion dimg G Ahlfors-requlir und folglich dimy S = dimy B,lr] = dimgG =
dimgg S. Die Gromov-Skalierungsdimension (Def.16) und die Hausdorffdimen-
ston von S stimmen also tiberein. Desweiteren ist 0 < Kgq < 00.
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Beweis: Sei d = dimg G. Dann folgt aus dem vorangehenden Satz und aus der
Darstellung 74(B,[r]) = 7g4 - r? trivialerweise C~! < 754 < C. Dies erlaubt
die Verallgemeinerung des Satzes auf alle » > 0, nicht nur auf » > ry. Nun ist,
vergleichbar dem Beweis zum Massenverteilungs-Prinzip, fiir jede Uberdeckung
U; von B, [r] mit offenen Béllen

T8 <7 (JU;) < Y TU) < €5+ Y (diam U

J

= O <TYB,[r)) < OB SUB,Ir)).

Zur Anwendbarkeit der endlichen Subadditivitét benutzen wir dabei die Kom-
paktheit von B,[r]. Andererseits ist jede Uberdeckung mit offenen Béllen zum
Radius ¢ auch eine Uberdeckung zum Radius < §, deshalb gilt

SU(B,[r]) < T4B,[r]) < Cre.

Dazu gibt es noch die folgende Abschétzung zwischen sphérischem und Haus-
dorffmaf ([Fed]):

271, 84A) < HYA) < SU(A)

Damit muss dimy B, [r] = d sein. Nun ist S eine abzihlbare Vereinigung solcher

Bille, und deshalb auch dimg S = d. U

Beispiel: Wenn also G ein geniigend schoner Graph mit starkem und homoge-
nem Kontinuumslimes S ist, dann stimmen seine Skalierungsdimension und die
Hausdorffdimension von S {iberein. Dies ldsst sich aber auch sehr effektiv auf
Situationen anwenden, in denen wir es nicht mit Graphen zu tun haben: Sei Z
versehen mit der Metrik d*(n, m) := [n — m|® fiir ein s € (0, 1). Dann ist

#Uo(r) = 14 2[r'/*] Vr>0
= 1-r1/5§#U0(7’)§3~r1/5 Vr>1,

d.h. die Skalierungsdimension von G (im Sinne des Abzihlens von Punkten als
Knoten) ist 1/s. Sei nun S = (R, d®) wie im Beispiel auf Seite 53. Dann ist S
skaleninvariant, homogen und insbesondere grob-isometrisch zu (Z, d*): Fiir die
kanonische Einbettung f : Z — R gilt einerseits d*(n,m) = d°(fn, fm), anderer-
seits befindet sich der Einheitsball in (R, d*) im endlichen Abstand 1 von 0, womit
es zu jedem Punkt x in R einen Knoten n € Z gibt mit d*(z, fn) < 1. Dann ist
nach obiger Folgerung auch die Hausdorffdimension von (R, d*) gleich 1/s. Eine
dhnliche Aussage findet sich in [DS]: Ist ein Mafl auf (S, d) Ahlfors-regulér zur
Dimension n, so ist dasselbe Maf} auf (S, d*) Ahlfors-regulir zur Dimension n/s,
der Beweis in [DS] ist aber nicht fiir diskrete Raume geeignet.
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3.5.3 Erginzende Ergebnisse

Unter anderem eine Konsequenz aus Gromov’s Satz iiber polynomiales Wachs-
tums von Gruppen ist der folgende Satz, der eine Reihe von Eigenschaften von
Cayleygraphen zusammenfasst ([Har, VI1.26,29,33])

Satz 8 Sei G ein endlich-erzeugter Cayleygraph. Dann ist die Skalierungsdi-
mension d = dimg G €Ny und im Fall d < oo existiert der “Vorfaktor”

lim, o #U (r)/r?.

Beweis: Ist G nicht von polynomialem Wachstum, so ist dimg G = oo. Anson-
sten ist nach Gromov G eine fast nilpotente Gruppe, d.h. es gibt eine nilpotente
Untergruppe H von GG mit endlichem Index. Damit ist eine homogene Dimension
d fiir G definiert, die sich aus der unteren Zentralreihe von G herleitet. Nach
Ergebnissen von Wolf, Bass und anderen ([Bas]) gibt es zu jedem Cayleygraphen
zwei positive Konstanten A, B > 0, so dass Ar? < #U(r) < Br? gilt fiir alle
Radien r > rq fiir ein g > 0. Durch Logarithmieren erhdlt man damit obere
und untere Schranken fiir die Skalierungsdimension, die fiir r — oo beide mit
d iibereinstimmen. Die Existenz eines Vorfaktors des polynomialen Wachstums
geht auf Pansu ([Pan;]) zuriick und bedeutet im Grunde, dass fiir r — oo die
Konstanten A und B asymptotisch gleich gew#hlt werden koénnen. U

3.6 Kontinuumslimes als Mafiraum

Fiir Graphen gibt es ein natiirliches Maf}, das Zdhlmaf. Dazu wird jeder Un-
termenge die Zahl der Knoten zugeordnet, die diese Untermenge umfasst. Fiir
vertex-transitive Graphen wissen wir nach Lemma 17:

A-r? < #Uy(r) < B-r? VneG,r>rg

Diese Beschrinkung erlaubt uns eine Ubertragung des MaBes in den Kontinu-
umslimes, und zwar mit der Skalierungsdimension als kritischem Exponenten.
Wir geben gleich eine allgemeinere Definition an:

Definition 19 Sei G ein gradbeschrinkter Graph mit Kontinuumslimes S, sei
weiter ({j);en eine absteigende Folge mit {4 = 1 und ¢; — 0. Schliefllich sei
fi + S — ay,G eine Folge von Grob-Isometrien (diese existieren nach Forderung
des Kontinuumslimes). Wir definieren fir alle A C S

p(A) := lim £8™9 . 4 (f; A),

j—oo 7

falls dieser Limes existiert.
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Auflerdem mochten wir auf die Untersuchungen von Semmes und Gromov ([DS]
und [Groy, Kapitel 3% und Anhang B]) aufmerksam machen: Die Konvergenz
von Maflen auf metrischen Rdumen wurde von ihnen vielfaltigst untersucht, aber
leider selten mit der Betrachtung speziell diskreter Rdume. Dies duflert sich bei-
spielsweise in der Definition der Ahlfors-Regularitdt in [DS], die fiir diskrete
Réume in dieser Form nicht funktioniert (vgl. die Ergénzungen von Requardt
in [Reqq]).

Im Gegensatz zu vielen anderen Eigenschaften ist das so definierte Mafl des Kon-
tinuumslimes nicht invariant unter Grob-Isometrie. Dies lésst sich so verstehen,
dass Metrik und Topologie des Kontinuumslimes nur von der groffirdumigen Ver-
netzung der Knoten abhéngig sind, wihrend das Maf§ zusétzliche Informationen
iber die Anzahl der Knoten kodiert. Damit geht das Maf3 iiber die normale Metrik
hinaus. Physikalisch lésst es sich also nur interpretieren als eine mit der Metrik
zwar verbundene, aber nicht allein durch diese definierte Grofle. Dies wiirde z.B.
die Interpretation des Mafles als Potential oder Energiedichte nahelegen. In je-
dem Fall handelt es sich nicht mehr um eine rein geometrische Gréfie und wiirde
den Rahmen dieser Arbeit sprengen, daher wollen wir auf seine weitere Analyse
verzichten.

3.7 Das Beispiel Heisenberg-Gruppe

Das einfachste Beispiel fiir eine nilpotente, unendliche und nicht-abelsche Gruppe
ist die Heisenberggruppe ([Har|). Dafiir setzen wir

1
Heis(K) := {o(k,l,m) : k,l,meK} mit o(k,l,m):=| k
m

~ = O
)

Fiir K = Z spricht man von der diskreten, fir K = R von der kontinuierlichen
Heisenberggruppe. Fiir die Multiplikation gilt

ok, l,m)-o(KI',m")=0c(k+k, 1+, m+m +1k).

Die diskrete Heisenberggruppe wird damit (multiplikativ) aufgespannt von den
drei Matrizen

s:=0(1,0,0), t:=0(0,1,0) und u:=0(0,0,1)
durch o(k,l,m) = s*t' u™. Diese drei Matrizen erfiillen die Relationen
[5,u] = ¢ := 0(0,0,0), [t,u] =e, 5,8 =u!

mit dem Gruppenkommutator [g, h] := ghg~'h~!. Diese Kommutatoren gelten
auch im kontinuierlichen Fall und iibersetzen sich durch die Exponentialabbil-
dung direkt in den Kommutator der zugehorigen Liealgebra, die sich als zentrale
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Erweiterung der einfachsten CCR-Algebra erweist. Damit existiert ein direkter
Zusammenhang zwischen (hier nur eindimensionaler) Quantenmechanik und der
kontinuierlichen Heisenberggruppe, die deswegen viel Aufmerksamkeit auf sich
gezogen hat.

In [Har] wird explizit gezeigt, dass sich die Metrik von
G := Cay(Heis(Z), {s, t,u,s ', t 1 u™'})
abschétzen lédsst durch

<|k|+\l|+\/ ) < d0,0(kLm) < [kl 11+ 63/m]
6 (1l + 11+ /Iml)

IA

d.h. G ist quasi-isometrisch zu (Z3,d’') mit

d((k,1,m), (K, U',m") == |k —=K|+ |l =]+ +|m—n/|

Wir kénnen diese Metrik erweitern auf (R3, d'), dann sind (R?,d’) und (Z3,d')
grob-isometrisch (vgl.Beispiel S.59: (R3,d’) ist skaleninvariant, vollstindig und
homogen). Die Identitit zwischen (R3, d") und (R?, d;) (also mit der 1-Metrik, sog.
“Manhattan-Metrik”) ist ein Homomorphismus, aber keine Quasi-Isometrie. Da-
mit sind ihre topologischen Dimensionen gleich, also dimz(R3, d’) = 3, die Haus-
dorffdimensionen miissen aber nicht iibereinstimmen. Tatséchlich konnen wir die

Zahl der Knoten in (Z%, d') in einem Radius r von 0 durch etwas Kombinatorik
und das CAS MuPAD recht einfach berechnen:

L) Lr—#]

HUED () = 22 Z r—k—12+1)+2[r—k>+1

7]
2) (@2lr=1+1)+2|r)?+1

|r]* + 13—0L7“J2+2 lr] +1

[GCRIN )

Die Zahl der Knoten wichst also aufgrund des Wurzelterms in der dritten Kom-
ponente mit der vierten statt dritten Potenz, d.h. die Skalierungsdimension von
(Z3,d') ist vier und damit auch die Hausdorffdimension von (R3,d’). Durch die
Quasi-Isometrie iibertragen sich Skalierungs- bzw. topologische und Hausdorffdi-
mensionen auch auf die diskrete Heisenberggruppe bzw. die kontinuierliche Hei-
senberggruppe mit geeigneter Metrik. Erstere wurde in [Har] auch direkt berech-
net, letztere findet sich an verschiedenen Stellen in der Literatur, z.B. in [DS].
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3.8 Banachriaume als Kontinuumslimes

Wir sind auf Banachrédume als Kontinuumslimes bereits in Folgerung 4 eingegan-
gen. Wir wollen uns ihnen nochmals ndhern, diesmal mit einer direkten Benen-
nung des Kontinuumslimes im Auge:

Lemma 18 Sei G = Cay(Z", 6) ein endlich-erzeugter und zusammenhdngender
Cayleygraph mit konvexer Erzeugendenmenge & C Z" (d.h. fir alle n,n’ € S ist
auch {dn+ (1 = Mn' : Ae(0,1)} NZ" C S). Fingebettet in den R™ spannt S
einen konvexen, abgeschlossenen Polyeder A C R™ um den Ursprung auf. Sei

d(z,y) = ||z —y|| == min{A :z —yeX- A, A >0}

fir alle x,y € R™. Dann ist aG = (R",d).

Beweis: Zunéchst zur Wohldefiniertheit: Aufgrund der Endlichkeit von & ist
A eine beschrinkte Menge, da andererseits G als zusammenhéngend gefordert
wird, beinhaltet & ein Erzeugendensystem fiir Z" und es muss folglich fiir jedes
x €R™ ein A\ > 0 geben, fiir das x € A - A ist, aufgrund der Abgeschlossenheit von
A wird das Minimum tatsdchlich angenommen. Positiv-Definitheit folgt direkt
durch Einsetzen von A\ = 0, Symmetrie von d resultiert aus der Symmetrie —& =
S. Fiir die Dreiecksungleichung reicht es aus, zu zeigen, dass || - || eine Norm
ist und als solche die Dreiecksungleichung ||x|| + ||y|| > ||z + y|| erfiillt fiir alle
x,y € R" (die Skalierung ||u - x|| = - ||z|| ist offensichtlich).

Zunéchst zeigen wir jedoch eine Rechenregel fiir konvexe Mengen. Seien dafiir
A, i > 0und A C R™ eine konvexe Menge. Wir zeigen A A+ A = (A + p)A. Die
Félle mit A = 0 oder p = 0 sind trivial, wir betrachten also nur A, 4 > 0. Sei zuerst
r€(A+pu)A. Dann gibt esein 2’ € Amit v = (A+p) 2’ = Ao’ +puar’ e NA+ p A
Ist andererseits t € A A + A, dann gibt es 2/, 2" € A mit

A by
>\+ux+)\+/xx

Wegen o/, 2" € A, N/ (A+p) €10,1], u/(A+p) = 1=A/(A+p) ist der hintere Term
eine konvexe Linearkombination von ' und " und daher in A enthalten. Damit
folgt die Behauptung. Nun zur Dreiecksungleichung: Sei A = ||z|| und p = ||y||.
Esist z € A Aund y € pu A, folglich aufgrund der Konvexitét auch z+y € (u+A) A.
Damit ist ||z +y|| < p+ A.

Da d aus einer Norm hervorgeht, ist (R",d) homogen und skaleninvariant. Es
bleibt zu zeigen, dass G und (R",d) zueinander grob-isometrisch sind, dazu
wéhlen wir die kanonische Einbettung f : Z" — R"™. Auflerdem reicht es aus,
Abstéande zum Ursprung zu betrachten, also fiir jedes n€ 'y(r) C Z™, r € Ny ei-
ne Ungleichung der Form r — 1 < ||fn|| < r, dies ist eine spezielle Form von
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Grob-Isometrie (mit € = 1). Nach Voraussetzung spannt & = I'y(1) die konve-
xe Menge A C R"™ auf. Wir betrachten die Menge A’ der Extremalpunkte von
[o(1), diese spannen ebenfalls A auf. Da Uy(1) (als Untermenge von Z™) konvex
ist, wird fiir jedes 7 € N die Menge Uy(r) aufgespannt von r - A’. Ein Element
n € Uy(r) ist damit eine konvexe Linearkombination der Elemente aus r - A’ und
damit auch in r - A enthalten (denn im Reellen spannt r - A’ die Menge r - A
auf, Satz von Krein-Milman ([Rud])). Folglich ist ||fn|| < r. Andererseits ist
nely(r), also nicht in By(r — 1) enthalten. Damit wird n nicht von (r — 1) - A’
aufgespannt und ist auch nicht in (r—1)- A enthalten. Folglich ist r—1 < || fn]|. O

d(O,x)—k—R

Abbildung 3.2: Links: Konvexe Erzeugendenmenge eines Z2-Gitters, rechts: zugehori-
ger Kontinuumslimes

Satz 9 Sei auf R™ eine normerzeugte Metrik d gegeben. Dann gibt es zu jedem
A > 1 einen Cayleygraphen G = Cay(Z", S,), so dass (R",d) und a G zueinander
(A, 0,0)-quasi-isometrisch sind.

Beweis: Wir setzen A := By[l] C R" als den abgeschlossenen Einheitsball in
(R™,d). A ist nach Forderung der Norm konvex (sonst gilt die Dreiecksunglei-
chung nicht). Zu jedem p > 0 kénnen wir p-Z"™ in den R™ einbetten und die Menge
A, = AN (pnZ") konstruieren. Diese ist ebenfalls konvex, endlich und aufgrund
der Symmetrie der Norm selber symmetrisch. Aufgrund der Positiv-Definitheit
der Metrik d ist dariiber hinaus fiir gentigend kleines p die Menge A, eine Er-
zeugendenmenge von p 7", kann also als Erzeugendenmenge eines Cayleygraphen
herhalten. Dabei néhert sich das von A, aufgespannte Polyeder fiir in geeigneter
Weise kleiner werdendes p (z.B. durch wiederholtes Halbieren) immer besser an
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den Einheitsball A an — und zwar im folgenden Sinn: Offensichtlich ist A, C A,
also ||z||, > ||z|| fiir alle z € R". Ist nun andererseits z € R", 2’ := z/||z|| € A,
dann finden wir aufgrund der Konvexitét von A, einen Punkt n’, dessen euklidi-
scher Abstand von 2’ kleiner ist als 2 - y/n - 4 und der auf einer Linie liegt mit 2’
und dem Ursprung, also ' = £’ fiir ein £ > 0. Die Norm || - ||, die d erzeugt, ist
(wie jede Norm in R™) zur euklidischen Norm dquivalent, d.h. es gibt eine feste
Konstante ¢ > 0 mit ||y|| < ¢ - ||y]]2 fir alle y € R™ und damit

[/ = W] < c-dofa!, W) < 2¢ Vi
= (-1 < 2evap

Andererseits ist |[n'|| = 71 - |]2]| = €7 und damit nach Umstellen nach £

<——— = XA — 1fii 0
g_1—20\/ﬁ,u o

und, da n’ € A gewahlt ist, auch ||2/[[, < &, also
zl] < Hlfly = N2l [l2]] < A [l

Durch geeignete Wahl von p lésst sich jedes A > 1 einstellen. O

Wir kénnen also beispielsweise die euklidische Metrik oder auch die Metrik, die
aus einer gegebenen Bilinearform folgt, beliebig gut annédhern, aber im allgemei-
nen nie erreichen; die zugehorigen Quadriken sind keine Polyeder. Es gibt nun
verschiedene Moglichkeiten, diese Rdume dennoch als echten Kontinuumslimes
zu erhalten, beispielsweise dadurch, dass man sich von Cayleygraphen l6st oder
andere Kantenléngen als 1 zulédsst. Womoglich ist aber auch die Darstellung der
physikalischen Metrik durch einen metrischen Tensor selber eine Uberidealisie-
rung, und eine wie oben dargestellte polyedrische Norm, womoglich stochastisch
verschwommen, ndher an der Wahrheit.

3.9 Geometrische Renormierungsverfahren

Beim Studium des Small-World-Netzwerks ([RL]) fillt auf, dass eine geniigend
kleine Zahl an langreichweitigen Kanten sein Wachstum qualitativ nicht d&ndern
kann. Wenn wir diese Erkenntnis auf Cayleygraphen ausweiten, so erscheint die
Hypothese sinnvoll, dass es fiir den Kontinuumslimes keinen Unterschied macht,
wenn wir eine geniigend kleine Zahl an langreichweitigen Kanten hinzufiigen oder
entfernen. Dabei soll eine Kante “langreichweitig” sein, wenn ihre Endknoten
nach Entfernen der Kante einen groflen Abstand im Restgraphen haben. Zur
Vereinfachung der Berechnung des Kontinuumslimes ist das Entfernen solcher
Kanten von besonderem Interesse. Im Zusammenhang mit stochastischen Cay-
leygraphen, die wir im folgenden Kapitel einfithren werden, entspricht dies dem
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Einfiihren eines Cutoffs in der Kantenverteilung, sofern diese schnell genug abfllt
(da zwei Metriken eines Cayleygraphen zur selben Gruppe zueinander quasi-
isometrisch sind, lésst sich der Begriff “Cutoff ab einem bestimmten Radius”
hier tatsdchlich mit Bedeutung fiillen).

Auch physikalisch ldsst sich eine plausible Begriindung fiir die Entfernung lang-
reichweitiger Kanten anbringen: Wir erwarten solche Kanten beispielsweise bei
der Verschrankung raumlich weit entfernter Teilchen. Aus mikroskopischer Sicht
wéren die Gebiete der verschrankten Teilchen noch immer durch eine kleine Zahl
von Kanten direkt verbunden und damit nahe beieinander; gentigend Kanten um
einen beschrénkten Informationsaustausch zwischen den Teilchen zu bewerkstel-
ligen. Wenn wir nun aber eine Abstandsmessung vornehmen wollten, so wird die
damit verbundene Wechselwirkung den Informationsengpass dieser Kanten nicht
iiberwinden kénnen — nach auflen erscheinen die beiden Gebiete weit vonein-
ander entfernt zu sein. Der Herausfilterung von solchen Informationsengpéssen
entspricht gerade der oben benannte Cutoft.

Eine Moglichkeit, einen solchen Cutoff mit moglichst wenig Willkiir einzufiihren,
wurde von Requardt in [Reqs] und nachfolgenden Papern entwickelt. Sein “geo-
metrische Renormierung” genanntes Verfahren basiert im wesentlichen auf dem
Begriff des bereinigten Cliquengraphen:

Definition 20 Sei G ein Graph. Als Subsimplex von G bezeichnen wir eine
nicht-leere Knotenmenge, in der jeder Knoten mit jedem anderen verbunden ist.
Ein Subsimplex, der in keinem grofieren Subsimplex enthalten ist, bezeichnen wir
als maximalen Subsimplex oder Clique, notiert mit s. Seien n,m € N. Die Menge
aller Cliquen der Ordnung mindestens n bezeichnen wir als Cliq,, G. Schliefllich
konstruieren wir tiber Cliq,, G einen Graphen Cliq,,' G durch die folgende Defini-
tion: Zwei Cliquen s,s € Cliq,, G seien genau dann miteinander verbunden, wenn
sie mindestens m Knoten gemeinsam haben. Wenn die Indizes n, m nicht ange-
geben werden, so seien sie Fins, z.B. CliqG = Cliq% G. Wir bezeichnen CliqG
als Cliquengraphen von G und die Fdille mit n +m > 2 als bereinigte Cliquen-
graphen.

Wir iibersetzen die Resultate von Requardt in [Reqs] in unsere Begriffe:

Satz 10 Ist G ein gradbeschrinkter Graph, so ist sein Cliquengraph ebenfalls
gradbeschrinkt und zudem grob-isometrisch zu G (mit e = 1).

Beweis: Sei der Vertexgrad von G beschrinkt durch v. Dann besteht jede Cli-
que aus hochstens v + 1 Knoten. Betrachten wir andererseits die Cliquen, die
einen festen Knoten n enthalten, so befinden sich diese alle innerhalb dessen 1-
Umgebung, die nur v + 1 Elemente besitzt. Ihre Zahl ist damit durch (v + 1)!
nach oben beschrinkt. Eine noch bessere Abschétzung liefert der Spernersche
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Satz ([Spe], [Bols]), da eine Clique keine andere Clique enthalten kann; die Cli-
quen um n bilden daher ein Sperner-System. Demnach ist die Zahl der Cliquen
sogar beschriankt durch

#{s€CliqG :nes} < ( L(vv++1)1/2j )

Eine Clique s kann damit iiber ihre v + 1 Knoten mit hochstens

#sans 2 <000 (1L ) )

weiteren Cliquen verbunden sein, der Cliquengraph ist also gradbeschrankt.

Zu jedem Knoten n € G wihlen wir eine beliebige Clique s =: f(n) € Cliq(G), die
n enthélt (es muss mindestens eine geben, und wenn sie nur aus n besteht) und
konstruieren so eine Funktion f : G — Cliq(G). Sei nun s € Cliq(G) beliebig.
Jeder Knoten von s muss auf mindestens eine benachbarte Clique abgebildet
werden (es ist n’ €s N fn' fiir alle n’ €s und damit s und fn im Cliquengraph
benachbart), d.h. es ist Cliq(G) € Bjy)[1] (jeder Simplex ist in einem Schritt
vom Bild eines Knotens auf G erreichbar).

Seien n, n’ beliebige Knoten in G. Dann finden wir einen Pfad (n;) zwischen n und
n' mit Lénge J :=d(n,n') mit j =0...J, ng =n, n; =n'. Jede Kante {n;_;,n,}
ist Teil einer Clique s; (j = 1....J), diese sind (da sie gemeinsame Knoten)
besitzen, miteinander verbunden und insbesondere paarweise verschieden, denn
sonst géibe es einen kiirzeren Pfad zwischen n und n’. Damit erhalten wir einen
Pfad von Simplizes (s;) der Lange J — 1. Der Simplex fn ist entweder s, selber
oder genau einen Schritt benachbart (und ungleich ss!), analoges gilt fiir fn'.
Damit ist der Abstand zwischen fn und fn’ hochstens J + 1. Andererseits gibt
jeder Simplexpfad der Lange J — 2 zwischen fn und fn’ oder weniger Anlass zu
einem Pfad zwischen den Knoten n und n’ mit Linge J — 1 oder weniger, es gilt
also

din,n') — 1 <d(fn, fn') <d(n,n’)+1.
U

Folgerung 7 FEzistenz und Art eines Kontinuumslimes zum (gradbeschrinkten)
Graphen G wird durch den Ubergang zum unbereinigten Cliquengraphen nicht
verdndert. Ezistiert dariber hinaus die Skalierungsdimension dimg von G, so ist
dimg Cliq G = dimg G. Da Cliq,," G ein Untergraph von Cliq G ist, folgt aufferdem
dimg Cliq, G < dimg G, falls die Skalierungsdimension existiert.

Die iterierte Bildung von Cliquengraphen, wie es fiir die geometrische Renor-
mierung notig ist, ist erwartungsgeméf fiir Cayleygraphen im allgemeinen nicht
sonderlich interessant, wie der folgende Satz zeigt, eine Verallgemeinerung des
Beispiels Z? aus [Reqs]:
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Satz 11 Sei G = Cay(®,S) ein endlich-erzeugter und zusammenhdngender Ca-
yleygraph aus mindestens drei Knoten. Wir fordern, dass es keine dreit Elemente
g1, g2, 83 € G ¢gibt, so dass g1g293 = ¢ ist. Dann ist Cliq Cliq G als Graph isomorph
2u G

Beweis: Die zusétzliche Forderung an & bedeutet, dass keine Dreiecke im Cayley-
graphen auftauchen. Damit sind gewohnliche Kanten die einzigen Cliquen in G.
Sei nun s € Cliq Cliq G eine Clique von Kanten, d.h. eine Menge von Kanten aus
G, die paarweise gemeinsame Knoten haben. Dann gibt es zwei mogliche Félle:
(a) s ist ein Dreieck in G — diesen Fall haben wir bereits ausgeschlossen — (b)
es gibt genau einen Knoten, den alle Kanten gemeinsam haben, wir bezeichnen
diesen Knoten als fs, f ist nun eine Funktion Cliq CliqG — G.

Wir stellen im néchsten Schritt fest, dass f eine Bijektion ist: Sei n € G ein Kno-
ten. Dann bilden alle Kanten an ihn einen maximalen Subsimplex (angenommen,
es gibt einen grofleren Subsimplex; dann muss die dazugehérige Kante ebenfalls
an n angrenzen) und n ist das Bild dieses Subsimplex (angenommen, ein anderer
Knoten n' ist das Bild, dann miissen alle Kanten zwischen n und n’ verlaufen, es
kann also nur eine einzige Kante in ganz GG geben; diesen Fall haben wir explizit
ausgeschlossen); folglich ist f surjektiv. Seien nun s, s” € Cliq Cliq G verschieden,
aber fs = fs'. Sie bilden zwei Mengen von Kanten, die alle in denselben Knoten
fs einlaufen; die Vereinigung ist nun ein noch groferer Kantensimplex als s und
s’ und damit die Forderung nach Maximalitét verletzt; folglich ist f injektiv.

SchliefSlich bleibt noch zu zeigen, dass f ein Isomorphismus von Graphen ist.
Dafiir seien s und s’ benachbarte Kantencliquen, d.h. sie teilen sich eine gemein-
same Kante. Dann sind fs und fs’' iiber genau diese Kante verbunden. Sind
andererseits n und n’ benachbarte Knoten in GG, dann gibt es eine gemeinsame
Kante zwischen ihnen, die auch den zu n und n’ gehorigen Kantencliquen gemein-
sam ist. U

Beispiel: Es ist CliqCliqZ"™ ~ 7Z". Etwas komplizierter ist das Beispiel G, =
Cay({a,b: ab = ba*), {a,b,at,b"1}) fiir alle k€ N.

Requardt hat in [Reqs] vorgeschlagen, fiir eine Renormierung den Cliquengraph
vorher in einer bestimmten Weise zu bereinigen. Wir kénnen zwei Arten der
bereinigten geometrischen Renormierung ausmachen: (a) Einschrénkung auf Cli-
quen einer gegebenen MindestgroBe n, (b) Einschrankung auf eine Mindestzahl
m an gemeinsamen Knoten zwischen zwei Cliquen, damit sie im bereinigten Cli-
quengraphen Cliq,," G als benachbart gelten sollen. Diese Renormierungsverfahren
liefern fiir die eben untersuchten endlich-erzeugten und dreieckfreien Cayleygra-
phen kein sonderlich interessantes Ergebnis (die Zahl der an einer Kantenclique
beteiligten Kanten ist stets gleich (néamlich #&), und die Zahl der Kanten, die
zwel benachbarte Kantencliquen gemeinsam haben ebenfalls (némlich eine); jede
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Bereinigung des Cliquengraphen liefert also entweder kein neues Ergebnis oder
einen vollstdndig unzusammenhéngenden Graphen). Dies ist in keiner Weise ein
negatives Ergebnis; vielmehr verdeutlicht es, dass der Kontinuumslimes geniigend
gleichformiger Graphen mit kurzreichweitigen Kanten durch den Bereinigungs-
prozess nicht weiter beeintrichtigt wird. Wir haben es sogar mit einer Form von
Fixpunkt zu tun, wie er in [Reqs] beschrieben wird, und erwarten eine erfolg-
versprechende Anwendbarkeit dieses Verfahrens auf stochastische Cayleygraphen
mit schnell-abfallender Kantenwahrscheinlichkeit. Wir werden darauf zuriickkom-
men in Abschnitt 4.7.1. Gleichzeitig werden die Analysemethoden aus Abschnitt
3.3 sehr erschwert, da der Graph durch die Bereinigung in einer génzlich anderen
Zusammenhangskomponente von M landen kann.

Bei der Bildung von Cliquengraphen eines endlichen Graphen kann sich die Ge-
samtzahl der Knoten und Kanten sehr stark erhohen. Im unbeschriankten Fall
lasst sich dadurch die Hoffnung schopfen, durch wiederholte Iteration der Cli-
quenbildung die “Knotendichte” sténdig zu erhohen, wodurch die iterierte Folge
gegen eine Art Kontinuumslimes des Graphen strebt. Hierzu lasst sich folgende
kurze Rechnung anstellen:

Lemma 19 Ist G ein Graph mit Kontinuumslimes S aus mindestens zwei Punk-
ten (d.h. G unbeschrinkt), so ist dou(G,S) > 1.

Beweis: Angenommen, es gilt dgy (G, S) < %6. Dann koénnen wir eine e-Grob-
1

isometrie f : G — S finden mit € < 3, vergleiche hierzu Satz 3. Zunéchst be-
trachten wir den einfachen Fall des Einpunktraumes S = {z} und wiahlenn, me G
verschieden. Beide werden von f auf x abgebildet. Damit ist nach Forderung der

Grobisometrie
7
3 <d(n,m) —e <d(fn, fm) =0,

also offensichtlich ein Widerspruch. Seien nun z,y € S verschieden. Aufgrund der
Skaleninvarianz von S koénnen wir ein Paar z,y so finden, dass % < d(z,y) <
%. Nach Forderung der Grobisometrie f gibt es zwei Knoten n,m &€ G, so dass
d(z, fn) < é und d(y, fm) < é. Wegen d(z,y) > % gilt d(fn, fm) > é, also
insbesondere n # m und damit d(n,m) > 1 (es ist ein Graph!). Nach Forderung

der Grobisometrie gilt nun

Y

L < dnm) — e < d(fn, fm) < d(fn,a) +d(r,y) + dly, fm) <

|

also ebenfalls ein Widerspruch. O

Wahrscheinlich lésst sich das Lemma verschérfen auf dgp(G,S) > % und die
analoge Ungleichung fiir den punktierten Gromov-Hausdorff-Abstand; dies ist
aber fiir das eigentliche Geschehen nicht von Interesse. Wichtig ist in diesem

Zusammenhang nur die nun folgende Aussage:



70 KAPITEL 3. KONTINUUMSLIMITES

Folgerung 8 Es gibt keine Folge von (unskalierten!) Graphen, die gegen einen
Kontinuumslimes konvergiert (mit Ausnahme von Folgen, die ab einem endli-
chen Indez nur noch aus dem Einpunktraum bestehen). Insbesondere folgt daraus,
dass es kein Renormierungsverfahren fir Graphen gibt im Sinne einer Abbildung
G — G, so dass Iteration gegen den GH-Kontinuumslimes (falls vorhanden) kon-
vergiert. Um den Kontinuumslimes als Grenzwert einer Folge zu erreichen, ist es
folglich zwingend notwendig, die Kantenlinge der Graphen gegen Null streben zu
lassen, sie also zu skalieren.

Deshalb muss das geometrische Renormierungsverfahren neben einer Bereinigung
iiber Cliquengraphen auch stets eine Skalierung der Graphen beinhalten. Umge-
kehrt ist aus den genannten physikalischen Griinden auch immer eine vorherige
Bereinigung des Graphen vorzunehmen, sofern wir es mit einem geniigend rea-
listischen Modell, mit starken Fluktuationen, rdumlichen Verschrankungen oder
anderweitigen “Dreckeffekten” zu tun haben. Entsprechend sind auch die vor-
zunehmenden Bereinigungen modellabhéngig zu wéhlen. Nicht zuletzt deswegen
werden wir uns in dieser Arbeit nur mit bereits bereinigten Rdumen befassen.

3.10 Weitere Abstandsdefinitionen

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass der hier verwendete GH-Abstand eine
Reihe von Nachteilen mit sich bringt, namhaft die folgenden:

1. Es gibt nicht-isometrische Rdume mit GH-Abstand Null (Problem der Pseudo-
[sometrie).

2. Es gibt metrische Rdume mit GH-Abstand unendlich (Problem der Zusam-
menhangskomponenten).

3. Nicht jeder Graph besitzt einen Kontinuumslimes.

Das erste Problem manifestiert sich ganz besonders dann, wenn eine Folge metri-
scher Raume (S;) gegen eine Pseudo-Isometrieklasse [S] konvergiert, dabei aber
jeder der Rédume S; einem anderen Raum der Klasse [S] nahe steht — dieses
Phénomen wird z.B. in [Reqy] als “Wegwandern im Limes” bezeichnet:

Beispiel: Wir betrachten den folgenden metrischen Raum (vgl.[BH]): Wir ver-
sehen S := R U Z mit der Metrik

d(z,y) = |r—y| fir z,yeR

d(z,n) := |z —n|+sin(n) fir reRneZ

d(n,m) := sin(n) 4+ [n—m|+sin(m) fir nmeZ n#m
d(n,n) := 0 fir neZ.
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Dieser Raum entspricht R, wobei zusétzliche Punkte im Abstand sin(n) an al-
len ganzzahligen Punkten von R angeklebt werden. Dem stellen wir gegeniiber
S":=RU(Z+ %) mit der analogen Metrik. S und S’ sind aufgrund der Eigen-
schaften der Sinus-Funktion nicht isometrisch zueinander, aber es gibt zu jedem
€ > 0 eine e-Grobisometrie zwischen ihnen — d.h. sie sind pseudo-isometrisch. Die-
se Grobisometrien bilden aber die Urspriinge immer weiter voneinander entfernt
ab, die R&ume wandern in gewisser Weise aneinander vorbei. Die konstante Folge
(57,587,588, 5, ...) strebt gegen die Klasse [S], dabei auch gegen den Raum S
selber. Hierbei werden ebenfalls die Urspriinge immer weiter voneinander entfernt
abgebildet; es findet ein “Wegwandern im Limes” statt.

Wir haben diesen Problemkomplex komplett umgangen, indem wir uns auf homo-
gene Rdume konzentriert haben (vgl.Folgerung 3). Dadurch lisst sich jedes Weg-
wandern durch eine geeignete (translationsartige) Isometrie kompensieren. Wie
aus dem Beweis der Folgerung 3 ersichtlich ist, hdtte es auch schon ausgereicht,
statt Homogenitiat nur Quasi-Isometrie zu einem homogenen Raum zu fordern, in
Ubereinstimmung mit den Resultaten in [Reqy]. Fiir entschieden nicht-homogene
und nicht-kompakte Rdume dagegen ist das Problem der Pseudo-Isometrie weiter-
hin ungeldst, auch wenn das physikalische Interesse nach wie vor auf (zumindest
schwach) homogenen Raumen lastet.

Das zweite Problem ist, wie man in den Beweisen der vorausgehenden Abschnitte
sieht, mehr formaler als physikalischer Natur. Wir haben es dadurch umgangen,
dass wir stets gezeigt haben, dass sich die betrachteten Rdume in der gleichen
Zusammenhangskomponente befinden und damit die einzelne Komponente als
vollwertiger metrischer Raum verwendet werden kann. Dies l&sst sich meist durch
eine Benutzung der Dreiecksungleichung durchfithren. Alternativ dazu kann man
die Metrik verdndern, Beispiele dazu werden wir gleich anfiihren. Eine solche
Verédnderung der Metrik allerdings verhindert auch eine Anwendung des Banach-
schen Fixpunktsatzes, wie wir ihn in Abschnitt 3.2 brauchten: Dies ist unumgéng-
lich, da eine Grof3zahl nicht-isometrischer Rdume Fixpunkte des Skalierungsope-
rators sind und damit entweder der gewéhlte Abstandsbegriff keine Metrik ist
oder der Skalierungsoperator nicht kontraktiv sein kann. Womoglich gibt es aber
auch noch eine andere Moglichkeit, die Eindeutigkeit des Kontinuumslimes zu
erhalten.

Das dritte Problem schliellich betrifft das genaue Versténdnis des Konvergenzbe-
griffes, den man beabsichtigt. Da dieser nur von der Topologie von M abhéngt, ist
er weniger mit den metrischen Problemen (1) und (2) verwandt als vielmehr ein
Problem seiner eigenen Definition: Wir haben in dieser Arbeit stets einen Konti-
nuumslimes untersucht, der zu jeder Folge ¢; — 0 von Skalenfaktoren gleich sein
soll. Viele Rdume, darunter auch Graphen, besitzen einen solchen Limes aber
nicht. Wir haben zwar einige Klassen spezieller Graphen angeben koénnen, deren
Kontinuumslimes existiert, aber ein allumfassender Existenzsatz existiert bei un-
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serer starken Definition des Kontinuumslimes nicht. Anders sieht dies aus, wenn
man sich auf einzelne Folgen ¢; — 0 konzentriert; das, was wir in der Definition
als “schwachem Kontinuumslimes” angegeben haben. In einer umfassenden Ana-
lyse und Anwendung des Gromovschen Kompaktheitskriteriums hat Requardt in
[Reqy] folgendes gezeigt:

Satz 12 Wir nennen einen Graphen G uniform-polynomial wachsend, wenn Kon-
stanten A, B,d, kg > 0 existieren, so dass

Ak < #U(k) < B-k*

gilt fir alle ne G und alle k > ko. Auflerdem sagen wir, dass eine Folge (S;, x;)
von punktierten metrischen Riumen gegen den Raum (S, z) im pGH-Sinn kon-
vergiert, wenn zu jedem v > 0 die Folge (B,,[r]) im GH-Abstand (fiir kompakte
Rdume) gegen B,[r] konvergiert. Dann gibt es zu jedem uniform-polynomial wach-
sendem und gradbeschrinktem Graphen G und zu jeder Folge ((;);jen mit {; — 0
eine Unterfolge ((5), so dass o G im pGH-Sinn konvergiert.

Als Beispiel hierfiir gibt Requardt Graphen an, die quasi-isometrisch sind zu
lokal-endlichen und vertex-transitiven Graphen, so wie alle k-lokalen Verande-
rungen von Z". Auch in diesen Satz geht eine Homogenitéts-Forderung ein, aber
eine wesentlich schwichere Forderung als wir in dieser Arbeit verwendet haben.
Ebenfalls ist in seiner Analyse der “doubling”-Begriff von zentraler Bedeutung:
Ein Maf8 ¢ auf einem metrischen Raum S heifit doubling, wenn es eine Konstante
C > 0 gibt, so dass u(B;[2r]) < C - u(B[r]) gilt fir alle x € S und r > 0. Fiir
uniform-polynomial wachsende Graphen ist das Zahlmaf fiir geniigend grofie r
doubling, woraus sich die fiir Gromov notwendige gleichméflige Kompaktheit der
Bille ergibt.?

Dass wir dennoch zu dem eher simplen und fiir den kompakten Fall entworfenen
GH-Abstand gegriffen haben, liegt primér in der mathematischen Schonheit des
Begriffs, insbesondere seine Vertréglichkeit mit dem Skalierungsoperator. Auch
ist es eine schon fast philosophische Frage, ob man sich beim Vergleich zweier
R&ume auf die mathematische Betrachtungsweise des “Raumes als ganzes” stiitzt
oder lieber auf den physikalischen Aspekt, dass stets nur endliche Ausschnitte
von Rédumen miteinander verglichen werden kénnen, ganz so, wie dies in der
pGH-Konvergenz geschieht. Allerdings gelten alle Erkenntnisse, die wir {iber den
starken Kontinuumslimes eines Graphen erhalten haben, natiirlich auch fiir seinen
schwécheren Kontinuumslimites, da jeder starke Limes im GH-Abstand auch ein
schwacher Limes im pGH-Sinn ist, so dass die hier erworbenen Sétze auch in den
anderen Topologien anwendbar bleiben.

Neben den genannten Abstandsbegriffen finden sich noch weitere in der Litera-
tur. Bereits erwdhnt haben wir den punktierten Gromov-Hausdorff-Abstand und

3 Analoge Siitze, wie sie in [DS] stehen, gelten nicht fiir den hier betrachteten diskreten Fall.
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das Infimum iiber alle ¢ > 0, fiir die zwei Rdume e-isometrisch sind (vgl.Satz
3). Daneben verwendet Gromov in seinem Buch [Gros] auch den sogenannten
Lipschitz-Abstand. Dieser berechnet sich fiir zwei metrische Raume S, S’ zu

dp(S,S") := inf(|Indil(f)| + |Indil(f 1)),

wobei das Infimum iiber alle (), 0, 0)-Quasiisometrien f : S — S’ (sog. Bilipschitz-
Abbildungen) zu berechnen ist und dil( f) definiert ist als das Infimum aller \, fiir
die f noch eine (A, 0, 0)-Quasiisometrie ist. Dieser Abstand ist fiir manche Anwen-
dungen in Zusammenhang mit Riemannschen Mannigfaltigkeiten und Carnot-
Caratheodory-Raumen von Nutzen, aber fiir unsere Zwecke aufgrund ihrer er-
zwungenen Stetigkeit unbrauchbar. Spéater verwendet er Lipschitz- und Gromov-
Hausdorff-Abstand, um daraus einen weiteren Abstandsbegriff abzuleiten, der
einige Probleme der urspriinglichen Abstandsbegriffe umgeht, aber leider auch
recht unnatiirlich ist.

In [KO] vergleichen Kalton und Ostrovskii den Gromov-Hausdorff-Abstand mit
einer Variante fiir Banachrdaume, in der nur die Einheitsbélle verglichen werden.

Ein der GH-Metrik &hnlicher Abstandsbegriff wurde bereits im Rahmen der
Quantengravitation angewendet in Form einer Variante fiir Lorentzsche Mannig-
faltigkeiten, vgl. [Nol]. Eine Ubertragung auf spezielle C*-Algebren ist in [Rief]
nachzulesen.

Einen Abstandsbegriff ganz anderer Natur verfolgt Seriu in [Ser] und definiert den
Abstand zweier Riemannscher Mannigfaltigkeiten durch eine geeignete Funktion
der Eigenwerte der Laplaceoperatoren auf den Mannigfaltigkeiten.
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Kapitel 4

Stochastische Graphen

In [Reqs] wurde diskutiert, dass sich eine geniigend chaotische und im Gleich-
gewicht befindliche Dynamik eines Graphen wie in der statistischen Mechanik
durch einen stochastischen Ansatz nahern ldsst; dies ist die Essenz der Ergo-
dentheorie. Ein Beispiel fiir eine solche Dynamik wurde von Requardt in [Reqg]
vorgestellt und von ihm und Nowotny in zahlreichen numerischen Simulationen
nédher untersucht.

Um einen solchen stochastischen Ansatz voranzutreiben, werden wir in diesem
Kapitel den Begriff des Cayleygraphen mit dem des Zufallsgraphen zusammen-
fiihren und eine Verallgemeinerung beider Begriffe vorstellen, die wir als sto-
chastischen Cayleygraphen bezeichnen wollen. Da der Begriff des Zufallsgraphen
bereits belegt ist, bezeichnen wir auflerdem beliebige graphenwertige Zufallsva-
riablen auch als stochastische Graphen. Stochastische Cayleygraphen sollen sich
dabei durch zwei Eigenschaften von beliebigen stochastischen Graphen unter-
scheiden:

1. Das Modell ist in einem bestimmten Sinn translationsinvariant.
2. Die Knoten sind fest und deterministisch vorgegeben.
3. Die Kanten sind voneinander stochastisch unabhéngig.

Gerade der letzte Punkt ist eine starke Vereinfachung der Situation, und wird
fiir eine allgemeine Dynamik nicht gelten. Wenn beispielsweise die Existenz einer
Kante abhéngig ist von Zahlenwerten, die ihren Endknoten zugeordnet sind, so
werden benachbarte Kanten stochastisch abhéngig sein — dieser Fall tritt bei der
Dynamik aus [Reqg| auf.

Jedoch ist die Untersuchung von Modellen mit abhingigen Kanten natiirlicher-
weise weitaus komplizierter als im Fall unabhingiger Kanten. Deshalb werden
wir nur kurz in Abschnitt 4.7.2 auf solche Modelle eingehen, um zumindest die
Symmetriebegriffe zu tibertragen.

75
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Die hier betrachteten stochastischen Geometrien héngen eng zusammen mit so-
genannten probabilistischen metrischen Raumen, wie sie 1942 von Menger ein-
gefithrt wurden. Wir werden in diesen Themenkomplex nicht néher eindringen,
als Literatur empfiehlt sich [SSR], sowie die Anwendung auf sich entwickelnde
Cliquengraphen in [RR]. Stochastische Graphen wie die hier betrachteten wer-
den auch in der Perkolationstheorie auf ihre Geometrie hin untersucht (z.B.[Bis]),
aber iiblicherweise nicht mit der Geometrie des Kontinuumslimes als Ziel.

4.1 Stochastische Cayleygraphen und Gitter

Wenn wir also annehmen, dass sich der physikalische Raum durch stochastische
Fluktuationen um einen im wesentlichen translationsinvarianten Graphen dar-
stellt, konnen wir einen Ansatz in diese Richtung dadurch wagen, dass wir die
Kanten eines Cayleygraphen nur mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten besetzen.
Um die Situation zu vereinfachen, nehmen wir zudem an, dass die Kantenwahr-
scheinlichkeiten selber voneinander unabhéngig sind — dies sollte der Naherung
eines schwachen, nicht mit sich selbst wechselwirkenden Gravitationsfeldes ent-
sprechen.

Wir starten wie bei einem Cayleygraphen bei einer Gruppe, die uns die Knoten
indiziert und ein sinnvolles Konzept der Translationen anbietet, und verkniipfen
zwei Knoten n,m durch eine Kante mit einer Wahrscheinlichkeit, die nur von
ihrer relativen Lage n'm zueinander abhiingt und absolut unabhingig von allen
anderen Kanten sein soll, also (in multiplikativer Schreibweise) von der Form
p(n~tm) €0, 1] ist:!

Definition 21 Sei & eine endlich erzeugte Gruppe und p : & — [0,1] eine
Funktion mit endlichem Trdager (d.h. nur fir endlich viele g€ & ist p(g) # 0).
Wir nennen den Wahrscheinlichkeitsraum G = (&, u) den zugehdrigen stocha-
stischen Cayleygraphen SCay(®,p), wobei das Mafi p so geartet sein soll, dass
eine Kante zwischen n und m (unabhdngig von allen anderen Kanten!) mit der
Wahrscheinlichkeit P(n verbunden mit m) = p(n—'m) ezistiert. Aus Konsistenz-
grimden muss dann p(n) = p(n=t) fiir alle n€ & gelten. Schliefllich fordern wir
zusdtzlich p(e) = 0, damit keine Kanten von einem Knoten zu sich selbst auftre-
ten. Ist & eine (freie) abelsche Gruppe und enthdlt p~'({1}) eine Erzeugenden-
menge von &, so nennen wir G ein (freies) stochastisches Gitter. (Zur Verdeut-
lichung dieser Definition betrachte man Abb.4.1.)

Wir haben in der Definition nur die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Kan-
ten angegeben. Dadurch, und durch die Forderung, dass die Kanten voneinander

!'Der Terminus “stochastischer Cayleygraph” ist also nicht zu verstehen als Ensemble in
der Menge aller Cayleygraphen, sondern als Ensemble in der Menge aller Graphen, aber mit
bestimmten, abgeschwichten Symmetrieforderungen an das gesamte Ensemble.
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Abbildung 4.1: Ein Ausschnitt einer Realisation von SCay(Z,p) mit p(+1) = 1,
p(£2) = p(£3) = £, sonst 0. Darunter derselbe Ausschnitt in gleichm#Bigerer Dar-
stellung: Der urspriinglich eindimensionale Verlauf von Z bleibt beim Einfiigen der
neuen Kanten zwar erhalten, der Gesamtgraph wird aber durch die zusétzlichen Kan-
ten “gestaucht”, d.h. der mittlere Abstand zwischen zwei festen Knoten verringert sich

gegeniiber ihrem normalen, euklidischen Abstand.

unabhéngig sind, ist das Wahrscheinlichkeitsmafl 1+ von G bereits eindeutig fest-
gelegt; es ist die resultierende Produktverteilung. Wir werden das in Lemma 25
spater in einem abstrakteren Rahmen nochmal kurz aufgreifen.

Die Bedingung, dass es eine Erzeugendenmenge & von Z" gibt mit p(&) = {1}, ist
rein technischer Natur. Dadurch ist gesichert, dass G mit Wahrscheinlichkeit 1 zu-
sammenhéngend ist und dariiber hinaus fiir jedes Knotenpaar ein Hochstabstand
existiert. Oberhalb der Perkolationsgrenze ist diese Bedingung wahrscheinlich
unnotig. Die Motivation fiir diese Einschréinkung wie auch der gesamten Defini-
tion stammt aus der Theorie der Smallworld-Netzwerke, auf die wir in Abschnitt
4.2.2 als Beispiel fiir stochastische Gitter eingehen werden.

Die meisten Realisationen eines stochastischen Gitters sind mit Sicherheit nicht
knoten-transitiv. Dies wird durch die Unabhéngigkeit der Kanten voneinander
verhindert. Jedoch sollte sich eine Art “Knoten-Transitivitat im Mittel” einstel-
len. Das fiihrt uns zum néchsten Punkt: Wir wollen eine Art Mittelwert fiir einen
stochastischen Cayleygraphen erhalten. Wir haben zwar keine Moglichkeit, um
eine Menge von Graphen zu mitteln, aber wir konnen Abstéinde mitteln. Genau
das ist auch die Methode eines Beobachters: Aus vielen, in zeitlichen Abstdnden
durchgefiihrten Messungen ermittelt er einen Abstand fiir ein festes Knotenpaar,
und fiithrt dann diese Messung fiir (idealerweise) alle Knotenpaare durch:

Definition 22 Sei G ein stochastischer Cayleygraph. Wir definieren den mittle-
ren metrischen Raum EG dber der Punktmenge V' durch den mittleren Abstand

dpg(n,m) := E°€9dg(n,m).
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drg st eine Metrik, falls der Abstand zwischen n und m fast sicher beschrdnkt
ist (d.h. 3d(n,m) : dg(n,m) < d(n,m) fast immer); ansonsten kann sie auch den
Wert oo annehmen.

Beweis: Zur Wohldefiniertheit: Symmetrie und Positivitit sind offensichtlich,
die Endlichkeit folgt aus der Beschriankung nach oben. Gilt Edg(n,m) = 0, so
muss wegen Positivitidt fast immer dg(n,m) = 0 gelten — bereits ein Fall wiirde
ausreichen, damit n = m gilt. Damit ist Definitheit gezeigt. Die Dreiecksunglei-
chung folgt aus der Linearitit des Erwartungswertes. Schliellich ist offensichtlich,
dass der mittlere metrische Raum zu einem Punktmafl gerade der ausgezeichnete
Graph ist. O

Jede Form von stochastischer Symmetrie sollte auch eine (echte) Symmetrie auf
dem mittleren metrischen Raum induzieren. Wir konzentrieren uns dafiir auf die
Translationsinvarianz von stochastischen Gittern:

Lemma 20 Sei G ein freies stochastisches Gitter tiber Z". Dann ezistiert EG =
(Z", d) und ist translationsinvariant, d.h. fir allen,w', meZ" gilt d(n,n’) = d(n+
m, ' +mw'). (Insbesondere ist EG also homogen.)

Beweis: Nach Definition gibt es eine untere Grenze fiir dg(n, m), womit die
Existenz von E“S9%g(n,m) fiir alle n,m € Z" gesichert ist. Die Eigenschaften
einer Metrik sind nach dem Beweis zur Wohldefiniertheit von Definition 22 bereits
erfiillt. Nun zur Translationsinvarianz: Fiir einen beliebigen Cayleygraphen ist die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Kante aufgrund von

p((gn)~"(gm)) = p(n"'m)

invariant gegeniiber Linkstranslationen. Da sich der mittlere Abstand allein aus
diesen Wahrscheinlichkeiten errechnet, ist auch er aus Symmetriegriinden linksin-
variant. Der mittlere metrische Raum eines stochastisches Gitter ist aufgrund der
Kommutativitdat der gewdhlten Gruppe unter allen Translationen invariant. Wir
werden einen allgemeineren, abstrakten Beweis hierfiir in Lemma 30 nachliefern.

O

4.2 Beispiele fiir stochastische Cayleygraphen

4.2.1 Zufallsgraphen

Das einfachste Modell eines stochastischen Graphen wurde 1959 von Erdés und
Rényi ([ER]) eingefiihrt, der Zufallsgraph. Genau genommen gibt es zwei Sor-
ten von Zufallsgraphen: Im ersten Modell ist der Wahrscheinlichkeitsraum die
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Gesamtmenge aller Graphen mit n Knoten und m Kanten (n, m fest) mit Gleich-
verteilung iiber alle Graphen. Im zweiten, wichtigeren Modell wéhlt man die Zahl
der Knoten n und eine Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] fest. p steht hier fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass zwei beliebige Knoten im Graph durch eine Kante verbunden
sind. Die Wahrscheinlichkeit fiir genau m Kanten in diesem Modell ist durch eine
Binomialverteilung

m
n(n—1

PM=m) = < ) ) p(1 = p)zninhom

1
2

mit der Zufallsvariable M als Zahl der Kanten gegeben. Damit ist der gesamte
Wahrscheinlichkeitsraum die Menge aller Graphen mit n Knoten, versehen mit
einer Binomialverteilung iiber der Gesamtzahl an Kanten und einer Gleichvertei-
lung unter Graphen gleicher Kantenzahl. Die erwartete Zahl an Kanten betragt
EM = % pn(n—1). Fiir uns interessant ist der Fall groer n, so dass die Binomial-
in eine Poissonverteilung iibergeht und wir kurz EM = % pn? schreiben konnen.
p wird auch als Kantenwahrscheinlichkeit oder Kantendichte bezeichnet. Die Zu-
fallsvariable “ein Zufallsgraph mit n Knoten und Kantenwahrscheinlichkeit p”
wird im folgenden als G,, , abgekiirzt.

Es hat sich herausgestellt, dass erstes und zweites Modell zwar nicht identisch
sind, aber zumeist gleiche Ergebnisse im Limes n — oo liefern, wenn man m =
5 pn(n—1) setzt (vgl.[CG]). Dies liegt darin begriindet, dass die relative Streuung

~ ~

EM ~ %pn2

S|

der Poissonverteilung fiir n — oo verschwindet. In der Literatur ist als “Zu-
fallsgraph” nur das zweite Modell verankert, da sich mit diesem leichter rechnen
lésst.

Erdés und Rényi untersuchten zunéchst die Frage, wie sich verschiedene FEigen-
schaften eines Zufallsgraphen verdndern, wenn bei festem und groflem n die Kan-
tenwahrscheinlichkeit p erhoht wird. Sie identifizierten dabei sechs Phasen, deren
Grenzen im Limes n — oo scharf werden. Dies wird mit dem Begriff “fast si-
cher” bezeichnet: “Der Zufallsgraph G, , hat fast sicher die Eigenschaft A” heifit
P(G,, erfillt A) — 1 fiir n — oo. Dabei ist es wichtig, anzugeben, wie sich die
Kantenwahrscheinlichkeit p in diesem Limes verhélt:

1. p fallt langsamer als 1/n. Ein Zufallsgraph in diesem Bereich setzt sich
fast sicher zusammen aus kleinen Baumgraphen, d.h. es treten keine echten
Kreise auf.

2. p ~ ¢/n fiir ein 0 < ¢ < 1. Fast alle Komponenten von G, , sind weiter-
hin Baumgraphen, aber die Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz eines echten
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Kreises beliebiger Groéfle wird positiv. Die grofite Zusammenhangskompo-
nente besteht im Mittel aus (—Inc — 1+ ¢)"!(Inn — 3 Inlnn) Knoten,
wéchst also wie Inn.

3. p~ (14 ¢€)/n fur ein kleines € > 0. Das Verhalten des Graphen dndert sich
grundlegend, sobald p ~ 1/n erreicht wird: Viele kleine Zusammenhangs-
komponenten mit Ordnung O(Inn) wachsen nun zusammen und bilden fiir
¢ = 0 eine gemeinsame Komponente der Ordnung O(n??). Sobald e Null
tiberschreitet, erreicht sie sogar bereits Ordnung O(n). Diese Phase wird
auch als Doppelsprung bezeichnet. Dennoch ist der Graph noch immer fast
sicher unzusammenhéngend — alle iibrigen Komponenten haben nun jedoch
Ordnung O(Inn), statt, wie zuvor, O(1).

4. p ~ ¢/n fir ¢ > 1. Die grole Zusammenhangskomponente wichst weiter
an, wobei die néachstgroffiten Komponenten als erste “aufgesogen” werden.
Die Ordnungen der iibrigen Komponenten sinken bis auf O(1) ab.

5. p = (clnn)/n fiir 0 < ¢ < 1. Der Graph wird zum ersten Mal fast sicher
zusammenhéngend.

6. p wéachst schneller als (Inn)/n. Schliefllich werden die Vertexgrade, d.h. die
Anzahl an Kanten pro Knoten, fiir jeden Knoten asymptotisch gleich.

Insbesondere ist also ein Zufallsgraph mit fester Kantenwahrscheinlichkeit p im
Fall n — oo fast sicher zusammenhéngend mit erwartetem Vertexgrad = pn.

4.2.2 Das Smallworld-Modell

Bei der Untersuchung vieler real existierender Netzwerke hat man festgestellt,
dass héufig ein geringer Durchmesser und hohes Clustering zugleich auftreten
konnen. Ein Beispiel hierfiir ist die Erkenntnis, dass jeder Mensch jeden anderen
iiber eine nur kleine Zahl von Bekannten kennt. Folglich sind diese Netzwer-
ke (dazu gehoren beispielsweise auch das Internet, bestimmte neuronale Netze,
Zitierungs- und Kooperationsnetze) weder durch Zufallsgraphen noch durch Git-
ter adaquat beschreibbar.

1998 wurde von Strogatz und Watts in [WS] ein einfaches Modell vorgestellt, mit
dem der Smallworld-Effekt mathematisch erfasst werden konnte. Seien N € N\
{1,2},d €N und p € [0, 1] beliebig, sowie

G := SCay(Z%,p) mit p(£1) =1, p(0) =0, p(n) = p sonst

G ist ein d-dimensionales Gitter mit toroidalen Randbedingungen aus N Knoten,
iiberlagert mit einem Zufallsgraphen der Kantenwahrscheinlichkeit p, also G =
Z3 NV G -
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Damit ist jeder Knoten zum einen mit 2d Nachbarn verbunden (“strong links”)
und zusétzlich mit p(N — 3) zuféllig bestimmten weiteren Knoten im Graph
(“weak links” oder “shortcuts”). Bei festem N und zunehmendem p durchlauft G
im wesentlichen drei Phasen: Fiir sehr kleines p dhnelt es am ehesten noch einem
Gitter (mit groem Durchmesser und hohem Clustering) fiir sehr grofles p geht
es asymptotisch in einen Zufallsgrahen iiber (kleiner Durchmesser und niedriges
Clustering). Dazwischen gibt es einen Bereich, in dem ein hohes Clustering bei
zugleich niedrigem Durchmesser auftritt, der als Smallworld-Bereich des Modells
bezeichnet werden kann. Die Uberginge zwischen den drei Phasen sind flieBend,
vgl. dazu [WS], [NW], [NMW] und [RL].

Die Bestimmung des mittleren Abstands im Smallworld-Modell erweist sich als
ein schwieriges kombinatorisches Problem, und wurde auf verschiedene Weisen
von mehreren Gruppen angegangen ([BA], [NW], NMW], [BR], [RL]). Eine gute
Approximationsformel wird durch

In (%p]\f2 + 1)

gegeben, die sich den Lésungen von [BR] fiir pN? > 4 und der von [BA] fiir pN? <
1 asymptotisch anndhert. Dabei ist Lj; der Median der Abstandsverteilung, L
deren Erwartungswert. Die approximative Dimension (Definition 2) wurde in [RL]
bestimmt als 1/e fiir p ~ N717¢ €€[0,1] und N — oo und lisst sich durch
Einsetzen von L in Definition 2 direkt bestétigen.

4.3 Limes stochastischer Cayleygraphen

Wir wollen als néchstes den Begriff des Kontinuumslimes ausdehnen auf stochasti-
sche Cayleygraphen. Aus Definition 22 haben wir bereits eine Moglichkeit, einen
mittleren metrischen Raum zu berechnen, vorausgesetzt alle Realisationen des
metrischen Raums besitzen dieselbe Punktmenge. Fiir stochastische Cayleygra-
phen (vgl. Definition 21) haben wir diese Vorbedingung bereits erfiillt, und gemafl
Lemma 20 existiert der mittlere metrische Raum (im Sinne von dgg(n, m) < co)
und ist translationsinvariant.

Definition 23 Sei G ein stochastischer Cayleygraph (Def.21), fir den der mitt-
lere metrische Raum EG ezistiert. Falls dann auch der Kontinuumslimes von EG
existiert, so bezeichnen wir ihn als den mittleren Kontinuumslimes aEG von G.

Bemerkung: Natiirlich stellt sich die Frage, ob man auch erst den Limes aller
Graphen in Gy berechnen kann, diese mit dem Mafl von G versieht und dann
erst mittelt. Nun haben wir kein geeignetes Mittelungsverfahren fiir beliebige
metrische Rdume angegeben, nur fiir Rdume iiber derselben Grundmenge V/;
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wir konnen also keine geeignete Identifikation der einzelnen Kontinuumslimiten
durchfiithren. Wir kénnen aber, unter der Voraussetzung dass fast alle Konti-
nuumslimites von der Form (R"™,d) mit normerzeugten Metriken d sind, eine
Mittelung der Norm vornehmen. Diese Vorgehensweise wollen wir symbolisch als
“Eag” beschreiben. Tatséchlich 1dsst sich sehr einfach eine Grob-Isometrie (und
damit eine Isometrie) zwischen aEG und Eag finden, wenn die modellabhéngi-
ge Konstante E9<9(G) existiert, dabei soll fiir jede Realisation G eine €(G)-
Grobisometrie zu aG existieren. Die Zufallsvariable ¢ muss aber nicht notwen-
digerweise messbar sein; so lassen sich mit Leichtigkeit Realisationen selbst ein-
facher Modelle finden, deren €(G) beliebig anwéchst. Damit 1dsst sich auf diese
Weise die Identitdat von aEG und EaG wohl nur durch entsprechend aufwendige
Abzahlungen in konkreten Modellen beweisen.

Lemma 21 ((-Funktion) Sei G ein freies stochastisches Gitter iiber Z™, EG
dessen mittlerer metrischer Raum, n € Z™ beliebig und &; := j'dgg(0, jn). Dann
ist (&);jen eine konvergente Folge, und fir den Grenzwert & = &(n) gilt € > 0.

Beweis: Sei G eine beliebige Realisation von G, dann liefert die Identitét eine
(A, €, €)-Quasi-Isometrie zwischen G und Z", wobei A und € nur von der Funktion p
abhéngen. Da dies fiir jede Realisation gilt, ist die Identitéit auch fiir den mittleren
metrischen Raum EG eine (), €, €)-Quasi-Isometrie zu (Z",d;), dabei ist d; die
Metrik zum kubischen Gitter. Es folgt

Al - S < 00

€
< Alfnfly + -
J

Fiir geniigend grofies j ist die untere Schranke positiv, und §; ist in einem po-
sitiven reellen Intervall enthalten. Insbesondere gibt es damit eine konvergente
Unterfolge.

Weiterhin gelten die folgenden Schranken fiir {;, wie man leicht durch Nachrech-

nen aus der Dreiecksungleichung und der Translationsinvarianz von EG (Lemma
20) erhélt:

J&j + k&

Eire < TR & < min{¢;, &} Vi, keN

Beispielsweise ist (£,;) monoton und positiv beschrinkt, damit konvergent gegen
eine positive Zahl. Jedoch ist (¢;) im allgemeinen nicht monoton. Insbesondere
ist

&1
J+1
Fiir die harmonische Reihe gilt ndherungsweise (z.B.[ML])

i1 < &+

N1
Zﬁmlnl\f—l—y

n=1
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mit der Euler-Mascheroni-Konstanten v ~ 0,5771 ... (durch die Wahl einer leicht
vergroflerten oder verkleinerten Konstante lédsst sich das ~-Zeichen gegen exakte
Ungleichungen ersetzen, wir kennzeichnen dies durch o(1)). Durch Iteration folgt
damit
j+k
1 ‘ .
Cion S & H& Y, =& & (0 +k) —Inj+o(1)

n=j+1

Insbesondere gilt fiir j = 2", k€ [1,2" — 1] (also fiir Argumente zwischen 2" und
2n+1):

Eonpr < Eon+ & - (N2 —1In2" +0(1)) =~ &on + & - In2;

daraus kénnen wir nicht folgern, dass (£;) konvergieren muss. Vielmehr fillt die
harmonische Reihe zu langsam ab, um hier Konvergenz zu sichern; wenn auch
auf eine sehr subtile Art, handelt es sich doch bei (¢;) selber um eine beschrénkte
Folge.

Sei {5, — & eine konvergente Unterfolge von (§;), j €N, (J;) eine streng monotone
Folge in N. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein jo € (J;);en mit |, — &] < €,
insbesondere also £;, < { +e. Dies gilt dann auch weiter fiir jedes ganze Vielfache
von jo. Nun betrachten wir das Verhalten von &, k€N fiir grole & > kg > jo.
Fiir jedes k gilt dann & = n - jo + &' mit einem k&’ < jy, n € N. Nach der obigen
Rechenregel fiir & ist damit

& < &njo + &1+ (In(n - Jo + k) — In(n - jo) + o(1))

und wegen k > jo (also n > 1) kénnen wir den Logarithmus nach seinen ersten
beiden Taylortermen entwickeln:

/

G <EFet+& (nk +o(1,n1)) <E+et+&-(nHo(lnh)) —€

Jo
Damit muss insbesondere jeder weitere Héufungspunkt £ von (§;) kleiner oder
gleich ¢ sein — verwenden wir dieses Argument umgekehrt fiir eine Folge die
gegen & konvergiert, folgt & < &, also & = £. Schliellich wissen wir aus der
Beschriinkung & > A7!|n||;, dass der Grenzwert positiv ist. O

Die soeben berechnete ¢-Funktion stellt den linearen Anteil der Metrik im Un-
endlichen dar und ist geeignet, um den Kontinuumslimes néher zu beschreiben.
Dazu miissen wir £ zunédchst erweitern zu einer Funktion auf R™:

Lemma 22 FEs ist {(kn) = k&(n) fiir alle ne Z™, k € N. Damit ldsst sich & aus-
dehnen auf eine Funktion & : Q" — R{. Diese Erweiterung ist konvex in Q", d.h.
fir alle z,y € Q™ und A€ [0,1] N Q gilt

EAz+ (1=Ny) <AEx)+ (1= E(y).
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Damit lisst sich & ausdehnen zu einer in R"™ konveren Funktion & : R™ — R mit
E(Ax) = N&(x) fir alle N >0, z€R™.

Beweis: Es ist

¢(kn) = lim M e+ 1 H0.5h0)

j—00 J j—oo gk

= k&(n)

Zu jedem x € Q" gibt es k € Nund n € Z" mit kx = n. Wir setzen £(z) := k~1¢(n),
die Wohldefiniertheit ist durch obige Rechnung gegeben.

Als néchstes zeigen wir £(z+vy) < £(x)+&(y), woraus direkt die Konvexitét folgt.
Wir kénnen den gemeinsamen Nenner von z und y herausziehen und auf beiden
Seiten durch ihn teilen, d.h. wir kénnen uns auf z,y € Z™ beschranken. Fiir diese
gilt nach Dreiecksungleichung und Translationsinvarianz

{(r+y) = lim M < lim M + lim M = §(r) +&(y).

Daraus erhalten wir bereits die Stetigkeit von £ : Q" — R :

E(x+ey) < &(x) +€&(y)

und, durch Anwendung von &(x) > &£(z+y) — £(y):

§(z+ey) = &(x) —ekly)

fir alle z,y € Q", ¢ > 0, e € Q. Damit kénnen wir £ eindeutig stetig fortsetzen
auf R"™. Diese Funktion ist dann noch immer konvex (wihle eine gegen z konver-
gierende Folge aus Q", verwende die Konvexitdt in Q™ und bilde n — 00). 0

Worauf wir hinaus wollen, ist die folgende Vermutung:

Vermutung 1 Sei G ein freies stochastisches Gitter iber Z". Dann ist aEG =
(R™, d) mit der normerzeugten Metrik

d(l‘,y) = ||I_y|| = g(x_y)a V%yeRn-

Das Problem: Wir wissen zwar, dass d(0,n) fiir groBe n gegen &£(n) strebt im
Sinne von lim; .., d(0, jn)/j — &(n), aber das reicht noch nicht aus; d wéchst
zwar linear wie &, aber ein sublineares (z.B. wurzelférmiges oder logarithmisches)
Wachstum kann uns die ganze Sache verderben:

Beispiel: Sei Z versehen mit der Metrik

dn,m) =& - [n—m|++/|n—m|
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fiir alle n,m € Z. Da sich die Wurzelfunktion linear beschrianken lésst, ist (Z, d)
quasi-isometrisch zu (Z,d,). Es ist sogar £(n) = & - [n], aber (Z,d) ist nicht
grob-isometrisch zu (R, & - dy). Damit besitzt (Z, d) auch keinen Banachraum als
Kontinuumslimes.

Die (berechtigte) Hoffnung ist mithin, dass die Beschrankung der Wahrscheinlich-
keitsfunktion p von G auf einen endlichen Tréger ein solches sublineares Wachs-
tum verhindert, spéatestens in Kombination mit einem Konvexitatsargument. Zu-
mindest im eindimensionalen Fall konnen wir dieses Problem losen:

Lemma 23 Sei G ein stochastisches Gitter tiber Z. Dann gibt es &y, e > 0, so
dass

[Ed(0,n) —& - n|]| <e

Beweis: OBdA sei n > 0. Nach Definition von G ist der Tréger von p endlich
und damit gibt es ein I’ mit p(n) = 0 fiir alle n € Z mit |n| > . Wir wihlen eine
Zerlegung von Z in euklidisch gleichlange Abschnitte A; der Lénge I’ und num-
merieren diese fortlaufend durch, so dass 0 im Abschnitt Ag und n im Abschnitt
Ay liegt, J € N. Damit ist offensichtlich |[n — J - I'| < 20’. Sei nun G eine Reali-
sation von G und p = (ng,ny,...,ny) ein kiirzester Pfad zwischen 0 =: ny und
n =: ng, dabei ist d = dg(0,n). Aufgrund der GroBe der Abschnitte A; konnen
aufeinanderfolgende Knoten des Pfades hiochstens in benachbarten Abschnitten

liegen. Da weiter der Pfad p endlich ist, muss es fiir jeden Abschnitt A; einen
Index K (j) €[0,d] NZ geben, so dass

N () EAj und VE > K(]) TNy ¢ Aj.

Da fiir k = J die letzte Aussage leer ist, ist K (J) = d. Betrachten wir nun die
Differenz AK (j) := K(j) —K(j—1), j = 1..J. Diese gibt an, wieviele Schritte im
Graphen benétigt werden, um den Abschnitt A;_; hinter sich zu lassen. Dabei
kann es passieren, dass ein Umweg {iber weiter hinten liegende Abschnitte gewéhlt
werden muss. Ein solcher Umweg kann nicht mehr als I’ Abschnitte umfassen,
da wir gefordert haben, dass p~1(1) ein Erzeugendensystem enthilt — d.h. der
Knoten ng ;) wird nach I’ Schritten auf jeden Fall erreicht. Fiir Abschnitte A;
mit [ < j < J — [’ ist damit eine Unabhangigkeit von Start- und Endknoten
gewéhrleistet. Nach der Translationsinvarianz miissen die Erwartungswerte der
AK(j) in diesem Bereich gleich sein, wir bezeichnen sie kurz als ). Damit ist
(selbst wenn die AK(j) nicht unabhéngig sind)

Ed(0,n) = EK(J) = EK(0) + Y E(AK(j)) = (J — 2I') - & + const.,

j=1
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also Ed(0,n) = & |n|+const. mit {, = /I’ und nach oben und unten beschrank-
tem und insbesondere n-unabhéngigem “const.”. U

Dies erlaubt uns die &-Funktion, die wir oben berechnet haben, zumindest im
eindimensionalen Fall zur Konstruktion des Kontinuumslimes zu verwenden:

Folgerung 9 Der mittlere Kontinuumslimes eines eindimensionalen stochasti-
schen Gitters existiert eindeutig (bis auf Isometrie) und ist ein eindimensionaler
reeller Banachraum.

Beweis: Die Eindeutigkeit haben wir bereits in Satz 5 gezeigt. Aus dem vor-
angehenden Lemma wissen wir, dass das der mittlere metrische Raum des sto-
chastischen Gitters grob-isometrisch ist zu einem eindimensionalen reellen Ba-
nachraum, dessen Norm wie in Lemma 21 angegeben berechnet werden kann.
Da jeder Banachraum nach Definition der Norm skaleninvariant ist, folgt, dass
dieser auch der mittlere Kontinuumslimes des stochastischen Gitters sein muss. [

Auf das Problem hoherdimensionaler stochastischer Gitter und die Verallgemei-
nerung des obigen Beweises werden wir in Abschnitt 4.5 zuriickkommen. Doch
zunéchst wollen wir uns mit einem speziellen eindimensionalen Fall naher beschéf-
tigen.

4.4 Eindimensionales Modell

Wir konkretisieren unsere Untersuchungen durch die Analyse des stochastischen
Gitters

0 : n=20

DU [ U
G = SCay(Z, p), p(n) = p 1<n| <1

0 : n| > 1

mit reellen Parametern p € [0, 1], [ > 1 fiir alle n € Z. Die Wahl p(£1) = 1 wur-
de getroffen, um einen mit Sicherheit zusammenhéngenden Graphen zu erhalten
(ansonsten wéare er fast sicher unzusammenhangend). Wir wissen aus dem vor-
angehenden Abschnitt, dass G einen eindimensionalen reellen Banachraum als
Kontinuumslimes hat. Ein solcher wird bereits durch eine einzige positive Zahl
0 in der Form (R, 0 - d;) beschrieben, dabei ist d; die iibliche Metrik auf R. In
der Notation des vorigen Abschnitts ist § = £(1). In Bezug auf unser Modell ist
f nun eine Funktion von [ und p und damit auch numerisch zugénglich.

Beispiel: Trivialerweise ist fiir p = 0 oder p = 1 der mittlere Kontinuumslimes
von der Form (R, 0 - dy) mit 0(1,0) = 1 bzw. 6(1,1) = fiir alle [ > 1.
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Fiir sehr grofle [ erwartet man zunéchst einen proportionalen Zusammenhang
zwischen 6 und [, dies ist allerdings falsch: € wird approximativ unabhéngig von
[ (eine Spezialitéit des eindimensionalen Falls) und ist stark nicht-linear abhéngig
von p. Diese Behauptung haben wir numerisch iiberpriift und werden sie nun
nédher untersuchen.

4.4.1 Obere und untere Schranken

Wir betrachten die Entfernung zwischen 0 und einem festen, weit entfernten Kno-
ten n € Z, oBdA n > 0. Aufgrund der grofien Entfernung reicht es uns zu wissen,
welchen mittleren Abstand 6 (beziiglich dem euklidischen Abstand auf Z) ein
Schritt im Graph iiberbriicken kann. Sei dafiir n; der Knoten mit dem hochsten
Wert, der im Schritt j erreicht wurde. Um den Abstand 6 ~ n;,; —n; zu berech-
nen, miissten wir auch wissen, ob die Knoten kurz vor n; bereits erreicht wur-
den — so wire es moglich, dass n; selber nicht mit n;;; verbunden ist, sondern
von einem seiner Vorginger “iiberholt” wird. Da wir die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen dieser Vorgénger nicht kennen, behelfen wir uns mit den folgenden
Néherungen:

1. n; ist der einzige Knoten in seiner Umgebung, der bereits erreicht wurde.
Dies liefert eine untere Schranke fiir 6.

2. Alle Knoten vor n; wurden erreicht. Dies liefert eine obere Schranke.

Zunéchst zum 1.Fall: Damit der Knoten n; + k& zum néchsten n;;; wird, muss er
erreicht werden und alle darauffolgenden Knoten nicht mehr. Wir vernachléassigen,
dass spétestens der auf n;;; folgende Knoten erreicht wird (d.h. wir fordern p-1 >
1). Dann ist fiir 0 < k£ < p dank der Unabhéngigkeit der Kanten:

Pnjy=n+k)=p-(1-p)*

Damit ist
!
emin = Eanrl —n; = Z k - p- (1 _p)lik
k=1
Im weiteren setzen wir ¢ := 1 — p. Dann lésst sich die obige Summe nach der Art
einer Teleskopsumme und mittels geometrischer Reihe umformen:

l l
(1=q) Ouin = > _kpdF =Y kpg*+!
k=1 k=1
-1 -1

l
= D kpd™F =Y (k+UpgF=pl = pg*
k=0

k=0 k=0

1 —
e B S Ry P
p
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n+k n+/

zuletzt erreichter Knoten Cutoff durch I

Abbildung 4.2: Fall 1 (untere Schranke): Damit n4+k zum néchsten, am weitesten aufien
liegenden erreichten Knoten wird, muss eine Kante zwischen n und n + k existieren,
und darf keine Kante zu einem Knoten zwischen n + k& + 1 und n 4 [ existieren. Die
Knoten vor n wurden geméfi Niherung nicht erreicht und spielen daher keine Rolle.

Nun zum zweiten Fall: Hier miissen wir die moglichen Kanten beachten, die von
den Knoten vor n; ausgehen. Damit n;; = n; 4+ £ gilt, muss eintreten:

1. n;+k wird von einem Knoten erreicht. Diese Knoten sind gerade im Intervall

n; + k — [,n;], damit befinden sich [ — k + 1 Knoten in Reichweite. Die
Wahrscheinlichkeit, erreicht zu werden, betrigt also 1 — ¢/=F+1.

. Es wird kein Knoten hinter n; + k erreicht. Dies betrifft alle Knoten n; 4 k'

mit £ < k' < [. In Reichweite des Knotens n; + &’ befinden sich [ — &' + 1
bereits erreichte Knoten. Insgesamt fithren also

> (l—k’+l):%(l—k)(l—k+1)

k'=k+1

mogliche Kanten von erreichten Knoten zu Knoten hinter n;+k%. Alle Kanten
sind unabhnégig voneinander, da stets verschiedene Paare beteiligt sind.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass kein Knoten nach n; + k erreicht
wird, g(-R=k+1)/2,

Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist folglich

Py =n;+ k)= (1— qlkarl) _q(lfk)(lfk+1)/2.
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Cutoff fiir n

Abbildung 4.3: Fall 2 (obere Schranke): Alle Knoten vor n+ 1 wurden in dieser Néhe-
rung bereits erreicht. Damit n 4 k£ also zum néchsten, am weitesten auflen liegenden
Knoten wird, muss mindestens einer der Knoten vor n+ 1 eine Kante zu n+ k besitzen,
und keiner der Knoten vor n+ 1 darf eine Kante zu einem Knoten hinter n+ k besitzen.
Dabei ist zu beachten, dass jeder Knoten n — j aufgrund des Cutoffs | héchstens den
Knoten n — j + [ erreichen konnte.

Fiir die obere Schranke 0y, = Enj 1 —n; gilt also

0,0 = Zk _ gy R k412

_ qul k) (I—k+1)/ qu(l k+2)(I—k+1)/2
-1

— Z kg —PU-k+1)/2 _ Z<k + 1)q(l—k+1)(l—k)/2
k=0

k=0
-1

!
— _ Zq(l—k+1)(l—k)/2 __ Zq(k-i-l)k/Q
k=0 k=1

S P S S . L
Da ¢ < 1 ist, werden die folgenden Glieder nach und nach unwichtig.

Dass diese Ndherung tatsichlich strikt grofer ist als [ — ¢/p sieht man durch eine
Reihenentwicklung von ¢/p=q¢/(1—q¢) =q+ @+ @ +q¢* + ...

Folgerung 10 Fir das eindimensionale stochastische Gitter

0 n=20
1 n| =1
p : 1<|n <l
0 n| > 1

G =SCay(Z,p),  p(n) =
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Abbildung 4.4: Numerische Ergebnisse fiir festes p = 0,01 und verschiedene [ (x-Achse,
logarithmisch), auf der y-Achse ist [ — 6 aufgetragen. In jeder Realisation werden Ma-
xima und Minima von 6 fiir Knoten in den Entfernungen 400 bis 500 beziiglich des
Graphen vom Ursprung ausgewertet, auflerdem wird 6 iiber die Entfernungen 250 bis
500 gemittelt. Man sieht, dass fiir zu kleine [ (also [ < p~1) sich die Metrik derjenigen
des Hintergrundgitters annéhert (6 = 1). Fiir groflere Werte von [ wird [ — 6 asympto-
tisch konstant, wenn man die Maxima von 6 verwendet. Die Minima und Mittelwerte
sind durch die Abbruchbedingung r < 500 kontaminiert und daher nicht konstant.

mit pe[0,1], I >1,qg:=1—pundl-p>1ist «EG = (R™, 0 - dy) mit

I—= <0 < 1l—q—-¢—¢"—¢""—¢"—...

g
p

4.5 Hoherdimensionale stochastische Gitter

Aus physikalischer Sicht kann es bereits zufriedenstellend sein, die sublinearen
Wachstumsterme, die den Vergleich zwischen dem stochastischen Gitter und sei-
nem Kontinuumslimes stéren, aufgrund ihrer Winzigkeit gegeniiber dem linearen
Anteil zu vernachlédssigen und den Kontinuumslimes schlichtweg als (R",¢) zu
definieren. Dennoch wollen wir uns kurz mit dem mathematischen Problem aus-
einandersetzen, das uns daran hindert, den Beweis von Lemma 23 auf n > 1 zu
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Abbildung 4.5: Dargestellt sind Realisationen fiir / = 100 und [ = 1000 und verschie-
dene p (x-Achse), dabei sind die Minima von A := [ — 6 (Maxima von ) logarithmisch
aufgetragen. Hier sieht man nochmal die Unabhéngigkeit von [ — 6 gegeniiber [, sofern
p geniigend grofl gewihlt ist; daher fallen alle Messwerte auf eine gemeinsame Kur-
ve. Ebenfalls dargestellt sind die hergeleitete obere und untere Schranke, sowie eine
weitere Funktion, die den Bereich fiir kleine p gut approximiert (vgl.Abschnitt 4.6).
(Anmerkungen zur Numerik siche Abb.4.4)

verallgemeinern, da hier eine unerwartete Eigenschaft wieder auftaucht, die uns
bereits in Lemma 18 Probleme bereitet hat.

Die natiirlichste Verallgemeinerung wére, die Zerlegung von Z in Abschnitte zu
ersetzen gegen eine Zerlegung von Z™ in Scheiben senkrecht zur euklidischen Ver-
bindungslinie zwischen 0 und n. Jedoch muss der kiirzeste Pfad zwischen 0 und n
nicht notwendigerweise dieser Verbindungslinie folgen und kann entsprechend die
Scheiben unter wechselnden Winkeln erreichen. Dies zerstort die j-Unabhéngig-
keit der mittleren Verweildauern EAK(j), die zur Bestimmung der Linearitét
notwendig ist. Entsprechend ist es notig, zuvor sicherzustellen, dass die kiirzesten
Pfade im Mittel in der N&he der euklidischen Verbindungslinie verlaufen. Das legt
eine Art von Konvexititsforderung fiir die Metrik des Graphen nahe. Dies wird
zusatzlich dadurch bestétigt, dass die {-Funktion aus Lemma 21 bereits eine
Norm (und damit eine konvexe Metrik) ist, obwohl der zugrunde gelegte mittlere
metrische Raum selber keine Konvexitét erfiillt und damit ohne eine weitere For-
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Abbildung 4.6: Dieselbe Graphik wie Abb.4.5, aber mit logarithmischer z-Achse. Deut-
lich sichtbar ist, wie fiir zu kleines p die Funktion [ — 6 von [ abhéngig wird und die
numerischen Werte fiir [ = 100 von denen fiir [ = 1000 abweichen. Auch die Giite der
Néherung | — 6 ~ —0.5/1In(1 — p) fiir kleine p ist hier gut zu sehen.

derung nicht grob-isometrisch sein sollte. Wie konnte nun eine solche Forderung
an ein stochastisches Gitter aussehen?

Definition 24 Wir nennen ein freies stochastisches Gitter tiber Z™ (stochastisch)
konvex, wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen gilt:

1. p ist konkav, d.h. fir alle n,0’,m€Z" und X € [0, 1] gilt

m=An+(1-XNn" = pm)>Apn)+(1-N)pH).
2. Fir alle pe€0,1] ist {n€Z™ : p(n) < u} CZ" eine in Z" konvexe Menge.

Beweis: Die Aquivalenz folgt direkt aus der Definition: Die Menge A, ={neZ:
p(n) < p} ist genau dann konvex in Z", wenn fiir alle n,n’ € Z™ und X € [0, 1] so
dass m:= An+ (1 — \)n' € Z", gilt me A, also p(m) > p. Weiter sind n,n’ € 4,
genau dann, wenn gilt Ap(n) < Ap und (1 —X) p(n’) < (1 — A) i, zusammen also
Ap(m) + (1= X2 p(n') < p < p(m). m
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kiirzester Pfad im Graph

euklidische Verbindungslinie

Abbildung 4.7: Das Problem im nicht-konvexen Fall: Die kiirzesten Pfade koénnten
allesamt weit ab von der euklidischen Verbindungslinie liegen. In dem Fall ist die Ver-
weildauer des Pfades in den einzelnen Scheiben deutlich von der Position der Scheibe
abhingig.

Insbesondere die zweite Beschreibung erlaubt eine einfache Interpretation der
Konvexitat fiir stochastische Gitter: Die Funktion p muss in gewisser Weise in
Form einer konvexen Menge abfallen. Insbesondere ist p eine (moglicherweise
unendliche) Linearkombination von charakteristischen Funktionen konvexer Un-
termengen.

Wir haben bereits bei der Translationsinvarianz gesehen, dass sich Symmetrien
und Eigenschaften eines stochastischen Gitters auf dessen mittleren Kontinuums-
limes iibertragen konnen. Hier ist die Situation komplizierter, da die Symmetrien
nicht direkt vergleichbar sind. Wir formulieren also:

Vermutung 2 Sei G ein konvexes und freies stochastisches Gitter iiber Z™. Dann
ist auch die Metrik von EG konvez, d.h. fir alle n,n’, m €Z" und X €0, 1] gilt

m=An+(1-XMn" = dgg(0,m) < Adgg(0,n)+ (1 — \)dgg(0,n").

Der néchste Schritt wére, die Konvexitéat des stochastischen Gitters auf die Art
der Pfade zu iibertragen, die von 0 nach n reichen. Dies ist eine gleicherma-
Ben nicht-triviale Angelegenheit und die Formulierung der j-Unabhéngigkeit von
EAK(j) miisste daran gekniipft werden. Dies sollte dann ausreichen, um die
Existenz eines Banachraums als mittleren Kontinuumslimes eines jeden endlich-
dimensionalen stochastischen Gitters zu beweisen.

Wir mochten auch kurz auf den Zusammenhang zur Theorie stochastischer Pro-
zesse hinweisen: Wenn wir den Raum aller Graphen iiber Z™ als Wahrscheinlich-
keitsraum verwenden, ldsst sich der kiirzeste Pfad zwischen 0 und n verstehen
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als ein endlicher stochastischer Prozess. Auch die Folge K (j) ist ein solcher Pro-
zess, allerdings mit reellen Werten. Falls die Erwartungswerte von AK(j) von j
unabhéngig und gleich sind, wie dies im eindimensionalen Fall gegeben ist, ist
AK(j) ein Martingal und K (j) ein Submartingal. Selbst wenn im hoherdimen-
sionalen Fall diese Unabhéngigkeit nicht mehr gegeben ist, konnte sich K(j) als
Submartingal herausstellen und wére damit fiir die Maschinerie der stochasti-
schen Analysis zuganglich.

4.6 Kontinuumsniherung

Wir kénnen die Rechnungen aus Abschnitt 4.4 {ibernehmen, um analoge Rech-
nungen in hoheren Dimensionen durchzufithren. Wir kénnen zwar noch nicht mit
mathematischer Sicherheit Art und Existenz eines mittleren Kontinuumslimes
fiir n > 1 beweisen, aber zumindest kénnen wir durch die folgenden Rechnungen
sinnvolle Vermutungen iiber sein Aussehen anstellen. Dazu betrachten wir nun
das folgende Modell in n Dimensionen:

0 n=20
A R 1 [nfl2 =1
= SCay(Z", p), n) =
g aY( p) p( ) D 1< HnH2 <1
0 [[nflo > 1

mit reellen Parametern p € [0, 1], [ > 1 fur alle n € Z" und der euklidischen Norm
|| - ||2- Der Einheitsball ist im wesentlichen kugelférmig (und daher noch lange
nicht allgemein genug, wenn man die Beschreibung eines metrischen Tensors im
Auge hat).

Im folgenden werden wir eine Kontinuumsnédherung einsetzen, d.h. wir setzen
voraus [ > 1, p > [7", ignorieren die Anisotropie des Gitters, ersetzen alle
Summen durch Integrale und entwickeln die auftretenden Funktionen in erster
Ordnung. Dies ist notig, da die Summen {iber Wurzelterme im allgemeinen nicht
direkt berechenbar sind.

Da wir ndherungsweise Isotropie annehmen, ist # in diesem Modell in jede Rich-
tung gleich, wir kénnen also oBdA in Richtung der ersten Achse messen. Wie
weit, gemessen auf der 1.Achse, kénnen wir uns innerhalb eines Schrittes vom
Ursprung entfernen? Analog zur oben berechneten unteren Schranke kénnen wir
diesen Abstand als gute Néherung fiir # annehmen. Im Abstand r vom Ursprung
beziiglich der ersten Koordinate befinden sich niherungsweise f,,_; (1% —1?)"~1/2
erreichbare Knoten, dabei ist x,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitsku-
gel (kg = 1,k = 2,ke = T, K3 = %71', ...). Nennen wir die Zahl der Knoten im
Abstand r vorerst N(r), dann ist wie in den vorhergehenden Rechnungen fiir
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diskretes r:
l

-1
0~ Y 1 (1 ") VO = N R VO
r=0

r=1

Ersetzen gegen Integrale und einsetzen von N(r) liefert

-1 I
0 ~ [— / exp (lnq : / b1 (12 — 1/%) (=172 d'r”) dr
0 r+1
I I
= |- / exp (lnq . / Fop_1 (12 — /) (=12 dr') dr
1 T

Der Hauptbeitrag wird geliefert von r = [, da fiir kleinere r das zweite Inte-
gral grofler wird und der Hauptintegrand exponentiell kleiner. Wir kénnen daher
das erste Integral bei 0 beginnen lassen (der Fehlbetrag ist sehr gering) und r
substituieren gegen r =: - (1 —€) und ' =:1- (1 — €):

1 €
[ —1- / exp (/@n_l ["Ing - / (1—(1—¢)Hr-b2 de') de
0 0
1 €
= -1 / exp (/@n_l ["Ing - / (26’ — €?)(n—1)/2 de') de
0 0

Der Hauptbeitrag wird geliefert von kleinen €, d.h. wir kénnen €? gegeniiber 2e
vernachléssigen und direkt integrieren:

1
2
0 ~ [—1- / exp </@n1 ["lng - oln=1)/2 = 6(n+1)/2) de
0 n+1

0

Q

/

Wir fassen die konstanten Terme vorlaufig zusammen als ( := —k, 1["Inq -
20+1/2 . (n 4+ 1)1 Wegen ¢ < 1 ist ¢ > 0. Wieder mit dem Hinweis auf kleine
e verdndern wir die obere Integrationsgrenze von 1 auf co: Dass dies moglich ist,
zeigt die folgende Zwischenrechnung:

/ exp (—C . €(n+1)/2) de S / eXp(_C . 6) de da € S 6(n-i—l)/Q’,n Z 1
1 1
= Cil . 674

Da ¢ durch den [-Term sehr grof§ ist, ist der Fehler also vernachlassighbar und wir
erhalten

0 ~ 1 —1- / exp (—¢ - e"/2) de
0
Wir substituieren € := (%1 ¢ und erhalten

0 ~ [—1.-¢ Y0+, /OO exp (—e/(”“)ﬂ) de’ .
0



96 KAPITEL 4. STOCHASTISCHE GRAPHEN

Das Integral ist nunmehr nur noch von n abhéngig und fiir die interessanten Félle
numerisch berechenbar. Insbesondere lésst es sich mit Hilfe der Gamma-Funktion
durch eine einfache Substitution darstellen (Eulersches Integral 2.Gattung):

/ exp (—z¢) dx = / e V- Sy tdy = ¢ 'T(c)
0 0 ¢

Folgerung 11 Mit den benutzten Ndherungen ist

2 n—1

0 [— A (—Ing) ntt - [T o1
2

nt+1
mit A, = —— (! (=),
n+1\ kK, n+1

2B A\ =1, A =0,591465. .., \; = 1.

Q

Fiir den Spezialfall n = 1 erhalten wir daraus die Niherung [ — 6 =~ (—Ing)~'.
Wir haben in Abbildung 4.5 zusétzlich die Funktion —0.5/ In g aufgetragen. Diese
approximiert die Messwerte fiir kleine p aulerordentlich gut, wird aber schlechter,
wenn p > 0.5 wird. Dies ist insofern nicht {iberraschend, als im Bereich mit hohem
p die Gitterstruktur von Z" deutlicher wird und damit die Kontinuumsnaherung
schlechter. Der Ursprung dieses Faktors 2 zwischen der berechneten N#herung
und der numerisch iiberzeugendsten Approximation ist nach wie vor mysterios:
Ohne diesen Faktor ndhert sich die Kontinuumsnéaherung wie erwartet fiir kleine
p der direkt errechneten unteren Schranke | — ¢/p an — “erwartet”, weil die An-
nahme des Kontinuums wie gesagt fiir kleine p am besten zutrifft. Auch die untere
Schranke [ — ¢/p selber ist in diesem Bereich von den numerischen Werten um
einen Faktor 2 entfernt. Damit ist die Kontinuumsannahme rehabilitiert. Die um
Faktor 2 verédnderte Ndherung 6 = [ — q/2p néhert fiir kleine p die numerischen
Werte gut an, ist allerdings im Bereich groflerer p keine untere Schranke mehr,
d.h. den urspriinglichen Annahmen (die fiir alle p gelten sollten) wird widerspro-
chen — der Faktor 2 kann damit kein simpler Rechenfehler sein. Vielmehr handelt
es sich offensichtlich um ein Problem mit der N&herungsannahme “der zuletzt
erreichte Knoten ist der einzige in seiner Umgebung”. Um also das Problem des
Faktors 2 sicher zu kldren, bedarf es einer genauen Analyse der Wahrscheinlich-
keitsverteilung der erreichten Knoten im Bereich der Propagationsfront.

Eine numerische Bestéitigung oder Widerlegung des Verhaltens fiir n > 1 steht
noch aus, da die fiir verlassliche Ergebnisse notigen Rechnerkapazitéiten fehlen.
Sofern aber die Tendenz richtig ist, wird sich 6§ noch mehr an [ annéhern, da im
Korrekturterm [ in einer negativen Potenz erscheint. Speziell fiir n = 3 erwarten
wir ein Abfallen mit 1/+/1, also einen nur noch sehr schwachen Einfluss von p auf
die Limes-Metrik.
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4.7 Verallgemeinerungen

4.7.1 Alternative Funktionen fiir p

Neben dem hier verwendeten Modell mit im wesentlichem konstantem p ist natiir-
lich eine Vielzahl weiterer Modelle mit variablem und auch langsam absinkendem
p denkbar, beispielsweise in Form einer Gaufiglocke. Im konstanten Modell haben
wir festgestellt, dass der genaue Wert von p gegeniiber seinem Tréger nur einen
kleinen (aber messbaren) Einfluss auf die Metrik im Limesraum hat, vorausge-
setzt, p ist nicht kleiner als etwa [~!. Diese Einschrinkung liegt daran, dass fiir
p < 17! die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine Kante zu klein wird, als dass
ein Einfluss auf die Metrik sichtbar wiirde. So ist es plausibel zu behaupten, dass
fiir beliebiges p die Metrik im Limes im wesentlichen bestimmt wird durch dieje-
nige minimale Menge A C Z" aller Knoten, fiir die die Summe von p iiber Z"\ A
unter Eins sinkt. Eine solche Menge ist natiirlich nicht eindeutig gegeben, aber
die in Frage kommenden Mengen sollten sich nicht allzu sehr voneinander unter-
scheiden und damit eine gute Ausgangsposition fiir genauere, modellabhéangige
Untersuchungen geben.

Die Auswahl einer solchen Menge A ist vergleichbar der Auswahl eines Cutoffs
und entspricht tatséchlich einer primitiven Form von Bereinigung, wie wir sie in
Abschnitt 3.9 angesprochen haben. Wesentlich kanonischer, aber schwieriger zu
handhaben, ist auch hier das Coarse-Graining mittels Cliquengraphen ([Reqs)),
da dann nicht mehr die Form der Cutoff-Menge bestimmt werden muss, sondern
nur noch zwei reelle Parameter.

Beispiel: Wir betrachten auf Z? das Modell

0 firn=20
() = 1 fir ||n|| =1
PV e (= (Inlle)?) i fInfl> <
0 sonst

mit einem beliebigen Cutoff-Parameter [ > 0 und einem weiteren Parameter
0 < ¢ < 1. Ein solches Modell erhélt man beispielsweise dadurch, dass man von
Z? ausgehend an jedem Knoten eine grofie Zahl an (potentiellen) Kanten befestigt,
deren anderer Endpunkt in der Art eines Random Walk iiber die Kanten von Z?
laufen diirfen. Wenn diese Dynamik nach einer groflen Zahl an Schritten gestoppt
wird, doppelte Kanten und Schleifen entfernt werden, erhalten wir asymptotisch
die obige GauBverteilung mit einem grofien [ und kleinem ¢ (vgl.Abschnitt 4.8).
Da p rotationssymmetrisch beziiglich des euklidischen Abstands ist, empfiehlt es
sich, als minimale Menge A eine Sphére mit noch zu bestimmendem Radius r
anzunehmen. Eine Integration der Funktion p, gleichsetzen mit 1 und auflésen



98 KAPITEL 4. STOCHASTISCHE GRAPHEN

1
szin<l, ——1n£>.
c T

Der tatsachliche Kontinuumslimes des Modells ist demnach in der N&ahe von
(R%,r - dy) zu suchen.

nach r liefert sodann

4.7.2 Modelle mit abhingigen Kanten

Einleitend haben wir bereits bemerkt, dass eine Dynamik im allgemeinen da-
zu fithren wird, dass die Kanten nicht voneinander unabhéngig sind, sondern
vielmehr die Existenz benachbarter Kanten miteinander korreliert ist. Kénnen
wir dann noch von einer Translationsinvarianz sprechen? Es reicht nicht mehr
aus, festzustellen, dass die Wahrscheinlichkeiten der Kanten translationsinvari-
ant sind; es miissen vielmehr auch die Korrelationen (also die Analoga von n-
Punktfunktionen) invariant sein. Wir wollen in diesem Abschnitt allgemein Sym-
metriebedingungen fiir stochastische Graphen formulieren, basierend auf einem
geeigneten Isomorphiebegriff.

Definition 25 FEin stochastischer Graph G mit der Knotenmenge V ist ein Wahr-
scheinlichkeitsraum Q@ = (Gy, p) dber dem Raum Gy aller Graphen auf V' und
einem Wahrscheinlichkeitsmafs . Aquivalent dazu kénnen wir einen stochasti-
schen Graphen auch verstehen als eine Zufallsvariable mit Werten in Gy ; dann
st o das von G induzierte Maf§ auf Gy .

Die Grundidee fiir einen Isomorphismus ist natiirlich, dass er die Wahrscheinlich-
keit eines Graphen nicht dndert. Da jedoch im allgemeinen die Wahrscheinlichkeit
eines einzelnen (unendlichen) Graphen Null ist, miissen wir einen kleinen Umweg
iiber Mengen von Graphen in Kauf nehmen:

Definition 26 Seien G und G' zwei stochastische Graphen zu einer gemein-
samen Knotenmenge V', dargestellt durch ihre Wahrscheinlichkeitsmafe p und
w1 auf dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum Gy, . Jede bijektive Abbildung
a: V — V induziert eine weitere bijektive Abbildung a* : Gy — Gy auf den
Graphen iber V :

a*: (V,B) — (V,B) mit {n,m}eB = {a*(n),a!(m)}e€B VnmeV

Das bedeutet, dass die Kanten unter der Abbildung a* mit ihren Endknoten mit-
transportiert werden; entsprechend ist a* eine Isometrie. Wir nennen eine bijek-
tive Abbildung a : V. — V' mit der Figenschaft

u(A) = W(@'(4)  YACGy
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einen Isomorphismus stochastischer Graphen von G nach G'. Ist G = G', so
sprechen wir von einem Automorphismus.

Von diesem neuen Isomorphiebegriff ausgehend definieren wir Knotentransiti-
vitédt und Translationsinvarianz wie zuvor: Ein stochastischer Graph heifit knoten-
transitiv, wenn zu jedem Paar n, m von Knoten ein Automorphismus existiert, der
n auf m abbildet. Ist die Knotenmenge von G eine Gruppe, und ist jede (Links-
oder Rechts-)Translation ein Automorphismus, so nennen wir G translationsin-
variant.

Das folgende Lemma verdeutlicht, wie sich die stochastische Isomorphie im Fall
von PunktmaBen auf die normale, graphentheoretische Isomorphie (= Isometrie)
reduziert:

Lemma 24 Seien G und G' zwei Gy-wertige Zufallsvariablen mit den MajfSen
w und p'. Sei p ein Punktmaf, d.h. es gibt ein G € Gy, so dass p(A) = 1 fir
alle A C Gy mit GE€ A, sonst 0. Sei weiter a : 'V — V ein Isomorphismus
stochastischer Graphen von G nach G'. Dann ist auch p' ein Punktmaf$ zu einem
Graphen G' € Gy (also p({G'}) = 1) und G und G’ sind als Graphen isomorph.
Sind umgekehrt zwei Graphen G und G’ graphentheoretisch isomorph, so sind die
von den beiden Graphen induzierten Gy -wertigen Zufallsvariablen stochastisch
1somorph.

Beweis: Nach Voraussetzung ist pu(A) = p/(a*(A)) =1 fiir G € A, sonst 0. Da a*
eine Bijektion ist, gibt es also genau ein G’ := a*(G), so dass ¢/ (A) = 1 fir G' € A,
sonst 0; damit ist g/ ein Punktmaf. Dariiber hinaus ist nach Definition von a*
dieses auch ein graphentheoretischer Isomorphismus, also G’ und G zueinander
isomorph. Die Umkehrung verlduft analog. U

Aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung des gesamten Graphen ldsst sich auch auf
die Wahrscheinlichkeiten einzelner Kanten zuriickschlieflen:

Definition 27 Gegeben eine Gy -wertige Zufallsvariable G und zwei Knoten n,
meV konnen wir die Wahrscheinlichkeit fir eine Kante zwischen den beiden
Knoten bestimmen als

P({n,m} € B) := P(n verbunden mit m) := P(G € G;") = u(Gy™)
mit  Gy":={G=(V,B)eGy : {n,m} € B}

Sind alle Kantenwahrscheinlichkeiten voneinander stochastisch unabhdingig, so
nennen wir, wie in den vorangegangenen Abschnitten, G mit unabhingigen Kan-
ten.

Nach Definition besitzt ein stochastischer Cayleygraph stets unabhéngige Kanten.
Andererseits ist auch der stochastische Cayleygraph durch die Kantenwahrschein-
lichkeiten eindeutig bestimmt:
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Lemma 25 FEin stochastischer Graph mit unabhdngigen Kanten ist durch seine
Kantenwahrscheinlichkeiten bereits eindeutig festgelegt (Produktverteilung).

Beweis: Vergleiche hierzu [Bau, Satz 33.4]: “Eine Familie (X;);c; von Zufallsva-
riablen ist genau dann unabhéngig, wenn ihre gemeinsame Verteilung das Produkt
ihrer einzelnen Verteilungen ist.” I kann dabei sogar iiberabzahlbar sein. Gegeben
die Wahrscheinlichkeiten P({n, m} € B) gibt es also genau eine Verteilung fiir den
Raum aller Konfigurationen der Kanten, die diese Wahrscheinlichkeiten richtig
wiedergibt, die sogenannte Produktverteilung. Fiir eine Gy -wertige Zufallsvaria-
ble ist dies gerade die mafigebliche Verteilung, da ausschliellich die Kanten einer
stochastischen Verteilung unterliegen. O

SchlieBSlich ist die Wirkung eines Isomorphismus auf die Kantenwahrscheinlich-
keiten zu untersuchen; und erwartungsgeméfl kanonisch:

Lemma 26 Sei a : V. — V ein Isomorphismus zwischen den stochastischen
Graphen G und G'. Dann ist

P({n,m} € B) = P({a(n),a(m)} € B),
d.h. der Automorphismus dndert nicht die Kantenwahrscheinlichkeiten.

Beweis: Das folgt einfach durch Einsetzen:
P({nm}eB) = wGy™) =4/ (a"(Gy™))
W(GYV™) = P({a(n), a(m)} € B)
O

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, dass die Umkehrung dieses Lemmas nicht
gilt; sie benotigt noch die Einschrankung auf Gy -wertige Zufallsvariablen mit
unabhéngigen Kanten:

Lemma 27 Seien G = (V,B) und G' = (V,B') zwei Gy -wertige Zufallsvariablen
mit unabhingigen Kanten. Fine Abbildung a : 'V — V st ein Isomorphismus
stochastischer Graphen zwischen G und G' genau dann, wenn a bijektiv ist und

P({n,m} e B) =P({a(n),a(m)} B’ VameV  gilt.

Beweis: Die Vorwértsrichtung ist bereits bewiesen. Zur Riickrichtung: Durch die
Bijektivitat werden alle Kantenwahrscheinlichkeiten von G’ durch solche von G
erklart. Wir haben gefordert, dass G’ unabhingige Kanten besitzt; die Eindeu-
tigkeit der Produktverteilung liefert dann die Aussage. U

Schlieflich kénnen wir unter Hinzunahme von Translationsinvarianz von links den
stochastischen Cayleygraphen zuriickgewinnen, was seine Besonderheit nochmals
herausstellt:
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Lemma 28 FEin linksinvarianter stochastischer Graph mit unabhdngigen Kanten
st ein stochastischer Cayleygraph.

Beweis: Aus dem Satz iiber die Produktverteilung (vgl.Lemma 25) wissen wir,
dass wir nur die Kantenwahrscheinlichkeiten aller Kanten angeben miissen. Geméfl
der Linksinvarianz und dem vorangehenden Lemma reicht es dafiir aus, die Kan-
tenwahrscheinlichkeiten fiir die Kanten ausgehend vom neutralen Element zu ken-
nen — und genau dies ist p. 0

Auch die Automorphismengruppe verhélt sich so, wie man es erwarten wiirde:

Lemma 29 Die Menge Aut(G) der stochastischen Automorphismen einer Gy -
wertigen Zufallsvariable G bildet unter Verkettung eine Gruppe. Im Fall eines
Punktmapes zum Graphen G ist Aut(G) = Aut(G).

Beweis: Seien g, h € Aut(G). Dann ist u(A) = pu(g*(A)) = u((h*og*)(A)). Weiter
ist offensichtlich h* o g* = (h o g)*. Da h o g eine Bijektion ist, muss h* o g* auch
eine sein, d.h. die Verkniipfung zweier stochastischer Automorphismen ist wieder
ein stochastischer Automorphismus. Aus der Bijektivitét eines jeden g€ Aut(G)
folgt auch die Existenz eines Inversen in dieser Menge beziiglich Verkniipfung.
Das Einselement ist dabei die Identitéit idy . Assoziativitit schlielich ist eine Ei-
genschaft der Verkniipfung selber. Die Reduktion auf den Fall des Punktmafles
ist eine Folgerung aus Lemma 24. OJ

Damit haben wir den Zusammenhang zu den bisherigen Begriffen beleuchtet und
die Definitionen fiir stochastische Graphen, ihre Isomorphismen und stochastische
Cayleygraphen gerechtfertigt.

Wir konnen nun fiir stochastische Graphen einen mittleren metrischen Raum
definieren, wie in Definition 22. Dafiir setzen wir wie im Fall fiir stochastische
Cayleygraphen ein, dass wir stets iiber einer festen Knotenmenge arbeiten, ver-
zichten nun aber auf die Unabhéngigkeit der Kanten:

Lemma 30 Sei G ein stochastischer Graph und translationsinvariant im Sinne
stochastischer Graphen (Def.26). Wenn der mittlere metrische Raum EG exi-
stiert, dann ist EG translationsinvariant, d.h. fir alle n,n', meV gilt d(n,n’) =
dn+mn +m).

Beweis: Damit G translationsinvariant sein kann, muss es eine Gruppenstruktur
auf V' geben. Nach Definition 26 gilt fiir jede Translation a, : V — V mit
n — n+ m und jede Untermenge A C Gy: u(A) = p(aj(A)). Weiter ist af
eine Bijektion auf Gy nach Forderung der Gruppeneigenschaft. Damit ist nach
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Substitutionsregel fiir alle n,n’ € V:

d(nn) = 'EGegdG<nn«>=:]Q ol ) du(G)
(S

:l/ des(n 4+ w0+ m) d(G) = d(n + m, 0’ + m)
ClmGeg
[l

Wie im Fall fiir stochastische Cayleygraphen konnen wir wieder eine £-Funktion
definieren geméf3

&(n) := lim M

Auch der Beweis fiir die Konvergenz aus Lemma 21 iibertrigt sich, wenn wir
zusiitzlich fordern, dass p~'({1}) eine Erzeugendenmenge enthilt. Wir hatten
diese Forderung, die nach wie vor eher technischen Charakter hat, in der Defi-
nition eines stochastischen Gitters eingefiigt, und miissen sie natiirlich auch hier
wiederholen. Sie stellt sicher, dass stets eine (), €, €)-Quasi-Isometrie zu Z" exi-
stiert, mit festen A und € > 0.

Unter Beriicksichtigung der in Abschnitt 4.5 diskutierten Probleme lésst sich
auch hier wieder vermuten, dass der mittlere Kontinuumslimes gegeben ist durch
(R™,€). Dabei ist aufféllig, dass die Abhéngigkeit der Kanten voneinander kei-
ne weiteren Auswirkungen auf die Art des Kontinuumslimes zu haben scheint;
hochstens in der genauen numerischen Form von &.

4.7.3 Grofirdumig variables p

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit wird definiert durch Karten aus einer Grund-
menge in fiir jeden Punkt verschiedene Banachridume, die aber stetig ineinander
iibergehen miissen, und deren Normen gegeben sind durch Quadriken als Ein-
heitsbélle. Es ist offensichtlich, dass bei weitem nicht jede Riemannsche Mannig-
faltigkeit durch einen Kontinuumslimes erreicht werden kann: Der Limes ¢ — 0
fithrt dazu, dass auch der Kriimmungsskalar der Mannigfaltigkeit skaliert wird
und damit 0 oder oo anstrebt; eine gekriimmte Mannigfaltigkeit kénnen wir da-
mit mathematisch nicht erreichen. Hier liegt aber auch eine Uberidealisierung
der physikalischen Situation vor: Der Kontinuumslimes darf eben gerade nicht
bis zum Ende durchgefiihrt werden, wenn wir davon ausgehen, dass die Raum-
zeit selber durch einen Graphen beschrieben wird. Das heifit, wir kénnen fiir den
gesamten Graphen nur lokal den Limes durchfiihren und erhalten entsprechend
auch nur lokale metrische Tensoren, die sodann in der Manier einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit verklebt werden miissen. Dies ldsst sich exemplarisch durch das
folgende Modell darstellen:
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Wir betrachten das kubische Gitter Z", sowie zwei Felder [ : Z" — R, und
p: Z"™ — (0, 1] hierauf. Dabei soll [(n) > 1 gelten Vn € Z" und sich in den durch
gegebenen Abstinden nur langsam éndern, d.h. I(n) = [(m) fir Y [n—m|3 < I(n)
fiir alle n,meZ". Auch p soll sich iiber solche Absténde nur langsam #ndern.
Schliefllich soll [ beschrénkt sein durch I(n) < . Vn e Z".

Als néchstes konstruieren wir auf den Knoten von Z" einen stochastischen Gra-
phen G, dessen Kanten unabhéngig voneinander sind und mit folgenden Wahr-
scheinlichkeiten existieren:

falls [n —m|y =1
(p(n) +p()) falls 1 < |n— mly < L((n) + I(m))
sonst

P({n,n'} €B) =

Ol =

d.h. innerhalb eines Abstands, der durch die [-Funktion gegeben ist, kann mit
der durch p gegebenen Wahrscheinlichkeit eine Kante existieren. Da wir sowohl
von p als auch von [ verlangt haben, sich nur langsam zu veréndern, sind p(n)
und p(m) sowie I(n) und I(m) nahezu gleich; die in der Definition auftretenden
Mittelwerte sind nur dazu da, eine exakte Konsistenz zu erzielen und damit von
rein technischer Natur.

Mit den in den Abschnitten 4.4 und 4.6 bereitgestellten Methoden lassen sich nun
Néaherungen fiir die Limes-Norm berechnen, die vom Ort abhéngig sind. Im hiesi-
gen Modell ist die Limes-Norm durch einen fast kreisformigen Polyeder gegeben
und entspricht damit einem metrischen Tensor g, der nur ein Vielfaches (ndmlich
das #-fache) der Einheitsmatrix ist. Es ist aber offensichtlich, dass durch eine
geeignete Verallgemeinerung jeder metrische Tensor approximiert werden kann
(vgl.Satz 9 und Abb.4.8). Es ist dabei wichtig zu erwéhnen, dass der so bestimm-
te metrische Tensor keine lokal berechenbare Eigenschaft des zugrundeliegenden
Graphen ist, sondern, wie die Temperatur in der statistischen Mechanik, eine ge-
meinsame Eigenschaft ist, die von einer Vielzahl von Knoten gemeinsam gebildet
wird. In derselben Weise ist auch der aus g abgeleitete Kriimmungstensor eine
makroskopische Grofle und nicht direkt aus der Konfiguration von Kanten auf
mikroskopischer Skala berechenbar.

4.8 Random Walks

Wir wenden uns nun kurz noch einem anderen Prozess zu, der fiir spezielle
Netzwerk-Dynamiken von Relevanz sein kann (wie in Beispiel 4.7.1 angewandt)
und andererseits selber wesentlich von der Metrik des ihm zugrundeliegenden
Netzwerks abhéngt.

Ein Random Walk auf einem Graphen ist ein stochastischer Prozess, bei dem,
beginnend bei einem festen Knoten ng ein zufélliger Pfad (ng,ny,...) dadurch
bestimmt wird, dass vom Knoten n; aus alle benachbarten Knoten mit gleicher
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_______

Abbildung 4.8: Der Einheitsball aus Abb.3.2, mit einer ihn approximierenden Quadrik,
die dann die rdumlichen Anteile eines metrischen Tensors wiedergibt.

Wahrscheinlichkeit n;;; sein konnen. Random Walks auf Graphen und insbeson-
dere Cayleygraphen sind von groflem Interesse in den angewandten Wissenschaf-
ten und wurden dementsprechend intensiv untersucht. Ein wichtiges Ergebnis
ist der zentrale Grenzwertsatz auf dem Gitter, nach dem die Niveauflachen eines
Random Walks auf einem Cayleygitter gegen eine Quadrik streben, vgl. [Woe,
Korollar 13.1] und [Chal.

Wie ist der Einfluss von p und [ in unserem einfachen Modell aus Abschnitt 4.5
auf einen Random Walk? Genauer gesagt: Wie weit in Bezug auf die euklidische
Metrik dy kommt man mit einem zufélligen Schritt, ausgehend von einem Knoten
n? Innerhalb einer euklidischen Kugel mit Radius > 1 um n befinden sich etwa
k,r™ Knoten mit einer Konstanten x,, die nur von der Dimension n abhéngt.
Jeder dieser weit entfernten Knoten tragt die gleiche Wahrscheinlichkeit p, mit
dem Startknoten n verbunden zu sein, solange < [(n) ist. Die Kugeloberfléche
kénnen wir durch die Ableitung abschiitzen zu nk,r" !, und so ergibt sich als
erwarteter Abstand fiir geniigend grofies [:
: nkr" ! n 1

Ed - AR P S R
2(n, m) /,,ZOT AL " " n+1 n+1

wenn n und m benachbart sind. Beispielsweise ist im Fall n = 1: Edy = 1/2, wie
man auch erwarten wiirde. Im dreidimensionalen Fall ist Edy = %l. Bei dieser
Rechnung haben wir das Hintergrundgitter vernachléssigt, was nur dann moglich
ist, wenn der Abstand der meisten Knoten viel grofer ist als 1. Dies erfordert (a)
[ > 1 und (b) pli™ > 2n, da die erwartete Gesamtzahl der durch Shortcuts er-
reichten Knoten viel grofler sein soll als die Zahl 2n der iiber das Hintergrundgitter
direkt erreichbaren Knoten. Unter diesen Voraussetzungen ist das Hintergrund-
gitter nicht mehr fiir den erwarteten Abstand Eds relevant, und insbesondere
tritt auch die Anisotropie des Gitters nicht mehr im Abstandsbegriff auf. Was
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aber viel interessanter ist, ist die Tatsache, dass damit auch p asymptotisch nicht
mehr in den Random-Walk-Abstand eingeht. Dies ist eine spezielle Eigenschaft
des von uns gewéhlten Modells, und wird sich verdndern, wenn fiir p eine ande-
re Funktion gew#hlt wird. Jedoch verdeutlicht dieses Beispiel, dass der Random
Walk von den Parametern des Modells in génzlich anderer Weise abhéngen kann
als die normale Metrik. Dies wird von Interesse sein, wenn Dynamiken auf dem
Graphen untersucht werden, die auf einem Random Walk aufbauen.
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Kapitel 5

Interpretation und Spekulation

Wir haben in dieser Arbeit eine Reihe kleinerer Ergebnisse erhalten, die insgesamt
den Zusammenhang zwischen Graph, Dynamik und Kontinuumslimes ein Stiick
weit erhellen konnten:

1. In Folgerung 6 haben wir gezeigt, dass unter geeigneten, sehr allgemeinen
Voraussetzungen die Skalierungsdimension eines Graphen und die Haus-
dorffdimension seines Kontinuumslimes {ibereinstimmen (dieses Ergebnis
existiert in abgewandelter Form bereits bei Mitchell in [Mit]) und Schran-
ken fiir das Volumen des Einheitsballes angegeben.

2. Wir haben durch den Verifikationssatz 4 ein Mittel an der Hand, einen ein-
mal erratenen Kontinuumslimes im Sinne des Gromov-Hausdorff-Abstandes
auf einfache Weise zu bestétigen. Dies fiihrte uns insbesondere zu der Be-
rechnung von eindeutigen Kontinuumslimiten fiir Gitter mit konvexer Er-
zeugendenmenge in Lemma 18.

3. Durch die Untersuchung der Bedeutung der Quasi-Isometrie fiir die Topolo-
gie des Kontinuumslimes einerseits in Abschnitt 3.4.1 und fiir die Transfor-
mation von Graphen ineinander andererseits in Abschnitt 3.4.2 haben wir
festgestellt, dass eine reversible, lokale Dynamik eines Graphen die Topo-
logie seines Kontinuumslimes nicht veréndert, eine irreversible und lokale
Dynamik dies aber unter starker Ausdehnung des Graphen bewerkstelligen
kann.

4. Mit dem Werkzeug der Quasi-Isometrie konnten wir in Folgerung 4 mit
Leichtigkeit zeigen, dass jeder Graph mit global beschrinktem Vertexgrad
und n-dimensionalem Banachraum als Limes automatisch durch eine k-
lokale Transformation aus dem Z" hervorgeht.

5. Wir haben fiir eindimensionale und freie stochastische Gitter die Existenz
des Kontinuumslimes in Folgerung 9 bewiesen, ebenso haben wir gezeigt,

107
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dass es sich um einen Banachraum handelt und die Art aufgezeigt, wie seine
Norm berechnet werden kann. In verschiedenen darauf folgenden Abschnit-
ten haben wir fiir ein exemplarisches Modell Ungleichungen und Naherun-
gen entwickelt und numerisch belegt. Dabei stellte sich insbesondere heraus,
dass die Limesgeometrie starker durch die maximale Reichweite von Kanten
beeinflusst wird als durch die Wahrscheinlichkeit ihrer Existenz.

6. Fiir hoherdimensionale Gitter haben wir in Lemma 21 einen Vorschlag fiir
einen Kontinuumslimes berechnet, die Verifikation allerdings gelang uns
nicht. Die Diskussion der auftretenden Probleme haben wir in Abschnitt
4.5 vorgenommen. Wir haben auch eine Ndherung fiir die erwartete Limes-
metrik angegeben, konnten sie aber numerisch noch nicht belegen.

Damit wird auch eine Vielzahl an neuen Fragen aufgeworfen: Gibt es Aquiva-
lente fiir die anderen Dimensionsbegriffe im Kontinuumslimes? Sind sie vielleicht
genau dann gleich, wenn ein Kontinuumslimes im starken Sinn existiert? In wie
weit lassen sich unsere Resultate auf andere Limesbegriffe {ibertragen, wie die
in Abschnitt 3.10 angesprochenen? Wie lésst sich feststellen, ob eine lokale Gra-
phendynamik reversibel oder irreversibel ist? Wie sollte eine Bereinigung des
Graphen aussehen, und welche Folgen hat sie fiir die Limesmetrik? Koénnen wir
auf die Einschrankung “konvexe Erzeugendenmenge” in Lemma 18 verzichten?
Was bedeutet die Konvexitét fiir stochastische Gitter und kénnen wir allgemein
deren Kontinuumslimes durch die £&-Funktion in Lemma 21 berechnen? Konnen
wir neue Einblicke gewinnen, wenn wir die Limesrdume nicht-kommutativer Cay-
leygraphen wie z.B. zur Heisenberggruppe betrachten? Sofern Felder und Opera-
toren auf Graphen untersucht werden sollen, werden auch deren kritische FEx-
ponenten von Interesse sein. Wir haben bereits einen kritischen Exponenten
fiir das Zahlmafl bestimmt, aber ist beispielsweise der kritische Exponent des
Graphen-Laplace-Operators, wie er in [Reqs] beschrieben ist, ebenfalls gleich der
Skalierungsdimension? Wie iibertragen sich allgemein Ableitungsoperatoren in
den Kontinuumslimes? Dies sind weitere Fragen, die in zukiinftigen Arbeiten be-
antwortet werden miissen, bevor erste dynamische Modelle in den Kontinuumsli-
mes iibertragen werden konnen. Auf einige physikalische Zusammenhénge wollen
wir noch kurz eingehen: Was kénnte Gravitation in unserem Zugang bedeuten,
konnen wir die Lorentzinvarianz wiederherstellen und wie kénnte ein moglicher
Anfangszustand unserer im Grunde deterministischen Theorie aussehen?

5.1 Gravitation

Die tiibliche Beschreibung der Raumzeit besteht aus einer 4-Mannigfaltigkeit mit
einer (Pseudo-)Riemannschen Metrik g. Diese ist zu verstehen als eine Art “loka-
le Norm”, mit der zugehorigen Quadrik als Einheitsball. Konzentrieren wir uns
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auf den rdumlichen Anteil, so ist diese Quadrik ein Ellipsoid, und wir kénnen
ihn wie in Satz 9 asymptotisch rekonstruieren aus geeigneten Graphen und durch
Zusammenkleben dieser Graphen die Riemannsche Mannigfaltigkeit beliebig gut
annadhern. Damit haben wir einen Zusammenhang zwischen dem metrischen Ten-
sor und der Metrik des zugrundeliegenden Graphen hergestellt. In spezifischen
Modellen versetzt uns dies in die Lage, ein makroskopisches Differentialkalkiil
auf dem Kontinuumslimes zu konstruieren, basierend auf der durch den Gra-
phen gegebenen Geometrie. Dazu gehort natiirlich auch ein Kriimmungstensor,
der sich wie iiblich aus dem metrischen Tensor berechnet; modulo dem bisher
nicht gelosten Problem, wie die zeitlichen, pseudo-riemannschen Komponenten
des metrischen Tensors aus dem Graphen hervorgehen kénnten.

Dimakis und Miiller-Hoisen ([DM;]), Requardt ([Reqs]) und Nowotny ([Now])
haben im Kontrast dazu mikroskopische Differentialkalkiile und differentialgeo-
metrische Konzepte fiir Graphen ausgearbeitet, in [Now| dann auch angewendet,
um den Euler-Lagrange-Formalismus auf Graphen zu iibertragen. Diese basieren
darauf, Begriffe wie z.B. Tangentialvektoren aus der direkten Nachbarschaft eines
Knotens zu extrahieren.

Beispielsweise ist der Differentialkalkiil fiir Cayleygraphen, wie er in [DMs] er-
arbeitet wurde, auf unsere Situation nicht {ibertragbar ([Miil]). So ist ein metri-
scher Tensor in [DMs] im wesentlichen eine n X n-dimensionale Matrix, wobei
n = #G6 ist. Somit wiren auf dem kubischen Gitter Cay(Z?, {=e;, +es}) und
dem trigonalen Gitter Cay(Z?, {+e;, e, =(e1 + ¢2)}) sehr unterschiedliche me-
trische Tensoren angesiedelt. Im Kontinuumslimes sollten sie aber zum selben
Objekt (oder zumindest dhnlichen Objekten) verschmelzen. In unseren Modellen
haben wir, grob gesprochen, stochastische Cayleygraphen mit sehr grofier Ko-
ordinationszahl #& betrachten, die zudem von Knoten zu Knoten schwanken
kann. Ein metrischer Tensor soll die grapheneigene Metrik wiederspiegeln und
dementsprechend auch die Dimension besitzen, die in natiirlicher Weise dieser
Metrik entspringt. Eine solche Dimension muss aber unabhéngig von der Koor-
dinationszahl des Graphen sein, so wie beispielsweise die Skalierungsdimension.
Eine Ubertragung des DMH-Kalkiils auf unsere Situation ist aus den genannten
Griinden nicht moglich, ebenso kann auch nicht iiberpriift werden, ob der aus
unserem Kalkiil entspringende metrische Tensor den Anforderungen von DMH
geniigt. Es sind schlichtweg verschiedene, inkompatible Ansétze, auch wenn sie
sich augenscheinlich mit derselben Sache beschéftigen.

Mit dem Aufbau einer Differentialgeometrie im Kontinuumslimes féllt natiirlich
auch die Frage nach der Gravitation in unseren Modellen ins Auge; hierzu wollen
wir einen spekulativen Zusammenhang aufzeigen: Wir nehmen an, dass sich Mate-
rie und Felder auf dem Graphen wiederum als Felder darstellen lassen, woméglich
in Form Cellularer Automaten (vgl. [Reqg] und [Ila]) oder spezieller Muster in
der Vernetzung. Dann wire es nicht iiberraschend, wenn die Anwesenheit ei-
nes Musters an einem Ort die Ausbreitung eines zweiten, eintreffenden Musters
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verzogert. Dies entspricht effektiv einer Verringerung der Kantenwahrscheinlich-
keiten p und damit einer Verdnderung des dortigen metrischen Tensors. Insbe-
sondere wiirde analog zur geometrischen Optik eine eintreffende Wellenfront zur
Materiekonzentration hingebeugt, die Richtung der Ablenkung ist soweit also zu-
treffend. Allerdings wissen wir, dass die Gravitation eine Fernwirkung der Materie
ist. Damit ist es auch in dieser Theorie notig, ein Gravitationsfeld einzufiihren,
beispielsweise als eine Energieform, die von anwesender Materie in der oben be-
nannten Art beeinflusst wird und andersherum Materie durch seine Anwesenheit
beeinflusst. Die genaue Dynamik dieses Feldes sollte sich sodann in den Einstein-
schen Feldgleichungen wiederspiegeln. Wir wissen aus den Abschnitten 4.4 und
4.6, dass der Einfluss des genauen Verlaufs der Funktion p auf die Metrik sehr
schwach ist. Dies gibt eine plausible Erklarung, warum die Gravitationskraft ge-
geniiber den anderen elementaren Kréaften so verschwindend gering ist. Fiir eine
quantitative Untersuchung bedarf es aber zuvor eines ausfiihrlicheren Modells fiir
Materie, iiber das wir im Moment noch nicht verfiigen.

5.2 Lorentzinvarianz

Wenn wir Zeit als eine diskrete und globale Entwicklung des Graphen und seiner
Felder verstehen, gibt es eine feste Grenzgeschwindigkeit fiir jede Signaliiber-
mittlung, gegeben durch die Lange einer Kante pro Zeitschritt. Insofern wére
es nicht iiberraschend, tatséchlich im Kontinuumslimes eine Form der Speziellen
Relativitat wiederzufinden. Wir miissen dabei zwischen zwei Erscheinungsformen
der SRT unterscheiden: Zum einen die geometrische Lorentzinvarianz, die sich in
Langenkontraktion und Zeitdilatation niederschlégt, zum anderen die Lorentzin-
varianz von Feldern und Dynamiken auf der Raumzeit.

In einem kurzen Artikel ([Sny]) hat H.S.Snyder 1947 darauf hingewiesen, dass es
lorentzinvariante diskrete Raumzeiten gibt, und sich insbesondere dadurch aus-
zeichnen, dass ihre Koordinatenoperatoren nicht mehr miteinander kommutieren;
dabei brauchte er nur wenige axiomatisch formulierte Annahmen. Auch hier se-
hen wir wieder ein Indiz dafiir, dass Quantengravitation und Diskretheit einander
mathematisch bedingen.

Im Zusammenhang mit Lattice-Gas-Modellen wurden Ende der 80er Jahre Ef-
fekte wie Liangenkontraktion und Lorentzinvarianz von Toffoli festgestellt ([Tof],
vgl.auch [Ila, S.669ff.]). In diesen Modellen existiert ebenfalls eine globale, dis-
krete Zeit auf einem diskreten Raum und eine maximale Informationsgeschwin-
digkeit, sehr dhnlich einem cellularen Automaten. Dies nédhrt die Hoffnung, dass
Lorentzinvarianz ein sehr viel allgemeineres Phinomen ist, dass auch in unseren
Modellen in natiirlicher Weise verankert ist.

Einen eleganten und vielversprechenden Ansatz zur Losung dieses Problems hat
Requardt in [Reqs, Abs.IV] vorgestellt, der die Graphenmodelle in Zusammen-
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hang bringt mit der Theorie kausaler Mengen (vgl. [Myr]). Diese wurden ebenfalls
von Myrheim zur Diskretisierung der Raumzeit ins Auge gefasst, und auch hier
tritt Lorentzinvarianz zu Tage. Da sich aus den kausalen Mengen auch die n + 1-
dimensionale Metrik rekonstruieren lédsst, konnten die genannten Arbeiten den
Schliissel zu den zeitlichen Komponenten des metrischen Tensors liefern.

5.3 Problem des Anfangszustands

Bei der Frage nach der Herkunft des Universums muss man zwangsldaufig ne-
ben dynamischen Gesetzen auch passende Anfangswerte angeben, die zu dem
uns bekannten Universum passen. Doch stellt sich die Frage, welche Anfangs-
situation “natiirlich” erscheint, d.h. (moglichst) frei von Willkiir und dennoch
komplex genug, um die sehr differenzierte Welt, in der wir leben, zu erklaren.
Insbesondere eine deterministische Theorie tut sich damit schwer, da sie nicht,
wie Quantentheorien, auf den Zufall bauen kann. Im Rahmen der Graphentheorie
gibt es zwei Zustinde hochster Symmetrie zu einer gegebenen Zahl von Knoten,
ndmlich der vollsténdig unzusammenhéngende Graph (die triviale Lésung) und
der Simplex. Ein Simplex wiirde unter translationsinvarianten deterministischen
Gesetzen seine Symmetrie stets beibehalten, und damit entweder ein Simplex blei-
ben, oder vollstdndig unzusammenhéngend werden. Anders sieht dies aus, wenn
man die Knoten von Beginn an durchnummeriert, beispielsweise mit natiirlichen
Zahlen {1...n} oder mit den Gruppenelementen einer diskreten Gruppe. Dies
wiirde einen Symmetriebruch im Simplex erlauben und die Knoten voneinander
unterscheidbar machen, ohne eine allzu groe Willkiir zu erfordern. (Es wiirde
Kroneckers konstruktivistische Weltsicht in einem geradezu ironischen Sinne un-
termauern.)

Insbesondere wiirde eine primordiale Ordnung der Knoten auch die Ausfaltung
der von uns beobachteten Raumdimensionen erkldaren. Auf diese Fragestellung
wird auch in [Reqs] eingegangen: Betrachten wir beispielsweise einen sehr grofien
und vollsténdig mit natiirlichen Zahlen durchnummerierten n-Simplex und als
dynamisches Gesetz, dass jede Kante geloscht wird, deren Endknotenwerte eine
Differenz von mehr als Eins aufweisen. Dann wird gleich im ersten Schritt aus dem
Simplex eine n-Strecke entfaltet, also ein Graph mit approximativer Dimension
Eins. Dieses einfache Prinzip lésst sich in vielerlei Weise variieren, beispielswei-
se konnen wir Differenzen von hochstens z zulassen, einigen Knoten denselben
Zahlenwert zuordnen oder eine Dynamik der Knotenwerte einfithren. Anzustre-
ben ist damit stets eine gewisse Lokalitéit der Gesetze in Bezug auf die aktuelle
Graphenmetrik. Ein besonders illustratives und zugleich einfaches Beispiel wurde
von Requardt in [Reqs, Abschnitt 4.1] durchgerechnet: Er beginnt dabei mit ei-
nem Simplex, dem nach dem Zufallsprinzip immer mehr Kanten entfernt werden.
In diesem Prozess nimmt die Ordnung des Cliquengraphen anfangs exponentiell
zu, und iibersteigt schnell die Ordnung des anfianglichen Simplexes selber. Dabei
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steigt natiirlich auch der Durchmesser beider Graphen schnell an. Die Analogie
zu einer “inflationdren Phase” liegt auf der Hand. Allerdings ist die Entfaltung
eines Zufallsgraphen, wie er in diesem Toy model auftritt, zu einem Graphen
mit ganzzahliger Dimension sehr viel komplizierter zu bewerkstelligen. Eine be-
reits existierende, innere Ordnung des Simplex anzunehmen, ist daher vielleicht

unumgénglich.
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