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Kapitel 1

Einleitung

Ein grundlegendes Problem der axiomatischen Quantenfeldtheorie, in derer Rahmen diese Ar-
beit einzuordnen ist, besteht in der Konstruktion nichttrivialer Theorien. Zwar ist die Theorie
der freien Quantenfelder gut verstanden, doch ist es noch nicht gelungen, wechselwirkende
Theorien, also solche mit nicht-trivialer S-Matrix, in vier Dimensionen jenseits eines storungs-
theoretischen Ansatzes zu formulieren. Viele der sich aus der Stérungstheorie ergebenden
Beispiele fiir Quantenfelder erfiillen alle Wightmanaxiome aufler der Positivitit, die jedoch
notwendig ist, um iiber eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Theorie zu verfiigen. Die
Fiille der Modelle ohne Wightmanpositivitéit zeigt schon die Nichttrivialitit dieser Bedingung.
Yngvason und andere haben sich mit der Konstruktion und Charakterisierung von Quanten-
feldern beschiftigt, die jeweils Teile der Wightmanaxiome erfiillen [Yng81][Yng86](Lokalitéit
oder Spektrumsbedingung, Translationsinvarianz statt Poincaréinvarianz), doch gibt es bisher
weder eine allgemeine Charakterisierung derjenigen Quantenfelder, die alle Wightmanaxiome
erfiillen, noch weifl man, ob diese Menge, abgesehen von freien Feldern, nicht vielleicht leer ist.
Auf der Suche nach nicht-trivialen Theorien beschéftigt man sich heute viel mit Modelltheori-
en in einer Raum- und einer Zeitdimension, um Hinweise darauf zu bekommen, welche Arten
von Theorien mit den geforderten Eigenschaften iiberhaupt mdéglich bzw. zu erwarten sind.
Dort hat man bereits viele Theorien gefunden, die jedoch von einer gréfleren Symmetriegrup-
pe, der konformen Gruppe, ausgehen, und sich daher nicht ohne weiteres auf vier Dimensionen
verallgemeinern lassen. Eine der immer wieder auftauchenden technischen Schwierigkeiten ist,
daf in vielen Fillen die Quantenfelder durch unbeschrinkte Operatoren dargestellt werden.
Demgegeniiber haben Darstellungen durch beschrinkte Operatoren viele Vorteile.

Formulieren wir die Theorie, indem wir die beteiligten Felder als lineare Funktionale iiber der
Borchersalgebra S auffassen ([Bor62][Bor72]), so erlaubt das GNS-Rekonstruktionstheorem
(siehe z.B. [SW69]), die Felder und die zugehorigen Hilbertraume aus diesen Funktionalen
zuriickzugewinnen. Fiir beschriinkte Felder konnen die Funktionale mit Standardmethoden
der Funktionalanalysis von einer Unteralgebra von S auf die gesamte Algebra fortgesetazt
werden. Im Fall von unbeschriankten Feldern ist dies in der Regel nicht mdoglich. Yngva-
son hat die Frage der Fortsetzbarkeit in [Yng73] untersucht. Er betrachtet als Gegenbeispiel
den Raum der Testfunktionen iiber R, fiir den die Funktionen mit allen ihren Ableitungen an



1.1. Aufbau der Arbeit

einem Punkt verschwinden. Die linearen Funktionale dieses Raumes lassen sich im Falle unbe-
schriankter Felder nicht nach S(R) fortsetzen. Der Fall des Herausnehmens bzw. Hinzufiigens
eines einzelnen Punktes ist vor allem in der konformen Quantenfeldtheorie interessant, da
es dort iiblich ist, die Theorie auf dem Einheitskreis zu betrachten. Dabei muf8 der Punkt
“unendlich” von Hand hinzugefiigt werden.

Gerade fiir Bosefelder erwartete man aufgrund der uneingeschrinkten Besetzungszahlen der
Anregungsmoden in der Fockdarstellung generell Darstellungen durch unbeschriinkte Opera-
toren. Um so iiberraschender war es, als Buchholz in 141 Dimensionen ein Beispiel fiir ein
nicht-triviales Bosefeld angegeben hat, das durch beschrinkte Operatoren dargestellt wird.
Hierbei handelt es sich um das Tensorprodukt zweier freier chiraler Fermifelder ¢(z4,z_) =
P(zy) @ Y(z—) (“Buchholzfeld”) [Buc| [Bau97]. Weitere Klassen beschrinkter Bosefelder in
141 Dimensionen wurden von Baumann in [Bau99], und von Rehren in [Reh97] untersucht.
Die Konstruktion von Rehren basiert dabei auf der Faktorisierung chiraler Fermifelder in
Vertexoperatoren.

Wir werden in dieser Arbeit die von Baumann in [Bau99] untersuchte Klasse von beschrénkten
Bosefeldern eingehend untersuchen. Diese Klasse zeichnet sich durch raumartige und zeitar-
tige Vertauschungsrelationen aus, was auf die Abwesenheit von Wechselwirkungen hindeutet,
da sich die Felder ungehindert nach dem Huygens’schen Prinzip ausbreiten kénnen. Bau-
mann konnte zeigen, daf fiir Felder dieser Klasse der einfache Zusammenhang W1 = ¢y, V1
mit positiven Konstanten cg,, zwischen ihren trunkierten 2n-Punkt-Funktionen )/Vg;1 und den
trunkierten 2n-Punkt Funktionen des Buchholzfeldes VI besteht. Alle ungeraden trunkier-
ten n-Punkt-Funktionen verschwinden. Der Satz von Konstanten co, legt also die n-Punkt-
Funktionen der Baumannfelder und damit die Felder selbst eindeutig fest. Fiir gewichtete
s-Produkte

O =a1ps - sap (L.1)

gilt nun der einfache Zusammenhang Wi = " a?"VI . Dies legt die Vermutung nahe, daf
es sich bei den Baumannfeldern @ lediglich um gewichtete s-Produkte von Buchholzfeldern
©(z4+,z_) handelt. Nun macht die Bedingung der Wightmanpositivitit Einschrinkungen an
die Koeffizientenfolge (c2;, )nen, und wir werden im folgenden aus diesen Einschrinkungen und
der Beschrianktheit der Felder ® herleiten, daf} fiir die Koeffizienten co,,

§ : 2n
Con = Ozi
7

gilt. Dann folgt die Ubereinstimmung der rechten und linken Seite in (1.1) aus der Uberein-
stimmung ihren 2n-Punkt-Funktionen.

1.1 Aufbau der Arbeit

Wir werden in Kapitel 2 eine kurze Einfithrung in die Axiomatische Quantenfeldtheorie ge-
ben und die fiir die Arbeit notwendigen Begriffe wie trunkierte Funktionen und s-Produkt
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bereitstellen. Im dritten Kapitel werden wir dann zur 1+1 dimensionalen Theorie {ibergehen
und Beispiele fiir beschrinkte Felder betrachten. Hier werden wir die von Baumann unter-
suchte Klasse beschriinkter Bosefelder einfithren und ausgehend von den Ergebnissen von
Baumann das Theorem formulieren, dafl es sich bei den Baumannfeldern um gewichtete s-
Produkte von Buchholzfeldern handelt. Der Beweis des Theorems basiert auf der Ausnutzung
der Wightmanpositivitit der Baumannfelder, die wie gesagt Bedingungen an die Koeffizi-
entenfolge (con)nen stellt. Diese Bedingung werden wir formulieren, indem wir bestimmte
polynomiale Ausdriicke dieser Koeflizienten, die sogenannten Partitionspolynome cog, .. 2.,
betrachten. Diese hingen mit den elementaren Koeffizienten iiber die rekursive Reduktions-
formel

r

C2ky,... 2k, 2k = C2kq,... 2k, C2k — E Coky,... 2(ki+k),... .2k
i=1

zusammen. Die Wightmanpositivitédt impliziert die Bedingung der Determinantenpositivitit

ok, 26D R N A SEY o)
CL@ () @) ) Cop® o TG ) ) )
dot | AR k4 27 2k k@ 4 k] >0
C C .. C
R N L Y SR ™ 1L Y S P 2k 2k

fiir alle k:gm) € N, fiir die kgm) + kg") stets gerade ist. In Kapitel 5 werden wir die Kon-
sistenz unserer bisherigen Ergebnisse mit dem Theorem priifen und dann die Strategie des
Beweises am Beispiel von gewichteten s-Produkten darlegen, indem wir die Partitionspoly-
nome in diesem Spezialfall berechnen. Kapitel 6 beschiiftigt sich dann mit der Durchfithrung
des Beweises, wobei wir aufler der Determinantenpositivitit die Beschrianktheit der Felder ®
benétigen werden. Aus dieser ergibt sich die Bedingung der exponentiellen Beschrinktheit
der Potenzreihe

t2k1+ +2k,

At
Z Z r' (@)1= (2l )1 G2k e S €

r=0k1,

an die Partitionspolynome, und damit weitere Bedingungen an die Koeflizientenfolge (c2p, )nen.
Diese beiden Bedingungen (Determinantenpositivitit und exponentielle Beschrinktheit) wer-
den ausreichen, um die ¢y, in der Form ¢y, = ) a%n festzulegen. Wir schlieflen die Arbeit
mit einer kurzen Diskussion der Ergebnisse in Kapitel 7 ab.



Kapitel 2

Axiomatische QFT

In der axiomatischen Quantenfeldtheorie werden Quantenfelder als operatorwertigen Distri-
butionen iiber dem Schwartzraum S(R?) aufgefaft [WG64]. Da sich diese Arbeit im Rahmen
der Wightmantheorie bewegt, die eine Formulierung der axiomatische Quantenfeldtheorie mit
Hilfe von Vakuumerwartungswerten ist, soll das der axiomatischen QFT zugrunde liegende
Axiomensystem hier, ausgehend von den Vorlesungen von I.T. Todorov [Tod65] und dem
Buch von Streater und Wightman [SW69], kurz vorgestellt werden. Danach geben wir dann
die Formulierung der Theorie mit Hilfe von Vakuumerwartungswerten an und stellen weitere
benétigte Begriffe wie trunkierte Vakuumerwartungswerte und s-Produkt bereit.

2.1 Axiomatik

Die Formulierung und Numerierung der Axiome weicht bei den verschiedenen Autoren stark
voneinander ab. Wir halten uns im Folgenden an die Notation in [Tod65]. Die Axiome lassen
sich grob in zwei Abschnitte einteilen: Die ersten drei Axiome betreffen den Zustandsraum
der Theorie, sowie dessen Transformationen. Die Axiome vier bis sieben befassen sich mit den
Eigenschaften der Quantenfelder.

Axiom 1 Die Zusténde der Theorie werden durch Einheitsstrahlen ¥ in einem separablen
Hilbertraum A beschrieben.

Die Symmetrien der Theorie sollen aus den Translationen a € R¢ sowie den eigentlichen ortho-
chronen Lorentztransformationen A € [,1 bestehen. Als Symmetriegruppe ergibt sich daher

die Poincarégruppe P = El x R?. Oft werden auch die universellen Uberlagerungen SL(2, C)

von [,1 und P von P benutzt. P wird auch als Spinorgruppe bezeichnet. Die Zustdnde der
Theorie sollen sich nun wie folgt transformieren:

Axiom 2 Jedem Zustand ¥ und jeder beliebigen eigentlichen Transformation {a,A} der
Poincarégruppe wird ein Zustand ¥y, 1y mit den folgenden Eigenschaften zugeordnet:

8
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1) Yo=Y

2) (\I]{al;Al}){GZ,AZ} = \I/{a1+A1a2,A1A2}
3) (W a Wl )] = (2,0

4) (¥, \If’{a A})| ist eine stetige Funktion von a und A

Dieses Axiom stellt neben der Festlegung der Symmetriegruppe auch sicher, dafl auf der
Gesamtheit der normierten Strahlen in A eine projektive Darstellung von P durch unitére
Operatoren U(a, A) realisiert ist (Wigners Theorem, siehe dafiir z.B. [BLT75]).

Wegen der Homogenitit des Raumes postulieren wir nun einerseits die Existenz eines aus-
gezeichneten, Poincaré invarianten Zustandes, des Vakuums 2. Andererseits kann der erzeu-
gende Operator der Translationen P als Impulsoperator aufgefafit werden. Als solcher sollte
sein Spektrum einen minimalen Eigenwert enthalten, der einer minimalen Energie entspricht.
Diese Eigenschaft wird auch als Stabilitit bezeichnet.

Axiom 3 Das Spektrum des erzeugenden der Translationen P liegt im abgeschlossenen Vorwérts-
lichtkegel T = {p* : pup* > 0,p° > 0}. Ferner existiert ein eindeutig festgelegter Zustand
Q € H, der unter der Wirkung der Poincarégruppe invariant ist.

Als nichstes wollen wir festlegen, was unter einem Quantenfeld zu verstehen ist. Da es sich
aber bei den ausgeschmierten Quantenfeldern meist um unbeschrinkte Operatoren handelt,
ist hier die Wahl eines hinreichend grofien Definitionsbereiches besonders wichtig.

Axiom 4 Es sei f ein Multiplett von Testfunktionen, d.h. f = (fi(z),..., fm(z)) mit f; €
S(R?). Die Abbildung f + A(f) definiert ein Quantenfeld, falls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1) Alle Operatoren A(f) und ihre hermitesch konjugierten A(f)* haben einen gemeinsa-
men, von f unabhéngigen Definitionsbereich D, der dicht in # ist und den Bedingungen

QeD, A(f)D C D, A(f)*D C D fiir alle f € S(R?)™ geniigt.
2) Der Operator A(f) ist linear beziiglich f, d.h.
Alaf + Bg) = «A(f) + BA(g)
3) Fiir U und ¥’ € D ist f — (¥, A(f)V’) eine gemiifligte Distribution.
Bemerkung 2.1 Im allgemeinen wird eine Quantenfeldtheorie mehrere Felder enthalten, die
wir mit A® bezeichnen wollen. Dabei ist es sinnvoll, z.B. die Komponenten eines Spinorfeldes

Aq=1,.. 4 zu einem Feld AW zusammenzufassen. Falls eine Theorie mehrere Felder enthilt,
so miissen diese auch alle denselben Definitionsbereich haben.
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Bemerkung 2.2 Axiom 4.2 erlaubt es uns, im folgenden hiufig von der sehr bequemen
symbolischen Schreibweise

m

A =Y 48 = Z/A .
j=1 j=1

Gebrauch zu machen (obwohl A;(z) im strengen Sinne nicht als Operator auf H definiert
werden kann. Man bezeichnet A;(z) als operatorwertige Distribution). Das Integrieren der
A;(z) mit Testfunktionen fj(z) € S(R?) wird auch als Verschmieren der Feldoperatoren
bezeichnet.

Da wir nun Quantenfelder betrachten mochten, die sich relativistisch transformieren, fordern
wir die Kovarianz der Felder unter Lorentztransformationen. Wir formulieren dieses Axiom
mit Hilfe der universellen Uberlagerungsgruppe SL(2,C) von [,1 wie folgt:

Axiom 5 Es sei U(a, 1~X) die in H realisierte Darstellung der Spinorgruppe P. Dann ist
U(a,A)DC D
und
Alfuiy) = Ula, D)A(H)U (@, 4)

wobei

(fraiy@)i = > Vii(A) (A (@ - a))

7=0
Hierbei ist V;; eine endlichdimensionale Matrixdarstellung von P.
Eine weitere, sehr physikalische Forderung, die in die Axiomatik eingeht, ist die sogenann-

te lokale Kommutativitit. Sie soll zum Ausdruck bringen, daf sich Ereignisse in raumartig
getrennten und damit akausal verbundenen Gebiete nicht beeinflussen:

Axiom 6 Es gilt

[AD(f), AV (g)]s = [AD(f), AV*(g)]x = 0
falls die Triger von f und g raumartig getrennt zueinander liegen, d.h. falls f;(x)g;(y) = 0 fiir

(r —y)? >0 mit 4,7 = 1,... ,m. Dabei bezeichne [-,-], den Kommutator, der fiir bosonische
Felder gilt, und [-,-]- den Antikommutator, der fiir fermionische Felder gilt.
Bemerkung 2.3 Wir werden im Folgenden den Kommutator mit [-,-] und den Antikommu-

tator mit {-,-} bezeichnen.

Betrachten wir nun eine Theorie, der m Quantenfelder A, ... , A, zugrunde liegen. Durch
Anwenden der Felder auf das Vakuum 2 sollte es nun moglich sein, fast den gesamten Raum
‘H auszuschopfen. Diese Eigenschaft wird auch als Zyklizitit des Vakuums bezeichnet.

10
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Axiom 7 Die Gesamtheit aller Vektoren der Gestalt

ABI(fr) - AT(£)2

spannt einen dichten Unterraum von H auf. Dabei seien in die Gesamtheit der Operatoren
Al5)(f;) auch ihre hermitesch konjugierten aufgenommen.

Felder, die den Axiomen geniigen, werden auch als Wightmanfelder bezeichnet.

2.2 Wightmanfunktionen

Es 148t sich zeigen, daf} eine Quantenfeldtheorie, die den Axiomen 1-7 geniigt, vollstindig
durch die Vakuumerwartungswerte genannten Distributionen

mi,.. amn
Z1 n

der zugrunde liegenden Felder A; bestimmt ist. Mit Hilfe des GNS-Rekonstruktionstheorems
konnen sowohl der Hilbertraum #, als auch die Felder A; aus den Vakuumerwartungwerten
zuriickgewonnen werden. Diese Formulierung der Theorie wird auch als Wightmantheorie
bezeichnet.

(T1,--- yzn) = (2, A?fl (z1) - AZ” (zn)$2)

Wir beschrianken uns im Folgenden auf ein einziges skalares hermitesches Quantenfeld A = A*
und wollen nun, ausgehend von den Axiomen, Bedingungen an die Vakuumerwartungswerte

Wz, .. ,zn) = (Q, A(x1) - -+ A(z,)Q)

stellen. Dabei werden die Vakuumerwartungswerte an n Punkten auch als n-Punkt-Funktionen
oder Wightmanfunktionen des Feldes A bezeichnet, obwohl es sich streng genommen um Dis-
tributionen handelt.

B 1 Aus der Hermitizitét des Feldes A folgt

Wz, ... ,zn) = Wy(zp,... ,21)

B 2 Die Bedingung, daf} die Metrik im Raum der Zustandsvektoren definit ist, fithrt auf die
folgende Bedingung an die Wightmanfunktionen, die als Wightmanpositivitét bezeichnet
wird:

o
N

2
‘{f0+/f1 1) A(zy)d%; + - / /fn 1, ... 2p)A(z1) - Alzy)d ey -+ d2y } O
= Z/ /fz w1y w)Wigj (@i, w1, y) iy yg)die - dPdy - dy;

B 3 Die Bedingung der lokalen Kommutativitét lautet fiir die Wightmanfunktionen
Wo(z1, . o Ty Tig1ye e Tn) = Wi Ty, oo i1, Tiy oo o, Tp)

falls (x; — m;41)% < 0.

11
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B 4 Aus der Kovarianz eines skalaren Feldes folgt die Invarianz der Wightmanfunktionen
unter der Wirkung der Poincarégruppe:

Wn(Az1 +a,... ,Azy +a) = Wy(z1,... ,zp)

Aus dieser Bedingung folgt insbesondere die Invarianz der Wightmanfunktionen unter der
Untergruppe der Translationen. Das aber heifit, dafl die Funktionen nicht von n, sondern
lediglich von n — 1 unabhéngigen Argumenten der Gestalt & = x1 — 9, ..., &, 1 =Ty 1— Ty
abhingen:

Wn(.’L‘l,... ,LEn) :Fn(fl,...gnfl) (21)

B 5 Die Bedingung der Spektralitét fiihrt auf die folgende Eigenschaft der Fouriertransfor-
mierten von Fy,: Fy,(p1,... ,pn—1) ist nur dann von Null verschieden, falls alle Argumente p;
von F, im abgeschlossenen Vorwirtslichtkegel liegen.

Die Fouriertransformierte Wn(kl,... ,kpn) der Funktion W, hingt folgendermaflen mit F,
zZusaminen:

— 1 <
Wip(kiy... Jkn) = e )n_d /---/exp{szjmj}Wn(ml,... ,mn)ddml---ddmn
) 2 j=1

= (27T)5(k1++kn)Fn(pla 7pn—1)

IR

wobei
pj = ki+---+k; fir j=1,...,n-1

Wir werden nun als Folgerungen aus den Bedingungen 1-5 zwei Lemmata herleiten, die wir
im Laufe der Arbeit benttigen werden. Zum einen wird die Wightmanpositivitét eine zentrale
Rolle spielen, zum anderen werden wir die Spektrumsbedingung héufig in Beweisen ausnut-
zen. Wir werden also gleich eine unseren Bediirfnissen angepafite Formulierung dieser beiden
Bedingungen geben. Wir beginnen mit der Spektralitit. Doch zunéchst miissen wir noch defi-
nieren, was wir unter dem spektralen Inhalt eines Hilbertraumvektors ¥ = A(f;) -+ A(fm)Q
verstehen wollen. Es sei dafiir \i(k) derjenige Anteil von T, der zum Eigenwert k£ des Impuls-
operators P gehdrt. Dann ist

U(k) = / U(a, I)e *d%q - ©
ePagikegdg, / A% - dp f1(ky) -+ fon(km)A(K1) - - - A(km)Q

= /dda/ddkl...ddkmei(k—(k1+---+km))af1(kl)...fm(km)g(kl)...g(km)g

12
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Definition 2.4 Unter dem spektralen Inhalt Sp(¥) eines Hilbertraumvektors ¥ = A(f1) -+ A(fm )<
verstehen wir den Tréger der vektorwertigen Distribution ¥, d.h. den Abschluff der Menge
aller £ € RY, fiir die W (k) nicht verschwindet.

Lemma 2.5 Fiir den spektralen Inhalt Sp(¥) eines Hilbertraumvektors ¥ = A(f1) - - A(fm)Q2
gilt

Sp(¥) C {k € RY: 3k, € suppfl,... Jkm € suppfm mit Zkl =k}
i=1

BEWEIS: Es sei k € Sp(¥). Dann ist
/d% o dep 0k — (ky 4 -+ E)) fr(E1) -+ fon (k) A(ky) -+ - AR # 0

Dann aber miissen ki € suppfi,...

km € suppfm mit Yo ki = k existieren, da sonst
entweder fi(k1) - fm(km) = 0 oder §(k —

(k1 + ...+ km)) = 0 wire. Q.E.D.

Bemerkung 2.6 Gleichheit gilt hier nicht, denn z.B. fiir ¥ = A(f)Q mit suppfﬂf+ = () gilt
¥ = 0 und damit Sp(¥) = 0. Auch ist ¥ = 9 (f)2Q fiir Fermifelder 1/ wegen des Pauli-Prinzips

Null, falls supp f C f+, wie wir in Lemma 3.2 im Spezialfall reeller chiraler Fermifelder sehen
werden.

Der spektrale Inhalt des Vektors U ist also in der punktweise genommene Summe der Mengen
suppfi,... ,suppfm enthalten. Wir vereinbaren daher die folgende Notation:

Notation 2.7 Unter der Summe zweier Tréger verstehen wir die Menge

supp/fi + suppfs := {k=k +kyeR:k € suppf1 und ky € Suppfg}

Damit kénnen wir nun das folgende Lemma formulieren:
Lemma 2.8 Es seien fi, fo € S(R?). Dann gilt fiir die 2-Punkt-Funktionen eines Feldes A

Wa(f1,f2) =0 falls 0 ¢ Sp(A(f1)A(f2))

BEWEIS: Es ist

Wa(f1, f2) = //W2 T1,T2) =5 //f1 (k1) f2(k2) exp(i kal )dkyd%gd s di e,

=1

= Wz(fl,f) (2m) %//5 ky + ko) Fy(ky) f1(ky) fo (ko) d%eydihey

(V]IS

= (2m)2 [ Fy(ky)fi(k) fo(—k1)d%k,

13
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Falls nun 0 ¢ Sp(A(f1)A(f2)Q?) existieren keine k; € suppfi und ky € suppfo mit ki + ko = 0.
Das aber heifit, daf§ fir beliebiges k; aus dem Tréger von f; —k; nicht aus dem Tréger von
f2 ist. Dann aber verschwindet das Integral. Q.E.D.

Als zweites wollen wir noch eine andere Formulierung der Wightmanpositivitdt angeben:

Lemma 2.9 Es sei P(A) = EZ]\LI A(fl(i)) . --A(fl((?)) ein Polynom im Feld A, f](i) € S(RY).
Dann ist

(2, P(A)"P(A4)2) > 0

BEwEIs: Dies folgt direkt aus der Bedingung, dafl die Metrik in H definit ist, denn
(2, P(A)" P(4)Q) = (P(A)Q, P(A)Q) = [P(A)Q >0

Q.E.D.

2.3 Trunkierte Wightmanfunktionen

Wir wollen nun den sehr niitzlichen Begriff der trunkierten Wightmanfunktionen W, einfiihren.
Dabei handelt es sich um diejenigen Korrelatoren des Feldes A, in denen alle Anteile von Kor-
relationen von weniger als n Punkten abgezogen worden sind. Rekursiv definiert man dies wie
folgt:

Definition 2.10 Es sei I = {1,... ,n} eine Indexmenge. Es seien (X;) die Partitionen von
I, d.h. disjunkte Zerlegungen von I in nichtleere Teilmengen X, fiir die |J, X, = I gilt. Dann
ist

Wn(xla"- 7$n) = Z HWE(S\(‘Tngh 7$Z~(5) )
(Xs) s

[Xs]

wobei (") < ... < i(®)

x| die Elemente der Teilmenge X C {1,... ,n} sind.

Bemerkung 2.11 Da man vom Feld stets eine Konstante abziehen kann, 148t sich immer
Wi(xz) = W1(0) = 0 erreichen. Daher erhilt man in diesem Fall einen Unterschied zwischen
W und W, erst ab n = 4.

Bemerkung 2.12 Aus der Definition 2.10 folgt sofort, daf trunkierte Funktionen in dem

Sinne homogen sind, daf in der Entwicklung von Wg nach Wj, ---W;, immer 41 +---+ip =n
gilt.

Die in Definition 2.10 enthaltene Kombinatorik 148t sich in den Fillen umgehen, in denen das
Problem mit Hilfe von erzeugenden Funktionalen formuliert werden kann:
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2.3. Trunkierte Wightmanfunktionen

Definition 2.13 Fiir festes f € S(R?) definieren wir das erzeugende Funktional des Feldes
A durch

B(#) = w(e 1) = (@,e400) = 3 Dw(r,. )
m=0 :

Bemerkung 2.14 Aus dem erzeugenden Funktional lassen sich die symmetrischen Anteile
der Wightmanfunktionen durch Funktionalableitungen bestimmen. Diese Punkte, in denen die
Wightmanfunktionen wegen der Lokalitit symmetrisch sind, werden Jostpunkte genannt und
bilden eine im 4(n — 1)-dimensionalen reellen Raum offene Menge, so dafl durch analytische
Fortsetzung der von (n—1) Verénderlichen abhéingenden Wightmanfunktionen die Gesamtheit
aller Wightmanfunktionen aus dem erzeugenden Funktional zuriickgewonnen werden kann.

(Siehe dafiir z.B. [Tod65]).

Bemerkung 2.15 Eine Definition der trunkierten Funktionen fiir den Fall symmetrischer
Wightmanfunktionen ist

Walfyoon )= > r,ml m,H f)

mi+-+mr=n

Die Summation erstreckt sich dabei iiber alle Partitionen, fiir die n = mj+---+m,, (ms > 0)
gilt. Der kombinatorische Gewichtsfaktor ist gerade die Anzahl der durch die Partition fest-
gelegten Produkte W,z;l e WT Der Faktor 7 beriicksichtigt, daf} die Produkte symmetrisch
unter der Vertauschung der Faktoren sind.

Zwischen dem erzeugenden Funktional F/(t) eines Feldes A und seinen trunkierten Funktionen
W' besteht nun der folgende Zusammenhang (siehe z.B. [Haa92]):

Satz 2.16 (Clusterzerlegungs-Eigenschaft) Es sei E(t) das erzeugende Funktional eines Fel-
des A. Dann gilt

log E(t Z WT 1)

Das gibt Anlafl zu der folgenden Definition:

Definition 2.17 Unter dem trunkierten erzeugenden Funktional verstehen wir

ET(t) := log E(t).

Damit sind wir nun in der Lage, die Formel fiir die Entwicklung von n-Punkt-Funktionen zu
invertieren.
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2.4. s-Produkte

Korollar 2.18 Fiir die Entwicklung der trunkierten n-Punkt-Funktionen eines Feldes A nach
seinen n-Punkt-Funktionen gilt

Wi (@1, smn) = Y (1) Hp - 1)!HW|XS\($i§s),--- Ty |)
(Xs) § ’

wobei p die Anzahl der Teilmengen in (Xj) ist.

BEWEIS: Fiir das erzeugende Funktional des Feldes A wissen wir, daf}

o0 tm

B(t)=>)_ — W

m=0

Nun entwickeln wir log E/(t) in eine Potenzreihe:

log E(t) = log(1 + i %Wm) — i (—1)M-1 (Cmet W)™
m=1""

Nach Satz 2.16 folgt nun

i (—I)M_l (Z;.;Zl %Wm)M _ i jWT
M N m! ™
M=1 m=1

Vergleichen wir nun auf beiden Seiten diejenigen Terme, in denen ¢ in derselben Potenz
auftritt, so erhalten wir

Wi =Y (=1 - D) Wi,

(Xs)

wobei sich die Summation iiber alle Partitionen der Menge {1,... ,k} erstreckt und p die
Anzahl der Teilmengen in (X;) ist. Der kombinatorische Faktor ist also ganau der Unter-
schied zwischen den Potenzreihenentwicklungen der Exponential- und der Logarithmusfunk-
tion. Q.E.D.

2.4 s-Produkte

Wir wollen nun eine Moglichkeit untersuchen, aus gegebenen Wightmanfeldern A; neue Wight-
manfelder zu generieren. Eine solche Moglichkeit stellt die sogenannte s-Produktbildung
[Bor72] dar, die in [Heg75] eingehend untersucht wurde. Es gilt das Folgende:

Satz und Definition 2.19 Es sei f € S(R?). Unter dem s-Produkt der Wightmanfelder
Aq,..., A, die auf den Hilbertriumen #; mit Vakuum §2; definiert sind, versteht man das
neue Wightmanfeld

Ais - sA(f)=A(f)®1® - @1+ +10--- @ A(f)

das auf dem Unterraum des Hilbertraumes ®;_,#; definiert ist, fiir den ; ® - - - ® €2, zyklisch
ist.
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2.4. s-Produkte

Offensichtlich beinhaltet diese Definition die Moglichkeit, s-Produkte eines Feldes mit sich
selbst zu bilden, wovon wir im Folgenden Gebrauch machen werden. Wir betrachten also den
Spezielfall, fiir den A; = o; A mit «; € R ist.

Definition 2.20 Unter dem gewichteten s-Produkt des Feldes A verstehen wir das neue Feld

Ay = (v1A)s - s(pA) mit a = (aq,... ,00) €ER

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen den trunkierten Funktionen der s-Produkt-
Felder und den urspriinglichen Feldern untersuchen. Hier ergibt sich das folgende Ergebnis:

Lemma 2.21 Es seien A; Wightmanfelder, A;s --- s A, das s-Produkt der Felder A;. Dann

gilt fiir die trunkierten Funktionen wr AvsesAr yon Ays---sA,

r
T,A1s--sA, __ T,A;
Wl r=Y W

BEWEIS: Wir betrachten dafiir das erzeugende Funktional von A;s --- s A,.

tAls---sAr(f)) — tAL ()1 @1+ +1Q- ®Ar(f))

w(e

|
g

(e!41th)
(etAl (f)®1®--e1 et1®"'®]l®f4r(f))
( ) ®

= w(ethf C® etAr(f))

f— wl(etAl (f)) .« e wr(etAT(f))

I
£

Mit Hilfe der Clusterzerlegungseigenschaft 2.16 erhilt man daraus

log w(etAt ) . ety = Nogw, (1)) + ... + logw, (M)
= T7A “ s _ TaAT
= DLWt ) W
m=1 m=1
o0 ym r o0 ym
_ T,Ai TA A
- S (D) - X S

Fiir den Spezialfall eines gewichteten s-Produktes erhalten wir daraus das folgende

Korollar 2.22 Es sei A ein Wightmanfeld, A, ein gewichtetes s-Produkt des Feldes A. Dann
gilt fiir die trunkierten Funktionen Wf A on Ay

W, e = <Za )WnT

BEWEIS: Wir miissen berechnen, was WA fiir den Fall 4; = a; A ergibt. Nach der Definition
2.10 der trunkierten Funktionen ist W, ’A’, ebenso wie W', aufgrund der Homogenitit der
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2.4. s-Produkte

trunkierten Funktionen eine Summe iiber alle Teilmengen S = {s1,...s,} C {1,... ,n} und
s1+ -+ + sg = n. Dabei fillt fir jedes S € (S9) ein kombinatorischer Gewichtsfaktor Cg an:

WE’A" :ZCSW£i---W;:i mit s +---+ s =n und {s1,...s,} =95
(S)

WnT: ZCSW51"'W5k mit s;+---+ s =n und {s1,...s,} =95
(S)

aber
WA = w(a)’ A%) = a?stj j=1,...,k

Sj )

und daher folgt

T,A; _ S Sk _ T
WA =" Csaft -+ af Wy, - Wy, = o W,
(S)
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Kapitel 3

Beschrankte Felder in 1+1
Dimensionen

Wir wollen in diesem Kapitel einige Beispiele fiir beschriankte Quantenfelder in 1 4+ 1 Raum-
zeitdimensionen betrachten. Dabei werden wir zunéchst die chiralen Fermifelder 97, g unter-
suchen. Danach werden wir beschrinkte Bosefelder und insbesondere die aus chiralen Fer-
mifeldern ¢ p zusammengesetzen beschrankten Bosefelder ¢ = v ® 1 (Buchholzfelder)
betrachten. Schliefllich wenden wir uns der von Baumann in [Bau99] eingefiihrten Klasse von
beschriankten Bosefelder ® zu, die wir kurz als Baumannfelder bezeichnen wollen. Wir werden
zu motivieren versuchen, warum wir erwarten, daf sich die Baumannfelder ® als gewichtete
s-Produkte von Buchholzfeldern ¢ darstellen lassen sollten. AbschlieBend werden wir unsere
Vermutung als Theorem formulieren.

3.1 Freie chirale Fermifelder in 1+1 Dimensionen

Wir betrachten Felder, die der freien masselosen Dirac-Gleichung
o =0 (3.1)

geniigen. Da die Dirac-Matrizen y* der Clifford-Algebra {y*,v"} = 2n*¥ geniigen, handelt es
sich bei den Losungen der Gleichung (3.1) um Spinoren

(4
p=1:1;
YN
wobei N von der Dimension der Darstellung der Dirac-Matrizen v* und damit von der
Raumzeitdimension d abhiingt. Die Spinorkomponenten geniigen den kanonischen Antiver-
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3.1. Freie chirale Fermifelder in 1+1 Dimensionen

tauschungsrelationen zu gleichen Zeiten [I1Z80]

{Wilt,z),9(t,y)} = 0O
{'I’bl (t’ l‘), 'QEJ' (tv y)} = (5ij5d_1 (;1;' — y)

die in der Fockraumdarstellung realisiert werden. Da diese Spinorfelder bei raumartigen
Abstinden antikommutieren, werden sie als Fermifelder bezeichnet.

Diese Antivertauschungsrelationen implizieren, dafl mit Testfunktionen verschmierte freie Fer-
mifelder durch beschrinkte Operatoren dargestellt werden [AW64]. Dies ist in sofern eine
Besonderheit des freien Fermifeldes, als dafl z.B. verschmierte freie Bosefelder durch unbe-
schrinkte Operatoren dargestellt werden. Diese Tatsachen stehen im Zusammenhang mit dem
fiir Fermionen geltenden Pauliprinzip. Die Norm der Feldoperatoren kann ndmlich nach unten
durch die Norm des Anzahloperators a*(f)a(f), der die Anregungszahl der Mode f in der
Fockdarstellung mifit, abgeschétzt werden. Fir freie Fermifelder ergibt sich mit geeignet nor-
mierten Testfunktionen, dafl ||¢(f)|| < 1 ist, wihrend fiir freie Bosefelder ||®(f)|| > n, n € N
beliebig, folgt. Auch wechselwirkende Fermifelder werden im allgemeinen durch unbeschrank-
te Operatoren dargestellt: In 141 Dimensionen konnte Baumann zeigen, dafl wechselwirkende
Fermifelder notwendig unbeschrinkt sein miissen [Bau97].

In der vierdimensionalen Theorie werden Teilchen, die durch (3.1) beschrieben werden als mas-
selose Neutrinos interpretiert, wobei kiirzlich das Problem einer empirisch nicht verschwin-
denden Neutrinoruhemasse aufgetaucht ist. Da wir Felder in 1 + 1 Raumzeitdimensionen
betrachten wollen, nimmt p die Werte ¢ = 0,1 an und die Dirac-Matrizen werden durch
2 x 2-Matrizen dargestellt. Nun antikommutiert 7> = 4%y! mit dem Dirac-Operator iy Oy,
so daf} sich die Dirac-Gleichung nach Einfithren der Projektionsoperatoren

1++5
2

Py =
in zwei separate Gleichungen

(G0 + 00)Prp(t,z) = 0 = Prp(t,z) =¢r(t - z)
(Go —0)P_9(t,z) = 0 = P_p(t,z) =9t + =)

aufspaltet. Die Anteile 11 und g werden als chirale Felder bezeichnet und entsprechen in
der vierdimensionalen Theorie Neutrinos mit Helizitit —1 bzw. +1 (siche dazu [BS84]). Diese
chiralen Felder hidngen also nur noch von den sogenannten Lichtkegelvariablen z, =t +
und z_ =t — z ab. Im masselosen eindimensionalen Fall haben die Spinoren (¢, z) in einer
Basis, in der 7° diagonal ist, also die Form

wiea) = (107 Y)

Aus den fiir die Fermifeldern geltenden kanonischen Antivertauschungsrelationen erhalten wir
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3.1. Freie chirale Fermifelder in 1+1 Dimensionen

dann die folgenden Antivertauschungsrelationen fiir die chiralen Felder 1, gr:

{r(zy),Yr(z-)} = 0
{Yr(z-),Yr(y-)} = 0
{Yr(z4),¥Llys)} = 0
{Yr(2-)Pr(y-)} = d(a- —y-)
(@), vulys)} = (@ —yq)

Wir wollen nun den Spezialfall reeller chiraler Fermifelder betrachten. Dafiir wihlen wir die
folgende Darstellung der Dirac-Matrizen:

1 0 0 1 0 1
0 _ 1 _ 5 _
=0 ) = (Ge) e =)

Dann wird die Dirac-Gleichung reell und mit 4 ist auch stets 1g. = 3(¢) + %) eine (reelle)
Losung. Auch das reelle Fermifeld zerfillt wieder in seine chiralen Bestandteile:

Yye, R = Piripge = %(QﬁR + Q,ER)

Fiir die reellen chiralen Felder implizieren die Antivertauschungrelationen der Felder 1, r

{Yre,r(z ), Ypep(zy)} = 0
{Yne,r(z-), Yper(y-)} = d(z- —y-)
e, (1), YRe,.(y+)} = (x4 —yy4)

Notation 3.1 Wir werden im Folgenden nur reelle chirale Fermifelder betrachten, und lassen
daher den Index fe in Zukunft weg. Unter ¢ ist also immer 1. r zu verstehen.

An dieser Stelle wollen wir noch eine Formulierung des fiir Fermionen geltenden Pauli-Prinzips
fiir reelle chirale Fermifelder geben:

Lemma 3.2 Es sei ¢ ein reelles chirales Fermifeld, f eine Testfunktion € S(R) mit suppf C

RT. Dann ist 4 (f)? = 0.

BEWEIS: Aus den Antivertauschungsrelationen fiir reelle chirale Fermifelder folgt

WP = GO0} = [ def@)f@
e o 0) i 1)
= //dpdqé(erq)f(p)f(Q) Z/dpf(p)f(—p)
Aber fiir suppf C R verschwindet dieses Integral. Q.E.D.

Dieses Ergebnis lafit sich wie folgt interpretieren: Fiir f € S(R) enthélt der Operator ¢ (f)
sowohl Erzeuger- als auch Vernichteranteile, die durch die Beitrige positiver und negativer
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3.2. Beispiele beschrédnkter Bosefelder

Energie zur Fouriertransformierten f von f gegeben sind. Hat aber f nur Trager in RT, so
enthilt ¢(f) lediglich Erzeugeranteile, und erzeugt also aus dem Vakuum einen Einteilchenzu-
stand mit Impulsverteilung f . 9(f)? wiirde also zwei Teilchen in demselben Zustand erzeugen,
was nach dem Pauli-Prinzip verboten ist.

Wir wollen nun noch den Begriff der Skalentransformation einfiihren. Dabei handelt es sich
um Stauchungen und Streckungen der Skala, auf der die Verdnderlichen gemessen werden,
also Transformationen der Form z — Az, A € R". Falls nun die n-Punkt-Funktionen eines
Feldes A homogene Funktionen sind, d.h falls sie den Gleichungen

Wp(z1,... ,zp) = A"dW()\:vl,... s AZy,)

geniigen, dann wird das Feld A als skalenkovariant mit Skalendimension d bezeichnet (d ist
hier nicht die Raumzeitdimension). Das bedeutet dann, daf die Skalentransformationen unitér
implementiert sind, und also

UNA(z)U*(\) = MA(\z), UN)Q=Q

gilt. In 1 + 1 Dimensionen ergibt sich die Besonderheit, dafl die Skalentransformationen zu-
sammen mit den Lorentz-Boosts in zwei Anteile aufspalten, von denen jeder nur auf jeweils
eine chirale Komponente wirkt. Chirale Felder haben also zwei Skalendimensionen dy,, dg, fiir
die dj, + dr = d sein muf.

Bemerkung 3.3 Die Skalendimension eines chiralen Fermifeldes ¢, g ist dr g = % Dies
kann sofort an der Form der 2-Punkt-Funktionen in der Fockraumdarstellung abgelesen wer-
den, aus der sich alle héheren 2n-Punkt-Funktionen ergeben:

1 —1
Wo(zs =2+ —214) = ( ) Py

2w \ x4 — 1€

3.2 Beispiele beschriankter Bosefelder

Wir wollen uns nun beschrénkten Bosefeldern in 1 4+ 1 Dimensionen zuwenden. Daf} solche
Felder iiberhaupt existieren, ist nach dem oben gesagten zunichst einmal eine Uberraschung.
Es hat sich jedoch gezeigt, da} es zahlreiche Beispiele fiir beschrdnkte Bosefelder in 1 4 1
Dimensionen gibt [Bau97][Reh97]. Als ein im folgenden wichtiges Beispiel fithren wir jetzt ein
spezielles, von Buchholz vorgeschlagenes, beschrinktes Bosefeld ein. Es seien dafiir ¢ (zy)
und 9 r(x_) beschrinkte reelle chirale Fermifelder, die von den Lichtkegelkoordinaten z und
z_ abhingen. Dann sind 97, und ¢ freie Felder, wie in [Bau97] gezeigt wurde. Nun definiert

p(z4,2-) =Pr(z4) @ Yr(z-)
ein beschrinktes Bosefeld, das wir im folgenden als Buchholzfeld bezeichnen wollen. Fiir fakto-
risierende Testfunktionen F(z4,z_) = fr(z4+)® fr(z_) € S(R)®S(R) ist die Beschrénktheit
von ¢ sofort einsichtig, denn dann gilt

le(B) = [[¥L(fr) @ Pr(fR)I < 1YL (fO)llll¥r(FR)]]

Die Rechnung kann jedoch auf alle F(z,,z ) € S(R?) ausgedehnt werden, wie in [Reh97]
gezeigt wurde.
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3.2. Beispiele beschrédnkter Bosefelder

Bemerkung 3.4 Eine etwas allgemeinere Methode, beschriankte Bosefelder in 1 + 1 Dimen-
sionen zu konstruieren, ist, die Forderung nach Realitit der konstituierenden Fermifelder
fallenzulassen. In diesem Fall kénnen dann 7 und %z nach Real- und Imaginirteil zerlegt
werden, so daf}

o(r,2-) = (Yre,(24) + ithsm,0(24)) @ (Yre,r(2-) + 1%gm,r(T_))

ist. Die Felder ¢we.r, ¥sm,L, Pre,r Und 9gq, g sind selber wieder reell, so dafl ¢(z4,z_)
als Summe von 4 beschrinkten Feldern dargestellt werden kann und damit selber wieder
beschrinkt ist. Wir gehen im Folgenden jedoch weiterhin von reellen Fermifeldern aus.

Was sind aber die Kommutatorrelationen des Buchholzfeldes ¢? Eine kurze Rechnung zeigt:

(oo, ) plusy )] = SHu(es) Yoyl @ (Wrle ), Yaly )} +

{1(o), Uy} ® S 0r(e ), by )
= 0 falls (z- —y-)(zy —y4) #0

Das Buchholzfeld ¢ kommutiert also sowohl fiir raumartige, als auch fiir zeitartige Absténde.
Fiir die Skalendimension des Buchholzfeldes ergibt sich aus den Rechenregeln fiir Tensorpro-
dukte d = 1.

Wir wollen jetzt die trunkierten Funktionen des Buchholzfeldes ¢ berechnen. Aufgrund der
Antikommutatorrelationen fiir die Felder ¢1 g wissen wir bereits, daf}

0 fiir ungerades m

w(®r,r(fL,R)YL,R(fL,R))

m
2

fiir gerades m

w(r,r(fL,rR)™) = {

ist. Entsprechendes gilt dann fiir ¢(F) = 9(f1) @ ¥(fr) mit F = fr ® fr. In diesem Fall ist
Vom = V3'. Damit erhalten wir fiir das erzeugende Funktional [Bau97]

w(e® ) = 3 w(p(F)™)

= > Giretet) )

il
= cos(V; (F®F):

N

)

Daraus erhalten wir mit Hilfe der Clusterzerlegungseigenschaft 2.16 die Relation

o0 -m
Z z—,Vﬁ(F@m) = logcos Vo(F ® F)%
m!

m=1

Durch Reihenentwicklung von log cos x erhalten wir durch Vergleich das folgende
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3.3. Baumannfelder

Lemma 3.5 [Bau97] Die trunkierten Funktionen des Buchholzfeldes ¢ berechnen sich aus
seinen n-Punkt-Funktionen geméf

22n—1 (2277, _ 1)

VB (Fo) = ==

BopyWo(F @ F)",
Dabei sind By, die Bernoulli-Zahlen in der Konvention von [RG63] (siehe Anhang A.3).

Bemerkung 3.6 Aus den Buchholzfeldern mit Skalendimension d = 1 lassen sich nun auf
die folgende Weise weitere skalare, beschrankte Bosefelder mit beliebiger ungerader Skalendi-
mension generieren. Definieren wir

) = 0" = 9"y @ 0™y

so ist (™) (F) = (0™ F) noch immer beschriinkt, da die Ableitungen lediglich auf die Test-
funktionen abgewilzt werden. Die Skalendimension der Fermifelder 0™ lesen wir aus der
Fockdarstellung der 2-Punkt-Funktion ab. Da

om)! [ —i 2"
Wo(ry =24 —21,4) = (2m) ( > Py

21w T4 — 1€

ist, folgt d = m + % Nach den Rechenregeln fiir Tensorprodukte hat dann ¢(™ (F) Skalen-
dimension d = 2m + 1. Fiir die trunkierten n-Punkt-Funktionen der Buchholzfelder ¢(™) (F)
zur Skalendimension 2m + 1 folgt

T
VI () = V(@ F)E
Bemerkung 3.7 Weitere beschrénkte Bosefelder lassen sich konstruieren, indem die Fermi-
felder in den Tensorprodukteintréigen links und rechts verschieden oft abgeleitet werden. Dann

hat

pmLme) (F) .= o™eqp(fr) @ O™ R4 (fr)

Skalendimensionen dy, = mp, + % und dg = mpg + % Diese Felder sind allerdings nicht mehr
skalar, da sie sich unter Lorenztransformationen A geméif

U™ ) (FYU(A)* = el et linnnn) ()

transformieren.

3.3 Baumannfelder

In der dieser Arbeit zugrunde liegenden Veroffentlichung [Bau99] betrachtet Baumann die
Klasse beschriankter Bosefelder @, die durch die folgenden Annahmen charakterisiert ist:

A 1 & ist ein skalares neutrales Bosefeld in 1 + 1 Dimensionen.
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3.3. Baumannfelder

A 2 & kommutiert fiir raumartige und zeitartige Absténde, d.h.
[@(x+,x_), (I)(y-l-ay—)] =0 falls (.’L'_|_ - y+)($_ - y—) 7é 0.
A 3 O ist skalenkovariant.

A 4 ® ist beschriinkt, d.h. |®(F)|| < oo fiir alle F € S(R?).

Bemerkung 3.8 Kommutativitit fiir raumartige und zeitartige Abstinde verlangt, daf die
Skalendimension d des Feldes ® aus Ny sein muf.

Bemerkung 3.9 Eine andere Methode, beschrinkte Bosefelder zu konstruieren, wurde von
Rehren in [Reh97] angegeben. Diese Felder kommutieren fiir raumartige, jedoch nicht fiir
zeitartige Abstéinde und fallen daher nicht in die Klasse der Baumannfelder.

Die von Baumann betrachtete Klasse beschriinkter Bosefelder soll hier eingehend untersucht
werden. Dabei spielt der folgende, von Baumann in [Bau99] bewiesene Satz eine zentrale
Rolle:

Satz 3.10 (Baumann) @& erfiille die Voraussetzungen A1 - A4 und habe Skalendimension
d € N, d = 2m+ 1. Dann existiert eine Folge positiver Zahlen (ca, )nen, so daf die trunkierten
n-Punkt-Funktionen W/ des Feldes ® durch die Relationen

WE(Fyy... Fap) = con VST (Fy, .. Fyy) und WL, =0
mit den n-Punkt-Funktionen Vy(lm)T des Buchholzfeldes p(™) = §™; @ 9™pr verkniipft sind.

Bemerkung 3.11 Die in den Satz zusétzlich eingehende Voraussetzung ungerader Skalen-
dimension ist vor allem auf technische Schwierigkeiten im Beweis zuriickzufithren. Baumann
gibt aber gute Argumente dafiir an, dafl beschrénkte Bosefelder mit gerader Skalendimension
in 1 + 1 Dimensionen gar nicht existieren [Bau99].

Bemerkung 3.12 Der Satz von Baumann lé8t sich ohne weiteres auf nichtskalare Felder
@(mLmr)(F) verallgemeinern, da im Beweis die linkschiralen und rechtschiralen Anteile der
Felder nicht vermischt werden.

Der Vergleich des Satzes von Baumann mit Korollar 2.22 legt nun die Vermutung nahe, dafl
es sich bei den Baumannfeldern ® um gewichtete s-Produkte von Buchholzfeldern (™) in der

Form
O = (p(m) — Oé1<p(m) S .- Sar<P(m)

[e%

handelt. In diesem Fall folgt ja aus Korollar 2.22 und Lemma 3.5 gerade, dafl
W2Tn = <Z a?") Vgln)T und W2Tn+1 =0
i=1
gilt. Wie sich herausstellt, ist aber die Bildung endlicher s-Produkte im Allgemeinen nicht

ausreichend. Wir lassen also den Fall » — oo zu und definieren unendliche gewichtete s-
Produkte von Buchholzfeldern wie folgt:
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3.3. Baumannfelder

Definition 3.13 Es sei (o, )nen eine Folge positiver reeller Zahlen. Die Reihe Y %, a?™ kon-
vergiere fiir alle n. Unter dem unendlichen gewichteten s-Produkt

b = (p(m) :alw(m)s SO[y-QO(m)S

o

verstehen wir dasjenige Feld ®, dessen trunkierte Funktionen durch

Wi = <Z a§"> vir
i=1
gegeben sind.

Bemerkung 3.14 Ein unendliches gewichtetes s-Produkt ist nur dann beschrinkt, falls
Yoy < oo

Nun kénnen wir das Ergebnis der Arbeit in der folgenden Form als Theorem formulieren:

Theorem 3.15 Jedes Feld ®, dafl A1-A4 erfiillt und ungerade Skalendimension d = 2m + 1
hat, 1i8t sich als endliches oder unendliches gewichtetes s-Produkt von Buchholzfeldern (™) =
0™, ® 0™ schreiben.

Bemerkung 3.16 Um 3.15 zu beweisen, muf} gezeigt werden, daf} die cg,, von der Form

r 9]
Con = g o bzw. cop = E an
i=1 1=1

sind, denn dann folgt die Behauptung aus der Ubereinstimmung der trunkierten Funktionen
von ® und @&m). Wir werden sehen, daf§ die Bedingung der Wightmanpositivitit zusammen

mit der Beschrinktheit des Feldes ® genau diese Form der ¢z, mit Y >0, o < 0o erzwingt.

Notation 3.17 Wir werden im folgenden der Einfachheit halber nur den Fall m =0, d =1
betrachten. Dies bedeutet aber keinerlei Einschrinkung der Allgemeinheit, denn die explizite
Form der 2-Punkt-Funktionen geht in den Beweis von 3.15 nicht ein.
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Kapitel 4

Wightmanpositivitat der
Baumannfelder

Wir werden nun damit beginnen, Theorem 3.15 zu beweisen. Dafiir ist die Wightmanposi-
tivitéit der Baumannfelder von zentraler Bedeutung. Wie sofort ersichtlich ist, kénnen die
c2n, ndmlich nicht beliebig gewéhlt werden, da das resultierende Feld ® die Wightmanpositi-
vitéit verletzten wiirde. Fiir F € S(R?) mit F = F sollte z.B. das Schwankungsquadrat eines
Baumannfeldes

w(®(F)) —w(@F)?)? = WIF F FF)+3WHE FPWEHE F)-WE(F FYWI(F, F)
= VI (F F,F,F)+23VI(F, F)VI(F,F)
= C4V4(F, F, F,F) — 3C4V2(F, F)VQ(F, F) + 2C%V2(F, F)VQ(F, F)
= C4V2(F, F)V(F, F) — 3C4V2(F, F)VQ(F, F) + 2C%V2(F, F)VQ(F, F)
= 2(c — c)Vao(F, F)Vo(F,F) >0

sein, und damit mufl ¢ — ¢4 > 0 gelten. Wir wollen jetzt ein System von Ungleichungen an
die ¢, herleiten, um sie dann spéter in der Form co,, = Z;’il a?” festzulegen.

4.1 Wightmanpositivitéit

Um eine ausreichende Menge von Ungleichungen zu erhalten reicht es nicht aus, die Wight-
manpositivitdt fiir jeweils nur eine Testfunktion auszuwerten. Erste Versuche mit den daraus
resultierenden Bedingungen haben gezeigt, dafl dieser Satz von Ungleichungen nicht alle Re-
lationen impliziert, die fiir s-Produkte gelten sollten. Um unseren hinreichend groflien Satz
von Ungleichungen zu etablieren, miissen wir zunéchst einige Definitionen vereinbaren:

Definition 4.1 Esseien F,... , Fy Testfunktionen aus S(R?), k& € N. Unter dem maximalen
Kommutator K der Funktionen Fi, ... , F; mit Linge k verstehen wir den Ausdruck
K= [[ .. [Fl,FQ], cee ],Fk] und damit K: = [Fk, [ .. [FQ, Fl]] .. ]
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4.2. Lemmata iiber Kommutatoren

Dabei sind die Produkte der Funktionen als Produkte in der Borchersalgebra aufzufassen, d.h.
[F1, Fo] = F1 ® Fy — Fo ® F, (siehe z.B. [Bor62]). Fiir andere Klammerungen gilt ebenfalls das
in diesem Zusammenhang wichtige Lemma 4.3, doch wollen wir uns hier auf diese spezielle
Klammerung beschrinken.

Entsprechend schreiben wir

O(K) = [®(F),2(F)],...],®(Fr)] und @(K)* = ®(K).

Um jetzt die Wightmanpositivitit des Feldes ® so weit wie moglich auszunutzen, betrachten
wir Polynome P(®), die wir wie folgt definieren wollen:

Definition 4.2 Es seien ICZ(”) maximale Kommutatoren von kg") Testfunktionen,n =1,... ,N

und ¢ = 1,... ,[. Dann definieren wir das Polynom P(®) vom Grad [ als

N N
P(®) =3 PM(@) =3 an (k) - 2(K(")
n=1 n=1

mit beliebigen Koeffizienten a,.

Hier haben wir in jedem Summanden dieselbe Anzahl [ von Produkten von Feldoperatoren
®(K) gewihlt, da wir allgemeinere Bedingungen mit [ = [(n) nicht auswerten kénnen und
auch nicht benétigen werden. Nun ist nach Lemma 2.9 der Ausdruck

w(P(®)*P(®)) >0 fir jede Wahl der ay,. (4.1)

Gleichung (4.1) ist aber dquivalent zur positiven Definitheit der symmetrischen Bilinearform
M mit

w(p(l)*p(l)) w(p(l)*p(2)) w(p(l)*p(N))
w(p@)*p(l)) w(P(Q)*P(Q)) w(p(2)*P(N))

M= (4.2)
WP DY (PN PR .. (PN p)y

Was sind die Matrixelemente von M7 Um diese Frage beantworten zu kénnen miissen wir
zunichst einige Lemmata iiber maximale Kommutatoren beweisen.

4.2 Lemmata iiber Kommutatoren

Es wird unsere Strategie sein, die Matrixelemente w(P)* P(")) nach trunkierten Funktionen
zu entwickeln. Was lafit sich also iiber das Verhalten von maximalen Kommutatoren bei einer
solchen Entwicklung sagen?
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4.2. Lemmata iiber Kommutatoren

Lemma 4.3 Bei der Entwicklung von N-Punkt-Funktionen nach trunkierten kompensieren
sich alle Terme, bei denen Funktionen aus maximalen Kommutatoren in verschiedenen trun-
kierten Funktionen auftreten, d.h.

Wr (K1, ... K) = ZHW,”;QS)(QES),... Ko ‘) i< < z|(X)‘ € X,
(Xs) s ’

mit k() = Ei(S)EXS kigs).
j j

Mit anderen Worten: Wir konnen bei der Entwicklung von Wy (Kq,... ,K;) so vorgehen, als
wenn die /C; selber einfache Funktionen wéren.

BEWEIS: Es geniigt, die Behauptung fiir einen maximalen Kommutator IC beliebiger Linge zu
zeigen. Die Behauptung folgt dann durch wiederholte Anwendung des Arguments. Wir fiihren
den Beweis mit vollstindiger Induktion nach der Linge der maximalen Kommutatoren.

e Induktionsannahme: Es seien Ky, o maximale Kommutatoren der Linge Ni, No. Es
sei L = [Ky1, K] der maximale Kommutator der Lange M = N; + N,. Dann tragen in
der Entwicklung von W(K) nur Terme bei, in denen K vollstdndig in einer trunkierten
Funktion auftaucht.

e Induktionsanfang: Es sei K1 = F und Ky = G mit F,G € S(R?) und somit M = 2.
Dann folgt

W(K) = W([F,G]) = W(F,G) - W(G, F)
Entwickeln wir diese Terme jetzt nach trunkierten erhalten wir
W(K) = WIEFG) +WHFW(G) - WG, F) - WHG)WT(F)
= WH(FG)) =W'(K)
e Induktionsschritt: Sei also die Annahme fiir £ mit der Linge M bewiesen. Fiir IC; mit

Lange M + 1 gilt Ky = [Kj,, K,,]. Dabei sind die Langen von K5, und Ky, kleiner M.
Dann folgt

W(Ks) = W([Ks,, Ks,]) = W(Ksy, Ksy) = W(Ks,, Ks,)
Nach der Entwicklung nach trunkierten erhalten wir nach der Induktionsannahme

W(]CS) = WT(]CSU’Csz) + WT(]Csl)WT(]CSQ) - WT(]CSQJICsl) - WT(]CSQ)WT(]Csl)
= WT(’CS)

Q.E.D.

Bemerkung 4.4 Aus Lemma 4.3 folgt natiirlich, dal auch bei der Entwicklung von W%
nach W, die maximalen Kommutatoren erhalten bleiben. Dafiir mufl die Formel lediglich
nach W1 aufgelost werden. Diese Entwicklung von W nach W,, werden wir in Zukunft als
Riickentwicklung bezeichnen. Wir werden im Zusammenhang mit den Partitionspolynomen
darauf zuriickkommen.
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4.2. Lemmata iiber Kommutatoren

Wir wollen uns nun maximalen Kommutatoren von Buchholzfeldern zuwenden. Um fiir diese
weitere Lemmata zu beweisen, miissen wir eine spezielle Wahl fiir die Funktionen in den ma-
ximalen Kommutatoren treffen. Auf der einen Seite machen wir Annahmen iiber den Tréiger
einer Funktion fy, um fiir den Operator ¥(fo), der nur Erzeugeranteile enthalten soll, das
Pauli-Prinzip ausnutzen zu konnen (Lemma 3.2). Weiter miissen wir Annahmen iiber die
Triiger weiterer Funktionen f; machen, um die spektralen Triger von Vektoren P(fi)Q zu
kennen. Diese Eigenschaften werden wir im Beweis von Lemma 4.7 benotigen. Auf der an-
deren Seite bendtigen wir noch Annahmen iiber die Vertauschungsrelationen der Operatoren
¥ (fo) und ¥(f;), um die Form von maximalen Kommutatoren von Buchholzfeldern in diesem
Spezialfall explizit angeben zu konnen. Wir wihlen also die Funktionen f; und f; € S(R) fiir
i=1,...,0 wie folgt:

Annahme 1 Es sei fj eine komplexe Testfunktion mit supp fg C Rt
Annahme 2 Es seien f; reelle Testfunktionen mit suppf; N supp fj = () fiir alle 1 # j
Annahme 3 Es sei {¢(fo),¢(fi)} =0

Funktionen, die unsere Annahmen erfiillen, existieren. Wir kénnen z.B. Funktionen wiéhlen,
fiir die supp(fo) = (0,1) und supp(f;) = (4,7 + 1) U (=i, —i — 1) ist. Dann erhalten wir

0 = /dkf()(k)f](k) :/dkfo(k)f](—k‘) = %/dk/dl‘ofg({l;’g)eikwo/d:];'jfj(g;j)eikwi
_ / o folo) / da; f(;)3 (w0 — ;) = / defola) f; ()

und damit ist Annahme 3 erfiillt (hier ist oBdA d = %) Auflerdem wéhlen wir noch eine
Normierung der Testfunktionen derart, dal {¢(f;),v(fi)} = {¥(fo),¥(fo)} = 1 ist. Dann
haben wir wegen Annahme 1 (fo)9(fo)Q = Q und 9(fg)? = 0. Unsere speziellen maximalen
Kommutatoren von Buchholzfeldern definieren wir nun wie folgt:

Definition 4.5 Unter einem speziellen maximalen Kommutator IC; der Linge k; verstehen
wir

Ki=[...[fo x fis fi x fils .-+, fi x fil]

~ v

k;—1 Kommutatoren

Dabei verstehen wir unter dem Produkt f x ¢ die Funktion (f x g)(t,z) = f(t — z)g(t + ).
Einen Kommutator /C; nennen wir von geradem Typ, falls k gerade ist. Sonst nennen wir ihn
von ungeradem Typ. Wir kénnen nun die Form der speziellen maximalen Kommutatoren von
Buchholzfeldern explizit angeben:

Lemma 4.6 Fiir spezielle maximale Kommutatoren von Buchholzfeldern gilt mit unserer
Wahl der Funktionen fy und f;:

(ki) = P(fo)(fi) @1 falls k; gerade
T P (fo) ® P (f;) falls k; ungerade
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4.2. Lemmata iiber Kommutatoren

BEWEIS: Die Aussage des Lemmas hingt nur von der Lange k; der Kommutatoren ab. Es ist

ki=1: p(Ki) = 9(fo) ® ¢(fi)

ki=2: oK) = [(fo) @ p(fi), b (fi) @ ()]

fo)(fi) @ Y(fi)p(fi) — b(fi)b(fo) @ Y (fi)y(fi)
fo)(fi) @ Y(fi)p(fi) + P (fo)(fi) @ Y (fi)y(fi)
fo)p(fi) ®{¢(fz) Y(fi)}

(fi) ®

ki=3: oK) = [9(fo)y(fi) © L(fi) @ p(fi)]

Y(fi)p(fi) @ (fi) — Y (f)yp(fo)y(fi) @ ¢(fi)
Y(fi)p(fi) @ (fi) + ¥ (fo)Y(fi)y(fi) @ ¢(fi)
{(fi), ¥ (fi)y @ ¥(fi)

® p(fi)

= 3 gleich, und das Verfahren kann iteriert werden. Q.E.D.

Also sind p(K;) fur k; = 1 und

Wie bereits erwdhnt, wollen wir nun die Wahl der Tréger der Funktionen fo und fl ausnut-
zen, um Aussagen iiber die spektralen Triger der in einer n-Punkt-Funktion vorkommenden
Vektoren zu machen. Am Ende werden uns dann diese Trigereigenschaften garantieren, dafl
nur sehr wenige, leicht zu kontrollierende Terme bei der Entwicklung von V,Z’ nach Vy, iibrig
bleiben:

Lemma 4.7 Fiir A,B C {1,...,l}, AUB # 0, ist mit unserer Wahl der Testfunktionen f,
und f; nur dann

Vn(’Ci‘Ap--- a’CiUIlea'-' a’Cj|B\) #0 {ila"- 7Z\A|} =A
{jla"' 7]\3\} =B
falls A = B und |A| = 1.

BeEwEIS: Wir werden im Beweis von Lemma 2.8 Gebrauch machen, das besagt, dafi V(¥)
verschwindet, falls 0 ¢ Sp(¥). Aulerdem miissen wir diejenigen Fille unterscheiden, in denen
die beteiligten Kommutatoren entweder von geradem oder ungeradem Typ sind.

e Falls |A] > 1, so ist die Anregung 9( fo) in V,, mindestens zweimal vorhanden. Da aber
¥ (fo) mit den +(f;) antikommutiert, haben wir an einer Stelle in

@(Kiw) T @(Kh)q)(lch) (K

Y B|

)2

einen Term v(fy)?, und dieser verschwindet nach Lemma 3.2. Damit verschwindet der
ganze Vektor. Dasselbe gilt fiir |B| > 1 und 9 (fp).

e Falls A =0 und |B| =1, so ist

w(tp(fo))w((f5)

-
w(tp(fo)¥(f5))w (D)

V(K;) = {
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4.3. Partitionspolynome und erste Positivititseigenschaften

da die 1-Punkt-Funktionen freier Fermifelder verschwinden. Ahnlich fiir B = () und

|A| = 1. Wir miissen also nur noch die Vektoren ®(/C;)®(/C;)S2 fiir die Félle ¢+ = j und
1 # j betrachten.

e Sei zunidchst ¢ # j. Falls K; und K; nicht vom selben Typ sind, so ist

- {w(w(fwwi)w(fo)>w(¢(fj>) _ {w(qﬁ(fi))w(zb(fj))
w(t

Vi Ki) = S I

w(tp (fo) i (f)db(fo))w(sh(fi))

Falls K; und K; vom selben Typ sind, so erhalten wir
GRS E0) {Sp(w(fiwfjm ® Q)
(W (fo)p(fo)Q @ P (fi)9(£)R) Sp(© @ ¥(fi)(f;)6)
{(SUpri +supp/f;) x {0}

Sp(®(K;)®(K;)Q) = {:E

{0} x (suppfi + Suppfj)
Aber in keinem dieser spektralen Tréiger ist die Null enthalten. Daher ist V(K;, K;) = 0

e Fiir den Fall ¢+ = j erhalten wir allerdings

Vs, K = {w(w(fo)w(fi)w(ff))w(fi))w(l) _ {w(w(fiwfi))w(.l)

w(p(fo)p(fo))w (W (fi)(fi))

Q.E.D.

4.3 Partitionspolynome und erste Positivititseigenschaften

Bevor wir uns nun wieder den Matrixelementen von M aus Gleichung (4.2) zuwenden, miissen
wir noch ein weiteres Hilfsmittel einfithren. Am Schluf} dieses Teilabschnitts werden wir dann
schon erste Ungleichungen fiir unsere cy; aus der Wightmanpositivitit ableiten kénnen. Die
Aussagen dieses Abschnittes sind von der speziellen Wahl der Funktionen fy und f; un-
abhéngig. Wir betrachten den Ausdruck

Won (F1, ..., Fon)

mit Testfunktionenen Fi,... , Foy € S(R?). Wie bereits erwihnt ist unsere Strategie, diesen
Ausdruck nach trunkierten zu entwickeln und die Relation VVQT;c = CQkVQZ;C aus dem Satz von
Baumann auszunutzen. Wir erhalten

WQN(Fl,... ,FQN) == ZHW&S|(F;§S), ,F.(s) )
(Xs) 5

7

[Xsl
- Z HC|XS‘V&5‘(Fi(S)7 s ’Fi(S) )
! X |
(Xs) s
wobei die Summe sich iiber alle Partitionen der Menge {1,... ,2N} erstreckt. Nun wollen wir

diesen Ausdruck zuriickentwickeln. Dafiir definieren wir das folgende:
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4.3. Partitionspolynome und erste Positivititseigenschaften

Definition 4.8 Es sei (X;) = {Xy,...,X,} eine Partition der Menge {1,... ,2N}. Der bei
der Riickentwicklung von

T
> HC\X5|V|XS\(FZ-55),--- F )= C\X1|,...,|Xr|HV|X5|(FiES)a--- e )
G x5 ; X

auftretende Koffizient ¢ x,| .. |x,| von

[V (Feos- o Fo )
1 [Xsl
S
ist ein Polynom in den Koeffizienten co;, und wird als Partitionspolynom bezeichnent. Insbe-
sondere ist co der Koeffizient von Vo (Fy, ... , Fon). Die Koeffizienten ¢y werden wir daher
als elementare Partitionspolynome bezeichnen.

Bemerkung 4.9 Diese Definition ist konsistent in dem Sinne, daf} die Partitionspolynome
nicht von den Funktionen F; abhéingen. Denn sie berechnen sich gemif} einer festen Kombi-
natorik aus den elementaren Partitionspolynomen, die selber wieder nur von | X;| abhingen.

Bemerkung 4.10 Per Definition sind die Partitionspolynome symmetrisch in ihren Indizes,
da eine Vertauschung der Indizes einer Vertauschung der Teilmengen in derselben Partition
der Menge {1,... ,2N} entspricht. Dies aber verdndert die Partition nicht.

Nun koénnen wir weiter umformen und erhalten

Wan(Fi, ..., Fon) = Z AR HV\X5|(FZ-§s>,--- ’Fif)s() ‘) (4.3)
(Xs) s :

Diese Definition der Partitionspolynome wollen wir auf Ausdriicke der Form

Waon(K1,...,K) = ZHW,CT(S)(ICZ@,...,ICZ.(;)) (4.4)
G | Xl
= ZHCk(kuT(s)(’Ci(s),--- Koo ) (4.5)
(Xs) 8 1 | Xs|

= ZC(XS)HVk(s)(’Cigs),--- Ko ) (4.6)

(X,) [Xs|

verallgemeinern, wobei zu beachten ist, daf sich die Summation in diesem Fall wegen Lemma
4.3 nur iiber die Partitionen der Menge {1,...,l} erstreckt und k) = Ziﬁs)exs ki](s) die

Anzahl der Funktionen, die zu X, gehoren, ist. Erhalten wir aber bei der Riickentwicklung
dennoch dieselben Partitionspolynome? Dariiber gibt das folgende Lemma Auskunft:

Lemma 4.11 Es seien Ky,...,K; maximale Kommutatoren. Es sei (X;) = {X1,...,X,}
eine Partition der Menge {1,... ,l}. Das zu (X;) gehorende Partitionspolynom ist
C(Xs) = CHX1H7---;HXT|| wobei ||Xs|| = Z ki(_s)
iex,
J

Das heifit, dal die Partitionspolynome nur von den Lingen der entsprechenden Teilmengen
abhingen.
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4.3. Partitionspolynome und erste Positivititseigenschaften

BEWEIS: Fiir den Beweis passen wir die Notation wie folgt an: Es sei N = {Ky,... ,K;} eine
Menge maximaler Kommutatoren. Es seien P, Q und R Mengen von disjunkten Teilmengen
n C N. Es bezeichnen |P| die Anzahl der Teilmengen in P und ||P| die Gesamtlinge aller
Kommutatoren in allen n € P. [J(P) bezeichne die Vereinigung J,,cp 7. Ebenso fiir @ und
R. In unserer Notation ist dann

W(N) ;:wHNH(zcl,...,zq): Z | I R (4.7)

=N necP

Nach Korollar 2.18 ist die Umkehrung dieser Formel

wiiny = Y w(p) [T wn) (4.8)

P:UJ(P)=N nep

mit ¢(p) = (—1)P"!(p — 1)!. Die Riickentwicklung von (4.7) schreiben wir unter Ausnutzung
von W,Z’ = ckV,%F als

WN)= > @) ][V (4.9)

P:J(P)=N nep

Dabei sind die v(P) zu bestimmende Funktionen, und es wird unser Ziel sein, zu zeigen, daf}
y(P) mit ¢, ,... |In,|| iibereinstimmt. Dafiir nehmen wir zu IV einen weiteren ausgezeichneten
Kommutator Ky hinzu, so dafl Ny = {K,} U N ist. Dann erhalten wir, indem wir denjenigen
Term, der Ky enthilt, aus W(Ny) ausklammern

W(Ny) = Z IR ZWT(NO\M) Z IR

(P)=NoneP MCN =M neP

Z WT(No\M)W (M)
MCN

Hier setzen wir nun (4.7), (4.8) und (4.9) ein und erhalten mit W} = ¢, VI’

W(No) = > cyno\m) > t(po) ] V(n) > @ [] vim

MCN Po:J(Po)=No\M nePo QUQ)=M meQ

Hierbei ist Py nicht leer, da es genau ein Element ng enthilt, das wiederum Cy enthélt. Sei
also Py = {no} U P. Dann sortieren wir die Summe so um, dafl wir den Term, der ny und
damit Iy enthélt, ausklammern. Wir erhalten

W(No) = > > e P+ DYQ) | Vino) [ vin) T vim

noCNp P,Q neP meQR
U(PuQ)=No\ro

Nun schreiben wir der Ubersichtlichkeit halber R fiir die jeweilige Partition P U Q, so da8
U(R) = No\ng ist. Wir kénnen dann durch Vergleich mit (4.9) eine Rekursionsformel fiir -y
ablesen:

Y{no} UR) = Y ¢pngiirqll - HUIR\Q| + 1)Y(Q) (4.10)

QCR
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4.3. Partitionspolynome und erste Positivititseigenschaften

Mit Hilfe dieser Rekursionsformel berechnen wir nun das Folgende: Es sei Ry = {no} UR =
{no,n1,... ,n.}. Firi =1,... ,r definieren wir

Ry, = {nl,... ,noUmng, ... ,nr} = {’rLo Uni} UR mit R; = R\{nl}
Damit berechnen wir

Z’Y(ROi) = y({noUn;} UR;)

Y coniimae IR+ 1D7(@0)

1 Q;CR;

= > D molimiirnen  HIRAQI+ 1) | %(Q)
QCR \in;¢Q

= > D uoirel - tIRNQD | 7(Q)

QCR \in;¢Q
= Y uolimnal R\QL - tIR\QDY(Q)
QCR

Addieren wir dies nun zu (4.10), so triagt wegen t(p + 1) + pt(p) = dpo nur der Term mit
R\Q@ = 0 bei, so dal wir

7({no} UR) + Zv({no Uni} U R;) = cjng|7(R) (4.11)

erhalten. Hieraus folgt rekursiv, daf§ y(P) nur von den Lingen der Elemente von P abhéingt,
da die linke Seite immer eine um ein Element lingere Teilmenge ergibt. Da insbesondere in
dem Fall, in dem alle Kommutatoren die Linge 1 haben, die y(P) mit den in 4.8 definierten
Partitionspolynomen iibereinstimmen, erhalten wir

V(P) = e inp)) flir P ={n1,... mp}.

Q.E.D.

Gleichung (4.11) liefert uns sogar noch mehr: Wir kénnen namlich nun eine rekursive Ent-
wicklung der Partitionspolynome nach den elementaren Partitionspolynomen angeben:

Lemma 4.12 (Reduktionsformel) Fiir die Entwicklung der Partitionspolynome cyy, ... 2k,
nach den elementaren Partitionspolynomen cgj gilt die folgende Reduktionsformel:
T

C2ky,... 2ky 2k = C2ky,... 2k, C2k — Z Coky ... 2(ki+k),... 2k
i=1

BEWEIS: Zum Beweis bedarf es lediglich der Wiedereinfithrung der alten Notation in (4.11).
Es sei ||n;|| = 2k; die Anzahl der Funktionenen in ;. Mit P = {ny,... ,n,} und n; = {K;},
i=0,1,...,p folgt aus (4.11)

P
Clnol|Clinall,ewslImpll = Cllmollllmally--linpll T Z Clinlly--o[Insll+lImoll,-- limpll
i=1
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4.3. Partitionspolynome und erste Positivititseigenschaften

Q.E.D.

Also liefert uns die Riickentwicklung von (4.5) analog zu (4.3) das folgende

Korollar 4.13 Fiir die Entwicklung von 2N-Punkt-Funktionen maximaler Kommutatoren
gilt

Wan Ky, s K) = ey g HVk(s)(’Cigs), s Kie) )

x|

mit k0 Z(S)eX k(s

An dieser Stelle wollen wir noch einen allgemeinen Ausdruck fiir das erzeugende Funktional des
Baumannfeldes mit Hilfe von Partitionspolynomen angeben, den wir in Kapitel 6 benotigen
werden.

Lemma 4.14 Fiir Baumannfelder ® gilt fiir F' € S(R?)
t2k1t-+2kr

. _ 2k
;}k Z r, @) (2! ST (971 C2k 2k, Voky o Vag,  mit Vop = w(p(F)*)
1

BeEweis: Fiir das erzeugende Funktional haben wir

42k o0 t2k
O(F)y _ =
k=0 k=0 (Xs)

Nun summieren wir die Reihe wie in Bemerkung 2.15 um. Da sowohl die Partitionspolynome,
als auch das Produkt V|x |- - V|x,| symmetrisch unter Vertauschung der | X;| sind konnen wir
das Ergebnis aus 2.15 iibernehmen und erhalten mit | X;| = 2k;

wie T o C V. P
( =0 (2l~c)!,ﬂ+ — (@R (2R
Z Z t2k1+ -+2kp
- ST 7971 2k, 2k V2ky Vo
' 1, T 1 r
r=0ky,...,k ’I“ le (Qk )

Wir wollen nun Korollar 4.13 auf den Ausdruck
WQN(K“... ,Kl,Kl,... K1) >0

mit speziellen maximalen Kommutatoren wie in Abschnitt 4.2 anwenden. Nach Lemma, 4.7
tragt dann bei der Riickentwicklung von

Z H ck(s)V]ZES)(ICil(j() L ,]Cigs),lcigs), LK i) )

Y Xs)

36



4.4. Die Determinantenbedingung

nur derjenige Term bei, bei dem jeweils Paare maximaler Kommutatoren als Argumente der
V. auftreten. Wir erhalten also

Cokey .. 2k Vory (K1, K1) -+ Vg, (K, Ky) >0

Da diese Produkte von n-Punkt-Funktionen von Buchholzfeldern aber selber positiv sind,
konnen wir als erstes Ergebnis den folgenden Satz formulieren:

Satz 4.15 Fiir jedes Baumannfeld sind alle Partitionspolynome cyy, .. o, fiir alle kq,... ,k; €
N positiv.

4.4 Die Determinantenbedingung

Wenden wir uns nun wieder unserem eigentlichen Ziel, der Auswertung der Matrixelemente
w(P™*P™) | zu. Die Kommutatoren ICEn) haben die Liange kl(n). Wir wihlen die kgn) so, daf3
kl(”) + kgm) stets gerade ist, das heifit, daf fiir alle ¢ die ICZ("), n=1,...,N, vom selben Typ
sind. Damit berechnen wir

wobei N = Eézl(kl(m) + k(n)) ist. Mit Korollar 4.13 und Lemma 4.7 erhalten wir nun

i

w(P™* p)y VY

o (I -V o (R K()

- c m n m n m n
B k(™ L g ™) k(™) k(™)

Damit haben wir die allgemeine Form der Matrixelemente der symmetrischen Bilinearform
(4.2) bestimmt. Wir kénnen aber noch weiter vereinfachen, denn nach Lemma 4.6 wissen wir,

daf3
oK) = (k") Vab.
ist. Das aber heift, daf§ alle Produkte von n-Punkt-Funktionen V(I@gm)lqn)) e V(I@l(m)lCl(n))

gleich 27 sind (siehe den Beweis von Lemma 4.7). Klammern wir diesen Faktor aus M aus,
so erhalten wir die Matrix

C C . . “e 15
2k (M, 26 AR L RN L N A
c - b C - b .. c - b
AREE S 2k ... 2k A R L
C C < . . c
R I e Y I SRS TR AP 2k L2k

Die gesuchte Bedingung an die Partitionspolynome ergibt sich nun durch eine einfache An-
wendung des Satzes von Hurwitz (siehe z.b. [Fis86]):
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4.4. Die Determinantenbedingung

Satz 4.16 (Determinantenbedingung) Fiir jedes Baumannfeld sind alle Determinanten
der Form

c c : 5y et C
2k (M. 26 D452k k) L N A
c b - C - - e c - b
AREE ISR 2k ... 2k A D R
C C < . . c
R I R Y I SRS TR SRR L 2k 2k

fiir alle [, N € N positiv.

BEwEIs: Da M aufgrund der Wightmanpositivitiat positiv definit ist, ist nach dem Satz von
Hurwitz die Determinante von M positiv. Also ist auch die gesuchte Determinante positiv.
Q.E.D.
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Kapitel 5

Vergleich mit s-Produkten

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst die bereits gewonnenen Ergebnisse mit dem Fall von
gewichteten s-Produkten von Buchholzfeldern vergleichen. Dafiir werden wir die Partitionspo-
lynome fiir gewichtete s-Produkte berechnen und die Ubereinstimmung von Determinanten-
und Reduktionsformel im s-Produkt-Fall ¢, (F) mit dem allgemeinen Fall ®(F') zeigen. Da-
nach wollen wir, von gewichteten s-Produkten ausgehend, eine Strategie angeben, mit der wir
von einem beliebigen Baumannfeld, von dem wir ja zeigen wollen, daf es ein s-Produkt von
Buchholzfeldern ist, die Beitréige eines fithrenden “s-Faktors” abspalten kénnen.

5.1 Gewichtete s-Produkte von Buchholzfeldern

Um die Konsistenz der Determinantenbedingung 4.16 mit dem s-Produkt Fall zu priifen,
miissen wir zunéchst einmal berechnen, welche Form die Partitionspolynome cyg, ... o, fir
o haben. Fiir das erzeugende Funktional erhalten wir

w(etwg(F)) — w(etaw(F)S---sarw(F)) — C‘,(etousz?(i}*”) ® - ® etarso(F))

wy (1)) L, (elrelE))

00 2k o0 2k
ta L ta T
S N i VI o e Ve
kr=0

2= )l 2k
T o . o0
(taj)ZkJ t2k
= 11> Vor; = D o Wak
=1 k; =0 2kt =7 i (2R

Durch Vergleich der letzten beiden Ausdriicke lesen wir nun, indem wir diejenigen Terme sam-
meln, in denen ¢ in derselben Potenz auftritt, die allgemeine Form der 2k-Punkt-Funktionen
von ¢, ab:

Lemma 5.1 Fiir die 2k-Punkt-Funktionen eines einzelnen Feldoperators eines gewichteten
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5.1. Gewichtete s-Produkte von Buchholzfeldern

s-Produkts von Buchholzfeldern gilt:

(2k)! 2k o2
Wy= 3 3 R VIR,
ok = 2. r, @) (2k) ks -+ Vo,
kytothr=k i1y i

Dabei bezeichnet die gestrichene Summe eine Summation {iber paarweise verschiedene Indizes
Tlyenn ylp.

Nun sind aber nach der Definition der Partitionspolynome 4.8 die Koeffizienten von Vo, - - - Vo,
gerade die Partitionspolynome. Der kombinatorische Faktor ist gerade die Anzahl der durch
2kq, ... 2k, festgelegten Partitionen (vgl. Bemerkung 2.15). Aus Lemma 5.1 erhalten wir also
das folgende Korollar:

Korollar 5.2 Fiir gewichtete s-Produkte von Buchholzfeldern haben die Partitionspolynome
C2ky,... 2k, die Werte

2y o2k
Qg ... 2k E o) "

die wir im Folgenden als spezielle Partitionspolynome bezeichnen werden.

Die Determinantenbedingung 4.16 angewandt auf Felder ¢, lautet daher:

Lemma 5.3 Fiir jedes gewichtete s-Produkt ¢, sind alle Determinanten der Form

Qop D) 2k ® Q) @ O T Q) ) o)
a a .. a
S N 1O Sk 2k 5P kM kD RN
det ) ) )

fiir alle [, N € N positiv.

Da es sich bei gewichteten s-Produkten von Buchholzfeldern um spezielle Baumannfelder
handelt, folgt dieses Lemma direkt aus Lemma 4.16. Es kann aber auch ohne den Umweg
iiber die Wightmanpositivitdt von ¢, direkt bewiesen werden:

BEWEIS: Die Eintrige dieser Matrix konnen wir wie folgt als Skalarprodukte auffassen: Wir
fithren Multiindizes I € {i1,... ,%, paarw. verschieden } ein und schreiben fiir feste k

ap = oy i etc.

Dann ist der Eintrag an der Stelle 7, j gleich dem Skalarprodukt im D-dimensionalen reellen
Raum, wobei D die Anzahl der paarweise verschiedenen 41, ... , %, ist:

(o, 013) = @y 00+ @
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5.1. Gewichtete s-Produkte von Buchholzfeldern

Seien nun ¢ und 7 Permutationen der Menge {1,... , N}. Dann ist

2
0 < <Z sign(m) - ar ) ® -+ ® afw(N))
B <Z sign(m) - ay, ) ® - @ o), ) sign(o) o, ® - ® ala(N))
a

= N!. <Z sign(om) -y, ) @ - ®@ar, .o @ ® a1N>

= NI Z Sign(ﬂ')(al,r(l)aah) T (O‘IW(N)’O‘IN)

(O‘Il?ah) (all’aIN)

= N!.det :
(ary,an) - (ary,any)

nach der Determinantenformel von Leibniz. Damit aber ist die gesuchte Determinante positiv.
Q.E.D.

Wir erhalten also fiir s-Produkte die Positivitdt der Determinanten von Partitionspolyno-
men direkt. Eine weitere Ubereinstimmung zwischen dem allgemeinen Fall ®(F) und dem
s-Produktfall ¢, (F) ist die Reduktionsformel fiir die speziellen Partitionspolynome:

Lemma 5.4 Fiir die speziellen Partitionspolynome ay, o gilt die Reduktionsformel

r

Dok ,... 2k, 2k — X2k ... 2k, X2k — E :Q2k1,...,2(k+ki),...,2kr

i=1
BEWEIS:

_ le 2k 2k

Dok ,... 2k 2k — Z ot hr o
bt
!
_ Z o2k . mz L RO
7/1_7:7 '7iT
Z a2k§1 2]97- a2]€
7/17 aZT‘_Z
— Qle, QkTQQk — 052(k1+k) 2k, — I ng1,...,2(k7-‘|‘k)

= Qoy,.. 2k, Lok — Z%kl, 3 2(ki k). 2Ky
Q.E.D.

Diese Beispiele sollen uns als Hinweis darauf geniigen, daf3 die Eigenschaften unserer Parti-
tionspolynome cyg, .. ok, mit dem s-Produkt-Fall vertraglich sind. Fiir coy, ... ok, werden die
Determinantenbedingung und die Reduktionsformel eine Ausgangsbasis zur Abspaltung von
s-Produkt-Koeffizienten liefern.
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5.2. Abspalten von s-Produkt-Koeffizienten

5.2 Abspalten von s-Produkt-Koeffizienten

Wir wollen nun sehen, wie wir aus dem gewichteten s-Produkt ¢, mit @ = (a1, ... , ;) einen
Koeflizienten «; zuriickgewinnen koénnen und suchen dafiir eine Methode, die auch auf die
allgemeinen Partitionspolynome coy, .. o, anwendbar ist. Um von a zu o = (ag,..., o)
iibergehen zu konnen, miissen zwischen den alten und neuen Partitionspolynomen die Rela-
tionen
x 2k
Qo = Qg — (5.1)
T
* _ 2k;
Qoky . 2k, = Q2ky . 2k, — E :01 "ok 2k 2k, 2Ky (5.2)
i=1

gelten. Denn dann erhalten wir

Pa = A1PS P

aus der Ubereinstimmung der trunkierten Funktionen der rechten und linken Seite. Wir haben
also den “s-Faktor” «j¢ abgespalten. Wie aber erhalten wir den Koeffizienten «;7 Dieser
ergibt sich aus den elementaren Partitionspolynomen, indem wir den Limes der Verhiltnisfolge

. 8
lim =2nt2

bilden (dies spaltet den grofiten s-Produkt-Koeffizienten ab). Als Problem stellt sich jedoch
heraus, dafi die neuen Partitionspolynome aus (5.1) und (5.2) die Determinantenbedingung
nicht erfiillen, solange wir a? durch % approximieren. Neben den Relationen (5.1) und

(5.2) werden wir also weitere benotigen. Bine mogliche Darstellung der o, o, ist z.B. der
1yeeeyahir
Limes

2k .\2n 2n 2k
Ei13'5i2 @y Ay _ Zz ar oy

* —2"1,2’(? 3 2k
ay, = li = lim = Qg — (5.3)
2 e ay, nooo 30" ag” o '
T
Qon,2k1,... 2k ;
* _ . Ny LR1yeer y 2Ry _ 2k;
Udky,... 2k, = HIL T, = Qopy,... 2k, ;1:041 oy, 2himy 2hipryen 2k (O-4)

Diese Darstellung hat den Vorteil, daff an (5.3) und (5.4) leicht abgelesen werden kann, daf} die
@y, o, die Determinantenbedingung erfiillen. Auf der anderen Seite mufl dann aber gezeigt
werden, daf die a5, 5 die richtigen polynomialen Abhéngigkeiten von den elementaren
Partitionspolynomen a3, haben.

Wir werden die Gleichungen (5.1), (5.2), (5.3), und (5.4) als Ausgangspunkte fiir das Itera-
tionsverfahren im allgemeinen Fall ®(F) verwenden. Nun bricht das Verfahren im s-Produkt-
Fall ab, wenn wir (im Fall endlicher s-Produkte) alle r Koeffizienten «y,... ,a, abgespalten
haben. Dies duflert sich dadurch, daf3 die neuen Partitionspolynome verschwinden. Fiir den
allgemeinen Fall zeigen wir nun noch, dafl analog zum s-Produkt-Fall das Verschwinden eines
elementaren Partitiospolynoms das Verschwinden aller Partitionspolynome impliziert:

Lemma 5.5 Fiir die elementaren Partitionspolynome co von Baumannfeldern @ gilt: Falls
¢y fir ein spezielles k verschwindet, so verschwindet es fiir alle £ € N.
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5.2. Abspalten von s-Produkt-Koeffizienten

BEWEIS: Fiir den Beweis nutzten wir die Determinantenbedingung 4.16 aus. Wir wéhlen in
Satz 4.16 kgl) = k und k?) = k + 2. Dann folgt

Con  Con+2 2
det = ConConta — Copyo = 0
Con+2  Cont4

falls also cg, = 0, so muss auch cypro = 0 sein. Ebenso erhalten wir mit k%l) = k und
kiZ) = k—2 aus ¢y, = 0, dafl auch ¢ _9 = 0 sein muss. Nur der Schlufl ¢4 = 0 = ¢y = 0 ist nicht
moglich, da ¢y nicht definiert ist. Es kann also hochstens co # 0 sein, alle anderen ¢y, miissen
verschwinden. Fiir diesen Fall betrachten wir das erzeugende Funktional des Baumannfeldes
aus Lemma 4.14.

t2k1t-+2ky

Z Z r, @) (28! T (971 212k Y2k T Vok,

r=0 ki,
Sei nun ¢4 = 0. Dann verschwinden auch alle ¢y mit & = 6,8,10,.... Mit Hilfe der Re-
duktionsformel 4.12 erhalten wir dann, dafl in der Summe nur der Term ky = --- =k, =1
beitragt:

tD(F =
w(et*™) =) Ve =er?
r=0

mit der Wahl Vo = 1. Fiir ¢ # 0 ist dies ein Widerspruch zur Beschrinktheit von ®, da
I > ) (t®(F)) gilt, Q.E.D.

Bemerkung 5.6 Falls ein elementares Partitionspolynom cof verschwindet, so verschwinden
auch alle langeren Partitionspolynome cy, .. ok, wegen der Reduktionsformel 4.12.

r
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Kapitel 6

s-Produkt-Zerlegung des
Baumannfeldes

In diesem Kapitel werden wir das in Abschnitt 5.2 skizzierte Verfahren auf die allemeinen
Partitionspolynome cyy, .. o, iibertragen. Dafiir werden wir fiir die cyy, ... 2k, eine Operation
“x” einfiihren, die aus den Partitionspolynomen s-Produkt-Koeffizienten « abspaltet. Die neu-
en Partitionspolynome C2k1,...,2kr erfiillen dann wiederum, falls sie nicht schon verschwinden,
die Voraussetzungen fiir eine weitere Abspaltung. So kénnen wir dann im zweiten Abschnitt
das Verfahren iterieren. Dabei miissen wir allerdings sicherstellen, dafl das Verfahren auch
konvergiert.

6.1 Die Abspaltungsvorschrift

Um die Abspaltungsvorschrift einfithren zu kénnen, miissen die Partitionspolynome zwei Vor-
aussetzungen erfiillen. Die erste ist die in Satz 4.16 bewiesene Determinantenbedingung. Die
andere ist die exponentielle Beschrinktheit der Potenzreihe

t2k14-+2kr

Z Z 7"' (2k1)!- - (2K, ) ol (o5 1 C2k1, 2k, S COTLST - €

r=0kyp,...

At

Auch diese Voraussetzung erfiillen die Partitionspolynome, da diese Reihe lediglich der Spe-
zialfall 9(F)? = 1 des erzeugenden Funktionals des Baumannfeldes ® aus Lemma 4.14 ist.
Und das erzeugende Funktional ist durch e!ll®()|l beschriinkt. Wir formulieren also:

Satz 6.1 Die Partitionspolynome cyy, ... 2, mogen die Determinantenbedingung 4.16 erfiillen
und die Potenzreihe

t2k1t--+2kr

> ) T, T Y

r=0ky,...
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6.1. Die Abspaltungsvorschrift

sei exponentiell beschrankt fiir ein A > 0. Dann existieren die Limiten

. Con+2 Con,2k1,... 2k,
o = lim 2 und ¢y, gy, = lim et
n—0o0  Cop AR n—00 Con
und es gilt
1) ¢ = cop — a®k
2) ¢ =c - a?kics
2k1 ... 2k 2k1,... .2k i=1 2k1 e s2ki—1,2ki 11500, 2k
c erfiilllen die Reduktionsformel 4.
3) Skl---2kr fiillen die Redukt i 14.12
4) ck erfiillen die Determinantenbedingung und es gilt
2k1,... 2k, gung g
t2k1+ +2k,
2 pr—
Z Z rv (2k)! -+ (2, )1 22k
r=0ky,...,k
2k1 -2k © ok
> ) — > e
'2k k'z’“”’“ 2k)!
r !
r=0 ki, 1) (2he) o (2K)

5) Die Potenzreihe in den Cky ... 2k, 18t wieder exponentiell beschrénkt fir A" = A — a.

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst, daf} die Determinantenbedingung impliziert, dafl die Verhéltnis-
folge (M) N monoton wéchst. Wir wéhlen also in Satz 4.16 kgl) =n+1und k§2) =n—1.
ne

Damit ist kin) + kgm) stets gerade. Dann gilt
det (02n+2 Can ) = Con+2Can-—2 — Cop = 0
Con Con—2
Das aber heif3t lediglich

Con+2 2
nte sy = (6.1)
Con Con—2

Es bleibt also die Beschrinktheit der Verhéiltnisfolge zu zeigen. Diese erhalten wir aus der
exponentiellen Beschrinktheit der Potenzreihe E(t). Dafiir benotigen wir jedoch zuerst noch
das folgende Ergebnis:

Es bezeichne a2 := 22— das n-1-te Element der Verhéltnisfolge. Dann gilt fiir alle m,n € N

m—n)

Con (6.2)

2
CZm > an(

Um die Relation (6.2) zu zeigen, miissen wir zwei Fille unterscheiden. Sei n € N beliebig.

e m >mn.Seid:=m—mn,alsod > 0. Dann ist

d (6.1) d d—1
2(m—n) . Con Con+2 [ C2n+42
ap, Con = Con < Con = C2n+2
Con—2 Con Con
(6%1) (6%1) Con+2d B
X ‘e X — | Con+2d—2 = C2m
d—1 mal Con4-2d—2
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6.1. Die Abspaltungsvorschrift

e n>m. Seid:=n—m, alsod > 0. Dann ist

d d—1 (6.1) d—1
2(m—n) o Con—2 [ C2n-2 : Con—4
an, Con = Con = Con—2 < Con—2
Con Con Con—2
X - X — | Coan—2d+2 = C2m
d—1 mal Con—2d+2

Fir die Potenzreihe E(t) gilt dann

o 2k 2k 2k Con A 12K ok
_TL f— —
E(t) > E (2k)'02k Z E (2k)! a2n C2n = o2n E (2k)’a” = const - cosh(tay,)
k=0 ’ k=0 Tn n k=0 .

Andererseits ist E(t) aber durch e beschriinkt, so daf

const - cosh(ta,) < e

und damit a, < A folgt. Also existiert der Limes

. Con+2
o? = lim —22t2
n—oo CQTL

(6.3)

. . 3 Con,2kq,...,2k
Um die Existenz des lim,, _, %
n

betrachten. Fiir diesen erhalten wir

zu zeigen, miissen wir zunéchst den Limes lim, “2nd2k
) n—00 "¢,

lim 2026 2k (6.4)

n—oo CQTL

Dies folgt mit (6.3) aus
Con+2 g Con+2 g
lim —2+ = lim [ 2£2) =
n—oo CQTL n—oo CQTL
— lim ( C2n+2k ) . (C2n+2k2> (C2n+2k2k+2>
n—=0 \ C2n+2k—2 Con+2k—4 Con+2k—2k
. C
— lim ( 2n+2k>
n—00 C2TL

Damit aber erhalten wir mit Hilfe der Reduktionsformel 4.12

. Con,2k . ConC2k — Con+2k
lim —=22% — |im = ntek

n—o0  Cop n—00 Con n—o0 Con

. . . . . . . Con,2kq,... 2k .

und es ist zugleich 1) bewiesen. Um die Existenz des Limes lim,, % zZu zeigen,
n

beweisen wir zunichst, dafl

. Con+2k,2k1,... 2k,
hm —_—
n—oo CQn

= o Py, ok, (c*) (6.5)

ist, wobei die Polynome Py, . o, (c*) der Reduktionsformel 4.12 geniigen. Wir beweisen dies
mit vollstidndiger Induktion nach der Linge der Partitionspolynome. Die Induktionsveranke-
rung ist Gleichung (6.4). Sei (6.5) also fiir Polynome cop 42k 2k,,... 2k, mit r € N bewiesen.

T
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6.1. Die Abspaltungsvorschrift

Dann folgt
1 Con4-2k,2k1 . 2k 2kni1 I 1
nggo = = ngglo g (02n+2k,2k1,...,2kT02kr+1 - C2n+2k+2kr+1,2k17---72]97‘) -
n n
1 T
nlggo oo E Cont 2k 2k1 ... 2hi+ 2Ky 41,0 2Ky
n

i1
_ 2k * 2k+-2k *
= a Py, ok (¢ )Cok, ., — " Pogy ok, (€F) —

T

z : *
P2k1,...,2ki+2k7-+1,...,2]% (C )

=1

r
= o | (coppy — @) Pogy ok (¢F) — ZP2k1,...,2ki+2kr+1,...,2kT(C*)
i=1

.
%
= | Pog,py Pogy,... 2k, (€7) — Z Pogy ... 2ki+2ky 1,0 2k, (€7)
i=1

= Oézkpzkl,...,szJrl(C*)

Die Aussage von (6.5) bleibt richtig, wenn wir 2n nicht an der ersten, sondern an einer
beliebigen Stelle addieren, so dafl auch die Formeln

lim Cle,... 2k +2n,... 2k,

n— 00 CQTL

_ 2k *
=« 1P2k1,...,2ki,1,2ki+1,...,2kr (C )

gelten. Damit erhalten wir

T
. Con2k,... 2k . ConC2ky,... 2k 1
lim —2=ho=r = iy | et E Coky ... 2ki42n,... 2Ky
n—0o0 C2n n—00 C2n C2n i—1
r
. 1
= Coky,.. 2k, —nlgnolo . E Coky,... 2ki+21m,.. 2k
2N =1
r
_ Z 2%; .
- c2k1,...,2kr - a zPle,...,2ki,1,2ki+1,...,2kr (C )

=1

gezeigt. Um 2) zu beweisen, miissen wir
C2n

Damit ist die Existenz des Limes lim,, , o
jetzt nur noch

Czkl,...,%r = Por,.... 2k, (") (6.6)

zeigen. Wir fithren den Beweis wiederum mit vollstindiger Induktion nach der Lénge der
Partitionen. Sei also r = 1. Dann ist

. Con,2k

* * * 1 * *

Cor. — Por. (c") =c¢5,.. — lim ——= =¢5, —cs. =0
2]91 2kl ( ) 2]€1 n cZn 2]€1 2]91
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6.1. Die Abspaltungsvorschrift

Sei die Behauptung also fiir » € N bewiesen. Dann ist

Con2ky,... 2kr 2k 41

lim - P c*
Jim . Dkt 2k 2k 31 (C)
= lim € (Con,2k ... 200 Coy iy — C2hri1+2n,2k1,.. 2k, ) — lim — E Con,2k1 ... 2ki+2ky g1, 2k
n— o0 ch ’ ’ ’ r r r ’ H bl T n—o00 c2n ; 1 ’ ’ ’ 7 r ’ ’ T
1=

=Py, (") Pogy.,... 2k, (C +Zp2k1, k421, 2k (CT)
=1

= (Cokyyy — @2 ) Pog op (e ZPle, 2k 2k g1, 2k (CF) —
=1

Pop, () Pogy.,... ok, (cC +ZP2k1, 2ki4 2k 1, 2k (C7)
=1

=0

weil Py (c*) = ¢, nach Induktionsverankerung gilt. Damit haben wir sowohl 2) als auch 3)
bewiesen. Die neuen Partitionspolynome erfiillen per Definition wieder die Determinantenbe-
dingung 4.16, da die approximierenden Verhéltnisse W die Determinantenbedingung
fiir alle n erfiillen. Damit erfiillt aber auch der Limes die Bedingung. Um in 4) die Potenzrei-
heneigenschaft zu zeigen, betrachten wir

t2k1+ 2k,
t2k1+ 2k, o t2k
1 2k
;M; rl (2k1)! (2k )! 2k1 2k —i—kz::l 2F)

Hier setzen wir auf der linken Seite 2) ein und vergleichen diejenigen Terme, in denen ¢ in
derselben Potenz k auftritt. Wir erhalten

o0 1 1 r
% 2k; *
Z Z A 2 (2h)! <C2k1,... 2k, T ; a CQM,...,\/,...,QM)

r=0 ky+-+kp=k

r.S.: i Z

r=0 ky+--+kr =k

1 1 .
1 (2h) - (2hy)! 2hses 2k +

1 1

00 00 . 1 /
2\ 2GR e e (W"?k)

k'=1 \r=0ki1+-+k,_1=k—Fk'

Es bleibt also zu zeigen, dafl

1 1 2k; *
Z Yo G 2 Gk o 2k =
r=0 k1 +--+kp= '(le)' (2;)! P
3 1 1 1 2k’

> > (r — 1)! (2k1)!--- (rifl)!C§k1,~~~,2k(r_1)ma

=0 ky etk oot b1 =k
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6.2. Iteration der Abspaltung

gilt, wobei in der Summe k' # 0 gelten mufi. Wir fithren nun auf der linken Seite die Umbe-
nennung

k; fir j<i
ki =K fir j=1
kj_l fir j7>14
durch. Dann erhalten wir auf der linken Seite fiir jeden Term der Summe {iber ¢ einen Beitrag
2k’ x das
o Cle,...,rifl’ 50 da

r

2k; * . 2k’ x
E Oy, 2k, — T Copy 9k,
i=1

folgt. Damit ist 4) bewiesen. Die so abgespaltene Potenzreihe > 72 %an ist gerade cosh(at).

Das heif}t, daf§ fiir die Potenzreihe in c5, o
1yeeey r

t2k1t-+2ky

Z Z r' o) (2k I le 2%, cosh(at)

r=0 kq,...

gilt, und sie damit exponentiell durch A9t heschriinkt ist. Damit ist 5) bewiesen. Q.E.D.

Dieser Satz liefert uns also das Werkzeug, einen Koeffizienten « aus gegebenen Partitionspoly-
nomen cog, ... ok, abzuspalten. Wenn wir wiifiten, daf die neuen Partitionspolynome c§k1 2k
ein neues Baumannfeld ®* mit Hilfe von

2kt 42k,
;)kl,z:, 7“' (2k1)!- -+ (2, )! Coby .. 20y Vb1 Vb,
definierten, so hitten wir mit 1) bereits, daf
d = apsd*
ist. Denn die trunkierten Funktionen

T, T T,apsd* 2k * T
WQ]C = Cka2k und W (Oé + C2k)V2k

von ® und aps ®* wiirden iibereinstimmen. Allerdings miifite dafiir noch die Wightmanposi-
tivitdt des Feldes ®* aus der Determinantenbedingung abgeleitet werden. Dies brauchen wir
aber gar nicht, denn die exponentielle Beschréinktheit der Potenzreihe ist fiir unseren Beweis
ausreichend.

6.2 Iteration der Abspaltung

Satz 6.1 spaltet aus Partitionspolynomen, die die Determinantenbedingung und die Potenz-
reihenbeschrinktheit erfiillen, s-Produkt-Koeffizienten ab. Da die neuen Partitionspolynome
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6.2. Iteration der Abspaltung

wiederum die Voraussetzungen des Satzes erfiillen, kénnen wir auch auf diese Satz 6.1 an-
wenden, vorausgesetzt, die elementaren Partitionspolynome verschwinden nicht, denn dann
wire der Ausdruck lim,,_ o 6202’2’“ nicht definiert. Wie im s-Produkt-Fall erhalten wir einen
weiteren s-Produkt-Koeffizienten a9 aus

Wie fiir s-Produkte, so 148t sich auch hier zeigen, dafl die Koeffizienten der Gréfie nach
abgespalten werden. Fiir die erste Abspaltung erhalten wir:

Lemma 6.2 Fiir die Verhéltnisfolge der iterierten Partitionspolynome c3, gilt:

C*
2%k+2 2
o, S°
2k
BEWEIS: Wir betrachten
* 2k 42 C2k+2
Cok2  Cogy2 — O " _ 2 M
= = -
C;k Cok — a?k aéllcc -

Wir miissen also zeigen, daf}

C2k+2 1

2k+2

(0]

Cok __ < 1
a2k

gilt. Wir wissen, dafl Zéhler und Nenner jeweils einzeln grofler als Null sind. Daher kénnen
wir umformen:

C2k+2 C2k C2k+2

— < oz2
o2k+2 S 2k Col =

Dies aber gilt nach Definition von « fiir alle k. Q.E.D.

Im allgemeinen definieren wir nun durch Hintereinander-Anwendung der Operation “x” die
Iteration der Abspaltung wie folgt:

Definition 6.3 Es sei cg,j) # 0. Dann ergeben sich die N + 1-fach abgespaltenen Partitions-
polynome durch
(N+1) (V)
Coky,... 2ky — (02191,...,2/%)*
wobei die Operation “x” wie in Satz 6.1 zu verstehen ist. Der N 4 1 s-Produkt-Koeffizient ist
dann gegeben durch

CgN)2

2 . n+

oy+1 = lim )
2n

(0)

Dabei setzten wir Coky . 2ky = C2k1 e 2ky -
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6.2. Iteration der Abspaltung

(N)

Hier geniigt es, sicherzustellen, daf ein ¢;; - von Null verschieden ist, da ja nach Lemma 5.5
alle ¢y verschwinden, falls nur eines verschwindet. Da in den Beweis von Lemma 5.5 aber

nur die Determinantenbedingung und die Potenzreihenbeschrinktheit eingehen, gilt dasselbe

fiir alle cg,:f). Auch ldngere Partitionspolynome verschwinden in diesem Fall nach der Reduk-

tionsformel. Wir wollen nun zuerst das Ergebnis formulieren, falls ein /N-fach abgespaltenes
elementares Partitionspolynom verschwindet:

Satz 6.4 Es sei cby) = 0 fiir ein k € N und N € N. Dann gilt

N
_§ : 2k
Cor = a;,
=1

d.h. das Baumannfeld @ ist ein endliches s-Produkt mit den Gewichten «;.

BEWEIS: Aus Satz 6.1 wissen wir, dafl nach der Iteration

N—1)\x N—
(Cék 1)) :cék 1)_0%6

ist. Nach Voraussetzung verschwindet die linke Seite. Auf der rechten Seite setzen wir rekursiv
6.1.1) ein und erhalten

N N
(N—1) 2k _ (N=2) 2k 2k
0=cy, —ay = ¢y - E o :...:c%—g o
=N— =1

[ 1

Q.E.D.

Nun miissen wir noch den Fall betrachten, in dem die N-fach abgespaltenen Partitionspoly-
nome nicht verschwinden. In diesem Fall erhalten wir das folgende Ergebnis:

Satz 6.5 Es sei ciy) # 0 fiir alle N € N. Dann gilt:

1) an > ant1

2) Der Limes cgzo) =limy_soo cé],j) existiert.
3) limy o0 csh) =0

4) Yt 0 <00

5) Cok = Zzoil a?ka

d.h das Baumannfeld ® ist ein unendliches s-Produkt mit den Gewichten «;.

BEWEIS: Wir erhalten 1), indem wir Lemma 6.2 auf cgp anwenden. Dann folgt
CéNJ)ﬂ 2
n
(v) S ON
Con
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6.2. Iteration der Abspaltung

Die linke Seite konvergiert gegen o4, und damit ist 1) bewiesen. Um 2) zu beweisen be-
trachten wir

N

(N) 2k

Cyp = Co2k — E a;
i=1

Die rechte Seite ist mit N monoton fallend. Andererseits erfiillen die cg) fiir alle IV die Deter-
minantenbedingung, daher ist die rechte Seite nach unten durch Null beschréinkt, insgesamt
also konvergent. Damit ist 2) bewiesen. Um 3) zu beweisen miissen wir in zwei Schritten

(c0)

vorgehen. Wir betrachten c aus 2) und spalten wie folgt auf:

2k+2
N
(0) 2k+2 2k+2 _ 2k+2
Cokto = C2k+2 — E :ai - E : o 2k+2 E : @
=1 1=N+1 1=N+1
C(IIZ)
G +2 2%+2 2k+2
= E o 04N+1C2k E: Q;
ch i=N+1 = N+1

Da aber nun sowohl (cg)) nen als auch (%) yen in N monoton fallende Folgen sind, erhalten
wir fur alle &k € N

ngo+)2 =0

Es bleibt also noch zu zeigen, dafl auch cgoo) verschwindet. Das folgt wiederum aus der Be-
schrianktheit des Feldes ®. Nach unendlich vielen Iterationsschritten haben wir durch rekur-

sives Einsetzen in Satz 6.1.4)

t2k1+ +2k,

Z Z 7«' (2k1)!- -+ (2k,)! ) ok, <chosh(ai't)>

r=0 k1,

wobei wir Vo (F, F') = 1 gewéhlt heben. Nach Satz 6.1 geniigen die cg;:l)___ ok, der Reduktions-
formel 4.12. In der Summe tragen also nur diejenigen Terme bei, fir die k) = --- =k, =1
r=0

ist, da cg;:) =0 fiir £ > 1. Wir erhalten also
1B(F)y _ £ oo L o () (T L
w(e ) = Z 57 €2 Hcos (v - = ;} oy cy Z'l:Ilcos (ait)
00) #2
= ( )t' <Hcosh (ait) )
Da die linke Seite durch e!ll®U)I beschriinkt ist und das Minimum von cosh(z) gleich cosh(0) =

1 ist, wire c2 7é 0 ein Widerspruch zur Beschrinktheit von ®. Damit ist 3) bewiesen.
Auflerdem koénnen wir ablesen, dafl

I > H cosh(a; - t)

=1
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6.2. Iteration der Abspaltung

ist. Dann folgt fiir jedes V € N
N N 1 1 N N
()| (pit —a;t 2 >iny ait
e > Jll cosh(a;t) Jll 5 eVt +e M) > (2> e2ai=1%

d.h. |2(F)| > EZ L «; fir alle N € N, da wir fiir festes N nur ¢ grofl genug wihlen miissen.
Dann aber ist auch Y :° o; beschriinkt und 4) ist bewiesen. Da nun

o= = s 4 = g (on- St
nach Satz 6.1 gilt, folgt 5). Q.E.D.

Damit ist sichergestellt, dal die abgespaltenen s-Produkt-Koeffizienten im Limes das gesamte
Feld ® als gewichtetes s-Produkt ¢, reproduzieren. Der Beweis von Theorem 3.15 ist ein
einfaches Korollar zu den Sitzen 6.4 und 6.5. Die unitire Aquivalenz der Baumannfelder ®
zu den gewichteten s-Produkten von Buchholzfeldern ¢, folgt aus der Ubereinstimmung ihrer
trunkierten (und damit ihrer n-Punkt) Funktionen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Diskussion

Es ist uns gelungen, zu zeigen, dafl die von Baumann betrachtete Klasse beschrinkter Bosefel-
der eine sehr einfache Struktur hat. Alle Baumannfelder lassen sich als gewichtete s-Produkte
von Buchholzfeldern darstellen, und wir haben ein Verfahren dafiir angegeben, die s-Produkt
Koeffizienten aus der Koeffizientenfolge (cop)nen zu extrahieren. Wir fiithren die einfache
Struktur der Baumannfelder vor allem auf die spezielle Form ihrer Kommutatorrelationen
(raum- und zeitartige Vertauschbarkeit) zuriick, die in den Beweis des Satzes von Baumann
3.10 eingeht. Diese Vertauschungsrelationen lassen sich als Abwesenheit von Wechselwirkun-
gen interpretieren, da sich die Quantenfelder ungehindert nach dem Huygens’schen Prinzip
ausbreiten konnen. In dieser Hinsicht diirften sich die von Rehren in [Reh97] betrachteten be-
schrinkten Bosefelder als interessanter erweisen, da diese lediglich fiir raumartige Abstédnde
kommutieren und somit Wechselwirkungen im weiteren Sinne zulassen. Allerdings wéren zur
Klassifizierung dieser Felder andere Methoden als die in dieser Arbeit verwendeten notwendig,
da wir an den entscheidenden Stellen immer wieder von der einfachen Struktur der Buchholz-
felder und damit von den wohlbekannten Relationen zwischen freien Fermifeldern Gebrauch
gemacht haben. Unser Ergebnis 148t sich in dem Sinne deuten, dafl die Beschrinktheit von Bo-
sefeldern, wenn diese nicht trivial sein sollen, nur durch Wechselwirkungen verursacht werden
kann.

Eine vom mathematischen Standpunkt interessante Frage ergibt sich aus der Tatsache, dafl
von der Bedingung der Determinantenpositivitit nur ein kleiner Teil in den Beweis des Theo-
rem 3.15 eingeht. So folgt aus der Positivitit der 1 x 1 und 2 x 2-Determinanten fiir Partiti-
onspolynome beliebiger Linge zusammen mit der Beschréinktheit des Feldes @ bereits, dafl
ein gewichtetes s-Produkt von Buchholzfeldern ist. Dann aber erfiillt ® auch die Wightman-
positivitit und die Determinantenbedingung gilt fiir alle N x N-Determinanten. Es bleibt die
Frage, ob fiir Folgen ca,, fiir die die Positivitit der 1 x 1 und 2 x 2-Determinanten gilt, bereits
die Positivitéit der NV x N-Determinanten auch ohne exponentielle Beschréinktheit folgt. Wir
haben diese Frage jedoch noch nicht weiter untersucht.

Eine weitere ungeklirte Frage ist, ob beschrinkte Bosefelder auch in s + 1-Dimensionen mit
s > 2 existieren. Baumann selbst dufierte sich zu dieser Frage jedoch skeptisch [Bau97].
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Anhang A

Konventionen

A.1 Skalarprodukte

Das Skalarprodukt von Vektoren aus dem Minkowski-Raum wird mit Lorentzindizes pu, v, . ..
gekennzeichnet. Dabei verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention, wonach iiber dop-
pelt vorkommende oben und unten stehende Indizes summiert wird. Fiir =,y € R* ist damit

3
zy = zuy" = Toyo — Z ZiYi
i=1

A.2 Fouriertransformation

Fiir die Fouriertransformierte ~: S(R?) — S(R?) und ihre Riicktransformierte benutzen wir
die folgende Konvention:

rs _ 1 dLE T eikm
k) = (%)%/d f(z)

) = 1 dp. F (1) e~k
= o / 4k F (k)

A.3 Bernoulli Zahlen

Fiir die Bernoullischen Zahlen wurde die folgende Konvention verwendet [RG63]:

n 1 [2] 4 [6] 8 [10] 12 [14] 16
720 T 0 S I 1 ¢
n 2 6 30 42 30 66 2730 6 10




Anhang B

Symbolverzeichnis

A
Aa
{5}
Bon,

BT (t)

ein allgemeines Quantenfeld

das zu A hermitesch konjugierte Feld

ein gewichtetes s-Produkt des Feldes A
ein Antikommutator

die Bernoulli Zahlen

ein trunkiertes erzeugendes Funktional
ein erzeugendes Funktional

die um ein Argument reduzierte Wightmanfunktion zu W,
die Fouriertransformierte der Funktion F;,
der abgeschlossene Vorwirtslichtkegel

ein separabler Hilbertraum

die Identitat

ein maximaler Kommutator

ein Kommutator

eine Transformation aus [,1

eine Transformation aus SL(2,C)

die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe
der Vakuumvektor

die Poincarégruppe

o6

.17
. 10

.24

. 15

S
S
S
S. 15
S
S. 12
S
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ANHANG B. SYMBOLVERZEICHNIS

LI B V]

die Uberlagerungsgruppe der Poincarégruppe (Spinorgruppe)
der Impulsoperator

das Baumannfeld

die zu v gehérenden Projektionsoperatoren

ein beliebiger Vektor aus H

ein Polynom im Baumannfeld ®

die Uberlagerungsgruppe von El

der spektrale Inhalt des Vektors ¥

der Raum der Testfunktionen iiber R

die Borchersalgebra

eine unitéire Darstellung von P

eine unitiire Darstellung von P

eine unitdre Darstellung der Skalentransformationen
eine endlichdimensionale Matrixdarstellung von SL(2,C)
die n-Punkt-Funktionen des Buchholzfeldes

die n-Punktfunktionen der Felder A;
sAp

die trunkierten Funktionen des Feldes A;s --- s A,
die trunkierten Funktionen des Felders A,

die trunkierten Funktionen der Felder A;

die trunkierten Wightmanfunktionen des Feldes A
die n-Punkt-Funktionen des Baumannfeldes ®

die n-Punkt Funktion des Feldes A

die Fouriertransformierte von W,

eine Transformation aus P

eine Transformation aus P

eine Translation in R?

die s-Produkt Koeflizienten

o7

10
22
10

23

18

«n

17

«n

17

17

14

25

11

12



ANHANG B. SYMBOLVERZEICHNIS

QXoky ... 2k,
die Partitionspolynome des Feldes ¢,

5¥§k1,“,2kr
die reduzierten Partitionspolynome des Feldes ¢,

C|X1 ‘7 a|X7'|
die Partitionspolynome des Baumannfeldes ®

Coky,... 2hr
die reduzierten Partitionspolynome des Baumannfeldes ®

dr,dr  die chiralen Skalendimensionen
d die Raumzeitdimension
d die Skalendimension

fo, fi spezielle Testfunktionen

o die Dirac-Matrizen
w(-) der Vakuumzustand
%) das Buchholzfeld

@(m) das Buchholzfeld zur Skalendimension 2m + 1

SO(mL 7mR)

das nichtskalare Buchholzfeld mit Skalendimensionen mj, + % und mpg + %

P ein masseloses Fermifeld
YL,R chirale Fermifelder
Ve ein masseloses reelles Fermifeld

Yxe,R ein chirales reelles Fermifeld
-s- das s-Produkt
supp(f) der Triger von f

Ty die Lichtkegelvariable z, =t+zund z_ =t — =

o8

S. 9
22
30
19
15

19

24

24

19

19

21

21

16

13
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