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Kapitel 1

Einleitung

Ein grundlegendes Problem der axiomatis
hen Quantenfeldtheorie, in derer Rahmen diese Ar-

beit einzuordnen ist, besteht in der Konstruktion ni
httrivialer Theorien. Zwar ist die Theorie

der freien Quantenfelder gut verstanden, do
h ist es no
h ni
ht gelungen, we
hselwirkende

Theorien, also sol
he mit ni
ht-trivialer S-Matrix, in vier Dimensionen jenseits eines st

�

orungs-

theoretis
hen Ansatzes zu formulieren. Viele der si
h aus der St

�

orungstheorie ergebenden

Beispiele f

�

ur Quantenfelder erf

�

ullen alle Wightmanaxiome au�er der Positivit

�

at, die jedo
h

notwendig ist, um

�

uber eine Wahrs
heinli
hkeitsinterpretation der Theorie zu verf

�

ugen. Die

F

�

ulle der Modelle ohne Wightmanpositivit

�

at zeigt s
hon die Ni
httrivialit

�

at dieser Bedingung.

Yngvason und andere haben si
h mit der Konstruktion und Charakterisierung von Quanten-

feldern bes
h

�

aftigt, die jeweils Teile der Wightmanaxiome erf

�

ullen [Yng81℄[Yng86℄(Lokalit

�

at

oder Spektrumsbedingung, Translationsinvarianz statt Poin
ar�einvarianz), do
h gibt es bisher

weder eine allgemeine Charakterisierung derjenigen Quantenfelder, die alle Wightmanaxiome

erf

�

ullen, no
h wei� man, ob diese Menge, abgesehen von freien Feldern, ni
ht viellei
ht leer ist.

Auf der Su
he na
h ni
ht-trivialen Theorien bes
h

�

aftigt man si
h heute viel mit Modelltheori-

en in einer Raum- und einer Zeitdimension, um Hinweise darauf zu bekommen, wel
he Arten

von Theorien mit den geforderten Eigens
haften

�

uberhaupt m

�

ogli
h bzw. zu erwarten sind.

Dort hat man bereits viele Theorien gefunden, die jedo
h von einer gr

�

o�eren Symmetriegrup-

pe, der konformen Gruppe, ausgehen, und si
h daher ni
ht ohne weiteres auf vier Dimensionen

verallgemeinern lassen. Eine der immer wieder auftau
henden te
hnis
hen S
hwierigkeiten ist,

da� in vielen F

�

allen die Quantenfelder dur
h unbes
hr

�

ankte Operatoren dargestellt werden.

Demgegen

�

uber haben Darstellungen dur
h bes
hr

�

ankte Operatoren viele Vorteile.

Formulieren wir die Theorie, indem wir die beteiligten Felder als lineare Funktionale

�

uber der

Bor
hersalgebra S au�assen ([Bor62℄[Bor72℄), so erlaubt das GNS-Rekonstruktionstheorem

(siehe z.B. [SW69℄), die Felder und die zugeh

�

origen Hilbertr

�

aume aus diesen Funktionalen

zur

�

u
kzugewinnen. F

�

ur bes
hr

�

ankte Felder k

�

onnen die Funktionale mit Standardmethoden

der Funktionalanalysis von einer Unteralgebra von S auf die gesamte Algebra fortgesetzt

werden. Im Fall von unbes
hr

�

ankten Feldern ist dies in der Regel ni
ht m

�

ogli
h. Yngva-

son hat die Frage der Fortsetzbarkeit in [Yng73℄ untersu
ht. Er betra
htet als Gegenbeispiel

den Raum der Testfunktionen

�

uber R, f

�

ur den die Funktionen mit allen ihren Ableitungen an

5



1.1. Aufbau der Arbeit

einem Punkt vers
hwinden. Die linearen Funktionale dieses Raumes lassen si
h im Falle unbe-

s
hr

�

ankter Felder ni
ht na
h S(R) fortsetzen. Der Fall des Herausnehmens bzw. Hinzuf

�

ugens

eines einzelnen Punktes ist vor allem in der konformen Quantenfeldtheorie interessant, da

es dort

�

ubli
h ist, die Theorie auf dem Einheitskreis zu betra
hten. Dabei mu� der Punkt

\unendli
h" von Hand hinzugef

�

ugt werden.

Gerade f

�

ur Bosefelder erwartete man aufgrund der uneinges
hr

�

ankten Besetzungszahlen der

Anregungsmoden in der Fo
kdarstellung generell Darstellungen dur
h unbes
hr

�

ankte Opera-

toren. Um so

�

uberras
hender war es, als Bu
hholz in 1+1 Dimensionen ein Beispiel f

�

ur ein

ni
ht-triviales Bosefeld angegeben hat, das dur
h bes
hr

�

ankte Operatoren dargestellt wird.

Hierbei handelt es si
h um das Tensorprodukt zweier freier 
hiraler Fermifelder '(x

+

; x

�

) =

 (x

+

) 
  (x

�

) (\Bu
hholzfeld") [Bu
℄ [Bau97℄. Weitere Klassen bes
hr

�

ankter Bosefelder in

1+1 Dimensionen wurden von Baumann in [Bau99℄, und von Rehren in [Reh97℄ untersu
ht.

Die Konstruktion von Rehren basiert dabei auf der Faktorisierung 
hiraler Fermifelder in

Vertexoperatoren.

Wir werden in dieser Arbeit die von Baumann in [Bau99℄ untersu
hte Klasse von bes
hr

�

ankten

Bosefeldern eingehend untersu
hen. Diese Klasse zei
hnet si
h dur
h raumartige und zeitar-

tige Vertaus
hungsrelationen aus, was auf die Abwesenheit von We
hselwirkungen hindeutet,

da si
h die Felder ungehindert na
h dem Huygens's
hen Prinzip ausbreiten k

�

onnen. Bau-

mann konnte zeigen, da� f

�

ur Felder dieser Klasse der einfa
he Zusammenhang W

T

2n

= 


2n

V

T

2n

mit positiven Konstanten 


2n

zwis
hen ihren trunkierten 2n-Punkt-Funktionen W

T

2n

und den

trunkierten 2n-Punkt Funktionen des Bu
hholzfeldes V

T

2n

besteht. Alle ungeraden trunkier-

ten n-Punkt-Funktionen vers
hwinden. Der Satz von Konstanten 


2n

legt also die n-Punkt-

Funktionen der Baumannfelder und damit die Felder selbst eindeutig fest. F

�

ur gewi
htete

s-Produkte

� = �

1

' s � � � s�

r

' (1.1)

gilt nun der einfa
he Zusammenhang W

T

2n

=

P

�

2n

i

V

T

2n

. Dies legt die Vermutung nahe, da�

es si
h bei den Baumannfeldern � ledigli
h um gewi
htete s-Produkte von Bu
hholzfeldern

'(x

+

; x

�

) handelt. Nun ma
ht die Bedingung der Wightmanpositivit

�

at Eins
hr

�

ankungen an

die KoeÆzientenfolge (


2n

)

n2N

, und wir werden im folgenden aus diesen Eins
hr

�

ankungen und

der Bes
hr

�

anktheit der Felder � herleiten, da� f

�

ur die KoeÆzienten 


2n




2n

=

X

i

�

2n

i

gilt. Dann folgt die

�

Ubereinstimmung der re
hten und linken Seite in (1.1) aus der

�

Uberein-

stimmung ihren 2n-Punkt-Funktionen.

1.1 Aufbau der Arbeit

Wir werden in Kapitel 2 eine kurze Einf

�

uhrung in die Axiomatis
he Quantenfeldtheorie ge-

ben und die f

�

ur die Arbeit notwendigen Begri�e wie trunkierte Funktionen und s-Produkt
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1.1. Aufbau der Arbeit

bereitstellen. Im dritten Kapitel werden wir dann zur 1+1 dimensionalen Theorie

�

ubergehen

und Beispiele f

�

ur bes
hr

�

ankte Felder betra
hten. Hier werden wir die von Baumann unter-

su
hte Klasse bes
hr

�

ankter Bosefelder einf

�

uhren und ausgehend von den Ergebnissen von

Baumann das Theorem formulieren, da� es si
h bei den Baumannfeldern um gewi
htete s-

Produkte von Bu
hholzfeldern handelt. Der Beweis des Theorems basiert auf der Ausnutzung

der Wightmanpositivit

�

at der Baumannfelder, die wie gesagt Bedingungen an die KoeÆzi-

entenfolge (


2n

)

n2N

stellt. Diese Bedingung werden wir formulieren, indem wir bestimmte

polynomiale Ausdr

�

u
ke dieser KoeÆzienten, die sogenannten Partitionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

r

,

betra
hten. Diese h

�

angen mit den elementaren KoeÆzienten

�

uber die rekursive Reduktions-

formel




2k

1

;::: ;2k

r

;2k

= 


2k

1

;::: ;2k

r




2k

�

r

X

i=1




2k

1

;::: ;2(k

i

+k);::: ;2k

r

zusammen. Die Wightmanpositivit

�

at impliziert die Bedingung der Determinantenpositivit

�

at

det

0

B

B

B

B

B

�




2k

(1)

1

;::: ;2k

(1)

l




k

(1)

1

+k

(2)

1

;::: ;k

(1)

l

+k

(2)

l

� � � 


k

(1)

1

+k

(N)

1

;::: ;k

(1)

l

+k

(N)

l




k

(2)

1

+k

(1)

1

;::: ;k

(2)

l

+k

(1)

l




2k

(2)

1

;::: ;2k

(2)

l

� � � 


k

(2)

1

+k

(N)

1

;::: ;k

(2)

l

+k

(N)

l

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.




k

(N)

1

+k

(1)

1

;::: ;k

(N)

l

+k

(1)

l




k

(N)

1

+k

(2)

1

;::: ;k

(N)

l

+k

(2)

l

� � � 


2k

(N)

1

;::: ;2k

(N)

l

1

C

C

C

C

C

A

> 0

f

�

ur alle k

(m)

i

2 N, f

�

ur die k

(m)

i

+ k

(n)

i

stets gerade ist. In Kapitel 5 werden wir die Kon-

sistenz unserer bisherigen Ergebnisse mit dem Theorem pr

�

ufen und dann die Strategie des

Beweises am Beispiel von gewi
hteten s-Produkten darlegen, indem wir die Partitionspoly-

nome in diesem Spezialfall bere
hnen. Kapitel 6 bes
h

�

aftigt si
h dann mit der Dur
hf

�

uhrung

des Beweises, wobei wir au�er der Determinantenpositivit

�

at die Bes
hr

�

anktheit der Felder �

ben

�

otigen werden. Aus dieser ergibt si
h die Bedingung der exponentiellen Bes
hr

�

anktheit

der Potenzreihe

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;::: ;2k

r

6 e

�t

an die Partitionspolynome, und damit weitere Bedingungen an die KoeÆzientenfolge (


2n

)

n2N

.

Diese beiden Bedingungen (Determinantenpositivit

�

at und exponentielle Bes
hr

�

anktheit) wer-

den ausrei
hen, um die 


2n

in der Form 


2n

=

P

�

2n

i

festzulegen. Wir s
hlie�en die Arbeit

mit einer kurzen Diskussion der Ergebnisse in Kapitel 7 ab.
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Kapitel 2

Axiomatis
he QFT

In der axiomatis
hen Quantenfeldtheorie werden Quantenfelder als operatorwertigen Distri-

butionen

�

uber dem S
hwartzraum S(R

d

) aufgefa�t [WG64℄. Da si
h diese Arbeit im Rahmen

der Wightmantheorie bewegt, die eine Formulierung der axiomatis
he Quantenfeldtheorie mit

Hilfe von Vakuumerwartungswerten ist, soll das der axiomatis
hen QFT zugrunde liegende

Axiomensystem hier, ausgehend von den Vorlesungen von I.T. Todorov [Tod65℄ und dem

Bu
h von Streater und Wightman [SW69℄, kurz vorgestellt werden. Dana
h geben wir dann

die Formulierung der Theorie mit Hilfe von Vakuumerwartungswerten an und stellen weitere

ben

�

otigte Begri�e wie trunkierte Vakuumerwartungswerte und s-Produkt bereit.

2.1 Axiomatik

Die Formulierung und Numerierung der Axiome wei
ht bei den vers
hiedenen Autoren stark

voneinander ab. Wir halten uns im Folgenden an die Notation in [Tod65℄. Die Axiome lassen

si
h grob in zwei Abs
hnitte einteilen: Die ersten drei Axiome betre�en den Zustandsraum

der Theorie, sowie dessen Transformationen. Die Axiome vier bis sieben befassen si
h mit den

Eigens
haften der Quantenfelder.

Axiom 1 Die Zust

�

ande der Theorie werden dur
h Einheitsstrahlen 	 in einem separablen

Hilbertraum H bes
hrieben.

Die Symmetrien der Theorie sollen aus den Translationen a 2 R

d

sowie den eigentli
hen ortho-


hronen Lorentztransformationen � 2 L

"

+

bestehen. Als Symmetriegruppe ergibt si
h daher

die Poin
ar�egruppe P = L

"

+

nR

d

. Oft werden au
h die universellen

�

Uberlagerungen SL(2; C )

von L

"

+

und

~

P von P benutzt.

~

P wird au
h als Spinorgruppe bezei
hnet. Die Zust

�

ande der

Theorie sollen si
h nun wie folgt transformieren:

Axiom 2 Jedem Zustand 	 und jeder beliebigen eigentli
hen Transformation fa;�g der

Poin
ar�egruppe wird ein Zustand 	

fa;�g

mit den folgenden Eigens
haften zugeordnet:

8



2.1. Axiomatik

1) 	

f0;1lg

= 	

2) (	

fa

1

;�

1

g

)

fa

2

;�

2

g

= 	

fa

1

+�

1

a

2

;�

1

�

2

g

3) j(	

fa;�g

;	

0

fa;�g

)j = j(	;	

0

)j

4) j(	;	

0

fa;�g

)j ist eine stetige Funktion von a und �

Dieses Axiom stellt neben der Festlegung der Symmetriegruppe au
h si
her, da� auf der

Gesamtheit der normierten Strahlen in H eine projektive Darstellung von P dur
h unit

�

are

Operatoren U(a;�) realisiert ist (Wigners Theorem, siehe daf

�

ur z.B. [BLT75℄).

Wegen der Homogenit

�

at des Raumes postulieren wir nun einerseits die Existenz eines aus-

gezei
hneten, Poin
ar�e invarianten Zustandes, des Vakuums 
. Andererseits kann der erzeu-

gende Operator der Translationen P als Impulsoperator aufgefa�t werden. Als sol
her sollte

sein Spektrum einen minimalen Eigenwert enthalten, der einer minimalen Energie entspri
ht.

Diese Eigens
haft wird au
h als Stabilit

�

at bezei
hnet.

Axiom 3 Das Spektrum des erzeugenden der Translationen P liegt im abges
hlossenen Vorw

�

arts-

li
htkegel �

+

= fp

�

: p

�

p

�

> 0; p

0

> 0g. Ferner existiert ein eindeutig festgelegter Zustand


 2 H, der unter der Wirkung der Poin
ar�egruppe invariant ist.

Als n

�

a
hstes wollen wir festlegen, was unter einem Quantenfeld zu verstehen ist. Da es si
h

aber bei den ausges
hmierten Quantenfeldern meist um unbes
hr

�

ankte Operatoren handelt,

ist hier die Wahl eines hinrei
hend gro�en De�nitionsberei
hes besonders wi
htig.

Axiom 4 Es sei f ein Multiplett von Testfunktionen, d.h. f = (f

1

(x); : : : ; f

m

(x)) mit f

j

2

S(R

d

). Die Abbildung f 7! A(f) de�niert ein Quantenfeld, falls die folgenden Bedingungen

erf

�

ullt sind:

1) Alle Operatoren A(f) und ihre hermites
h konjugierten A(f)

�

haben einen gemeinsa-

men, von f unabh

�

angigen De�nitionsberei
h D, der di
ht in H ist und den Bedingungen


 2 D; A(f)D � D; A(f)

�

D � D f

�

ur alle f 2 S(R

d

)

m

gen

�

ugt.

2) Der Operator A(f) ist linear bez

�

ugli
h f , d.h.

A(�f + �g) = �A(f) + �A(g)

3) F

�

ur 	 und 	

0

2 D ist f 7! (	; A(f)	

0

) eine gem

�

a�igte Distribution.

Bemerkung 2.1 Im allgemeinen wird eine Quantenfeldtheorie mehrere Felder enthalten, die

wir mit A

(i)

bezei
hnen wollen. Dabei ist es sinnvoll, z.B. die Komponenten eines Spinorfeldes

A

�=1;::: ;4

zu einem Feld A

(1)

zusammenzufassen. Falls eine Theorie mehrere Felder enth

�

alt,

so m

�

ussen diese au
h alle denselben De�nitionsberei
h haben.

9



2.1. Axiomatik

Bemerkung 2.2 Axiom 4.2 erlaubt es uns, im folgenden h

�

au�g von der sehr bequemen

symbolis
hen S
hreibweise

A(f) =

m

X

j=1

A

j

(f

j

) =

m

X

j=1

Z

A

j

(x)f

j

(x)d

d

x

Gebrau
h zu ma
hen (obwohl A

j

(x) im strengen Sinne ni
ht als Operator auf H de�niert

werden kann. Man bezei
hnet A

j

(x) als operatorwertige Distribution). Das Integrieren der

A

j

(x) mit Testfunktionen f

j

(x) 2 S(R

d

) wird au
h als Vers
hmieren der Feldoperatoren

bezei
hnet.

Da wir nun Quantenfelder betra
hten m

�

o
hten, die si
h relativistis
h transformieren, fordern

wir die Kovarianz der Felder unter Lorentztransformationen. Wir formulieren dieses Axiom

mit Hilfe der universellen

�

Uberlagerungsgruppe SL(2; C ) von L

"

+

wie folgt:

Axiom 5 Es sei U(a;

~

�) die in H realisierte Darstellung der Spinorgruppe

~

P . Dann ist

U(a;

~

�)D � D

und

A(f

fa;

~

�g

) = U(a;

~

�)A(f)U

�1

(a;

~

�)

wobei

(f

fa;

~

�g

(x))

i

=

m

X

j=0

V

ij

(

~

�)f

j

(�

�1

(x� a))

Hierbei ist V

ij

eine endli
hdimensionale Matrixdarstellung von

~

P.

Eine weitere, sehr physikalis
he Forderung, die in die Axiomatik eingeht, ist die sogenann-

te lokale Kommutativit

�

at. Sie soll zum Ausdru
k bringen, da� si
h Ereignisse in raumartig

getrennten und damit akausal verbundenen Gebiete ni
ht beein
ussen:

Axiom 6 Es gilt

[A

(i)

(f); A

(j)

(g)℄

�

= [A

(i)

(f); A

(j)�

(g)℄

�

= 0

falls die Tr

�

ager von f und g raumartig getrennt zueinander liegen, d.h. falls f

i

(x)g

j

(y) = 0 f

�

ur

(x� y)

2

> 0 mit i; j = 1; : : : ;m. Dabei bezei
hne [�; �℄

+

den Kommutator, der f

�

ur bosonis
he

Felder gilt, und [�; �℄

�

den Antikommutator, der f

�

ur fermionis
he Felder gilt.

Bemerkung 2.3 Wir werden im Folgenden den Kommutator mit [�; �℄ und den Antikommu-

tator mit f�; �g bezei
hnen.

Betra
hten wir nun eine Theorie, der m Quantenfelder A

1

; : : : ; A

m

zugrunde liegen. Dur
h

Anwenden der Felder auf das Vakuum 
 sollte es nun m

�

ogli
h sein, fast den gesamten Raum

H auszus
h

�

opfen. Diese Eigens
haft wird au
h als Zyklizit

�

at des Vakuums bezei
hnet.
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2.2. Wightmanfunktionen

Axiom 7 Die Gesamtheit aller Vektoren der Gestalt

A

(i

1

)

(f

1

) � � �A

(i

r

)

(f

r

)


spannt einen di
hten Unterraum von H auf. Dabei seien in die Gesamtheit der Operatoren

A

(i

j

)

(f

j

) au
h ihre hermites
h konjugierten aufgenommen.

Felder, die den Axiomen gen

�

ugen, werden au
h als Wightmanfelder bezei
hnet.

2.2 Wightmanfunktionen

Es l

�

a�t si
h zeigen, da� eine Quantenfeldtheorie, die den Axiomen 1-7 gen

�

ugt, vollst

�

andig

dur
h die Vakuumerwartungswerte genannten Distributionen

W

m

1

;::: ;m

n

i

1

;::: ;i

n

(x

1

; : : : ; x

n

) = (
; A

m

1

i

1

(x

1

) � � �A

m

n

i

n

(x

n

)
)

der zugrunde liegenden Felder A

i

bestimmt ist. Mit Hilfe des GNS-Rekonstruktionstheorems

k

�

onnen sowohl der Hilbertraum H, als au
h die Felder A

i

aus den Vakuumerwartungwerten

zur

�

u
kgewonnen werden. Diese Formulierung der Theorie wird au
h als Wightmantheorie

bezei
hnet.

Wir bes
hr

�

anken uns im Folgenden auf ein einziges skalares hermites
hes Quantenfeld A = A

�

und wollen nun, ausgehend von den Axiomen, Bedingungen an die Vakuumerwartungswerte

W

n

(x

1

; : : : ; x

n

) = (
; A(x

1

) � � �A(x

n

)
)

stellen. Dabei werden die Vakuumerwartungswerte an n Punkten au
h als n-Punkt-Funktionen

oder Wightmanfunktionen des Feldes A bezei
hnet, obwohl es si
h streng genommen um Dis-

tributionen handelt.

B 1 Aus der Hermitizit

�

at des Feldes A folgt

W

n

(x

1

; : : : ; x

n

) =W

n

(x

n

; : : : ; x

1

)

B 2 Die Bedingung, da� die Metrik im Raum der Zustandsvektoren de�nit ist, f

�

uhrt auf die

folgende Bedingung an die Wightmanfunktionen, die als Wightmanpositivit

�

at bezei
hnet

wird:

0 6

�

�

�

�

ff

0

+

Z

f

1

(x

1

)A(x

1

)d

d

x

1

+ � � �+

Z

� � �

Z

f

n

(x

1

; : : : x

n

)A(x

1

) � � �A(x

n

)d

d

x

1

� � � d

d

x

n

g


�

�

�

�

2

=

X

i;j

Z

� � �

Z

f

i

(x

1

; : : : x

i

)W

i+j

(x

i

; : : : x

1

; y

1

; : : : y

j

)f

j

(y

1

; : : : y

j

)d

d

x

1

� � � d

d

x

i

d

d

y

1

� � � d

d

y

j

B 3 Die Bedingung der lokalen Kommutativit

�

at lautet f

�

ur die Wightmanfunktionen

W

n

(x

1

; : : : ; x

i

; x

i+1

; : : : ; x

n

) =W

n

(x

1

; : : : ; x

i+1

; x

i

; : : : ; x

n

)

falls (x

i

� x

i+1

)

2

< 0.

11



2.2. Wightmanfunktionen

B 4 Aus der Kovarianz eines skalaren Feldes folgt die Invarianz der Wightmanfunktionen

unter der Wirkung der Poin
ar�egruppe:

W

n

(�x

1

+ a; : : : ;�x

n

+ a) =W

n

(x

1

; : : : ; x

n

)

Aus dieser Bedingung folgt insbesondere die Invarianz der Wightmanfunktionen unter der

Untergruppe der Translationen. Das aber hei�t, da� die Funktionen ni
ht von n, sondern

ledigli
h von n�1 unabh

�

angigen Argumenten der Gestalt �

1

= x

1

�x

2

, : : : , �

n�1

= x

n�1

�x

n

abh

�

angen:

W

n

(x

1

; : : : ; x

n

) = F

n

(�

1

; : : : �

n�1

) (2.1)

B 5 Die Bedingung der Spektralit

�

at f

�

uhrt auf die folgende Eigens
haft der Fouriertransfor-

mierten von F

n

:

~

F

n

(p

1

; : : : ; p

n�1

) ist nur dann von Null vers
hieden, falls alle Argumente p

i

von

~

F

n

im abges
hlossenen Vorw

�

artsli
htkegel liegen.

Die Fouriertransformierte

f

W

n

(k

1

; : : : ; k

n

) der Funktion W

n

h

�

angt folgenderma�en mit

~

F

n

zusammen:

f

W

n

(k

1

; : : : ; k

n

) =

1

(2�)

nd

2

Z

� � �

Z

expfi

n

X

j=1

k

j

x

j

gW

n

(x

1

; : : : ; x

n

)d

d

x

1

� � � d

d

x

n

= (2�)

d

2

Æ(k

1

+ � � �+ k

n

)

~

F

n

(p

1

; : : : ; p

n�1

)

wobei

p

j

= k

1

+ � � �+ k

j

f

�

ur j = 1; : : : ; n� 1

Wir werden nun als Folgerungen aus den Bedingungen 1-5 zwei Lemmata herleiten, die wir

im Laufe der Arbeit ben

�

otigen werden. Zum einen wird die Wightmanpositivit

�

at eine zentrale

Rolle spielen, zum anderen werden wir die Spektrumsbedingung h

�

au�g in Beweisen ausnut-

zen. Wir werden also glei
h eine unseren Bed

�

urfnissen angepa�te Formulierung dieser beiden

Bedingungen geben. Wir beginnen mit der Spektralit

�

at. Do
h zun

�

a
hst m

�

ussen wir no
h de�-

nieren, was wir unter dem spektralen Inhalt eines Hilbertraumvektors 	 = A(f

1

) � � �A(f

m

)


verstehen wollen. Es sei daf

�

ur

~

	(k) derjenige Anteil von

~

	, der zum Eigenwert k des Impuls-

operators P geh

�

ort. Dann ist

e

	(k) =

Z

U(a; 1l)e

�ika

d

d

a �	

=

Z

e

iPa

e

�ika

d

d

a

Z

d

d

k

1

� � � d

d

k

m

~

f

1

(k

1

) � � �

~

f

m

(k

m

)

~

A(k

1

) � � �

~

A(k

m

)


=

Z

d

d

a

Z

d

d

k

1

� � � d

d

k

m

e

i(k�(k

1

+:::+k

m

))a

~

f

1

(k

1

) � � �

~

f

m

(k

m

)

~

A(k

1

) � � �

~

A(k

m

)


=

Z

d

d

k

1

� � � d

d

k

m

Æ(k � (k

1

+ : : :+ k

m

))

~

f

1

(k

1

) � � �

~

f

m

(k

m

)

~

A(k

1

) � � �

~

A(k

m

)
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2.2. Wightmanfunktionen

De�nition 2.4 Unter dem spektralen Inhalt Sp(	) eines Hilbertraumvektors 	 = A(f

1

) � � �A(f

m

)


verstehen wir den Tr

�

ager der vektorwertigen Distribution

~

	, d.h. den Abs
hlu� der Menge

aller k 2 R

d

, f

�

ur die

~

	(k) ni
ht vers
hwindet.

Lemma 2.5 F

�

ur den spektralen Inhalt Sp(	) eines Hilbertraumvektors 	 = A(f

1

) � � �A(f

m

)


gilt

Sp(	) � fk 2 R

d

: 9k

1

2 supp

~

f

1

; : : : ; k

m

2 supp

~

f

m

mit

m

X

i=1

k

i

= kg

Beweis: Es sei k 2 Sp(	). Dann ist

Z

d

d

k

1

� � � d

d

k

m

Æ(k � (k

1

+ : : : + k

m

))

~

f

1

(k

1

) � � �

~

f

m

(k

m

)

~

A(k

1

) � � �

~

A(k

m

)
 6= 0

Dann aber m

�

ussen k

1

2 supp

~

f

1

; : : : ; k

m

2 supp

~

f

m

mit

P

m

i=1

k

i

= k existieren, da sonst

entweder

~

f

1

(k

1

) � � �

~

f

m

(k

m

) = 0 oder Æ(k � (k

1

+ : : :+ k

m

)) = 0 w

�

are. q.e.d.

Bemerkung 2.6 Glei
hheit gilt hier ni
ht, denn z.B. f

�

ur 	 = A(f)
 mit supp

~

f \�

+

= ; gilt

	 = 0 und damit Sp(	) = 0. Au
h ist 	 =  (f)

2


 f

�

ur Fermifelder  wegen des Pauli-Prinzips

Null, falls supp

~

f � �

+

, wie wir in Lemma 3.2 im Spezialfall reeller 
hiraler Fermifelder sehen

werden.

Der spektrale Inhalt des Vektors 	 ist also in der punktweise genommene Summe der Mengen

supp

~

f

1

; : : : ; supp

~

f

m

enthalten. Wir vereinbaren daher die folgende Notation:

Notation 2.7 Unter der Summe zweier Tr

�

ager verstehen wir die Menge

supp

~

f

1

+ supp

~

f

2

:= fk = k

1

+ k

2

2 R

d

: k

1

2 supp

~

f

1

und k

2

2 supp

~

f

2

g

Damit k

�

onnen wir nun das folgende Lemma formulieren:

Lemma 2.8 Es seien f

1

; f

2

2 S(R

d

). Dann gilt f

�

ur die 2-Punkt-Funktionen eines Feldes A

W

2

(f

1

; f

2

) = 0 falls 0 =2 Sp(A(f

1

)A(f

2

)
)

Beweis: Es ist

W

2

(f

1

; f

2

) =

Z Z

W

2

(x

1

; x

2

)

1

(2�)

2

Z Z

~

f

1

(k

1

)

~

f

2

(k

2

) exp(i

2

X

i=1

k

i

x

i

)d

d

k

1

d

d

k

2

d

d

x

1

d

d

x

2

=

f

W

2

(

~

f

1

;

~

f

2

) = (2�)

d

2

Z Z

Æ(k

1

+ k

2

)

~

F

2

(k

1

)

~

f

1

(k

1

)

~

f

2

(k

2

)d

d

k

1

d

d

k

2

= (2�)

d

2

Z

~

F

2

(k

1

)

~

f

1

(k

1

)

~

f

2

(�k

1

)d

d

k

1

13



2.3. Trunkierte Wightmanfunktionen

Falls nun 0 =2 Sp(A(f

1

)A(f

2

)
) existieren keine k

1

2 supp

~

f

1

und k

2

2 supp

~

f

2

mit k

1

+k

2

= 0.

Das aber hei�t, da� f

�

ur beliebiges k

1

aus dem Tr

�

ager von

~

f

1

�k

1

ni
ht aus dem Tr

�

ager von

~

f

2

ist. Dann aber vers
hwindet das Integral. q.e.d.

Als zweites wollen wir no
h eine andere Formulierung der Wightmanpositivit

�

at angeben:

Lemma 2.9 Es sei P (A) =

P

N

i=1

A(f

(i)

1

) � � �A(f

(i)

l(i)

) ein Polynom im Feld A, f

(i)

j

2 S(R

d

).

Dann ist

(
; P (A)

�

P (A)
) > 0

Beweis: Dies folgt direkt aus der Bedingung, da� die Metrik in H de�nit ist, denn

(
; P (A)

�

P (A)
) = (P (A)
; P (A)
) = jP (A)
j

2

> 0

q.e.d.

2.3 Trunkierte Wightmanfunktionen

Wir wollen nun den sehr n

�

utzli
hen Begri� der trunkiertenWightmanfunktionenW

T

n

einf

�

uhren.

Dabei handelt es si
h um diejenigen Korrelatoren des Feldes A, in denen alle Anteile von Kor-

relationen von weniger als n Punkten abgezogen worden sind. Rekursiv de�niert man dies wie

folgt:

De�nition 2.10 Es sei I = f1; : : : ; ng eine Indexmenge. Es seien (X

s

) die Partitionen von

I, d.h. disjunkte Zerlegungen von I in ni
htleere Teilmengen X

s

, f

�

ur die

S

s

X

s

= I gilt. Dann

ist

W

n

(x

1

; : : : ; x

n

) =

X

(X

s

)

Y

s

W

T

jX

s

j

(x

i

(s)

1

; : : : ; x

i

(s)

jX

s

j

)

wobei i

(s)

1

< � � � < i

(s)

jX

s

j

die Elemente der Teilmenge X

s

� f1; : : : ; ng sind.

Bemerkung 2.11 Da man vom Feld stets eine Konstante abziehen kann, l

�

a�t si
h immer

W

1

(x) = W

1

(0) = 0 errei
hen. Daher erh

�

alt man in diesem Fall einen Unters
hied zwis
hen

W

T

n

und W

n

erst ab n = 4.

Bemerkung 2.12 Aus der De�nition 2.10 folgt sofort, da� trunkierte Funktionen in dem

Sinne homogen sind, da� in der Entwi
klung von W

T

n

na
hW

i

1

� � �W

i

k

immer i

1

+ � � �+ i

k

= n

gilt.

Die in De�nition 2.10 enthaltene Kombinatorik l

�

a�t si
h in den F

�

allen umgehen, in denen das

Problem mit Hilfe von erzeugenden Funktionalen formuliert werden kann:

14



2.3. Trunkierte Wightmanfunktionen

De�nition 2.13 F

�

ur festes f 2 S(R

d

) de�nieren wir das erzeugende Funktional des Feldes

A dur
h

E(t) := !(e

tA(f)

) = (
; e

tA(f)


) =

1

X

m=0

t

m

m!

W

m

(f; : : : ; f)

Bemerkung 2.14 Aus dem erzeugenden Funktional lassen si
h die symmetris
hen Anteile

der Wightmanfunktionen dur
h Funktionalableitungen bestimmen. Diese Punkte, in denen die

Wightmanfunktionen wegen der Lokalit

�

at symmetris
h sind, werden Jostpunkte genannt und

bilden eine im 4(n � 1)-dimensionalen reellen Raum o�ene Menge, so da� dur
h analytis
he

Fortsetzung der von (n�1) Ver

�

anderli
hen abh

�

angendenWightmanfunktionen die Gesamtheit

aller Wightmanfunktionen aus dem erzeugenden Funktional zur

�

u
kgewonnen werden kann.

(Siehe daf

�

ur z.B. [Tod65℄).

Bemerkung 2.15 Eine De�nition der trunkierten Funktionen f

�

ur den Fall symmetris
her

Wightmanfunktionen ist

W

n

(f; : : : ; f) =

X

m

1

+���+m

r

=n

1

r!

n!

m

1

! � � �m

r

!

Y

s

W

T

m

s

(f; : : : ; f)

Die Summation erstre
kt si
h dabei

�

uber alle Partitionen, f

�

ur die n = m

1

+ � � �+m

r

, (m

s

> 0)

gilt. Der kombinatoris
he Gewi
htsfaktor ist gerade die Anzahl der dur
h die Partition fest-

gelegten Produkte W

T

m

1

� � �W

T

m

r

. Der Faktor

1

r!

ber

�

u
ksi
htigt, da� die Produkte symmetris
h

unter der Vertaus
hung der Faktoren sind.

Zwis
hen dem erzeugenden Funktional E(t) eines Feldes A und seinen trunkierten Funktionen

W

T

n

besteht nun der folgende Zusammenhang (siehe z.B. [Haa92℄):

Satz 2.16 (Clusterzerlegungs-Eigens
haft) Es sei E(t) das erzeugende Funktional eines Fel-

des A. Dann gilt

logE(t) =

1

X

m=1

t

m

m!

W

T

m

(f; : : : ; f):

Das gibt Anla� zu der folgenden De�nition:

De�nition 2.17 Unter dem trunkierten erzeugenden Funktional verstehen wir

E

T

(t) := logE(t):

Damit sind wir nun in der Lage, die Formel f

�

ur die Entwi
klung von n-Punkt-Funktionen zu

invertieren.
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2.4. s-Produkte

Korollar 2.18 F

�

ur die Entwi
klung der trunkierten n-Punkt-Funktionen eines Feldes A na
h

seinen n-Punkt-Funktionen gilt

W

T

n

(x

1

; : : : ; x

n

) =

X

(X

s

)

(�1)

p�1

(p� 1)!

Y

s

W

jX

s

j

(x

i

(s)

1

; : : : ; x

i

(s)

jX

s

j

)

wobei p die Anzahl der Teilmengen in (X

s

) ist.

Beweis: F

�

ur das erzeugende Funktional des Feldes A wissen wir, da�

E(t) =

1

X

m=0

t

m

m!

W

m

Nun entwi
keln wir logE(t) in eine Potenzreihe:

logE(t) = log(1 +

1

X

m=1

t

m

m!

W

m

) =

1

X

M=1

(�1)

M�1

(

P

1

m=1

t

m

m!

W

m

)

M

M

Na
h Satz 2.16 folgt nun

1

X

M=1

(�1)

M�1

(

P

1

m=1

t

m

m!

W

m

)

M

M

=

1

X

m=1

t

m

m!

W

T

m

Verglei
hen wir nun auf beiden Seiten diejenigen Terme, in denen t in derselben Potenz

auftritt, so erhalten wir

W

T

k

=

X

(X

s

)

(�1)

p�1

(p� 1)!

Y

s

W

jX

s

j

wobei si
h die Summation

�

uber alle Partitionen der Menge f1; : : : ; kg erstre
kt und p die

Anzahl der Teilmengen in (X

s

) ist. Der kombinatoris
he Faktor ist also ganau der Unter-

s
hied zwis
hen den Potenzreihenentwi
klungen der Exponential- und der Logarithmusfunk-

tion. q.e.d.

2.4 s-Produkte

Wir wollen nun eine M

�

ogli
hkeit untersu
hen, aus gegebenenWightmanfeldernA

i

neueWight-

manfelder zu generieren. Eine sol
he M

�

ogli
hkeit stellt die sogenannte s-Produktbildung

[Bor72℄ dar, die in [Heg75℄ eingehend untersu
ht wurde. Es gilt das Folgende:

Satz und De�nition 2.19 Es sei f 2 S(R

d

). Unter dem s-Produkt der Wightmanfelder

A

1

; : : : ; A

r

, die auf den Hilbertr

�

aumen H

i

mit Vakuum 


i

de�niert sind, versteht man das

neue Wightmanfeld

A

1

s � � � sA

r

(f) = A

1

(f)
 1l
 � � � 
 1l + � � �+ 1l
 � � � 
A

r

(f)

das auf dem Unterraum des Hilbertraumes 


r

i=1

H

i

de�niert ist, f

�

ur den 


1


� � �



r

zyklis
h

ist.
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2.4. s-Produkte

O�ensi
htli
h beinhaltet diese De�nition die M

�

ogli
hkeit, s-Produkte eines Feldes mit si
h

selbst zu bilden, wovon wir im Folgenden Gebrau
h ma
hen werden. Wir betra
hten also den

Spezielfall, f

�

ur den A

i

= �

i

A mit �

i

2 R ist.

De�nition 2.20 Unter dem gewi
hteten s-Produkt des Feldes A verstehen wir das neue Feld

A

�

:= (�

1

A) s � � � s (�

r

A) mit � = (�

1

; : : : ; �

r

) 2 R

r

Wir wollen nun den Zusammenhang zwis
hen den trunkierten Funktionen der s-Produkt-

Felder und den urspr

�

ungli
hen Feldern untersu
hen. Hier ergibt si
h das folgende Ergebnis:

Lemma 2.21 Es seien A

i

Wightmanfelder, A

1

s � � � sA

r

das s-Produkt der Felder A

i

. Dann

gilt f

�

ur die trunkierten Funktionen W

T;A

1

s ��� sA

r

n

von A

1

s � � � sA

r

W

T;A

1

s ��� sA

r

n

=

r

X

i=1

W

T;A

i

n

Beweis: Wir betra
hten daf

�

ur das erzeugende Funktional von A

1

s � � � sA

r

.

!(e

tA

1

s ��� sA

r

(f)

) = !(e

tA

1

(f)
1l
���
1l+���+1l
���
A

r

(f)

)

= !(e

tA

1

(f)
1l
���
1l

� � � e

t1l
���
1l
A

r

(f)

)

= !(e

tA

1

(f)


 � � � 
 e

tA

r

(f)

)

= !

1

(e

tA

1

(f)

) � � �!

r

(e

tA

r

(f)

)

Mit Hilfe der Clusterzerlegungseigens
haft 2.16 erh

�

alt man daraus

log!(e

tA

1

(f)

� � � e

tA

r

(f)

) = log!

1

(e

tA

1

(f)

) + � � �+ log!

r

(e

tA

r

(f)

)

=

1

X

m=1

t

m

m!

W

T;A

1

m

+ � � �

1

X

m=1

t

m

m!

W

T;A

r

m

=

1

X

m=1

t

m

m!

 

r

X

i=1

W

T;A

i

m

!

=

1

X

m=1

t

m

m!

W

T;A

1

s ��� sA

r

m

q.e.d.

F

�

ur den Spezialfall eines gewi
hteten s-Produktes erhalten wir daraus das folgende

Korollar 2.22 Es sei A ein Wightmanfeld, A

�

ein gewi
htetes s-Produkt des Feldes A. Dann

gilt f

�

ur die trunkierten Funktionen W

T;A

�

n

von A

�

W

T;A

�

n

=

 

r

X

i=1

�

n

i

!

W

T

n

Beweis:Wir m

�

ussen bere
hnen, wasW

T;A

i

n

f

�

ur den Fall A

i

= �

i

A ergibt. Na
h der De�nition

2.10 der trunkierten Funktionen ist W

T;A

i

n

, ebenso wie W

T

n

, aufgrund der Homogenit

�

at der

17



2.4. s-Produkte

trunkierten Funktionen eine Summe

�

uber alle Teilmengen S = fs

1

; : : : s

k

g � f1; : : : ; ng und

s

1

+ � � �+ s

k

= n. Dabei f

�

allt f

�

ur jedes S 2 (S) ein kombinatoris
her Gewi
htsfaktor C

S

an:

W

T;A

i

n

=

X

(S)

C

S

W

A

i

s

1

� � �W

A

i

s

k

mit s

1

+ � � � + s

k

= n und fs

1

; : : : s

k

g = S

W

T

n

=

X

(S)

C

S

W

s

1

� � �W

s

k

mit s

1

+ � � � + s

k

= n und fs

1

; : : : s

k

g = S

aber

W

A

i

s

j

= !(�

s

j

i

A

s

j

) = �

s

j

i

W

s

j

j = 1; : : : ; k

und daher folgt

W

T;A

i

n

=

X

(S)

C

S

�

s

1

i

� � ��

s

k

i

W

s

1

� � �W

s

k

= �

n

i

W

T

n

q.e.d.
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Kapitel 3

Bes
hr

�

ankte Felder in 1+1

Dimensionen

Wir wollen in diesem Kapitel einige Beispiele f

�

ur bes
hr

�

ankte Quantenfelder in 1 + 1 Raum-

zeitdimensionen betra
hten. Dabei werden wir zun

�

a
hst die 
hiralen Fermifelder  

L;R

unter-

su
hen. Dana
h werden wir bes
hr

�

ankte Bosefelder und insbesondere die aus 
hiralen Fer-

mifeldern  

L;R

zusammengesetzen bes
hr

�

ankten Bosefelder ' =  

L


  

R

(Bu
hholzfelder)

betra
hten. S
hlie�li
h wenden wir uns der von Baumann in [Bau99℄ eingef

�

uhrten Klasse von

bes
hr

�

ankten Bosefelder � zu, die wir kurz als Baumannfelder bezei
hnen wollen. Wir werden

zu motivieren versu
hen, warum wir erwarten, da� si
h die Baumannfelder � als gewi
htete

s-Produkte von Bu
hholzfeldern ' darstellen lassen sollten. Abs
hlie�end werden wir unsere

Vermutung als Theorem formulieren.

3.1 Freie 
hirale Fermifelder in 1+1 Dimensionen

Wir betra
hten Felder, die der freien masselosen Dira
-Glei
hung

i


�

�

�

 = 0 (3.1)

gen

�

ugen. Da die Dira
-Matrizen 


�

der Cli�ord-Algebra f


�

; 


�

g = 2�

��

gen

�

ugen, handelt es

si
h bei den L

�

osungen der Glei
hung (3.1) um Spinoren

 =

0

B

�

 

1

.

.

.

 

N

1

C

A

;

wobei N von der Dimension der Darstellung der Dira
-Matrizen 


�

und damit von der

Raumzeitdimension d abh

�

angt. Die Spinorkomponenten gen

�

ugen den kanonis
hen Antiver-

19



3.1. Freie 
hirale Fermifelder in 1+1 Dimensionen

taus
hungsrelationen zu glei
hen Zeiten [IZ80℄

f 

i

(t; x);  

j

(t; y)g = 0

f 

i

(t; x);

�

 

j

(t; y)g = Æ

ij

Æ

d�1

(x� y)

die in der Fo
kraumdarstellung realisiert werden. Da diese Spinorfelder bei raumartigen

Abst

�

anden antikommutieren, werden sie als Fermifelder bezei
hnet.

Diese Antivertaus
hungsrelationen implizieren, da� mit Testfunktionen vers
hmierte freie Fer-

mifelder dur
h bes
hr

�

ankte Operatoren dargestellt werden [AW64℄. Dies ist in sofern eine

Besonderheit des freien Fermifeldes, als da� z.B. vers
hmierte freie Bosefelder dur
h unbe-

s
hr

�

ankte Operatoren dargestellt werden. Diese Tatsa
hen stehen im Zusammenhang mit dem

f

�

ur Fermionen geltenden Pauliprinzip. Die Norm der Feldoperatoren kann n

�

amli
h na
h unten

dur
h die Norm des Anzahloperators a

�

(f)a(f), der die Anregungszahl der Mode f in der

Fo
kdarstellung mi�t, abges
h

�

atzt werden. F

�

ur freie Fermifelder ergibt si
h mit geeignet nor-

mierten Testfunktionen, da� k (f)k 6 1 ist, w

�

ahrend f

�

ur freie Bosefelder k�(f)k > n, n 2 N

beliebig, folgt. Au
h we
hselwirkende Fermifelder werden im allgemeinen dur
h unbes
hr

�

ank-

te Operatoren dargestellt: In 1+1 Dimensionen konnte Baumann zeigen, da� we
hselwirkende

Fermifelder notwendig unbes
hr

�

ankt sein m

�

ussen [Bau97℄.

In der vierdimensionalen Theorie werden Teil
hen, die dur
h (3.1) bes
hrieben werden als mas-

selose Neutrinos interpretiert, wobei k

�

urzli
h das Problem einer empiris
h ni
ht vers
hwin-

denden Neutrinoruhemasse aufgetau
ht ist. Da wir Felder in 1 + 1 Raumzeitdimensionen

betra
hten wollen, nimmt � die Werte � = 0; 1 an und die Dira
-Matrizen werden dur
h

2 � 2-Matrizen dargestellt. Nun antikommutiert 


5

= 


0




1

mit dem Dira
-Operator i


�

�

�

,

so da� si
h die Dira
-Glei
hung na
h Einf

�

uhren der Projektionsoperatoren

P

�

=

1l� 


5

2

in zwei separate Glei
hungen

(�

0

+ �

1

)P

+

 (t; x) = 0 ) P

+

 (t; x) =  

R

(t� x)

(�

0

� �

1

)P

�

 (t; x) = 0 ) P

�

 (t; x) =  

L

(t+ x)

aufspaltet. Die Anteile  

L

und  

R

werden als 
hirale Felder bezei
hnet und entspre
hen in

der vierdimensionalen Theorie Neutrinos mit Helizit

�

at �1 bzw. +1 (siehe dazu [B

�

S84℄). Diese


hiralen Felder h

�

angen also nur no
h von den sogenannten Li
htkegelvariablen x

+

= t + x

und x

�

= t� x ab. Im masselosen eindimensionalen Fall haben die Spinoren  (t; x) in einer

Basis, in der 


5

diagonal ist, also die Form

 (t; x) =

�

 

L

(t+ x)

 

R

(t� x)

�

Aus den f

�

ur die Fermifeldern geltenden kanonis
hen Antivertaus
hungsrelationen erhalten wir
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3.1. Freie 
hirale Fermifelder in 1+1 Dimensionen

dann die folgenden Antivertaus
hungsrelationen f

�

ur die 
hiralen Felder  

L;R

:

f 

L

(x

+

);  

R

(x

�

)g = 0

f 

R

(x

�

);  

R

(y

�

)g = 0

f 

L

(x

+

);  

L

(y

+

)g = 0

f 

R

(x

�

);

�

 

R

(y

�

)g = Æ(x

�

� y

�

)

f 

L

(x

+

);

�

 

L

(y

+

)g = Æ(x

+

� y

+

)

Wir wollen nun den Spezialfall reeller 
hiraler Fermifelder betra
hten. Daf

�

ur w

�

ahlen wir die

folgende Darstellung der Dira
-Matrizen:




0

=

�

1 0

0 �1

�

; 


1

=

�

0 1

�1 0

�

und 


5

=

�

0 1

1 0

�

Dann wird die Dira
-Glei
hung reell und mit  ist au
h stets  

<e

=

1

2

( +

�

 ) eine (reelle)

L

�

osung. Au
h das reelle Fermifeld zerf

�

allt wieder in seine 
hiralen Bestandteile:

 

<e;R

= P

+

 

<e

=

1

2

( 

R

+

�

 

R

)

F

�

ur die reellen 
hiralen Felder implizieren die Antivertaus
hungrelationen der Felder  

L;R

f 

<e;R

(x

�

);  

<e;L

(x

+

)g = 0

f 

<e;R

(x

�

);  

<e;R

(y

�

)g = Æ(x

�

� y

�

)

f 

<e;L

(x

+

);  

<e;L

(y

+

)g = Æ(x

+

� y

+

)

Notation 3.1 Wir werden im Folgenden nur reelle 
hirale Fermifelder betra
hten, und lassen

daher den Index <e in Zukunft weg. Unter  

R

ist also immer  

<e;R

zu verstehen.

An dieser Stelle wollen wir no
h eine Formulierung des f

�

ur Fermionen geltenden Pauli-Prinzips

f

�

ur reelle 
hirale Fermifelder geben:

Lemma 3.2 Es sei  ein reelles 
hirales Fermifeld, f eine Testfunktion 2 S(R) mit supp

~

f �

R

+

. Dann ist  (f)

2

= 0.

Beweis: Aus den Antivertaus
hungsrelationen f

�

ur reelle 
hirale Fermifelder folgt

 (f)

2

=

1

2

f (f);  (f)g =

Z

dxf(x)f(x)

=

Z

dx

�

1

p

2�

Z

dpe

�ipx

~

f(p)

��

1

p

2�

Z

dqe

�iqx

~

f(q)

�

=

Z Z

dpdqÆ(p+ q)

~

f(p)

~

f(q) =

Z

dp

~

f(p)

~

f(�p)

Aber f

�

ur supp

~

f � R

+

vers
hwindet dieses Integral. q.e.d.

Dieses Ergebnis l

�

a�t si
h wie folgt interpretieren: F

�

ur f 2 S(R) enth

�

alt der Operator  (f)

sowohl Erzeuger- als au
h Verni
hteranteile, die dur
h die Beitr

�

age positiver und negativer
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3.2. Beispiele bes
hr

�

ankter Bosefelder

Energie zur Fouriertransformierten

~

f von f gegeben sind. Hat aber

~

f nur Tr

�

ager in R

+

, so

enth

�

alt  (f) ledigli
h Erzeugeranteile, und erzeugt also aus dem Vakuum einen Einteil
henzu-

stand mit Impulsverteilung

~

f .  (f)

2

w

�

urde also zwei Teil
hen in demselben Zustand erzeugen,

was na
h dem Pauli-Prinzip verboten ist.

Wir wollen nun no
h den Begri� der Skalentransformation einf

�

uhren. Dabei handelt es si
h

um Stau
hungen und Stre
kungen der Skala, auf der die Ver

�

anderli
hen gemessen werden,

also Transformationen der Form x 7! �x, � 2 R

+

. Falls nun die n-Punkt-Funktionen eines

Feldes A homogene Funktionen sind, d.h falls sie den Glei
hungen

W

n

(x

1

; : : : ; x

n

) = �

nd

W (�x

1

; : : : ; �x

n

)

gen

�

ugen, dann wird das Feld A als skalenkovariant mit Skalendimension d bezei
hnet (d ist

hier ni
ht die Raumzeitdimension). Das bedeutet dann, da� die Skalentransformationen unit

�

ar

implementiert sind, und also

U(�)A(x)U

�

(�) = �

d

A(�x); U(�)
 = 


gilt. In 1 + 1 Dimensionen ergibt si
h die Besonderheit, da� die Skalentransformationen zu-

sammen mit den Lorentz-Boosts in zwei Anteile aufspalten, von denen jeder nur auf jeweils

eine 
hirale Komponente wirkt. Chirale Felder haben also zwei Skalendimensionen d

L

; d

R

, f

�

ur

die d

L

+ d

R

= d sein mu�.

Bemerkung 3.3 Die Skalendimension eines 
hiralen Fermifeldes  

L;R

ist d

L;R

=

1

2

. Dies

kann sofort an der Form der 2-Punkt-Funktionen in der Fo
kraumdarstellung abgelesen wer-

den, aus der si
h alle h

�

oheren 2n-Punkt-Funktionen ergeben:

W

2

(x

�

= x

2;�

� x

1;�

) =

1

2�

�

�i

x

�

� i�

�

P

�

3.2 Beispiele bes
hr

�

ankter Bosefelder

Wir wollen uns nun bes
hr

�

ankten Bosefeldern in 1 + 1 Dimensionen zuwenden. Da� sol
he

Felder

�

uberhaupt existieren, ist na
h dem oben gesagten zun

�

a
hst einmal eine

�

Uberras
hung.

Es hat si
h jedo
h gezeigt, da� es zahlrei
he Beispiele f

�

ur bes
hr

�

ankte Bosefelder in 1 + 1

Dimensionen gibt [Bau97℄[Reh97℄. Als ein im folgenden wi
htiges Beispiel f

�

uhren wir jetzt ein

spezielles, von Bu
hholz vorges
hlagenes, bes
hr

�

anktes Bosefeld ein. Es seien daf

�

ur  

L

(x

+

)

und  

R

(x

�

) bes
hr

�

ankte reelle 
hirale Fermifelder, die von den Li
htkegelkoordinaten x

+

und

x

�

abh

�

angen. Dann sind  

L

und  

R

freie Felder, wie in [Bau97℄ gezeigt wurde. Nun de�niert

'(x

+

; x

�

) =  

L

(x

+

)
  

R

(x

�

)

ein bes
hr

�

anktes Bosefeld, das wir im folgenden als Bu
hholzfeld bezei
hnen wollen. F

�

ur fakto-

risierende Testfunktionen F (x

+

; x

�

) = f

L

(x

+

)
f

R

(x

�

) 2 S(R)
S(R) ist die Bes
hr

�

anktheit

von ' sofort einsi
htig, denn dann gilt

k'(F )k = k 

L

(f

L

)
  

R

(f

R

)k 6 k 

L

(f

L

)kk 

R

(f

R

)k

Die Re
hnung kann jedo
h auf alle F (x

+

; x

�

) 2 S(R

2

) ausgedehnt werden, wie in [Reh97℄

gezeigt wurde.
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3.2. Beispiele bes
hr

�

ankter Bosefelder

Bemerkung 3.4 Eine etwas allgemeinere Methode, bes
hr

�

ankte Bosefelder in 1 + 1 Dimen-

sionen zu konstruieren, ist, die Forderung na
h Realit

�

at der konstituierenden Fermifelder

fallenzulassen. In diesem Fall k

�

onnen dann  

L

und  

R

na
h Real- und Imagin

�

arteil zerlegt

werden, so da�

'(x

+

; x

�

) = ( 

<e;L

(x

+

) + i 

=m;L

(x

+

))
 ( 

<e;R

(x

�

) + i 

=m;R

(x

�

))

ist. Die Felder  

<e;L

,  

=m;L

,  

<e;R

und  

=m;R

sind selber wieder reell, so da� '(x

+

; x

�

)

als Summe von 4 bes
hr

�

ankten Feldern dargestellt werden kann und damit selber wieder

bes
hr

�

ankt ist. Wir gehen im Folgenden jedo
h weiterhin von reellen Fermifeldern aus.

Was sind aber die Kommutatorrelationen des Bu
hholzfeldes '? Eine kurze Re
hnung zeigt:

['(x

+

; x

�

); '(y

+

; y

�

)℄ =

1

2

[ 

L

(x

+

);  

L

(y

+

)℄
 f 

R

(x

�

);  

R

(y

�

)g+

f 

L

(x

+

);  

L

(y

+

)g 


1

2

[ 

R

(x

�

);  

R

(y

�

)℄

= 0 falls (x

�

� y

�

)(x

+

� y

+

) 6= 0

Das Bu
hholzfeld ' kommutiert also sowohl f

�

ur raumartige, als au
h f

�

ur zeitartige Abst

�

ande.

F

�

ur die Skalendimension des Bu
hholzfeldes ergibt si
h aus den Re
henregeln f

�

ur Tensorpro-

dukte d = 1.

Wir wollen jetzt die trunkierten Funktionen des Bu
hholzfeldes ' bere
hnen. Aufgrund der

Antikommutatorrelationen f

�

ur die Felder  

L;R

wissen wir bereits, da�

!( 

L;R

(f

L;R

)

m

) =

(

0 f

�

ur ungerades m

!( 

L;R

(f

L;R

) 

L;R

(f

L;R

))

m

2

f

�

ur gerades m

ist. Entspre
hendes gilt dann f

�

ur '(F ) =  (f

L

)
  (f

R

) mit F = f

L


 f

R

. In diesem Fall ist

V

2m

= V

m

2

. Damit erhalten wir f

�

ur das erzeugende Funktional [Bau97℄

!(e

i'(F )

) =

1

X

m=0

i

m

m!

!('(F )

m

)

=

1

X

k=0

(�1)

k

(2k)!

!('(F )'(F ))

k

= 
os(V

T

2

(F 
 F )

1

2

)

Daraus erhalten wir mit Hilfe der Clusterzerlegungseigens
haft 2.16 die Relation

1

X

m=1

i

m

m!

V

T

m

(F


m

) = log 
osV

2

(F 
 F )

1

2

Dur
h Reihenentwi
klung von log 
osx erhalten wir dur
h Verglei
h das folgende
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3.3. Baumannfelder

Lemma 3.5 [Bau97℄ Die trunkierten Funktionen des Bu
hholzfeldes ' bere
hnen si
h aus

seinen n-Punkt-Funktionen gem

�

a�

V

T

2n

(F


2n

) =

2

2n�1

(2

2n

� 1)

n

B

2n

V

2

(F 
 F )

n

;

Dabei sind B

2n

die Bernoulli-Zahlen in der Konvention von [RG63℄ (siehe Anhang A.3).

Bemerkung 3.6 Aus den Bu
hholzfeldern mit Skalendimension d = 1 lassen si
h nun auf

die folgende Weise weitere skalare, bes
hr

�

ankte Bosefelder mit beliebiger ungerader Skalendi-

mension generieren. De�nieren wir

'

(m)

:= �

m

' = �

m

 
 �

m

 

so ist '

(m)

(F ) = '(�

m

F ) no
h immer bes
hr

�

ankt, da die Ableitungen ledigli
h auf die Test-

funktionen abgew

�

alzt werden. Die Skalendimension der Fermifelder �

m

 lesen wir aus der

Fo
kdarstellung der 2-Punkt-Funktion ab. Da

W

2

(x

�

= x

2;�

� x

1;�

) =

(2m)!

2�

�

�i

x

�

� i�

�

2m+1

P

�

ist, folgt d = m +

1

2

. Na
h den Re
henregeln f

�

ur Tensorprodukte hat dann '

(m)

(F ) Skalen-

dimension d = 2m+ 1. F

�

ur die trunkierten n-Punkt-Funktionen der Bu
hholzfelder '

(m)

(F )

zur Skalendimension 2m+ 1 folgt

V

(m)T

2n

(F


2n

) = V

T

2n

((�

m

F )


2n

)

Bemerkung 3.7 Weitere bes
hr

�

ankte Bosefelder lassen si
h konstruieren, indem die Fermi-

felder in den Tensorprodukteintr

�

agen links und re
hts vers
hieden oft abgeleitet werden. Dann

hat

'

(m

L

;m

R

)

(F ) := �

m

L

 (f

L

)
 �

m

R

 (f

R

)

Skalendimensionen d

L

= m

L

+

1

2

und d

R

= m

R

+

1

2

. Diese Felder sind allerdings ni
ht mehr

skalar, da sie si
h unter Lorenztransformationen � gem

�

a�

U(�)'

(m

L

;m

R

)

(F )U(�)

�

= e

t(d

L

�d

R

)

'

(m

L

;m

R

)

(F

f�g

)

transformieren.

3.3 Baumannfelder

In der dieser Arbeit zugrunde liegenden Ver

�

o�entli
hung [Bau99℄ betra
htet Baumann die

Klasse bes
hr

�

ankter Bosefelder �, die dur
h die folgenden Annahmen 
harakterisiert ist:

A 1 � ist ein skalares neutrales Bosefeld in 1 + 1 Dimensionen.
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3.3. Baumannfelder

A 2 � kommutiert f

�

ur raumartige und zeitartige Abst

�

ande, d.h.

[�(x

+

; x

�

);�(y

+

; y

�

)℄ = 0 falls (x

+

� y

+

)(x

�

� y

�

) 6= 0:

A 3 � ist skalenkovariant.

A 4 � ist bes
hr

�

ankt, d.h. k�(F )k <1 f

�

ur alle F 2 S(R

2

).

Bemerkung 3.8 Kommutativit

�

at f

�

ur raumartige und zeitartige Abst

�

ande verlangt, da� die

Skalendimension d des Feldes � aus N

0

sein mu�.

Bemerkung 3.9 Eine andere Methode, bes
hr

�

ankte Bosefelder zu konstruieren, wurde von

Rehren in [Reh97℄ angegeben. Diese Felder kommutieren f

�

ur raumartige, jedo
h ni
ht f

�

ur

zeitartige Abst

�

ande und fallen daher ni
ht in die Klasse der Baumannfelder.

Die von Baumann betra
htete Klasse bes
hr

�

ankter Bosefelder soll hier eingehend untersu
ht

werden. Dabei spielt der folgende, von Baumann in [Bau99℄ bewiesene Satz eine zentrale

Rolle:

Satz 3.10 (Baumann) � erf

�

ulle die Voraussetzungen A1 - A4 und habe Skalendimension

d 2 N, d = 2m+1. Dann existiert eine Folge positiver Zahlen (


2n

)

n2N

, so da� die trunkierten

n-Punkt-Funktionen W

T

n

des Feldes � dur
h die Relationen

W

T

2n

(F

1

; : : : ; F

2n

) = 


2n

V

(m)T

2n

(F

1

; : : : ; F

2n

) und W

T

2n+1

� 0

mit den n-Punkt-Funktionen V

(m)T

n

des Bu
hholzfeldes '

(m)

= �

m

 

L


�

m

 

R

verkn

�

upft sind.

Bemerkung 3.11 Die in den Satz zus

�

atzli
h eingehende Voraussetzung ungerader Skalen-

dimension ist vor allem auf te
hnis
he S
hwierigkeiten im Beweis zur

�

u
kzuf

�

uhren. Baumann

gibt aber gute Argumente daf

�

ur an, da� bes
hr

�

ankte Bosefelder mit gerader Skalendimension

in 1 + 1 Dimensionen gar ni
ht existieren [Bau99℄.

Bemerkung 3.12 Der Satz von Baumann l

�

a�t si
h ohne weiteres auf ni
htskalare Felder

'

(m

L

;m

R

)

(F ) verallgemeinern, da im Beweis die links
hiralen und re
hts
hiralen Anteile der

Felder ni
ht vermis
ht werden.

Der Verglei
h des Satzes von Baumann mit Korollar 2.22 legt nun die Vermutung nahe, da�

es si
h bei den Baumannfeldern � um gewi
htete s-Produkte von Bu
hholzfeldern '

(m)

in der

Form

� = '

(m)

�

= �

1

'

(m)

s � � � s�

r

'

(m)

handelt. In diesem Fall folgt ja aus Korollar 2.22 und Lemma 3.5 gerade, da�

W

T

2n

=

 

r

X

i=1

�

2n

i

!

V

(m)T

2n

und W

T

2n+1

� 0

gilt. Wie si
h herausstellt, ist aber die Bildung endli
her s-Produkte im Allgemeinen ni
ht

ausrei
hend. Wir lassen also den Fall r ! 1 zu und de�nieren unendli
he gewi
htete s-

Produkte von Bu
hholzfeldern wie folgt:
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3.3. Baumannfelder

De�nition 3.13 Es sei (�

n

)

n2N

eine Folge positiver reeller Zahlen. Die Reihe

P

1

i=1

�

2n

i

kon-

vergiere f

�

ur alle n. Unter dem unendli
hen gewi
hteten s-Produkt

� = '

(m)

�

= �

1

'

(m)

s � � � s�

r

'

(m)

s � � �

verstehen wir dasjenige Feld �, dessen trunkierte Funktionen dur
h

W

T

2n

=

 

1

X

i=1

�

2n

i

!

V

(m)T

2n

gegeben sind.

Bemerkung 3.14 Ein unendli
hes gewi
htetes s-Produkt ist nur dann bes
hr

�

ankt, falls

P

1

i=1

�

i

<1.

Nun k

�

onnen wir das Ergebnis der Arbeit in der folgenden Form als Theorem formulieren:

Theorem 3.15 Jedes Feld �, da� A1-A4 erf

�

ullt und ungerade Skalendimension d = 2m+1

hat, l

�

a�t si
h als endli
hes oder unendli
hes gewi
htetes s-Produkt von Bu
hholzfeldern '

(m)

=

�

m

 

L


 �

m

 

R

s
hreiben.

Bemerkung 3.16 Um 3.15 zu beweisen, mu� gezeigt werden, da� die 


2n

von der Form




2n

=

r

X

i=1

�

2n

i

bzw. 


2n

=

1

X

i=1

�

2n

i

sind, denn dann folgt die Behauptung aus der

�

Ubereinstimmung der trunkierten Funktionen

von � und '

(m)

�

. Wir werden sehen, da� die Bedingung der Wightmanpositivit

�

at zusammen

mit der Bes
hr

�

anktheit des Feldes � genau diese Form der 


2n

mit

P

1

i=1

�

i

<1 erzwingt.

Notation 3.17 Wir werden im folgenden der Einfa
hheit halber nur den Fall m = 0, d = 1

betra
hten. Dies bedeutet aber keinerlei Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit, denn die explizite

Form der 2-Punkt-Funktionen geht in den Beweis von 3.15 ni
ht ein.
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Kapitel 4

Wightmanpositivit

�

at der

Baumannfelder

Wir werden nun damit beginnen, Theorem 3.15 zu beweisen. Daf

�

ur ist die Wightmanposi-

tivit

�

at der Baumannfelder von zentraler Bedeutung. Wie sofort ersi
htli
h ist, k

�

onnen die




2n

n

�

amli
h ni
ht beliebig gew

�

ahlt werden, da das resultierende Feld � die Wightmanpositi-

vit

�

at verletzten w

�

urde. F

�

ur F 2 S(R

2

) mit

�

F = F sollte z.B. das S
hwankungsquadrat eines

Baumannfeldes

!(�(F )

4

)� !(�(F )

2

)

2

= W

T

4

(F; F; F; F ) + 3W

T

2

(F; F )W

T

2

(F; F )�W

T

2

(F; F )W

T

2

(F; F )

= 


4

V

T

4

(F; F; F; F ) + 2


2

2

V

T

2

(F; F )V

T

2

(F; F )

= 


4

V

4

(F; F; F; F ) � 3


4

V

2

(F; F )V

2

(F; F ) + 2


2

2

V

2

(F; F )V

2

(F; F )

= 


4

V

2

(F; F )V(F; F ) � 3


4

V

2

(F; F )V

2

(F; F ) + 2


2

2

V

2

(F; F )V

2

(F; F )

= 2(


2

2

� 


4

)V

2

(F; F )V

2

(F; F ) > 0

sein, und damit mu� 


2

2

� 


4

> 0 gelten. Wir wollen jetzt ein System von Unglei
hungen an

die 


2n

herleiten, um sie dann sp

�

ater in der Form 


2n

=

P

1

i=1

�

2n

i

festzulegen.

4.1 Wightmanpositivit

�

at

Um eine ausrei
hende Menge von Unglei
hungen zu erhalten rei
ht es ni
ht aus, die Wight-

manpositivit

�

at f

�

ur jeweils nur eine Testfunktion auszuwerten. Erste Versu
he mit den daraus

resultierenden Bedingungen haben gezeigt, da� dieser Satz von Unglei
hungen ni
ht alle Re-

lationen impliziert, die f

�

ur s-Produkte gelten sollten. Um unseren hinrei
hend gro�en Satz

von Unglei
hungen zu etablieren, m

�

ussen wir zun

�

a
hst einige De�nitionen vereinbaren:

De�nition 4.1 Es seien F

1

; : : : ; F

k

Testfunktionen aus S(R

2

), k 2 N. Unter dem maximalen

Kommutator K der Funktionen F

1

; : : : ; F

k

mit L

�

ange k verstehen wir den Ausdru
k

K = [[: : : [F

1

; F

2

℄; : : : ℄; F

k

℄ und damit

�

K = [

�

F

k

; [: : : [

�

F

2

;

�

F

1

℄℄ : : : ℄
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4.2. Lemmata

�

uber Kommutatoren

Dabei sind die Produkte der Funktionen als Produkte in der Bor
hersalgebra aufzufassen, d.h.

[F

1

; F

2

℄ = F

1


F

2

�F

2


F

1

(siehe z.B. [Bor62℄). F

�

ur andere Klammerungen gilt ebenfalls das

in diesem Zusammenhang wi
htige Lemma 4.3, do
h wollen wir uns hier auf diese spezielle

Klammerung bes
hr

�

anken.

Entspre
hend s
hreiben wir

�(K) = [[� � � [�(F

1

);�(F

2

)℄; : : : ℄;�(F

k

)℄ und �(K)

�

= �(

�

K):

Um jetzt die Wightmanpositivit

�

at des Feldes � so weit wie m

�

ogli
h auszunutzen, betra
hten

wir Polynome P (�), die wir wie folgt de�nieren wollen:

De�nition 4.2 Es seienK

(n)

i

maximale Kommutatoren von k

(n)

i

Testfunktionen, n = 1; : : : ; N

und i = 1; : : : ; l. Dann de�nieren wir das Polynom P (�) vom Grad l als

P (�) =

N

X

n=1

P

(n)

(�) �

N

X

n=1

a

n

�(K

(n)

1

) � � ��(K

(n)

l

)

mit beliebigen KoeÆzienten a

n

.

Hier haben wir in jedem Summanden dieselbe Anzahl l von Produkten von Feldoperatoren

�(K) gew

�

ahlt, da wir allgemeinere Bedingungen mit l = l(n) ni
ht auswerten k

�

onnen und

au
h ni
ht ben

�

otigen werden. Nun ist na
h Lemma 2.9 der Ausdru
k

!(P (�)

�

P (�)) > 0 f

�

ur jede Wahl der a

n

: (4.1)

Glei
hung (4.1) ist aber

�

aquivalent zur positiven De�nitheit der symmetris
hen Bilinearform

M mit

M =

0

B

B

B

�

!(P

(1)�

P

(1)

) !(P

(1)�

P

(2)

) � � � !(P

(1)�

P

(N)

)

!(P

(2)�

P

(1)

) !(P

(2)�

P

(2)

) � � � !(P

(2)�

P

(N)

)

.

.

.

.

.

.

!(P

(N)�

P

(1)

) !(P

(N)�

P

(2)

) � � � !(P

(N)�

P

(N)

)

1

C

C

C

A

(4.2)

Was sind die Matrixelemente von M? Um diese Frage beantworten zu k

�

onnen m

�

ussen wir

zun

�

a
hst einige Lemmata

�

uber maximale Kommutatoren beweisen.

4.2 Lemmata

�

uber Kommutatoren

Es wird unsere Strategie sein, die Matrixelemente !(P

(m)�

P

(n)

) na
h trunkierten Funktionen

zu entwi
keln. Was l

�

a�t si
h also

�

uber das Verhalten von maximalen Kommutatoren bei einer

sol
hen Entwi
klung sagen?
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4.2. Lemmata

�

uber Kommutatoren

Lemma 4.3 Bei der Entwi
klung von N-Punkt-Funktionen na
h trunkierten kompensieren

si
h alle Terme, bei denen Funktionen aus maximalen Kommutatoren in vers
hiedenen trun-

kierten Funktionen auftreten, d.h.

W

N

(K

1

; : : : ;K

l

) =

X

(X

s

)

Y

s

W

T

k

(s)

(K

i

(s)

1

; : : : ;K

i

(s)

jX

s

j

) i

(s)

1

< : : : < i

(s)

jX

s

j

2 X

s

mit k

(s)

=

P

i

(s)

j

2X

s

k

i

(s)

j

.

Mit anderen Worten: Wir k

�

onnen bei der Entwi
klung von W

N

(K

1

; : : : ;K

l

) so vorgehen, als

wenn die K

i

selber einfa
he Funktionen w

�

aren.

Beweis: Es gen

�

ugt, die Behauptung f

�

ur einen maximalen Kommutator K beliebiger L

�

ange zu

zeigen. Die Behauptung folgt dann dur
h wiederholte Anwendung des Arguments. Wir f

�

uhren

den Beweis mit vollst

�

andiger Induktion na
h der L

�

ange der maximalen Kommutatoren.

� Induktionsannahme: Es seien K

1

;K

2

maximale Kommutatoren der L

�

ange N

1

; N

2

. Es

sei K = [K

1

;K

2

℄ der maximale Kommutator der L

�

ange M = N

1

+ N

2

. Dann tragen in

der Entwi
klung von W(K) nur Terme bei, in denen K vollst

�

andig in einer trunkierten

Funktion auftau
ht.

� Induktionsanfang: Es sei K

1

= F und K

2

= G mit F;G 2 S(R

2

) und somit M = 2.

Dann folgt

W(K) =W([F;G℄) =W(F;G) �W(G;F )

Entwi
keln wir diese Terme jetzt na
h trunkierten erhalten wir

W(K) = W

T

(F;G) +W

T

(F )W

T

(G)�W

T

(G;F )�W

T

(G)W

T

(F )

= W

T

([F;G℄) =W

T

(K)

� Induktionss
hritt: Sei also die Annahme f

�

ur K mit der L

�

ange M bewiesen. F

�

ur K

s

mit

L

�

ange M + 1 gilt K

s

= [K

s

1

;K

s

2

℄. Dabei sind die L

�

angen von K

s

1

und K

s

2

kleiner M .

Dann folgt

W(K

s

) =W([K

s

1

;K

s

2

℄) =W(K

s

1

;K

s

2

)�W(K

s

2

;K

s

1

)

Na
h der Entwi
klung na
h trunkierten erhalten wir na
h der Induktionsannahme

W(K

s

) = W

T

(K

s

1

;K

s

2

) +W

T

(K

s

1

)W

T

(K

s

2

)�W

T

(K

s

2

;K

s

1

)�W

T

(K

s

2

)W

T

(K

s

1

)

= W

T

(K

s

)

q.e.d.

Bemerkung 4.4 Aus Lemma 4.3 folgt nat

�

urli
h, da� au
h bei der Entwi
klung von W

T

N

na
h W

n

die maximalen Kommutatoren erhalten bleiben. Daf

�

ur mu� die Formel ledigli
h

na
h W

T

N

aufgel

�

ost werden. Diese Entwi
klung von W

T

N

na
h W

n

werden wir in Zukunft als

R

�

u
kentwi
klung bezei
hnen. Wir werden im Zusammenhang mit den Partitionspolynomen

darauf zur

�

u
kkommen.
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4.2. Lemmata

�

uber Kommutatoren

Wir wollen uns nun maximalen Kommutatoren von Bu
hholzfeldern zuwenden. Um f

�

ur diese

weitere Lemmata zu beweisen, m

�

ussen wir eine spezielle Wahl f

�

ur die Funktionen in den ma-

ximalen Kommutatoren tre�en. Auf der einen Seite ma
hen wir Annahmen

�

uber den Tr

�

ager

einer Funktion

~

f

0

, um f

�

ur den Operator  (f

0

), der nur Erzeugeranteile enthalten soll, das

Pauli-Prinzip ausnutzen zu k

�

onnen (Lemma 3.2). Weiter m

�

ussen wir Annahmen

�

uber die

Tr

�

ager weiterer Funktionen

~

f

i

ma
hen, um die spektralen Tr

�

ager von Vektoren  (f

i

)
 zu

kennen. Diese Eigens
haften werden wir im Beweis von Lemma 4.7 ben

�

otigen. Auf der an-

deren Seite ben

�

otigen wir no
h Annahmen

�

uber die Vertaus
hungsrelationen der Operatoren

 (f

0

) und  (f

i

), um die Form von maximalen Kommutatoren von Bu
hholzfeldern in diesem

Spezialfall explizit angeben zu k

�

onnen. Wir w

�

ahlen also die Funktionen f

0

und f

i

2 S(R) f

�

ur

i = 1; : : : ; l wie folgt:

Annahme 1 Es sei f

0

eine komplexe Testfunktion mit supp

~

f

0

� R

+

Annahme 2 Es seien f

i

reelle Testfunktionen mit supp

~

f

i

\ supp

~

f

j

= ; f

�

ur alle i 6= j

Annahme 3 Es sei f (f

0

);  (f

i

)g = 0

Funktionen, die unsere Annahmen erf

�

ullen, existieren. Wir k

�

onnen z.B. Funktionen w

�

ahlen,

f

�

ur die supp(

~

f

0

) = (0; 1) und supp(

~

f

i

) = (i; i + 1) [ (�i;�i� 1) ist. Dann erhalten wir

0 =

Z

dk

~

f

0

(k)

~

f

j

(k) =

Z

dk

~

f

0

(k)

~

f

j

(�k) =

1

2�

Z

dk

Z

dx

0

f

0

(x

0

)e

ikx

0

Z

dx

j

f

j

(x

j

)e

�ikx

j

=

Z

dx

0

f

0

(x

0

)

Z

dx

j

f

j

(x

j

)Æ(x

0

� x

j

) =

Z

dxf

0

(x)f

j

(x)

und damit ist Annahme 3 erf

�

ullt (hier ist oBdA d =

1

2

). Au�erdem w

�

ahlen wir no
h eine

Normierung der Testfunktionen derart, da� f (f

i

);  (f

i

)g = f (

�

f

0

);  (f

0

)g = 1l ist. Dann

haben wir wegen Annahme 1  (

�

f

0

) (f

0

)
 = 
 und  (f

0

)

2

= 0. Unsere speziellen maximalen

Kommutatoren von Bu
hholzfeldern de�nieren wir nun wie folgt:

De�nition 4.5 Unter einem speziellen maximalen Kommutator K

i

der L

�

ange k

i

verstehen

wir

K

i

= [[: : : [f

0

� f

i

; f

i

� f

i

℄; : : : ; f

i

� f

i

℄℄

| {z }

k

i

�1 Kommutatoren

Dabei verstehen wir unter dem Produkt f � g die Funktion (f � g)(t; x) = f(t� x)g(t + x).

Einen Kommutator K

i

nennen wir von geradem Typ, falls k gerade ist. Sonst nennen wir ihn

von ungeradem Typ. Wir k

�

onnen nun die Form der speziellen maximalen Kommutatoren von

Bu
hholzfeldern explizit angeben:

Lemma 4.6 F

�

ur spezielle maximale Kommutatoren von Bu
hholzfeldern gilt mit unserer

Wahl der Funktionen f

0

und f

i

:

'(K

i

) =

(

 (f

0

) (f

i

)
 1l falls k

i

gerade

 (f

0

)
  (f

i

) falls k

i

ungerade

30



4.2. Lemmata

�

uber Kommutatoren

Beweis: Die Aussage des Lemmas h

�

angt nur von der L

�

ange k

i

der Kommutatoren ab. Es ist

k

i

= 1 : '(K

i

) =  (f

0

)
  (f

i

)

k

i

= 2 : '(K

i

) = [ (f

0

)
  (f

i

);  (f

i

)
  (f

i

)℄

=  (f

0

) (f

i

)
  (f

i

) (f

i

)�  (f

i

) (f

0

)
  (f

i

) (f

i

)

=  (f

0

) (f

i

)
  (f

i

) (f

i

) +  (f

0

) (f

i

)
  (f

i

) (f

i

)

=  (f

0

) (f

i

)
 f (f

i

);  (f

i

)g

=  (f

0

) (f

i

)
 1l

k

i

= 3 : '(K

i

) = [ (f

0

) (f

i

)
 1l;  (f

i

)
  (f

i

)℄

=  (f

0

) (f

i

) (f

i

)
  (f

i

)�  (f

i

) (f

0

) (f

i

)
  (f

i

)

=  (f

0

) (f

i

) (f

i

)
  (f

i

) +  (f

0

) (f

i

) (f

i

)
  (f

i

)

=  (f

0

)f (f

i

);  (f

i

)g 
  (f

i

)

=  (f

0

)
  (f

i

)

Also sind '(K

i

) f

�

ur k

i

= 1 und k

i

= 3 glei
h, und das Verfahren kann iteriert werden. q.e.d.

Wie bereits erw

�

ahnt, wollen wir nun die Wahl der Tr

�

ager der Funktionen

~

f

0

und

~

f

i

ausnut-

zen, um Aussagen

�

uber die spektralen Tr

�

ager der in einer n-Punkt-Funktion vorkommenden

Vektoren zu ma
hen. Am Ende werden uns dann diese Tr

�

agereigens
haften garantieren, da�

nur sehr wenige, lei
ht zu kontrollierende Terme bei der Entwi
klung von V

T

k

na
h V

k

�

ubrig

bleiben:

Lemma 4.7 F

�

ur A;B � f1; : : : ; lg, A [ B 6= ;, ist mit unserer Wahl der Testfunktionen f

0

und f

i

nur dann

V

n

(

�

K

i

jAj

; : : : ;

�

K

i

1

;K

j

1

; : : : ;K

j

jBj

) 6= 0 fi

1

; : : : ; i

jAj

g = A

fj

1

; : : : ; j

jBj

g = B

falls A = B und jAj = 1.

Beweis: Wir werden im Beweis von Lemma 2.8 Gebrau
h ma
hen, das besagt, da� V(	)

vers
hwindet, falls 0 =2 Sp(	). Au�erdem m

�

ussen wir diejenigen F

�

alle unters
heiden, in denen

die beteiligten Kommutatoren entweder von geradem oder ungeradem Typ sind.

� Falls jAj > 1, so ist die Anregung  (

�

f

0

) in V

n

mindestens zweimal vorhanden. Da aber

 (

�

f

0

) mit den  (f

i

) antikommutiert, haben wir an einer Stelle in

�(

�

K

i

jAj

) � � ��(

�

K

i

1

)�(K

j

1

) � � ��(K

i

jBj

)


einen Term  (

�

f

0

)

2

, und dieser vers
hwindet na
h Lemma 3.2. Damit vers
hwindet der

ganze Vektor. Dasselbe gilt f

�

ur jBj > 1 und  (f

0

).

� Falls A = ; und jBj = 1, so ist

V(K

j

) =

(

!( (f

0

))!( (f

j

))

!( (f

0

) (f

j

))!(1l)

= 0
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da die 1-Punkt-Funktionen freier Fermifelder vers
hwinden.

�

Ahnli
h f

�

ur B = ; und

jAj = 1. Wir m

�

ussen also nur no
h die Vektoren �(

�

K

i

)�(K

j

)
 f

�

ur die F

�

alle i = j und

i 6= j betra
hten.

� Sei zun

�

a
hst i 6= j. Falls K

i

und K

j

ni
ht vom selben Typ sind, so ist

V(

�

K

i

;K

j

) =

(

!( (

�

f

0

) (f

i

) (f

0

))!( (f

j

))

!( (

�

f

0

) (f

j

) (f

0

))!( (f

i

))

=

(

!(

�

 (f

i

))!( (f

j

))

!( (f

j

))!( (f

i

))

= 0

Falls K

i

und K

j

vom selben Typ sind, so erhalten wir

Sp(�(

�

K

i

)�(K

j

)
) =

(

Sp( (

�

f

0

) (f

i

) (f

0

) (f

j

)

 
)

Sp( (

�

f

0

) (f

o

)

  (f

i

) (f

j

)
)

=

(

Sp( (f

i

) (f

j

)

 
)

Sp(

  (f

i

) (f

j

)
)

�

(

(supp

~

f

i

+ supp

~

f

j

)� f0g

f0g � (supp

~

f

i

+ supp

~

f

j

)

Aber in keinem dieser spektralen Tr

�

ager ist die Null enthalten. Daher ist V(

�

K

i

;K

j

) = 0

� F

�

ur den Fall i = j erhalten wir allerdings

V(

�

K

i

;K

i

) =

(

!( (

�

f

0

) (f

i

) (f

0

) (f

i

))!(1l)

!( (

�

f

0

) (f

o

))!( (f

i

) (f

i

))

=

(

!( (f

i

) (f

i

))!(1l)

!(1l)!( (f

i

) (f

i

))

=

1

2

q.e.d.

4.3 Partitionspolynome und erste Positivit

�

atseigens
haften

Bevor wir uns nun wieder den Matrixelementen vonM aus Glei
hung (4.2) zuwenden, m

�

ussen

wir no
h ein weiteres Hilfsmittel einf

�

uhren. Am S
hlu� dieses Teilabs
hnitts werden wir dann

s
hon erste Unglei
hungen f

�

ur unsere 


2k

aus der Wightmanpositivit

�

at ableiten k

�

onnen. Die

Aussagen dieses Abs
hnittes sind von der speziellen Wahl der Funktionen f

0

und f

i

un-

abh

�

angig. Wir betra
hten den Ausdru
k

W

2N

(F

1

; : : : ; F

2N

)

mit Testfunktionenen F

1

; : : : ; F

2N

2 S(R

2

). Wie bereits erw

�

ahnt ist unsere Strategie, diesen

Ausdru
k na
h trunkierten zu entwi
keln und die Relation W

T

2k

= 


2k

V

T

2k

aus dem Satz von

Baumann auszunutzen. Wir erhalten

W

2N

(F

1

; : : : ; F

2N

) =

X

(X

s

)

Y

s

W

T

jX

s

j

(F

i

(s)

1

; : : : ; F

i

(s)

jX

s

j

)

=

X

(X

s

)

Y

s




jX

s

j

V

T

jX

s

j

(F

i

(s)

1

; : : : ; F

i

(s)

jX

s

j

)

wobei die Summe si
h

�

uber alle Partitionen der Menge f1; : : : ; 2Ng erstre
kt. Nun wollen wir

diesen Ausdru
k zur

�

u
kentwi
keln. Daf

�

ur de�nieren wir das folgende:
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De�nition 4.8 Es sei (X

s

) = fX

1

; : : : ;X

r

g eine Partition der Menge f1; : : : ; 2Ng. Der bei

der R

�

u
kentwi
klung von

X

(X

s

)

Y

s




jX

s

j

V

T

jX

s

j

(F

i

(s)

1

; : : : ; F

i

(s)

jX

s

j

) =

X

(X

s

)




jX

1

j;::: ;jX

r

j

Y

s

V

jX

s

j

(F

i

(s)

1

; : : : ; F

i

(s)

jX

s

j

)

auftretende KoÆzient 


jX

1

j;::: ;jX

r

j

von

Y

s

V

jX

s

j

(F

i

(s)

1

; : : : ; F

i

(s)

jX

s

j

)

ist ein Polynom in den KoeÆzienten 


2k

und wird als Partitionspolynom bezei
hnent. Insbe-

sondere ist 


2N

der KoeÆzient von V

2N

(F

1

; : : : ; F

2N

). Die KoeÆzienten 


2k

werden wir daher

als elementare Partitionspolynome bezei
hnen.

Bemerkung 4.9 Diese De�nition ist konsistent in dem Sinne, da� die Partitionspolynome

ni
ht von den Funktionen F

i

abh

�

angen. Denn sie bere
hnen si
h gem

�

a� einer festen Kombi-

natorik aus den elementaren Partitionspolynomen, die selber wieder nur von jX

i

j abh

�

angen.

Bemerkung 4.10 Per De�nition sind die Partitionspolynome symmetris
h in ihren Indizes,

da eine Vertaus
hung der Indizes einer Vertaus
hung der Teilmengen in derselben Partition

der Menge f1; : : : ; 2Ng entspri
ht. Dies aber ver

�

andert die Partition ni
ht.

Nun k

�

onnen wir weiter umformen und erhalten

W

2N

(F

1

; : : : ; F

2N

) =

X

(X

s

)




jX

1

j;::: ;jX

r

j

Y

s

V

jX

s

j

(F

i

(s)

1

; : : : ; F

i

(s)

jX

s

j

) (4.3)

Diese De�nition der Partitionspolynome wollen wir auf Ausdr

�

u
ke der Form

W

2N

(K

1

; : : : ;K

l

) =

X

(X

s

)

Y

s

W

T

k

(s)

(K

i

(s)

1

; : : : ;K

i

(s)

jX

s

j

) (4.4)

=

X

(X

s

)

Y

s




k

(s)

V

T

k

(s)

(K

i

(s)

1

; : : : ;K

i

(s)

jX

s

j

) (4.5)

=

X

(X

s

)


(X

s

)

Y

s

V

k

(s)

(K

i

(s)

1

; : : : ;K

i

(s)

jX

s

j

) (4.6)

verallgemeinern, wobei zu bea
hten ist, da� si
h die Summation in diesem Fall wegen Lemma

4.3 nur

�

uber die Partitionen der Menge f1; : : : ; lg erstre
kt und k

(s)

=

P

i

(s)

j

2X

s

k

i

(s)

j

die

Anzahl der Funktionen, die zu X

s

geh

�

oren, ist. Erhalten wir aber bei der R

�

u
kentwi
klung

denno
h dieselben Partitionspolynome? Dar

�

uber gibt das folgende Lemma Auskunft:

Lemma 4.11 Es seien K

1

; : : : ;K

l

maximale Kommutatoren. Es sei (X

s

) = fX

1

; : : : ;X

r

g

eine Partition der Menge f1; : : : ; lg. Das zu (X

s

) geh

�

orende Partitionspolynom ist


(X

s

) = 


kX

1

k;::: ;kX

r

k

wobei kX

s

k =

X

i

(s)

j

2X

s

k

i

(s)

j

Das hei�t, da� die Partitionspolynome nur von den L

�

angen der entspre
henden Teilmengen

abh

�

angen.
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Beweis: F

�

ur den Beweis passen wir die Notation wie folgt an: Es sei N = fK

1

; : : : ;K

l

g eine

Menge maximaler Kommutatoren. Es seien P;Q und R Mengen von disjunkten Teilmengen

n � N . Es bezei
hnen jP j die Anzahl der Teilmengen in P und kPk die Gesamtl

�

ange aller

Kommutatoren in allen n 2 P .

S

(P ) bezei
hne die Vereinigung

S

n2P

n. Ebenso f

�

ur Q und

R. In unserer Notation ist dann

W(N) :=W

kNk

(K

1

; : : : ;K

l

) =

X

P :

S

(P )=N

Y

n2P

W

T

(n) (4.7)

Na
h Korollar 2.18 ist die Umkehrung dieser Formel

W

T

(N) =

X

P :

S

(P )=N

t(jP j)

Y

n2P

W(n) (4.8)

mit t(p) = (�1)

p�1

(p � 1)!. Die R

�

u
kentwi
klung von (4.7) s
hreiben wir unter Ausnutzung

von W

T

k

= 


k

V

T

k

als

W(N) =

X

P :

S

(P )=N


(P )

Y

n2P

V(n) (4.9)

Dabei sind die 
(P ) zu bestimmende Funktionen, und es wird unser Ziel sein, zu zeigen, da�


(P ) mit 


kn

1

k;::: ;kn

p

k

�

ubereinstimmt. Daf

�

ur nehmen wir zu N einen weiteren ausgezei
hneten

Kommutator K

0

hinzu, so da� N

0

= fK

o

g [N ist. Dann erhalten wir, indem wir denjenigen

Term, der K

0

enth

�

alt, aus W(N

0

) ausklammern

W(N

0

) =

X

P :

S

(P )=N

0

Y

n2P

W

T

(n) =

X

M�N

W

T

(N

0

nM)

X

P :

S

(P )=M

Y

n2P

W

T

(n)

=

X

M�N

W

T

(N

0

nM)W(M)

Hier setzen wir nun (4.7), (4.8) und (4.9) ein und erhalten mit W

T

k

= 


k

V

T

k

W(N

0

) =

X

M�N




kN

0

nMk

0

�

X

P

0

:

S

(P

0

)=N

0

nM

t(p

0

)

Y

n2P

0

V(n)

1

A

0

�

X

Q:

S

(Q)=M


(Q)

Y

m2Q

V(m)

1

A

Hierbei ist P

0

ni
ht leer, da es genau ein Element n

0

enth

�

alt, das wiederum K

0

enth

�

alt. Sei

also P

0

= fn

0

g [ P . Dann sortieren wir die Summe so um, da� wir den Term, der n

0

und

damit K

0

enth

�

alt, ausklammern. Wir erhalten

W(N

0

) =

X

n

0

�N

0

0

B

B

�

X

P;Q

S

(P[Q)=N

0

nn

0




kn

0

k+kPk

� t(jP j+ 1)
(Q)

1

C

C

A

V(n

0

)

Y

n2P

V(n)

Y

m2Q

V(m)

Nun s
hreiben wir der

�

Ubersi
htli
hkeit halber R f

�

ur die jeweilige Partition P [ Q, so da�

S

(R) = N

0

nn

0

ist. Wir k

�

onnen dann dur
h Verglei
h mit (4.9) eine Rekursionsformel f

�

ur 


ablesen:


(fn

0

g [R) =

X

Q�R




kn

0

k+kRnQk

� t(jRnQj+ 1)
(Q) (4.10)
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Mit Hilfe dieser Rekursionsformel bere
hnen wir nun das Folgende: Es sei R

0

= fn

0

g [ R =

fn

0

; n

1

; : : : ; n

r

g. F

�

ur i = 1; : : : ; r de�nieren wir

R

0i

= fn

1

; : : : ; n

0

[ n

i

; : : : ; n

r

g = fn

0

[ n

i

g [R mit R

i

= Rnfn

i

g:

Damit bere
hnen wir

X

i


(R

0i

) = 
(fn

0

[ n

i

g [R

i

)

(4:10)

=

X

i

X

Q

i

�R

i




kn

0

[n

i

k+kR

i

nQ

i

k

� t(jR

i

nQ

i

j+ 1)
(Q

i

)

=

X

Q�R

0

�

X

i:n

i

=2Q




kn

0

k+kn

i

k+kR

i

nQk

� t(jR

i

nQj+ 1)

1

A


(Q)

=

X

Q�R

0

�

X

i:n

i

=2Q




kn

0

k+kRnQk

� t(jRnQj)

1

A


(Q)

=

X

Q�R




kn

0

k+kRnQk

jRnQj � t(jRnQj)
(Q)

Addieren wir dies nun zu (4.10), so tr

�

agt wegen t(p + 1) + pt(p) = Æ

p;0

nur der Term mit

RnQ = ; bei, so da� wir


(fn

0

g [R) +

X

i


(fn

0

[ n

i

g [R

i

) = 


kn

0

k


(R) (4.11)

erhalten. Hieraus folgt rekursiv, da� 
(P ) nur von den L

�

angen der Elemente von P abh

�

angt,

da die linke Seite immer eine um ein Element l

�

angere Teilmenge ergibt. Da insbesondere in

dem Fall, in dem alle Kommutatoren die L

�

ange 1 haben, die 
(P ) mit den in 4.8 de�nierten

Partitionspolynomen

�

ubereinstimmen, erhalten wir


(P ) = 


kn

1

k;::: ;kn

p

k

f

�

ur P = fn

1

; : : : ; n

p

g:

q.e.d.

Glei
hung (4.11) liefert uns sogar no
h mehr: Wir k

�

onnen n

�

amli
h nun eine rekursive Ent-

wi
klung der Partitionspolynome na
h den elementaren Partitionspolynomen angeben:

Lemma 4.12 (Reduktionsformel) F

�

ur die Entwi
klung der Partitionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

r

na
h den elementaren Partitionspolynomen 


2k

gilt die folgende Reduktionsformel:




2k

1

;::: ;2k

r

;2k

= 


2k

1

;::: ;2k

r




2k

�

r

X

i=1




2k

1

;::: ;2(k

i

+k);::: ;2k

r

Beweis: Zum Beweis bedarf es ledigli
h der Wiedereinf

�

uhrung der alten Notation in (4.11).

Es sei kn

i

k = 2k

i

die Anzahl der Funktionenen in K

i

. Mit P = fn

1

; : : : ; n

p

g und n

i

= fK

i

g,

i = 0; 1; : : : ; p folgt aus (4.11)




kn

0

k




kn

1

k;::: ;kn

p

k

= 


kn

0

k;kn

1

k;::: ;kn

p

k

+

p

X

i=1




kn

1

k;::: ;kn

i

k+kn

0

k;::: ;kn

p

k
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4.3. Partitionspolynome und erste Positivit

�

atseigens
haften

q.e.d.

Also liefert uns die R

�

u
kentwi
klung von (4.5) analog zu (4.3) das folgende

Korollar 4.13 F

�

ur die Entwi
klung von 2N -Punkt-Funktionen maximaler Kommutatoren

gilt

W

2N

(K

1

; : : : ;K

l

) =

X

(X

s

)




k

(1)

;::: ;k

(r)

Y

s

V

k

(s)

(K

i

(s)

1

; : : : ;K

i

(s)

jX

1

j

)

mit k

(s)

=

P

i

(s)

j

2X

s

k

i

(s)

j

.

An dieser Stelle wollen wir no
h einen allgemeinen Ausdru
k f

�

ur das erzeugende Funktional des

Baumannfeldes mit Hilfe von Partitionspolynomen angeben, den wir in Kapitel 6 ben

�

otigen

werden.

Lemma 4.14 F

�

ur Baumannfelder � gilt f

�

ur F 2 S(R

2

)

!(e

t�(F )

) =

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;:::2k

r

V

2k

1

� � � V

2k

r

mit V

2k

= !('(F )

2

)

k

Beweis: F

�

ur das erzeugende Funktional haben wir

!(e

t�(F )

) =

1

X

k=0

t

2k

(2k)!

W

2k

=

1

X

k=0

t

2k

(2k)!

X

(X

s

)




jX

1

j;::: ;jX

r

j

V

jX

1

j

� � � V

jX

r

j

Nun summieren wir die Reihe wie in Bemerkung 2.15 um. Da sowohl die Partitionspolynome,

als au
h das Produkt V

jX

1

j

� � � V

jX

r

j

symmetris
h unter Vertaus
hung der jX

i

j sind k

�

onnen wir

das Ergebnis aus 2.15

�

ubernehmen und erhalten mit jX

i

j = 2k

i

!(e

t�(F )

) =

1

X

k=0

t

2k

(2k)!

X

k

1

+���+k

r

=k

1

r!

(2k)!

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;::: ;2k

r

V

2k

1

� � � V

2k

r

=

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;:::2k

r

V

2k

1

� � � V

2k

r

q.e.d.

Wir wollen nun Korollar 4.13 auf den Ausdru
k

W

2N

(

�

K

l

; : : : ;

�

K

1

;K

1

; : : : ;K

l

) > 0

mit speziellen maximalen Kommutatoren wie in Abs
hnitt 4.2 anwenden. Na
h Lemma 4.7

tr

�

agt dann bei der R

�

u
kentwi
klung von

X

(X

s

)

Y

s




k

(s)

V

T

k

(s)

(

�

K

i

(s)

jX

s

j

; : : : ;

�

K

i

(s)

1

;K

i

(s)

1

; : : :K

i

(s)

jX

s

j

)
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4.4. Die Determinantenbedingung

nur derjenige Term bei, bei dem jeweils Paare maximaler Kommutatoren als Argumente der

V

k

auftreten. Wir erhalten also




2k

1

;::: ;2k

l

V

2k

1

(

�

K

1

;K

1

) � � � V

2k

l

(

�

K

l

;K

l

) > 0

Da diese Produkte von n-Punkt-Funktionen von Bu
hholzfeldern aber selber positiv sind,

k

�

onnen wir als erstes Ergebnis den folgenden Satz formulieren:

Satz 4.15 F

�

ur jedes Baumannfeld sind alle Partitionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

l

f

�

ur alle k

1

; : : : ; k

l

2

N positiv.

4.4 Die Determinantenbedingung

Wenden wir uns nun wieder unserem eigentli
hen Ziel, der Auswertung der Matrixelemente

!(P

(m)�

P

(n)

), zu. Die Kommutatoren K

(n)

i

haben die L

�

ange k

(n)

i

. Wir w

�

ahlen die k

(n)

i

so, da�

k

(n)

i

+ k

(m)

i

stets gerade ist, das hei�t, da� f

�

ur alle i die K

(n)

i

, n = 1; : : : ; N , vom selben Typ

sind. Damit bere
hnen wir

!(P

(m)�

P

(n)

) = !(�(

�

K

(m)

l

) � � ��(

�

K

(n)

1

)�(K

(m)

1

) � � ��(K

(n)

l

))

= W

N

(

�

K

(m)

l

� � �

�

K

(m)

1

K

(n)

1

� � � K

(n)

l

)

wobei N =

P

l

i=1

(k

(m)

i

+ k

(n)

i

) ist. Mit Korollar 4.13 und Lemma 4.7 erhalten wir nun

!(P

(m)�

P

(n)

) = 


k

(m)

1

+k

(n)

1

;::: ;k

(m)

l

+k

(n)

l

V

k

(m)

1

+k

(n)

1

(

�

K

(m)

1

;K

(n)

1

) � � � V

k

(m)

l

+k

(n)

l

(

�

K

(m)

l

;K

(n)

l

)

Damit haben wir die allgemeine Form der Matrixelemente der symmetris
hen Bilinearform

(4.2) bestimmt. Wir k

�

onnen aber no
h weiter vereinfa
hen, denn na
h Lemma 4.6 wissen wir,

da�

'(K

(a)

i

) = '(K

(b)

i

) 8a; b:

ist. Das aber hei�t, da� alle Produkte von n-Punkt-Funktionen V(

�

K

(m)

1

K

(n)

1

) � � � V(

�

K

(m)

l

K

(n)

l

)

glei
h 2

�l

sind (siehe den Beweis von Lemma 4.7). Klammern wir diesen Faktor aus M aus,

so erhalten wir die Matrix

0

B

B

B

B

B

�




2k

(1)

1

;::: ;2k

(1)

l




k

(1)
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+k

(2)

1

;::: ;k

(1)

l

+k

(2)

l

� � � 


k

(1)

1

+k

(N)

1

;::: ;k

(1)

l

+k

(N)

l




k

(2)

1

+k

(1)

1

;::: ;k

(2)

l

+k

(1)

l




2k

(2)

1

;::: ;2k

(2)

l

� � � 


k

(2)

1

+k

(N)

1

;::: ;k

(2)

l

+k

(N)

l

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.




k

(N)

1

+k

(1)

1

;::: ;k

(N)

l

+k

(1)

l




k

(N)

1

+k

(2)

1

;::: ;k

(N)

l

+k

(2)

l

� � � 


2k

(N)

1

;::: ;2k

(N)

l

1

C

C

C

C

C

A

Die gesu
hte Bedingung an die Partitionspolynome ergibt si
h nun dur
h eine einfa
he An-

wendung des Satzes von Hurwitz (siehe z.b. [Fis86℄):
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4.4. Die Determinantenbedingung

Satz 4.16 (Determinantenbedingung) F

�

ur jedes Baumannfeld sind alle Determinanten

der Form

0

B

B

B

B

B

�




2k

(1)

1

;::: ;2k

(1)

l




k

(1)

1

+k

(2)

1

;::: ;k

(1)
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+k

(2)

l

� � � 


k

(1)

1

+k

(N)

1

;::: ;k

(1)

l

+k

(N)

l




k

(2)

1

+k

(1)

1

;::: ;k

(2)

l

+k

(1)

l




2k

(2)

1

;::: ;2k

(2)

l

� � � 


k

(2)

1

+k

(N)

1

;::: ;k

(2)

l

+k

(N)

l

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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1

+k

(1)

1

;::: ;k

(N)

l

+k

(1)

l




k

(N)

1

+k

(2)

1

;::: ;k

(N)

l

+k

(2)

l

� � � 


2k

(N)

1

;::: ;2k

(N)

l

1

C

C

C

C

C

A

f

�

ur alle l; N 2 N positiv.

Beweis: Da M aufgrund der Wightmanpositivit

�

at positiv de�nit ist, ist na
h dem Satz von

Hurwitz die Determinante von M positiv. Also ist au
h die gesu
hte Determinante positiv.

q.e.d.
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Kapitel 5

Verglei
h mit s-Produkten

In diesem Abs
hnitt wollen wir zun

�

a
hst die bereits gewonnenen Ergebnisse mit dem Fall von

gewi
hteten s-Produkten von Bu
hholzfeldern verglei
hen. Daf

�

ur werden wir die Partitionspo-

lynome f

�

ur gewi
htete s-Produkte bere
hnen und die

�

Ubereinstimmung von Determinanten-

und Reduktionsformel im s-Produkt-Fall '

�

(F ) mit dem allgemeinen Fall �(F ) zeigen. Da-

na
h wollen wir, von gewi
hteten s-Produkten ausgehend, eine Strategie angeben, mit der wir

von einem beliebigen Baumannfeld, von dem wir ja zeigen wollen, da� es ein s-Produkt von

Bu
hholzfeldern ist, die Beitr

�

age eines f

�

uhrenden \s-Faktors" abspalten k

�

onnen.

5.1 Gewi
htete s-Produkte von Bu
hholzfeldern

Um die Konsistenz der Determinantenbedingung 4.16 mit dem s-Produkt Fall zu pr

�

ufen,

m

�

ussen wir zun

�

a
hst einmal bere
hnen, wel
he Form die Partitionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

r

f

�

ur

'

�

haben. F

�

ur das erzeugende Funktional erhalten wir

!(e

t'

�

(F )

) = !(e

t�

1

'(F ) s ::: s�

r

'(F )

) = !(e

t�

1

'(F )


 � � � 
 e

t�

r

'(F )

)

= !

1

(e

t�

1

'(F )

) � � �!

r

(e

t�

r

'(F )

)

=

1

X

k

1

=0

(t�

1

)

2k

1

(2k

1

)!

V

2k

1

� � �

1

X

k

r

=0

(t�

1

)

2k

r

(2k

r

)!

V

2k

r

=

r

Y

j=1

1

X

k

j

=0

(t�

j

)

2k

j

(2k

j

)!

V

2k

j

=

1

X

k=0

t

2k

(2k)!

W

2k

Dur
h Verglei
h der letzten beiden Ausdr

�

u
ke lesen wir nun, indem wir diejenigen Terme sam-

meln, in denen t in derselben Potenz auftritt, die allgemeine Form der 2k-Punkt-Funktionen

von '

�

ab:

Lemma 5.1 F

�

ur die 2k-Punkt-Funktionen eines einzelnen Feldoperators eines gewi
hteten
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5.1. Gewi
htete s-Produkte von Bu
hholzfeldern

s-Produkts von Bu
hholzfeldern gilt:

W

2k

=

X

k

1

+���+k

r

=k

X

0

i

1

;::: ;i

r

1

r!

(2k)!

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!

�

2k

1

i

1

� � ��

2k

r

i

r

V

2k

1

� � � V

2k

r

Dabei bezei
hnet die gestri
hene Summe eine Summation

�

uber paarweise vers
hiedene Indizes

i

1

; : : : ; i

r

.

Nun sind aber na
h der De�nition der Partitionspolynome 4.8 die KoeÆzienten von V

2k

1

� � � V

2k

r

gerade die Partitionspolynome. Der kombinatoris
he Faktor ist gerade die Anzahl der dur
h

2k

1

; : : : ; 2k

r

festgelegten Partitionen (vgl. Bemerkung 2.15). Aus Lemma 5.1 erhalten wir also

das folgende Korollar:

Korollar 5.2 F

�

ur gewi
htete s-Produkte von Bu
hholzfeldern haben die Partitionspolynome




2k
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;::: ;2k

r

die Werte

�
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;::: ;2k

r

�

X

0

i

1

;::: ;i

r

�

2k

1

i

1
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2k

r

i

r

;

die wir im Folgenden als spezielle Partitionspolynome bezei
hnen werden.

Die Determinantenbedingung 4.16 angewandt auf Felder '

�

lautet daher:

Lemma 5.3 F

�

ur jedes gewi
htete s-Produkt '

�

sind alle Determinanten der Form

det
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;::: ;2k

(N)
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C

C

C

C

A

f

�

ur alle l; N 2 N positiv.

Da es si
h bei gewi
hteten s-Produkten von Bu
hholzfeldern um spezielle Baumannfelder

handelt, folgt dieses Lemma direkt aus Lemma 4.16. Es kann aber au
h ohne den Umweg

�

uber die Wightmanpositivit

�

at von '

�

direkt bewiesen werden:

Beweis: Die Eintr

�

age dieser Matrix k

�

onnen wir wie folgt als Skalarprodukte au�assen: Wir

f

�

uhren Multiindizes I 2 fi

1

; : : : ; i

r

paarw. vers
hieden g ein und s
hreiben f

�

ur feste k

�

I

= �

k

(1)

1

i

1
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k

(1)
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i

r

et
.

Dann ist der Eintrag an der Stelle i; j glei
h dem Skalarprodukt im D-dimensionalen reellen

Raum, wobei D die Anzahl der paarweise vers
hiedenen i

1

; : : : ; i

r

ist:

(�

I
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5.1. Gewi
htete s-Produkte von Bu
hholzfeldern

Seien nun � und � Permutationen der Menge f1; : : : ; Ng. Dann ist

0 6
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A

na
h der Determinantenformel von Leibniz. Damit aber ist die gesu
hte Determinante positiv.

q.e.d.

Wir erhalten also f

�

ur s-Produkte die Positivit

�

at der Determinanten von Partitionspolyno-

men direkt. Eine weitere

�

Ubereinstimmung zwis
hen dem allgemeinen Fall �(F ) und dem

s-Produktfall '

�

(F ) ist die Reduktionsformel f

�

ur die speziellen Partitionspolynome:

Lemma 5.4 F
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2k

i

� � � � �

X

0

i

1

;::: ;i

r

=i

�

2k

1

i

1

� � ��

2k

r

i

r

�

2k

i

= �

2k

1

;::: ;2k

r

�

2k

� �

2(k

1

+k);::: ;2k

r

� � � � � �

2k

1

;::: ;2(k

r

+k)

= �

2k

1

;::: ;2k

r

�

2k

�

r

X

i=1

�

2k

1

;::: ;2(k

i

+k);::: ;2k

r

q.e.d.

Diese Beispiele sollen uns als Hinweis darauf gen

�

ugen, da� die Eigens
haften unserer Parti-

tionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

r

mit dem s-Produkt-Fall vertr

�

agli
h sind. F

�

ur 


2k

1

;::: ;2k

r

werden die

Determinantenbedingung und die Reduktionsformel eine Ausgangsbasis zur Abspaltung von

s-Produkt-KoeÆzienten liefern.
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5.2 Abspalten von s-Produkt-KoeÆzienten

Wir wollen nun sehen, wie wir aus dem gewi
hteten s-Produkt '

�

mit � = (�

1

; : : : ; �

r

) einen

KoeÆzienten �

1

zur

�

u
kgewinnen k

�

onnen und su
hen daf

�

ur eine Methode, die au
h auf die

allgemeinen Partitionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

r

anwendbar ist. Um von � zu �

�

= (�

2

; : : : ; �

r

)

�

ubergehen zu k

�

onnen, m

�

ussen zwis
hen den alten und neuen Partitionspolynomen die Rela-

tionen

�

�

2k

= �

2k

� �

2k

1

(5.1)

�

�

2k

1

;::: ;2k

r

= �

2k

1

;::: ;2k

r

�

r

X

i=1

�

2k

i

1

�

2k

1

;::: ;2k

i�1

;2k

i+1

;::: ;2k

r

(5.2)

gelten. Denn dann erhalten wir

'

�

= �

1

' s'

�

�

aus der

�

Ubereinstimmung der trunkierten Funktionen der re
hten und linken Seite. Wir haben

also den \s-Faktor" �

1

' abgespalten. Wie aber erhalten wir den KoeÆzienten �

1

? Dieser

ergibt si
h aus den elementaren Partitionspolynomen, indem wir den Limes der Verh

�

altnisfolge

lim

n!1

�

2n+2

�

2n

bilden (dies spaltet den gr

�

o�ten s-Produkt-KoeÆzienten ab). Als Problem stellt si
h jedo
h

heraus, da� die neuen Partitionspolynome aus (5.1) und (5.2) die Determinantenbedingung

ni
ht erf

�

ullen, solange wir �

2

1

dur
h

�

2n+2

�

2n

approximieren. Neben den Relationen (5.1) und

(5.2) werden wir also weitere ben

�

otigen. Eine m

�

ogli
he Darstellung der �

�

2k

1

;::: ;2k

r

ist z.B. der

Limes

�

�

2k

= lim

n!1

�

2n;2k

�

2n

= lim

n!1

P

i

1

6=i

2

�

2k

i

1

�

2n

i

2

P

i

�

2n

i

=

P

i

�

2n

1

�

2k

i

�

2n

1

= �

2k

� �

2k

1

(5.3)

�

�

2k

1

;::: ;2k

r

= lim

n!1

�

2n;2k

1

;::: ;2k

r

�

2n

= �

2k

1

;::: ;2k

r

�

r

X

i=1

�

2k

i

1

�

2k

1

;::: ;2k

i�1

;2k

i+1

;::: ;2k

r

(5.4)

Diese Darstellung hat den Vorteil, da� an (5.3) und (5.4) lei
ht abgelesen werden kann, da� die

�

�

2k

1

;::: ;2k

r

die Determinantenbedingung erf

�

ullen. Auf der anderen Seite mu� dann aber gezeigt

werden, da� die �

�

2k

1

;::: ;2k

r

die ri
htigen polynomialen Abh

�

angigkeiten von den elementaren

Partitionspolynomen �

�

2k

haben.

Wir werden die Glei
hungen (5.1), (5.2), (5.3), und (5.4) als Ausgangspunkte f

�

ur das Itera-

tionsverfahren im allgemeinen Fall �(F ) verwenden. Nun bri
ht das Verfahren im s-Produkt-

Fall ab, wenn wir (im Fall endli
her s-Produkte) alle r KoeÆzienten �

1

; : : : ; �

r

abgespalten

haben. Dies

�

au�ert si
h dadur
h, da� die neuen Partitionspolynome vers
hwinden. F

�

ur den

allgemeinen Fall zeigen wir nun no
h, da� analog zum s-Produkt-Fall das Vers
hwinden eines

elementaren Partitiospolynoms das Vers
hwinden aller Partitionspolynome impliziert:

Lemma 5.5 F

�

ur die elementaren Partitionspolynome 


2k

von Baumannfeldern � gilt: Falls




2k

f

�

ur ein spezielles k vers
hwindet, so vers
hwindet es f

�

ur alle k 2 N.
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Beweis: F

�

ur den Beweis nutzten wir die Determinantenbedingung 4.16 aus. Wir w

�

ahlen in

Satz 4.16 k

(1)

1

= k und k

(2)

1

= k + 2. Dann folgt

det

�




2n




2n+2




2n+2




2n+4

�

= 


2n




2n+4

� 


2

2n+2

> 0

falls also 


2k

= 0, so muss au
h 


2k+2

= 0 sein. Ebenso erhalten wir mit k

(1)

1

= k und

k

(2)

1

= k�2 aus 


2k

= 0, da� au
h 


2k�2

= 0 sein muss. Nur der S
hlu� 


4

= 0) 


2

= 0 ist ni
ht

m

�

ogli
h, da 


0

ni
ht de�niert ist. Es kann also h

�

o
hstens 


2

6= 0 sein, alle anderen 


2k

m

�

ussen

vers
hwinden. F

�

ur diesen Fall betra
hten wir das erzeugende Funktional des Baumannfeldes

aus Lemma 4.14.

!(e

t�(F )

) =

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;:::2k

r

V

2k

1

� � � V

2k

r

Sei nun 


4

= 0. Dann vers
hwinden au
h alle 


2k

mit k = 6; 8; 10; : : : . Mit Hilfe der Re-

duktionsformel 4.12 erhalten wir dann, da� in der Summe nur der Term k

1

= � � � = k

r

= 1

beitr

�

agt:

!(e

t�(F )

) =

1

X

r=0

1

r!

t

2r

2

r




r

2

V

r

2

= e

t

2

2




2

mit der Wahl V

2

= 1. F

�

ur 


2

6= 0 ist dies ein Widerspru
h zur Bes
hr

�

anktheit von �, da

e

tk�(F )k

> !(e

t�(F )

) gilt. q.e.d.

Bemerkung 5.6 Falls ein elementares Partitionspolynom 


2k

vers
hwindet, so vers
hwinden

au
h alle l

�

angeren Partitionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

r

wegen der Reduktionsformel 4.12.
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Kapitel 6

s-Produkt-Zerlegung des

Baumannfeldes

In diesem Kapitel werden wir das in Abs
hnitt 5.2 skizzierte Verfahren auf die allemeinen

Partitionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

r

�

ubertragen. Daf

�

ur werden wir f

�

ur die 


2k

1

;::: ;2k

r

eine Operation

\�" einf

�

uhren, die aus den Partitionspolynomen s-Produkt-KoeÆzienten � abspaltet. Die neu-

en Partitionspolynome 


�

2k

1

;::: ;2k

r

erf

�

ullen dann wiederum, falls sie ni
ht s
hon vers
hwinden,

die Voraussetzungen f

�

ur eine weitere Abspaltung. So k

�

onnen wir dann im zweiten Abs
hnitt

das Verfahren iterieren. Dabei m

�

ussen wir allerdings si
herstellen, da� das Verfahren au
h

konvergiert.

6.1 Die Abspaltungsvors
hrift

Um die Abspaltungsvors
hrift einf

�

uhren zu k

�

onnen, m

�

ussen die Partitionspolynome zwei Vor-

aussetzungen erf

�

ullen. Die erste ist die in Satz 4.16 bewiesene Determinantenbedingung. Die

andere ist die exponentielle Bes
hr

�

anktheit der Potenzreihe

E(t) �

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;::: ;2k

r

6 
onst � e

�t

Au
h diese Voraussetzung erf

�

ullen die Partitionspolynome, da diese Reihe ledigli
h der Spe-

zialfall '(F )

2

= 1 des erzeugenden Funktionals des Baumannfeldes � aus Lemma 4.14 ist.

Und das erzeugende Funktional ist dur
h e

tk�(F )k

bes
hr

�

ankt. Wir formulieren also:

Satz 6.1 Die Partitionspolynome 


2k

1

;::: ;2k

r

m

�

ogen die Determinantenbedingung 4.16 erf

�

ullen

und die Potenzreihe

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;::: ;2k

r
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hrift

sei exponentiell bes
hr

�

ankt f

�

ur ein � > 0. Dann existieren die Limiten

�

2

= lim

n!1




2n+2




2n

und 


�

2k

1

;::: ;2k

r

= lim

n!1




2n;2k

1

;::: ;2k

r




2n

und es gilt

1) 


�

2k

= 


2k

� �

2k

2) 


�

2k

1

;::: ;2k

r

= 


2k

1

;::: ;2k

r

�

P

r

i=1

�

2k

i




�

2k

1

;::: ;2k

i�1

;2k

i+1

;::: ;2k

r

3) 


�

2k

1

;::: ;2k

r

erf

�

ullen die Reduktionsformel 4.12

4) 


�

2k

1

;::: ;2k

r

erf

�

ullen die Determinantenbedingung und es gilt

0

�

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;::: ;2k

r

1

A

=

0

�

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




�

2k

1

;::: ;2k

r

1

A

 

1

X

k=0

t

2k

(2k)!

�

2k

!

5) Die Potenzreihe in den 


�

2k

1

;::: ;2k

r

ist wieder exponentiell bes
hr

�

ankt f

�

ur �

�

= �� �.

Beweis:Wir zeigen zun

�

a
hst, da� die Determinantenbedingung impliziert, da� die Verh

�

altnis-

folge

�




2n+2




2n

�

n2N

monoton w

�

a
hst. Wir w

�

ahlen also in Satz 4.16 k

(1)

1

= n+1 und k

(2)

1

= n�1.

Damit ist k

(n)

1

+ k

(m)

1

stets gerade. Dann gilt

det

�




2n+2




2n




2n




2n�2

�

= 


2n+2




2n�2

� 


2

2n

> 0

Das aber hei�t ledigli
h




2n+2




2n

>




2n




2n�2

(6.1)

Es bleibt also die Bes
hr

�

anktheit der Verh

�

altnisfolge zu zeigen. Diese erhalten wir aus der

exponentiellen Bes
hr

�

anktheit der Potenzreihe E(t). Daf

�

ur ben

�

otigen wir jedo
h zuerst no
h

das folgende Ergebnis:

Es bezei
hne a

2

n

:=




2n




2n�2

das n-1-te Element der Verh

�

altnisfolge. Dann gilt f

�

ur alle m;n 2 N




2m

> a

2(m�n)

n




2n

(6.2)

Um die Relation (6.2) zu zeigen, m

�

ussen wir zwei F

�

alle unters
heiden. Sei n 2 N beliebig.

� m > n. Sei d := m� n, also d > 0. Dann ist

a

2(m�n)

n




2n

=

�




2n




2n�2

�

d




2n

(6:1)

6

�




2n+2




2n

�

d




2n

=

�




2n+2




2n

�

d�1




2n+2

(6:1)

6 : : :

d�1 mal

(6:1)

6

�




2n+2d




2n+2d�2

�




2n+2d�2

= 


2m
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� n > m. Sei d := n�m, also d > 0. Dann ist

a

2(m�n)

n




2n

=

�




2n�2




2n

�

d




2n

=

�




2n�2




2n

�

d�1




2n�2

(6:1)

6

�




2n�4




2n�2

�

d�1




2n�2

(6:1)

6 : : :

d�1 mal

(6:1)

6

�




2n�2d




2n�2d+2

�




2n�2d+2

= 


2m

F

�

ur die Potenzreihe E(t) gilt dann

E(t) >

1

X

k=0

t

2k

(2k)!




2k

>

1

X

k=0

t

2k

(2k)!

a

2k

n

a

2n

n




2n

=




2n

a

2n

n

1

X

k=0

t

2k

(2k)!

a

2k

n

= 
onst � 
osh(ta

n

)

Andererseits ist E(t) aber dur
h e

�t

bes
hr

�

ankt, so da�


onst � 
osh(ta

n

) 6 e

�t

und damit a

n

6 � folgt. Also existiert der Limes

�

2

= lim

n!1




2n+2




2n

(6.3)

Um die Existenz des lim

n!1




2n;2k

1

;::: ;2k

r




2n

zu zeigen, m

�

ussen wir zun

�

a
hst den Limes lim

n!1




2n+2k




2n

betra
hten. F

�

ur diesen erhalten wir

lim

n!1




2n+2k




2n

= �

2k

(6.4)

Dies folgt mit (6.3) aus

�

lim

n!1




2n+2




2n

�

k

= lim

n!1

�




2n+2




2n

�

k

=

= lim

n!1

�




2n+2k




2n+2k�2

�

�

�




2n+2k�2




2n+2k�4

�

� � �

�




2n+2k�2k+2




2n+2k�2k

�

= lim

n!1

�




2n+2k




2n

�

Damit aber erhalten wir mit Hilfe der Reduktionsformel 4.12

lim

n!1




2n;2k




2n

= lim

n!1




2n




2k

� 


2n+2k




2n

= 


2k

� lim

n!1




2n+2k




2n

= 


2k

� �

2k

und es ist zuglei
h 1) bewiesen. Um die Existenz des Limes lim

n!1




2n;2k

1

;::: ;2k

r




2n

zu zeigen,

beweisen wir zun

�

a
hst, da�

lim

n!1




2n+2k;2k

1

;::: ;2k

r




2n

= �

2k

P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

) (6.5)

ist, wobei die Polynome P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

) der Reduktionsformel 4.12 gen

�

ugen. Wir beweisen dies

mit vollst

�

andiger Induktion na
h der L

�

ange der Partitionspolynome. Die Induktionsveranke-

rung ist Glei
hung (6.4). Sei (6.5) also f

�

ur Polynome 


2n+2k;2k

1

;::: ;2k

r

mit r 2 N bewiesen.
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Dann folgt

lim

n!1




2n+2k;2k

1

;::: ;2k

r

;2k

r+1




2n

= lim

n!1

1




2n

�




2n+2k;2k

1

;::: ;2k

r




2k

r+1

� 


2n+2k+2k

r+1

;2k

1

;::: ;2k

r

�

�

lim

n!1

1




2n

 

r

X

i=1




2n+2k;2k

1

;::: ;2k

i

+2k

r+1

;::: ;2k

r

!

= �

2k

P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

)


2k

r+1

� �

2k+2k

r+1

P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

)�

r

X

i=1

P

2k

1

;::: ;2k

i

+2k

r+1

;::: ;2k

r

(


�

)

= �

2k

 

(


2k

r+1

� �

2k

r+1

)P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

)�

r

X

i=1

P

2k

1

;::: ;2k

i

+2k

r+1

;::: ;2k

r

(


�

)

!

= �

2k

 

P

2k

r+1

P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

)�

r

X

i=1

P

2k

1

;::: ;2k

i

+2k

r+1

;::: ;2k

r

(


�

)

!

= �

2k

P

2k

1

;::: ;2k

r+1

(


�

)

Die Aussage von (6.5) bleibt ri
htig, wenn wir 2n ni
ht an der ersten, sondern an einer

beliebigen Stelle addieren, so da� au
h die Formeln

lim

n!1




2k

1

;::: ;2k

i

+2n;::: ;2k

r




2n

= �

2k

i

P

2k

1

;::: ;2k

i�1

;2k

i+1

;::: ;2k

r

(


�

)

gelten. Damit erhalten wir

lim

n!1




2n;2k

1

;::: ;2k

r




2n

= lim

n!1

 




2n




2k

1

;::: ;2k

r




2n

�

1




2n

r

X

i=1




2k

1

;::: ;2k

i

+2n;::: ;2k

r

!

= 


2k

1

;::: ;2k

r

� lim

n!1

1




2n

r

X

i=1




2k

1

;::: ;2k

i

+2n;::: ;2k

r

= 


2k

1

;::: ;2k

r

�

r

X

i=1

�

2k

i

P

2k

1

;::: ;2k

i�1

;2k

i+1

;::: ;2k

r

(


�

)

Damit ist die Existenz des Limes lim

n!1




2n;2k

1

;::: ;2k

r




2n

gezeigt. Um 2) zu beweisen, m

�

ussen wir

jetzt nur no
h




�

2k

1

;::: ;2k

r

= P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

) (6.6)

zeigen. Wir f

�

uhren den Beweis wiederum mit vollst

�

andiger Induktion na
h der L

�

ange der

Partitionen. Sei also r = 1. Dann ist




�

2k

1

� P

2k

1

(


�

) = 


�

2k

1

� lim

n!1




2n;2k

1




2n

= 


�

2k

1

� 


�

2k

1

= 0
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6.1. Die Abspaltungsvors
hrift

Sei die Behauptung also f

�

ur r 2 N bewiesen. Dann ist

lim

n!1




2n;2k

1

;::: ;2k

r

;2k

r+1




2n

� P

2k

1

;::: ;2k

r

;2k

r+1

(


�

)

= lim

n!1

1




2n

�




2n;2k

1

;::: ;2k

r




2k

r+1

� 


2k

r+1

+2n;2k

1

;::: ;2k

r

�

� lim

n!1

1




2n

 

r

X

i=1




2n;2k

1

;::: ;2k

i

+2k

r+1

;::: ;2k

r

!

�P

2k

r+1

(


�

)P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

) +

r

X

i=1

P

2k

1

;::: ;2k

i

+2k

r+1

;::: ;2k

r

(


�

)

= (


2k

r+1

� �

2k

r+1

)P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

)�

r

X

i=1

P

2k

1

;::: ;2k

i

+2k

r+1

;::: ;2k

r

(


�

)�

P

2k

r+1

(


�

)P

2k

1

;::: ;2k

r

(


�

) +

r

X

i=1

P

2k

1

;::: ;2k

i

+2k

r+1

;::: ;2k

r

(


�

)

= 0

weil P

2k

(


�

) = 


�

2k

na
h Induktionsverankerung gilt. Damit haben wir sowohl 2) als au
h 3)

bewiesen. Die neuen Partitionspolynome erf

�

ullen per De�nition wieder die Determinantenbe-

dingung 4.16, da die approximierenden Verh

�

altnisse




2n;2k

1

;::: ;2k

r




2n

die Determinantenbedingung

f

�

ur alle n erf

�

ullen. Damit erf

�

ullt aber au
h der Limes die Bedingung. Um in 4) die Potenzrei-

heneigens
haft zu zeigen, betra
hten wir

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




2k

1

;::: ;2k

r

=

0

�

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




�

2k

1

;::: ;2k

r

1

A

 

1 +

1

X

k=1

t

2k

(2k)!

�

2k

!

Hier setzen wir auf der linken Seite 2) ein und verglei
hen diejenigen Terme, in denen t in

derselben Potenz k auftritt. Wir erhalten

l.S.:

1

X

r=0

X

k

1

+���+k

r

=k

1

r!

1

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!

 




�

2k

1

;::: ;2k

r

+

r

X

i=1

�

2k

i




�

2k

1

;::: ;_;::: ;2k

r

!

r.S.:

1

X

r=0

X

k

1

+���+k

r

=k

1

r!

1

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




�

2k

1

;::: ;2k

r

+

1

X

k

0

=1

0

�

1

X

r=0

X

k

1

+���+k

r�1

=k�k

0

1

(r � 1)!

1

(2k

1

)! � � � (2k

r�1

)!




�

2k

1

;::: ;2k

(r�1)

1

A

�

1

(2k

0

)!

�

2k

0

�

Es bleibt also zu zeigen, da�

1

X

r=0

X

k

1

+���+k

r

=k

1

r!

1

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!

r

X

i=1

�

2k

i




�

2k

1

;::: ;_;::: ;2k

r

=

1

X

r=0

X

k

1

+���+k

0

+���+k

r�1

=k

1

(r � 1)!

1

(2k

1

)! � � � (2k

r�1

)!




�

2k

1

;::: ;2k

(r�1)

1

(2k

0

)!

�

2k

0
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6.2. Iteration der Abspaltung

gilt, wobei in der Summe k

0

6= 0 gelten mu�. Wir f

�

uhren nun auf der linken Seite die Umbe-

nennung

k

j

=

8

>

<

>

:

k

j

f

�

ur j < i

k

0

f

�

ur j = i

k

j�1

f

�

ur j > i

dur
h. Dann erhalten wir auf der linken Seite f

�

ur jeden Term der Summe

�

uber i einen Beitrag

�

2k

0




�

2k

1

;::: ;2k

r�1

, so da�

r

X

i=1

�

2k

i




�

2k

1

;::: ;_;:::2k

r

= r � �

2k

0




�

2k

1

;::: ;2k

r�1

folgt. Damit ist 4) bewiesen. Die so abgespaltene Potenzreihe

P

1

k=0

t

2k

(2k)!

�

2k

ist gerade 
osh(�t).

Das hei�t, da� f

�

ur die Potenzreihe in 


�

2k

1

;::: ;2k

r

e

�t

>

0

�

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




�

2k

1

;::: ;2k

r

1

A


osh(�t)

gilt, und sie damit exponentiell dur
h e

(���)t

bes
hr

�

ankt ist. Damit ist 5) bewiesen. q.e.d.

Dieser Satz liefert uns also das Werkzeug, einen KoeÆzienten � aus gegebenen Partitionspoly-

nomen 


2k

1

;::: ;2k

r

abzuspalten. Wenn wir w

�

u�ten, da� die neuen Partitionspolynome 


�

2k

1

;::: ;2k

r

ein neues Baumannfeld �

�

mit Hilfe von

!(e

t�

�

(F )

) =

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




�

2k

1

;::: ;2k

r

V

2k

1

� � � V

2k

r

de�nierten, so h

�

atten wir mit 1) bereits, da�

� = �' s�

�

ist. Denn die trunkierten Funktionen

W

T;�

2k

= 


2k

V

T

2k

und W

T;�' s�

�

2k

= (�

2k

+ 


�

2k

)V

T

2k

von � und �' s�

�

w

�

urden

�

ubereinstimmen. Allerdings m

�

u�te daf

�

ur no
h die Wightmanposi-

tivit

�

at des Feldes �

�

aus der Determinantenbedingung abgeleitet werden. Dies brau
hen wir

aber gar ni
ht, denn die exponentielle Bes
hr

�

anktheit der Potenzreihe ist f

�

ur unseren Beweis

ausrei
hend.

6.2 Iteration der Abspaltung

Satz 6.1 spaltet aus Partitionspolynomen, die die Determinantenbedingung und die Potenz-

reihenbes
hr

�

anktheit erf

�

ullen, s-Produkt-KoeÆzienten ab. Da die neuen Partitionspolynome
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6.2. Iteration der Abspaltung

wiederum die Voraussetzungen des Satzes erf

�

ullen, k

�

onnen wir au
h auf diese Satz 6.1 an-

wenden, vorausgesetzt, die elementaren Partitionspolynome vers
hwinden ni
ht, denn dann

w

�

are der Ausdru
k lim

n!1




2n;2k




2n

ni
ht de�niert. Wie im s-Produkt-Fall erhalten wir einen

weiteren s-Produkt-KoeÆzienten �

2

aus

�

2

2

= lim

n!1




�

2n+2




�

2n

Wie f

�

ur s-Produkte, so l

�

a�t si
h au
h hier zeigen, da� die KoeÆzienten der Gr

�

o�e na
h

abgespalten werden. F

�

ur die erste Abspaltung erhalten wir:

Lemma 6.2 F

�

ur die Verh

�

altnisfolge der iterierten Partitionspolynome 


�

2k

gilt:




�

2k+2




�

2k

6 �

2

Beweis: Wir betra
hten




�

2k+2




�

2k

=




2k+2

� �

2k+2




2k

� �

2k

= �

2

 




2k+2

�

2k+2

� 1




2k

�

2k

� 1

!

Wir m

�

ussen also zeigen, da�

 




2k+2

�

2k+2

� 1




2k

�

2k

� 1

!

6 1

gilt. Wir wissen, da� Z

�

ahler und Nenner jeweils einzeln gr

�

o�er als Null sind. Daher k

�

onnen

wir umformen:




2k+2

�

2k+2

6




2k

�

2k

()




2k+2




2k

6 �

2

Dies aber gilt na
h De�nition von � f

�

ur alle k. q.e.d.

Im allgemeinen de�nieren wir nun dur
h Hintereinander-Anwendung der Operation \�" die

Iteration der Abspaltung wie folgt:

De�nition 6.3 Es sei 


(N)

2k

6= 0. Dann ergeben si
h die N + 1-fa
h abgespaltenen Partitions-

polynome dur
h




(N+1)

2k

1

;::: ;2k

r

= (


(N)

2k

1

;::: ;2k

r

)

�

wobei die Operation \�" wie in Satz 6.1 zu verstehen ist. Der N +1 s-Produkt-KoeÆzient ist

dann gegeben dur
h

�

2

N+1

= lim

n!1




(N)

2n+2




(N)

2n

:

Dabei setzten wir 


(0)

2k

1

;::: ;2k

r

= 


2k

1

;::: ;2k

r

.
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6.2. Iteration der Abspaltung

Hier gen

�

ugt es, si
herzustellen, da� ein 


(N)

2k

0

von Null vers
hieden ist, da ja na
h Lemma 5.5

alle 


2k

vers
hwinden, falls nur eines vers
hwindet. Da in den Beweis von Lemma 5.5 aber

nur die Determinantenbedingung und die Potenzreihenbes
hr

�

anktheit eingehen, gilt dasselbe

f

�

ur alle 


(N)

2k

. Au
h l

�

angere Partitionspolynome vers
hwinden in diesem Fall na
h der Reduk-

tionsformel. Wir wollen nun zuerst das Ergebnis formulieren, falls ein N -fa
h abgespaltenes

elementares Partitionspolynom vers
hwindet:

Satz 6.4 Es sei 


(N)

2k

0

= 0 f

�

ur ein k

0

2 N und N 2 N. Dann gilt




2k

=

N

X

i=1

�

2k

i

;

d.h. das Baumannfeld � ist ein endli
hes s-Produkt mit den Gewi
hten �

i

.

Beweis: Aus Satz 6.1 wissen wir, da� na
h der Iteration

(


(N�1)

2k

)

�

= 


(N�1)

2k

� �

2k

N

ist. Na
h Voraussetzung vers
hwindet die linke Seite. Auf der re
hten Seite setzen wir rekursiv

6.1.1) ein und erhalten

0 = 


(N�1)

2k

� �

2k

N

= 


(N�2)

2k

�

N

X

i=N�1

�

2k

i

= : : : = 


2k

�

N

X

i=1

�

2k

i

q.e.d.

Nun m

�

ussen wir no
h den Fall betra
hten, in dem die N -fa
h abgespaltenen Partitionspoly-

nome ni
ht vers
hwinden. In diesem Fall erhalten wir das folgende Ergebnis:

Satz 6.5 Es sei 


(N)

2k

6= 0 f

�

ur alle N 2 N. Dann gilt:

1) �

N

> �

N+1

2) Der Limes 


(1)

2k

= lim

N!1




(N)

2k

existiert.

3) lim

N!1




(N)

2k

= 0

4)

P

1

i=1

�

i

<1

5) 


2k

=

P

1

i=1

�

2k

i

,

d.h das Baumannfeld � ist ein unendli
hes s-Produkt mit den Gewi
hten �

i

.

Beweis: Wir erhalten 1), indem wir Lemma 6.2 auf 


(N)

2n

anwenden. Dann folgt




(N)

2n+2




(N)

2n

6 �

2

N

:
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6.2. Iteration der Abspaltung

Die linke Seite konvergiert gegen �

2

N+1

, und damit ist 1) bewiesen. Um 2) zu beweisen be-

tra
hten wir




(N)

2k

= 


2k

�

N

X

i=1

�

2k

i

Die re
hte Seite ist mit N monoton fallend. Andererseits erf

�

ullen die 


(N)

2k

f

�

ur alle N die Deter-

minantenbedingung, daher ist die re
hte Seite na
h unten dur
h Null bes
hr

�

ankt, insgesamt

also konvergent. Damit ist 2) bewiesen. Um 3) zu beweisen m

�

ussen wir in zwei S
hritten

vorgehen. Wir betra
hten 


(1)

2k+2

aus 2) und spalten wie folgt auf:




(1)

2k+2

= 


2k+2

�

N

X

i=1

�

2k+2

i

�

1

X

i=N+1

�

2k+2

i

= 


(N)

2k+2

�

1

X

i=N+1

�

2k+2

i

=




(N)

2k+2




(N)

2k




(N)

2k

�

1

X

i=N+1

�

2k+2

i

6 �

2

N+1




(N)

2k

�

1

X

i=N+1

�

2k+2

i

Da aber nun sowohl (


(N)

2k

)

N2N

als au
h (�

2

N

)

N2N

in N monoton fallende Folgen sind, erhalten

wir f

�

ur alle k 2 N

0




(1)

2k+2

= 0

Es bleibt also no
h zu zeigen, da� au
h 


(1)

2

vers
hwindet. Das folgt wiederum aus der Be-

s
hr

�

anktheit des Feldes �. Na
h unendli
h vielen Iterationss
hritten haben wir dur
h rekur-

sives Einsetzen in Satz 6.1.4)

!(e

t�(F )

) =

0

�

1

X

r=0

X

k

1

;::: ;k

r

1

r!

t

2k

1

+���+2k

r

(2k

1

)! � � � (2k

r

)!




(1)

2k

1

;::: ;2k

r

1

A

 

1

Y

i=1


osh(�

i

� t)

!

wobei wir V

2

(F; F ) = 1 gew

�

ahlt heben. Na
h Satz 6.1 gen

�

ugen die 


(1)

2k

1

;::: ;2k

r

der Reduktions-

formel 4.12. In der Summe tragen also nur diejenigen Terme bei, f

�

ur die k

1

= � � � = k

r

= 1

ist, da 


(1)

2k

= 0 f

�

ur k > 1. Wir erhalten also

!(e

t�(F )

) =

 

1

X

r=0

t

2r

2

r

r!




(1)

2;::: ;2

! 

1

Y

i=1


osh(�

i

� t)

!

=

1

X

r=0

t

2r

2

r

r!




(1)

2

� � � 


(1)

2

 

1

Y

i=1


osh(�

i

t)

!

= e




(1)

2

t

2

2

 

1

Y

i=1


osh(�

i

t)

!

Da die linke Seite dur
h e

tk�(F )k

bes
hr

�

ankt ist und das Minimum von 
osh(x) glei
h 
osh(0) =

1 ist, w

�

are 


(1)

2

6= 0 ein Widerspru
h zur Bes
hr

�

anktheit von �. Damit ist 3) bewiesen.

Au�erdem k

�

onnen wir ablesen, da�

e

tk�(F )k

>

1

Y

i=1


osh(�

i

� t)

52



6.2. Iteration der Abspaltung

ist. Dann folgt f

�

ur jedes N 2 N

e

tk�(F )k

>

N

Y

i=1


osh(�

i

t) =

N

Y

i=1

1

2

(e

�

i

t

+ e

��

i

t

) >

�

1

2

�

N

e

P

N

i=1

�

i

t

d.h. k�(F )k >

P

N

i=1

�

i

f

�

ur alle N 2 N, da wir f

�

ur festes N nur t gro� genug w

�

ahlen m

�

ussen.

Dann aber ist au
h

P

1

i=1

�

i

bes
hr

�

ankt und 4) ist bewiesen. Da nun

0 = 


(1)

2k

= lim

N!1




(N)

2k

= lim

N!1

 




2k

�

N

X

i=1

�

2k

i

!

na
h Satz 6.1 gilt, folgt 5). q.e.d.

Damit ist si
hergestellt, da� die abgespaltenen s-Produkt-KoeÆzienten im Limes das gesamte

Feld � als gewi
htetes s-Produkt '

�

reproduzieren. Der Beweis von Theorem 3.15 ist ein

einfa
hes Korollar zu den S

�

atzen 6.4 und 6.5. Die unit

�

are

�

Aquivalenz der Baumannfelder �

zu den gewi
hteten s-Produkten von Bu
hholzfeldern '

�

folgt aus der

�

Ubereinstimmung ihrer

trunkierten (und damit ihrer n-Punkt) Funktionen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Diskussion

Es ist uns gelungen, zu zeigen, da� die von Baumann betra
htete Klasse bes
hr

�

ankter Bosefel-

der eine sehr einfa
he Struktur hat. Alle Baumannfelder lassen si
h als gewi
htete s-Produkte

von Bu
hholzfeldern darstellen, und wir haben ein Verfahren daf

�

ur angegeben, die s-Produkt

KoeÆzienten aus der KoeÆzientenfolge (


2n

)

n2N

zu extrahieren. Wir f

�

uhren die einfa
he

Struktur der Baumannfelder vor allem auf die spezielle Form ihrer Kommutatorrelationen

(raum- und zeitartige Vertaus
hbarkeit) zur

�

u
k, die in den Beweis des Satzes von Baumann

3.10 eingeht. Diese Vertaus
hungsrelationen lassen si
h als Abwesenheit von We
hselwirkun-

gen interpretieren, da si
h die Quantenfelder ungehindert na
h dem Huygens's
hen Prinzip

ausbreiten k

�

onnen. In dieser Hinsi
ht d

�

urften si
h die von Rehren in [Reh97℄ betra
hteten be-

s
hr

�

ankten Bosefelder als interessanter erweisen, da diese ledigli
h f

�

ur raumartige Abst

�

ande

kommutieren und somit We
hselwirkungen im weiteren Sinne zulassen. Allerdings w

�

aren zur

Klassi�zierung dieser Felder andere Methoden als die in dieser Arbeit verwendeten notwendig,

da wir an den ents
heidenden Stellen immer wieder von der einfa
hen Struktur der Bu
hholz-

felder und damit von den wohlbekannten Relationen zwis
hen freien Fermifeldern Gebrau
h

gema
ht haben. Unser Ergebnis l

�

a�t si
h in dem Sinne deuten, da� die Bes
hr

�

anktheit von Bo-

sefeldern, wenn diese ni
ht trivial sein sollen, nur dur
h We
hselwirkungen verursa
ht werden

kann.

Eine vom mathematis
hen Standpunkt interessante Frage ergibt si
h aus der Tatsa
he, da�

von der Bedingung der Determinantenpositivit

�

at nur ein kleiner Teil in den Beweis des Theo-

rem 3.15 eingeht. So folgt aus der Positivit

�

at der 1� 1 und 2� 2-Determinanten f

�

ur Partiti-

onspolynome beliebiger L

�

ange zusammen mit der Bes
hr

�

anktheit des Feldes � bereits, da� �

ein gewi
htetes s-Produkt von Bu
hholzfeldern ist. Dann aber erf

�

ullt � au
h die Wightman-

positivit

�

at und die Determinantenbedingung gilt f

�

ur alle N �N -Determinanten. Es bleibt die

Frage, ob f

�

ur Folgen 


2n

, f

�

ur die die Positivit

�

at der 1�1 und 2�2-Determinanten gilt, bereits

die Positivit

�

at der N �N -Determinanten au
h ohne exponentielle Bes
hr

�

anktheit folgt. Wir

haben diese Frage jedo
h no
h ni
ht weiter untersu
ht.

Eine weitere ungekl

�

arte Frage ist, ob bes
hr

�

ankte Bosefelder au
h in s+ 1-Dimensionen mit

s > 2 existieren. Baumann selbst

�

au�erte si
h zu dieser Frage jedo
h skeptis
h [Bau97℄.
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Anhang A

Konventionen

A.1 Skalarprodukte

Das Skalarprodukt von Vektoren aus dem Minkowski-Raum wird mit Lorentzindizes �; �; : : :

gekennzei
hnet. Dabei verwenden wir die Einsteins
he Summenkonvention, wona
h

�

uber dop-

pelt vorkommende oben und unten stehende Indizes summiert wird. F

�

ur x; y 2 R

4

ist damit

xy = x

�

y

�

= x

0

y

0

�

3

X

i=1

x

i

y

i

A.2 Fouriertransformation

F

�

ur die Fouriertransformierte
~
� : S(R

d

)! S(R

d

) und ihre R

�

u
ktransformierte benutzen wir

die folgende Konvention:

~

f(k) =

1

(2�)

d

2

Z

d

d

xf(x)e

ikx

f(x) =

1

(2�)

d

2

Z

d

d

k

~

f(k)e

�ikx

A.3 Bernoulli Zahlen

F

�

ur die Bernoullis
hen Zahlen wurde die folgende Konvention verwendet [RG63℄:

n 0 1 2 4 6 8 10 12 14 16

B

n

1 �

1

2

1

6

�

1

30

1

42

�

1

30

5

66

�

691

2730

7

6

�

3617

510
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Anhang B

Symbolverzei
hnis

A ein allgemeines Quantenfeld S. 9

A

�

das zu A hermites
h konjugierte Feld S. 9

A

�

ein gewi
htetes s-Produkt des Feldes A S. 17

f�; �g ein Antikommutator S. 10

B

2n

die Bernoulli Zahlen S. 24

E

T

(t) ein trunkiertes erzeugendes Funktional S. 15

E(t) ein erzeugendes Funktional S. 15

F

n

die um ein Argument reduzierte Wightmanfunktion zu W

n

S. 12

~

F

n

die Fouriertransformierte der Funktion F

n

S. 12

�

+

der abges
hlossene Vorw

�

artsli
htkegel S. 9

H ein separabler Hilbertraum S. 8

1l die Identit

�

at S. 9

K ein maximaler Kommutator S. 27

[�; �℄ ein Kommutator S. 10

� eine Transformation aus L

"

+

S. 8

~

� eine Transformation aus SL(2; C ) S. 10

L

"

+

die eigentli
h ortho
hrone Lorentzgruppe S. 8


 der Vakuumvektor S. 9

P die Poin
ar�egruppe S. 8
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ANHANG B. SYMBOLVERZEICHNIS

~

P die

�

Uberlagerungsgruppe der Poin
ar�egruppe (Spinorgruppe) S. 8

P der Impulsoperator S. 9

� das Baumannfeld S. 19

P

�

die zu 


5

geh

�

orenden Projektionsoperatoren S. 20

	 ein beliebiger Vektor aus H S. 8

P (�) ein Polynom im Baumannfeld � S. 28

SL(2; C )

die

�

Uberlagerungsgruppe von L

"

+

S. 8

Sp(	) der spektrale Inhalt des Vektors 	 S. 13

S(R) der Raum der Testfunktionen

�

uber R S. 6

S die Bor
hersalgebra S. 5

U(a;�) eine unit

�

are Darstellung von P S. 9

U(a;

~

�) eine unit

�

are Darstellung von

~

P S. 10

U(�) eine unit

�

are Darstellung der Skalentransformationen S. 22

V

��

(

~

�) eine endli
hdimensionale Matrixdarstellung von SL(2; C ) S. 10

V

T

n

die n-Punkt-Funktionen des Bu
hholzfeldes S. 23

W

A

i

n

die n-Punktfunktionen der Felder A

i

S. 18

W

T;A

1

s ��� sA

r

n

die trunkierten Funktionen des Feldes A

1

s � � � sA

r

S. 17

W

T;A

�

n

die trunkierten Funktionen des Felders A

�

S. 17

W

T;A

i

n

die trunkierten Funktionen der Felder A

i

S. 17

W

T

n

die trunkierten Wightmanfunktionen des Feldes A S. 14

W

T

n

die n-Punkt-Funktionen des Baumannfeldes � S. 25

W

n

die n-Punkt Funktion des Feldes A S. 11

f

W

n

die Fouriertransformierte von W

n

S. 12

fa;�g eine Transformation aus P S. 8

fa;

~

�g eine Transformation aus

~

P S. 10

a eine Translation in R

d

S. 8

�

i

die s-Produkt KoeÆzienten S. 17
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ANHANG B. SYMBOLVERZEICHNIS

�

2k

1

;::: ;2k

r

die Partitionspolynome des Feldes '

�

S. 40

�

�

2k

1

;::: ;2k

r

die reduzierten Partitionspolynome des Feldes '

�

S. 42




jX

1

j;::: ;jX

r

j

die Partitionspolynome des Baumannfeldes � S. 33




�

2k

1

;::: ;2k

r

die reduzierten Partitionspolynome des Baumannfeldes � S. 45

d

L

; d

R

die 
hiralen Skalendimensionen S. 22

d die Raumzeitdimension S. 9

d die Skalendimension S. 22

f

0

; f

i

spezielle Testfunktionen S. 30




�

die Dira
-Matrizen S. 19

!(�) der Vakuumzustand S. 15

' das Bu
hholzfeld S. 19

'

(m)

das Bu
hholzfeld zur Skalendimension 2m+ 1 S. 24

'

(m

L

;m

R

)

das ni
htskalare Bu
hholzfeld mit Skalendimensionen m

L

+

1

2

und m

R

+

1

2

S. 24

 ein masseloses Fermifeld S. 19

 

L;R


hirale Fermifelder S. 19

 

<e

ein masseloses reelles Fermifeld S. 21

 

<e;R

ein 
hirales reelles Fermifeld S. 21

� s � das s-Produkt S. 16

supp(f) der Tr

�

ager von f S. 13

x

�

die Li
htkegelvariable x

+

= t+ x und x

�

= t� x S. 20
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