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Kapitel 1EinleitungDie axiomatische Quantenfeldtheorie verwendet im wesentlichen zwei verschiedene mathema-tische Konzepte: Den algebraischen Zugang einerseits, den Wightman'schen Rahmen ande-rerseits. W�ahrend die erste Sichtweise Vorteile bei der mathematischen Behandlung bietet,ist die zweite f�ur die De�nition konkreter Modelle vorteilhaft. Die Relationen zwischen denbeiden Konzepten, konkret die Frage, wie man ein Modell vom einen Rahmen in den anderen�uberf�uhrt und umgekehrt, sind bisher nicht vollst�andig gekl�art.Die vorliegende Arbeit besch�aftigt sich mit der Frage, wie sich aus einem gegebenen Mo-dell der algebraischen Quantenfeldtheorie zugeh�orige Wightman-Felder konstruieren lassen.Den Schl�ussel hierzu bildet eine spezielle Phasenraumbedingung: Beschr�ankt man sich aufMessungen in einem endlichen Raum-Zeit-Gebiet, dann �nden sich in vielen Modelle "bei-nahe\ nur endlich viele unabh�angige Zust�ande unterhalb einer vorgegebenen Energie. Diese"Basis des Phasenraums\ respektive die dazu dualen Objekte lassen sich als Wightman'schePunktfelder deuten. F�ur sie kann man Lokalit�atsbedingungen nachweisen.Au�erdem werden die anderen Wightman-Axiome f�ur die erhaltenen Punktfelder etabliert,inbesondere die Hermitezit�at und die Kovarianz unter Poincar�e-Transformationen. Allgemeink�onnen Darstellungen von Symmetriegruppen unter gewissen Voraussetzungen von den lo-kalen Algebren auf die erhaltenen Punktfelder �ubertragen werden. Auch die Bildung vonAbleitungen der Punktfelder wird untersucht.Schlie�lich wird die genannte Phasenraumbedingung in Modellen der freien Feldtheorienachgewiesen; die besagten Punktfelder lassen sich explizit berechnen und stimmen mit denender zugrundeliegenden Wightman'schen Theorie �uberein.



4 Kapitel 1. Einleitung1.1 Lokale Algebren und PunktfelderUnser Anliegen ist, wie bereits gesagt, die Aufkl�arung von Relationen zwischen algebraischerund Wightman-Quantenfeldtheorie. Wir geben hier einen �Uberblick �uber bisher bekannteErgebnisse und den Inhalt dieser Arbeit. Dabei beschr�anken wir uns auf heuristische Formu-lierungen; alle relevanten Aussagen werden an sp�aterer Stelle pr�azisiert.Die algebraische Quantenfeldtheorie (Abschnitt 1.2) verwendet zur Formulierung physi-kalischer Modelle lokale C�-Algebren A(O), die man als von den im Raum-Zeit-Gebiet Ome�baren Observablen erzeugt deutet. Diese Algebren bestehen aus beschr�ankten Operato-ren; sie sind mathematisch einfach handhabbar und deshalb f�ur die Analyse strukturellerAspekte der Quantenfeldtheorie gut geeignet.In der Wightman'schen Quantenfeldtheorie (Abschnitt 1.3) hingegen betrachtet man lo-kale Quantenfelder �(f) oder - in pr�agnanterer Form - punktartig lokalisierte Felder �(x).Diese sind singul�are Objekte und in einer mathematisch strengen Analyse schwer zu behan-deln. Sie sind jedoch f�ur die Konstruktion konkreter Modelle von entscheidender Bedeutung:Man de�niert spezielle Theorien �ublicherweise dadurch, da� man bekannte Feldgleichungenaus "klassischen\ Theorien �ubernimmt und fordert, da� die Punktfelder �(x) ihnen gen�ugen.Eine solche heuristische Leitlinie zur De�nition von Modellen gibt es im algebraischenRahmen nicht. Es ist daher relevant, den Zusammenhang zwischen den Punktfeldern und denlokalen Algebren zu kl�aren.Einerseits ist man - aufgrund der bereits in der Wightman-Theorie bekannten Modelle- daran interessiert, aus gegebenen Punktfeldern �(x) lokale Algebren zu konstruieren. Imwesentlichen geschieht dies, indem man die �(x) zun�achst mit Testfunktionen f "verschmiert\�(f) = Z f(x)�(x)ds+1x ; f 2 S(Rs+1); (1.1.1)und dann zu beschr�ankten Funktionen dieser im allgemeinen unbeschr�ankten Operatoren�ubergeht. Ist etwa �(f) selbstadjungiert, dann werden die A(O) erzeugt von den unit�arenOperatoren ei�(f) ; supp (f) � O: (1.1.2)Diese Fragestellungen sind in der Literatur ausf�uhrlich behandelt worden (siehe [3] und diedort zitierten Publikationen).Der umgekehrte Proze� (mit dem sich die vorliegende Arbeit besch�aftigt), also die Fra-ge, wie man aus einem gegebenen lokalen Netz A(O) punktartig lokalisierte Felder �(x)(re)konstruiert, ist bisher nicht vollst�andig gekl�art. Heuristisch w�urde man vermuten, die�(x) im Durchschnitt aller A(O) f�ur Umgebungen O von x zu �nden, also eine "Algebra amPunkt\ betrachten: A(x) := \O3xA(O): (1.1.3)Es stellt sich aber heraus [9], da� unter sehr allgemeinen Bedingungen der Durchschnitt aufder rechte Seite trivial ist, n�amlich nur Vielfache des Einheitsoperators enth�alt. Dies ist auchnicht verwunderlich: Wie schon erw�ahnt, sind die Punktfelder �(x) singul�are Objekte1. Das1Tats�achlich handelt es sich um unbeschr�ankte quadratische Formen.



1.1. Lokale Algebren und Punktfelder 5erkl�art sich physikalisch aus der Unsch�arferelation - eine im Ortsraum beliebig gut lokalisierteMessung mu� einen unendlich gro�en Energie-Impuls- �Ubertrag zur Folge haben. Man kanndie �(x) also allenfalls als gewisse Grenzwerte der beschr�ankten lokalen Observablen erwarten.Fredenhagen und Hertel [13] bemerkten, da� man hierzu das singul�are Hochenergieverhaltender Punktfelder "d�ampfen\ mu�: F�ur R = (1 +H)�1 und l 2 R+ betrachteten sie\O3xRlA(O)Rl w (1.1.4)und zeigten, da� man die Elemente dieses Raumes als energieged�ampfte Punktfelder Rl�(x)Rldeuten kann. �Ahnliche Objekte wurden im Anschlu� auch von Rehberg und Wollenberg [23]sowie Wollenberg [26] untersucht. In all diesen �Uberlegungen bleibt jedoch o�en, ob (bzw.unter welchen Bedingungen) nicht auch die Durchschnitte (1.1.4) trivial sind. Zudem ist einsolcher Ansatz wenig "konstruktiv\ im engeren Sinne; er liefert kaum Informationen �uber dieweitere Struktur der Wightmanfelder.Eine sehr viel explizitere Konstruktionsm�oglichkeit bietet sich im Fall dilatationsinvarian-ter Theorien. Hier hat man die Darsteller D(�) der Dilatationen zur Verf�ugung, um Punkt-felder aus lokalen Observablen zu erhalten. So bemerkten Buchholz und Fredenhagen [6], da�man (heuristisch) folgendes Verhalten der A 2 A(O) �nden sollte:D(�)AD(�)�1 = (
jA
)1+ ��(0) + o(�) (1.1.5)mit einem Punktfeld �(0). Fredenhagen und J�or� [14] f�uhrten eine �ahnliche Konstruktionin einem speziellen Modell, der 2-dimensionalen konformen chiralen Theorie eines reellenskalaren Teilchens, sehr explizit durch; sie erhalten Punktfelder �(0) als Limiten��nD(�)A
 �!0���! �(0)
: (1.1.6)Diese Vorgehensweise l�a�t noch Verallgemeinerungen zu [18], bleibt aber prinzipiell auf di-latationsinvariante Modelle beschr�ankt: Die D(�) sind in allgemeineren Situationen schlichtnicht verf�ugbar, nicht einmal in Theorien freier massiver Teilchen.Ein anderer Zugang wurde k�urzlich von Haag vorgeschlagen [15] und von Haag und Ojiman�aher ausgef�uhrt [17]. Die beiden Autoren betrachten den von den lokalen energiebeschr�ank-ten Zust�anden aufgespannten Raum �E(O). Die �E(O) bilden mathematisch gesehen einePr�agarbe, und ihr Verhalten "am Punkt\ wird durch deren Keime beschrieben; man analysiertalso z.B. f�ur Standarddoppelkegel Or vom Radius r das Verhalten von �E(Or) f�ur r ! 0.Die Elemente von �E(O) sind gleichzeitig in Orts- und Impulsraum gut lokalisierte Ob-jekte; man kann daher Nutzen aus den bekannten Phasenraumeigenschaften von Theorien[8] ziehen: �E(Or) sollte sich gut durch endlichdimensionale R�aume approximieren lassen.Haag und Ojima vermuteten nun, da� es eine r-unabh�angige Basis dieser endlichdimensiona-len R�aume gibt, deren Elemente quasi die "Zust�ande am Punkt\ beschreiben. Als Basis desDualraums sollte man dann die gesuchten Punktfelder � erhalten. Diese �Uberlegungen warenebenfalls durch die dilatationsinvariante Theorie motiviert; die Autoren verdeutlichen ihre�Uberlegungen (sehr heuristisch) am Beispiel eines rellen skalaren masselosen freien Feldes. Dajedoch die Dilatationen nicht explizit verwendet werden, lassen sich die genannten Prinzipienleicht auf andere Modelle �ubertragen.Die vorliegende Arbeit greift die von Haag und Ojima vorgeschlagene Methode auf undkonstruiert lokale Punktfelder �(x) aus vorgegebenen Algebren A(O) unter Verwendung einerspeziellen Phasenraumbedingung.



6 Kapitel 1. EinleitungDiese Phasenraumbedingung wird in Kapitel 2 zun�achst motiviert und dann pr�azise for-muliert; mit ihrer Hilfe lassen sich Punktfelder �(x) und schlie�lich Wightman-Felder �(f)konstruieren, welche die gew�unschte Lokalit�atsbedingung erf�ullen. Wir weichen dabei etwasvon dem von Haag und Ojima betrachteten Rahmen ab, da es sich als wesentlich herausstellt,nicht nur �E(O) bei festem E, sondern auch den Limes E !1 betrachten zu k�onnen.In Kapitel 3 kehren wir im eigentlichen Sinn zur Analyse der Keime von �E(O) zur�uckund etablieren die von Haag und Ojima vermuteten Strukturen. Au�erdem werden die Dar-stellungen von Symmetriegruppen von den A(O) auf die Keime respektive die erw�ahntenendlichdimensionalen R�aume �ubertragen. Dies erlaubt uns, die Hermitezit�at der Punktfelderund ihre Kovarianz unter der Poincar�e-Gruppe zu etablieren. Au�erdem werden die Ableitun-gen der Punktfelder untersucht, die zur Formulierung von Feldgleichungen notwendig sind.Kapitel 4 schlie�lich weist die aufgestellte Phasenraumbedingung in einem konkreten Mo-dell nach, und zwar in der freien Feldtheorie, speziell f�ur ein reelles skalares (massives odermasseloses) freies Feld in s � 3 r�aumlichen Dimensionen. Wir berechnen explizit die in Ka-pitel 2 allgemein konstruierten Punktfelder und zeigen, da� sie mit dem de�nierenden Feld�(x) und seinen Funktionen �ubereinstimmen.Einige Aspekte der Konstruktion, die mehr mathematischer Natur sind oder f�ur sich selbstgenommen interessieren, sind in Anh�angen zu den betre�enden Kapiteln oder Abschnitten an-geordnet. Dem Leser, der bei den zahlreichen verwendeten Kurzschreibweisen und De�nitionenden �Uberblick verloren hat, sei au�erdem die Zusammenstellung der Notationskonventionenab Seite 104 empfohlen.1.2 Algebraische QuantenfeldtheorieDer algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie [16] verwendet als Grundobjekt ein Netz vonAlgebren, d.h. eine Abbildung2 O 7! A(O); (1.2.1)die jeder o�enen Teilmenge O � Rs+1 des Minkowskiraums eine C�-Algebra A(O) zuordnet;dabei fordert man Isotonie: A(O1) � A(O2) f�ur O1 � O2: (1.2.2)Physikalisch stehen die lokalen Algebren A(O) - respektive ihre selbstadjungierten Elemen-te - f�ur die im Gebiet O me�baren Observablen. Deren relativistische Lokalisierung l�a�t sichdann durch die algebraischen Relationen beschreiben: Sind O1 und O2 raumartig getrennt,dann stellt man die Lokalit�atsbedingung�A1; A2� = 0 f�ur Ai 2 A(Oi): (1.2.3)Weiterhin ist eine Darstellung ��;x der Poincar�e-Gruppe3 P durch Automorphismen desNetzes A(O) gegeben, die geometrisch auf den lokalen Algebren wirkt:��;x A(O) = A(�O + x): (1.2.4)2Mathematisch handet es sich dabei um eine Pr�a-Kogarbe, das duale Objekt zu den in Anhang 3.A bespro-chenen Pr�agarben.3 Pr�aziser ist hier und im folgenden mit P die Zusammenhangskomponente der 1 in der Poincar�e-Gruppegemeint (sonst oft mit P"+ bezeichnet). Analog ist L die 1-Zusammenhangskomponente der Lorentzgruppe.



1.2. Algebraische Quantenfeldtheorie 7Die vorliegende Arbeit beschr�ankt sich auf die Analyse des Vakuumsektors eines solchenNetzes: Wir nehmen die A(O) als schwach abgeschlossene Unteralgebren von B(H) f�ur einenHilbertraum H an, also als von-Neumann-Algebren. Weiter sei die Darstellung � unit�ar im-plementiert, d.h. sie r�uhre von einer unit�aren Darstellung U(�; x) von P auf H her:��;x(�) = U(�; x) �U(�; x)�: (1.2.5)U(�; x) soll bez�uglich der starken Operatortopologie stetig in �; x sein. Dann kann U(�; x)als Exponentialfunktion seiner selbstadjungierten Generatoren geschrieben werden; man hatetwa f�ur die Translationen U(1; x) � U(x) = eiP�x� : (1.2.6)Die unbeschr�ankten selbstadjungierten Operatoren P� (� = 0 : : :s) werden als Energie-Impuls-Operatoren interpretiert; speziell ist H = P0 der Hamilton-Operator. Seine Spek-tralprojektoren auf das Intervall [0; E] bezeichnen wir mit P (E). Die Darstellung U soll dieSpektrumsbedingung erf�ullen, d.h. das gemeinsame Spektrum der kommutierenden OperatorenP� liege im abgeschlossenen Vorw�artslichtkegel ("Positivit�at der Energie\). Schlie�lich gebees in H einen unter allen U(�; x) invarianten Vektor 
 ("das Vakuum\), der bis auf skalareFaktoren eindeutig bestimmt sei. Er erf�ullt dann P (E) 
 = 
 8E > 0.Wir haben die lokalen Algebren A(O) als von-Neumann-Algebren vorausgesetzt, um eineweitere mathematische Struktur zur Verf�ugung zu haben, n�amlich ihren Pr�adualraum: DerRaum der normalen (d.h. linearen und ultraschwach stetigen) Funktionale auf B(H) sei mit� bezeichnet; er ist identisch mit dem Raum der Spurklasseoperatoren B1(H) auf H, wobei� 2 B1(H) ein � 2 � induziert durch �(�) = tr (� � ): (1.2.7)� wird mit der Supremumsnorm (entsprechend der Spurnorm auf B1(H)) zu einem Banach-raum, dessen Dualraum gerade B(H) ist:�� = B(H) ; auch notiert als � = B(H)� : (1.2.8)Die positiven normierten Elemente von � k�onnen als physikalische Zust�ande des betrachtetenSystems gedeutet werden.Wir de�nieren f�ur o�enes O � Rs+1 au�erdem�(O) := �dA(O) ; (1.2.9)dann gilt analog zu (1.2.8)�(O)� = A(O) bzw. �(O) = A(O)� : (1.2.10)In unserer Analyse ist noch der Raum der energiebeschr�ankten normalen Funktionale wichtig:F�ur E > 0 sei �E := P (E)�P (E) ; �E(O) := �EdA(O); (1.2.11)dabei schreiben wir P (E)�P (E) = �(P (E) � P (E)) f�ur � 2 �. Man hat dann��E = P (E)B(H)P (E) =: AE ; �E(O)� = P (E)A(O)P (E) =: AE(O): (1.2.12)Die �(O) und ebenso die �E(O) bilden jeweils eine Pr�agarbe im Sinne von Anhang 3.A.



8 Kapitel 1. Einleitung1.3 Wightman'sche QuantenfeldtheorieDie Wightman'sche Quantenfeldtheorie [25] formuliert man mit Hilfe von Feldern (unbe-schr�ankten Operatoren) �(f). Wir beschr�anken uns hier auf den Fall von Bose-Feldern; siebzw. ihre selbstadjungierten Funktionen repr�asentieren dann die physikalischen Observablen.Genauer betrachtet man folgende Struktur:Zun�achst ist ein Hilbertraum H gegeben, auf dem eine unit�are, stark stetige DarstellungU(�; x) von P wirkt. Wie in Abschnitt 1.2 bezeichnen wir die Generatoren der Translationmit P�; sie m�ogen der Spektrumsbedingung gen�ugen. Au�erdem gebe es einen bis auf einenFaktor eindeutigen U -invarianten Vektor 
 2 H.Unter einem Quantenfeld bzw. einem Satz von Quantenfeldern �1 : : :�n versteht man nunfolgendes:� Die �j sind operatorwertige temperierte Distributionen, d.h. sie sind lineare Abbildun-gen von S(Rs+1) in die Menge der (nicht notwendig beschr�ankten) linearen Operatorenauf D, wobei D � H ein dichter Unterraum ist. Man betrachtet also unbeschr�ankteOperatoren �j(f) auf einem gemeinsamen De�nitionsbereich D. F�ur  ; � 2 D ist dasMatrixelement ( j�j(f) �) stetig in f bez�uglich der Laurent-Schwartz-Topologie ("Tem-periertheit\).� Der De�nitionsbereich D ist nicht nur dicht in H, sondern auch invariant unter Anwen-dung der U(�; x) und �j(f); ferner ist 
 2 D.� Die adjungierten Operatoren �j(f)� sind ebenfalls in der Menge der Felder enthalten:�j(f)� = �k(f) mit zu j geeignet gew�ahltem k: (1.3.1)Dies gilt als Operatorgleichung auf D.� Die �j erf�ullen kausale Vertauschungsrelationen, d.h. f�ur Testfunktionen f; g mit raum-artig getrenntem Tr�ager gilt��j(f); �k(g)� = 0 ; j; k = 1 : : :n; (1.3.2)wieder als Gleichung auf D.� Es gibt eine endlichdimensionale Matrixdarstellung Sjk von L, so da�U(�; x)�j(f)U(�; x)� = nXk=1 Sjk(��1)�k(f�;x); (1.3.3)wobei f�;x(y) = f���1(y � x)�: (1.3.4)Zus�atzlich wird oft noch gefordert, da� die �j(f) eine Vollst�andigkeitsrelation erf�ullen:Die Menge der Polynome der �j soll, angewandt auf 
, eine in H dichte Menge ergeben. Wirwerden diesen Aspekt jedoch hier nicht ber�ucksichtigen.



1.3. Wightman'sche Quantenfeldtheorie 9Die oben gew�ahlten Testfunktionen f 2 S(Rs+1) sind im allgemeinen komplexwertig. Wirbeschr�anken uns bei der Konstruktion von Feldern jedoch stets auf reellwertige Testfunktio-nen. Ein f�ur reellwertiges f erkl�artes Feld �(f) kann man dann verm�oge der Gleichung�C (f) := �(Ref) + i�(Imf) (1.3.5)immer zu einem komplex-linearen Feld �C fortsetzen.H�au�g betrachtet man statt der �(f) auch punktartig lokalisierte Felder �(x); diese sinddann nicht als Operatoren, sondern nur als quadratische Formen auf D�D de�niert. Die �(f)ergeben sich aus ihnen durch "Verschmieren\ mit einer Testfunktion:�(f) = Z ds+1x f(x)�(x): (1.3.6)Wir werden diese heuristische Formel in Abschnitt 2.5 genauer pr�azisieren. Die obigen Bedin-gungen lassen sich fast alle in analoger Weise auch f�ur die �(x) aufstellen. Probleme bereitetdabei aber die Lokalit�atsforderung: Da das Produkt zweier quadratischer Formen sich im all-gemeinen nicht de�nieren l�a�t, machen Kommutatorrelationen wie (1.3.2) f�ur die �(x) keinenSinn. F�ur eine exakte Formulierung mu� man hier auf die Operatoren �(f) ausweichen.



Kapitel 2Phasenraumbedingung undKonstruktion von PunktfeldernZu Beginn unserer Analyse von algebraischen Quantenfeldtheorien "am Punkt\ werden wirjetzt eine Phasenraumbedingung aufstellen, die uns die Konstruktion punktartig lokalisierterFelder erm�oglicht.Die gesuchte Bedingung verlangt im wesentlichen, da� es f�ur die R�aume �E(Or) ein Erzeu-gendensystem gibt, das einerseits aus "fast endlich vielen\ Elementen besteht und andererseitsunabh�angig von E und r ist. Wir werden in Abschnitt 2.1 zun�acht in Anlehnung an [17] heu-ristisch motivieren, warum ein solches Verhalten in physikalisch relevanten F�allen zu erwartenist. In Abschnitt 2.2 formulieren wir die genannte Bedingung dann pr�azise; mathematisch for-dert sie die Existenz einer Reihenentwicklung der Inklusionsabbildung SE �E ,! �, die ineiner speziell daf�ur formulierten Topologie konvergiert.Wir wollen die Elemente des erw�ahnten Erzeugendensystems (bzw. die Summanden der ge-nannten Reihenentwicklung) als Wightman'sche Punktfelder deuten. Dazu ist es aber zun�achstnotwendig, in gewissem Sinne lineare Abh�angigkeiten zwischen ihnen zu entfernen, also zueiner "Basis des Phasenraums\ �uberzugehen; diesem Zweck dient die Konstruktion in Ab-schnitt 2.3. Danach k�onnen wir die Basiselemente als lokale Punktfelder �j(x) etablieren(Abschnitt 2.4), wobei wir die in [13] vorgeschlagene Lokalit�atsbedingung verwenden. Mitden dort entwickelten Methoden k�onnen die Punktfelder schlie�lich zu Wightman-Feldern�j(f) ausintegriert werden; dies geschieht in Abschnitt 2.5.



2.1. Motivation 112.1 MotivationEs ist unser Ziel, aus den lokalen Algebren A(O) Quantenfelder im Wightman'schen Sinnezu konstruieren. Wir geben dazu zun�achst einige heuristische Bemerkungen, wie und unterwelchen Voraussetzungen diese Konstruktion gelingen kann.Um ein punktartig lokalisiertes Feld �(x) - wir beschr�anken uns im folgenden auf x = 0 -zu erhalten, sollte man es im Durchschnitt alle A(Or) f�ur r > 0 suchen. Dabei bezeichnet Orden Standard-Doppelkegel vom Radius r um den Koordinatenursprung:Or = fx 2 Rs+1 j jx0j+ j~xj < rg: (2.1.1)Wie in Abschnitt 1.1 bereits erw�ahnt, mu� man gewisse Grenzwerte zum Durchschnitt der Al-gebren hinzunehmen, um ein nichttriviales Ergebnis zu erhalten; da die A(Or) bereits schwachabgeschlossen sind, mu� man Grenzwerte in anderen als den sonst �ublichen Topologien be-trachten.Ohnehin sind die Punktfelder � = �(0) typischerweise singul�are Objekte - sie sind imallgemeinen nicht als Operatoren, sondern nur als quadratische Formen de�niert, lassen sichalso schlecht durch die beschr�ankten Operatoren aus A(Or) approximieren. Der Grund f�urdie Unbeschr�anktheit der Punktfelder ist, wie schon gesagt, in ihrem schlechten Hochener-gieverhalten zu suchen (bedingt durch die Unsch�arferelation). Tats�achlich existieren in vielenModellen die P (E)�P (E) als beschr�ankte Operatoren; es liegt daher nahe, zun�achst diesedurch Elemente aus P (E)A(Or)P (E) zu approximieren.Von den R�aumen AE(Or) = P (E)A(Or)P (E) bzw. ihren (Pr�a-)Dualr�aumen �E(Or) =�EdA(Or) nimmt man oft an, da� sie gewisse Phasenraum-Bedingungen erf�ullen: Es handeltsich hier um Objekte, die gleichzeitig im Orts- wie im Impulsraum mehr oder weniger scharflokalisiert sind. Betrachtet man etwa in der Quantenmechanik ein ideales Gas im Kasten (al-so im Ortsraum lokalisiert), dann gibt es unterhalb einer vorgegebenen Energie E nur einenendlichdimensionalen Raum von Wellenfunktionen bzw. Zust�anden des Systems. �Ubertragenauf die Quantenfeldtheorie k�onnte man also heuristisch vermuten, da� die �E(Or) endlichdi-mensional sind; das hei�t, die Abbildung�E;r : �E ! �(Or); � 7! �dA(Or) (2.1.2)sollte ein endlichdimensionales Bild besitzen. Das ist so nicht der Fall, da in der Quantenfeld-theorie keine gleichzeitig in Orts- und Impulsraum scharf lokalisierten Objekte existieren. DieEndlichdimensionalit�at wird aber "fast\ erreicht: In Modellen der freien Feldtheorie wiesenBuchholz und Porrmann [8] nach, da� sich �E;r in gewisser Weise als Reihe von Rang-1-Operatoren schreiben l�a�t:1�E;r = 1Xj=1 �j�j ; �j 2 �(Or); �j 2 P (E)B(H)P (E): (2.1.3)Die in [8] konstruierten �j und �j h�angen dabei explizit von E und, wenn man gute Absch�at-zungen f�ur die Normen der �j erhalten m�ochte, auch von r ab.1Tats�achlich ist die Abbildung �E;r nuklear. �Ahnliche Nuklearit�ats-und schw�achere Kompaktheits-Kriterienwurden auch in [7], [12] behandelt; als "Energied�ampfungsfaktor\ diente dabei meist e��H und nicht P (E),was f�ur heuristische �Uberlegungen aber ohne Belang ist.



12 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von PunktfeldernMan kann nun fragen, ob es m�oglich ist, die �j und �j unabh�angig von E und r (skalen-unabh�angig, wie wir im folgenden schreiben) zu w�ahlen. Zumindest in dilatationsinvariantenTheorien kann man erwarten, da��E;r = 1Xj=1 P (E)�jP (E) � �jdA(Or) ; (2.1.4)wobei die �j und �j skalenunabh�angige Objekte sind; die �j sind allerdings nicht mehr Opera-toren, sondern quadratische Formen (wir werden dies in Abschnitt 2.2 pr�azisieren). Analogeswird man in jeder Theorie mit Ultraviolett-Fixpunkt vermuten, jedenfalls f�ur gro�e E undkleine r.Man kann (2.1.4) jetzt als eine Entwicklung der lokalisierten Zust�ande "nach Gr�o�en amPunkt\ au�assen; die �j�j bilden quasi eine Basis des Phasenraums. Insofern liegt es nahe,in den �j die gesuchten Punktfelder zu vermuten - wir werden sp�ater sehen, da� sie dies imwesentlichen bereits sind.Hier tritt ein entscheidender Unterschied zwischen unserem Ansatz und dem von Haagund Ojima [17] vorgeschlagenen Formalismus auf: Die beiden Autoren betrachten �E beifestgehaltenem E und analysieren dann die Keime der Pr�agarbe �E(O); sie ben�otigen dazuin unserem Sinne eine r-, nicht aber eine E-unabh�angige Basis. F�ur eine Konstruktion vonPunktfeldern reicht dieser Rahmen aber nicht aus: Wie die Autoren selbst bemerken [17,p. 388], kann das Verhalten der Struktur mit wachsendem E so im allgemeinen nicht kontrol-liert werden. Dies ist aber notwendig, da man, um die Lokalit�at der Felder nachzuweisen, denLimes E ! 1 betrachten mu� (Abschnitt 2.4).Der hier vorgestellte Ansatz mit E- und r-unabh�angigen Gr�o�en hat demgegen�uber denNachteil, da� man die Existenz der Punktfelder �j scheinbar bereits mir der ben�otigten Pha-senraumbedingung (2.1.4) voraussetzt. Andererseits l�a�t sich mit demselben Argument, mitdem man die Existenz einer r-unabh�angigen Basis in (2.1.4) vermutet, auch eine E-unabh�angi-ge Basis heuristisch begr�unden.Ein weiterer, von Haag und Ojima hervorgehobener Aspekt wird in unserer Konstrukti-on wesentlich sein: Wir betrachten den Bereich kleinen "Phasenraumvolumens\, d.h. kleinerE � r. Je kleiner Er wird, desto besser sollte sich �E(Or) durch einen endlichdimensiona-len Raum gegebener Dimension ann�ahern lassen, und desto schneller sollte die Reihe (2.1.4)konvergieren. Wir k�onnen jedem Approximationsterm sein E-r-Verhalten zuordnen,�j(E; r) := k�jdA(Or)k � kP (E)�jP (E)k ; (2.1.5)wobei �j typischerweise nur vom skaleninvarianten TermEr abh�angen wird, zumindest asymp-totisch f�ur E ! 1, r ! 0. Wie Haag und Ojima vermuteten, sollten sich die Approxima-tionsterme nach ihrem Er-Verhalten sortieren lassen; man erwartet eine Art hierarchischesVerhalten der �j : �k(E; r)�j(E; r) Er!0����! 8><>:0 f�ur k > N(j)const: 6= 0 f�ur M(j) � k � N(j)1 f�ur k < M(j) (2.1.6)mit gewissen ZahlenM(j); N(j)2 N. In diesem Formalismus haben wir also die Energiedimen-sionen der Punktfelder wiederentdeckt. Im Fall der freien Feldtheorie ergibt sich �j / (Er)
(j),wie wir in Kapitel 4 sehen werden.



2.2. Ein Kriterium 13Es erscheint allerdings unverh�altnism�a�ig, solche Details �uber das E-r-Verhalten der Ap-proximationsterme a priori anzunehmen. Wir werden nur verlangen, da� die Approximations-summe in (2.1.4) in gewisser Weise alle polynomial abfallenden Anteile von � (also Anteile/ (Er)
) kompensiert. Die Sortierung der �j�j wird daraus dann in Abschnitt 2.3 konstruiert.2.2 Ein KriteriumWir werden die heuristischen �Uberlegungen des letzten Abschnitts jetzt konkretisieren undeine Phasenraumbedingung angeben, die uns im folgenden die Konstruktion von Wightman-feldern erlauben soll.Wie wir eben gesehen haben, kann die Phasenraumstruktur eines Modells durch Approxi-mation gewisser Abbildungen �E;r : �E ! �(Or) untersucht werden. In unserem Zusammen-hang ist es aber wichtig, dabei von skalenunabh�angigen Objekten auszugehen; wir betrachtendaher lineare Operatoren SE �E ! �, die dann auf �E und A(Or) (mit festem E; r) einge-schr�ankt werden. Dabei kann man nicht erwarten, da� die interessierenden Abbildungen aufganz SE �E beschr�ankt sind - die singul�aren Punktfelder � w�aren sonst nicht beschreibbar.Allerdings ist f�ur diese Felder kP (E)�P (E)k oft nicht nur endlich, sondern w�achst h�ochstenswie eine Potenz von E an:kP (E)�P (E)k< Ek � const: (k 2 N geeignet) : (2.2.1)Solche polynomialen Hochenergieschranken lassen sich in einer gro�en Klasse von Modellennachweisen [11]. Es liegt daher nahe, folgenden Raum von linearen Abbildungen zu betrachten:� := n# :[E �E ! � linear ��� k#d�Ek � (1+E)k � const: f�ur ein k > 0o: (2.2.2)Dabei ist (1+E)k statt Ek als Schranke angesetzt, um keine Obstruktionen im Bereich kleinerEnergien zu erhalten - f�ur unsere Zwecke ist nur das Hochenergieverhalten der # interessant.Die zu approximierende Abbildung � k�onnen wir nun als Element von � au�assen, n�amlichals die Inklusionsabbildung � : SE �E ,! �; sie ist hier also ein skalenunabh�angiges Objekt.Wir wollen sie als Summe von Rang-1-Operatoren darstellen; solche Operatoren haben dieForm # = �(�)� (2.2.3)mit � 2 � und einer Linearform � mit polynomialem Hochenergieverhalten; genauer ist � einElement des Raumes �1 von Linearformen auf SE �E, der analog zu � de�niert wird:�1 := n#1 :[E �E ! C linear ��� k#1d�Ek � (1+E)k � const: f�ur ein k > 0o: (2.2.4)Zur Verk�urzung der Schreibweise notieren wir im folgenden:k#kE;r := k#d�E;A(Or)k = kP (E)#P (E)dA(Or)k (# 2 �); (2.2.5)k#1kE := k#d�Ek = kP (E)#P (E)k (#1 2 �1); (2.2.6)k�kr := k�dA(Or)k (� 2 �): (2.2.7)



14 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von PunktfeldernMan bemerkt, da� f�ur Rang-1-Operatoren der Form (2.2.3) giltk�(�)�kE;r = k�kE k�kr : (2.2.8)Um � als eine unenendliche Reihe darstellen zu k�onnen, ben�otigen wir noch eine spezielleTopologie auf �, die Konvergenz "bez�uglich des Punktes x = 0\ beschreibt (die Normto-pologie etwa ist o�enbar wenig geeignet). Wir werden diese Topologie nun konstruieren undplausibel machen, warum sie die in Abschnitt 2.1 vermuteten Strukturen beschreibt. In An-hang 2.B werden die De�nitionen in einen etwas erweiterten Rahmen gestellt, den wir imfolgenden manchmal ben�otigen; dort �ndet man auch einige mehr mathematische Aspekteder konstruierten Topologie.Die in Abschnitt 2.1 gewonnene Idee zur Konvergenz der Reihe in (2.1.4) ist: Alle po-lynomialen Anteile / (Er)k von � sollen von den Approximationstermen kompensiert wer-den; zu gegebenem k sollen dazu endlich viele (etwa N) Terme ausreichen. Mithin soll f�urE !1; r! 0; Er � 1 gelten (Er)�k k�� NXj=1 �j�jkE;r �! 0: (2.2.9)Im folgenden seien #; #0 2 �; wir wollen ihren Abstand "mit Genauigkeit (Er)k\ imgenannten Bereich beschreiben. Dazu sei zun�acht r > 0 fest; wir betrachtensupE�r�1 k#� #0kE;rrk(1+E)k : (2.2.10)Das ist in gewisser Weise ein Ma� f�ur den gesuchten Abstand bei festem r. Wieder wurde (1+E)statt E im Nenner verwendet, um Probleme bei E = 0 auszuschlie�en. Statt der SchrankeE � r�1 (Er � 1) k�onnte �ubrigens Er � w0 mit einer beliebigen positiven Konstanten w0eingesetzt werden; f�ur die folgende Argumentation w�are das ohne Belang. Andererseits scheintes keinen Grund zu geben, warum in Modellen eine intrinsische Konstante w0 auftreten sollte;daher setzen wir ohne gro�en Verlust an Allgemeinheit w0 = 1.Um Punktfelder zu beschreiben, interessiert uns nur das Verhalten von � in einer beliebigkleinen Umgebung von x = 0; wir m�ussen daher den Ausdruck (2.2.10) im Limes r ! 0betrachten - um die Existenz stets zu garantieren, w�ahlt man den limes superior. Au�erdemist es f�ur die Konstruktion in Abschnitt 2.3 erforderlich, die Werte von r aus einer diskretenNullfolge � = (rn) � R+ zu w�ahlen (man mu� daraus dann Teilfolgen aussondern). Das f�uhrtuns zu dem Ausdruck lim supn!1 supE�r�1n k#� #0kE;rnrkn(1+E)k ; (2.2.11)der den gew�unschten Abstand asymptotisch f�ur r! 0 beschreibt. Im mathematischen Sinneist er aber so noch keine (Pseudo-)Metrik, da der limes superior eventuell 1 ergibt, etwawenn k#� #0kE;r / (Er)k�1. Um dies zu umgehen, f�uhren wir die Funktion Z(x) := x1+x einund setzen dk(#; #0) := lim supn!1 Z� supE�r�1n k#� #0kE;rnrkn(1+E)k �: (2.2.12)



2.3. Reduktion 15Die dk sind dann Pseudometriken auf �. Die gew�unschte Topologie soll Konvergenz allerpolynomial abfallenden Anteile f�ur r ! 0 beschreiben, also Konvergenz bez�uglich aller dk.Dazu de�nieren wir eine weitere Pseudometrik:d(#; #0) := 1Xk=0 2�kdk(#; #0): (2.2.13)Im folgenden betrachten wir � mit der von d induzierten Topologie, die noch von der gew�ahl-ten Nullfolge � abh�angt. Wir k�onnen unsere Phasenraumbedingung dann so formulieren:Eigenschaft 2.1. Es gibt Funktionale �j 2 � und Linearformen �j 2 �1 (j 2 N), so da� beigeeigneter Wahl der Nullfolge � gilt � = 1Xj=1 �j�j :Die Reihe konvergiert dabei im Sinne der in (2.2.13) de�nierten Pseudometrik d.Der hier de�nierte Konvergenzbegri� bedeutet im wesentlichen das in (2.2.9) Geforderte.Wir haben ihn sogar noch etwas sch�arfer formuliert und k�onnen statt E ! 1 auch E =const: setzen; dies wird in Kapitel 3 wichtig, um den von Haag und Ojima vorgeschlagenenFormalismus zur�uckzugewinnen.2.3 ReduktionEs gilt jetzt, die Konsequenzen der eben aufgestellten Phasenraumbedingung zu analysieren.Vor allem wollen wir die in der Approximationsreihe auftretenden Linearformen �j als lokalePunktfelder interpretieren. Dazu sind aber noch einige Umformungen n�otig, die in diesemAbschnitt durchgef�uhrt werden.Wir betrachten im folgenden eine Theorie, die die Eigenschaft 2.1 besitzt; man hat also� = P�j�j . Diese Reihendarstellung von � ist aber nicht eindeutig; sie k�onnte neben denvermuteten Punktfeldern auch "redundante\ Terme enthalten: Seien etwa �̂ 2 � und �̂ 2 �1beliebig vorgegeben, dann kann man die Reihe auch schreiben als� = �1�1 + : : :+ �j�j + �̂�̂ � �̂�̂ + �j+1�j+1 + : : : (2.3.1)oder etwas subtiler als� = �1�1 + : : :+ (�j � �̂)�j + �̂(�j + �j+1) + (�j+1 � �̂)�j+1 + : : : (2.3.2)Die in diesen Darstellungen auftretenden quadratischen Formen sind sicher im allgemeinenkeine lokalen Punktfelder, schlie�lich konnte �̂ 2 �1 beliebig gew�ahlt werden.Zur Konstruktion von Punktfeldern mu� man also zumindest lineare Unabh�angigkeit derFunktionale �j fordern; die tats�achlich ben�otigte Bedingung ist sogar etwas sch�arfer. Aus an-deren Gr�unden werden wir sp�ater auch lineare Unabh�angigkeit der �j verwenden. Ziel diesesAbschnitts ist es, die Approximationssumme so umzuformen, da� die genannten Unabh�angig-keitsbedingungen erf�ullt werden. Gleichzeitig konstruieren wir eine Ordnung im r-Verhaltender Funktionale �j ; wir konkretisieren damit die heuristischen �Uberlegungen aus (2.1.6), las-sen allerdings das E-Verhalten der Approximationsterme dabei au�er Betracht.



16 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von PunktfeldernZuerst behandeln wir die lineare Unabh�angigkeit der quadratischen Formen �j .Wir k�onnendie Summanden der Reihe aus Eigenschaft 2.1 so zusammenfassen, da� jeweils endlich vieleder �j linear unabh�angig werden: Ist das nicht bereits der Fall, dann sei N minimal, so da��1 : : :�N linear abh�angig sind; es gilt also�N = N�1Xj=1 �j�j (2.3.3)mit gewissen �j. Wir schreiben dannNXj=1 �j�j = N�1Xj=1 �j(�j + �j�N) + ��N � N�1Xj=1 �j�j�| {z }=0 �N =: N�1Xj=1 �j �̂j : (2.3.4)Wir erhalten also wieder eine Approximationssumme der gew�unschten Form, in der die �jaber linear unabh�angig sind. Das Verfahren kann nun f�ur N ! 1 iteriert werden; da stetsnur endliche Summen umgeformt werden, treten dabei keine Umordnungsprobleme auf. Wirerhalten also (durch Neubezeichnung der �̂j)� =Xj �j�j mit linear unabh�angigen �j : (2.3.5)Eventuell verbleiben in der Reihe nur endlich viele Terme, was im folgenden aber ohne Belangist. Jetzt befassen wir uns mit der Unabh�angigkeit der �j ; gleichzeitig sollen diese nach ihremr-Verhalten geordnet werden. Die Konstruktion geschieht wie f�ur die �j induktiv, ist aberungleich l�anger; wir f�uhren sie daher zun�achst f�ur die ersten Terme der Approximation durchund diskutieren das Induktionsschema sp�ater.Es sei dazu zun�achst k := 1; wir w�ahlen N gro� genug, damitdk��; nXj=1 �j�j� = 0 8n � N ; (2.3.6)wegen der Konvergenz der Reihe ist das nach (2.B.14) immer m�oglich. Nun sei f�ur j � N�̂j(r) := k�jkr: (2.3.7)Wir k�onnen annehmen, da� diese Funktionen f�ur r > 0 strikt positive Werte haben; w�aren�amlich �jdA(Or) = 0 f�ur ein r > 0, dann k�onnte der Term �j�j in der Entwicklung (2.3.5)auch entfallen. Um die �̂j hinsichtlich ihres Verhalten auf der Nullfolge � = (rn) zu vergleichen,verwenden wir folgende Notation:�̂i �� �̂j :, �̂i(rn) � �̂j(rn) � const: ; (2.3.8)�̂i �� �̂j :, �̂i(rn) � const: � �̂j(rn) � �̂i(rn) � const:0 ; (2.3.9)�̂i �� �̂j :, �̂i(rn)�̂j(rn) ���!n!1 0 : (2.3.10)



2.3. Reduktion 17Die Eigenschaften dieser Relationen werden in Anhang 2.A n�aher untersucht.Wir nehmen nun an, da� zumindest f�ur ein j und nach eventuellem �Ubergang zu einerTeilfolge von � gilt rk �� �̂j ; (2.3.11)falls das nicht m�oglich ist, dann folgt rk �� �̂j 8j � N ; wir erh�ohen dann k und beginnen dieKonstruktion erneut2 bei (2.3.6).Man kann auf F := f�̂1; : : : ; �̂N ; rkg nun das in Anhang 2.A (Aussage 2.7) entwickelteVerfahren anwenden; daraus erh�alt man nach �Ubergang zu einer Teilfolge von � ein N1 2 Nund ein �1 2 F , so da� �̂j �� �1 f�ur 0 < j � N1; (2.3.12)�̂j �� �1 f�ur N1 < j � N ; (2.3.13)rk �� �1 : (2.3.14)Die letzte Relation kann wegen (2.3.11) erreicht werden. Durch Auswertung von (2.3.6) ergibtsich d[�1; k; �]��; N1Xj=1 �j�j� = 0: (2.3.15)Jetzt befassen wir uns mit der Unabh�angigkeit der �j . Wir nehmen an, da� �1 : : : �N1linear abh�angig sind im folgenden Sinne: Es gebe � 2 RN1nf0g , so da� (eventuell bez�uglicheiner Teilfolge von �) gilt 1�1(rn)

 N1Xj=1 �j�j

rn ! 0: (2.3.16)Ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit sei dabei �N1 = 1. Dann kann die Approximations-summe f�ur � wie folgt umgeschrieben werden:NXj=1 �j�j = N1�1Xj=1 (�j � �j�N1)�j + �N1��N1 + N1�1Xi=1 �i�i� + NXj=N1+1�j�j (2.3.17)=: NXj=1 �̂j �̂j :Wir haben also wiederum eine andere Darstellung der Approximationssumme gefunden; dadie Funktionale �̂j f�ur j 6= N1 mit den �j �ubereinstimmen, gelten die Relationen (2.3.12)bis (2.3.15) auch f�ur die neue Aufteilung, allerdings jetzt mit N1 � 1 statt N1. Au�erdemsind auch die �̂j linear unab�angig, denn Span(�1; : : : ; �N1) = Span(�̂1; : : : ; �̂N1�1; �N1). Wirlassen das "Dach\ �uber den Symbolen im folgenden wieder weg.2Zu Details siehe Abbildung 2.1.



18 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von PunktfeldernNach endlich vielen solchen Schritten3 gelangen wir schlie�lich zu einer Entwicklung derForm (2.3.5), die nicht nur die Bedingungen (2.3.12) bis (2.3.15) erf�ullt, sondern in der auchkeine "linearen Abh�angigkeiten\ der Form (2.3.16) auftreten; mithin gilt

 N1Xj=1 �j�j

rn � C(�) � �1(rn) (2.3.18)mit Konstanten C(�) > 0 (� 6= 0). Wir werden nun zeigen, da� diese Konstanten sogargleichm�a�ig in (normiertem) � gew�ahlt werden k�onnen. Dazu sei � 6= 0 festgehalten und� 2 RN1. Wir haben dann1�1(rn) 

 N1Xi=1(�i + �i)�i

rn � kP�i�ikrn�1(rn) � kP �i�ikrn�1(rn)� C(�)�Xi j�ijk�ikrn�1(rn) (2.3.12)� C(�)�N1dmaxi j�ij (2.3.19)mit einer Konstanten d > 0. F�ur gen�ugend kleine � kann man N1dmaxi j�ij < 12C(�) ab-sch�atzen. Das bedeutet, da� die Konstante C(�) in (2.3.18) lokal gleichm�a�ig gew�ahlt werdenkann; aus Kompaktheitsgr�unden l�a�t sie sich dann f�ur � aus der Einheitskugel gleichm�a�igabsch�atzen, weshalb wir mit geeignetem c > 0 die Schranke (2.3.18) ersetzen k�onnen durch

 N1Xj=1 �j�j

rn � c k�k �1(rn): (2.3.20)Die Konstruktion f�ur die ersten Terme der Entwicklung ist damit abgeschlossen. Wir kon-struieren nun induktiv weitere Funktionen �� mit �1 � �2 � : : : , zu denen jeweils Funktionale�N��1+1; : : : ; �N� mit passendem r-Verhalten geh�oren. (F�ur die bisherige Konstruktion war� = 1.) Im Detail verl�auft das so:Haben wir schon ���1 und die zugeh�origen Funktionale konstruiert, dann betrachten wirwie zuvor �̂j := k�jkr ; N��1 < j � N: (2.3.21)Wir erh�ohen k und N , bis wieder giltdk��; nXi=1 �i�i� = 0 8n � N; rk �� �̂j (2.3.22)f�ur ein j zwischen N��1+1 und N . Eventuell durch Erh�ohen von N hinzugenommene Terme�m�m erf�ullen dabei weiterhin �̂m � ���1, wie man aus (2.3.6) sieht. Unter Umst�anden kannk auch beliebig gro� gew�ahlt werden, ohne da� (2.3.22) erf�ullt ist; dann erh�alt man eineabbrechende Approximationsreihe.3Dabei bleibt wegen Voraussetzung (2.3.11) stets N1 � 1.



2.3. Reduktion 19
Abbildung 2.1: Zum Beweis von Satz 2.2
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OO durch �Ubergang zu einer Teilfolge:9N� > N��1 und �� � ���1 mit�̂j � �� (N��1 < j � N�);�̂j � �� (j > N�); rk � ��

��Sind die �N��1+1 : : :�N� linearunabh�angig im Sinne von (2.3.18) ? nein //
@ A jaOO eliminiere ein �j(N��1<j�N�)gem�a� (2.3.17);N� ! N� � 1E Doo



20 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von PunktfeldernAnalog zu (2.3.12) bis (2.3.14) k�onnen wir die Funktionen �̂j wieder durch �Ubergang zueiner Teilfolge von � ordnen: Es gibt �� � ���1 und N� > N��1 mit�̂j �� �� f�ur N��1 < j � N� ; (2.3.23)�̂j �� �� f�ur N� < j � N ; (2.3.24)rk �� �� �� ���1: (2.3.25)Wie in (2.3.17) werden nun eventuelle lineare Abh�angigkeiten der �N��1+1 : : :�N� entfernt;die ersten N��1 Terme der Entwicklung bleiben davon aber unber�uhrt, insbesondere m�ussen�1 : : :�N��1 nicht ge�andert werden. Man erh�alt dann analog zu (2.3.20)

 N�Xj=N��1+1�j�j

rn � k�k ��(rn) � const: 8� 2 RN��N��1 : (2.3.26)Damit sind die n�achsten Terme der Entwicklung behandelt; wir habend[��; k; ��]��; N�Xj=1 �j�j� = 0: (2.3.27)Abbildung 2.1 zeigt den Verlauf der gesamten Konstruktion. Man beachte, da� stets nachendlichen vielen Schritten entweder � oder k erh�oht werden, wobei auch die Erh�ohung von �o�enbar nur endlich oft m�oglich ist, ohne k zu inkrementieren. Als Endergebnis erhalten wir:Satz 2.2. Wir betrachten ein Netz von lokalen Algebren, das die Eigenschaft 2.1 mit einerNullfolge � erf�ullt. Dann gibt es4� Nullfolgen � = �0 � �1 � �2 � : : : ,� ganze Zahlen 0 = N0 < N1 < N2 < : : : ,� Funktionen �1 ��1 �2 ��2 : : : von R+ nach R+ mit �� ��� rk f�ur geeignetes k(�),� linear unabh�angige quadratische Formen �j 2 �1,� Funktionale �j 2 � mit k�jkr ��� �� f�ur N��1 < j � N�,au�erdem zu jedem k 2 N ein �, so da�d[rk; k; ��]��; N�Xj=1 �j�j� = 0und zu jedem � ein k 2 N, so da�d[��; k; ��]��; N�Xj=1 �j�j� = 0:4Die Gr�o�en �j; �j m�ussen nicht unbedingt mit denen �ubereinstimmen m�ussen, mit denen wir die Konstruk-tion begonnen haben - wir verzichten jedoch aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit auf eine neue Bezeichnung.



2.3. Reduktion 21Weiterhin existiert zu � eine Konstante c > 0, so da� f�ur alle � 2 RN��N��1

 N�Xj=N��1+1�j�j

rn � k�k c ��(rn) (rn 2 ��):Die Werte von � k�onnen dabei eventuell aus ganz N gew�ahlt werden; es kann aber auchsein, da� die Folgen N1; N2; : : : usw. abbrechen und entsprechend nur endlich viele Wertevon � und j auftreten. Wir werden in diesem Zusammenhang manchmal auch von zul�assigenWerten f�ur � sprechen, meist aber stillschweigend voraussetzen, da� ein auftretendes � nursolche Werte annimmt.Die "Hierarchie von Funktionen\ �� und die zugeh�origen "Dimensionen\5 N� wurden imRahmen der Konstruktion auf recht komplizierte Weise gewonnen. Bei konkreten Modellenwird man jedoch detailliertere Informationen �uber die Funktionale �j und quadratischenFormen �j besitzen, die eine Vereinfachung der Konstruktion und eine explizite Bestimmung(bzw. Absch�atzung) der N� erm�oglichen:F�ur die Rekonstruktion der Felder geht man von einer Reihenentwicklung der in Eigen-schaft 2.1 geforderten Form aus. Dabei wird man typischerweise schon a priori erreichenk�onnen, da� die Formen �j linear unabh�angig sind. Der Nachweis hiervon wird z.B. dadurcherleichtert, da� die �j unterschiedliches Hochenergieverhalten aufweisen: Zumindest in Theo-rien mit Ultraviolett-Fixpunkt kann man erwarten, da� die Ausdr�ucke k�j�jkE;r tats�achlichnur vom skaleninvarianten Term E � r abh�angen; die "Hierarchie\ im r-Verhalten der �j�ubertr�agt sich also auf das E-Verhalten der �j . Dies schr�ankt die M�oglichkeiten f�ur lineareRelationen zwischen den �j deutlich ein.Kennt man au�erdem die Normen der Funktionale �j und damit auch die Funktionen ��explizit, dann kann man f�ur die zugeh�origen Dimensionen N� sofort obere Schranken angeben,denn im Verlauf der Konstruktion werden h�ochstens Terme entfernt, und zwar immer nurinnerhalb eines "Blockes\ von Funktionalen, die zum gleichen r-Verhalten ��(r) geh�oren. Umauch untere Schranken an N� zu gewinnen, reicht es aus, Informationen �uber die minimaleZahl linear unabh�angiger Terme innerhalb eines solchen Blockes zu besitzen.Eine andere Methode zum Erhalt unterer Absch�atzungen f�ur die N� ist die folgende: Beibekannten �� hat man zu jedem � eine Approximationssumme �� , so da�d[��; k; ��](�;��) = 0 (2.3.28)f�ur hinreichend gro�es k. Kann man nun allgemein zeigen, da� eine (2.3.28) erf�ullende Summe�� aus Rang-1-Operatoren mindestens M Terme besitzen mu�, dann gilt o�enbar N� � M .Um diese Eigenschaft nachzuweisen, reicht es unter Umst�anden aus, die approximierendenAbbildungen nur auf einzelnen Punkten in SE �E bzw. A(Or) auszuwerten.Schlie�lich sei noch bemerkt, da� die Auswahl von Teilfolgen �� sich in der allgemeinenKonstruktion wohl nicht vermeiden l�a�t, in konkreten Modellen aber vermutlich keine Rollespielt - zumindest f�ur das in Kapitel 4 behandelte Beispiel der freien Feldtheorie ist dieApproximation unabh�angig von der gew�ahlten Teilfolge, man kann direkt die Limiten r ! 0betrachten.5Wir werden in Kapitel 3 genauer darauf eingehen, in welchem Sinne es sich um die Dimension einesVektorraums handelt.



22 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von Punktfeldern2.4 Lokalit�at der PunktfelderWir sind nun in der Lage nachzupr�ufen, da� es sich bei den konstruierten �j um punktartiglokalisierte Quantenfelder handelt; die kausalen Vertauschungsrelationen der lokalen AlgebrenA(O) werden quasi auf die Basis des Phasenraums �ubertragen.Wie in Abschnitt 1.3 bereits erw�ahnt, l�a�t sich die Lokalit�atsbedingung nicht direkt f�uram Punkt lokalisierte quadratische Formen �(x) formulieren; man mu� zu den ausintegriertenFeldern �(f) �ubergehen. Fredenhagen und Hertel [13] haben aber hinreichende (und in einemgewissen Rahmen auch notwendige) Bedingungen angegeben, unter denen sich die Kausalit�ats-struktur der A(O) auf eine quadratische Form � �ubetragen l�a�t: Man setzt R = (1 +H)�1;mit geeignetem l 2 N soll dann gelten kRl�Rlk <1; (2.4.1)Rl�Rl 2 RlA(O)Rl w f�ur jede Nullumgebung O: (2.4.2)Unter diesen Bedingungen l�a�t sich � zu einem Wightmanfeld �(f) ausintegrieren, das dieVertauschungsrelationen (1.3.2) erf�ullt; wir werden dies in Abschnitt 2.5 explizit durchf�uhren.Interessant ist hier die Formulierung (2.4.2) der Lokalit�atsbedingung: Wie schon in Ab-schnitt 1.1 gesagt, ist die Bildung des schwachen Abschlusses wesentlich, will man nicht-triviale Quantenfelder erhalten (R ist invertierbar). Auch auf die Faktoren Rl kann nichtverzichtet werden, da die A(O) bereits schwach abgeschlossen sind. Diese Energied�ampfungdarf aber auch nicht zu scharf sein, um die A(O) nicht zu stark zu delokalisieren; so gilt etwazumindest in der freien Feldtheorie6P (E)A(O)P (E)w = P (E)B(H)P (E) (2.4.3)f�ur jedes o�ene O. Die bisher verwendete scharfe Energied�ampfung zerst�ort also die gew�unsch-te Lokalisierung, und wir m�ussen sie im Sinne von (2.4.2) abschw�achen.Die beiden Bedingungen (2.4.1) und (2.4.2) sind jetzt f�ur die in Satz 2.2 auftretendenLinearformen �j nachzuweisen. F�ur Bedingung (2.4.1) ist das einfach: Per Voraussetzung ist�j 2 �1, weist also polynomiales Hochenergieverhalten auf; nach Lemma 2.10 (in Anhang2.C) kann man mit geeignetem l dann Rl�jRl zu einem beschr�ankten Operator fortsetzen.Bedingung (2.4.2) werden wir durch Induktion nach � f�ur �1 : : :�N� beweisen. F�ur � = 0ist das trivial; sei also � � 1, und wir setzen voraus, da�Rl�jRl 2\O RlA(O)Rl w f�ur 1 � j � N��1 (2.4.4)(der Durchschnitt l�auft �uber alle Nullumgebungen).Aussagen �uber das r-Verhalten der Approximationsterme in Satz 2.2 besitzen wir nur aufder Nullfolge �� = (rn). Zu �nden ist eine Folge von lokalen Observablen A(n)k 2 A(Orn), soda� etwa RlA(n)k Rl w����!n!1 Rl�kRl ; N��1 < k � N� : (2.4.5)6Man kann (2.4.3) allgemein unter Voraussetzung von schwacher Additivit�at der lokalen Algebren erhalten,indem man Analytizit�atsargumente wie im Beweis des Satzes von Reeh und Schlieder verwendet. Die Gleichungbleibt auch dann noch richtig, wenn man P (E) durch e��H ersetzt.



2.4. Lokalit�at der Punktfelder 23Zur Konstruktion der A(n)k m�ussen wir die Reihenentwicklung � =P�j�j ausnutzen. Um �kzu approximieren, liegt es nahe, die A(n)k als eine Art duale Basis zu den �j zu w�ahlen: Essollte �j(A(n)k ) = �jk gelten. Um dies zumindest teilweise zu erreichen, de�nieren wir die A(n)kzu�achst als Linearformen auf dem endlichdimensionalen RaumS� := Spanf �N��1+1dA(Orn); : : : ; �N�dA(Orn) g � �(Orn) (2.4.6)direkt durch Festsetzung vonA(n)k (�j) := �jk ; N��1 < j; k � N� : (2.4.7)Die Norm dieser Linearformen auf S� ist dannkA(n)k kS� = sup�2S� jA(n)k (�)jk�krn = sup�6=0 jA(n)k (P�j�j)jkP�j�jk (Satz 2.2)� sup�6=0 j�kjk�k ��(rn) � const:(j l�auft von N��1+1 bis N�.) � 1��(rn) � const: (2.4.8)Mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach k�onnen wir die A(n)k nun zu Elementen des Dualraumsvon �(Orn) fortsetzen; nach (1.2.10) hat man �(Orn)� = A(Orn). Die Normschranke (2.4.8)bleibt auch f�ur die Fortsetzung bestehen. Wir erhalten also Operatoren A(n)k 2 A(Orn) mit�j(A(n)k ) = �jk f�ur N��1 < j; k � N� ; kA(n)k k � 1��(rn) � const: (2.4.9)In leichter Abwandlung von (2.4.5) werden wir im folgenden zeigen, da�RlA(n)k Rl � N��1Xj=1 �j(A(n)k )Rl�jRl w����!n!1 Rl�kRl ; N��1 < k � N� (2.4.10)f�ur geeignetes l.Wir bemerken dazu die wegen (2.4.9) g�ultige Identit�atN��1Xj=1 �j(A(n)k )�j + �k = N�Xj=1 �j(A(n)k )�j : (2.4.11)Au�erdem pr�uft man sofort nach, da� mit En := r�1n giltRlA(n)k Rl = Rl (1�P (En))A(n)k Rl+ RlP (En)A(n)k (1�P (En))Rl + RlP (En)A(n)k P (En)Rl (2.4.12)und analoges f�ur �j statt A(n)k .



24 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von PunktfeldernNun sei � = ( j � �) 2 � ein festgehaltenes Vektorfunktional. Zusammen mit der Drei-ecksungleichung liefern die Relationen (2.4.11) und (2.4.12):����RlA(n)k Rl � N��1Xj=1 �j(A(n)k )Rl�jRl �Rl�kRl��� (2.4.13)� ����Rl (1�P (En))A(n)k Rl���+ ����RlP (En)A(n)k (1�P (En))Rl��� (A)+ N�Xj=1 ���j(A(n)k )�� �����Rl (1�P (En)) �jRl���+ ����RlP (En)�j (1�P (En))Rl���� (B)+ ����RlP (En) �A(n)k � N�Xj=1 �j(A(n)k )�j�P (En)Rl��� : (C)Man hat f�ur den ersten Teil des Terms (A)����Rl (1�P (En))A(n)k Rl��� � k�k kRl (1�P (En)) k kA(n)k k kRlk� k�k � � 11+En�l 1��(rn) � const:! 0; (2.4.14)wenn l gen�ugend gro� ist, denn es gilt �� � rk f�ur ein k. Der zweite Summand verschwindetim Limes genauso.Weiterhin ist in Term (B)���j(A(n)k )�� � kA(n)k k k�jkrn � ��(rn)��(rn) � const:� rk (2.4.15)f�ur zu j passendes � � � und gen�ugend gro�es k 2 N. Wir w�ahlen l0 2 N, so da� kRl0�jRl0k <1 f�ur alle j � N� . Dann gilt���(Rl (1�P (En))�jRl)�� = ���(Rl�l0 (1�P (En))Rl0�jRl)��� k�k k (1�P (En))Rl�l0k kRl0�jRl0k � k�k� 11+En�l�l0 kRl0�jRl0k; (2.4.16)das verschwindet f�ur n ! 1 schneller als jede feste Potenz von r, wenn man l > l0 passendw�ahlt. Das Produkt aus (2.4.15) und (2.4.16) konvergiert damit gegen 0. F�ur den anderenSummanden in (B) gilt entsprechendes.Zu betrachten bleibt noch Term (C):����RlP (En)�A(n)k � N�Xj=1 �j(A(n)k )�j�P (En)Rl��� � ? (2.4.17)Wir setzen B := P (En)�A(n)k �P�j(A(n)k )�j�P (En). Weiterhin sei f�ur Ea; Eb � 0�̂Ea;Eb := ��P (Ea)P (En) � P (En)P (Eb)� 2 �Emin (2.4.18)mit Emin := minfEn; Emaxg und Emax := maxfEa; Ebg. Es ist o�ensichtlich, da��(P (Ea)BP (Eb)) = ��� � N�Xj=1 �j�j��̂Ea;Eb�(A(n)k ) ; (2.4.19)



2.5. Integration zu Wightman-Feldern 25wobei wir � und die Approximationssumme hier auf �Emin und A(Orn) einschr�anken d�urfen.Wir wissen aus Satz 2.2, da� f�ur ein kd[�� ; k; ��]��; N�Xj=1 �j�j� = 0 (2.4.20)und folglich limn!1 supE�En k��P�j�jkE;rn��(rn)(1+E)k = 0: (2.4.21)Zu vorgegebenem � > 0 k�onnen wir also n so gro� w�ahlen, da� stetsj�(P (Ea)BP (Eb))j � k�̂Ea;Ebk kA(n)k k k�� N�Xj=1 �j�jkEmin;rn� k�k 1��(rn) ��(rn) (1+Emin)k � � const: � (1+Emax)k � c � �: (2.4.22)Die hier eingef�uhrte Konstante c h�angt nicht von � ab. Nach Lemma 2.9 in Anhang 2.C k�onnenwir nun eine ebenfalls nicht von � abh�angige Konstante d �nden, so da�j�(RlBRl)j � � c d : (2.4.23)Da � beliebig war, verschwindet also auch der Term (C) im Limes n!1.Wir haben damit den Grenzwert in (2.4.10) etabliert. Ist O nun eine beliebige Nullumge-bung, dann gilt A(n)k 2 A(O) f�ur gro�e n und folglichRl�kRl 2 RlA(O)Rl +RlA(O)Rl w w = RlA(O)Rl w ; N��1 < k � N� : (2.4.24)Der Induktionsbeweis ist damit gef�uhrt, wir notieren noch einmal das Ergebnis:Satz 2.3. F�ur die in Satz 2.2 auftretenden Linearformen �j gilt mit geeignet zu j gew�ahltem l:kRl�jRlk <1; Rl�jRl 2 RlA(O)Rl w f�ur jede Nullumgebung O:2.5 Integration zu Wightman-FeldernWir folgen jetzt der bereits erw�ahnten Arbeit von Fredenhagen und Hertel [13] und zeigen,da� die betrachteten Linearformen �j durch "Verschmieren\ mit geeigneten Testfunktionenzu unbeschr�ankten Operatoren gemacht werden k�onnen, die kausale Vertauschungsrelationenerf�ullen.Sei dazu � eine quadratische Form auf SE (HE �HE), welche die schon mehrfach ge-nannten Bedingungen (2.4.1) und (2.4.2) erf�ullt. Wir de�nieren das mit einer Testfunktionf 2 S(Rs+1) "verschmierte\ Feld�(f) := Z ds+1x f(x)U(x)�U(�x) (2.5.1)



26 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von Punktfeldernzun�achst als quadratische Form, d.h. als schwaches Integral auf SE (HE �HE). Wir werdenzeigen, da� es sich auch als Operator au�assen l�a�t, und zwar auf dem De�nitionsbereichC1(H) := \l2NRlH: (2.5.2)Dieser Raum ist dicht in H, denn sogar SE HE � C1(H) hat diese Eigenschaft.Lemma 2.4. Das in (2.5.1) de�nierte �(f) l�a�t sich zu einem (im allgemeinen unbeschr�ank-ten) Operator auf dem De�nitionsbereich C1(H) erweitern. Dieser l�a�t C1(H) invariant.Beweis. Mit der in Lemma 2.11 (Anhang 2.C) berechneten Vertauschungsrelation[R; �(f)] = �iR �(@tf)R (2.5.3)(von der es ausreicht, sie auf einem dichten Bereich zu kennen) erh�alt man sofort, da� mitkRl�(f)Rlk <18f auch k�(f)R2lk <1 gilt. F�ur � 2 C1(H) ist die Abbildung 7! ( j�(f)j�) (2.5.4)also stetig und wird daher vom Skalarprodukt mit einem Vektor �(f)� induziert. Die Vertau-schungsrelation (2.5.3) bedingt �(f)� 2 C1(H).Es ist klar, da� �(f) linear von f abh�angt. Die Wightman-Axiome verlangen au�erdemnoch Temperiertheit, das hei�t die Stetigkeit der Abbildung f 7! ( j�(f) �) bez�uglich derS(Rs+1)-Topologie bei festgehaltenem  ; � 2 C1(H). Man erh�alt diese so:j( j�(f) �)j � Z ds+1x jf(x)j j ( jU(x)�U(�x) �) j� kR�l k kR�l�k kRl�Rlk Z jf(x)j ds+1x! 0; (2.5.5)wenn f ! 0 in der S-Topologie.Nun m�ussen wir noch die Lokalit�atsbedingung auswerten. Dazu sei �0 eine weitere qua-dratische Form, die (2.4.1) und (2.4.2) gen�ugt. Wir zeigen, da� �(f) und �0(g) dann kausaleVertauschungsrelationen erf�ullen.Lemma 2.5. Seien f; g 2 S(Rs+1); supp (f) und supp (g) seien raumartig getrennt. Danngilt [�(f); �0(g)] = 0im Sinne von Operatoren auf C1(H).Beweis. Wir nehmen zun�achst an, da� supp (f) kompakt ist. Dann kann man eine Null-umgebung O �nden, so da� auch supp (f)+O und supp (g)+O raumartig getrennt sind. Wirw�ahlen Netze A� und B� in A(O), so da�RlA�Rl !w Rl�Rl ; RlB�Rl !w Rl�0Rl: (2.5.6)



2.5. Integration zu Wightman-Feldern 27F�ur  ; � 2 C1(H) folgt dann( j [�(f); �0(g)] �)= Z ds+1x f(x) lim� Z ds+1y g(y) lim� ( j �U(x)A�U(�x)| {z }2A(O+supp(f)) ; U(y)B�U(�y)| {z }2A(O+supp(g)) � �) = 0: (2.5.7)Das l�a�t sich leicht auf  2 H stetig erweitern; mithin gilt [�(f); �0(g)] � = 0, wie behauptet.F�ur den Fall, da� supp (f) nicht kompakt ist, f�uhrt eine Zerlegung f =P fi in Testfunktionenmit kompaktem Tr�ager supp (fi) � supp (f) zum Ziel.Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:Korollar 2.6. Sei � eine quadratische Form auf SE (HE �HE), und es gebe ein l 2 N, soda� kRl�Rlk � 1 und Rl�Rl 2 RlA(O)Rl w f�ur jede Nullumgebung O:Dann ist f 7! �(f) := Z ds+1x f(x)U(x)�U(�x)eine temperierte operatorwertige Distribution, wobei die Operatoren �(f) den invariantendichten De�nitionsbereich C1(H) besitzen.Die quadratische Form �0 erf�ulle die gleichen Bedingungen wie �; dann gilt[�(f); �0(g)] = 0f�ur f; g 2 S(Rs+1), deren Tr�ager raumartig getrennt sind.Wir haben damit einen ersten Teil der Wightman-Axiome f�ur die aus Satz 2.2 erhaltenenFelder �j veri�ziert; die Wightman-Dom�ane ist D = C1(H). Wie schon gesehen, ist D inva-riant unter den �j(f) und enth�alt o�enbar auch 
. Nachzupr�ufen bleibt aber noch, da� auchdie Darsteller U(�; x) der Poincar�e-Transformationen D invariant lassen. Man bemerkt dazu,da� wegen der Gruppenrelationen giltU(�; x) 11 +H U(�; x)� = 11 + ��0P� (2.5.8)und folglich f�ur  2 H und l 2 N0:U(�; x)� 11 +H�l = � 11 + ��0P��lU(�; x) : (2.5.9)Damit wirdU(�; x)Rl = Rl � 1 +H1 + ��0P��l U(�; x) 2 RlH ) U(�; x)D � D; (2.5.10)sofern wir noch zeigen k�onnen, da� 1+H1+��0P� als beschr�ankter Operator existiert. Dazu bemerktman, da� es � > 0 gibt mit ��0P� � �H: (2.5.11)



28 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von PunktfeldernDas ist zumindest in dem Fall klar, da� � einen boost entlang der 1-Achse darstellt, denndann ist mit gewissem � 2 R��0P� = cosh� P0 + sinh � P1 � cosh� H � j sinh�j jP1j � (cosh� � j sinh�j)| {z }=:� H (2.5.12)unter Verwendung der Spektrumsbedingung. Allgemeine Lorentztransformationen ergebensich aus solchen � durch Komposition mit r�aumlichen Drehungen, die aber die 0-Komponentender Minkowskivektoren nicht �andern. Wir erhalten also auch im allgemeinen Fall11 + ��0P� � 11 + �H : (2.5.13)Da sicher 1+x1+�x � 1 + 1� f�ur x 2 R+0 , folgt1 +H1 + ��0P� � 1 +H1 + �H � const: ) 


 1 +H1 + ��0P� 


 <1: (2.5.14)F�ur die obige Argumentation ist es nat�urlich wesentlich, da� die Operatoren P� eine gemein-same Spektralschar besitzen, so da� man die Absch�atzungen von reellen Zahlen direkt aufOperatoren �ubertragen kann.2.A Eine Pr�a-Ordnung auf Funktionen R+ ! R+Es sei F eine endliche Menge von Funktionen f : R+ ! R+. Wir wollen die Elemente von Fin ihrem Verhalten f�ur x! 0 vergleichen; durch Einschr�ankung auf gewisse Nullfolgen werdenwir F sogar hinsichtlich des Abfallverhaltens der Funktionen vollst�andig ordnen k�onnen.Sei dazu x = (xn) eine Nullfolge in R+. Wir f�uhren auf F folgende Pr�a-Ordnung ein:f �x g :, f(xn) � g(xn) � const: (2.A.1)(Transitivit�at und Re
exivit�at sind klar.) Weiter schreiben wirf �x g :, f �x g ^ g �x f: (2.A.2)Dann ist �x eine �Aquivalenzrelation, und �x liefert eine Ordnung auf den �Aquivalenzklassen.F�ur unsere Zwecke wichtig ist das Verhalten der eingef�uhrten Ordnung bei �Ubergang zueiner Teilfolge y = (yn) von x. Man hat unmittelbarf �x g ) f �y g; (2.A.3)jedoch gilt die Umkehrung im allgemeinen nicht; insbesondere k�onnte f �x g, f 6�x g gelten,aber trotzdem f �y g. Allerdings bleibt die sch�arfere Bedingungf �x g :, f(xn)g(xn) �!n!1 0 (2.A.4)auch bez�uglich Teilfolgen erhalten.



2.B. Topologisierung des Raumes � 29Eine weitere Eigenschaft der eingef�uhrten Ordnung ist, da� man sie durch �Ubergang zuTeilfolgen verfeinern kann. Es sei etwa g 6�x f . Aus der De�nition (2.A.1) sieht man, da�dann eine Teilfolge y von x existieren mu�, so da� f(yn)=g(yn) ! 0; das bedeutet aberf �y g. Inbesondere kann man mit dieser Methode nicht vergleichbare Elemente von F mittels�Ubergang zu Teilfolgen vergleichbar machen.Es sei nun f1 ein maximales Element7 bez�uglich der de�nierten (Halb-)Ordnung. Fallsf 2 F mit f1 vergleichbar ist, gilt also f �x f1; dasselbe k�onnen wir durch �Ubergang zu einerTeilfolge erreichen, falls f und f1 nicht (bez�uglich x) vergleichbar sind. In der Halbordnung"�y \ mit einer geeigneten Teilfolge y ist f1 also obere Schranke von F . Wir k�onnen nun(wiederum durch �Ubergang zu Teilfolgen) erreichen, da� f�ur f 2 F entweder f �y f1 oderf �y f1. Ist weiter f 0 2 F und gilt sowohl f �y f1 als auch f 0 �y f1, dann folgt f 0 �y f . Manerh�alt also folgende Aussage:Aussage 2.7. Sei F wie oben, jF j = m und x = (xn) eine Nullfolge in R+. Dann gibt eseine Teilfolge y von x und m̂ 2 N, so da�F = ff1; : : : ; fm̂; fm̂+1; : : : ; fmg ;fi �y fj f�ur 1 � i; j � m̂ ;fi �y fj f�ur m̂ < i � m; 1 � j � m̂ :2.B Topologisierung des Raumes �In Abschnitt 2.2 haben wir einen Raum von linearen Abbildungen SE �E ! � betrachtet:� = n# :[E �E ! � linear ��� k#d�Ek � (1+E)k � const: f�ur ein k > 0o: (2.B.1)Auf � wurde durch Pseudometriken dk eine Topologie de�niert. Wir geben hier eine erweiterteFassung der De�nition und untersuchen einige ihrer mathematischen Konsequenzen.Dazu sei � = (rn) eine Nullfolge in R+, f : R+ ! R+ eine Funktion sowie k � 0. Weitersei wieder Z(x) = x1+x f�ur x � 0. Z w�achst monoton und erf�ullt Z(x) ! 1 f�ur x ! 1. Wirsetzen dann f�ur #; #0 2 �d[f; k; �](#;#0) := lim supn!1 Z� supE�r�1n k#� #0kE;rnf(rn)(1+E)k�: (2.B.2)Die d[f; k; �] sind Pseudometriken auf �; die Dreiecksungleichung erh�alt man dabei aus denbekannten Eigenschaften des Supremums8 und der Funktion Z. Die Pseudometriken sindtranslationsinvariant, d.h. es giltd[f; k; �](#+ �; #0 + �) = d[f; k; �](#;#0) 8#; #0; � 2 �: (2.B.3)7Die Existenz solcher maximalen Elemente ist hier trivial, da die betrachtete Menge F endlich ist.8Man beachte aber, da� das In�mum bzw. der limes inferior die Dreiecksungleichung verletzen.



30 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von PunktfeldernO�ensichtlich ist d[f; k; �](#;#0) 2 [0; 1]. Das Innere und die Grenzen dieses Intervalls habeneine spezielle Bedeutung; es gilt jeweils f�ur n!1:d[f; k; �](#;#0) = 0 , supE�r�1n k#� #0kE;rnf(rn)(1+E)k ! 0 ; (2.B.4)d[f; k; �](#;#0) > 0 , supE�r�1n k#� #0kE;rnf(rn)(1+E)k � const: > 0 auf einer Teilfolge ; (2.B.5)d[f; k; �](#;#0) < 1 , supE�r�1n k#� #0kE;rnf(rn)(1+E)k � const: <1 ; (2.B.6)d[f; k; �](#;#0) = 1 , supE�r�1n k#� #0kE;rnf(rn)(1+E)k !1 auf einer Teilfolge : (2.B.7)Aus diesen Relationen ist klar, da� f�ur f �� f 0 giltd[f; k; �](#;#0) < 1 ) d[f 0; k; �](#;#0) = 0; (2.B.8)d[f 0; k; �](#;#0) > 0 ) d[f; k; �](#;#0) = 1: (2.B.9)Weiter sei �0 eine Teilfolge von �; dann hat mand[f; k; �0](#; #0) � d[f; k; �](#;#0): (2.B.10)Wir erhalten jetzt die in Abschnitt 2.2 eingef�uhrten Pseudometriken als Spezialfall, indemwir f�ur k 2 N0 setzen dk := d[rk; k; �] (2.B.11)und die nach wie vor vorhandene Abh�angigkeit von der Nullfolge � in der Notation unter-dr�ucken. Nun de�nieren wir wie gehabt:d(#; #0) := 1Xk=0 2�kdk(#; #0): (2.B.12)Das ist dann wieder eine translationsinvariante Pseudometrik auf �. Konvergenz bez�uglich dbedeutet Konvergenz bez�uglich aller dk = d[rk; k; �] (k2N0). Wegen (2.B.8) folgt aber stetsdk(#; #0) < 1 ) dk�1(#; #0) = 0; (2.B.13)eine Folge #n konvergiert also genau dann bez�uglich d gegen #, wenn8k 9N : 8n � N : dk(#; #n) = 0: (2.B.14)Auch d h�angt noch von der gew�ahlten Nullfolge � ab; geht man zu einer Teilfolge von � �uber,so wird die auf � gelieferte Topologie wegen (2.B.10) o�enbar gr�ober, der Konvergenzbegri�schw�acher.Im �ubrigen ist die besagte Topologie im allgemeinen nicht Hausdor�'sch - alle mehr alspolynomial mit Er abfallenden Anteile der Normen werden von d nicht erfa�t. Sie ist auch



2.C. Linearformen mit polynomialen Energieschranken 31keine Vektorraumtopologie, denn im allgemeinen ist die Skalarmultiplikation nicht d-stetig;ist etwa dk(#; #0) = 1, dann folgt wegen (2.B.7) f�ur alle � 6= 0:dk(�#; �#0) = 1 6! 0 f�ur �! 0: (2.B.15)Zur hier gew�ahlten Verallgemeinerung der Pseudometriken dk aus Abschnitt 2.2 sei nochgesagt, da� man ohne wesentliche Verkomplizierung auch von den Faktoren (1+E)k im Nennervon (2.B.2) zu allgemeinen Funktionen g(E) �ubergehen k�onnte. Dies w�are jedoch f�ur die hierdurchgef�uhrten Rechnungen ohne Belang, da wir etwa in Abschnitt 2.3 nur das r-Verhaltender interessierenden Approximationsterme genau analysieren; f�ur das E-Verhalten reichenAbsch�atzungen aus.Andererseits scheint es sinnvoll anzunehmen, da� Ausdr�ucke der Form k# � #0kE;r ininteressanten F�allen nur vom skaleninvarianten Ausdruck Er abh�angen, wie dies etwa in derfreien Feldtheorie der Fall ist (Kapitel 4). Insofern erscheint es nat�urlicher, ein f(Er) stattf(r)(1+E)k in der De�nition (2.B.2) zu verwenden. Bei der Konstruktion von Punktfeldernin Abschnitt 2.4 ben�otigen wir aber explizit eine Faktorisierung des Ausdrucks, um das E-Verhalten der Felder �j und das r-Verhalten der Funktionale �j trennen zu k�onnen; aus diesemGrunde haben wir nur f�ur die hier untersuchte faktorisierte Form Verwendung.2.C Linearformen mit polynomialen EnergieschrankenF�ur die Konstruktion punktartig lokalisierter Felder � ist es wichtig, die scharfe Energieab-schneidung P (E)�P (E) abzuschw�achen und etwa zu der von Fredenhagen und Hertel [13]verwendeten Energied�ampfung Rl�Rl �uberzugehen. Dabei ist R der wegen der Spektrums-bedingung beschr�ankte Operator R = (1 +H)�1. Als wesentliches Bindeglied zwischen denbeiden Formen von Energieschranken erweist sich folgende Formel:Lemma 2.8. Im Sinne schwacher Konvergenz auf H �H gilt f�ur l 2 N:Rl = l 1Z0 dE � 11+E�l+1P (E):Beweis. Es seien f(E) eine stetig di�erenzierbare, g(E) eine monoton wachsende und be-schr�ankte Funktion auf R derart, da� die im folgenden auftretenden Integrale existieren. g istdann bis auf abz�ahlbar viele "Sprungstellen\ Ei di�erenzierbar mit Ableitung g0. Man wertetfolgendes Riemann-Stieltjes-Integral aus:Z f(E) dg(E) = Z f(E)g0(E)dE+Xi f(Ei) �g(Ei+)� g(Ei�)�: (2.C.1)Au�erdem berechnet man durch partielle Integration:Z �f 0(E)g(E)dE =Xi � Ei+1ZEi f(E)g0(E)dE + f(Ei+1)g(Ei+1�)� f(Ei)g(Ei+)�: (2.C.2)(Dabei sind eventuelle Randterme bei E = �1 in suggestiver Weise notiert.) Die beidenIntegrale (2.C.1) und (2.C.2) stimmen also �uberein. Setzt man nunf(E) = � 11+E�l ; g(E) = ( jP (E) ) ( 2 H); (2.C.3)



32 Kapitel 2. Phasenraumbedingung und Konstruktion von Punktfelderndann folgt die Behauptung zumindest auf Zust�anden ( j� ) . Die Polarisationsidentit�at liefertdie Erweiterung auf alle Matrixelemente.Wir k�onnen hieraus eine etwas technische, aber sehr n�utzliche Absch�atzung folgern:Lemma 2.9. Zu l 2 N gibt es eine Konstante d > 0 mit folgender Eigenschaft: Seien  ; � 2 Hund B 2 B(H). Es existiere ein c > 0, so da���( jP (E1)BP (E2) �)�� � c � (1+Emax)l�1 8E1; E2 > 0mit Emax := maxfE1; E2g. Dann gilt�� ( jRlBRl �) �� � c � d :Ein wichtiger Aspekt ist hierbei, da� die Konstante d universell gew�ahlt werden kann undnicht von  , �, B oder c abh�angt.Beweis. Man berechnetj( jRlB Rl �)j(Lemma 2.8)= ��� l2 1Z0 dE1 1Z0 dE2� 11+E1 � 11+E2�l+1 ( jP (E1)B P (E2) j �)���� c � l2 1Z0 dE1 1Z0 dE2� 11+E1 � 11+E2�l+1 (1+Emax)l�1: (2.C.4)Dieses Integral existiert, da der Integrand mindestens wie E�2i abf�allt. Damit ist eine von ; �; B und c unabh�angige Absch�atzung gefunden.Als Spezialfall ergibt sich folgendes Lemma, das die Fredenhagen-Hertel-Energieschrankenf�ur quadratischen Formen mit polynomialem Hochenergieverhalten garantiert:Lemma 2.10. Sei � quadratische Form auf SE (HE �HE) mitkP (E)�P (E)k � (1+E)l�1 � c f�ur ein l 2 N, ein c > 0 und alle E � 0:Dann l�a�t sich Rl�Rl zu einem beschr�ankten Operator erweitern.Beweis. Sei zun�achst E > 0 fest, und seien  ; � 2 HE . Wir setzen B = P (E)�P (E). NachVoraussetzung istj( jP (E1)BP (E2) �)j = j( jP (E1)�P (E2) j �)j � k k k�k (1+Emax)l�1 � c: (2.C.5)Lemma 2.9 liefert dannj( jRl�Rlj�)j = j( jRlP (E)�P (E)Rlj�)j � k k k�k � c d: (2.C.6)Da SE HE dicht in H ist, l�a�t sich Rl�Rl nun stetig auf ganz H � H fortsetzen und wirddaher durch einen beschr�ankten Operator beschrieben.



2.C. Linearformen mit polynomialen Energieschranken 33Wir interessieren uns au�erdem f�ur die Vertauschungsrelationen von R mit den durchTestfunktionen f "verschmierten\ quadratischen Formen�(f) = Z ds+1xf(x)U(x)�U(�x): (2.C.7)Dabei erf�ulle � die Bedingungen aus Lemma 2.10; das Integral (2.C.7) ist dann im Sinne vonMatrixelementen auf SE HE erkl�art. Da f absolut integrierbar ist, giltkP (E)�(f)P (E)k � Z ds+1x jf(x)j kP (E)�P (E)k< (1+E)l�1 � const: (2.C.8)also existiert auch Rl�(f)Rl als beschr�ankter Operator. Wir zeigen nun:Lemma 2.11. Sei f 2 S(Rs+1); dann gilt im Sinne quadratischer Formen auf SE HE�HE :[R; �(f)] = �iR�(@tf)R : (2.C.9)Beweis. Sei im folgenden E > 0 fest, und seien  ; � 2 HE . Da P (E)R�1 beschr�ankt ist, hatman� �� [R; �(f)] ��= � �� 11 +H [�(f); (1 +H)] 11 +H �� = �� �� R [H; �(f)]R�� : (2.C.10)Wir setzen  0 := R , �0 := R�; beide Vektoren liegen in HE . Da die Operatoren P (E)P�beschr�ankt sind, k�onnen im Ausdruck� 0 �� U(x)�U(�x) �0� (2.C.11)die Translationsoperatoren U(x) = eiP�x� als Potenzreihe ausgeschrieben werden, und (2.C.11)wird damit eine di�erenzierbare Funktion von x. Man berechnet nun:@t� 0 �� U(x)�U(�x) �0� = @@x0 � 0 �� eiP�x��e�iP�x� �0�= i� 0 �� (P0U(x)�U(�x)� U(x)�U(�x)P0) �0� = i� 0 �� [H;U(x)�U(�x)] �0�: (2.C.12)Damit ergibt sich schlie�lich� 0 �� [H; �(f)] �0� = Z ds+1x f(x) � 0 �� [H; U(x)�U(�x)] �0�= �i Z ds+1x f(x) @t� 0 �� U(x)�U(�x) �0�(P.I.)= i Z ds+1x @tf(x) � 0 �� U(x)�U(�x) �0� = i� 0 �� �(@tf) �0�: (2.C.13)Zusammen mit (2.C.10) liefert das die Behauptung.F�ur den Beweis des Lemmas mu�te hinsichtlich der Funktion f nur ausgenutzt werden,da� in (2.C.13) partiell integriert werden kann und da� @tf absolut integrabel ist. Wir m�usenf also nicht als Schwartzfunktion annehmen; es reicht, wenn f eine verallgemeinerte Ableitungim Sinne von Sobolevr�aumen besitzt. In der Anwendung (Lemma 2.4) bedeutet dies, da� man- bei oben festgehaltenem l - die �(f) zu unbeschr�ankten Operatoren erweitern kann, sobaldf verallgemeinerte Ableitungen l-ter Ordnung besitzt. Bei festem l kann man die Klasse derzul�assigen Testfunktionen f�ur die operatorwertige Distribution � also �uber S(Rs+1) hinauserweitern.



Kapitel 3Zustands- und FeldkeimeWir haben bisher zur Konstruktion von Punktfelder in der algebraischen Quantenfeldtheoriedie Abbildung � : SE �E ,! � analysiert. � wurde als Summe skalenunabh�angiger Rang-1-Operatoren �j�j geschrieben; dabei konnten die �j als lokale Punktfelder interpretiert werden.In Anlehnung an den von Haag und Ojima [17] vorgeschlagenen Formalismus werden wirdie Betrachtung von Funktionalen und Punktfeldern, von E- und r-Verhalten nun trennen;wir werden die in Satz 2.2 auftretenden �j und �j als Basis endlichdimensionaler Vektorr�aumedeuten, welche den "Feldinhalt am Punkt\ respektive sein Duales beschreiben (wir sprechenauch von Feldkeimen und Zustandskeimen). Abschnitt 3.1 enth�alt die dazu notwendigen De-�nitionen.Dieser Formalismus erlaubt es uns, Kovarianzeigenschaften der Punktfelder zu untersu-chen: Unter gewissen Bedingungen k�onnen Darstellungen von Symmetriegruppen, die aufB(H) bzw. � wirken, auf die Zustandskeime und Feldkeime �ubertragen werden (Abschnitt 3.2).Auf diese Weise k�onnen - unter einer leichten Zusatzbedingung - insbesondere die Hermitezit�atder Felder und ihre Kovarianz unter der Lorentzgruppe etabliert werden.Au�erdem untersuchen wir in Abschnitt 3.3 die Ableitungen @��j der Punktfelder, diein der Wightman'schen Feldtheorie zur Formulierung von Feldgleichungen wichtig sind. Wirzeigen, da� die Menge der in Kapitel 2 konstruierten Felder - unter derselben Zusatzbedingung- abgeschlossen unter Di�erentiation ist.Bis hierher wurden stets bei x = 0 lokalisierte Punktfelder betrachtet; alle Strukturenwurden f�ur diesen Spezialfall de�niert. Das stellt wegen der Translationssymmetrie der Theo-rie keine Einschr�ankung dar. Abschnitt 3.4 pr�azisiert diese Tatsache: Wir geben explizit eineWirkung der Translationen auf den Feld- und Zustandskeimen an und etablieren die Kovari-anz der Punktfelder bzw. Wightman-Distributionen �j unter der vollen Poincar�e-Gruppe.Mit Abschnitt 3.4 sind schlie�lich alle Wightman-Axiome f�ur die konstruierten Punktfeldernachgepr�uft.



3.1. Formalismus nach Haag und Ojima 353.1 Formalismus nach Haag und OjimaBisher haben wir skalenunabh�angige Objekte wie die Inklusionsabbildung � : SE �E ,! �und ihre Reihenentwicklungen betrachtet. Durch sie wurde das Verhalten der Theorie f�ur alleE und r (in einem gewissen Bereich) gleichzeitig beschrieben; dies war f�ur den Nachweis derLokalit�at der erhaltenen Punktfelder wesentlich. Im Sinne der Garbentheorie (siehe Anhang3.A) bewegten sich unsere Rechnungen in den Keimen der Pr�agarbe �dA(O).Der urspr�unglich von Haag und Ojima [17] vorgeschlagene Formalismus geht jedoch voneinem anderen Objekt aus: Die Autoren betrachten bei festem E die Pr�agarbe �E(O) undanalysieren ihre Keime, also den Aufbau von �E(O) f�ur immer kleinere Umgebungen O einesPunktes (etwa des Koordinatenursprungs). Die wesentlichen interessanten Strukturen ergebensich dabei, wenn man die Funktionale � 2 �E bez�uglich ihres Verhaltens auf Or f�ur r ! 0,also hinsichtlich der Funktionen k�kr, vergleicht.Wir betrachten eine Theorie, die die Eigenschaft 2.1 besitzt; dann gilt Satz 2.2, die dortgew�ahlten Bezeichnungen werden f�ur das folgende festgehalten. Das r-Verhalten der Appro-ximationssumme � = P�j�j wird durch die Funktionale �j bestimmt; wir hatten dies inAbschnitt 2.3 bereits detailliert behandelt. Um unsere Ergebnisse zur Analyse des Keims zuverwenden, de�nieren wir die R�aumeN� := N [�� ; ��] = n� 2 � ��� k�krn��(rn) �!n!1 0 (rn 2 ��)o: (3.1.1)Solche Strukturen werden in (3.A.5) und folgende n�aher untersucht. Wie in [17] betrachten wirnun den Quotientenraum �=N� ; wir betrachten die Zust�ande � 2 � gewisserma�en nur mitGenauigkeit ��(r) (f�ur r ! 0) und identi�zieren diejenigen mit 0, deren Norm dort schnellerals ��(r) abf�allt. Die kanonische Projektion auf �=N� sei mit p[�� ; ��] bezeichnet. Man kannanalog auch den Raum SE �E=N� bzw. SE �E=(SE �E \N�) de�nieren; dann kommutiertdas Diagramm SE �E can. //
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MM
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MM

SE �E=N�� _

��� p[�� ;�� ] // �=N� (3.1.2)mit p� := p[��; �� ] � � . Die Restklasse von � 2 � in �=N� werden wir mit [�] bezeichnen.Die von Haag und Ojima beschriebenen Zustandskeime lassen sich nun ausdr�ucken als�� := Bild p� � �=N� : (3.1.3)Nach der Argumentation der beiden Autoren sollten diese R�aume endliche Dimension besit-zen. Tats�achlich kann man aus Satz 2.2 folgern:Satz 3.1. Die R�aume �� sind endlichdimensional; man hatdim�� = N� :Eine Basis ist durch [�1] : : : [�N� ] gegeben.



36 Kapitel 3. Zustands- und FeldkeimeBeweis. Man erh�alt aus Satz 2.2 mit gewissem k:d[��; k; ��]��; N�Xj=1 �j�j� = 0: (3.1.4)W�ahlen wir � 2 �E fest, dann bedeutet dieslimn!1 1��(rn)k� � N�Xj=1 �(�j)�jkrn = 0 (rn 2 ��) ) [�] = N�Xj=1 �(�j)[�j] in �� : (3.1.5)Damit wird �� von den [�j] erzeugt. Wir untersuchen nun die lineare Unabh�angigkeit der[�j ]: Sei � 2 RN� gegeben, so da� 1��(rn) 

 N�Xj=1 �j�j

 ���!n!1 0: (3.1.6)Wir wissen aus Satz 2.2, da� f�ur beliebiges � � �1��(rn) 

 N�Xj=N��1+1�j�j

 � k(�N��1+1; : : : ; �N�)k � const: 6! 0: (3.1.7)Wegen �� � �� und k�jkr � �� f�ur j > N� k�onnen wir damit die �j in (3.1.6) sukzessive zu0 bestimmen. Die [�1] : : : [�N� ] sind also linear unabh�angig in �=N� .Zu zeigen bleibt noch, da� die [�j ] tats�achlich im Bild von p� liegen. Dazu betrachten wirfolgende Abbildung: � : [E �E ! RN� ; � 7! ��(�j)�N�j=1 : (3.1.8)Falls das Bild von � nicht ganz RN� ist, dann l�a�t es sich als Durchschnitt von Hyperebenendarstellen, d.h. es gibt (mindestens) ein � 2 RN�nf0g mitN�Xj=1 �j�(�j) = 0 8� 2[E �E ; (3.1.9)das steht aber im Widerspruch zur linearen Unabh�angigkeit der �j . Mithin ist � surjektiv,und wir k�onnen insbesondere Urbilder der Standard-Basisvektoren �nden, also �̂k 2 �E(E geeignet) mit �̂k(�j) = �kj . Setzt man diese statt � in (3.1.5) ein, dann folgt o�enbar[�k] 2 Bild p� = �� .Nach dem obigen Satz k�onnen wir p� schreiben alsp� = N�Xj=1 �j [�j] bzw. p�(�) = N�Xj=1 �(�j)[�j]: (3.1.10)Schr�ankt man p� auf ein �E mit festem E ein, dann sind die Entwicklungskoe�enten �(�j)stetig in �, denn �jd�E ist beschr�ankt; mit anderen Worten: Die Abbildung p�E := p�d�E



3.1. Formalismus nach Haag und Ojima 37ist stetig, wenn man �� mit der Standardtopologie versieht. Au�erdem ist p�E f�ur gen�ugendgro�es E surjektiv.Bezeichnen wir also mit A� den Dualraum von �� , dann ist die zu p�E duale Abbildungp��E stetig und injektiv, wie das folgende Diagramm verdeutlicht:�E p�E //
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(3.1.11)Hierbei ist AE = P (E)B(H)P (E) = ��E; die unterbrochenen Linien verbinden die dualenPaare von Vektorr�aumen.Wir notieren nun die zu den [�j ] geh�orende duale Basis von A� als [�j ] (j= 1 : : :N�); esgilt also1 �[�j] ; [�k]� = �jk: (3.1.12)Die Schreibweise [�j ] erkl�art sich, wenn man das Bild von [�j ] bei p��E berechnet. Man hat f�ur� 2 �E: �� ; p��E [�j ]� = �p�E� ; [�j ]� =Xk �(�k) �[�k] ; [�j ]� (3.1.12)= �(�j): (3.1.13)Mithin gilt p��E [�j ] = P (E)�jP (E) 2 AE: (3.1.14)Das Bild von A� unter p��E wird also gerade von den Punktfeldern �j aufgespannt, von denenwir in Abschnitt 2.4 gezeigt hatten, da� sie bei x = 0 lokalisiert sind. Wir bezeichnen die A�daher auch als Feldkeime; sie sind im beschriebenen Sinn dual zu den Zustandskeimen �� .Man sieht an (3.1.14) noch einmal, da� die Abbildung p�E (und mit ihr p��E ) explizit vonE abh�angt; die Abh�angigkeit ist aber sehr einfach, sie l�a�t sich (f�ur E 0 > E) in folgendemkommutativen Diagramm zusammenfassen: �E0 p�E0
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(3.1.15)
1Wir schreiben die Anwendung eines Elements v� 2 V � auf ein v 2 V (V ein topologischer Vektorraum) imfolgenden auch als �v ; v��.



38 Kapitel 3. Zustands- und FeldkeimeWir kommen nun auf den Zusammenhang zwischen den �� und A� f�ur verschiedene � zusprechen. Dazu setzen wir voraus, da� die Folgen �� dicht besetzt sind (siehe Anhang 3.B).Es sei � 0 > �; dann ist �0� ���0 �� , und man hatN�0 = N [��0; ��0 ] � N [�� ; ��0] = N [��; �� ] = N� ; (3.1.16)wobei die vorletzte Gleichheit durch Lemma 3.9 garantiert wird. Wie in (3.A.6) kann mandaher das Diagramm SE �E p�0 //p� ##H
HH

HH
HH

HH
��0p�0;�
���� (3.1.17)mit einer eindeutig bestimmten, surjektiven Abbildung p�0;� kommutativ machen. Wegenk�jkr � ��(r) (j > N�) auf der entsprechenden Nullfolge werden die Basisvektoren[�N�+1] : : : [�N�0 ] 2 ��0 von p�0;� auf die Null geworfen; dagegen wird f�ur j � N� der Vektor[�j ] 2 ��0 auf [�j ] 2 �� abgebildet. Unsere Basiswahl ist also mit den Abbildungen p�0 ;�vertr�aglich; ebenso ist es die Wahl der dualen Basis mit den p�0;�� . Letztere sind injektiv,ergeben also eine nat�urliche Inklusion von A� in A�0 . Insgesamt ergibt sich folgendes Bild:�E
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(3.1.18)3.2 Operatoren und GruppendarstellungenF�ur die �Uberpr�ufung der Wightman-Axiome ist es unter anderem von Bedeutung, die Wir-kung linearer Operatoren, inbesondere der Darstellungen von Symmetriegruppen, auf diePunktfelder �j (als quadratische Formen bzw. als ausintegrierte Distributionen) zu unter-suchen. Die Wirkung solcher Operatoren - wie etwa der Lorentztransformationen oder derInvolution A 7! A� - ist auf B(H) bereits vorgegeben. Interessant ist nun die Frage, ob mansie auf die Feldkeime A� �ubertragen kann, wobei diese �Ubertragung mit den Abbildungenp��E kompatibel sein soll. Ist dies der Fall, dann erh�alt man unmittelbar, da� die besagtenOperatoren Bild p��E invariant lassen, also die energiebeschr�ankten Punktfelder P (E)�jP (E)in Linearkombinationen solcher Felder �uberf�uhren.Wir werden diese �Ubertragung von B(H) auf A� erreichen, indem wir zun�achst die in-duzierte Wirkung der in Rede stehenden Operatoren auf � bzw. �E betrachten, diese dannrestklassenweise auf �� �ubertragen und schlie�lich wieder per Dualit�at zu A� �ubergehen.Hierf�ur m�ussen nat�urlich gewisse Bedingungen an die zu �ubertragenden Operatoren ge-stellt werden. Um die wesentlichen Aspekte der Konstruktion deutlicher hervorzuheben, be-trachten wir zun�achst einen speziellen Fall, der f�ur die interessierenden Anwendungen an sichwenig relevant ist; wir k�onnen sp�ater jedoch leicht Verallgemeinerungen anbringen.



3.2. Operatoren und Gruppendarstellungen 39Das zu �ubertragende Objekt, einen beschr�ankten linearen Operator aufB(H),2 bezeichnenwir mit �. Wir werden im folgenden noch weitere Eigenschaften von � fordern. Zun�achst soll� mit adP (E) kommutieren:��P (E) � P (E)� = P (E)�( � )P (E): (3.2.1)Im folgenden seien E > 0 und � 2 N fest, wobei E hinreichend gro� ist, damit p�E surjektivwird. Zu � 2 �E de�nieren wir ��� 2 � durch���(A) := �(�A) bzw. ���� ; A� := �� ; �A� ; A 2 B(H): (3.2.2)Wir m�ussen dazu voraussetzen, da� � stetig bez�uglich der schwach�-Topologie ist; dannist (3.2.2) wohlde�niert, weil �A schwach�-stetig in A wird. Aus (3.2.1) und der Energie-beschr�anktheit von � folgt���� ; P (E)AP (E)� = �� ; ��P (E)AP (E)�� (3.2.1)= �� ; �A� = ���� ; A�; (3.2.3)deshalb liegt auch ��� in �E. Wir haben also einen (o�enbar linearen) Operator �� auf �Eerhalten, der in gewisser Weise "pr�adual\ zu � ist.Nun sei weiter angenommen, da� � die lokalen Algebren A(O) (zumindest f�ur Standard-Doppelkegel Or) invariant l�a�t; wir fordern also�A(Or) � A(Or) 8r > 0: (3.2.4)In diesem Fall ist der Raum N� (der Kern von p�E) stabil unter ��, dennk���kr = supA2A(Or) j���(A)jkAk � supA2A(Or) j�(�A)jk�Ak k�k (3.2.4)� k�k k�kr (3.2.5)und deshalb� 2 N� ) k�kr��(r) ! 0 (r 2 ��) ) k���kr��(r) ! 0 (r 2 ��) ) ��� 2 N� : (3.2.6)Damit ist es m�oglich, einen Operator ��� auf �� restklassenweise zu de�nieren:���[�] := [���] : (3.2.7)Per Dualit�at3 kann dann schlie�lich ein Operator �� auf A� eingef�uhrt werden:�[�] ; ��[�]� := ����[�] ; [�]� ; [�] 2 �� ; [�] 2 A� : (3.2.8)Es l�a�t sich nun leicht nachpr�ufen, da� die so eingef�uhrten "Darsteller\ von � nicht nur (perDe�nition) mit p�E, sondern auch mit p��E vertr�aglich gew�ahlt sind: F�ur � 2 �E , [�] 2 A� hatman�� ; � p��E [�]� (3.2.2)= ���� ; p��E [�]� = �p�E��� ; [�]� = �[���] ; [�]�(3.2.7)= ����[�] ; [�]� (3.2.8)= �[�] ; ��[�]� = �� ; p��E ��[�]�; (3.2.9)2Gemeint ist hier also nicht � 2 B(H), sondern ein beschr�anktes lineares � :B(H)! B(H).3Tats�achlich ist das hier de�nierte �� nichts weiter als die duale Abbildung zu ���.



40 Kapitel 3. Zustands- und Feldkeimees gilt also � � p��E = p��E � �� oder suggestiver [��] = ��[�]; (3.2.10)wenn man p��E [�] = � etc. schreibt. Insbesondere l�a�t � das Bild von p��E invariant, transfor-miert also die energiebeschr�ankten Punktfelder in sich. Das folgende Diagramm fa�t zusam-men, auf welchen R�aumen die vier verschieden "Darsteller\ von � wirken (angedeutet durchgepunktete Linien): �� ����E p�E //
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�AE A�? _p��Eoo� �� (3.2.11)
Die De�nition von �� h�angt bisher noch von E und � ab. Eine Abh�angigkeit von E trittaber in der Konstruktion - insbesondere in der De�nition (3.2.2) - nicht explizit auf, und dieBildung des Quotientenraum �� = �E=N� kann nach Diagramm (3.1.15) bei beliebigem Ebetrachtet werden, solange nur p�E surjektiv ist. W�ahlt man � 0 > � statt �, dann �andert sichder Raum, auf dem ��� de�niert wird; da die De�nition (3.2.7) aber restklassenweise erfolgtist, ergibt sich sofort Vertr�aglichkeit mit p�0 ;� ; entsprechend ist �� mit den Inklusionen p�0 ;��kompatibel - siehe auch die Diagramme (3.1.17) und (3.1.18). Dicht besetzte Folgen4 �� sinddabei wieder vorauszusetzen.Wie bereits erw�ahnt, sind die bisherigen Annahmen �uber den Operator � f�ur die Anwen-dungen noch zu stark. Wir verallgemeinern das Resultat daher zu folgendem Satz:Satz 3.2. Sei � ein linearer oder antilinearer, beschr�ankter Operator auf B(H) mit folgendenEigenschaften:1. � ist stetig bez�uglich der schwach�-Topologie auf B(H).2. Es gibt eine lineare Abbildung B auf Rs+1, so da� f�ur Standard-Doppelkegel Or mitMittelpunkt 0 gilt �A(Or) � A(BOr):3. Zu jedem E gibt es ein E 0 � E, so da�P (E)��P (E 0) � P (E 0)�P (E) = P (E)�( � )P (E):Die Folgen �� seien dicht besetzt. Dann existiert ein (anti)linearer Operator �� auf S� A�, derjedes A� invariant l�a�t und die GleichungadP (E) � � � p��E0 = p��E � ��erf�ullt (f�ur jedes zul�assige � und gen�ugend gro�es E). Insbesondere ist die lineare H�ulle der�j (als quadratische Formen) invariant unter der Wirkung von �.4Dicht besetzte Folgen sind, wie erw�ahnt, in Anhang 3.B de�niert.



3.2. Operatoren und Gruppendarstellungen 41Beweis. Zun�achst sei � linear. Wir de�nieren �� erneut wie in (3.2.2); ist � 2 �E , dann liefertBedingung 3, da�����P (E 0) � P (E 0)� = ����P (E 0) � P (E 0)�� (Bedg.3)= ���( � )� = ���( � ); (3.2.12)also ��� 2 �E0 . Demnach l�a�t �� den Raum �E hier nicht mehr notwendigerweise invariant,sondern wir haben �� : �E ! �E0 . F�ur die Bildung der Restklassen ist das allerdings ohneBelang - siehe wiederum Diagramm (3.1.15).Wir m�ussen au�erdem auf die Annahme (3.2.4) verzichten und zeigen, da� die N� auchunter den allgemeineren Bedingungen stabil unter �� sind; genauer mu� gelten:��Kern p�E � Kern p�E0 : (3.2.13)Sei � im folgenden fest. Wir w�ahlen k hinreichend gro�, so da�rkn��(rn) ! 0 ; rn 2 �� : (3.2.14)Ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit k�onnen wir nach Umordnung der Folge �� anneh-men, da� rkn��(rn) monoton f�allt. (Die Umordnung der Folge ist f�ur Konvergenzaussagen ohneBedeutung.) Nun hat man f�ur � 2 Kern p�E wie zuvor in (3.2.5):k���kr � k�k supA2A(Or) j�(�A)jk�Ak : (3.2.15)Nach Voraussetzung 2 ist dabei �A 2 A(BOr). Bezeichnet Kr die (s+1)-dimensionale Kugelmit Radius r um den Ursprung, dann hat manBOr � BKr � kBkKr � 2kBkOr = O2kBkr: (3.2.16)Mithin gilt �A 2 A(Obr) mit einer geeigneten Konstanten b, von der wir ohne Einschr�ankungb � 1 annehmen k�onnen. Zu rn 2 �� (n gro�) kann man nun, da �� voraussetzungsgem�a�dicht besetzt ist, ein m 2 N �nden, so da� brn < rm < bcrn mit einer Konstanten c. Somitfolgt schlie�lich1��(rn)k���krn � k�k��(rn)k�kbrn � k�k rkn��(rn) ��(rm)rkm| {z }�1 � rkmrkn|{z}�(bc)k � k�krm��(rm) �!n!1 0; (3.2.17)denn f�ur n!1 w�achst auch m beliebig. Folglich ist ��� 2 Kern p�E0, und (3.2.13) ist gezeigt.Der Rest der Konstruktion verl�auft genauso wie in (3.2.7) und folgende beschrieben. Dajetzt aber im allgemeinen ��� 62 �E, mu� man bei der Interpretation von Gleichung (3.2.9)vorsichtiger sein: Mit der gleichen Rechnung erh�alt man zun�achst�� ; � p��E0 [�]� = �� ; p��E ��[�]� 8 � 2 �E: (3.2.18)Da �E aber nur f�ur AE, nicht f�ur AE0 separierend ist, erhalten wir im Sinne von Abbildungendie Beziehung adP (E) � � � p��E0 = p��E � �� : (3.2.19)



42 Kapitel 3. Zustands- und FeldkeimeF�ur die Invarianz der Menge der Punktfelder unter � ist zuerst zu kl�aren, inwiefern ��uberhaupt auf quadratischen Formen operiert: Sei � eine Linearkombination der Punktfelder,[�] 2 A� : Wegen Bedingung 3 kann man f�ur  ; � 2 HE zun�achst formal schreiben( j�� j�) = ( jP (E)�(�)P (E) j�) = ( jP (E)��P (E 0)�P (E 0) �P (E) j�) (3.2.20)und dann die linke Seite durch die rechte de�nieren, indem man die Beschr�anktheit vonP (E 0)�P (E 0) ausnutzt. Diese De�nition ist dann wegen Bedingung 3 unabh�angig von E 0,solange E 0 gen�ugend gro� gew�ahlt wird. Nun berechnet man( j�� j�) (3.2.20)= ( j adP (E) � � � p��E0 [�] j�) (3.2.18)= ( j p��E � ��[�] j�): (3.2.21)Da sich ��[�] als endliche Linearkombination der [�j] schreiben l�a�t, liegt �� als quadratischeForm wieder in der linearen H�ulle der �j .Zu behandeln bleibt noch der Fall eines antilinearen Operators �. Hier k�onnen wir dievorstehenden �Uberlegungen fast vollst�andig �ubernehmen; es sind lediglich (3.2.2) durch���� ; A� := �� ; �A� (3.2.22)und (3.2.8) durch �[�] ; ��[�]� := ����[�] ; [�]� (3.2.23)zu ersetzen.Die Zuordnung � 7! �� ist per De�nition linear. Aus Gleichung (3.2.10) liest man au�erdemab, da� die Produktstruktur erhalten bleibt: (��)� = �� ��. Aus diesem Grunde kann mano�enbar Gruppendarstellungen von B(H) auf A� �ubertragen:Korollar 3.3. Sei � eine Darstellung der Gruppe G auf B(H); die Bedingungen des Satzes3.2 seien f�ur jedes �(g) (g 2 G) statt � erf�ullt. Dann gibt es eine Darstellung �� von G aufS� A�, die jedes A� invariant l�a�t und dieadP (E) � �(g) � p��E0 = p��E � ��(g) 8g 2 Gf�ur jedes zul�assige � und gen�ugend gro�es E erf�ullt.Als Anwendung betrachten wir zun�achst die antilineare Involution J : A 7! A�; sie istbeschr�ankt, da kAk = kA�k. Wegen (P (E)AP (E))� = P (E)A�P (E) und A(O)� = A(O) sinddie Bedingungen 2 und 3 des Satzes erf�ullt, sogar mit E = E 0 und B = 1; auch die schwach�-Stetigkeit pr�uft man sofort nach. Man erh�alt also einen antilinearen Operator �J auf jedemA� mit �J2 = 1, der nach Komposition mit p��E gerade die Adjunktion in AE ergibt. Damitist die Menge der Punktfelder (als quadratische Formen auf SE (HE � HE)) abgeschlossenunter Konjugation: Zu jedem � �ndet man dort auch die adjungierte quadratische Form�� : ( j��j�) := (�j�j ) ;  ; � 2[E HE : (3.2.24)



3.2. Operatoren und Gruppendarstellungen 43Wir wollen dies nun auch auf die Operatoren �(f) �ubertragen. Sei dazu [�] 2 A� . Wirintegrieren �� statt � nach Abschnitt 2.5 mit einer Testfunktion f aus und erhalten f�ur ; � 2 HE :( j��(f) �) = Z ds+1x f(x)�U(�x) ������U(�x)��= Z ds+1x f(x)�U(�x)� ��� ��U(�x) � = (�j�(f) ) = (�(f) j�): (3.2.25)Man bemerkt nun, da� sich die rechte Seite der Gleichung stetig auf  2 H erweitern l�a�t,sogar f�ur � 2 D = C1(H); das folgt aus der Kommutatorrelation (2.5.3) und der anschlie�en-den Diskussion. Folglich enth�alt der De�nitionsbereich D� des adjungierten Operators �(f)�mindestens auch D. Da sich (3.2.25) dann sofort auf  2 H und � 2 D fortsetzen l�a�t, erh�altman ��(f) � �(f)� (3.2.26)bzw. die Gleichheit dieser Operatoren auf D. Damit werden auch die �j(f) durch Konjugationin Linearkombinationen solcher Felder �uberf�uhrt.Dieses Ergebnis stimmt noch nicht ganz mit der Hermitezit�atsforderung (1.3.1) der Wight-man-Axiome �uberein, die verlangt, da� die �j(f)� in der Menge (nicht der linearen H�ulle) der�k(f) vorkommen. Wir k�onnen dies aber durch einen einfachen Basiswechsel erreichen: Nachobiger �Uberlegung liegen mit den [�1] : : : [�N� ] auch die 2N� Vektoren[�+j ] := 12�[�j ] + �J [�j ]�; [��j ] := 12i�[�j ]� �J [�j ]� (j = 1 : : :N�) (3.2.27)in A� , und o�enbar spannen sie auch A� auf. Au�erdem sind sie �J-invariant. Indem wir ausihnen linear unabh�angige Vektoren ausw�ahlen, erhalten wir eine Basis f[�Wj ]; j=1 : : :N�g vonA� aus �J -invarianten Vektoren; Anwendung von p��E und Ausintegration liefert dann sogarN� hermitesche Wightmanfelder. Alternativ k�onnten wir zur Erf�ullung der Axiome auch die��j zur Menge der Felder hinzunehmen und daf�ur auf die lineare Unabh�angigkeit der Felderverzichten.Weiterhin interessieren wir uns f�ur die Darstellung der Lorentzgruppe L auf B(H): Zu� 2 L hat man den Darsteller �� = U(�) � U(�)� mit unit�aren Operatoren U(�) 2 B(H).Als Multiplikation mit beschr�ankten Operatoren sind die �� sowohl beschr�ankt wie auchschwach�-stetig. Au�erdem besagt die Kovarianz des lokalen Netzes, da� ��A(O) � A(�O).Bedingung 1 und 2 des Satzes 3.2 sind also erf�ullt; zu �uberpr�ufen bleibt noch Bedingung 3.Dazu schreibt manU(�)P (E) = U(�)P (E)U(�)� � U(�) = P�(E) � U(�) ; (3.2.28)hier ist P�(E) der Energieprojektor im Lorentztransformierten Bezugssystem. Da sich dasgemeinsame Spektrum der P� mit der bekannten (s + 1)-dimensionalen Darstellung von Ltransformiert, erh�alt man f�ur gen�ugend gro� gew�ahltes E 0P (E 0)P�(E) = P�(E) (3.2.28)) P (E 0)U(�)P (E) = U(�)P (E): (3.2.29)Mit diesem E 0 folgt (wenn man noch von � zu ��1 �ubergeht) dann Bedingung 3. Korollar3.3 liefert also - dicht besetzte Folgen �� vorausgesetzt - eine Darstellung ��� von L auf jedem



44 Kapitel 3. Zustands- und FeldkeimeA� . Entwickeln wir diese nach einer Basis von A� , etwa nach den [�j ], dann erhalten wir eineN� -dimensionale Matrixdarstellung Sjk(�) von L, so da�U(�)�jU(�)� = N�Xk=1 Sjk(��1)�k (3.2.30)im Sinne quadratischer Formen.Auch dies ist zur �Uberpr�ufung der Wightman-Axiome noch auf die ausintegrierten Felder�j(f) zu �ubertragen. F�ur  ; � 2 HE hat man( jU(�)�j(f)U(�)� �) = Z ds+1x f(x) � ��U(�)U(x)�jU(x)�U(�)� ����(3.2.30)= N�Xk=1 Sjk(��1) Z ds+1x f(x) � ��U(�x)�kU(�x)� ����= N�Xk=1 Sjk(��1) Z ds+1x f(��1x) � ��U(x)�kU(x)� ����= N�Xk=1Sjk(��1)( j�k(f�)�) ; wobei f�(y) = f(��1y): (3.2.31)Bei der stetigen Erweiterung auf  2 H und � 2 D bleibt die eben berechnete Relationerhalten; es gilt U(�)�(f)U(�)� = N�Xk=1 Sjk(��1)�k(f�) (3.2.32)als Operatorgleichung auf D. Analoges kann man - mit einer anderen Matrixdarstellung vonL - auch f�ur die oben konstruierten �Wj erreichen.Es sei bemerkt, da� sich Satz 3.2 noch weiter verallgemeinern l�a�t: Wir ben�otigen dieOperatoren � beispielsweise nicht auf B(H), sondern nur auf jedem AE , und ihre Norm darfohne weiteres mit E wachsen. Um die Formulierung aber nicht unn�otig zu verkomplizieren,verzichten wir hier auf eine solche Verallgemeinerung. Die genannten �Uberlegungen werdenim n�achsten Abschnitt eingehen, um speziell einen Operator der partiellen Ableitung auf denA� zu etablieren.3.3 Di�erentiation der FelderIn der Wightman'schen Quantenfeldtheorie ben�otigt man Ableitungen der Punktfelder �(x),um Di�erentialgleichungen ("Feldgleichungen\) zwischen ihnen betrachten zu k�onnen; manm�ochte also Ausdr�ucke der Form @@x��(x) (3.3.1)rechtfertigen. Wir werden unten darauf eingehen, in welchem Sinn diese Di�erentiation er-kl�art werden kann. In unserem Rahmen ist au�erdem die Frage interessant, ob die Ableitung



3.3. Di�erentiation der Felder 45als Operation auf den Feldkeimen aufgefa�t werden kann: Mit jedem � sollten unter den kon-struierten Feldern auch die Ableitungen @�� vorkommen. Wir pr�azisieren dies �ahnlich wie inAbschnitt 3.2 durch �Ubertragung des Di�erentialoperators @� auf die Feldkeime. Auf dieseWeise erh�alt man auch, da� die Di�erentiation der Felder im Sinne von Distributionen (dienat�urlich stets m�oglich ist) nicht aus der Menge der konstruierten Felder herausf�uhrt.Wir untersuchen nun zun�achst die Existenz der Ableitung. Die Punktfelder � bzw. �j , diebisher betrachtet wurden, waren bei x = 0 lokalisiert. Um sie zu di�erenzieren, m�ussen wirzun�achst zu den Feldern �(x) �ubergehen: Im Vorgri� auf Abschnitt 3.4, in dem wir uns genauermit der Translation der Keime befassen, de�nieren wir im Sinne quadratischer Formen�(x) := U(x)�U(�x) (3.3.2)mit den Darstellern U(x) der Translationsgruppe. Dann ist P (E)�(x)P (E) wieder beschr�ank-ter Operator. Da die Generatoren P� der Translationen nach Adjunktion mit P (E) beschr�anktsind (die Spektrumsbedingung liefert P 2� � H2, � = 0 : : :s), kann man U(x) = eiP�x� in (3.3.2)als Potenzreihe ausschreiben, die dann absolut konvergiert:P (E)�(x)P (E) = 1Xm;n=0 im�nm!n!P (E)(P�x�)mP (E)�P (E)(P�x�)nP (E)= P (E)�P (E) + iP (E)[P�; �]P (E)x�+ O(kxk2): (3.3.3)Genauer k�onnen wir (bei festem E) schreiben:kP (E)�(x)P (E)� P (E)�P (E)� iP (E)[P�; �]P (E)x�k � kxk2 � const: (3.3.4)Folglich ist P (E)�(x)P (E) bei x = 0 in der Operatornorm di�erenzierbar. Ist nun � 2 �E,dann gilt @@x����(x)����x=0 = ��i[P�; �]� =: �(@��): (3.3.5)Im Sinne von Linearformen auf SE �E k�onnen die Punktfelder also di�erenziert werden;man erh�alt wieder Linearformen auf demselben De�nitionsbereich. Auch die polynomialeEnergiebeschr�anktheit bleibt erhalten: Ist � 2 �1, dann folgtk@��d�Ek = sup�2�E j�(@��)jk�k = sup�2�E j�([P�; �])jk �([P�; �])| {z }=:�0 k � k�([P�; �])kk�k� sup�02�E j�0(�)jk�0k � 2 kP�P (E)k � 2E � k�kE � 2E � (1+E)k � const: (k geeignet); (3.3.6)folglich liegt auch @�� in �1.Wir wollen nun untersuchen, inwieweit sich die Di�erentiation der Felder innerhalb derFeldkeime A� ausdr�ucken l�a�t, �ahnlich wie es f�ur die Wirkung von Symmetriegruppen inAbschnitt 3.2 durchgef�uhrt wurde. Die Ableitung soll also auf dem "Umweg\ �uber die Pr�a-dualr�aume auf die A� �ubertragen werden.Es tritt hier aber ein Problem auf, das in Abschnitt 3.2 nicht vorhanden war: Wegen(3.3.6) erwartet man, da� k@��kE f�ur E ! 1 um eine Potenz von E st�arker divergiert als



46 Kapitel 3. Zustands- und Feldkeimek�kE ; dies sollte sich im r-Verhalten des zu @�� geh�orenden dualen Objekts im Zustandskeimwiederspiegeln. Daher wird ein zu etablierender Di�erentiationsoperator �D� im allgemeinenden Raum A� nicht invariant lassen, sondern in ein A�0 mit �0 > � abbilden, d.h. die "Ener-giedimension\ der Felder erh�ohen. Dies wird im Verlauf der Konstruktion, mit der wir nunbeginnen, zu ber�ucksichtigen sein.Um die Analogie zu Satz 3.2 herzustellen, de�nieren wir wie folgt einen linearen OperatorD� auf AE: D�A := iP (E)[P�; A]P (E) ; A 2 AE: (3.3.7)D� ist gerade so konstruiert, da�D��P (E)�P (E)� = P (E)@��P (E): (3.3.8)Die De�nition ist zwar von E abh�angig, aber dies ist f�ur E 0 > E mit den ProjektionenAE0 ! AE ; A 7! P (E)AP (E) vertr�aglich. Wir k�onnen also wieder den "pr�adualen Operator\D�� auf �E einf�uhren durch�D��� ; A� := �� ; D�A� ; � 2 �E; A 2 AE; (3.3.9)und dies ist vertr�aglich mit den Inklusionen �E ,! �E0 (vgl. auch Diagramm (3.1.15) ). Die�Ubertragung auf die Zustandskeime �� l�a�t sich hingegen nicht mehr problemlos durchf�uhren;im Gegensatz zu (3.2.6) ist hier im allgemeinen D��N� 6� N� . Dies ist Ausdruck der obenerw�ahnten Eigenschaft von �D�, die R�aume A� nicht in sich abzubilden. Wir m�ussen f�ur diehier nicht erf�ullte Relation einen Ersatz �nden:Lemma 3.4. Die Folgen �� seien dicht besetzt.5 Dann gibt es zu jedem zul�assigen Wert �ein �0, so da� D��N�0 � N� :Beweis. Sie � im folgenden fest. Wir wissen aus Satz 2.2, da� �� ��� rk mit geeignetem k;weiterhin existiert laut diesem Satz ein � 0 mitd[r2k; 2k; ��0]��; N�0Xj=1 �j�j� = 0: (3.3.10)Ist � 2 N�0 , dann verschwinden alle �(�j) (j = 1 : : :N�0); wertet man (3.3.10) auf einemsolchen Funktional aus, so erh�alt manlimn!1 1r0n2k k�kr0n = 0; (3.3.11)wobei wir ��0 = (r0n), �� = (rn) schreiben. Man hat alsoN�0 � N [r2k; ��0] � N [rk�� ; ��0 ] ; (3.3.12)5Siehe wiederum Anhang 3.B.



3.3. Di�erentiation der Felder 47da wir ��0 als dicht besetzt vorausgesetzt hatten, folgt nach Lemma 3.9 (Anhang 3.B) au�er-dem N [rk�� ; ��0 ] = N [rk�� ; ��] : (3.3.13)Sei nun also � 2 N�0 � N [rk�� ; ��]. F�ur q 2 R+ setzen wir �q(�) = U(qe�) � U(qe�)�, wobeie� der Einheitsvektor in Richtung der �-Achse ist. Da � energiebeschr�ankt ist, erh�alt mandurch eine Potenzreihenentwicklung wie in (3.3.4)������qA �Aq �D��P (E)AP (E)�� ��� � kAk � c � q 8A 2 B(H) (3.3.14)f�ur kleine q mit einer von A unabh�angigen Konstanten c. Man berechnet nunkD���kr = supA2A(Or) ����D�(P (E)AP (E))���kAk� supA2A(Or) 1kAk����(D�A� �qA �Aq )��+ 1q ���(�qA�A)���� supA2A(Or)�c � q + 1q ���(�qA�A)��k�qA� A| {z }2A(Or+q) k � k�qA� AkkAk| {z }�2 � � c � q + 2q k�kr+q : (3.3.15)Setzen wir nun q = rkn, dann gilt f�ur kleine rn:1��(rn)kD���krn � c � rkn��(rn) + 2 k�k2rnrkn��(rn) : (3.3.16)Der erste Summand verschwindet im Limes n!1 wegen �� ��� rk, der zweite mit �ahnlichen�Uberlegungen wie in (3.2.17), wobei man verwendet, da� � 2 N [rk�� ; ��]. Damit ist gezeigt,da� D��� 2 N� .Mit der eben bewiesenen Aussage k�onnen wir nun die partielle Ableitung nicht auf die Zu-standskeime, aber zumindest auf die Feldkeime �ubertragen. Sei dazu [�] 2 A� . Mit Hilfe vonLemma 3.4 erhalten wir � 0, so da� D��N�0 � N� . Dann l�a�t sich �D�[�] 2 A�0 de�nieren durch�p�0� ; �D�[�]� := �p�D��� ; [�]� ; � 2[E �E: (3.3.17)Hier ist nat�urlich Wohlde�niertheit zu zeigen: Zun�achst ist die De�nition wegen Lemma 3.4unabh�angig von der Auswahl von �. W�ahlt man ein anderes � 0 (etwa �00 > � 0), dann erh�altman sofort Vertr�aglichkeit mit der kanonischen Inklusion6 p�00;�0� von A�0 in A�00 :�p�00� ; p�00;�0� �D(�0)� [�]� = � p�00;�0p�00| {z }p�0 � ; �D(�0)� [�]� = �p�D��� ; [�]� = �p�00� ; �D(�00)� [�]� :(3.3.18)6Siehe dazu auch Diagramm (3.1.18).



48 Kapitel 3. Zustands- und FeldkeimeEbenso ist die De�nition vertr�aglich mit den Inklusionen bei Wahl eines anderen �. Wirk�onnen �D� also als wohlde�nierten Operator auf S� A� betrachten. Eine einfache Rechnungwie in (3.2.9) zeigt nun, da� tats�achlichp��E � �D� = D� � p��E (3.3.19)bei festgehaltenem � und E; die Punktfelder �j werden durch Di�erentiation also in (endliche)Linearkombinationen der �j �uberf�uhrt.Unser Ergebnis lautet damit:Satz 3.5. Sind die Folgen �� dicht besetzt, dann gibt es lineare Operatoren �D� (� = 0 : : :s)auf S� A� , so da� @@x��U(x) (p��E [�])U(�x)����x=0 = p�0�E �D�[�]f�ur [�] 2 A� und (zu �) gen�ugend gro� gew�ahltes �0 und E.Der Vollst�andigkeit halber zeigen wir noch, da� unsere De�nition der Di�erentiation vonPunktfeldern nach Ausintegrieren mit der �ublichen Ableitung der Wightman-Distributionen�ubereinstimmt. Dazu seien [�] 2 A� und  ; � 2 HE . Wir integrieren das di�erenzierte Feld@�� aus:( j (@��)(f) �) = Z ds+1x f(x) �U(�x) �� @����U(�x)��= Z ds+1x f(x) @@y� �U(�x) ��U(y)�U(�y)��U(�x)�����y=0= Z ds+1x f(x) @@x� � ��U(x)�U(�x)�� ��(P.I.)= � Z ds+1x @�f(x) � ��U(x)�U(�x)�� �� = �( j�(@�f) �): (3.3.20)Nach Fortsetzung erh�alt man somit (@��)(f) = ��(@�f) (3.3.21)als Operatorgleichung auf D. Damit sind auch die im Sinne von Distributionen di�erenzierten�j(f) endliche Linearkombinationen gewisser �k(f).3.4 TranslationenIn der gesamten bisherigen Konstruktion haben wir das Verhalten der Theorie am Koordi-natenursprung betrachtet und dort lokalisierte Punktfelder � = �(0) konstruiert. Wir wollennun zu den Feldern �(x) �ubergehen und die Wirkung von Raum-Zeit-Translationen auf sieuntersuchen.Es w�urde hierzu ausreichen, die �(x) direkt durch die Wirkung der Translationen zude�nieren, also �(x) := U(x)�U(�x) zu setzen, wie dies in (3.3.2) schon vorweggenommenwurde. Auf diese Weise erh�alt man auch die in den Wightman-Axiomen geforderte Kovarianzder �j bzw. �j(f) unter der Poincar�e-Gruppe.



3.4. Translationen 49Trotzdem ist es in unserem Rahmen interessant, wie sich die Translationen innerhalb desFormalismus der Feld- und Zustandskeime ausdr�ucken lassen; wir werden dies kurz skizzieren.Das Verfahren liefert zwar keine neuen Aussagen �uber die �j , zeigt aber, da� die Feldkeimegeeignet sind, um Punktfelder im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie vollst�andigzu beschreiben.Wir m�ussen dazu zun�achst die Zustands- und Feldkeime am Ort x de�nieren. Dies ge-schieht ganz analog zur De�nition der Keime bei x = 0: Wie in (3.1.1) setzen wirN�(x) := N [�� ; ��](x) = n� 2 � ��� k�dA(Orn(x))k��(rn) �!n!1 0 (rn 2 ��)o: (3.4.1)Dabei ist Or(x) der Standard-Doppelkegel mit Radius r und Mittelpunkt x; man vergleicheauch mit (3.A.7) und der zugeh�origen Diskussion. Die Zustandskeime ��(x) bei x k�onnennun als Bild von SE �E in �=N�(x) de�niert werden, analog zu (3.1.3). Ihr Dualraum istentsprechend der Feldkeim bei x: A�(x) := ��(x)�; (3.4.2)versehen mit der Standardtopologie. (Nat�urlich sind auch die ��(x) endlichdimensional, wiewir gleich explizit sehen werden.) Wir verwenden analog zu Abschnitt 3.1 die Abbildun-gen p�(x), p�E(x) und p�0;�(x). Die ��(x) und A�(x) erf�ullen bez�uglich dieser Abbildungendieselben Vertr�aglichkeitsbedingungen wie bereits f�ur die Keime bei x = 0 erw�ahnt - sieheinsbesondere die Diagramme (3.1.15), (3.1.17) und (3.1.18).Wir betrachten nun die Wirkung der Translationen �x auf B(H); sie soll uns die Bezie-hungen zwischen den ��(x) bzw. A�(x) f�ur verschiedene x liefern. �Ahnlich wie in Abschnitt3.2 de�nieren wir dazu eine "pr�aduale Darstellung\ �x� der Translationsgruppe auf �:�x��(A) := �(��xA) ; � 2 �; A 2 B(H): (3.4.3)Man rechnet leicht nach, da� �x� die R�aume N�(y) gewisserma�en verschiebt: F�ur x; y 2 Rs+1hat man �x�N�(y) = N�(x+ y): (3.4.4)Aufgrund dieser Tatsache kann man nun Translationen zwischen den Zustandskeimen rest-klassenweise de�nieren: Man setzt��x� : ��(y)! ��(x+ y);��x� = p�(x+ y) � �x� � p�(y)�1; (3.4.5)d.h. man de�niert ��x� durch folgendes kommutative Diagramm:� p�(y)
//�x�

��

��(y)��x�
��� p�(x+y) // ��(x+y) (3.4.6)Da �x = U(x) � U(x)� und ebenso �x� mit adP (E) vertauschen, gilt dieses Diagramm auch,wenn man � durch �E und die p�(�) durch p�E(�) ersetzt.



50 Kapitel 3. Zustands- und FeldkeimeWegen der Invertierbarkeit von �x� ist es nun klar, da� die ��x� Isomorphismen sind,insbesondere solche zwischen ��(0) und ��(x). Damit sind alle ��(x) endlichdimensional(n�amlich N�-dimensional).Wir �ubertragen die Translationen nun auch auf die Feldkeime A�(x), was wieder perDualit�at geschieht: Wir de�nieren��x : A�(y)! A�(x+ y);�[�] ; ��x[�]� = ����x�[�] ; [�]� ; [�] 2 A�(y); [�] 2 ��(x+ y): (3.4.7)Die ��x sind wiederum Isomorphismen; sie �uberf�uhren die betrachteten Basen [�j ] bzw. [�Wj ]von A� kanonisch in Basen [�(W )j (x)] = ��x[�(W )j ] (3.4.8)von A�(x).Man bemerkt nun - genau wie in (3.2.9) -, da� diese Wirkung ��x der Translationsgruppekompatibel ist mit der urspr�unglichen auf B(H), in dem Sinne, da��x � p�E(y) = p�E(x+y) � ��x : (3.4.9)Damit ist die aus der Sicht der Feldkeime nat�urliche De�nition der translatierten Felder,n�amlich P (E)�(x)P (E) := p�E(x)��x[�] ; [�] 2 A� ; (3.4.10)vertr�aglich mit unserer bisherigen De�nition�(x) = U(x)�U(�x): (3.4.11)Zum Nachweis der Wightman-Axiome haben wir noch zu zeigen, da� die de�nierten Feldernun tats�achlich kovariant unter der vollen Poincar�e-Gruppe sind. Dazu ben�otigen wir lediglichdie Relation (3.4.11). Wir beziehen uns zun�achst auf die Punktfelder �j ; im folgenden seienx; y 2 Rs+1 und � 2 L. Im Sinne quadratischer Formen auf SE (HE � HE) berechnen wir:U(�; x)�j(y)U(�; x)� = U(x)U(�) U(y)�j U(y)� U(�)�U(x)�= U(x)U(�y) U(�)�jU(�)� U(�y)�U(x)� (3.2.30)= U(�y + x) N�Xk=1Sjk(��1)�k U(�y + x)�= N�Xk=1 Sjk(��1)�k(�y + x) : (3.4.12)Dies ist gerade die gew�unschte Kovarianzeigenschaft. Sie l�a�t sich durch Integration leicht aufdie Operatoren �j(f) �ubertragen: Durch eine einfache Rechnung wie in (3.2.31) erh�alt manU(�; x)�j(f)U(�; x)� = N�Xk=1 Sjk(��1)�k(f�;x) mit f�;x(y) = f(��1(y � x)); (3.4.13)und zwar zun�achst auf Vektorfunktionalen ( j � �) 2 HE � HE , dann durch Erweiterung alsOperatorgleichung auf D.



3.A. Keime, Halme, Pr�agarben 51Die obigen �Uberlegungen lassen sich nat�urlich statt f�ur die �j analog auch f�ur die �Wjdurchf�uhren.Wir haben damit schlie�lich alle in Abschnitt 1.3 genannten Wightman-Axiome (bei Ver-nachl�assigung der Vollst�andigkeitsbedingung) f�ur die betrachteten Felder nachgewiesen. UnserErgebnis k�onnen wir so formulieren:Satz 3.6. Wir betrachten eine Quantenfeldtheorie, die die Eigenschaft 2.1 besitzt, so da�Satz 2.2 gilt. � sei dort ein zul�assiger Wert, und die Folge �� sei dicht besetzt. Dann gibt eseine invertierbare Matrix A = (ajk), so da� die operatorwertigen Distributionen �W1 : : :�WN� ,de�niert als �Wj (f) = N�Xk=1 ajk�k(f); j = 1 : : :N� ;einen Satz von Wightman-Feldern im Sinne der in Abschnitt 1.3 aufgef�uhrten Axiome bilden.3.A Keime, Halme, Pr�agarbenIn unserer Diskussion der Konstruktion von Punktfeldern treten in nat�urlicher Weise Struk-turen aus der Garbentheorie auf, die wir hier n�aher beleuchten wollen.De�nition 3.7. Sei X ein topologischer Raum. Eine Pr�agarbe7 G auf X ist gegeben durch� eine Zuordnung O 7! G(O), die jeder o�enen Menge O � X einen Vektorraum G(O)zuordnet,� zu je zwei o�enen Mengen O2 � O1 � X eine lineare Abbildung�O1;O2 : G(O1)! G(O2)(die sogenannte Restriktionsabbildung)mit folgenden Eigenschaften:� F�ur o�enes O � X ist �O;O = idG(O).� F�ur o�ene Mengen O3 � O2 � O1 � X ist �O1;O2 � �O2;O3 = �O1;O3, d.h. das folgendeDiagramm kommutiert: G(O1) �O1;O3 //�O1 ;O2 $$I
II

II
II

II
G(O3)G(O2) �O2 ;O3::uuuuuuuuuIm folgenden werden wir stets X = Rs+1 (den Minkowskiraum mit Standardtopologie)betrachten.7Die hier aufgef�uhrte De�nition ist bei weitem nicht die allgemeinste m�ogliche.



52 Kapitel 3. Zustands- und FeldkeimeBesonders wichtig sind f�ur uns Unterr�aume G � � der Menge der normalen Funktionale.Sie werden mit der Einschr�ankung auf die lokalen AlgebrenG(O) := GdA(O) (3.A.1)zu Pr�agarben; die Restriktionsabbildungen sind dabei ebenfalls durch die gew�ohnliche Ein-schr�ankung gegeben: �O1;O2 : g 7! gdA(O2): (3.A.2)Die in De�nition 3.7 geforderten Eigenschaften erh�alt man sofort aus der Isotonie des NetzesA(O).Sei nun G eine Pr�agarbe, x 2 X und O eine Umgebung von x; wir de�nieren dann folgende�Aquivalenzrelation auf G(O):g x� g0 :, �O;Oxg = �O;Oxg0 f�ur eine Umgebung Ox � O von x. (3.A.3)In unserem speziellen Fall (3.A.1) ist das gleichbedeutend mitg x� g0 :, gdA(Ox) = g0dA(Ox) f�ur eine Umgebung Ox � O von x. (3.A.4)Der Quotientenraum G(O)= x� (der von O unabh�angig ist) hei�t Halm der Pr�agarbe G bei x;die zugeh�orige kanonische Projektion wird als Keim bezeichnet.Wir ben�otigen f�ur unsere Analyse noch weitere Details der Keime bzw. Halme: Wir wollennicht nur die Zust�ande mit 0 identi�zieren, die in einer Umgebung von x verschwinden, sondernauch die, deren Anteil auf immer kleineren Umgebungen von x gen�ugend schnell abf�allt. Dabeibeschr�anken wir uns zun�achst - zur Vereinfachung der Notation - auf x = 0. Sei wieder G � �eine Pr�agarbe der in (3.A.1) eingef�uhrten Form; weiter sei � : R+ ! R+ eine Funktion,� = (rn) � R+ eine Nullfolge. Wir betrachtenN [�; �] := �g 2 G�� kgdA(Orn)k�(rn) �!n!1 0 	: (3.A.5)So de�niert, ist N [�; �] ein Unterraum von G. Man kann ihn aber entsprechend auch alsUnterraum von G(O) oder des Halmes G= 0� de�nieren. Die Quotientenr�aume G=N [�; �],G(O)=N [�; �] und (G= 0�)=N [�; �] k�onnen dann identi�ziert werden. Die kanonische Projektionbezeichnen wir im folgenden mit p[�; �].Seien �0 eine weitere Funktion R+ ! R+ und �0 � R+ eine weitere Nullfolge. FallsN [�; �] � N [�0; �0], dann gibt es o�enbar eine eindeutig bestimmte, surjektive Abbildungp[�; �; �0; �0], die das Diagramm G=N [�; �]p[�;�;�0;�0]
��
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QQ G=N [�0; �0] (3.A.6)



3.B. Dicht besetzte Folgen 53kommutativ macht. Insbesondere liegt diese Situation vor, wenn � � �0 und � ��0 �0.Man kann die eingef�uhrte Struktur nun bez�uglich jedes Punktes x 2 Rs+1 statt x = 0betrachten: Mit Or(x) sei der Standard-Doppelkegel vom Radius r mit Mittelpunkt x be-zeichnet. Analog zu (3.A.5) setzen wirN [�; �](x) := �g 2 G�� kgdA(Orn(x))k�(rn) �!n!1 0 	: (3.A.7)F�ur die N [�; �](x) und die Quotientenr�aume G=N [�; �](x) gelten die oben durchgef�uhrten�Uberlegungen dann entsprechend.3.B Dicht besetzte FolgenAus technischen Gr�unden m�ussen wir �uber die Nullfolgen �� , die wir bei der Konstruktionder Punktfelder erhalten, eine Zusatzannahme machen; sie d�urfen in gewisser Weise nicht"zu schnell\ gegen 0 gehen bzw. nicht "zu wenige\ Werte enthalten. Pr�azisiert wird dies mitfolgendem Begri�:De�nition 3.8. Sei x = (xn) ein Nullfolge in R+. x hei�e dicht besetzt, wenn es KonstantenR; c > 0 gibt mit der folgenden Eigenschaft:8 r 2 (0; R) 9n 2 N : r � xn � c � r :So ist zum Beispiel xn = 2�n dicht besetzt, nicht aber xn = 2�n2 . Wie schon erw�ahnt,wird an einigen Stellen des Textes angenommen, da� die Folgen �� dicht besetzt sind. Dieshat im wesentlichen den E�ekt, da� in gewisser Hinsicht keine Unterschiede zwischen den ��und ihren Teilfolgen auftreten:Lemma 3.9. Sei � : R+! R+ eine Funktion, und seien �0 � � zwei Nullfolgen in R+. �0 seidicht besetzt; au�erdem gebe es k > 0 mit � �� rk. Dann istN [�; �] = N [�; �0]:Beweis. Die Inklusion "�\ ist klar. F�ur "�\ schreiben wir � = (rn); �0 = (r0n). Wir wissen nachVoraussetzung, da� rkn=�(rn) ! 0 f�ur n ! 1; ohne Einschr�ankung geschehe dies monoton(nach eventueller Umordnung der Folgen). Sei nun � 2 N [�; �0], d.h.1�(r0m)k�kr0m �!m!1 0: (3.B.1)Zu jedem (hinreichend gro�en) n w�ahlen wir nun m 2 N, so da�rn � r0m � c � rn: (3.B.2)Wegen k�krn � k�kr0m erhalten wir dann1�(rn)k�krn � rkn�(rn) �(r0m)r0mk| {z }�1 � r0mkrkn|{z}�ck � 1�(r0m)k�kr0m �!n!1 0; (3.B.3)denn mit n w�achst auch m beliebig. Mithin ist � 2 N [�; �].



54 Kapitel 3. Zustands- und FeldkeimeEs wirkt sicher etwas unnat�urlich, die �� in unserer Konstruktion als dicht besetzt an-zunehmen. Diese Eigenschaft scheint f�ur den Nachweis gewisser Konvergenzaussagen, wie imZusammenhang mit Satz 3.2 und Lemma 3.4, jedoch nicht verzichtbar zu sein. Zwar w�are esplausibel (und in dem in Kapitel 4 behandelten Beispiel erf�ullt), in der Phasenraumbedin-gung (Eigenschaft 2.1) eine dicht besetzte Nullfolge � vorauszusetzen oder sogar Konvergenzunabh�angig von einer speziellen Folge zu fordern; im Verlauf der Konstruktion in Abschnitt2.3 mu�ten aus � aber wiederholt Teilfolgen ausgew�ahlt werden, um gewisse Funktionen nachihrem r-Verhalten zu sortieren. Ob diese Teilfolgen ihrerseits dicht besetzt sind, ist a priorinicht bekannt.Es stellt sich also die Frage, ob man bei gegebener Funktion f : R+! R+ aus einer dichtbesetzten Nullfolge � stets eine dicht besetzte Teilfolge �0 ausw�ahlen kann, so da� f(r) auf �0gegen eine Konstante oder gegen 1 konvergiert. Leider ist dies im allgemeinen nicht der Fall.Als Beispiel betrachte manf(r) := r(�1)[p� log r ] = (r falls [p� log r ] gerade;1r falls [p� log r ] ungerade; r < 1: (3.B.4)Dabei ist [: : : ] die Gau�-Klammer; die Fortsetzung der Funktion f�ur r � 1 ist beliebig. Mansieht leicht, da� es keine dicht besetzte Nullfolge � gibt, auf der f(r) f�ur r! 0 im eigentlichenoder uneigentlichen Sinne konvergiert.



Kapitel 4Freie FeldtheorieWir wollen nun die betrachteten Strukturen in einem konkreten Modell untersuchen und vorallem die in Eigenschaft 2.1 formulierte Phasenraumbedingung nachpr�ufen. Dazu betrach-ten wir Modelle der freien Feldtheorie, also Systeme mit beliebig vielen, nicht miteinanderwechselwirkenden Teilchen.Die freie Feldtheorie ist zwar physikalisch nur von eingeschr�anktem Interesse; ihre einfachemathematische Struktur macht sie aber zu einem geeigneten Testfall f�ur unsere Annahmen.Bereits in [7], [8] und [10] wurden gewisse Phasenraumbedingungen in der freien Theorienachgewiesen; wir �ubernehmen teilweise die dort entwickelten Methoden. Auch Haag undOjima [17] verwenden ein solches Modell, um ihre Vermutungen �uber Zustandskeime plausibelzu machen. Die dortigen Rechnungen sind jedoch sehr heuristisch; das nun folgende Kapitelpr�azisiert in gewisser Weise die Vorstellungen der beiden Autoren.Nachdem wir in Abschnitt 4.1 das zu untersuchende Modell beschrieben haben, gliedertsich die Analyse im wesentlichen in zwei Teile: Zun�achst leiten wir in Abschnitt 4.2 eine Rei-henentwicklung der Abbildung � her und pr�ufen so die Eigenschaft 2.1 nach. Wir erhaltenauf diese Weise obere Absch�atzungen f�ur die Anzahl der notwendigen Approximationsterme,wenn � bis auf einen festgelegten Rest gen�ahert werden soll. In Abschnitt 4.3 zeigen wir, da�andererseits zur Approximation von � eine Mindestanzahl von Rang-1-Operatoren notwen-dig ist ("untere Absch�atzungen\); damit folgt, da� keines der in Abschnitt 4.2 berechnetenReihenglieder redundant ist bzw. entfallen kann.Die genannten Rechnungen f�uhren wir nur f�ur den einfachsten Fall, ein reelles skalaresfreies Feld, vollst�andig durch; die Erweiterung auf allgemeinere Situationen wird aber so weitals m�oglich angedeutet.Die freie Feldtheorie wird bekannterma�en durch Punktfelder �(x) bzw. ausintegrierteWightman-Distributionen �(f) de�niert. Abschnitt 4.4 besch�aftigt sich mit dem Zusammen-hang des untersuchten algebraischen Modells mit diesen Punktfeldern; wir zeigen, da� diein Kapitel 2 konstruierten lokalen Felder hier gerade mit dem de�nierenden Feld �(f) unddessen Funktionen (Ableitungen, Wickprodukte) �ubereinstimmen.Schlie�lich diskutiert Abschnitt 4.5 Erweiterungsm�oglichkeiten des betrachteten Modellsund Beispiele, in denen die hier vorgestellte Methode versagt.
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4.1. Das Modell 574.1 Das ModellDieser Abschnitt gibt einen kurzen �Uberblick �uber die Formulierung der freien Feldtheorie,genauer der Theorie freier Bosonen, im algebraischen Rahmen. Wir nennen dabei nur dieDe�nitionen und Resultate; eine ausf�uhrlichere Darstellung der Konstruktion �ndet man in[2, Kapitel 8.3].4.1.1 EinteilchenraumDie Konstruktion beginnt mit dem Einteilchenraum K, einem separablen Hilbertraum mitSkalarprodukt h�j�i, dessen Elemente man als Wellenfunktionen eines Teilchens ("im Impuls-raum\) deutet. Auf K hat man eine unit�are Darstellung UK(�; x) der Poincar�e-Gruppe P,welche die Spektrumsbedingung erf�ullt. Der selbstadjungierte Generator ! der Zeittranslationkann als Energieoperator interpretiert werden; wir bezeichnen seinen Spektralprojektor aufdas Intervall [0; E] mit Q(E).Weiterhin ist auf K eine antiunit�are Involution J gegeben, d.h. ein antilinearer Operatormit J2 = 1, hJf jJgi = hgjfi. Wir nehmen an, da� J mit ! kommutiert. Jedes f 2 K besitzteine eindeutige Zerlegung in J-invariante Funktionen der Formf = f+ + if� ; Jf� = f� ; (4.1.1)dabei ist explizit f+ = 12(1+J) f ; f� = 12i(1�J) f: (4.1.2)Speziell betrachten wir im folgenden die Theorie eines rellen skalaren freien Teilchens derMasse m � 0 in s r�aumlichen Dimensionen. Hier ist der Einteilchenraum gegeben alsK = L2(Rs; dsp) (4.1.3)mit dem �ublichen Skalarprodukt. Die Zeittranslation wird generiert durch! =p~p 2 +m2 (als Multiplikationsoperator); (4.1.4)die Generatoren f�ur r�aumliche Translationen sind die Multiplikationsoperatoren mit den Ko-ordinaten pj . F�ur die De�nition der Darsteller von Lorentztransformationen sei auf [25,sect. 1-4.] verwiesen; wir werden sie nicht explizit ben�otigen.Vom "Impulsraum\ L2(Rs; dsp) kann man durch Fouriertransformation zum "Ortsraum\L2(Rs; dsx) �ubergehen (zu Vorzeichenkonventionen siehe Seite 104); die Transformation istunit�ar, so da� man jedes f 2 K und jeden linearen Operator auf K wahlweise in einem derbeiden R�aume betrachten kann. Um die Notation nicht zu �uberfrachten, werden die beidenDarstellungen im folgenden nicht streng unterschieden, sondern es wird lediglich �uber dasFunktionsargument ~x bzw. ~p angedeutet, ob man sich im Orts- oder Impulsraum be�ndet.Die Involution J kann nun durch komplexe Konjugation im Ortsraum de�niert werden:(Jf)(~x) = f(~x) , (Jf)(~p) = f(�~p): (4.1.5)J hat also die Bedeutung, die Aufspaltung der Wellenfuntionen in Real- und Imagin�arteil zubeschreiben respektive (im allgemeinen Fall) diesen Begri� auf beliebige Einteilchenr�aume zuerweitern.



58 Kapitel 4. Freie Feldtheorie4.1.2 FockraumDie Beschreibung von Mehrteilchenzust�anden geschieht mit Hilfe symmetrisierter Tensorpro-dukte von K, der sogenannten n-Teilchen-R�aumeHn := Symm
n K (n 2 N): (4.1.6)Au�erdem setzen wir H0 := C � 
 als eindimensionalen "0-Teilchen-Raum\; physikalisch re-pr�asentiert 
 das Vakuum. Aus den Hn bildet man nun den Fockraum H:H := 1Mn=0Hn mit Skalarprodukt (�j�): (4.1.7)Mehr von technischer Bedeutung ist der Raum der Vektoren endlicher Teilchenzahl, der ausendlichen Linearkombinationen von Produktvektoren besteht:H0 := Spann NMn=0 Symm �fn1 
 � � � 
 fnn� ���N 2 N0; fij 2 Ko: (4.1.8)Er ist dicht in H.Die Darstellung UK(�; x) von P auf K bestimmt durch "zweite Quantisierung\ eine Dar-stellung U(�; x) auf H. Die Generatoren der Translationen schreiben wir wie zuvor als P�(� = 0 : : :s); speziell f�ur die Zeittranslation ist das der Hamiltonoperator H = P0. SeineSpektralprojektoren auf [0; E] notieren wir wie gehabt als P (E).Zu f 2 K hat man die �ublichen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a�(f) und a(f),die linear bzw. antilinear in f sind und kanonische Vertauschungsrelationen erf�ullen:[a(f); a�(g)] = hf jgi1 ; [a�(f); a�(g)] = 0 = [a(f); a(g)] (f; g 2 K): (4.1.9)Sie sind unbeschr�ankt, aber zumindest auf H0 de�niert. Durch Anwendung der Erzeugungs-operatoren a�(�) auf 
 kann man ganz H0 (und nach Abschlu� auch H) erhalten, und zwarmit Hilfe folgender Relation:a�(f1) : : :a�(fn)
 = pn! Symm(f1 
 � � � 
 fn) ; f1; : : : ; fn 2 K: (4.1.10)Der o�enbar symmetrische Operator a(f) + a�(f) ist nach geeigneter Erweiterung desDe�nitionsbereiches selbstadjungiert [22, Theorem X.41]; man kann daher die unit�aren Ope-ratoren W (f) = ei(a(f)+a�(f)) (4.1.11)betrachten. Sie werden alsWeyl-Operatoren bezeichnet; wir listen hier einige ihrer Eigenschaf-ten auf: W (f)W (g) =W (f+g) ei Im<gjf> ; (4.1.12)W (f) = eia�(f) eia(f) e� 12 jjf jj2 ; (4.1.13)[a(g); W (f)] = ihgjfiW (f) ; [a�(g); W (f)] = �ihf jgiW (f) ; (4.1.14)(
jW (f)
) = e� 12 jjf jj2 : (4.1.15)



4.2. Obere Absch�atzungen 594.1.3 Lokale AlgebrenDie De�nition der lokalen Algebren A(O) erfolgt so: Zu jeder o�enen Menge O � Rs+1sind zwei abgeschlossene Unterr�aume L�(O) � K gegeben. Sie sind unter J invariant, al-so JL�(O) � L�(O); bezeichnet P�L (O) den Projektor auf L�(O), dann impliziert das[J; P�L (O)] = 0. Die R�aume L�(O) h�angen mit den Anfangswerten des Cauchyproblems f�urdie zugrundeliegende Feldgleichung zusammen (n�aheres siehe Abschnitt 4.4). Man betrachtetjetzt folgenden reell-linearen Unterraum von K:L(O) = (1+J)L+(O) + (1�J)L�(O): (4.1.16)F�ur f 2 L(O) ist in der Zerlegung (4.1.1) dann f� 2 L�(O).Die lokale Algebra f�ur O wird nun von allen zu L(O) geh�orenden Weyloperatoren erzeugt,enth�alt also deren Linearkombinationen und schwache Limespunkte:A(O) := �W (f) j f 2 L(O)	00: (4.1.17)Erf�ullen die L(O) nun Isotonie-, Kovarianz- und Lokalit�atsbedingungen, wobei die Lokalit�atformuliert wird durchhf1jf2i = hf2jf1i f�ur raumartig getrennte O1;O2 und fi 2 Oi; (4.1.18)dann bilden die A(O) ein lokales Netz, das die Axiome aus Abschnitt 1.2 erf�ullt. Die Darstel-lung der Poincar�e-Gruppe P ist dabei per De�nition unit�ar implementiert:��;x(�) := U(�; x) � U(�; x)�: (4.1.19)F�ur das reelle skalare Feld werden die R�aume L� wie folgt de�niert: F�ur o�ene Standard-Doppelkegel Or vom Radius r mit Mittelpunkt 0 (wie in (2.1.1) de�niert) setzt manL�(Or) := !� 12DC (r): (4.1.20)Dabei bezeichnet DC (r) die Menge der komplexwertigen Schwartzfunktionen auf Rs, derenTr�ager im Ortsraum innerhalb der Kugel j~xj < r liegt. Damit sind die L(O) f�ur eine Nullum-gebungsbasis erkl�art; durch Anwendung der Translationen UK(x) erh�alt man sie f�ur Umge-bungsbasen beliebiger x, f�ur allgemeines O dann per Additivit�at. F�ur unsere Analyse gen�ugtes, Doppelkegel Or zu betrachten; wir schreiben daher auch kurz P�L (Or) = P�L (r).4.2 Obere Absch�atzungenEs geht uns nun darum, im beschriebenen Modell die Phasenraumbedingung aus Eigenschaft2.1 nachzupr�ufen und eine Darstellung � =Xj �j�j ; (4.2.1)also eine Entwicklung von � nach Rang-1-Abbildungen zu etablieren. Wir betrachten dazuzun�achst die Einschr�ankung �E;r von � auf �E und A(Or) bei festem E; r und untersuchendanach deren Fortsetzung zu �.



60 Kapitel 4. Freie FeldtheorieIm Zusammenhang mit der von ihnen untersuchten Nuklearit�atsbedingung hatten schonBuchholz und Porrmann [8] eine Entwicklung von �E;r nach Rang-1-Operatoren angegeben.1In dieser Arbeit lag das Augenmerk aber haupts�achlich auf einer Absch�atzung der p-Normenvon �E;r; die einzelnen Terme der Reihenentwicklung waren ohne Belang. Buchholz [5] gelanges sp�ater, die dort verwendeten Konzepte so zu erweitern, da� auch die Normen der einzelnenApproximationsterme �j�j und ihr Verhalten mit E und r kontrolliert werden konnten.F�ur unsere Zwecke weist der Ansatz dieser Autoren aber einen entscheidenden Mangelauf: Die von ihnen berechneten �j und �j h�angen in subtiler und kaum zu kontrollierenderWeise von E und r ab. Wir m�ochten jedoch letztlich eine Entwicklung der Form (4.2.1) mitE- und r-unabh�angigen Termen erhalten - diese Form hatte sich in Kapitel 2 als wichtig f�urdie Konstruktion von Punktfeldern erwiesen. Das Verfahren aus [8] mu� daher in unseremSinne modi�ziert werden.Gleichzeitig beseitigen wir einen weiteren Nachteil des genannten Konzepts: Die Anzahlder Approximationsterme (f�ur Approximation bis zu einer gegebenen Genauigkeit) ist in [8]nicht minimal gew�ahlt - dies ist dort auch nicht relevant, f�uhrte aber zu einer Diskrepanzzwischen den von Buchholz [5] einerseits und Haag/Ojima [17] andererseits berechneten "Di-mensionen der Keime\. Die hier hergeleitete Entwicklung besteht hingegen im beschriebenenSinn aus minimal vielen Termen, wie wir in Abschnitt 4.3 noch pr�azisieren werden.4.2.1 VorgehensweiseUm die Phasenraumbedingung in Eigenschaft 2.1 nachzuweisen, haben wir die Inklusionsab-bildung � : [E �E ,! � (4.2.2)bez�uglich der Pseudometrikendk(#; #0) = lim supr!0 Z� supE�r�1 k#� #0kE;rrk(1 +E)k � ; k 2 N (4.2.3)durch Rang-1-Operatoren zu approximieren.2 Wir werden uns dazu, wie erw�ahnt, zun�achstauf festes E und r beschr�anken und die Abbildung�E;r : �E ! �(Or) ; � 7! �dA(Or) (4.2.4)bez�uglich der Normtopologie approximieren. Es erweist sich als noch g�unstiger (und �aquiva-lent), stattdessen die duale Abbildung��E;r : A(Or)! P (E)B(H)P (E) ; A 7! P (E)AP (E) (4.2.5)zu betrachten.Wir werden f�ur ��E;r zwei verschiedene Entwicklungen nach Rang-1-Operatoren der Form��E;r(�) =X�j(�)�j ; �j 2 �(Or); �j 2 P (E)B(H)P (E) (4.2.6)1In [8] wurde allerdings eine Energied�ampfung mit e��H statt P (E) verwendet.2Die Nullfolgen � spielen hier keine Rolle und k�onnen beliebig gew�ahlt werden.



4.2. Obere Absch�atzungen 61herleiten; eine davon besteht aus skalenunabh�angigen Termen und l�a�t sich sp�ater zu einerEntwicklung von � fortsetzen, die andere ben�otigt man nur aus technischen Gr�unden wegenihrer guten Konvergenzeigenschaften.Beide Entwicklungen werden zun�achst durch explizite Zerlegung von ��E;r(W (f)) mit lo-kalisiertem f hergeleitet (Abschnitt 4.2.4); diese Aufgabe l�a�t sich auf Annahmen �uber dieEigenschaften der Theorie im Einteilchenraum zur�uckf�uhren (Abschnitt 4.2.2 und 4.2.3), diewir im Fall des reellen skalaren Feldes explizit nachweisen. Dann diskutieren wir, inwiefernsich die berechnete Zerlegung linear und stetig auf ganz A(Or) fortsetzen l�a�t (Abschnitt4.2.5).Zuerst aber befassen wir uns mit dem Problem im Einteilchenraum. Im folgenden bezeich-ne f� eine Funktion aus L�(Or), und es sei k 2 Q(E)K. Wir interessieren uns f�ur Reihen-entwicklungen des Skalarprodukts hf�jki und werden, wie bereits erw�ahnt, zwei verschiedenesolche angeben.4.2.2 Entwicklung nach skalenunabh�angigen FunktionenZuerst leiten wir eine Reihendarstellung f�ur das besagte Skalarprodukt her, indem wir Pro-jektoren auf explizit bekannte Funktionen im Einteilchenraum "einschieben\.Dazu �xieren wir eine reellwertige Testfunktion �(x) auf R mit �(x) = 1 f�ur jxj � 1,�(x) = 0 f�ur jxj � 2; weiter setzen wir�r(~x) := �� j~xjr � ; also � 2 S(Rs) ; �r(~x) = 1 f�ur j~xj � r: (4.2.7)Au�erdem bezeichnen wir mit �E(~p) die charakteristische Funktion�E(~p) := (1 f�ur !(~p) � E;0 sonst. (4.2.8)Sei zun�achst k 2 D(!� 12 ) und au�erdem glatt. Weiterhin sei f� 2 !� 12DC (r). (Damit werdensowohl f als auch k aus dichten Mengen der interessierenden R�aume gew�ahlt.) Wir k�onnendann schreiben:hf�jki = h!� 12 f�j!� 12 ki = Zj~xj�r (!� 12 f�)(~x) � !̂� 12k(~x)dsx(!� 12 k hat im Impulsraum kompakten Tr�ager, die Fouriertransformierte ist also holomorph.)= X�2Ms 1�! @�@x� !̂� 12k���~x=0 � Zj~xj�r (!� 12 f�)(~x)x��r(~x)dsx| {z }h!�12 f�jx��ri : (4.2.9)� l�auft �uber alle s-stelligen Multiindizes - siehe dazu Anhang 4.2.A. Die auftretende Ableitung



62 Kapitel 4. Freie Feldtheoriel�a�t sich auch als Skalarprodukt ausdr�ucken:@�@x� !̂� 12 k���~x=0 = (2�)� s2 @�@x� Z!�E !� 12k(~p) ei~p~xdsp���~x=0= (2�)� s2 Z!�E !� 12k(~p) (ip)� dsp = h i�j�j(2�)s=2p��E j!� 12 ki: (4.2.10)Man sieht nun, da� sowohl x��r wie auch p��E im De�nitionsbereich von !� 12 liegen, fallss � 2 oder m > 0: F�ur p��E ist das unmittelbar klar, und da x��r eine Testfunktion ist, istihre Fouriertransformierte ebenfalls glatt und f�allt rasch ab. Damit erh�alt man insgesamt:3hf�jki =X� hf�j p2�! !� 12 x��r| {z }=:h�� ih i�j�jp2 (2�)s=2!� 12 p��E| {z }=:g�� jki =X� hf�jh�� ihg�� jki: (4.2.11)Die Funktionen g�� und h�� sind von E bzw. r abh�angig de�niert (im Widerspruch zum Titeldes Abschnitts); sind aber E 0; E 00 � E, dann giltQ(E)g�(E0)� = Q(E)g�(E00)� ; (4.2.12)in diesem Sinne k�onnen wir sagen, da� die De�nition der g�� mit den Q(E) vertr�aglich ist, oderwir k�onnen in Ausdr�ucken der Form Q(E)g�� die g�� als E-unabh�angige Gr�o�en betrachten.Analoges gilt f�ur die h�� hinsichtlich der P�L (r).Wir werden nun noch die Normen der Vektoren g�� und h�� , insbesondere deren Verhaltenhinsichtlich E und r, absch�atzen. Allgemein hat man f�ur � � �1 (und s � 3):k!�p��Ek2 = Z!�E !2�p2�dsp � Zj~pj�E p2� �~p 2 +m2�� dsp(Skalierung)= Es+2�+2j�j Zj~pj�1 p2�|{z}�1 �~p 2 + �mE �2�� dsp� Es+2�+2j�j � const: etwa f�ur E > m: (4.2.13)Die Konstante h�angt zwar von �, nicht aber von � ab. Mit der De�nitionq�(�) := s� 12 + j�j (4.2.14)erhalten wir also kg�� k � Eq�(�) � cg sowie k!� 12 g�� k � Eq�(�)� 12 � cg (4.2.15)mit einer Konstanten cg.3Die in (4.2.11) scheinbar willk�urlich eingeschobenen Faktoren p2 dienen zur Normierung der in Abschnitt4.4.2 rekonstruierten Punktfelder.



4.2. Obere Absch�atzungen 63Die Normen der Funktionen h�� lassen sich so absch�atzen:k!� 12x��rk2 = Z dspp~p 2+m2�1 (2�)�s ��� Z x��r(~x)e�i~p~xdsx���2(Skalierung)= (2r)s�1+2j�j(2�)�s Z dspp~p 2+(2mr)2�1 ��� Z x� � (2j~xj)| {z }� 12 (~x) e�i~p~xdsx ���2= (2r)s�1+2j�j 
x�� 12 ��p~p 2+(2mr)2�1 ��x�� 12 �: (4.2.16)Im zuletzt stehenden Erwartungswert ist zwar das Verhalten mit r sehr einfach, das mit �jedoch weitaus schwieriger zu kontrollieren. Wir betrachten zun�achst den Fall "-\. Hier giltp~p 2 + (2mr)2�1 � 1j~pj : (4.2.17)Den betrachteten Erwartungswert berechnen wir nun durch Aufspalten des Integrationsbe-reiches in j~pj � 1 und j~pj � 1:
x�� 12 �� 1j~pj ��x�� 12 �= (2�)�s Zj~pj�1 dsp 1j~pj��� Z x�� 12 (~x) e�i~p~xdsx���2 + Zj~pj�1 dsp 1j~pj|{z}�1 ���]x�� 12 (~p)���2� (2�)�s Zj~pj�1 dsp 1j~pj� Zj~xj�1 jx�j j� 12 (~x)j dsx�2 + kx�� 12 k2 � const: (4.2.18)Hier wurde s � 2 verwendet. Im Fall "+\ hat man f�ur 2mr � 1:p~p 2 + (2mr)2 � ~p 2 + (2mr)2+ 1 � ~p 2 + 2 (4.2.19)und damit
x�� 12 ��p~p 2+(2mr)2��x�� 12 �� 
x�� 12 ���444 ��x�� 12 � + 2kx�� 12 k2 � Zj~xj�1 �gradx�� 12�2 dsx+ const:� Zj~xj�1 sXi=1 � 2�0(2j~xj) � xij~xj � x�| {z }�const:0 +�i x�0� 12 (~x)| {z }�const:00 �2dsx+ const:(�0 ist gegen�uber � an der i-ten Stelle um 1 vermindert.)� const:000 �Xi �2i + const:0000 (4.2.20)Ber�ucksichtigt man nun, da�P �2i � const: � p�!, dann wird mit einer Konstanten chkh�� k � (2r)q�(�)4p�! � ch: (4.2.21)



64 Kapitel 4. Freie FeldtheorieWir kommen jetzt noch einmal auf die Reihenentwicklung (4.2.11) zur�uck. Nach obigenAbsch�atzungen gilt f�ur s � 3, Er � 1 und E > 2m:X� kh�� k kg�� k �X� (2Er)j�j4p�! � (2Er) s�12 � const: � sYi=1 1X�i=0 (2Er)�i4p�i! � const:0 < const:00 ;(4.2.22)denn die Potenzreihe F (z) = 1Xk=0 zk4pk! (4.2.23)konvergiert f�ur alle z 2 C nach dem Quotientenkriterium. Damit kann die Entwicklung(4.2.11) aber auf alle f� 2 L�(Or) und alle k 2 Q(E)K ausgedehnt werden (bisher waren dieFunktionen nur aus dichten Teilmengen gew�ahlt). Wir k�onnen im Sinne von Normkonvergenzbehaupten: Q(E)P�L (r) =X� Q(E)jg�� ihh�� jP�L (r): (4.2.24)Tats�achlich ben�otigen wir f�ur das folgende nur schwache Konvergenz.Wir numerieren die g� und h� nun mit nat�urlichen Zahlen j statt Multiindizes, undzwar derart, da� das aus (4.2.14) resultierende q�(j) monoton mit j w�achst. F�ur sp�atereAnwendungen betrachten wir noch einmal die Summe der Normen dieser Vektoren, wobeiwir jetzt die Terme zu niedrigem j fortlassen; mit analogen Argumentationen wie in (4.2.22)erhalten wir f�ur n 2 N: 1Xj=n kh�j k kE 12!� 12 g�j k � (2Er)q�(n) � const: (4.2.25)Da� wir hier die E 12!� 12 g�j statt der die g�j verwenden, macht wegen (4.2.15) keinen Unter-schied.Wir formulieren nun f�ur den allgemeinen Fall als Forderung, was wir f�ur das reelle skalareFeld in s � 3 Raumdimensionen gezeigt haben:Eigenschaft 4.1. Zu r � r0, E � E0, Er � 1 gibt es Vektoren g�j ; h�j 2 K (j 2 N),vertr�aglich4 mit den Q(E) bzw. P�L (r), so da�Q(E) � P�L (r) = 1Xj=1Q(E) jg�j ihh�j jP�L (r)im Sinne schwacher Konvergenz. Die Funktionen g�j liegen im De�nitionsbereich von !� 12 ;die h�j sind invariant unter J. Weiter existieren zwei monoton wachsende Funktionen q� :N! R+ mit q�(n)!1 (n!1), so da�1Xj=n kE 12Q(E)!� 12 g�j k kP�L (r)h�j k � (cEr)q�(n) � const: 8n 2 N:Dabei sind E0; r0 und c positive Konstanten.4F�ur eine genauere Formulierung dieser Eigenschaft siehe (4.2.12) und die zugeh�orige Diskussion.



4.2. Obere Absch�atzungen 65Aus dieser Eigenschaft folgt o�enbar auch im allgemeinen FallkE 12P (E)!� 12 g�j k � kP�L (r)h�j k � (cEr)q�(j) � const: (4.2.26)- f�ur das reelle skalare Feld war das bereits klar. Insbesondere sind die kE 12P (E)!� 12 g�j k f�urE !1 polynomial beschr�ankt.4.2.3 Entwicklung nach skalenabh�angigen FunktionenDie oben beschriebene Entwicklung verwendet explizit bekannte Funktionen g�j und h�j . Diesesind jedoch nicht orthogonal zueinander; das stellt sich bei der Analyse derW (f) als hinderlichheraus, wenn man Anteile f�ur hohe Teilchenzahlen absch�atzen will. Wir ben�otigen daher eineweitere Entwicklung im Einteilchenraum nach einem Orthonormalsystem; dies lehnt sich andie in [8] verwendete Methode an. Wir betrachten dazu folgende Operatoren:T�(E; r) := !� 12Q(E)P�L (r): (4.2.27)Die von ihnen geforderte Eigenschaft formulieren wir gleich allgemein:Eigenschaft 4.2. Die Operatoren T�(E; r) = !� 12Q(E)P�L (r) sind in der Spurklasse, undf�ur ihre Spurnormen gilt mit einem � > 0:kT�(E; r)k1 � E� 12 (Er)� � const: f�ur r � r0; E � E0; Er � 1:Der Nachweis dieser Eigenschaft f�ur das reelle skalare Feld wird in Anhang 4.2.C gef�uhrt.Wir schreiben nun jT�j = (T��T�) 12 und bezeichnen die kleinste obere Schranke5 von jT+jund jT�j mit T . Dann ist T nach Lemma 4.15 ebenfalls in der Spurklasse, und die Spurnormerf�ullt Schranken vom in Eigenschaft 4.2 genannten Typ. Die der Gr�o�e nach geordnetenEigenwerte von T seien tj ; j 2 N, und die zugeh�origen Eigenvektoren benennen wir mit ej .Die Involution J vertauscht mit ! und P�L , also auch mit den T� und ihren Adjungierten,damit auch mit jT�j und nach Korollar 4.14 schlie�lich mit T . Wir k�onnen also Jej = ejannehmen. Die ej bilden eine Orthonormalbasis von K; daher kann man das interessierendeSkalarprodukt zwischen f� 2 L�(Or) und k 2 Q(E)K so entwickeln:hf�jki = hP�L (r)f�jQ(E)!� 12!+ 12ki = hf�jT��! 12ki=Xj hf�jejihejjT��! 12ki =Xj hf�jejih! 12T�ej jki: (4.2.28)(Man beachte, da� das Bild von T� nach De�nition (4.2.27) immer im De�nitionsbereich von! 12 liegt.) Im Sinne schwacher Konvergenz gilt alsoQ(E)P�L (r) =Xj Q(E) j! 12T�ejihej jP�L (r) : (4.2.29)Wir wissen dabei, da�kT�ejk2 = hej j jT�j2eji � hej jT 2eji = t2j � E�1 � (Er)2� � const: (4.2.30)Es sei noch einmal darauf hingewiesen, da� mit den T�(E; r) auch T und die ej explizitvon E und r abh�angen.5Siehe dazu Anhang 4.2.D.



66 Kapitel 4. Freie Feldtheorie4.2.4 Aufspaltung der WeyloperatorenWir �ubertragen die bewiesenen bzw. vorausgesetzten Eigenschaften der Theorie im Einteil-chenraum jetzt auf den Fockraum, indem wir eine Reihenentwicklung f�ur WeyloperatorenW (f) herleiten.Sei dazu f 2 L(Or). Wir zerlegen f wie in (4.1.1) in "Real- und Imagin�arteil\, d.h. wirschreiben f = f+ + if� mit J-invarianten Vektoren f� 2 L�(Or). Der Weyloperator W (f)kann dann wie folgt als Exponentialreihe dargestellt werden:W (f) = e� 12kfk2eia�(f)eia(f) = e� 12kfk2eia�(f+)e�a�(f�)eia(f+)e+a(f�)= e� 12kfk2 Xm�;n�2N0 im++n++2m�m+!m�!n+!n�! a�(f+)m+a�(f�)m�a(f+)n+a(f�)n� : (4.2.31)Die Gleichungen sind dabei im Sinne quadratischer Formen auf H0 � H0 zu verstehen. Umunsere Kenntnisse �uber die Theorie im Einteilchenraum einbringen zu k�onnen, m�ussen wirdie vorkommenden Polynome von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in Operatorenzwischen den n-Teilchen-R�aumen zerlegen.6 Der �Ubersichtlichkeit halber beginnen wir mitden einfachsten Monomen:Lemma 4.3. Im Sinne von Operatoren von H0 nach H0 gilta�(f�) = 1Xw=0pw+1 Symm�jf�i 
 1w�; a(f�) = 1Xw=0pw+1 Symm�hf�j 
 1w�:(Dabei ist 1w der Einsoperator auf Hw; die Operatoren unter der Symmetrisierung sind durch0 auf das orthogonale Komplement von Hw bzw. Hw+1 fortgesetzt.)Beweis. Zun�achst sieht man unmittelbar, da� die formal unendlichen Summen �uber w nachAnwendung auf einen Vektor aus H0 endlich werden und wieder einen Vektor aus H0 liefern.Aus Gr�unden der Linearit�at reicht es, die Relationen auf Vektoren der Form Symm(b1
� � �
bk) 2 Hk nachzupr�ufen. Dort hat man1Xw=0pw+1 Symm�jf�i 
 1w�Symm(b1 
 � � � 
 bk)= pk+1 Symm(f� 
 b1 
 � � � 
 bk) (4.1.10)= a�(f�) Symm(b1 
 � � � 
 bk): (4.2.32)Damit ist die Relation f�ur Erzeuger gezeigt; diejenige f�ur Vernichter folgt analog.In h�oheren Monomen a�(f+)m+a�(f�)m�a(f+)n+a(f�)n� k�onnen wir nun jeden Faktornach Lemma 4.3 entwicklen; die auftretenden Mehrfachsummen reduzieren sich dabei sofortauf eine einzelne Summation, denn es istSymm�jf+i 
 1w� � Symm�jf+i 
 1w0� = �w;w0+1 Symm�jf+i
2 
 1w� (4.2.33)und so weiter. Man erh�alt auf diese Weise:6Das dazu verwendete Konzept ist ein Spezialfall einer allgemeinen Entwicklungsformel f�ur beschr�ankteOperatoren auf dem Fockraum [1]. Wir ben�otigen den allgemeinen Formalismus hier jedoch nicht.



4.2. Obere Absch�atzungen 67Lemma 4.4. Im Sinne von Operatoren von H0 nach H0 gilta�(f+)m+a�(f�)m�a(f+)n+a(f�)n�= 1Xw=0p(m+w)!(n+w)!w! Symm� m+
 jf+i m�
 jf�i n+
 hf+j n�
 hf�j 
 1w�:Dabei ist m = m++m�; n = n++n�.Wenn wir die unter der Symmetrisierung auftretenden Einteilchen-Vektoren und - Linear-formen noch zus�atzlich mit einer Energiebeschr�ankung versehen, dann k�onnen wir die Reihen-entwicklung aus Eigenschaft 4.1 einsetzen. So ergibt sich
 Q(E)�m+
 jf+i m�
 jf�i n+
 hf+j n�
 hf�j�
 Q(E)= Xk�i ;l�j 2NYhf+jh+k+i iYhf�jh�k�i iYhf+jh+l+j iYhf�jh�l�j i� 
Q(E)�
 jg+k+i i 
 jg�k�i i 
 hg+l+j j 
 hg�l�j j�
Q(E): (4.2.34)- hier wird �uber m++m�+n++n� verschiedene Indizes summiert. Wir haben verwendet,da� sowohl die f� wie die h�k invariant unter J sind, so da� im Skalarprodukt die Seitenvertauscht werden k�onnen. Eine entsprechende Entwicklung erh�alt man auch nach (4.2.29)mit den ej .Wir setzen dieses Ergebnis nun in den Ausdruck aus Lemma 4.4 ein; da die Summation�uber w in Matrixelementen tats�achlich immer endlich ist, l�a�t sich die Reihenfolge der Sum-menzeichen ohne weiteres vertauschen. Wir wenden dann Lemma 4.4 erneut an; das ergibt:P (E) a�(f+)m+a�(f�)m�a(f+)n+a(f�)n�P (E)= Xk�i ;l�j 2NYhf+jh+k+i iYhf�jh�k�i iYhf+jh+l+j iYhf�jh�l�j i� P (E) Y a�(g+k+i )Ya�(g�k�i )Ya(g+l+j )Ya(g�l�j ) P (E): (4.2.35)Um aus diesen Termen nach (4.2.31) Weyloperatoren zu erhalten, mu� noch �uber m� undn� summiert werden. Dazu organisieren wir die Summe um, indem wir� alle Terme mit gleichen Potenzen von hf+jh+j i und hf�jh�j i zusammenfassen und� diese Summanden mit zwei Multiindizes �� 2 M1 numerieren, wobei �+1 die Anzahlder Faktoren hf+jh+1 i z�ahlt usf.Wir werden �+ und �� manchmal auch zu einem einzigen Multiindex � zusammen-fassen, wobei wir die Anordnung der Komponenten �j so w�ahlen, da� das analog zu(4.2.14) gebildete q(j) monoton mit j w�achst.Auf diese Weise erh�alt man schlie�lichP (E)W (f)P (E) = X�+;�� e� 12kfk2hf+jh+i�+hf�jh�i�� � P (E)��+��P (E) (4.2.36)



68 Kapitel 4. Freie Feldtheoriemit Operatoren (quadratischen Formen) ��+�� , die sich ergeben als��+�� =X im++n++2m�m+!m�!n+!n�!a�(g?) : : :a(g?) : : : ; (4.2.37)a�(g?) : : :a(g?) : : : sind gewisse Produkte von Erzeugern bzw. Vernichtern der g�j , und zwarmit der durch die Multiindizes �+; �� beschriebenen Multiplizit�at. Summiert wird �uber allem�oglichen solchen Produkte; insgesamt enth�alt die Summe j�+j!j��j!�+!�� ! (j�+j+1)(j��j+1) Terme.7Die Entwicklung (4.2.36) konvergiert im Sinne quadratischer Formen auf H0 � H0.Analog kommt man zu einer EntwicklungP (E)W (f)P (E) = X�+;�� e� 12khk2hf+jei�+hf�jei�� � P (E)��+��P (E) (4.2.38)mit Operatoren ��+�� , die aus entsprechenden Summen mit Erzeugern und Vernichtern der!+ 12T�ej gebildet werden.4.2.5 Erweiterung und Normkonvergenz der ReiheWir wollen die angegebenen Entwicklungen (4.2.36) und (4.2.38) jetzt auf ganz A(Or) aus-dehnen;8 hierzu m�ussen einerseits die Normen der einzelnen Summanden abgesch�atzt werden,andererseits m�ussen die von f� abh�angigen Vorfaktoren durch lineare Funktionale der W (f)ersetzt werden.Wir betrachten zun�achst die Operatoren P (E)��+��P (E), die eine Summendarstellungwie in (4.2.37) besitzen. Unter Verwendung sogenannter "Energieschranken\ [8, sec. 3.3]kP (E) JYj=1a�(! 12 bj) KYk=1a(! 12 b̂k)P (E)k � JYj=1 kbjk KYk=1 kb̂kkE J+K2 ; bj ; b̂k 2 K (4.2.39)sieht man unmittelbar, da� ihre einzelnen Summanden beschr�ankt sind; au�erdem ist dieSchranke f�ur jeden Summanden gleich, da sie sich bei Permutation der g�j nicht �andert. Zuden Vorfaktoren in (4.2.37) sei bemerkt, da� stetsm�+n� = j��j und daher j��j!=(m�!n�!) �2j��j (Binomialkoe�zienten). Damit ergibt sichk��kE � kP (E)��P (E)k � 2j�j�! (j�+j+1)(j��j+1) kQ(E)!� 12 g+k�+ kQ(E)!� 12 g�k�� E j�j2� 4j�j�! kE 12Q(E)!� 12 gk�: (4.2.40)Wir haben dabei sehr grob j��j + 1 � 2j��j abgesch�atzt. Entsprechend erh�alt man unterVerwendung von (4.2.30):k��kE � kP (E)��P (E)k � 4j�j�! t�+ t�� E j�j2 : (4.2.41)7Bei vorgegebenem �+ m�ussen m+ und n+ so gew�ahlt werden, da� m+ + n+ = j�+j; daf�ur gibt es(j�+j + 1) M�oglichkeiten. Sind m+; n+ �xiert, dann hat man noch die Eintr�age von �+ auf die einzelnenErzeuger/Vernichter zu "verteilen\, wof�ur es per Multinomialkoe�zienten j�+j!=�+! Alternativen gibt. ��liefert einen analogen Beitrag.8F�ur den Ausdruck (4.2.36) wird das nur teilweise gelingen.



4.2. Obere Absch�atzungen 69Nun werden die von f� abh�angigen Faktoren in (4.2.36) betrachtet. Wir nutzen dazu diein Anhang 4.2.B konstruierten speziellen Funktionale aus. Nach Aussage 4.8 lassen sich diefraglichen Faktoren als Auswertung eines Funktionals ��+�� auf W (f) darstellen:��+���W (f)� = e� 12kfk2hf+jh+i�+hf�jh�i�� : (4.2.42)Wir k�onnen also diese Funktionale in Formel (4.2.36) einsetzen und erhaltenP (E)W (f)P (E) =X� ���W (f)� � P (E)��P (E) (4.2.43)und mit analog (nach Aussage 4.9) gebildeten �� zur Entwicklung (4.2.38)P (E)W (f)P (E) =X� ���W (f)� � P (E)��P (E): (4.2.44)Beide Entwicklungen lassen sich sofort auf die lineare H�ulle der W (f) fortsetzen. Um einestetige Fortsetzung auf ganz A(Or) zu erm�oglichen, mu� noch die Normkonvergenz der obigenReihen gezeigt werden; wegen der schwachen Stetigkeit der Funktionale �� bzw. �� reicht eszu zeigen, da� die Reihe der Normen konvergiert. Nach Aussage 4.8 und 4.9 wissen wir, da�k��+��k � 2j�j pj�j! kP+L (r)h+k�+ kP�L (r)h�k�� ; k��+��k � 4j�j p�! : (4.2.45)Nur im letzteren Fall reichen diese Schranken aus, um die gew�unschte Konvergenz zu etablie-ren: Man erh�altX�+ ;�� k��+��k k��+��kE � X�+;�� 16j�+j+j��j t�++��p�+!��! E j�j2 = � 1Yj=1 1Xk=0 (16E 12 tj)kpk! �2:(4.2.46)Die Potenzreihe F (z) = 1Xk=0 (16 z)kpk! (4.2.47)konvergiert f�ur alle z 2 C nach dem Quotientenkriterium; insbesondere konvergiert die Reihein (4.2.46). Zur Kovergenz des unendlichen Produkts beachte man, da� log F (z) eine di�e-renzierbare Funktion ist mit logF (0) = 0, log F (x) > 0 8x > 0; daher gibt zu x0 > 0 eineKonstante c0, so da� 0 � logF (x) � c0 � x 8 x 2 [0; x0]: (4.2.48)Man beachte, da� wegen Eigenschaft 4.2 giltE 12 tj � E 12 kTk1 � const: ; (4.2.49)wir k�onnen x0 also unabh�angig von E so w�ahlen, da� stetsE 12 tj � x0. Mit diesen Absch�atzun-gen wirdlog 1Yf=1F (E 12 tj) = 1Xj=1 logF (E 12 tj) � c0 1Xj=1E 12 tj = c0 �E 12 trT � const: (4.2.50)



70 Kapitel 4. Freie FeldtheorieDie Konvergenz der Summe (4.2.44) ist also gew�ahrleistet, und zwar gleichm�a�ig im Argumentvon ��; wir haben im Sinne der Normkonvergenz von Abbildungen��E;r =X� �� � P (E)��P (E): (4.2.51)F�ur die Entwicklung nach ��; �� l�a�t sich aufgrund der schlechteren Absch�atzungen f�urdie k��k keine derartige Konvergenz f�ur die gesamte Reihe zeigen - der Faktor pj�j! stattp�! in (4.2.45) verhindet dies. Man kann jedoch die Teilsummen von (4.2.43) bei festenTeilchenzahlen j��j betrachten; wegen m�+n� = j��j in (4.2.35) kann man auch sie auf dielineare H�ulle der W (f) fortsetzen. F�ur die Summe der Normen giltXj��j=N� k��+��k k��+��kE� Xj��j=N� 8j�j pj�j!�! kP+L (r)h+k�+ kP�L (r)h�k�� kE 12Q(E)!� 12 g+k�+ kE 12Q(E)!� 12 g�k��� 8N++N�p(N++N�)! 1Yj=1 1Xk=0 (y+j )kk! � 1Yj=1 1Xk=0 (y�j )kk!mit y�j := kP�L (r)h�j k kE 12Q(E)!� 12 g�j k : (4.2.52)Wir haben dabei die Summation - nach Herausziehen der Vorfaktoren - wieder auf alle Mul-tiindizes ausgedehnt und die Reihe �ahnlich wie in (4.2.46) umgeformt. F�ur die verbleibendenunendliche Summen und Produkte gilt1Yj=1 1Xk=0 (y�j )kk! = 1Yj=1 exp(y�j ) = exp� 1Xj=1 y�j � � exp �(cEr)q�(1) � const:� (Er � 1)� const:0(4.2.53)Dies ist nach Eigenschaft 4.1 sichergestellt. Die betrachteten Teilsummen konvergieren damitgleichm�a�ig auf A(Or). Wegen j�j = j�+j+ j��j konvergiert f�ur N0 2 N dann auchXj�j�N0 �� � P (E)��P (E) (4.2.54)in der Operatornorm.F�ur die uns interessierende Anwendung ben�otigen wir noch weitere Absch�atzungen f�ur dieNormen gewisser Teilsummen der beiden Reihenentwicklungen. Dabei beginnen wir wiedermit der Entwicklung nach �� und �� aus (4.2.44). Wir �xieren ein j 2 N und ein Vorzei-chen "�\ und betrachten nur die Summanden, in denen der j-te Eintrag des Multiindex ��mindestens einmal besetzt ist:X�:��j �1 k��k k��kE � X�:��j �1 16j�j (E 12 t)�++��p�! � 16E 12 tj �X� 16j�j (E 12 t)�++��p�! � E 12 tj � const:(4.2.55)



4.2. Obere Absch�atzungen 71Dabei wird im letzten Schritt wieder �uber alle � summiert; die Nenner der Summandenwurden nach unten abgesch�atzt. Wir folgern f�ur die Summe �uber alle an irgendeiner Stellemindestens einmal besetzten Multiindizes:Xj�j�1 k��k k��kE �X� 1Xj=1 X�:��j �1 16j�j (E 12 t)�++��p�! (4.2.55)� 2 1Xj=1E 12 tj � const:= 2E 12 kTk1 � const: � (Er)� � const:0 (4.2.56)nach Eigenschaft 4.2. Nun ergibt sich f�ur die Summe �uber alle mindestens N0-fach besetztenIndizes (N0 2 N):Xj�j�N0 k��k k��kE � Xj�j�N0 16j�j (E 12 t)�++��p�!� � Xj�j�1 16j�j (E 12 t)�++��p�! �N0 (4.2.56)� (Er)N0� � const:(N0); (4.2.57)denn durch Ausmultiplizieren der Potenz (: : : )N0 ergeben sich h�ochstens mehr als die gew�unsch-ten Terme; im Nenner mu� wieder abgesch�atzt werden.�Ahnliches berechnen wir jetzt f�ur die Entwicklung nach den �� und �� laut (4.2.43) bzw.(4.2.54). Die Summen konvergieren dabei stets nur, wenn wir die Summation auf j�j � N0einschr�anken; diese Bedingung notieren wir am Summenzeichen als �P. Alle im folgenden auf-tretenden Konstanten h�angen von N0 ab, was aber nicht explizit notiert wird. Mit denselbenPrinzipien wie in (4.2.55) erhalten wir f�ur j;m 2 N:�X�:�j�m k��k k��kE (4.2.52)� �X�:�j�m y��! � const: � ymj �X� y��! � const � ymj � const:0 (4.2.58)Noch etwas allgemeiner ergibt sich f�ur einen festen Multiindex �0 2 M1�X���0 k��k k��kE � y�0 � const: (4.2.26)� (Er)
(�0) � const:0(�0) ; (4.2.59)wobei wir setzen 
(�) :=Xj �jq(j): (4.2.60)Wichtig ist f�ur unsere Zwecke noch die Summation �uber alle �, die f�ur gegebenes j0 2 Nmindestens eine Besetzung �j � 1 f�ur ein j � j0 aufweisen. Man erh�alt als obere Absch�atzung1Xj=j0 �X�:�j�1 k��k k��kE (4.2.58)� 1Xj=j0 yj � const: � (Er)q(j0) � const0(j0) (4.2.61)unter Verwendung der Normschranken in Eigenschaft 4.1.



72 Kapitel 4. Freie Feldtheorie4.2.6 Anwendung auf die Abbildung �Wir werden nun die bisherigen Ergebnisse �uber Reihenentwicklungen der Abbildung ��E;rzusammenfassen und sie schlie�lich zur Approximation der skalenunabh�angigen Abbildung �verwenden.Die f�ur diesen Zweck gew�unschten (weil skalenunabh�angigen) Approximationsterme sinddie ����; wir konnten die Konvergenz der Reihe �uber diese Terme aber oben nicht etablieren.Geht man jedoch zur�uck zu (4.2.31) und (4.2.35), dann sieht man, da� f�ur jeden Wert derm�; n� die gew�ahlte Art der Entwicklung der Einteilchenskalarprodukte unabh�angig gew�ahltwerden kann. Wegen m� + n� = j��j kann man insbesondere die Terme zu kleinen Teil-chenzahlen nach Abschnitt 4.2.2, diejenigen zu hohen Teilchenzahlen nach Abschnitt 4.2.3entwickeln. Man erh�alt so eine "gemischte\ Entwicklung��E;r = Xj�j�N0 �� � P (E)��P (E) + Xj�j>N0 �� � P (E)��P (E) ; (4.2.62)die nach obigen �Uberlegungen in der Normtopologie konvergiert. N kann dabei beliebig fest-gesetzt werden. Da die Funktionale ��; �� in B(H)� liegen, erh�alt man f�ur die "pr�aduale\Abbildung �E;r w�ortlich dieselbe Entwicklung:�E;r = Xj�j�N0 P (E)��P (E) � �� + Xj�j>N0 P (E)��P (E) � ��: (4.2.63)Im folgenden werden wir die �� auch als �l mit nat�urlichen Zahlen l numerieren (analog die�l). Dabei soll das aus (4.2.60) resultierende 
(l) monoton wachsen, was wegen q(j) > 0,q(j)!1 (j !1) m�oglich ist. Es gilt sogar 
(l)!1 (l!1).Wesentlich ist nun, da� wir die �l�l als skalenunabh�angige Terme ansehen k�onnen: Wegender in Eigenschaft 4.1 genannten "Vertr�aglichkeitsbedingung\ sind die �l wohlde�nierte Line-arformen auf SE �E , also Elemente von �1, denn die polynomialen Energieschranken folgenaus (4.2.26) und (4.2.40). Die Konstruktion der �l k�onnen wir etwa bei r = r0 �xieren, ohneihre Einschr�ankungen auf A(Or) (r � r0) zu �andern.Es sei nun k 2 N gegeben; wir wollen zeigen, da�dk��; NXl=1 �l�l� = 0 (4.2.64)f�ur gen�ugend gro�e N . Dazu w�ahlen wir N derart, da� 
0 := 
(N + 1) > k. Weiter sei N0 sogro�, da� N0� > 
0 und j0 gro� genug, damit q(j0) > 
0. F�ur festes E � E0, r � r0, Er � 1erhalten wir dannk� � NXl=1 �l�lkE;r � �Xj�j�N0 k��kE � k��dA(Or)k+ Xj�j>N0 k��kE � k��k: (4.2.65)Dabei fehlen in der Summe �P alle Terme zu l � N . Wir w�ahlen nun eine endliche MengeM �M1 von Multiindizes mit folgenden Eigenschaften:� F�ur alle � 2M gilt 
(�) � 
0.



4.2. Obere Absch�atzungen 73� Ist � 2 M1 ein Multiindex mit 
(�) � 
0 und gilt �j = 0 f�ur j � j0, dann gibt es�0 2M mit � � �0.Wegen der geforderten Eigenschaften der Funktionen q�(j) l�a�t sich so eine Menge M stets�nden. Jetzt k�onnen wir den ersten Summanden in (4.2.65) so absch�atzen:�Xj�j�N0 k��kE k��kr � X�02M �X���0 k��kE k��kr + 1Xj=j0 �X�:�j�1 k��kE k��kr� (Er)
0 � const:+ (Er)q(j0) � const0 � (Er)
0 � const:00 (4.2.66)Wir haben dabei die Absch�atzungen (4.2.59) und (4.2.61) verwendet. Den zweiten Summan-den in (4.2.65) k�onnen wir mit Hilfe von (4.2.57) kontrollieren. Damit erhalten wir insgesamtk�� NXl=1 �l�lkE;r � (Er)
0 � const:; (4.2.67)und zwar f�ur E � E0, r � r0 und Er � 1. Die Konstante h�angt von den gew�ahlten ParameternN;N0; j0 usw. ab, nicht aber von E und r.Man sieht nun leicht, da� im Limes r! 0 gilt (denn die Anteile f�ur E < E0 haben keinenEin
u� auf den Grenzwert) :lim supr!0 supE�r�1 ((1+E)r)�k k�� NXl=1 �j�jkE;r = 0 : (4.2.68)Mithin gilt f�ur jede Nullfolge � d[rk; k; �]��; NXl=1 �l�l� = 0: (4.2.69)Unser Ergebnis k�onnen wir also (unter geringf�ugiger �Anderung der Bezeichnungsweisen) soformulieren:Satz 4.5. Wir betrachten ein Modell der freien Feldtheorie, das die Eigenschaften 4.1 und4.2 besitzt, etwa die Theorie eines reellen skalaren Feldes in s � 3 Raumdimensionen. Danngibt es Funktionale �j 2 � und Linearformen �j 2 �1, so da�� = 1Xj=1 �j�jim Sinne der in Abschnitt 2.2 de�nierten Topologie. Eigenschaft 2.1 ist dann gegeben. Genauerhat man f�ur jedes N 2 N, k < 
(N + 1) und beliebige Nullfolgen �:d[rk; k; �]��; NXj=1 �j�j� = 0:In Abschnitt 4.4.2 werden die ersten Terme der berechneten Reihe f�ur das reelle skalareFeld explizit angeben; die �j lassen sich dann mit Funktionen des der Theorie zugrundelie-genden Punktfeldes �(x) identi�zieren.



74 Kapitel 4. Freie Feldtheorie4.2.A Multiindex-SchreibweiseUm im Zusammenhang mit der freien Feldtheorie die Notation zu verk�urzen, ist es an meh-reren Stellen sinnvoll, Multiindizes zu verwenden. Wir geben hier einen �Uberblick �uber diewichtigsten damit gebildeten Kurzschreibweisen.Unter einem n-stelligen Multiindex verstehen wir ein n-Tupel � 2 (N0)n. Eine Folge � =(�i)1i=1 in N0 wird als Multiindex beliebiger Stellenzahl bezeichnet, vorausgesetzt, da� nurendlich viele �i von Null verschieden sind. Die Menge aller n-stelligen Multiindizes bezeichnenwir mit Mn, die aller Multiindizes beliebiger Stellenzahl mit M1. Die Zahlj�j := nXi=1 �ihei�t L�ange des Multiindex; bei beliebiger Stellenzahl l�auft die Summe formal bis 1, ist abertats�achlich endlich.Die Mengen Mn und M1 versehen wir mit einer nat�urlichen (Halb-)Ordnungsstruktur,indem wir f�ur Multiindizes �; �0 setzen� � �0 :, �j � �0j 8j: (4.2.70)Analog werden die Relationen "�\, ">\ und "<\ de�niert.Sei � ein n-stelliger Multiindex und x 2 Rn, dann schreiben wirx� := x�11 � : : : � x�nn : (4.2.71)In �ahnlicher Weise k�urzen wir Di�erentialoperatoren ab:@� := @�1@x�11 : : : @�n@x�nn : (4.2.72)Addition von Multiindizes sowie die Multiplikation mit Zahlen aus N0 werden komponenten-weise erkl�art. Die Fakult�at eines n-stelligen Multiindex � ist�! := nYj=1 �j ! ; (4.2.73)entsprechend f�ur Multiindizes beliebiger Stellenzahl.Wir werden auch diverse andere, suggestive Schreibweisen mit Multiindizes verwenden.Sind beispielsweise b1 : : : bn 2 K und wieder � 2 Mn, dann notieren wir:b
� = b1 
 : : :
 b1| {z }�1 
 : : :
 bn 
 : : :
 bn| {z }�n ; (4.2.74)kbk� = nYj=1 kbjk�j ; (4.2.75)hbjfi� = nYj=1hbj jfi�j (f 2 K) : (4.2.76)



4.2. Obere Absch�atzungen 754.2.B Spezielle FunktionaleF�ur unsere Analyse der freien Feldtheorie im Fockraum ben�otigen wir spezielle lineare Funk-tionale, die auf Weyloperatoren W (f) bestimmte vorgegebene Werte annehmen. Wir kon-struieren sie mit Hilfe einer erzeugenden Funktion, um die auftretenden kombinatorischenProbleme zu umgehen. F�ur die Anwendung ist es weiterhin wichtig, die Normen der besagtenFunktionale kontrollieren zu k�onnen; daher beginnen wir mit der Absch�atzung der Normengewisser Vektoren im Fockraum.Lemma 4.6. Seien bj 2 K (j 2 N), � ein Multiindex und = a(b?) : : :a�(b?) : : :
;wobei a(b?) : : : f�ur gewisse Produkte der Vernichter der bj steht (analog a�(b?) : : :) und �jdabei die Multiplizit�at von bj z�ahlt (ohne Unterschied, ob als Erzeuger oder Vernichter). Danngilt k k �pj�j! kbk�:Bilden die bj ein Orthonormalsystem, dann folgt sogark k � p�! :Beweis. Wir verwenden Induktion nach der Anzahl n der Vernichter. F�ur n = 0 ist = a�(b)�
 =pj�j! Symm(b
�) (4.2.77)und damit k k2 � j�j! kb
�k2 = j�j! kbk2�: (4.2.78)Bilden die bj ein Orthonormalsystem, dann hat man explizitkSymm(b
�)k2 = �!j�j! ; (4.2.79)womit der Induktionsanfang gezeigt ist.Nun nehmen wir ohne Einschr�ankung an, da� in  ein Vernichter a(b1) vorkommt. Weiter�xieren wir eine Reihenfolge der vorkommenden Erzeuger und numerieren sie als a�(b(k)).Dann wirdk k = ka(b?) : : :a(b1)a�(b?) : : :
k = ka(b?) : : :Xk hb1jb(k)i a�(b?) : : :| {z }ohne b(k) 
k�Xk kb1k kb(k)k ka(b?) : : :a�(b?) : : :| {z }ohne b(k) 
k(I.V.)� (j�j � 1)p(j�j � 2)! kbk� �pj�j! kbk�: (4.2.80)Im Fall des Orthonormalsystems ergibt sich nur dann ein Beitrag von hb1jb(k)i, wenn b(k) = b1,und man erh�alt einen Faktor �1 � 1 statt j�j � 1.



76 Kapitel 4. Freie FeldtheorieAls Folgerung ergibt sich:Lemma 4.7. Seien bj 2 K (j 2 N), � ein Multiindex und � 2 B(H)� das Funktional�(A) = �a(b?) : : :a�(b?) : : :
 �� A a(b?) : : :a�(b?) : : :
�;wobei wieder �j die Multiplizit�at von bj z�ahlt (ohne Unterschied, auf welcher Seite oder ob alsErzeuger oder Vernichter). Dann giltk�k �pj�j! kbk�:Bilden die bj ein Orthonormalsystem, dann folgt sogark�k � p�! :Beweis. Wir teilen � auf in �L+�R, die jeweils die Besetzungszahlen auf der linken bzw. rech-ten Seite beschreiben. Die Norm von � wird durch die Norm der Vektoren im Skalarproduktabgesch�atzt, und Lemma 4.6 liefertk�k �pj�Lj!j�Rj!kbk� �pj�j!kbk�: (4.2.81)Im Fall des Ortonormalsystems gilt entsprechendes, wobei man �L!�R! � �! beachtet.Nun kommen wir zur Konstruktion der bereits erw�ahnten Funktionale mit vorgegebenenWerten auf Weyloperatoren. Es seien k<m 2 N und b1; : : : ; bm 2 K. Man betrachte folgendesFunktional: �(A) := �
 �� [a(b1); [: : : [a(bk); [a�(bk+1); [: : : [a�(bm); A] : : : ] 
�: (4.2.82)Durch Ausrechnen der Kommutatoren erh�alt man eine Darstellung der Form�(A) =Xj (�1)j�a(b?) : : :a�(b1) : : :a�(bk)
 ��A a�(b?) : : :
�; (4.2.83)wobei jeweils einige der bk+1; : : : ; bm auf der linken, die anderen auf der rechten Seite desSkalarprodukts stehen (angedeutet durch b?) und die Summe �uber alle m�oglichen Aufteilungenl�auft, insgesamt �uber 2m�k Terme. Lemma 4.7 liefert dannk�k � 2mpm! Yj kbjk : (4.2.84)Entscheidend ist, da� sich der Wert von � auf Weyloperatoren W (f) leicht ausrechnen l�a�t:Mit den Relationen (4.1.14) und (4.1.15) erh�alt man unmittelbar��W (f)� = e� 12kfk2 kYj=1hbj jifi mYj=k+1hif jbji: (4.2.85)Wir gehen nun zu dem Fall �uber, in dem die bj auch mehrfach in den Kommutatoren auftretenk�onnen; zu Multiindizes �; � 2 M1 ("Besetzungszahlen\) k�onnen wir dann Funktionale ��� 2B(H)� �nden, so da� ����W (f)� = e� 12kfk2Yj hbjjifi�jYk hif jbki�k : (4.2.86)



4.2. Obere Absch�atzungen 77F�ur ihre Norm gilt k���k � 2j�j+j�jp(j�j+ j�j)! kbk�+� : (4.2.87)Falls die bj ein Orthonormalsystem bilden, liefert Lemma 4.7 eine bessere Absch�atzung:k���k � 2j�j+j�jp(�+ �)! : (4.2.88)Es erweist sich als n�utzlich, die Funktionale ��� aus einer erzeugenden Funktion zu gewinnen:Sei f 2 K fest; man setzeG(s; t) := e� 12kfk2 exp�Xj hbj jifisj +Xk hif jbkitk� ; s; t 2 C n (n geeignet); (4.2.89)dann gilt ���(W (f)) = @�@s� @�@t�G(s; t)���s=0;t=0: (4.2.90)Wir zerlegen f nun wie in (4.1.1) als f = f++ if� mit Jf� = f�. Weiter nehmen wir an, da�auch die bj invariant unter J sind. Dann k�onnen wir G(s; t) folgenderma�en umschreiben:G(s; t) := e� 12kfk2 exp�Xj �i hbjjf+i � hbjjf�i�sj +Xk �� i hbkjf+i � hbkjf�i�tk�= e� 12kfk2 exp�Xj hbj jf+i (isj � itj)| {z }=:uj +Xk hbkjf�i (�sk � tk)| {z }=:wk �: (4.2.91)Die Ableitung nach den "neuen Variablen\ u und w liefert@�@u� @�@w�G(u; w)���u=0;w=0 = e� 12khk2Yj hbjjf+i�j Yk hbkjf�i�k =: ����W (f)�: (4.2.92)Andererseits lassen sich die Ableitung nach neuen und alten Variablen leicht durcheinanderausdr�ucken: Man hat o�enbar@@ui = � i2 @@si + i2 @@ti ; @@wi = �12 @@si � 12 @@ti ; (4.2.93)da die numerischen Faktoren konstant sind, erh�alt man@�@u� @�@w� = � i2 @@s + i2 @@t�� ��12 @@s � 12 @@t�� = X�0;�0 c�0�0 @�0@s�0 @�0@t�0 (4.2.94)mit Konstanten c�0�0 vom Betrag 2�j�j�j�j; summiert wird �uber solche �0; �0, die �0+� 0 = �+�erf�ullen (eventuell kommt ein solches Paar �0; �0 mehrfach vor); insgesamt hat die Summe2j�j+j�j Summanden. Dies bedeutet, da� man die Funktionale ��� auf ganz B(H) erweiternkann; sie ergeben sich als Linearkombinationen der ��� :��� = X�0 ;�0 c�0�0��0�0 : (4.2.95)



78 Kapitel 4. Freie FeldtheorieMit der bereits bemerkten Absch�atzung der Vorfaktoren erh�alt mank���k � 2j�j+j�jp(j�j+ j�j)! kbk�+� bzw. k���k � 2j�j+j�jp(�+ �)! (4.2.96)(letzteres im Fall eines Orthonormalsystems).Wir k�onnen durch Umde�nition der Multiindizes �; � auch erreichen, da� in den Skalar-produkten h � jf+i und h � jf�i die Funktionen bj unabh�angig voneinander gew�ahlt werdenk�onnen. Somit erh�alt man:Aussage 4.8. Seien �+; �� Multiindizes beliebiger Stellenzahl, b�j 2 K mit Jb�j = b�j . Danngibt es ein schwach stetiges Funktional ��+�� 2 B(H)�, so da���+���W (f)� = e� 12kfk2hb+jf+i�+ hb�jf�i�� 8 f 2 K:Es gilt k��+��k � 2j�+j+j��jp(j�+j+ j��j)! kb+k�+ kb�k�� :Auch der Fall des Orthonormalsystems soll noch einmal zusammengefa�t werden:9Aussage 4.9. Seien �+; �� Multiindizes beliebiger Stellenzahl, bj 2 K orthonormal mitJbj = bj. Dann gibt es ein schwach stetiges Funktional ��+�� 2 B(H)�, so da���+���W (f)� = e� 12 kfk2hbjf+i�+ hbjf�i�� 8 f 2 K:Es gilt k��+��k � 4j�+j+j��jp�+!��! :Wir wollen noch ein weiteres Detail der konstruierten Funktionale �xieren: Falls die Ein-teilchenvektoren bj in (4.2.83) energiebeschr�ankt sind, etwa bj 2 Q(E)K, dann �ubertr�agtsich dies auf die Hilbertraum-Vektoren  = a(b?) : : :a�(b?) : : :
; sie liegen in P (nE)H, wenninsgesamt n Erzeuger auftreten. F�ur die Funktionale ��+�� ergibt sich so:Korollar 4.10. Liegen in Aussage 4.8 oder 4.9 die bj bzw. b�j in Q(E)K, dann gilt��+�� 2 �Ê mit Ê = (j�+j+j��j)E:4.2.C Spurnorm der Operatoren T�(E; r) f�ur das reelle skalare freie FeldIn diesem Abschnitt soll gezeigt werden, da� f�ur das reelle skalare freie Feld die Einteilchen-operatoren T�(E; r) = Q(E)!� 12P�L (r) (4.2.97)in der Spurklasse sind, und das Verhalten ihrer Spurnormen mit E und r soll untersuchtwerden. Dabei verwenden wir folgendes, bereits in [10] angewandte Verfahren: Kann man T�als Produkt von vier Operatoren schreiben,T� = A �B � C �D; (4.2.98)9Man verwendet dabei noch die Absch�atzung (k+l)!k!l! = �k+lk � � 2k+l.



4.2. Obere Absch�atzungen 79wobei A und D beschr�ankt, B und C Hilbert-Schmidt-Operatoren sind, dann ist T� Spur-operator,10 und f�ur seine Spurnorm giltkT�k1 � kAk � kBk2 � kCk2 � kDk: (4.2.99)Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, da� sich die Hilbert-Schmidt-Norm f�ur soge-nannte Integralkernoperatoren leicht berechnen l�a�t (s.u.).Die konkrete Aufspaltung von T� wird so konstruiert: Wir �xieren eine Testfunktion�(~x) 2 S(Rs), die �(~x) = 1 f�ur j~xj � 1 erf�ullt, und setzen �r(~x) = �(r�1~x). Die Funktionen�r wirken durch Multiplikation als Operatoren "im Ortsraum\. Nach De�nition der R�aumeL�(Or) hat man nun die Identit�at!� 12�r�r!� 12P�L (r) = P�L (r) (4.2.100)- das ist zumindest auf einer dichten Menge sofort klar und l�a�t sich dann stetig fortsetzen.Wir erhalten daraus folgende Zerlegung der T�:T�(E; r) = �Q(E)!�(1 + r2!2)2s�| {z }A ��(1 + r2!2)�2s!��� 12� 12�r (1 + r2!2)s�| {z }B� �(1 + r2!2)�s�r !� 12�| {z }C �P�L (r)| {z }D : (4.2.101)Dabei ist � eine zun�achst unbestimmte positive Zahl; wir werden sp�ater sehen, welche Wertedaf�ur zul�assig sind. Man berechnetkAk = kQ(E)!�(1 + r2!2)2sk � E�(1 + (Er)2)2s � E� � const: (Er � 1); (4.2.102)au�erdem ist nat�urlich kDk = kP�L (r)k = 1.Bei B und C handelt es sich, im Impulsraum betrachtet, um Integralkernoperatoren, d.h.sie sind von der Form �Bf�(~p) = Z KB(~p; ~q)f(~q)dsq (4.2.103)mit einer Funktion KB(~p; ~q), dem Integralkern (analog f�ur C). Die Hilbert-Schmidt-Normsolch eines Operators l�a�t sich berechnen alskBk22 = Z jKB(~p; ~q)j2 dsp dsq ; (4.2.104)und B liegt genau dann in der Hilbert-Schmidt-Klasse, wenn dieser Ausdruck konvergiert.Tats�achlich erh�alt man die Integralkerne von B und C so: Transformiert man den Operator�r in den Impulsraum, dann wirkt er, wie man durch Ausschreiben der Fouriertransformationsieht, als ��rf�(~p) = (2�)� s2 Z ~�r(~p� ~q)f(~q) dsq; (4.2.105)10Das Produkt zweier Hilbert-Schmidt-Operatoren liegt stets in der Spurklasse, und diese ist ein beidseitigesIdeal in B(H).



80 Kapitel 4. Freie Feldtheoriewobei ~�r die Fouriertransformierte von �r bezeichnet. Da die �ubrigen Anteile von B bzw. Cdurch Multiplikation im Impulsraum wirken, erh�alt man als Integralkerne:KB(~p; ~q) = (2�)� s2 �1+r2~p 2+r2m2��2s (~p 2 +m2)��2� 14� 14 ~�r(~p� ~q) �1+r2~q 2+r2m2� ;(4.2.106)KC(~p; ~q) = (2�)� s2 �1+r2~p 2+r2m2��s ~�r(~p� ~q)(~q 2 +m2)� 14 : (4.2.107)Bevor wir zur Absch�atzung der Hilbert-Schmidt-Normen kommen, beweisen wir noch eineHilfsformel: Es gilt ~q 2 + c2~p 2 + c2 � � j~p� ~qjc + 1�2 f�ur ~p; ~q 2 Rs; c > 0: (4.2.108)O�enbar reicht es durch Skalierung der Vektoren, die Formel f�ur c = 1 zu beweisen; wirschreiben ~d = ~q � ~p und erhalten~q 2 + 1~p 2 + 1 = (~p+ ~d )2 + 1~p 2 + 1 = ~p 2 + ~d 2 + 2~p ~d+ 1~p 2 + 1 � 1 + 2 j~pj~p 2 + 1| {z }�1 j~d j+ j~d j2 � (1 + j~d j)2:(4.2.109)Nun wenden wir uns der Hilbert-Schmidt-Norm von B zu; unter Verwendung von~�r(~p) = rs ~�(r~p) (4.2.110)erh�alt mankBk22 = (2�)�s r2s Z dsp dsq �1+r2~q 2+r2m21+r2~p 2+r2m2�2s (~p 2+m2)��� 12� 12(1+r2~p 2+r2m2)s ��~��r(~p� ~q)���2(Skalierung)= (2�)�s r2�+1�1 Z dsp dsq �1+~q 2+r2m21+~p 2+r2m2�2s (~p 2+r2m2)��� 12� 12(1+~p 2+r2m2)s ��~�(~p� ~q)��2(4.2.108)� (2�)�s r2�+1�1 Z dsp ds(p�q) (1 + j~p� ~qj)2s ��~�(~p� ~q)��2| {z }(I) � 1(1 + ~p 2)s j~pj2�+1�1| {z }(II) :(4.2.111)Dabei haben wir im letzten Schritt rm � 0 abgesch�atzt. Da � Testfunktion ist, existiert dasIntegral �uber (~p�~q). Auch dasjenige �uber ~p existiert, solange j~pj�2��1�1 bei ~p = 0 integrabelbleibt; das erfordert 2�+ 1� 1 < s , � < s� 1� 12 : (4.2.112)Wir setzen s � 3 voraus, damit solche (positiven) � existieren. Es gilt dannkBk2 � r�+ 12� 12 � const: (4.2.113)



4.2. Obere Absch�atzungen 81F�ur den Operator C gehen wir analog vor:kCk22 = (2�)�s r2s Z dsp dsq � 11+r2~p 2+r2m2�2s ��~��r(~p� ~q)���2 (~q 2+m2)� 12(Skalierung)= (2�)�s r�1 Z dsp dsq �1+~q 2+r2m21+~p 2+r2m2�2s ��~�(~p� ~q)��2 (~q 2+r2m2)� 12(1+~q 2+r2m2)2s(4.2.108)� (2�)�s r�1 Z ds(p�q) dsq (1 + j~p� ~qj)2s ��~�(~p� ~q)��2| {z }(I) � (~q 2+r2m2)� 12(1 + ~q 2)2s| {z }(II) : (4.2.114)Wieder existiert das Integral �uber (~p�~q). Im Term (II) sch�atzen wir r2m2 im Fall "-\ gegen0 ab, im Fall "+\ setzen wir mr � 1 voraus; dann erh�alt man auch f�ur das Integral �uber qeine r-unabh�angige Absch�atzung, denn f�ur s � 2 bleibt j~qj�1 lokal integrabel. Man hat alsoinsgesamt kCk2 � r� 12 � const: (4.2.115)Fassen wir die Ergebnisse nach (4.2.99) zusammen, dann ergibt sichkT�k1 � r 12 (Er)� � const: f�ur � < s � 1� 12 ; r � m�1: (4.2.116)Die Konstante h�angt allerdings von � ab. Nach Umbenennung von � k�onnen wir folgendeAussage �uber die Operatoren T�(E; r) formulieren:Satz 4.11. Wir betrachten die Theorie eines reellen skalaren freien Feldes in s � 3 Raumdi-mensionen. F�ur Er � 1, r � 1m (r < 1 im Fall m=0) sind die Operatoren T�(E; r) in derSpurklasse; ist 0 < � < s�12 , dann gibt es eine Konstante c, so da�kT+k1 � c �E� 12 (Er)�;kT�k1 � c �E� 12 (Er)�+1:Insbesondere besitzt die betrachtete Theorie die Eigenschaft 4.2.4.2.D Die kleinste obere Schranke zweier OperatorenEs seien A;B 2 B(H) zwei positive Operatoren. Wir werden im folgenden einen zuerst in[7] beschriebenen Operator C konstruieren, der in gewisser Weise die kleinste obere Schrankevon A und B darstellt: C soll der kleinste Operator sein, der die GleichungCn � An ; Cn � Bn (4.2.117)f�ur alle nat�urlichen Zahlen n erf�ullt, wobei sich "klein\ auf die �ubliche Ordnungsstrukturselbstadjungierter Operatoren bezieht.F�ur einen solchen Operator mu� o�enbarC � �12An + 12Bn� 1n 8n 2 N (4.2.118)



82 Kapitel 4. Freie Feldtheoriegelten. Wir versuchen, C als den Grenzwert einer Teilfolge der rechten Seite zu de�nieren,und setzen dazu Cm := �12(A2m + B2m)�2�m : (4.2.119)Lemma 4.12. Die Folge Cm ist monoton wachsend und gleichm�a�ig in der Operatornormbeschr�ankt.Beweis. Allgemein gilt f�ur selbstadjungierte Operatoren D;E 2 B(H):12D2 + 12E2 = �12D + 12E�2 + �12D � 12E�2| {z }�0 � �12D + 12E�2 : (4.2.120)Da die Funktion x 7! xp (p � 1) operator-monoton ist, folgt speziell mit D = A2m , E = B2m :�12A2m+1 + 12B2m+1�2�m�1 � �12A2m + 12B2m�2�m ) Cm+1 � Cm : (4.2.121)Weiterhin hat man f�ur die Norm der CmkCmk � �12kAk2m + 12kBk2m�2�m � maxfkAk; kBkg (4.2.122)(man betrachte die Ungleichung zun�achst mit 2m exponentiert); damit ist eine gleichm�a�igeNormschranke gefunden.Aus dem eben bewiesenen Lemma folgt gerade, da� Cn stark gegen einen Operator C 2B(H) konvergiert: C := s-limm!1Cm : (4.2.123)C ist o�enbar positiv, da die Cm es sind. Au�erdem ist Relation (4.2.117) erf�ullt, dennCn = s-limm!1�12A2m + 12B2m�n2�m � s-limm!1�12A2m + 0�n2�m = An (4.2.124)(der Exponent ist kleiner als 1 f�ur gro�e m); analoges gilt f�ur B. Ist D ein weiterer Operator,der (4.2.117) erf�ullt, dann folgt wegen (4.2.118):D � Cm 8m 2 N ) D � C: (4.2.125)Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse nun zusammen:Satz 4.13. Seien A;B 2 B(H) positive Operatoren. Dann ist der OperatorC = s-limm!1 �12A2m + 12B2m�2�mebenfalls positiv, und er erf�ulltCn � An; Cn � Bn 8n 2 N:C ist der kleinste Operator mit dieser Eigenschaft; er hei�t kleinste obere Schranke von Aund B. F�ur seine Norm gilt kCk � maxfkAk; kBkg:



4.3. Untere Absch�atzungen 83Vertauscht D 2 B(H) mit A und B, so auch mit allen Cm und deshalb mit C. Dabeikommt es nicht auf die C -Linearit�at von D an, wir k�onnen z.B. auch antilineare Operatorenzulassen. Es gilt also dasKorollar 4.14. Sei D ein R-linearer, beschr�ankter Operator mit [D;A] = [D;B] = 0. Dannist auch [D;C] = 0.Wir nehmen nun an, da� A und B in der Spurklasse liegen. Aus [20] wei� man, da� f�urbeliebige positive Operatoren D;E 2 B(H) und 0 < c � 1 giltk(D+ E)ck1 � kDck1 + kEck1 : (4.2.126)Daraus folgt f�ur m 2 N:kCmk1 = �12�2�mk�A2m +B2m�2�mk1 (4.2.126)� kAk1 + kBk1: (4.2.127)Die Spurnormen kCmk1 sind also gleichm�a�ig nach oben beschr�ankt. Sei nun fejg eine Ortho-normalbasis von H und N 2 N fest; da die Cm positiv sind, folgtNXj=1(ej jCmej) � kAk1 + kBk1 ; (4.2.128)f�ur m!1 also NXj=1(ej jCej) � kAk1 + kBk1 : (4.2.129)Die linke Seite konvergiert folglich f�urN !1, woraus wir schlie�en, da� auch C Spuroperatorist:Lemma 4.15. Seien A;B zwei positive Spurklasseoperatoren und C ihre kleinste obere Schran-ke. Dann ist C ebenfalls in der Spurklasse, und es giltkCk1 � kAk1 + kBk1:4.3 Untere Absch�atzungenNachdem wir nun eine Reihenentwicklung der Abbildung � wie in Eigenschaft 2.1 hergeleitethaben, bleibt die Frage, ob die approximierenden Terme "redundant\ sind: Im Verlauf derKonstruktion der Punktfelder m�ussen eventuell mehrfach Terme aus der Entwicklung entferntwerden, da zwischen ihnen lineare Abh�angigkeiten bestehen. Wir zeigen in diesem Abschnitt,da� solche Abh�angigkeiten im betrachteten Modell nicht auftreten und da� die berechneten�j damit bereits die gesuchten lokalen Punktfelder sind.Um diese Eigenschaft nachzuweisen, w�urde es nach den auf Satz 2.2 folgenden Bemerkun-gen ausreichen, die Funktionale �j einerseits und die quadratischen Formen �j andererseitsgetrennt voneinander zu betrachten; f�ur die �j h�atte man lineare Unabh�angigkeit nachzuwei-sen, f�ur die �j eine lineare Unabh�angigkeit in einem erweiterten Sinne.Wir w�ahlen hier jedoch einen etwas anderen, allgemeineren Ansatz: F�ur beliebige Approxi-mationenPNj=1 �j�j von � zeigen wir, da� sie � nicht besser ann�ahern k�onnen als eine gewisse,



84 Kapitel 4. Freie Feldtheorievon N abh�angige untere Schranke. Es stellt sich heraus, da� diese mit den in Abschnitt 4.2.6berechneten oberen Schranken bis auf Konstanten �ubereinstimmt. Methodisch interessant andiesem Ansatz ist, da� wir uns nicht explizit auf bereits bekannte obere Absch�atzungen bezie-hen. Dies erfordert zwar einen gewissen Mehraufwand gegen�uber der weiter oben skizziertenM�oglichkeit; andererseits ist aber zu erwarten, da� alle wesentlichen technischen Komplika-tionen auch bei getrennter Betrachtung der �j und �j auftreten.4.3.1 VorgehensweiseWir betrachten nun eine beliebig vorgegebene Approximation von � : SE �E ,! � durchRang-1-Operatoren: �N = NXj=1 �j �j ; �j 2 �1; �j 2 �: (4.3.1)Uns interessieren untere Absch�atzungen f�ur folgenden Ausdruck:k�� �NkE;r = sup� 

�(�)� NXj=1 �(�j)�j

r (� 2 �E ; k�k � 1)= sup� supA ���(A)� NXj=1 �(�j)�j(A)�� (A 2 A(Or); kAk � 1): (4.3.2)K�onnen wir nun zu jeder Wahl von �j ; �j und jedem E; r ein � 2 �E und ein A 2 A(Or)angeben (beide normiert), speziell etwa A 2 TKern �j , so da�j�(A)j � const. � (Er)
 ; (4.3.3)dann haben wir als untere Schranke f�ur die "Approximationsg�ute\ von �N erhalten:k�� �NkE;r � const. � (Er)
 ) d[r
; 
; �]��;�N� > 0 f�ur jede Nullfolge �: (4.3.4)Die �j sind Linearformen auf B(H); der Kern von �j hat also Kodimension 1 (er ist eineHyperebene), mithin hat TKern �j eine Kodimension von h�ochstens N . Seien nun f0 : : :fN 2L(Or) fest gew�ahlt und paarweise verschieden; dann gibt es a0 : : :aN 2 C (nicht alle 0), soda� A := a0W (f0) + : : :+ aNW (fN ) 2 N\j=1Kern �j : (4.3.5)Ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit sei A normiert. Man hat dann1 = kAk = k NXi=0 aiW (fi)k � NXi=0 jaij kW (fi)k = NXi=0 jaij: (4.3.6)Unser Ziel ist es, Zust�ande �j 2 �E (j = 0 : : :N) zu �nden, so da�j�j(A)j � const. � ��Xi Cijai�� (Er)
: (4.3.7)



4.3. Untere Absch�atzungen 85Dabei sind die Cij Konstanten. Wir wollen dann zeigen, da� diese Absch�atzungen in einemgewissen Sinne unabh�angig von den (in unserem Zugang unbestimmten) ai sind.11 Dazu istfolgende Aussage n�utzlich:Lemma 4.16. Sei C = (Cij) eine invertierbare n � n-Matrix. Dann gibt es d > 0, so da�aus a 2 C n ; bi > 0; �� nXj=1 Cijaj �� < bi 8i 2 f1 : : :ngstets folgt maxi jaij < d �maxi bi:Beweis. Seien a; bi wie oben; man berechnetmaxi b2i > maxi ���Xj Cijaj���2 � 1n Xi ���Xj Cijaj ���2 = 1nkCak2� 1n � 1kC�1kkak�2 � 1n kC�1k2| {z }=:d2 maxi jaij2: (4.3.8)Wir nehmen die Matrix (Cij) in (4.3.7) nun als invertierbar an; nach Multiplikation mit(Er)�
 k�onnen wir das Lemma anwenden. Da wegen (4.3.6) hier maxi jaij � 1N+1 gilt, erhaltenwir ein j mit j�j(A)j � (Er)
 � const. (4.3.9)Unter den genannten Voraussetzungen an Cij haben wir damit untere Absch�atzungen derForm (4.3.4) etabliert.Es m�ussen nun die speziellen Funktionen12 fi und Funktionale �j konstruiert werden,wobei die letzteren wie in den oberen Absch�atzungen auf Matrixelemente mit Einteilchen-Wellenfunktionen gj zur�uckgef�uhrt werden. Wir beginnen daher wieder mit der Konstruktiongewisser Funktionen im Einteilchenraum.4.3.2 Funktionen im EinteilchenraumUnser Vorgehen ist in mancher Hinsicht sehr �ahnlich (aber nicht identisch) zu dem in Ab-schnitt 4.2.2. Wir �xieren eine Testfunktion f 2 S(R) mit f � 0 und f(x) = 0 f�ur j~xj > 1;dann setzen wir f�ur r > 0: fr(~x) := f �r�1j~xj� : (4.3.10)fr ist dann in der Kugel vom Radius r um 0 lokalisiert; damit ist fr ein Kandidat f�ur dieKonstruktion der Weyloperatoren aus A(Or).11Das Auftreten der ai in den Absch�atzungen (4.3.7) ist in gewissem Sinne der "generische Fall\, da die �jimmer linear sind.12Wir werden sie sp�ater mit f�i bezeichnen.



86 Kapitel 4. Freie FeldtheorieWeiterhin ben�otigen wir energiebeschr�ankte Funktionen im Impulsraum. Dazu sei f�urE > m gE(~p) = (1 f�ur !(~p) � E;0 sonst; gE 2 Q(E)K: (4.3.11)Wir betrachten im folgenden f�ur s-stellige Multiindizes13 �; � die Funktionen!� 12 p�gE und !� 12 p� ~fr: (4.3.12)Man beachte, da� dabei die Energiebeschr�anktheit erhalten bleibt; au�erdem st�ort der Fak-tor p� die Lokalisierung des Tr�agers nicht, da er sich als Ableitung �i@� in den Ortsraum"�uberw�alzen\ l�a�t. Die Funktionen sind linear unabh�angig. Wir berechnen nun diverse Ska-larprodukte zwischen ihnen, zun�achst diejenigen zwischen den f 's:h!� 12 p� ~frj!� 12 p� ~fri= Z dspp~p 2+m2�1 p�+� (2�)�s Z dsx dsy f (r�1j~xj) f �r�1j~yj� ei~p(~x�~y)(Skalierung)= r�j�j�j�j+s�1(2�)s Z dspp~p 2+(rm)2�1 p�+� Z dsx dsy f(~x) f(~y) ei~p(~x�~y): (4.3.13)Wir betrachten diesen Ausdruck im Limes rm! 0. Der Term (~p 2+(rm)2)� 12 kann gleichm�a�igin rm abgesch�atzt werden (es ergibt sich h�ochstens eine Singularit�at wie j~pj�1, die f�ur s � 2integrierbar bleibt); der vom Integral �uber x und y herr�uhrende Term f�allt mit j~pj sehr schnellab (f ist Testfunktion). Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz kann man denLimes also unter dem Integral ausf�uhren und erh�alth!� 12 p� ~frj!� 12 p� ~fri rj�j+j�j�(s�1) rm!0����! const. ; (4.3.14)wobei die Konstante nur noch von � und � abh�angt; sie verschwindet nicht, falls � = �.Das Skalarprodukt zwischen den g's ergibt sich so:h!� 12 p�gEj!� 12 p�gEi = Z!�E dspp~p 2 +m2�1 p�+�= pE2�m2Z0 dj~pjpj~pj2 +m2�1 j~pjj�j+j�j+s�1 Z d
(p) p�+�j~pjj�j+j�j| {z }=:�(�+�)(Skalierung)= E j�j+j�j+s�1�(�+ �) p1�m2=E2Z0 dqrq2 + �mE �2qj�j+j�j+s�1: (4.3.15)13Zur Multiindex-Schreibweise siehe wiederum Anhang 4.2.A.



4.3. Untere Absch�atzungen 87Der oben de�nierte Ausdruck �(�+ �) wird in Anhang 4.3.A n�aher untersucht. Wieder l�a�tsich im Limes Em ! 1 der Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden, womit sichergibt, da� (!� 12 p�gEj!� 12 p�gE) E�j�j�j�j�(s�1) Em!1����! const. (4.3.16)Auch diese Konstante ist nicht 0, falls � = �.Nun berechnen wir das Skalarprodukt zwischen einem f und einem g:h!� 12 p�gEj!� 12 p� ~fri = hp�gE jp� ~fri = (2�)� s2 Z!�E dsp p�+� Zjxj�r dsx e�i~p~xf �r�1j~xj�(Skalierung)= r�j�j�j�j Z~p 2�(E2�m2)r2 dsp p�+� (2�)� s2 Zjxj�1 dsx e�i~p~xf(j~xj)| {z }= ~f(~p)( ~f(~p) h�angt nur von j~pj ab.)(Skalierung)= r�j�j�j�j(Er)s+j�j+j�j Zj~pj�1�m2=E2 dj~pj j~pjj�j+j�j+s�1 ~f (j~pj �Er) Z d
(p) p�+�jpjj�j+j�j= rsEs+j�j+j�j�(�+ �) p1�m2=E2Z0 qj�j+j�j+s�1 ~f (q �Er) dq: (4.3.17)Im Limes Er ! 0, Em ! 1 kann noch einmal der Satz von der majorisierten Konvergenzangewandt werden; Ausf�uhren der Integration ergibt dannh!� 12 p�gE j!� 12 p� ~fri r�sE�s�j�j�j�j Er!0����! �(�+ �)s + j�j+ j�j ~f(0): (4.3.18)Die Funktion f war so gew�ahlt, da� ~f(0) 6= 0.Wir normieren nun die oben betrachteten Funktionen:f�� := ij�j!� 12 p� ~frk!� 12 p� ~frk 2 L�(Or) ; g�� := ij�j!� 12 p�gEk!� 12 p�gEk 2 Q(E)K: (4.3.19)Die f�� sind dann linear unabh�angig und invariant unter J , denn man hat [J; !] = 0 undJpk = �pkJ . Entsprechendes gilt f�ur die g�� : Unter Verwendung der Ergebnisse (4.3.14) und(4.3.16) erh�alt man:14 hg�� jg�� i Er!0����!Em!1 const.(�; �) ; (4.3.20)hf�� jf�� i Er!0����!Em!1 const.0(�; �) : (4.3.21)14Man beachte, da� Er ! 0; Em !1 auch rm! 0 impliziert.



88 Kapitel 4. Freie FeldtheorieDie Konstanten const.(�; �) und const.0(�; �) sind gleich 1, falls � = �. F�ur die gemischtenSkalarprodukte hat manhf�� jg�� i(Er)�q�(�) Er!0����!Em!1 b1(�) �(�+ �)s+ j�j+ j�j b2(�) ; (4.3.22)dabei ist q�(�) := j�j+ s� 12 ; (4.3.23)die b1(�); b2(�) sind wiederum nichtverschwindende Konstanten. L�a�t man � und � �uber eineendliche Menge M von Multiindizes laufen, dann ist die Matrix�(�+ �)s+ j�j+ j�j (�; � 2M) (4.3.24)nach Lemma 4.21 in Anhang 4.3.A invertierbar; die Multiplikation mit den b1(�), b2(�) kannals Multiplikation mit zwei Diagonalmatrizen aufgefa�t werden, die ihrerseits invertierbarsind. Die rechte Seite von (4.3.22) bildet somit eine nichtsingul�are Matrix B��.Wir k�onnen auf die Details der Funktionen f�� ; g�� jetzt verzichten und numerieren siedaher mit nat�urlichen Zahlen j durch, wobei wir die Reihenfolge so w�ahlen, da� das resultie-rende q�(j) monoton mit j w�achst. Die im folgenden relevanten Ergebnisse fassen wir nocheinmal zusammen bzw. formulieren sie f�ur beliebigen Einteilchenraum als Forderung:Eigenschaft 4.17. Zu E � E0, r � r0, Er � 1 gibt es J-invariante Vektorenf�j 2 L�(Or) ; g�j 2 Q(E)K (j 2 N);die in L�(Or) bzw. Q(E)K linear unabh�angig sind. Weiterhin existieren zwei monoton wach-sende Funktionen q� : N! R+ mit q�(j)!1 f�ur j !1, so da�hf�j jf�k i Er!0����!E!1 c�f (j; k) ;hg�j jg�k i Er!0����!E!1 c�g (j; k) ;hg�j jf�k i(Er)�q�(k) Er!0����!E!1 B�jk :Die Konstanten c�f (j; k) und c�g (j; k) verschwinden nicht, falls j=k; die Matrix B�jk (j; k�N)ist f�ur jedes N 2 N invertierbar. E0 und r0 sind positive Konstanten.Wie interessieren uns besonders f�ur den Fall, in dem die q� mit den in Eigenschaft 4.1erw�ahnten Funktionen �ubereinstimmen, wie dies beim reellen skalaren Feld der Fall ist; unsere�Uberlegungen sind aber unabh�angig davon. Die Tatsache der Invertierbarkeit der Matrix Bjksoll noch etwas umformuliert werden, bevor wir sie im folgenden verwenden:Lemma 4.18. Sei N 2 N undg = NXj=1 cj(E; r) g�j ; wobei cj(E; r) Er!0����!E!1 c0j



4.3. Untere Absch�atzungen 89mit Konstanten c0j , die nicht alle verschwinden. Dann gilt f�ur 1 � k � Nhgjf�k i (Er)�q�(k) Er!0����!E!1 d0kmit Konstanten d0k, die ebenfalls nicht alle verschwinden.Beweis. Man hat nach Eigenschaft 4.17:hgjf�k i (Er)�q�(k) = NXj=1 cj(E; r) hg�j jf�k i (Er)�q�(k) Er!0����!E!1 NXj=1 c0jB�jk =: d0k: (4.3.25)Wegen der Invertierbarkeit von B�jk k�onnen nicht alle d0k verschwinden.4.3.3 Verallgemeinertes Gram-Schmidt-VerfahrenDas Verhalten der Skalarprodukte hf�j jg�k i f�ur gro�eE und kleine Er ist nach Eigenschaft 4.17bekannt. F�ur das folgende erweist es sich aber als g�unstig, �uber noch einfachere Relationenf�ur diese Ausdr�ucke zu verf�ugen, etwa hf�j jg�k i / �jk . Wir werden dies durch eine Variantedes bekannten Gram-Schmidt'schen Orthogonalisierungsverfahrens erreichen. Die Vorzeichen� werden im folgenden fortgelassen, die Konstruktion verl�auft in beiden F�allen v�ollig gleich.Wir konstruieren nun rekursiv Funktionen f̂n; ĝn, die folgende Eigenschaften erf�ullen sol-len: Jf̂n = f̂n ; Jĝn = ĝn (4.3.26)Span(f1 : : : fn) = Span(f̂1 : : : f̂n) (4.3.27)Span(g1 : : :gn) = Span(ĝ1 : : : ĝn) (4.3.28)hfkjf̂ni Er!0����!E!1 const.(k; n) 8k 2 N (4.3.29)hf̂kjf̂ni Er!0����!E!1 const.(k; n) 8k � n (4.3.30)hgkjĝni Er!0����!E!1 const.(k; n) 8k 2 N (4.3.31)hĝkjĝni Er!0����!E!1 const.(k; n) 8k � n (4.3.32)hgkjf̂ni(Er)�q(n) Er!0����!E!1 const.(k; n) 8k 2 N (4.3.33)hĝnjfki(Er)�q(k) Er!0����!E!1 const.(k; n) 8k 2 N (4.3.34)hĝnjf̂ki = 0 8k < n (4.3.35)hĝkjf̂ni = 0 8k < n (4.3.36)hĝnjf̂ni(Er)�q(n) Er!0����!E!1 const.(n) 6= 0 (4.3.37)



90 Kapitel 4. Freie FeldtheorieInduktionsanfang (n = 1): Wir setzenf̂1 := f1 ; ĝ1 := g1: (4.3.38)(4.3.27) und (4.3.28) sind trivial erf�ullt; (4.3.29) - (4.3.37) ergeben sich aus den entspechendenEigenschaften der fj und gj .Induktionsschritt (n�1! n): Wir de�nierenf̂n := fn � n�1Xj=1 hĝj jfnihĝjjf̂ji f̂j ; (4.3.39)ĝn := gn � n�1Xj=1 hgnjf̂jihĝj jf̂ji ĝj : (4.3.40)(Die Nenner sind nach Induktionsvoraussetzung (4.3.37) nicht 0 f�ur gen�ugend kleine Er undgro�e E.) Diese Funktionen sind wieder invariant unter J , denn die skalaren Faktoren sindreell.(4.3.27) ist erf�ullt, denn einerseits gilt f̂n 2 Span(f1 : : : fn) nach De�nition, andererseitsist f̂n 62 Span(f1 : : :fn�1), weil die fj linear unabh�angig sind; also wird der von den f̂ erzeugteUnterraum echt gr�o�er. Ebenso folgt (4.3.28).Zu (4.3.29): F�ur k 2 N gilthfkjf̂ni = hfkjfni � n�1Xj=1 hĝjjfnihĝjjf̂ji hfk jf̂ji= hfkjfni � n�1Xj=1 hĝjjfni(Er)�q(n)hĝjjf̂ji(Er)�q(j) (Er) �0z }| {q(n)-q(j)hfkjf̂ji Er!0����!E!1 const. (4.3.41)nach Induktionsvoraussetzung (4.3.29), (4.3.34) und (4.3.37). Ebenso erh�alt man (4.3.31).Zu (4.3.30): Sei k � n, dann isthf̂kjf̂ni = hfkjfni � n�1Xj=1 hĝjjfnihĝjjf̂ji hf̂j jfki � k�1Xj=1 hĝj jfkihĝjjf̂ji hf̂j jfni+ n�1Xj=1 k�1Xl=1 hĝjjfnihĝjjf̂ji hĝljfkihĝljf̂li hf̂j jf̂li Er!0����!E!1 const. (4.3.42)unter Verwendung von (4.3.29), (4.3.30), (4.3.34) und (4.3.37). Genauso ergibt sich (4.3.32).Zu (4.3.33): F�ur k 2 N berechnet manhgkjf̂ni(Er)�q(n) = hgkjfni(Er)�q(n)� n�1Xj=1 hĝj jfni(Er)�q(n)hĝj jf̂ji(Er)�q(j) hgkjf̂ji(Er)�q(j) Er!0����!E!1 const. (4.3.43)mit Voraussetzung (4.3.33), (4.3.34) und (4.3.37). Gleichung (4.3.34) folgt analog.



4.3. Untere Absch�atzungen 91Zu (4.3.36): Es sei k � n; dann gilt identisch f�ur alle E und r:hĝkjf̂ni = hĝkjfni � n�1Xj=1 hĝj jfnihĝjjf̂ji hĝkjf̂ji| {z }/�jk = hĝkjfni � hĝkjfnihĝkjf̂kihĝkjf̂ki = 0: (4.3.44)Eine �ahnliche Rechnung zeigt (4.3.35).Zu (4.3.37): Man hat aufgrund von Voraussetzung (4.3.33) - (4.3.37)hĝnjf̂ni(Er)�q(n) = hgnjfni(Er)�q(n)� n�1Xj=1 hĝj jfnihĝj jf̂ji hgnjf̂ji(Er)�q(n)� n�1Xj=1 hgnjf̂jihĝjjf̂ji hĝjjfni(Er)�q(n)+ n�1Xj;k=1 hĝj jfnihĝjjf̂ji hgnjf̂kihĝkjf̂ki hĝkjf̂ji| {z }/�jk (Er)�q(n)(Die drei Summen sind also gleich!)= hgnjfni(Er)�q(n) � n�1Xj=1 hĝj jfni(Er)�q(n) hgnjf̂ji(Er)�q(j)hĝjjf̂ji(Er)�q(j) Er!0����!E!1 const. (4.3.45)Zu zeigen ist noch, da� diese Konstante nicht verschwindet. Dazu nehmen wir an, da�hĝnjf̂ni(Er)�q(n) ! 0. Wegen (4.3.35) gilt dann hĝnjf̂ki(Er)�q(k) ! 0 8k � n, und aufgrundvon (4.3.27) auch hĝnjfki(Er)�q(k) ! 0 8k � n. Andererseits erf�ulltĝn = gn � n�1Xj=1 hgnjf̂jihĝjjf̂ji ĝj (4.3.46)die Voraussetzungen des Lemmas 4.18; daher gibt es ein k mit hĝnjfki(Er)�q(k) 6! 0. Damitist ein Widerspruch erreicht.Die Konstruktion der f̂n und ĝn ist nun abgeschlossen. Wir lassen das "Dach\ �uber denSymbolen wieder weg und verf�ugen damit �uber Funktionen f�n und g�n , deren Eigenschaftensich wie folgt zusammenfassen lassen:f�n 2 L�(Or) ; g�n 2 Q(E)K (4.3.47)Jf�n = f�n ; Jg�n = g�n (4.3.48)hf�k jf�n i Er!0����!E!1 const.(k; n) ; hg�k jg�n i Er!0����!E!1 const.(k; n) (4.3.49)hg�k jf�n i = 0 f�ur k 6= n (4.3.50)hg�n jf�n i(Er)�q�(n) Er!0����!E!1 const.(n) (4.3.51)Die Konstante in der letzten Gleichung verschwindet nicht.



92 Kapitel 4. Freie Feldtheorie4.3.4 Zweite QuantisierungNachdem wir die Situation im Einteilchenraum festgestellt und um einiges vereinfacht haben,bleiben noch die gew�unschten energiebeschr�ankten Funktionale �j und die lokalen Weylope-ratoren W (fj) zu konstruieren.Wir beginnen auf der Seite der Funktionale: Mit Hilfe von Aussage 4.8 in Anhang 4.2.Bverscha�en wir uns zu Multiindizes �+; �� beliebiger Stellenzahl ein Funktional ��+�� , dasauf Weyloperatoren W (f) die Werte��+���W (f)� = e� 12kfk2Yj hf+jg+j i�+j Yk hf�jg�k i��k (4.3.52)annimmt. Da die g�j energiebeschr�ankt sind, liefert Korollar 4.10, da� ��+�� 2 �Ê mit Ê =(j�+j+ j��j)E; au�erdem erh�alt man k��+��k � const:(�+; ��) f�ur gro�e E und kleine Er,wenn man die Absch�atzung der Normen der g�j aus (4.3.49) ber�ucksichtigt.Zur Konstruktion der Weyloperatoren setzen wir f�ur Multiindizes �+; ��:f��+�� :=Xj �+j f+j + iXk ��k f�k : (4.3.53)Das liegt stets in L(Or). Analog zu (4.3.5) betrachten wir SummenA = X(�+;��)2M a�+��W (f��+��) 2 A(Or): (4.3.54)Dabei ist M � M1 �M1 eine endliche Teilmenge, die wir erst sp�ater spezi�zieren wer-den. Die Auswertung des Funktionals ��+�� auf A ergibt wegen der Orthogonalit�atsrelati-on (4.3.50):��+��(A) = X�+;�� a�+�� e� 12kf��+��k2Yj h�+j f+j jg+j i�+j Yk h��k f�k jg�k i��k=: X�+;�� a�+�� C�+�� j�+��(E; r): (4.3.55)Setzen wir nun 
(�+; ��) :=Xj ��+j q+(j) + ��j q�(j)� ; (4.3.56)dann erhalten wir aufgrund des in (4.3.51) beschriebenen Grenzwertverhaltens:C�+��j�+�� (Er)�
(�+;��)Er!0����!E!1 c1(�+; ��) �Yj (�+j )�+j Yk (��j )��j � c2(�+; ��) =: C0�+��j�+�� : (4.3.57)c1(�+; ��) und c2(�+; ��) sind nichtverschwindende Konstanten.



4.3. Untere Absch�atzungen 93Wir fassen die Multiindizes �+; �� nun wie in den oberen Absch�atzungen zu nur einemMultiindex � zusammen (entsprechend auch ��) und bilden aus den q�(j) ein entsprechendesq(j), das monoton wachsen soll. Mit dieser Umbenennung lautet die Relation (4.3.57) jetztC�� (Er)�
(�) Er!0����!E!1 c1(�) �Yj ��jj � c2(�) = C0�� : (4.3.58)Die Multiplikation mit c1(�) und c2(�) entspricht der Multiplikation des mittleren Terms mitje einer invertierbaren Diagonalmatrix. Zu betrachten bleibt die Matrix CP�� := Qj ��jj . Wirk�onnen diese Matrix ohne Einschr�ankung als invertierbar annehmen, und zwar in folgendemSinne:Falls CP�� nicht invertierbar ist, dann ersetze man alle nichtverschwindenden Eintr�ageder Multiindizes � durch Variablen x(�)j und betrachte das entsprechend gebildete CP��(x(�)j ).Die Determinante dieser Matrix ist ein Polynom in den Variablen x(�)j , und zwar nicht dasNullpolynom, denn beipielsweise tritt das MonomY�2M ;j �x(�)j ��jnur in dem Term auf, der von der Diagonalen der Matrix herr�uhrt. Mithin kann man f�urx(�)j Werte �nden (sogar in beliebiger N�ahe der urspr�unglichen), so da� die Determinantenicht verschwindet und damit CP�� invertierbar wird. Startet man aber in (4.3.53) mit denge�anderten Werten statt der ganzzahligen ��j , dann verl�auft die Konstruktion wie zuvor.Insgesamt ist die Matrix C0�� also (ohne Einschr�ankung) invertierbar. Da sowohl die De-terminante als auch die Komponenten der inversen Matrix stetig in den Eintr�agen von C sind,ist f�ur gen�ugend kleine Er und gro�e E auch C��(E; r) invertierbar, und die in Lemma 4.16erw�ahnte Konstante d kann gleichm�a�ig gew�ahlt werden. Man kann den in Abschnitt 4.3.1skizzierten Gedankengang also anwenden;15 dabei w�ahlt man den Exponenten 
 so, da�
 � 
(�) 8� 2M: (4.3.59)Die Menge M kann noch geeignet gew�ahlt werden, um 
 m�oglichst klein werden zu lassen(sie mu� mindestens N+1 Multiindizes enthalten). Um das Ergebnis einfacher formulieren zuk�onnen, numerieren wir nun auch die �� und f�� mit nat�urlichen Zahlen j statt Multiindizes,wobei 
(j) wieder monoton wachsen soll - das ist wegen q� ! 1 (j ! 1) stets m�oglich.Unter Pr�azisierung der bisherigen Formulierung "f�ur gro�e E und kleine Er\ erhalten wirdann folgende Aussage:Satz 4.19. Wir betrachten ein Modell der freien Feldtheorie, das die Eigenschaft 4.17 besitzt,etwa die Theorie eines reellen skalaren Feldes in s � 2 Raumdimensionen. Zu N 2 N gibt esdann Konstanten E0, w0 und c, so da� f�ur E � E0, Er � w0 giltk�� NXj=1 �j�jkE;r � c � (Er)
(N+1);wobei �j 2 � und �j 2 �1 beliebig gew�ahlt werden k�onnen.15Dazu m�ussen die Funktionale �� noch normiert und die Energieskala um einen konstanten Faktor ge�andertwerden. Dies l�a�t sich aber in den im Endergebnis erw�ahnten Konstanten au�angen.



94 Kapitel 4. Freie FeldtheorieWir wenden dies noch auf die Pseudometriken d[r
; 
; �] an:Korollar 4.20. Sei N 2 N und �j 2 �, �j 2 �1 (j=1 : : :N). Dann gilt f�ur jede Nullfolge �und alle 
 � 
(N+1): d[r
; 
; �]��; NXj=1 �j�j� > 0:Mit diesem Resultat k�onnen wir die Konstruktion der Basen der Feld- und Zustandskeimein Abschnitt 2.3 (deren Ergebnis Satz 2.2 war) nun vollst�andig kontrollieren. Man bemerktdazu, da� die oben de�nierte Funktion 
(j) mit derjenigen aus Abschnitt 4.2 �ubereinstimmt,vorausgesetzt, da� die q� in Eigenschaft 4.1 und Eigenschaft 4.17 identisch sind. Wir bezeich-nen jetzt die von 
(j) angenommenen verschiedenen Werte mit 
1; 
2; : : : (streng monotonwachsend) - jedes dieser 
� wird von der Funktion 
(j) eventuell mehrfach erreicht. Weiterw�ahlen wir nat�urliche Zahlen N� maximal, so da�
(1); : : : ; 
(N�) � 
� : (4.3.60)Aus Satz 4.5 (oder direkt aus der vorangegangenen Konstruktion) ist klar, da� f�ur die in denoberen Absch�atzungen konstruierten Funktionale �j giltk�jkr �� r
(j); (4.3.61)wobei � eine beliebige Nullfolge ist. Weiter wissen wir aus Satz 4.5, da�d[r
� ; 
� ; �]��; N�Xj=1 �j�j� = 0: (4.3.62)Andererseits gilt nach Korollar 4.20d[r
� ; 
�; �]��;N��1Xj=1 �j�j� > 0: (4.3.63)Mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt sichd[r
� ; 
� ; �]��N��N� ; 0� > 0; (4.3.64)durch Permutation der Approximationsterme gilt dasselbe f�ur andere Indizes j stattN� (wobeiN��1 < j � N�). Zusammen mit (4.3.61) folgtk�jkr �� r
(j) 8j 2 N: (4.3.65)Die Funktionen ��(r) sind hier also zu w�ahlen als��(r) = r
� : (4.3.66)Korollar 4.20 besagt gerade, da� in der Konstruktion zu Satz 2.2 niemals "linear abh�angigeTerme\ entfernt werden m�ussen. Wir erhalten daher Satz 2.2 direkt mit den in den oberenAbsch�atzungen (Abschnitt 4.2) konstruierten Funktionalen �j und Linearformen �j . Die ��(r)und N� sind oben angegeben. Die Nullfolgen �� spielen in diesem Modell keine Rolle; sie sindalle gleich einem festen �, und dieses kann beliebig vorgegeben werden.Ein Beispiel f�ur die ersten Terme der Approximationsreihe und die zugeh�origen 
� undN� ist in Abschnitt 4.4.2 angegeben.



4.4. Freie Wightman-Felder 954.3.A Die �-SymboleDie hier als "�-Symbole\ bezeichneten Ausdr�ucke de�nieren wir wie folgt: Sei � ein s-stelligerMultiindex, dann ist �(�) := Zj~xj=1 d
(x) x�; (4.3.67)das Integral l�auft �uber die Einheitssph�are im Rs. Wir bemerken folgende Eigenschaften:�(�) � 0; (4.3.68)�(�) = 0 , � besitzt einen ungeraden Eintrag, (4.3.69)inbesondere: �(2�) > 0: (4.3.70)Das folgende Lemma stellt sich f�ur unsere Anwendungen als wichtig heraus.Lemma 4.21. Sei M �Ms eine endliche Teilmenge; dann ist die MatrixB�� = �(�+ �)s + j�j+ j�j ; �; � 2Mpositiv de�nit, insbesondere ist sie invertierbar.Beweis. Man betrachte die Funktionenf�(~x) = x��[0;1](j~xj) = (x� f�ur j~xj � 1;0 sonst; � 2M: (4.3.71)Sie sind o�enbar linear unabh�angig. Bezeichnet h�j�i das gew�ohliche L2(Rs)-Skalarprodukt,dann gilt hf�jf�i = B��; (4.3.72)wie man leicht berechnet. B�� ist also die Matrixdarstellung des Skalarprodukts auf demTeilraum Spanff�g und deshalb positiv de�nit.4.4 Freie Wightman-FelderWir haben bisher das betrachtete Modell der freien Feldtheorie vollst�andig im algebraischenRahmen formuliert und das Verhalten der Theorie "am Punkt\ analysiert, so da� wir nachAbschnitt 2.4 lokale Punktfelder erhalten. Historisch wurde die freie Feldtheorie aber zuerstdurch Punktfelder (bzw. durch "ausgeschmierte\ operatorwertige Distributionen) de�niertund sp�ater auf die algebraische Theorie �ubertragen.Wir geben in diesem Abschnitt zun�achst einen �Uberblick �uber die Formulierung der freienFeldtheorie im Wightman'schen Rahmen und zeigen, wie die algebraische Sichtweise daraushervorgeht. Dabei beschr�anken wir uns auf das reelle skalare Feld; nur dort hatten wir denEinteilchenraum und die "lokalen\ Unterr�aume L�(Or) konkret de�niert. Anschlie�end gebenwir die ersten Terme der in Abschnitt 4.2.6 hergeleiteten Reihenentwicklung explizit an; wirdeuten die darin vorkommenden quadratischen Formen als Punktfelder und zeigen, da� mannach Ausintegration tats�achlich das Feld �(f) zur�uckerh�alt, mit dessen Hilfe die Theoriede�niert wurde.



96 Kapitel 4. Freie Feldtheorie4.4.1 Das reelle skalare Feld im Wightman-RahmenEin reelles skalares Feld ist in der Wightman'schen Quantenfeldtheorie eine hermitesche ope-ratorwertige Distribution �(f)� � �(f) ; f 2 S(Rs+1): (4.4.1)Dabei betrachten wir wieder reellwertige Testfunktionen f . Das Feld � soll (im Sinne vonDistributionen) die Klein-Gordon-Gleichung erf�ullen:(222+m2)� = 0: (4.4.2)Gen�ugt ein solches Feld allen in Abschnitt 1.3 aufgef�uhrten Wightman-Axiomen, einschlie�-lich der dort genannten Vollst�andigkeitsbedingung, dann erf�ullt es notwendigerweise [24] dieVertauschungsrelationen [�(f); �(g)] = �hf jgi+ � hgjfi+� � 1 (4.4.3)mit hf jgi+ = Z ds+1x Z ds+1y f(x) g(y)�+(x� y); (4.4.4)hierbei ist �+ die Distribution�+(z) = (2�)�s Z dsp �(p2�m2)�(p0)e�ipz : (4.4.5)Dadurch ist das Feld �(f) bis auf Unit�ar�aquivalenz eindeutig festgelegt. Es kann in der�ublichen Fockraumdarstellung konstruiert werden [19]; dort l�a�t es sich in die bekanntenErzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a� und a zerlegen:�(f) = a�(f) + a(f): (4.4.6)Um die lokalen Algebren A(O) zu erhalten, mu� man beschr�ankte Funktionen der �(f) be-trachten. Da die �(f) sogar (wesentlich) selbstadjungiert sind, bieten sich dazu die unit�arenWeyl-Operatoren W (f) = ei�(f) ; f 2 S(Rs+1) (4.4.7)an. Sie erf�ullen wegen (4.4.3) die RelationW (f)W (g) = e�i Imhf jgi+ W (f + g): (4.4.8)Um alle in O lokalisierten Observablen zu erhalten, mu� man o�enbar die im Ortsraumim Gebiet O lokalisierten Testfunktionen f und Funktionen der zugeh�origen Felder �(f)betrachten, also A(O) = fW (f) j f 2 DR(O)g00: (4.4.9)Es ist dabei aber nicht notwendig, f tats�achlich durch ganz DR(O) laufen zu lassen. Manbemerkt n�amlich��(222+m2)f� = �(222+m2)��(f) (4.4.2)= 0 8f 2 DR(Rs+1); (4.4.10)



4.4. Freie Wightman-Felder 97folglich reicht es aus, Restklassen [f ] aus dem Quotientenraum DR(O)=(222+m2)DR(Rs+1) zubetrachten. Einem solchen [f ] k�onnen wir seine s-dimensionale Fouriertransformierte zuord-nen: ~f(~p) := (2�)�s=2 Z ds+1x f(x)ei(!(~p)x0�~p~x) (!(~p) =p~p 2+m2): (4.4.11)Diese Zuordnung [f ] 7! ~f ist wohlde�niert und injektiv, denn f�ur f 2 DR(Rs+1) giltZ ds+1x f(x)ei(!x0�~p~x) = 0 8~p , f 2 (222+m2)DR(Rs+1): (4.4.12)(Die Richtung ")\ folgt dabei mit Hilfe funktionentheoretischer Argumente - man beachte,da� wegen der Tr�agereigenschaften von f seine (s+1)-dimensionale Fouriertransformierte ganzanalytisch ist.)Wir zerlegen ~f nun in J-invariante Funktionen (J wird wie in (4.1.5) de�niert):~f = ~f+ + i! ~f� mit ~f+ = 12( ~f + J ~f ); ~f� = 12i! ( ~f � J ~f ); (4.4.13)diese Zerlegung ist eindeutig. Wichtig ist nun, da� sich die Lokalisierung von f an den ~f�ablesen l�a�t: Es sei speziell O = Or ein Standard-Doppelkegel; dann geh�oren vorgegebeneJ-invariante Testfunktionen ~f� genau dann zu einem [f ] 2 DR(Or)=(222+m2)DR(Rs+1), wennder Tr�ager der Fourierr�ucktransformiertenf�(~x) = (2�)� s2 Z dsp ei~p~x ~f�(~p) (4.4.14)innerhalb der Kugel j~xj < r liegt. Wir erhalten also eine eineindeutige Zuordnung [f ] 7! ~f =~f+ + i! ~f�, wobei die ~f� die genannten Eigenschaften haben. Betrachtet man das Feld nunals Funktion von ~f statt [f ], dann lautet die Weylrelation (4.4.8)W ( ~f)W (~g) = e�i Imh ~fj~giW ( ~f + ~g) (4.4.15)mit h ~f j~gi = Z dsp2!(~p) ~f(~p) ~g(~p) = hf jgi+ : (4.4.16)Zur Vereinfachung der Rechnungen ziehen wir den Faktor (2!)� 12 im Integrationsma� nochzu den Funktionen, d.h. wir setzen f̂(~p) := (2!)� 12 ~f(~p) (4.4.17)und erhaltenW (f̂)W (ĝ) = e�i Imhf̂jĝiW (f̂ + ĝ) mit hf̂ jĝi = Z dsp f̂(~p)ĝ(~p) ; (4.4.18)auf eine Neubezeichnung des Skalarprodukts verzichten wir dabei. Die lokale Algebra A(Or)wird nun erzeugt von den Weyl-OperatorenW (f̂) ; f̂ = !� 12 f̂+ + i! 12 f̂�; (4.4.19)wobei f̂� im Ortsraum reell und in j~xj < r lokalisiert sind. Das stimmt bis auf Bildungtopologischer Abschl�usse mit unserer bisherigen De�nition in Abschnitt 4.1 �uberein.



98 Kapitel 4. Freie Feldtheorie4.4.2 Rekonstruktion des FeldesWir hatten in Abschnitt 2.4 gesehen, da� die quadratischen Formen �j in der Entwicklung� =Xj �j�j (4.4.20)als lokale Wightmanfelder interpretiert werden k�onnen. F�ur das reelle skalare Feld hatten wirsolch eine Reihenentwicklung in Abschnitt 4.2.6 hergeleitet. Es ist instruktiv, die ersten Termedieser Reihe explizit auszurechnen. Um die Notation aus Abschnitt 4.2 etwas zu vereinfachen,setzen wir h = h+�=0 und g = g+�=0. Man erh�alt dann im Fall physikalischer Raumzeit:16�E;r = (
j � j
) �P (E)1P (E)+ 12�(hj � j
)+ (
j � jh)� �P (E)�a(g) + a�(g)�P (E)+ 12 3Xj=1 �(xjhj � j
)+ (
j � j xjh)� �P (E)�a(�ipjg) + a�(�ipjg)�P (E)+ 12i�(!�1hj � j
)� (
j � j!�1h)� �P (E)�a(i!g) + a�(i!g)�P (E)+ � : : :| : : :� �P (E)�a(g)2+ a�(g)2 + 2a�(g)a(g)�P (E)+ : : : (4.4.21)Die Schreibweise xjh ist dabei etwas symbolisch und m�u�te genauer !� 12 xj!+ 12 h hei�en. Das lineare Funktional| ist bereits recht kompliziert und deshalb nicht explizit ausgeschrieben.Intuitiv erkennt man in den Approximationstermen bereits das Punktfeld �(0) wieder; inetwas suggestiver Schreibweise lautet die obige Gleichung�E;r = (
j � j
) �P (E)1P (E) (
 = 0)+ 12�(hj � j
)+ (
j � jh)� �P (E)�(0)P (E) (
 = 1)+ 12 3Xj=1 �(xjhj � j
)+ (
j � j xjh)� �P (E) @j�(0)P (E) (
 = 2)+ 12i�(!�1hj � j
)� (
j � j!�1h)� �P (E) @t�(0)P (E) (
 = 2)+ � : : :| : : :� �P (E) :�2 : (0)P (E) (
 = 2)+ : : : (4.4.22)Wir haben hier explizit 
� = � � 1, N1 = 1, N2 = 1, N3 = 5. Die Terme f�ur � > 3 sind nichtaufgef�uhrt. In der Reihenentwicklung treten neben dem Feld � auch seine r�aumlichen undzeitlichen Ableitungen sowie das Wickprodukt : �2 : auf. Bei den h�oheren (nicht gezeigten)Termen handelt es sich entsprechend um h�ohere Ableitungen des Feldes (auch gemischter�aumliche und zeitliche) sowie deren Wickprodukte. Zweite oder h�ohere Zeitableitungen tretenallerdings nicht auf - das ist Ausdruck der Feldgleichung (4.4.2).16F�ur s > 3 �andert sich eventuell die Reihenfolge der Terme; der Term mit dem Wick-Quadrat des Feldesgeh�ort zu 
 = s�1, w�ahrend die Terme mit den ersten Ableitungen 
 = 1 + s�12 aufweisen.



4.4. Freie Wightman-Felder 99Man beachte, da� die hier aufgeschriebenen ersten Terme der Reihenentwicklung mit demErgebnis der heuristischen Rechnung in [17] im wesentlichen �ubereinstimmen; die Form derFunktionale �j ist jedoch etwas aufwendiger als dort vermutet.Die Schreibweise a�(g)+a(g) = �(0) usw., zu verstehen im Sinne quadratischer Formen aufSE (HE �HE), ist zwar heuristisch unmittelbar einleuchtend; streng genommen bleibt abernoch zu zeigen, da� die aus den �j nach Integration (Abschnitt 2.5) erhaltenen Wightman-Felder tats�achlich mit dem de�nierenden Feld �(f) und seinen Ableitungen �ubereinstimmen.Wir f�uhren den Beweis hier f�ur das Feld selbst (2. Term der Entwicklung (4.4.22)); f�ur die Ab-leitungen und Wickprodukte l�a�t sich eine analoge Argumentation durchf�uhren. Im folgendensei wieder s � 3 beliebig.Zu zeigen ist die Gleichheit der quadratischen Form a�(g)+ a(g) mit dem Feld �(f) nachAusintegration, und zwar als Operatoren auf C1(H). Es reicht jedoch aus, die Identit�at aufeiner dichten Menge im Sinne von quadratischen Formen nachzupr�ufen. Seien also = b1 
 � � � 
 bm 2 P (E)H; � = c1 
 � � � 
 cn 2 P (E)H; (4.4.23)dabei sind bj ; ck 2 Q(E)K. Wir haben zu zeigen, da�Z � ��U(x) �a�(g) + a(g)�U(�x) �� f(x) ds+1x = ( j�(f) �): (4.4.24)Schreibt man die rechte Seite nach (4.4.6) als Erzeuger und Vernichter aus, dann reicht es,folgendes nachzuweisen:Z ds+1x f(x) �U(�x) �� a](g)U(�x)�� = ( j a](f̂) �): (4.4.25)Dabei ist a] entweder a oder a�; wir behandeln den Fall a] = a�, der andere ergibt sichentsprechend. Interessant ist dann nur m = n+1, andernfalls verschwinden beide Seiten von(4.4.25). Man hat nunZ ds+1x f(x) �U(�x) ��a�(g)U(�x)��= Z ds+1x f(x) �Symm
j UK(�x)bj ��a�(g) Symm
k UK(�x)ck�(4.1.10)= pn+1 Z ds+1x f(x) �Symm 
j UK(�x)bj �� Symm�g 
 
kUK(�x)ck� �= pn+1Symm� nYj=1hbjjcji � Z ds+1xf(x) Z dsp ei(!x0�~p~x)bn+1(~p) (2�)� s2 (2!)� 12�E(~p)�:(4.4.26)Die Symmetrisierung l�auft dabei �uber die Indizes der bj . Da das Integral �uber dsp nur �uberein endliches Gebiet l�auft und der Integrand auch bez�uglich x gen�ugend schnell abf�allt (fist Testfunktion), kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden. Au�erdem kann die



100 Kapitel 4. Freie FeldtheorieMultiplikation mit �E(~p) entfallen, da bereits bn+1 2 Q(E)K. Man erh�alt soZ ds+1x f(x) �U(�x) ��a�(g)U(�x)��= pn+1 Symm� nYj=1hbjjcji � Z dsp bn+1(~p)f̂(~p)�= pn+1 Symm� nYj=1hbj jcji � hbn+1jf̂i� = ( j a�(f̂) �) ; (4.4.27)wobei f̂(~p) = (2!)� 12 (2�)� s2 Z ds+1x f(x)ei(!x0�~p ~x) : (4.4.28)Damit ist schlie�lich gezeigt, da�Z ds+1xf(x)U(x)�a�(g) + a(g)�U(�x) = �(f) (4.4.29)im bereits diskutierten Sinne.4.5 Andere ModelleDie Analyse der freien Feldtheorie haben wir bisher nur f�ur das reelle skalare Feld in s � 3Raumdimensionen vollst�andig durchgef�uhrt. In diesem Abschnitt wird diskutiert, inwieweitsich die Ergebnisse auch auf andere Modelle �ubertragen lassen, und welche Umst�ande einerRekonstruktion von Punktfeldern in unserem Sinne entgegenstehen k�onnen.Zun�achst basieren sowohl die oberen wie die unteren Absch�atzungen auf gewissen Eigen-schaften des Einteilchenraum der Theorie; wir haben sie nur f�ur das reelle skalare Feld explizitnachgewiesen, aber f�ur beliebige Einteilchenr�aume ist klar, welche Bedingungen erf�ullt seinm�ussen, um das Konstruktionsverfahren anwenden zu k�onnen. Insbesondere f�ur Theorien,deren Einteilchenraum sich als direkte Summe der Einteilchenr�aume reeller skalarer Felderdarstellen l�a�t, ist die Verallgemeinerung fast o�ensichtlich. Wir k�onnen auf diese Weise leichtauch Theorien mit� mehreren (jedoch endlich vielen) Teilchensorten,� Bosonen von h�oherem Spin,� geladenen Teilchen (komplexen Feldern)behandeln.Eine subtile Schwierigkeit zeigt sich allerdings im Fall niedriger Raumdimensionen (s < 3).Bereits Buchholz und Porrmann [8] hatten gesehen, da� das reelle skalare masselose Feld ins = 2 Dimensionen gewisse Phasenraumbedingungen nicht erf�ullt, und zwar wegen seinesschlechten Infrarotverhaltens. Auch im hier verwendeten Konstruktionsverfahren treten dieseSchwierigkeiten auf: Gewisse Integrale, etwa (4.2.13) und (4.2.111), divergieren f�ur s < 3. Esliegt daher nahe, da� sich zumindest die masselose Theorie in s � 2 Raumdimensionen nichtmit unserer Methode behandeln l�a�t.



4.5. Andere Modelle 101Auch im massiven 2- oder 1-dimensionalen Fall treten in der Konstruktion die genanntenSchwierigkeiten auf, obwohl die in [8] aufgestellte Phasenraumbedingung bei m > 0 f�ur alles � 1 erf�ullt ist. Der Grund liegt darin, da� wir, um skalenunabh�angige Entwicklungen derAbbildung � zu erhalten, in Absch�atzungen wie (4.2.13) stets den Limes E !1 betrachten.Im Ultraviolettbereich geht die massive Theorie aber in die masselose �uber, in dem Sinne,da� die gleichen Integraldivergenzen auftreten.Man k�onnte einwenden, da� dies ein Nachteil des verwendeten Konstruktionsverfahrenssei. Zumindest f�ur s = 1 aber sind die erwarteten Ergebnisse - unabh�angig vom Beweisver-fahren - nicht mehr ausreichend: Die Funktion q+ in Eigenschaft 4.1 w�are bei formal gleichenErgebnissen nicht mehr strikt positiv (man hat q+(�) = j�j+ s�12 ); infolgedessen erhielte manin der Reihenentwicklung (4.2.62) beliebig viele Terme zum Er-Verhalten 
 = 0, n�amlich dieWick-Potenzen :�n : des Feldes; die Reihe k�onnte nicht mehr in der betrachteten Topologiekonvergieren.Au�erdem gibt es Verallgemeinerungen des freien Feldes, die einer Rekonstruktion vonPunktfeldern aus anderen, intrinsischen Gr�unden entgegenstehen. So betrachtet Lutz [21] einUnternetz einer reellen skalaren masselosen Theorie, bei der jedoch die A(Or) f�ur kleine rquasi "ausged�unnt\ werden: Man hat17L�(Or) = !� 12� @2@x2s�n(r)DC (Or) (4.5.1)mit einer Funktion n : R+! N, die f�ur r! 0 beliebig w�achst. In diesem Modell brechen dieunteren Absch�atzungen aus Abschnitt 4.3 - mangels verf�ugbarer Funktionen f�j - zusammen.Tats�achlich �andern sich die oberen Absch�atzungen so: Durch partielle Integration in (4.2.9)sieht man, da� der Beitrag von h�� in der Einteilchenraumentwicklung verschwindet, falls�s < 2n(r). Somit entf�allt au�er dem Anteil des Einsoperators jeder festgehaltene Term ����in der Reihenentwicklung f�ur �E;r, wenn man r gen�ugend klein w�ahlt; man erh�altdk��; (
j � j
)1� = 0 8 k > 0: (4.5.2)Eigenschaft 2.1 ist trivialerweise gegeben. Die spezielle Phasenraumstruktur dieses Netzesf�uhrt also zum Fehlen jeglicher nichttrivialer Punktfelder in der Theorie.Alle bisher betrachteten Modelle waren Theorien freier Bosonen. Die Rekonstruktion fer-mionischer Felder  (x) ist im hier behandelten Rahmen aus prinzipiellen Gr�unden nichtm�oglich: Wir betrachten nur Felder, die sich als Grenzwerte observabler Gr�o�en darstellenlassen. Nicht-observable Fermifelder k�onnen in den Feldkeimen also nicht auftreten; allenfallsw�aren observable Funktionen der Felder sichtbar, etwa : (x)
� (x) : im Falle eines Dirac-Feldes. Allerdings sollte es m�oglich sein, auch fermionische Modelle zu analysieren, indemman statt der Observablenalgebren A(O) die Feldalgebren F(O) betrachtet [4, sec. 5.4.3].Die Vertauschungsrelationen der so erhaltenen Punktfelder, die ja bisher quasi als Limesder Vertauschungsrelationen in A(O) gewonnen wurden, w�aren dann automatisch z.T. durchAntikommutatorrelationen ersetzt.17Die Notation ist gegen�uber [21] leicht ver�andert und unseren Konventionen angepa�t.
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NotationskonventionenWir verwenden den Minkowskiraum Rs+1; Elemente x; p werden als (x0; ~x) bzw. (p0; ~p) ge-schrieben. Das inde�nite Skalarprodukt lautet px = p�x� = p0x0 � ~p ~x, p2 = (p0)2 � ~p 2.Dagegen bezeichnet kpk = ((p0)2 + ~p 2) 12 die euklidische Norm. Di�erentialoperatoren sindh�au�g abgek�urzt als @� = @@x� ;wobei die Ableitung @0 nach der Zeitkoordinate auch als @t notiert wird.Die Fouriertransformation wird mit folgender Vorzeichenkonvention verwendet:F : L2(Rs; dsx)! L2(Rs; dsp) ; f(~x) 7! ~f(~p) = (2�)�s=2 Z e�i~p ~xf(~x)dsxF�1 : L2(Rs; dsp)! L2(Rs; dsx) ; ~f(~p) 7! f(~x) = (2�)�s=2 Z e+i~p ~x ~f(~p)dspUm die Notation nicht zu �uberfrachten, ist im Text die Tilde �uber der Fouriertransformiertennur selten notiert; manchmal bezeichnet sie auch die R�ucktransformierte. Aus dem Zusam-menhang und besonders aus der Bezeichnung des Funktionsarguments sollte stets klar sein,ob Orts- oder Impulsraum gemeint ist.In Kapitel 4 werden an diversen Stellen Multiindex-Schreibweisen angewandt; sie sind inAnhang 4.2.A erl�autert.Die L�angen-, Massen- und Energieskalen folgen der Konvention ~ = 1; c = 1.Im folgenden sind die wichtigsten derjenigen Symbole und Schreibweisen aufgelistet, die mehrals nur "lokal\ im Text verwendet werden. Eingeklammerte Zahlen verweisen auf Gleichungen,solche ohne Klammern auf (Unter-)Abschnitte.Symbol Beschreibung Referenza�(f), a(f) Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperator auf H (4.1.9)adP (E) = P (E) � P (E) (Adjunktion mit P (E))A(O) lokale Algebra 1.2AE = P (E)B(H)P (E) (1.2.12)AE(O) = P (E)A(O)P (E) (1.2.12)A� Feldkeim; A� = ��� 3.1B(H) Algebra der beschr�ankten linearen Operatoren auf Hd(� ; �) Pseudometrik auf �; d =P 2�kdk (2.2.13)dk(� ; �) Pseudometrik auf �; dk = d[rk; k; �] (2.2.12)d[f; k; �](� ; �) Pseudometrik auf � (2.B.2)



Notationskonventionen 105D gemeinsamer De�nitionsbereich der Wightman-Felder 1.3DC (r) komplexwertige Testfunktionen mit Tr�ager in j~xj < rDR(O) reellwertige Testfunktionen mit kompaktem Tr�ager in OF Operator der Fouriertransformation siehe obenH Energieoperator (Hamiltonoperator) auf H 1.2H Hilbertraum; speziell: (symmetrischer) Fockraum 1.2, (4.1.7)HE = P (E)HHn n-Teilchen-Raum (4.1.6)H0 Raum der Vektoren endlicher Teilchenzahl (4.1.8)J antiunit�are Involution auf B(H) / auf K 3.2 / 4.1.1K Einteilchenraum 4.1.1L Lorentzgruppe 1.2, Fn. 3L(O);L�(O) "lokale\ Unterr�aume von K 4.1.3Mn Menge der n-stelligen Multiindizes 4.2.AM1 Menge der Multiindizes beliebiger Stellenzahl 4.2.AN� Dimension des Zustandskeims �� Satz 2.2N [�; �] "Nullraum\ in den Halmen von � (3.A.5)N� = N [�� ; ��] (3.1.1)N = f1; 2; 3; : : :gN0 = f0; 1; 2; : : :gO o�enes Gebiet im Minkowskiraum Rs+1Or Standard-Doppelkegel mit Mittelpukt 0 und Radius r (2.1.1)p� kanonische Projektion auf �� (3.1.2)p�E = p�d�E 3.1.11P� Impulsoperatoren auf H; P0 = H . 1.2P (E) Spektralprojektor des Hamiltonoperators H 1.2P�L (r) Projektor auf L�(Or) 4.1.3P Poincar�e-Gruppe 1.2, Fn. 3Q(E) Spektralprojektor des Einteilchen-Energieoperators ! 4.1.1R = (1 +H)�1 2.CR+ = fx 2 R jx> 0gR+0 = fx 2 R jx� 0gs Zahl der r�aumlichen DimensionenS(Rn) Raum der Schwartz'schen Testfunktionen auf RnSpan(: : :) lineare H�ulle einer Menge von Vektorensupp (f) Tr�ager einer Funktion ftr (A) Spur eines Operators AU(�; x) Darsteller der Poincar�etransformationen auf H (1.2.5)UK(�; x) Darsteller der Poincar�etransformationen auf K 4.1.1W (f) Weyloperator (4.1.11)Z(x) = x1+x (x > 0) 2.B



106 Notationskonventionen��;x Darsteller der Poincar�egruppe auf A(O) bzw. B(H) (1.2.4)�(�) "Delta-Symbol\ 4.3.A�� zu �� geh�orendes r-Verhalten Satz 2.2� Raum von Abbildungen SE �E ! � (2.2.2)�1 Raum von Linearformen auf SE �E (2.2.4)� Lorentztransformation, � 2 L� Inklusionsabbildung SE �E ,! � 2.2�E;r Restriktion von � auf �E und A(Or) (2.1.2)�� zu �� assoziierte Nullfolge Satz 2.2�j Basis der Zustandskeime Satz 2.2�, �(O) Raum der normalen Funktionale auf B(H) bzw. A(O) 1.2�E ;�E(O) = P (E)�P (E) bzw. P (E)�P (E)dA(O) (1.2.11)�� Zustandskeim (3.1.3)�j Basis der Feldkeime Satz 2.2�Wj hermitesche Basis der Feldkeime (3.2.27)! Energieoperator im Einteilchenraum K 4.1.1
 Vakuumvektor in H 1.21 Einsoperator, Identit�at222 D'Alembert-Operator; 222 = @�@� = @20 �Psj=1 @2j444 Laplace-Operator; 444 =Psj=1 @2j,! Inklusionsabbildung; allgemeiner: injektive Abbildungh�j�i Skalarprodukt in K 4.1.1(�j�) Skalarprodukt in H 4.1.2[� ; �] Kommutator; [A;B] = AB � BA�v ; v� � Anwendung von v� 2 V � auf v 2 V (V ein top. Vektorraum)k � k gew�ohnliche (Supremums-)Norm eines Operatorsk � k1 Spurnorm eines Operatorsk � k2 Hilbert-Schmidt-Norm eines Operatorsk � kE;r k#kE;r = k#d�E ;A(Or)k (# 2 �) (2.2.5)k � kE k#1kE = k#1d�Ek (#1 2 �1) (2.2.6)k � kr k�kr = k�dA(Or)k (� 2 �) (2.2.7)
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