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Kapitel 1

Einleitung

Die axiomatische Quantenfeldtheorie verwendet im wesentlichen zwei verschiedene mathema-
tische Konzepte: Den algebraischen Zugang einerseits, den Wightman’schen Rahmen ande-
rerseits. Wiahrend die erste Sichtweise Vorteile bei der mathematischen Behandlung bietet,
ist die zweite fiir die Definition konkreter Modelle vorteilhaft. Die Relationen zwischen den
beiden Konzepten, konkret die Frage, wie man ein Modell vom einen Rahmen in den anderen
iiberfithrt und umgekehrt, sind bisher nicht vollstindig geklart.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, wie sich aus einem gegebenen Mo-
dell der algebraischen Quantenfeldtheorie zugehdrige Wightman-Felder konstruieren lassen.
Den Schliissel hierzu bildet eine spezielle Phasenraumbedingung: Beschrdnkt man sich auf
Messungen in einem endlichen Raum-Zeit-(zebiet, dann finden sich in vielen Modelle , bei-
nahe® nur endlich viele unabhéingige Zustinde unterhalb einer vorgegebenen Fnergie. Diese
»,Basis des Phasenraums® respektive die dazu dualen Objekte lassen sich als Wightman’sche
Punktfelder deuten. Fiir sie kann man Lokalitatsbedingungen nachweisen.

Auflerdem werden die anderen Wightman-Axiome fiir die erhaltenen Punktfelder etabliert,
inbesondere die Hermitezitdt und die Kovarianz unter Poincaré-Transformationen. Allgemein
kénnen Darstellungen von Symmetriegruppen unter gewissen Voraussetzungen von den lo-
kalen Algebren auf die erhaltenen Punktfelder iibertragen werden. Auch die Bildung von
Ableitungen der Punktfelder wird untersucht.

Schliefilich wird die genannte Phasenraumbedingung in Modellen der freien Feldtheorie
nachgewiesen; die besagten Punktfelder lassen sich explizit berechnen und stimmen mit denen
der zugrundeliegenden Wightman’schen Theorie iiberein.
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1.1 Lokale Algebren und Punktfelder

Unser Anliegen ist, wie bereits gesagt, die Aufklirung von Relationen zwischen algebraischer
und Wightman-Quantenfeldtheorie. Wir geben hier einen Uberblick iiber bisher bekannte
Ergebnisse und den Inhalt dieser Arbeit. Dabei beschranken wir uns auf heuristische Formu-
lierungen; alle relevanten Aussagen werden an spiterer Stelle prizisiert.

Die algebraische Quantenfeldtheorie (Abschnitt 1.2) verwendet zur Formulierung physi-
kalischer Modelle lokale C™*-Algebren 4(0), die man als von den im Raum-Zeit-Gebiet O
mefBbaren Observablen erzeugt deutet. Diese Algebren bestehen aus beschrinkten Operato-
ren; sie sind mathematisch einfach handhabbar und deshalb fiir die Analyse struktureller
Aspekte der Quantenfeldtheorie gut geeignet.

In der Wightman’schen Quantenfeldtheorie (Abschnitt 1.3) hingegen betrachtet man lo-
kale Quantenfelder ¢(f) oder - in pragnanterer Form - punktartig lokalisierte Felder ¢(x).
Diese sind singuldre Objekte und in einer mathematisch strengen Analyse schwer zu behan-
deln. Sie sind jedoch fiir die Konstruktion konkreter Modelle von entscheidender Bedeutung:
Man definiert spezielle Theorien iiblicherweise dadurch, dafl man bekannte Feldgleichungen
aus ,klassischen® Theorien iibernimmt und fordert, daf§ die Punktfelder ¢(2) ihnen geniigen.

Eine solche heuristische Leitlinie zur Definition von Modellen gibt es im algebraischen
Rahmen nicht. Es ist daher relevant, den Zusammenhang zwischen den Punktfeldern und den
lokalen Algebren zu kldren.

Finerseits ist man - aufgrund der bereits in der Wightman-Theorie bekannten Modelle
- daran interessiert, aus gegebenen Punktfeldern ¢(2) lokale Algebren zu konstruieren. ITm
wesentlichen geschieht dies, indem man die ¢(2) zundchst mit Testfunktionen f ,verschmiert®

o) = [ F@etnd e, e SE Y, (1)

und dann zu beschrinkten Funktionen dieser im allgemeinen unbeschrinkten Operatoren
iibergeht. Ist etwa ¢(f) selbstadjungiert, dann werden die A(O) erzeugt von den unitdren
Operatoren

) supp (f) Cc O. (1.1.2)
Diese Fragestellungen sind in der Literatur ausfiithrlich behandelt worden (siehe [3] und die
dort zitierten Publikationen).

Der umgekehrte Prozefi (mit dem sich die vorliegende Arbeit beschiftigt), also die Fra-
ge, wie man aus einem gegebenen lokalen Netz A(Q) punktartig lokalisierte Felder ¢(z)
(re)konstruiert, ist bisher nicht vollstindig gekldrt. Heuristisch wiirde man vermuten, die
@(x) im Durchschnitt aller A(O) fiir Umgebungen O von 2 7zu finden, also eine ,Algebra am
Punkt“ betrachten:

Az) := [ A(O). (1.1.3)

O>x

Es stellt sich aber heraus [9], dafl unter sehr allgemeinen Bedingungen der Durchschnitt auf
der rechte Seite trivial ist, ndmlich nur Vielfache des Einheitsoperators enthilt. Dies ist auch
nicht verwunderlich: Wie schon erwiihnt, sind die Punktfelder ¢(z) singulire Objekte'. Das

'Tatsachlich handelt es sich um unbeschriinkte quadratische Formen.
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erklirt sich physikalisch aus der Unschirferelation - eine im Ortsraum beliebig gut lokalisierte
Messung muB einen unendlich groBen Energie-Tmpuls-Ubertrag zur Folge haben. Man kann
die ¢(=) also allenfalls als gewisse Grenzwerte der beschrankten lokalen Observablen erwarten.
Fredenhagen und Hertel [13] bemerkten, dal man hierzu das singuldre Hochenergieverhalten
der Punktfelder dimpfen* muB: Fiir R = (1 + H)~' und I € R* betrachteten sie

() FA(O)R™ (1.1.4)
O>x

und zeigten, daB man die Elemente dieses Raumes als energiegedimpfte Punktfelder R'¢(z)R!
deuten kann. Ahnliche Objekte wurden im AnschluB auch von Rehberg und Wollenberg [23]
sowie Wollenberg [26] untersucht. Tn all diesen Uberlegungen bleibt jedoch offen, ob (bzw.
unter welchen Bedingungen) nicht auch die Durchschnitte (1.1.4) trivial sind. Zudem ist ein
solcher Ansatz wenig , konstruktiv® im engeren Sinne; er liefert kaum Informationen iiber die
weitere Struktur der Wightmanfelder.

Eine sehr viel explizitere Konstruktionsméoglichkeit bietet sich im Fall dilatationsinvarian-
ter Theorien. Hier hat man die Darsteller D(A) der Dilatationen zur Verfiigung, um Punkt-
felder aus lokalen Observablen zu erhalten. So bemerkten Buchholz und Fredenhagen [6], daf
man (heuristisch) folgendes Verhalten der A € (O) finden sollte:

DVADA) " = (QIAQ)T + A6(0) + o()) (1.1.5)

mit einem Punktfeld ¢(0). Fredenhagen und Jorf [14] fiithrten eine dhnliche Konstruktion
in einem speziellen Modell, der 2-dimensionalen konformen chiralen Theorie eines reellen
skalaren Teilchens, sehr explizit durch; sie erhalten Punktfelder ¢(0) als Limiten

AT DA AQ 225 (0)0. (1.1.6)

Diese Vorgehensweise 148t noch Verallgemeinerungen zu [18], bleibt aber prinzipiell auf di-
latationsinvariante Modelle beschrinkt: Die D(X) sind in allgemeineren Situationen schlicht
nicht verfiigbar, nicht einmal in Theorien freier massiver Teilchen.

Ein anderer Zugang wurde kiirzlich von Haag vorgeschlagen [15] und von Haag und Ojima
niher ausgefiihrt [17]. Die beiden Autoren betrachten den von den lokalen energiebeschrink-
ten Zustdnden aufgespannten Raum X7 (0). Die X5 (O) bilden mathematisch gesehen eine
Pragarbe, und ihr Verhalten ,,am Punkt“ wird durch deren Keime beschrieben; man analysiert
also 7.B. fiir Standarddoppelkegel O, vom Radius r das Verhalten von X5 (0O,) fiir r — 0.

Die Elemente von X5 (O) sind gleichzeitig in Orts- und Tmpulsraum gut lokalisierte Ob-
jekte; man kann daher Nutzen aus den bekannten Phasenraumeigenschaften von Theorien
[8] ziehen: Y5 (0O, ) sollte sich gut durch endlichdimensionale Riume approximieren lassen.
Haag und Ojima vermuteten nun, daf es eine r-unabh&ngige Basis dieser endlichdimensiona-
len Rdume gibt, deren Elemente quasi die ,,Zustinde am Punkt® beschreiben. Als Basis des
Dualraums sollte man dann die gesuchten Punktfelder ¢ erhalten. Diese Uberlegungen waren
ebenfalls durch die dilatationsinvariante Theorie motiviert; die Autoren verdeutlichen ihre
Uberlegungen (sehr heuristisch) am Beispiel eines rellen skalaren masselosen freien Feldes. Da,
jedoch die Dilatationen nicht explizit verwendet werden, lassen sich die genannten Prinzipien
leicht auf andere Modelle iibertragen.

Die vorliegende Arbeit greift die von Haag und Ojima vorgeschlagene Methode auf und
konstruiert lokale Punktfelder ¢(z) aus vorgegebenen Algebren 2(Q) unter Verwendung einer
speziellen Phasenraumbedingung.
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Diese Phasenraumbedingung wird in Kapitel 2 zunichst motiviert und dann prizise for-
muliert; mit ihrer Hilfe lassen sich Punktfelder ¢(2) und schlieilich Wightman-Felder ¢(f)
konstruieren, welche die gewiinschte Lokalitdtsbedingung erfiillen. Wir weichen dabei etwas
von dem von Haag und Ojima betrachteten Rahmen ab, da es sich als wesentlich herausstellt,
nicht nur X5 (O) bei festem F, sondern auch den Limes F — oo betrachten zu kdnnen.

In Kapitel 3 kehren wir im eigentlichen Sinn zur Analyse der Keime von Y5 (0) 7uriick
und etablieren die von Haag und Qjima vermuteten Strukturen. Auflerdem werden die Dar-
stellingen von Symmetriegruppen von den () auf die Keime respektive die erwdhnten
endlichdimensionalen Rdume iibertragen. Dies erlaubt uns, die Hermiterzitit der Punktfelder
und ihre Kovarianz unter der Poincaré-Gruppe zu etablieren. Auflerdem werden die Ableitun-
gen der Punktfelder untersucht, die zur Formulierung von Feldgleichungen notwendig sind.

Kapitel 4 schliellich weist die aufgestellte Phasenraumbedingung in einem konkreten Mo-
dell nach, und zwar in der freien Feldtheorie, speziell fiir ein reelles skalares (massives oder
masseloses) freies Feld in s > 3 rdumlichen Dimensionen. Wir berechnen explizit die in Ka-
pitel 2 allgemein konstruierten Punktfelder und zeigen, dafi sie mit dem definierenden Feld
¢(x) und seinen Funktionen iibereinstimmen.

Einige Aspekte der Konstruktion, die mehr mathematischer Natur sind oder fiir sich selbst
genommen interessieren, sind in Anhdngen zu den betreffenden Kapiteln oder Abschnitten an-
geordnet. Dem Leser, der bei den zahlreichen verwendeten Kurzschreibweisen und Definitionen
den Uberblick verloren hat, sei auBerdem die Zusammenstellung der Notationskonventionen
ab Seite 104 empfohlen.

1.2 Algebraische Quantenfeldtheorie

Der algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie [16] verwendet als Grundobjekt ein Netz von

Algebren, d.h. eine Abbildung?
O~ A(0), (1.2.1)

die jeder offenen Teilmenge O C R**' des Minkowskiraums eine C*-Algebra 21(0) zuordnet;
dabei fordert man Tsotonie:

Q[(O]) C Q[(OQ) fiir Oy C O,. (]22)

Physikalisch stehen die lokalen Algebren 2(O) - respektive ihre selbstadjungierten Elemen-
te - fiir die im Gebiet O mefibaren Observablen. Deren relativistische Lokalisierung 158t sich
dann durch die algebraischen Relationen beschreiben: Sind Q7 und Oy raumartig getrennt,
dann stellt man die Lokalitdtsbedingung

[A1, A2l =0 fiir A; € A(0)). (1.2.3)

Weiterhin ist eine Darstellung a . der Poincaré-Gruppe® P durch Automorphismen des
Netzes 0(O) gegeben, die geometrisch auf den lokalen Algebren wirkt:

ars A(O) = AAO + ). (1.2.4)

Mathematisch handet es sich dabei um eine Pria-Kogarbe, das duale Objekt zu den in Anhang 3.A bespro-
chenen Priagarben.

? Praziser ist hier und im folgenden mit 3 die Zusammenhangskomponente der 1 in der Poincaré-Gruppe
gemeint (sonst oft mit ‘331 bezeichnet). Analog ist £ die 1-Zusammenhangskomponente der Torentzgruppe.
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Die vorliegende Arbeit beschriankt sich auf die Analyse des Vakuumsektors eines solchen
Netzes: Wir nehmen die 2(0) als schwach abgeschlossene Unteralgebren von 9B(#H) fiir einen
Hilbertraum A an, also als von-Neumann-Algebren. Weiter sei die Darstellung o unitdr im-
plementiert, d.h. sie riihre von einer unitiren Darstellung U(A, 2) von B auf H her:

ana() = UA ) - UA, )" (1.2.5)

U(A, z) soll beziiglich der starken Operatortopologie stetig in A, 2 sein. Dann kann U(A, z)
als Exponentialfunktion seiner selbstadjungierten GGeneratoren geschrieben werden; man hat
etwa fiir die Translationen

Ul,2)=U(z) = ™", (1.2.6)

Die unbeschrinkten selbstadjungierten Operatoren P, (¢ = 0...s) werden als Energie-
Impuls-Operatoren interpretiert; speziell ist H = F; der Hamilton-Operator. Seine Spek-
tralprojektoren auf das Intervall [0, F] bezeichnen wir mit P(F). Die Darstellung U soll die
Spektrumsbedingung erfiillen, d.h. das gemeinsame Spektrum der kommutierenden Operatoren
P, liege im abgeschlossenen Vorwirtslichtkegel (,,Positivitit der Energie®). Schlieilich gebe
es in H einen unter allen U(A, ) invarianten Vektor © (,das Vakuum®), der bis auf skalare
Faktoren eindeutig bestimmt sei. Er erfiillt dann P(F)Q=QVF > 0.

Wir haben die lokalen Algebren 24(O) als von-Neumann-Algebren vorausgesetzt, um eine
weitere mathematische Struktur zur Verfiigung zu haben, ndmlich ihren Prddualraum: Der
Raum der normalen (d.h. linearen und ultraschwach stetigen) Funktionale auf B(H) sei mit
Y bezeichnet; er ist identisch mit dem Raum der Spurklasseoperatoren By (H) auf H, wobei
p € B (H) ein o € 3 induziert durch

o(-)=tr(p-). (1.2.7)

Y wird mit der Supremumsnorm (entsprechend der Spurnorm auf 9B, (#)) 7zu einem Banach-
raum, dessen Dualraum gerade B(H) ist:

Y =9B(H), auch notiert als ¥ = B(H). . (1.2.8)

Die positiven normierten Elemente von Y konnen als physikalische Zustinde des betrachteten

Systems gedeutet werden.
Wir definieren fiir offenes @ ¢ R**+! auflerdem

Y(0) = X[(0) ; (1.2.9)
dann gilt analog zu (1.2.8)
SO =4(0) bzw. X(0)=20(0).. (1.2.10)

In unserer Analyse ist noch der Raum der energiebeschrinkten normalen Funktionale wichtig:
Fiir I/ > 0 sei

Yrp = P(F)XP(F), Yg(0):=YXg[0); (1.2.11)
dabei schreiben wir P(F)oP(F) = o(P(F)- P(F)) fiir ¢ € 3. Man hat dann
Y=PFE)YBH)P(E)=Ur, Yr(0)"=PF)AO)P(F)=U(0). (1.2.12)

Die ¥(O) und ebenso die ¥ (0O) bilden jeweils eine Prigarbe im Sinne von Anhang 3.A.
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1.3 Wightman’sche Quantenfeldtheorie

Die Wightman’sche Quantenfeldtheorie [25] formuliert man mit Hilfe von Feldern (unbe-
schriankten Operatoren) ¢(f). Wir beschrinken uns hier auf den Fall von Bose-Feldern; sie
bzw. ihre selbstadjungierten Funktionen reprisentieren dann die physikalischen Observablen.
Genauer betrachtet man folgende Struktur:

Zunichst ist ein Hilbertraum H gegeben, auf dem eine unitire, stark stetige Darstellung
U(A, x) von B wirkt. Wie in Abschnitt 1.2 bezeichnen wir die Generatoren der Translation
mit. P,; sie mogen der Spektrumsbedingung geniigen. Aulerdem gebe es einen bis auf einen
Fa,k‘ror eindeutigen U-invarianten Vektor Q € H.

Unter einem Quantenfeld bzw. einem Satz von Quantenfeldern ¢4 ..., versteht man nun
folgendes:

e Die ¢; sind operatorwertige temperierte Distributionen, d.h. sie sind lineare Abbildun-
gen von S(R*T') in die Menge der (nicht notwendig beschriinkten) linearen Operatoren
auf D, wobei D C H ein dichter Unterraum ist. Man betrachtet also unbeschrinkte
Operatoren ¢;(f) auf einem gemeinsamen Definitionsbereich D. Fiir ¢, & € D ist das
Matrixelement, (1|, (f) &) stetigin f beziiglich der Laurent-Schwartz-Topologie (,, Tem-
periertheit®).

e Der Definitionsbereich D ist nicht nur dicht in H, sondern auch invariant unter Anwen-

dung der U(A,z) und ¢, (f); ferner ist Q € D.

e Die adjungierten Operatoren ¢;(f)* sind ebenfalls in der Menge der Felder enthalten:

oi(f) = ¢r(f) mit zu j geeignet gewdhltem k. (1.3.1)

Dies gilt als Operatorgleichung auf D.

e Die ¢; erfiillen kausale Vertauschungsrelationen, d.h. fiir Testfunktionen f, g mit raum-
artig getrenntem Triger gilt

[6;(f)sor(9)] =0, jk=1...n, (1.3.2)

wieder als Gleichung auf D.

e s gibt eine endlichdimensionale Matrixdarstellung S,z von £, so daf§

U(A, ) ¢;(f) UA, z) Zeyk Y e (fam), (1.3.3)

wobei
faa(y)=F(A "y — ). (1.3.4)

Zusitzlich wird oft noch gefordert, daf die ¢;(f) eine Vollstindigkeitsrelation erfiillen:
Die Menge der Polynome der ¢; soll, angewandt auf €2, eine in H dichte Menge ergeben. Wir
werden diesen Aspekt jedoch hier nicht beriicksichtigen.
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Die oben gewihlten Testfunktionen f € S(R**') sind im allgemeinen komplexwertig. Wir
beschranken uns bei der Konstruktion von Feldern jedoch stets auf reellwertige Testfunktio-
nen. Ein fiir reellwertiges f erkldrtes Feld ¢(f) kann man dann vermoge der Gleichung

dc(f) == ¢(Ref) + i¢(Imf) (1.3.5)

immer zu einem komplex-linearen Feld ¢¢ fortsetzen.

Hiufig betrachtet man statt der ¢(f) auch punktartig lokalisierte Felder ¢(x); diese sind
dann nicht als Operatoren, sondern nur als quadratische Formen auf D x D definiert. Die ¢(f)
ergeben sich aus ihnen durch ,,Verschmieren“ mit einer Testfunktion:

o) = [ @ fa)o(). (1.3

Wir werden diese heuristische Formel in Abschnitt 2.5 genauer prizisieren. Die obigen Bedin-
gungen lassen sich fast alle in analoger Weise auch fiir die ¢(x) aufstellen. Probleme bereitet
dabei aber die Lokalititsforderung: Da das Produkt zweier quadratischer Formen sich im all-
gemeinen nicht definieren 1ait, machen Kommutatorrelationen wie (1.3.2) fiir die ¢(2) keinen
Sinn. Fiir eine exakte Formulierung mufl man hier auf die Operatoren ¢(f) ausweichen.



Kapitel 2

Phasenraumbedingung und
Konstruktion von Punktfeldern

7Zu Beginn unserer Analyse von algebraischen Quantenfeldtheorien ,am Punkt“ werden wir
jetzt eine Phasenraumbedingung aufstellen, die uns die Konstruktion punktartig lokalisierter
Felder erméglicht.

Die gesuchte Bedingung verlangt im wesentlichen, dafl es fiir die Raiume Y5 (0,) ein Erzeu-
gendensystem gibt, das einerseits aus ,,fast endlich vielen Elementen besteht und andererseits
unabhingig von I und r ist. Wir werden in Abschnitt 2.1 zunicht in Anlehnung an [17] heu-
ristisch motivieren, warum ein solches Verhalten in physikalisch relevanten Fillen zu erwarten
ist. In Abschnitt 2.2 formulieren wir die genannte Bedingung dann prézise; mathematisch for-
dert sie die Existenz einer Reihenentwicklung der Inklusionsabbildung |J, ¥p < 3, die in
einer speziell dafiir formulierten Topologie konvergiert.

Wir wollen die Elemente des erwidhnten Erzeugendensystems (bzw. die Summanden der ge-
nannten Reihenentwicklung) als Wightman’sche Punktfelder deuten. Dazu ist es aber zunichst
notwendig, in gewissem Sinne lineare Abhingigkeiten zwischen ihnen zu entfernen, also 7u
einer ,,Basis des Phasenraums® iiberzugehen; diesem Zweck dient die Konstruktion in Ab-
schnitt 2.3. Danach konnen wir die Basiselemente als lokale Punktfelder ¢;(2) etablieren
(Abschnitt 2.4), wobei wir die in [13] vorgeschlagene Lokalitdtsbedingung verwenden. Mit
den dort entwickelten Methoden kénnen die Punktfelder schlieBlich zu Wightman-Feldern
@i (f) ausintegriert werden; dies geschieht in Abschnitt 2.5.
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2.1 Motivation

Es ist unser Ziel, aus den lokalen Algebren 2A(O) Quantenfelder im Wightman’schen Sinne
7u konstruieren. Wir geben dazu zunichst einige heuristische Bemerkungen, wie und unter
welchen Voraussetzungen diese Konstruktion gelingen kann.

Um ein punktartig lokalisiertes Feld ¢(2) - wir beschrinken uns im folgenden auf 2z =0 -
zu erhalten, sollte man es im Durchschnitt alle (O, fiir r > 0 suchen. Dabei bezeichnet O,
den Standard-Doppelkegel vom Radius r um den Koordinatenursprung:

O, = {z e R*T" | |2° + |7] < r). (2.1.1)

Wie in Abschnitt 1.1 bereits erwdhnt, mufi man gewisse Grenzwerte zum Durchschnitt der Al-
gebren hinzunehmen, um ein nichttriviales Ergebnis zu erhalten; da die 2(O, ) bereits schwach
abgeschlossen sind, mufi man Grenzwerte in anderen als den sonst iiblichen Topologien be-
trachten.

Ohnehin sind die Punktfelder ¢ = ¢(0) typischerweise singulidre Objekte - sie sind im
allgemeinen nicht als Operatoren, sondern nur als quadratische Formen definiert, lassen sich
also schlecht durch die beschriankten Operatoren aus 2(0O,) approximieren. Der Grund fiir
die Unbeschrianktheit der Punktfelder ist, wie schon gesagt, in ihrem schlechten Hochener-
gieverhalten zu suchen (bedingt durch die Unschirferelation). Tatsdchlich existieren in vielen
Modellen die P(F)¢P(F) als beschrinkte Operatoren; es liegt daher nahe, zunichst diese
durch Elemente aus P(F)(O,)P(F) 7zu approximieren.

Von den Riumen Ar(0,) = P(E)A(O,)P(F) bzw. ihren (Pri-)Dualrdumen Y5 (0,) =
Yr[A(0,) nimmt man oft an, dafl sie gewisse Phasenraum-Bedingungen erfiillen: Es handelt
sich hier um Objekte, die gleichzeitig im Orts- wie im Impulsraum mehr oder weniger scharf
lokalisiert sind. Betrachtet man etwa in der Quantenmechanik ein ideales Gas im Kasten (al-
so im Ortsraum lokalisiert), dann gibt es unterhalb einer vorgegebenen Energie F nur einen
endlichdimensionalen Raum von Wellenfunktionen bzw. Zustinden des Systems. Ubertragen
auf die Quantenfeldtheorie kdnnte man also heuristisch vermuten, daff die X7 (O,) endlichdi-
mensional sind; das heifit, die Abbildung

Ere: Yp— 3(0,), 0= a[A(O,) (2.1.2)

sollte ein endlichdimensionales Bild besitzen. Das ist so nicht der Fall, da in der Quantenfeld-
theorie keine gleichzeitig in Orts- und ITmpulsraum scharf lokalisierten Objekte existieren. Die
Endlichdimensionalitdt wird aber ,fast“ erreicht: ITn Modellen der freien Feldtheorie wiesen
Buchholz und Porrmann [8] nach, daf sich Zp, in gewisser Weise als Reihe von Rang-1-
Operatoren schreiben 148t:!

Epe =Y 0j0;: 0, €%(0,), ¢; € P(F)B(H)P(F). (2.1.3)
j=1

Die in [8] konstruierten o; und ¢; hingen dabei explizit von F und, wenn man gute Abschit-
zungen fiir die Normen der o; erhalten mochte, auch von r ab.

"Tatsichlich ist die Abbildung =g, nuklear. Ahnliche Nuklearitits-und schwichere Kompaktheits- Kriterien
wurden anch in [7], [12] behandelt; als , Fnergiedimpfungsfaktor® diente dabei meist e #7 und nicht P(F),
was fiir heuristische Uberlegungen aber ohne Belang ist.
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Man kann nun fragen, ob es méglich ist, die o; und ¢; unabhéngig von F und r (skalen-
unabhdingig, wie wir im folgenden schreiben) zu wihlen. Zumindest in dilatationsinvarianten
Theorien kann man erwarten, dafi

S =Y PR)6;P(F) - 0, [ 4O (2.1.4)

wobei die ¢; und o; skalenunabhéngige Objekte sind; die ¢, sind allerdings nicht mehr Opera-
toren, sondern quadratische Formen (wir werden dies in Abschnitt 2.2 prézisieren). Analoges
wird man in jeder Theorie mit Ultraviolett-Fixpunkt vermuten, jedenfalls fiir groBle F/ und
kleine r.

Man kann (2.1.4) jetzt als eine Entwicklung der lokalisierten Zustinde ,nach Groflen am
Punkt® auffassen; die ¢,0; bilden quasi eine Basis des Phasenraums. Insofern liegt es nahe,
in den ¢, die gesuchten Punktfelder zu vermuten - wir werden spéter sehen, dafl sie dies im
wesentlichen bereits sind.

Hier tritt ein entscheidender Unterschied zwischen unserem Ansatz und dem von Haag
und Ojima [17] vorgeschlagenen Formalismus auf: Die beiden Autoren betrachten Xz bei
festgehaltenem F und analysieren dann die Keime der Prigarbe Y5 (0); sie bendtigen dazu
in unserem Sinne eine r-, nicht aber eine F-unabhédngige Basis. Fiir eine Konstruktion von
Punktfeldern reicht dieser Rahmen aber nicht aus: Wie die Autoren selbst bemerken [17,
p. 388], kann das Verhalten der Struktur mit wachsendem F so im allgemeinen nicht kontrol-
liert werden. Dies ist aber notwendig, da man, um die l.okalitidt der Felder nachzuweisen, den
Limes F — oo betrachten mufi (Abschnitt 2.4).

Der hier vorgestellte Ansatz mit F- und r-unabhingigen Gréflen hat demgegeniiber den
Nachteil, dafi man die Fxistenz der Punktfelder ¢; scheinbar bereits mir der benétigten Pha-
senraumbedingung (2.1.4) voraussetzt. Andererseits 138t sich mit demselben Argument, mit
dem man die Existenz einer r-unabhingigen Basis in (2.1.4) vermutet, auch eine F-unabhingi-
ge Basis heuristisch begriinden.

Ein weiterer, von Haag und Qjima hervorgehobener Aspekt wird in unserer Konstrukti-
on wesentlich sein: Wir betrachten den Bereich kleinen ,,Phasenraumvolumens®, d.h. kleiner
E - r. Je kleiner Fr wird, desto besser sollte sich X5 (0,) durch einen endlichdimensiona-
len Raum gegebener Dimension annidhern lassen, und desto schneller sollte die Reihe (2.1.4)
konvergieren. Wir kénnen jedem Approximationsterm sein F-r-Verhalten zuordnen,

ni(For) = [lo[2A(O,)]] - [|P(F)o; P(F)

I, (2.1.5)

wobei 77; typischerweise nur vom skaleninvarianten Term Fr abhéngen wird, zumindest asymp-
totisch fiir ¥ — oo, r — 0. Wie Haag und Ojima vermuteten, sollten sich die Approxima-
tionsterme nach ihrem Fr-Verhalten sortieren lassen; man erwartet eine Art hierarchisches
Verhalten der 7;:

; 0 fiir k> N ()
% P20 comst. 0 fiir M(5) < k < N(§) (2.1.6)
; Yy T
1 00 fiir k < M(j)

mit gewissen Zahlen M (j), N(j) € N. In diesem Formalismus haben wir also die Energiedimen-
sionen der Punktfelder wiederentdeckt. Im Fall der freien Feldtheorie ergibt sich n; (F]r)W(j)7
wie wir in Kapitel 4 sehen werden.
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Es erscheint allerdings unverhéltnism&Big, solche Details iiber das F-r-Verhalten der Ap-
proximationsterme a priori anzunehmen. Wir werden nur verlangen, dafl die Approximations-
summe in (2.1.4) in gewisser Weise alle polynomial abfallenden Anteile von = (also Anteile
o (Fr)Y) kompensiert. Die Sortierung der ;¢; wird daraus dann in Abschnitt 2.3 konstruiert.

2.2 Ein Kriterium

Wir werden die heuristischen Uberlegungen des letzten Abschnitts jetzt konkretisieren und
eine Phasenraumbedingung angeben, die uns im folgenden die Konstruktion von Wightman-
feldern erlauben soll.

Wie wir eben gesehen haben, kann die Phasenraumstruktur eines Modells durch Approxi-
mation gewisser Abbildungen Zg . : ¥ — ¥(0,) untersucht werden. In unserem Zusammen-
hang ist es aber wichtig, dabei von skalenunabhdngigen Objekten auszugehen; wir betrachten
daher lineare Operatoren | J; Xp — ¥, die dann auf X5 und A(0O,) (mit festem F,r) einge-
schrinkt werden. Dabei kann man nicht erwarten, daff die interessierenden Abbildungen auf
ganz | Jp X beschrinkt sind - die singuldren Punktfelder ¢ wiren sonst nicht beschreibbar.
Allerdings ist fiir diese Felder ||P(F)pP(F)

wie eine Potenz von F an:

| oft nicht nur endlich, sondern wichst hchstens

|P(F)oP(E)|| < E* - const. (k€ N geeignet) . (2.2.1)

Solche polynomialen Hochenergieschranken lassen sich in einer grofien Klasse von Modellen
nachweisen [11]. Es liegt daher nahe, folgenden Raum von linearen Abbildungen zu betrachten:

O = {79 : UEF’ — Y linear | ||9Xg] < (1 —I—F])k - const. fiir ein k > 0}. (2.2.2)
F

Dabei ist, (H—F])k statt F¥ als Schranke angesetzt, um keine Obstruktionen im Bereich kleiner
Energien zu erhalten - fiir unsere Zwecke ist nur das Hochenergieverhalten der # interessant.

Die zu approximierende Abbildung = kénnen wir nun als Element von © auffassen, namlich
als die Inklusionsabbildung = : J; ¥ < ¥; sie ist hier also ein skalenunabhingiges Objekt.
Wir wollen sie als Summe von Rang-1-Operatoren darstellen; solche Operatoren haben die
Form

¥ =0o(-)o (2.2.3)

mit ¢ € X und einer Linearform ¢ mit polynomialem Hochenergieverhalten; genauer ist ¢ ein
Element des Raumes Oy von Linearformen auf |, Xg, der analog zu © definiert wird:

O = {791 : UEF’ — C linear | || [Xg] < (1—|—E)k - const. fiir ein k > 0}. (2.2.4)
F

Zur Verkiirzung der Schreibweise notieren wir im folgenden:

1915 2= 95, RO = [ P(EYIPE)AO)] (9 € ©); (2.2.5)
19115 = |9[Sx — ||P(R)IP(E))| ( € O1); (2.2.6)
loll. == llo[2(0,)] (0 € ). (2.2.7)
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Man bemerkt, daf fiir Rang-1-Operatoren der Form (2.2.3) gilt

loC)olle.r = llolle [lofl - (2.2.8)

Um = als eine unenendliche Reihe darstellen zu kénnen, benétigen wir noch eine spezielle
Topologie auf ©, die Konvergenz , beziiglich des Punktes 2z = 0“ beschreibt (die Normto-
pologie etwa ist offenbar wenig geeignet). Wir werden diese Topologie nun konstruieren und
plausibel machen, warum sie die in Abschnitt 2.1 vermuteten Strukturen beschreibt. In An-
hang 2.B werden die Definitionen in einen etwas erweiterten Rahmen gestellt, den wir im
folgenden manchmal bendétigen; dort findet man auch einige mehr mathematische Aspekte
der konstruierten Topologie.

Die in Abschnitt 2.1 gewonnene Idee zur Konvergenz der Reihe in (2.1.4) ist: Alle po-
lynomialen Anteile &< (Fr)* von = sollen von den Approximationstermen kompensiert wer-
den; zu gegebenem k sollen dazu endlich viele (etwa N) Terme ausreichen. Mithin soll fiir
F —oo,r = 0, Fr <1 gelten

N
(Er) 2= ¢ioillm. — 0. (2.2.9)

j=1

Tm folgenden seien #,9' € ©; wir wollen ihren Abstand ,mit Genaunigkeit (Fr)*“ im
genannten Bereich beschreiben. Dazu sei zundcht » > 0 fest; wir betrachten

|9 — | 5.
sup

—_ . 2.2.10
E<r—1 Tk(]+E)k ( )

Das ist in gewisser Weise ein Maf fiir den gesuchten Abstand bei festem r. Wieder wurde (14F)
statt K im Nenner verwendet, um Probleme bei I = 0 auszuschliefen. Statt der Schranke
F < r~' (Er < 1) kénnte iibrigens Fr < wqy mit einer beliebigen positiven Konstanten wy
eingesetzt werden; fiir die folgende Argumentation wire das ohne Belang. Andererseits scheint
es keinen Grund zu geben, warum in Modellen eine intrinsische Konstante wq auftreten sollte;
daher setzen wir ohne grofien Verlust an Allgemeinheit wq = 1.

Um Punktfelder zu beschreiben, interessiert, uns nur das Verhalten von = in einer beliebig
kleinen Umgebung von 2 = 0; wir miissen daher den Ausdruck (2.2.10) im Limes r — 0
betrachten - um die Existenz stets zu garantieren, wihlt man den limes superior. Aufilerdem
ist es fiir die Konstruktion in Abschnitt 2.3 erforderlich, die Werte von r aus einer diskreten
Nullfolge p = (r,) C R zu wihlen (man mufl daraus dann Teilfolgen aussondern). Das fiihrt
uns zu dem Ausdruck

\ 19— Pl
imsup sup

ki 17 2.2.11
n=eo pgp! rﬁ““‘ﬁ)k ( )

der den gewiinschten Abstand asymptotisch fiir r — 0 beschreibt. Im mathematischen Sinne

ist er aber so noch keine (Pseudo-)Metrik, da der limes superior eventuell oo ergibt, etwa
wenn || — |5, x (Fr)*=1. Um dies 7u umgehen, fiihren wir die Funktion 7(z) := ﬁ ein

und setzen

|
1 — ler, ) (2.2.12)

A (0, 9') = Tim sup 7 (
g (0,9 imsup Sup TR

n—>00 FJST;1
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Die dy sind dann Pseudometriken auf ©. Die gewiinschte Topologie soll Konvergenz aller
polynomial abfallenden Anteile fiir r — 0 beschreiben, also Konvergenz beziiglich aller dj.
Dazu definieren wir eine weitere Pseudometrik:

A, 9y = "2 d(9,9"). (2.2.13)
k=0

I'm folgenden betrachten wir @ mit der von d induzierten Topologie, die noch von der gewihl-
ten Nullfolge p abhidngt. Wir kénnen unsere Phasenraumbedingung dann so formulieren:

Eigenschaft 2.1. Fs gibt Funktionale o; € ¥ und Linearformen ¢; € ©¢ (j € N), so daf bei
geeigneter Wahl der Nullfolge p gilt

1]

OO
== 605
=1

Die Reihe konvergiert dabei im Sinne der in (2.2.13) definierten Pseudometrik d.

Der hier definierte Konvergenzbegriff bedeutet im wesentlichen das in (2.2.9) Geforderte.
Wir haben ihn sogar noch etwas schirfer formuliert und kénnen statt ¥ — oo auch F =
const. setzen; dies wird in Kapitel 3 wichtig, um den von Haag und Qjima vorgeschlagenen
Formalismus zuriickzugewinnen.

2.3 Reduktion

Es gilt jetzt, die Konsequenzen der eben aufgestellten Phasenraumbedingung zu analysieren.
Vor allem wollen wir die in der Approximationsreihe auftretenden Linearformen ¢; als lokale
Punktfelder interpretieren. Dazu sind aber noch einige Umformungen nétig, die in diesem
Abschnitt durchgefiihrt werden.

Wir betrachten im folgenden eine Theorie, die die Eigenschaft 2.1 besitzt; man hat also
= = > ¢;0;. Diese Reihendarstellung von = ist aber nicht eindeutig; sie kénnte neben den
vermuteten Punktfeldern auch ,redundante” Terme enthalten: Seien etwa ¢ € 3 und (/B € 0
beliebig vorgegeben, dann kann man die Reihe auch schreiben als

E=1014 ...+ 0j0i + b6 — ¢G5+ di10i + .. (2.3.1)

oder etwas subtiler als

E=g1o1+...4 (¢~ D)oi+ (0 + o) + (G4 — o + ... (2-3.2)

Die in diesen Darstellungen auftretenden quadratischen Formen sind sicher im allgemeinen
keine lokalen Punktfelder, schlieBlich konnte ¢ € ©, beliebig gewihlt werden.

7Zur Konstruktion von Punktfeldern mufi man also zumindest lineare Unabhingigkeit der
Funktionale o; fordern; die tatséchlich ben&tigte Bedingung ist sogar etwas schirfer. Aus an-
deren Griinden werden wir spiter auch lineare Unabhéngigkeit der ¢; verwenden. Ziel dieses
Abschnitts ist es, die Approximationssumme so umzuformen, dafi die genannten Unabhdngig-
keitsbedingungen erfiillt werden. Gleichzeitig konstruieren wir eine Ordnung im r-Verhalten
der Funktionale o;; wir konkretisieren damit die heuristischen Uberlegungen aus (2.1.6), las-
sen allerdings das F-Verhalten der Approximationsterme dabei aufier Betracht.
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Zuerst behandeln wir die lineare Unabhéngigkeit der quadratischen Formen ¢;. Wir kénnen
die Summanden der Reihe aus Eigenschaft 2.1 so zusammenfassen, daf jeweils endlich viele
der ¢; linear unabhingig werden: Ist das nicht bereits der Fall, dann sei N minimal, so daf§
@1 . ..¢n linear abhingig sind; es gilt also

N—1
v = A (2.3.3)
=

mit gewissen A,;. Wir schreiben dann

N N—1 N—1 N-—1
Y bioi =Y dilo;+ Njon) + (¢N = /\.705,7‘) oN =Y 665 (2.3.4)
=1 =1 =1 7=1

=0

Wir erhalten also wieder eine Approximationssumme der gewiinschten Form, in der die ¢,
aber linear unabhingig sind. Das Verfahren kann nun fiir N — oo iteriert werden; da stets
nur endliche Summen umgeformt werden, treten dabei keine Umordnungsprobleme auf. Wir
erhalten also (durch Neubezeichnung der ;)

== Z(bj”j mit linear unabhéngigen ¢;. (2.3.5)

7

Eventuell verbleiben in der Reihe nur endlich viele Terme, was im folgenden aber ohne Belang
ist.

Jetzt befassen wir uns mit der Unabhingigkeit der o;; gleichzeitig sollen diese nach ihrem
r-Verhalten geordnet werden. Die Konstruktion geschieht wie fiir die ¢; induktiv, ist aber
ungleich langer; wir fithren sie daher zunichst fiir die ersten Terme der Approximation durch
und diskutieren das Induktionsschema, spiter.

Es sei dazu zunidchst k := 1; wir wiahlen N grof8 genug, damit

di(2.)¢j0;) =0 Vn > N; (2.3.6)
j=1

wegen der Konvergenz der Reihe ist das nach (2.B.14) immer moglich. Nun sei fiir j < N

i (r) = llojll- (2.3.7)

Wir kénnen annehmen, dafl diese Funktionen fiir » > 0 strikt positive Werte haben; wire
namlich o;[A(O,) = 0 fiir ein r > 0, dann kdnnte der Term ¢;0; in der Entwicklung (2.3.5)
auch entfallen. Um die 7; hinsichtlich ihres Verhalten auf der Nullfolge p = (r,,) zu vergleichen,
verwenden wir folgende Notation:

o <n; e i(re) < 5i(r,) - const. (2.3.8)
»

M~ e ni(rs) - const. < () < 0i(ry) - const. ; (2.3.9)
p

0 e ”f(r”) 0. (2.3.10)
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Die Eigenschaften dieser Relationen werden in Anhang 2.A niher untersucht.
Wir nehmen nun an, dafl zumindest fiir ein 7 und nach eventuellem Ubergang zu einer
Teilfolge von p gilt

Pt < iy (2.3.11)
P

falls das nicht méglich ist, dann folgt % > 1; V7 < N; wir erhhen dann £ und beginnen die
P

Konstruktion erneut? bei (2.3.6).

Man kann auf F := {f,...,fn,r"} nun das in Anhang 2.A (Aussage 2.7) entwickelte
Verfahren anwenden; daraus erhilt man nach Ubergang zu einer Teilfolge von p ein Ny € N
und ein 1y € F, so daff

Ny ~m fir 0 < j < Ny (2.3.12)
p
;< fir Ny < j < N; (2.3.13)
»
<y (2.3.14)
»
Die letzte Relation kann wegen (2.3.11) erreicht werden. Durch Auswertung von (2.3.6) ergibt
sich
N
dim, b, pl(2,)_ djo;) = 0. (2.3.15)
j=1

Jetzt befassen wir uns mit der Unabhingigkeit der ;. Wir nehmen an, dafl o, ...0x,
linear abhingig sind im folgenden Sinne: Fs gebe A € RVM\{0} , so da8 (eventuell beziiglich
einer Teilfolge von p) gilt

N
1
S o

Ohne Einschridnkung der Allgemeinheit sei dabei Ay, = 1. Dann kann die Approximations-
summe fiir = wie folgt umgeschrieben werden:

N Ni—1 Ny —1 N
Y dioi = (¢ Nion)ai + on, (nm + ) Am,;) + Y g0, (2.3.17)
=1 =1 i=1 F=N1+1

N
=) 465
=1

Wir haben also wiederum eine andere Darstellung der Approximationssumme gefunden; da
die Funktionale &; fiir j # Ny mit den o; iibereinstimmen, gelten die Relationen (2.3.12)
bis (2.3.15) auch fiir die neue Aufteilung, allerdings jetzt mit Ny — 1 statt Ny. Auflerdem
sind auch die (ﬁj linear unabingig, denn Span(¢q,...,¢n,) = Span ((51 yon 7&]\71,1 ,ON, ). Wir

lassen das ,,Dach® {iber den Symbolen im folgenden wieder weg.

271 Netails sieche Abbildung 2.1.
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Nach endlich vielen solchen Schritten® gelangen wir schliefflich zu einer Entwicklung der
Form (2.3.5), die nicht nur die Bedingungen (2.3.12) bis (2.3.15) erfiillt, sondern in der auch
keine ,linearen Abhingigkeiten® der Form (2.3.16) auftreten; mithin gilt

N
1> xoill, > ) - mi(ra) (2.3.18)
7=1

mit Konstanten C'(A) > 0(A # 0). Wir werden nun zeigen, dafl diese Konstanten sogar
gleichmifBig in (normiertem) A gewihlt werden kdénnen. Dazu sei A # 0 festgehalten und
¢ € RN, Wir haben dann

1> Xioill, (12 @aillr,
m(rn) m(rn)

ZC(A)*ZIQI

1 Al
— i+ €)ool >
g S,

ol 47
~ > (N — Nydmax|e| (2.3.19)
m(rs) !

mit einer Konstanten d > 0. Fiir geniigend kleine ¢ kann man Nydmax; |¢] < 15(7(/\) ab-
schitzen. Das bedeutet, daf die Konstante C'(A) in (2.3.18) lokal gleichmiBig gewdhlt werden
kann; aus Kompaktheitsgriinden 148t sie sich dann fiir A aus der Einheitskugel gleichmafig
abschitzen, weshalb wir mit geeignetem ¢ > 0 die Schranke (2.3.18) ersetzen kénnen durch

N
1Y Aol > elMm(ra). (2.3.20)
7=1

Die Konstruktion fiir die ersten Terme der Entwicklung ist damit abgeschlossen. Wir kon-
struieren nun induktiv weitere Funktionen 1, mit 1y < 19 € ..., zu denen jeweils Funktionale
ON,_1+1,---,0n, mit passendem r-Verhalten gehéren. (Fiir die bisherige Konstruktion war
v = 1.) Im Detail verlduft das so:

Haben wir schon 1,y und die zugehdrigen Funktionale konstruiert, dann betrachten wir
wie zuvor

i = llojll-, Nur <j <N (2.3.21)

Wir erhéhen k und N, bis wieder gilt

A (2 ¢ioi) =0Yn > N, oF < M (2.3.22)

=1

fiir ein j zwischen N,_14+1 und N. Eventuell durch Erhéhen von N hinzugenommene Terme
O O, erfiillen dabei weiterhin 7, < n,_1, wie man aus (2.3.6) sieht. Unter Umstdnden kann
k auch beliebig grofl gewahlt werden, ohne daf} (2.3.22) erfiillt ist; dann erhdlt man eine
abbrechende Approximationsreihe.

*Dabei bleibt wegen Voraussetzung (2.3.11) stets Ny > 1.
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Abbildung 2.1: Zum Beweis von Satz 2.2

1;v:=1; Nyg:=0
(r,) wie vorausgesetzt,

Il =

P

Erginze die Entwicklung
(erhéhe N), so daf k= k41
0L(E Y, 6i07) = 0¥n > N —

i

v—uv+1 ;= |||l fir Ny_y < j < N‘

|

A

NG

Gibt es j mit 7; > r¥ nein T TN,y
. . ! = (] = Y 1
zumindest bzgl. einer Teilfolge? L f(f Lzz]i]f(bfi?)fi
ja
S - durch Ubergang zu einer Teilfolge:
—_ N, i
| d[nuv kvp](:72,7:1 (b,i”,i) | HNUA> Ny—1 imd 1, << y—1 it
_ i~ 1y (N1 < < Ny);
L 0 4 !
7777777777 77,7 < 1 (7 > Nl/)? rk < U

|

eliminiere ein o;

nein (Nl/71 <7§Nl/)
| gemiB (2.3.17);

N, — N, —1

\_ ja Sind die on,_, 41 ...0n, linear
unabhingig im Sinne von (2.3.18) ?
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Analog 7u (2.3.12) bis (2.3.14) kénnen wir die Funktionen 7; wieder durch Ubergang zu
einer Teilfolge von p ordnen: Es gibt n, < n,_1 und N, > N, | mit

Ny~ i Ny < j <Ny (2.3.23)
P

n; Ly fiir N, <7 <N (2.3.24)
P

P, <y (2.3.25)
p p

Wie in (2.3.17) werden nun eventuelle lineare Abhingigkeiten der on,_, 41 ...0n, entfernt;
die ersten N,_1 Terme der Entwicklung bleiben davon aber unberiihrt, insbesondere miissen
®1...¢on,_, nicht geindert werden. Man erhilt dann analog zu (2.3.20)

Ny
> Nogll,. > A nu(rn) - const. WA € RN N, (2.3.26)
i=Ny_1+1 '

Damit sind die ndchsten Terme der Entwicklung behandelt; wir haben

Ny
Al by 0] (2, 650,) = 0. (2.3.27)

j=1

Abbildung 2.1 zeigt den Verlauf der gesamten Konstruktion. Man beachte, dafl stets nach
endlichen vielen Schritten entweder v oder k erhéht werden, wobei auch die Erhéhung von v
offenbar nur endlich oft méglich ist, ohne £ zu inkrementieren. Als Endergebnis erhalten wir:

Satz 2.2. Wir betrachten ein Netz von lokalen Algebren, das die Figenschaft 2.1 mit einer
Nullfolge p erfiillt. Dann gibt es*

e Nullfolgen p=py D p1 Dp2 D ...,

ganze Zahlen 0 = Nog < Ny < Ny < ...,

Funktionen ny < ny < ... von RT nach RY mit n, > r* fiir geeignetes k(v),
P1 P2 Puv

linear unabhingige quadratische Formen ¢; € Oy,

Funktionale o; € ¥ mit ||oj||, ~ n, fiir Nyo_q < j < N,
v

auflerdem zu jedem k € N ein v, so dafs

N,
dir® k, p ) (B, ¢joi) =0
=

und zu jedem v ein k € N, so dafs

Ny
dlin, b, p) (B, dj05) =0.

j=1

Die Gréflen o, ¢; miissen nicht unbedingt mit denen iibereinstimmen miissen, mit denen wir die Konstruk-
tion begonnen haben - wir verzichten jedoch aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf eine neue Bezeichnung.



2.3. Reduktion 21

Weiterhin existiert zu v eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle A € RNv=Nv—

Ny

I > Mol > IMen(ra)  (ra € p).
J=Ny_1+1

Die Werte von v kénnen dabei eventuell aus ganz N gewdhlt werden; es kann aber auch
sein, dal die Folgen Ny, Na,... usw. abbrechen und entsprechend nur endlich viele Werte
von v und j auftreten. Wir werden in diesem Zusammenhang manchmal auch von zuldssigen
Werten fiir v sprechen, meist aber stillschweigend voraussetzen, dafi ein auftretendes v nur
solche Werte annimmt.

Die ,,Hierarchie von Funktionen“ g, und die zugehdrigen ,,Dimensionen“® N, wurden im
Rahmen der Konstruktion auf recht komplizierte Weise gewonnen. Bei konkreten Modellen
wird man jedoch detailliertere Informationen iiber die Funktionale o; und quadratischen
Formen ¢; besitzen, die eine Vereinfachung der Konstruktion und eine explizite Bestimmung
(bzw. Abschdtzung) der N, erméglichen:

Fiir die Rekonstruktion der Felder geht man von einer Reihenentwicklung der in Eigen-
schaft 2.1 geforderten Form aus. Dabei wird man typischerweise schon a priori erreichen
koénnen, dafi die Formen ¢, linear unabhéngig sind. Der Nachweis hiervon wird 7.B. dadurch
erleichtert, dafl die ¢; unterschiedliches Hochenergieverhalten aufweisen: Zumindest in Theo-
rien mit Ultraviolett-Fixpunkt kann man erwarten, dafi die Ausdriicke ||¢;0;]

r.» tatsdchlich
nur vom skaleninvarianten Term F - r abhdngen; die ,Hierarchie® im r-Verhalten der o;
iibertrigt sich also auf das F-Verhalten der ¢,. Dies schrinkt die Méglichkeiten fiir lineare
Relationen zwischen den ¢, deutlich ein.

Kennt man auflerdem die Normen der Funktionale o; und damit auch die Funktionen 7,
explizit, dann kann man fiir die zugehérigen Dimensionen N, sofort obere Schranken angeben,
denn im Verlauf der Konstruktion werden hdéchstens Terme entfernt, und zwar immer nur
innerhalb eines ,,Blockes“ von Funktionalen, die zum gleichen r-Verhalten 7, (r) gehéren. Um
auch untere Schranken an N, zu gewinnen, reicht es aus, Informationen iiber die minimale
Zahl linear unabhingiger Terme innerhalb eines solchen Blockes zu besitzen.

Eine andere Methode zum Erhalt unterer Abschdtzungen fiir die N, ist die folgende: Bei
bekannten 7, hat man zu jedem v eine Approximationssumme =,, so daf}

d[n,. k,p)(2,2,) = 0 (2.3.28)

fiir hinreichend grofies £. Kann man nun allgemein zeigen, daf eine (2.3.28) erfiillende Summe
=, aus Rang-1-Operatoren mindestens M Terme besitzen muf}, dann gilt offenbar N, > M.
Um diese Eigenschaft nachzuweisen, reicht es unter Umstidnden aus, die approximierenden
Abbildungen nur auf einzelnen Punkten in (5 g bzw. (O,) auszuwerten.

Schliefilich sei noch bemerkt, dafl die Auswahl von Teilfolgen p, sich in der allgemeinen
Konstruktion wohl nicht vermeiden l48t, in konkreten Modellen aber vermutlich keine Rolle
spielt - zumindest fiir das in Kapitel 4 behandelte Beispiel der freien Feldtheorie ist die
Approximation unabhdngig von der gewdhlten Teilfolge, man kann direkt die Limiten r — 0
betrachten.

Wir werden in Kapitel 3 genauner darauf eingehen, in welchem Sinne es sich um die Dimension eines
Vektorraums handelt.
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2.4 Lokalitat der Punktfelder

Wir sind nun in der Lage nachzupriifen, dafi es sich bei den konstruierten ¢; um punktartig
lokalisierte Quantenfelder handelt; die kausalen Vertauschungsrelationen der lokalen Algebren
A(0) werden quasi auf die Basis des Phasenraums iibertragen.

Wie in Abschnitt 1.3 bereits erwdhnt, 158t sich die Lokalitdtsbedingung nicht direkt fiir
am Punkt lokalisierte quadratische Formen ¢(2) formulieren; man muf} zu den ausintegrierten
Feldern ¢(f) iibergehen. Fredenhagen und Hertel [13] haben aber hinreichende (und in einem
gewissen Rahmen auch notwendige) Bedingungen angegeben, unter denen sich die Kausalitdts-
struktur der 2(0) auf eine quadratische Form ¢ iibetragen li8t: Man setzt B = (1 4+ H)™';
mit, geeignetem [ € N soll dann gelten

|R'GR!|| < oo, (2.4.1)
R'oR' € RIQL((’))RIW fiir jede Nullumgebung O. (2.4.2)

Unter diesen Bedingungen 1438t sich ¢ zu einem Wightmanfeld ¢(f) ausintegrieren, das die
Vertauschungsrelationen (1.3.2) erfiillt; wir werden dies in Abschnitt 2.5 explizit durchfiihren.

Interessant ist hier die Formulierung (2.4.2) der Lokalititsbedingung: Wie schon in Ab-
schnitt 1.1 gesagt, ist die Bildung des schwachen Abschlusses wesentlich, will man nicht-
triviale Quantenfelder erhalten (R ist invertierbar). Auch auf die Faktoren R' kann nicht
verzichtet werden, da die 2(O) bereits schwach abgeschlossen sind. Diese Energiedimpfung
darf aber auch nicht zu scharf sein, um die 2(O) nicht zu stark zu delokalisieren; so gilt etwa

zumindest in der freien Feldtheorie®

P(EYA(OYP(E)" = P(E)B(H)P(F) (2.4.3)

fiir jedes offene O. Die bisher verwendete scharfe Energieddmpfung zerstort also die gewiinsch-
te Lokalisierung, und wir miissen sie im Sinne von (2.4.2) abschwichen.

Die beiden Bedingungen (2.4.1) und (2.4.2) sind jetzt fiir die in Satz 2.2 auftretenden
Linearformen ¢; nachzuweisen. Fiir Bedingung (2.4.1) ist das einfach: Per Voraussetzung ist
¢; € Oy, weist also polynomiales Hochenergieverhalten auf; nach Lemma 2.10 (in Anhang
2.C) kann man mit geeignetem [ dann Rl@Rl 7u einem beschrinkten Operator fortsetzen.

Bedingung (2.4.2) werden wir durch Induktion nach v fiir ¢y ...¢n, beweisen. Fiir v =0
ist das trivial; sei also v > 1, und wir setzen voraus, dafi

R'o;R' € (\RUO)RT" fiir 1 <j <N, (2.4.4)
O

(der Durchschnitt 15uft iiber alle Nullumgebungen).

Aussagen iiber das r-Verhalten der Approximationsterme in Satz 2.2 besitzen wir nur auf
der Nullfolge p, = (r,,). Zu finden ist eine Folge von lokalen Observablen Ag:') € A(0,,), so
dafi etwa

RAMR 5 RloR N, <k <N, (2.4.5)

n—r 00

“Man kann (2.4.3) allgemein unter Voraussetzung von schwacher Additivitat der lokalen Algebren erhalten,

indem man Analytizititsargumente wie im Beweis des Satzes von Reeh und Schlieder verwendet. Die Gleichung

—BH

bleibt. auch dann noch richtig, wenn man P(F) durch e ersetzt.
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7Zur Konstruktion der Agn) miissen wir die Reihenentwicklung = = 3" ¢,0; ausnutzen. Um ¢y

(n)

7u approximieren, liegt es nahe, die A, als eine Art duale Basis zu den o; zu wihlen: Fs

(n)

sollte (Tj(Agn)) = d0;;; gelten. Um dies zumindest teilweise 7u erreichen, definieren wir die A}
zuichst als Linearformen auf dem endlichdimensionalen Raum

S, = Span{on,_,+1[A(O,,),...,on, [AO,,)} C 2(O,,) (2.4.6)
direkt durch Festsetzung von
A (o)) =8jes Nuor <Gk < N, (2.4.7)

Die Norm dieser Linearformen auf S, ist dann

AP o = sup @] AT )] ez Dl
FT R ol T TSNl T S )

(7 1auft von Ny_1+1 bis N,.)

-const. (2.4.8
7711(7‘7%) ( )

Mit, Hilfe des Satzes von Hahn-Banach konnen wir die A;:') nun zu Elementen des Dualraums
von (0, ) fortsetzen; nach (1.2.10) hat man 3(0O,, )* = A(O,,). Die Normschranke (2.4.8)

n

bleibt, auch fiir die Fortsetzung bestehen. Wir erhalten also Operatoren Ag:') € A(0,, ) mit

o (A =65 fiir N,y < gk < Ny 1A <

- const. 2.4.9
7711(7‘7%) ( )

In leichter Abwandlung von (2.4.5) werden wir im folgenden zeigen, daf}

Nu71
RAMR — N oAU R R —"— R'gwR', N,y <k<N, (2.4.10)
! - ! - N— 00
=1

fiir geeignetes [.
Wir bemerken dazu die wegen (2.4.9) giiltige Identitit

N, _1 N,
S 0 (A + o = S i (A)e,. (2.4.11)
=1 5=1

AuBerdem priift man sofort nach, dafi mit F,, :=r ' gilt

RAMR = R (1-P@,)) AR
+ B'PE)AY -PE) R + RPE)APE)ER (2.4.12)

und analoges fiir ¢; statt A;:').
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Nun sei 0 = (@] - £) € ¥ ein festgehaltenes Vektorfunktional. Zusammen mit der Drei-
ecksungleichung liefern die Relationen (2.4.11) und (2.4.12):

Ny 1
o (R AR — Z o (ARG R — RlopRY)| (2.4.13)
< |nu#1 P(E)) ALVRY) | + o (B PE) AL (1-P(,) BY)] (A)

+§]m N (|o (B (=PE)) 658 + |o (B PE); (1-PE) R)]) (B

+ |o (B P(E, E}» o) PR (©)
Man hat fiir den ersten Teil des Terms (A)

o (B (1=PE)) AR < ol B (=PED) AR

1 I
<ol - (=) Cconst. = 0, (2.4.14)
]‘l‘Ew ny(rn)

wenn [ geniigend grofB ist, denn es gilt 1, > rF fiir ein k. Der zweite Summand verschwindet

im Times genauso.
Weiterhin ist in Term (B)

0u(70)
U (rn)

fiir zu j passendes y < v und geniigend grofies & € N. Wir wihlen Iy € N, so daB || R0 ¢p; R <
oo fiir alle 7 < N,,. Dann gilt

o (AUY] < 1A o1l < const. < r¥ (2.4.15)

|o (B! (1-P(F,)) ¢;R")| = [a (R (1-P(F,)) R"¢; R")]

-1 Iy Iy oo Iy
<ol | (1=P@E) B Bos R < o) (=) IR 6 Ee]; (24.16)

T+F,

das verschwindet fiir » — oo schneller als jede feste Potenz von r, wenn man [ > Iy passend
wihlt. Das Produkt aus (2.4.15) und (2.4.16) konvergiert damit gegen 0. Fiir den anderen
Summanden in (B) gilt entsprechendes.

7u betrachten bleibt noch Term (C):

o (B P(F,) (A" 2207 D6, PER)| <7 (2.4.17)

Wir setzen B := P(F,) (Ag:') — Z(Tj(Agj)ﬁbj) P(FE,). Weiterhin sei fiir F,, F > 0

6k, m, = o(P(E,)P(E,) - P(E,)P(E})) € Sg (2.4.18)

“min

mit Foin := min{ F,,, Frax} und Fae = max{F,, F}}. Es ist offensichtlich, daf§

a(P(F.)BP(Fy)) ( Z@ny oK, Fb)( Aty (2.4.19)
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wobei wir Z und die Approximationssumme hier auf X5 . und 2(0O, ) einschrinken diirfen.
Wir wissen aus Satz 2.2, daf§ fiir ein k

Ny
dln, k, p) (.Y djog) =0 (2.4.20)

7=1
und folglich

lim  sup 1Z - > ¢i0llmr,
n=00 pep,  Mu(rn)(14+F)F

= 0. (2.4.21)

7u vorgegebenem € > 0 kénnen wir also n so grofl wihlen, daf} stets

Nu
m, L AIE =S 650l B

j=1

o (P(Fa) BP(F))] <

1
<|lo|| ———=n. () (1 —I—F]min)k € - const. < (1 —I—F]max)k ce-e. (2.4.22)

U (rn)

Die hier eingefiihrte Konstante ¢ hingt nicht von € ab. Nach Lemma 2.9 in Anhang 2.C kénnen
wir nun eine ebenfalls nicht von € abhingige Konstante d finden, so daf§

lo(R'BR")| < ccd. (2.4.23)

Da € beliebig war, verschwindet also auch der Term (C) im Limes n — oo.
Wir haben damit den Grenzwert in (2.4.10) etabliert. Ist O nun eine beliebige Nullumge-

bung, dann gilt A;:') € A(0) fiir groBe n und folglich

U

U U

R'¢R' € RIA(O)R + RIAO)R ™ = RIUAO)R! |, N,_4 <k<N,. (2.4.24)

Der Induktionsbeweis ist damit gefiihrt, wir notieren noch einmal das FErgebnis:

Satz 2.3. Fiir die in Satz 2.2 auftretenden Linearformen ¢; gilt mit geeignet zu j gewdhltem [:

||Rl(bl7‘Rl|| < 003 Rl@Rl € RIA(O)VR! ! fiir jede Nullumgebung O.

2.5 Integration zu Wightman-Feldern

Wir folgen jetzt der bereits erwidhnten Arbeit von Fredenhagen und Hertel [13] und zeigen,
daf die betrachteten Linearformen ¢; durch ,Verschmieren® mit geeigneten Testfunktionen
7u unbeschriankten Operatoren gemacht werden kénnen, die kausale Vertauschungsrelationen
erfiillen.

Sei dazu ¢ eine quadratische Form auf |, (HE x HE), welche die schon mehrfach ge-
nannten Bedingungen (2.4.1) und (2.4.2) erfiillt. Wir definieren das mit einer Testfunktion
f € S(R*FY) | verschmierte* Feld

o) = [ 45 1) U0 (-2) (2.5.1)
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zunichst als quadratische Form, d.h. als schwaches Integral auf J, (Hr x Hg). Wir werden
zeigen, daf es sich auch als Operator auffassen 1a8t, und zwar auf dem Definitionsbereich

C(H) == (| R'H. (2.5.2)
leN

Dieser Raum ist dicht in H, denn sogar |J; Hr C C™(H) hat diese Eigenschaft.

Lemma 2.4. Das in (2.5.1) definierte ¢(f) lifst sich zu einem (im allgemeinen unbeschrink-
ten) Operator auf dem Definitionsbereich C*(H) erweitern. Dieser lifft C*(H) invariant.

Beweis. Mit der in Lemma 2.11 (Anhang 2.C) berechneten Vertauschungsrelation

(R, ¢(f)]= —iR (e f) R (2.5.3)

(von der es ausreicht, sie auf einem dichten Bereich zu kennen) erhdlt man sofort, dafi mit

|R'&(f)R!|| < coVf auch ||o(f)R?|| < oo gilt. Fiir & € C™(H) ist die Abbildung

b= (Ple(f)[€) (2.5.4)

also stetig und wird daher vom Skalarprodukt mit einem Vektor ¢(f)€ induziert. Die Vertau-
schungsrelation (2.5.3) bedingt ¢(f)¢ € C™(H). O

Es ist klar, daBl ¢(f) linear von f abhingt. Die Wightman-Axiome verlangen auflerdem
noch Temperiertheit, das heifit die Stetigkeit der Abbildung f — (¢|o(f) &) beziiglich der
S(R**")-Topologie bei festgehaltenem o, & € C*°(H). Man erhilt diese so:

(@lo( Ol < / P ()] | (6] U)ol () €) |

< Bl R I RGR / @) e 50, (25.5)

wenn f — 0 in der S-Topologie.

Nun miissen wir noch die TLokalititsbedingung auswerten. Dazu sei ¢ eine weitere qua-
dratische Form, die (2.4.1) und (2.4.2) geniigt. Wir zeigen, dafi ¢(f) und ¢'(g) dann kausale
Vertauschungsrelationen erfiillen.

Lemma 2.5. Seien f,g € S(R*TY); supp (f) und supp (g) seien raumartig getrennt. Dann
qilt

[6(f), ¢'(9)] =0

im Sinne von Operatoren auf C™(H).

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dafi supp (f) kompakt ist. Dann kann man eine Null-
umgebung O finden, so dafi auch supp (f) 4+ O und supp (¢) + O raumartig getrennt sind. Wir
wihlen Netze Ay und B, in 2(0), so daf

R'A\R' = R'¢R', R'B,R'— R'¢'R". (2.5.6)
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Fiir ¢, & € C™(H) folgt dann

(V[ [o(f), ¢'(9)]€)
= /d**‘“mf(m) li{n /d**“yg(y) li;n (W [U(z) ANU(—2), U(y)B,U(~y)] £ = 0. (2.5.7)

EA(O+supp (f))  €A(O+supp(g))

Das 148t sich leicht auf ¢ € H stetig erweitern; mithin gilt [¢(f), ¢'(g)] € = 0, wie behauptet.
Fiir den Fall, daf supp (f) nicht kompakt ist, fithrt eine Zerlegung f = >" f; in Testfunktionen
mit kompaktem Triager supp (f;) C supp (f) zum Ziel. O

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:

Korollar 2.6. Sei ¢ eine quadratische Form auf Uy, (HE X HE), und es gebe ein | € N, so
dafs

|R'ORY| < oo und R'¢R' € RIA(O)R! v fiir jede Nullumgebung O.

Dann 1st
frvolf) = [ a7 f(0) U)ot ()

eine temperierte operatorwertige Distribution, wobei die Operatoren ¢(f) den invarianten
dichten Definitionsbereich C™(H) besitzen.
Die quadratische Form ¢ erfiille die gleichen Bedingungen wie ¢; dann gilt

[¢(f), &'(9)] =0

fiir f,g € S(R*TY), deren Triger raumartig getrennt sind.

Wir haben damit einen ersten Teil der Wightman-Axiome fiir die aus Satz 2.2 erhaltenen
Felder ¢; verifiziert; die Wightman-Domaine ist D = C>(H). Wie schon gesehen, ist D inva-
riant unter den ¢;(f) und enthilt offenbar auch Q. Nachzupriifen bleibt aber noch, daff auch
die Darsteller U(A, z) der Poincaré-Transformationen D invariant lassen. Man bemerkt dazu,
dafl wegen der Gruppenrelationen gilt

1 1

1

(2.5.8)

und folglich fiir ¢ € H und [ € Ng:

U(/\,m)(] J: H)% - (H_]W)l(](/\,m)w. (2.5.9)

Damit wird

1+ H

I
I
1+A5‘Pﬂ) UA,2)p € B' = U(A2)DC D, (2.5.10)

U(A, z) Rl = R’(

1+H
1+AEP,

sofern wir noch zeigen kénnen, daf§ als beschriankter Operator existiert. Dazu bemerkt

man, dafl es € > 0 gibt mit

AEP, > cH. (2.5.11)
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Das ist zumindest in dem Fall klar, dafl A einen boost entlang der 1-Achse darstellt, denn
dann ist mit gewissem y € R

AL P, = coshy Py +sinh xy Py > coshx H — |sinh x| |[Pi| > (cosh x — |sinhx|) H (2.5.12)

=:€

unter Verwendung der Spektrumsbedingung. Allgemeine Lorentztransformationen ergeben
sich aus solchen A durch Komposition mit rAumlichen Drehungen, die aber die 0-Komponenten
der Minkowskivektoren nicht dndern. Wir erhalten also auch im allgemeinen Fall

1 1
= < . (2.5.13)
1+ AP, 14+eH
Da sicher 11-::7 <1+ 1; fiir z € Rg’, folgt
1+ H 1+ H 1+ H
+ < + < const. H + 00. (2.5.14)
T4+ AP, — 14+eH 1+

Fiir die obige Argumentation ist es natiirlich wesentlich, daf§ die Operatoren P, eine gemein-
same Spektralschar besitzen, so dal man die Abschdtzungen von reellen Zahlen direkt auf
Operatoren iibertragen kann.

2.A  Eine Pra-Ordnung auf Funktionen Rt — R*

Fs sei I’ eine endliche Menge von Funktionen f:R™ — R™. Wir wollen die Elemente von F
in ihrem Verhalten fiir x — 0 vergleichen; durch Einschrankung auf gewisse Nullfolgen werden
wir F sogar hinsichtlich des Abfallverhaltens der Funktionen vollstindig ordnen kdnnen.

Sei dazu x = (x,,) eine Nullfolge in R*. Wir fiihren auf F folgende Pria-Ordnung ein:

f ; g ©  f(x,) <g(x,) - const. (2.A.1)

(Transitivitit und Reflexivitdt sind klar.) Weiter schreiben wir

[~y e f;.qA.q;f- (2.A.2)

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation, und < liefert eine Ordnung auf den Aquivalenzklassen.
x

Fiir unsere Zwecke wichtig ist das Verhal‘ren der eingefiihrten Ordnung bei Ubergang zu
einer Teilfolge y = (y,) von . Man hat unmittelbar

f<g = [f<uy, (2.A.3)

jedoch gilt die Umkehrung im allgemeinen nicht; insbesondere konnte f < g, f 4 g gelten,
aber trotzdem f ~ g. Allerdings bleibt die schirfere Bedingung h h
Y

<y = [) (2.A.4)

r q(’]?w) n—r00

auch beziiglich Teilfolgen erhalten.
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Fine weitere Eigenschaft der eingefiihrten Ordnung ist, da8 man sie durch Ubergang zu
Teilfolgen verfeinern kann. Es sei etwa g £ f. Aus der Definition (2.A.1) sieht man, daf

r

dann eine Teilfolge y von z existieren mu'f/ﬂ7 so daB f(y.)/9(y,) — 0; das bedeutet aber
f < g. Inbesondere kann man mit dieser Methode nicht vergleichbare Elemente von I’ mittels
y

Ubergang zu Teilfolgen vergleichbar machen.
Fs sei nun f; ein maximales Flement” beziiglich der definierten (Halb-)Ordnung. Falls
f € F mit f; vergleichbar ist, gilt also f < f;; dasselbe kénnen wir durch Ubergang zu einer

Teilfolge erreichen, falls f und f; nicht (Beziiglich x) vergleichbar sind. In der Halbordnung

»<“ mit einer geeigneten Teilfolge y ist f; also obere Schranke von F. Wir kénnen nun
Y

(Wiederum durch Ubergang 7u Teilfolgen) erreichen, daf§ fiir f € F entweder f ~ f; oder
Y

f < fi. Ist weiter f' € F und gilt sowohl f ~ f; als auch f’ < f;, dann folgt [/ < f. Man

erhilt also folgende Aussage:

Aussage 2.7. Sei I’ wie oben, |F| = m und v = (x,) eine Nullfolge in R*. Dann gibt es
eine Teilfolge y von x und m € N, so dafs

= {f17"' 7f7ﬁ7f7ﬁ+17"' 7f7n}7
Yy

Lo << Sy fiir o <d<my 1< <.
Yy

2.B Topologisierung des Raumes ©

In Abschnitt 2.2 haben wir einen Raum von linearen Abbildungen J; ¥r — ¥ betrachtet:

O = {79 : UEF’ — Y linear | |9 Y] < (1—|—E)k - const. fiir ein k > 0}. (2.B.1)
F

Auf © wurde durch Pseudometriken dy eine Topologie definiert. Wir geben hier eine erweiterte
Fassung der Definition und untersuchen einige ihrer mathematischen Konsequenzen.

Dazu sei p = (r,) eine Nullfolge in RT, f: RT — R™T eine Funktion sowie k& > 0. Weiter
sei wieder 7 (2) = 715 fiir 2 > 0. 7 wichst monoton und erfiillt Z(x) — 1 fir @ = co. Wir
setzen dann fiir 4,9’ € ©

N 19— Ve
dlf, k, p](9,9) .= limsup Z( Sup —") (2.B.2)

n—00 FJST;1 f(rﬁ(]—l—ﬁ)k

Die d[f, k, p] sind Pseudometriken auf ©; die Dreiecksungleichung erhdlt man dabei aus den
bekannten Figenschaften des Supremums® und der Funktion 7. Die Pseudometriken sind
translationsinvariant, d.h. es gilt

dlf, k, pl(9+ x,? + x) = d[f, k, p](9,7) v, 9, x € O. (2.B.3)

"Nie Fxistenz solcher maximalen Flemente ist. hier trivial, da die betrachtete Menge F endlich ist.
#Man beachte aber, daB das Infimum bzw. der limes inferior die Dreiecksungleichung verletzen.
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Offensichtlich ist d[f, k, p](#, %) € [0,1]. Das Innere und die Grenzen dieses Intervalls haben
eine spezielle Bedeutung; es gilt jeweils fiir n — oo:

|19 — V|5
dlf,k, pl(,9)=0 & suip ——-2" 3 0); 2.B.4
ol 7) S () (254
9 — V| g,
dlf, k,p)(9,9) >0 &  sup Hq?—HF"k > const. > 0 auf einer Teilfolge;  (2.B.5)
F]Sr;1 f(r”)(] +E) '
— ?9I||F
dlf, k, pl(9,9) <1 &  su H?—T" < const. < 00} 2.B.6
[k, pl( ) Egr];] f(rn)(]‘l‘ﬁ)k = ( )
9 —
dif, k,p)(9,9)=1 &  sup 17 =l — oo auf einer Teilfolge . (2.B.7)

P T+ B
Aus diesen Relationen ist klar, daB§ fiir f <p< 1! gilt
dlf, k, pl(0,9) <1 = d[f k pl(9,9) =0, (2.B.8)
Alf' k,pl(0,0") >0 = d[f k,p](¥,9) =1. (2.B.9)
Weiter sei p’ eine Teilfolge von p; dann hat man
AL, b, )0, ) < L1, b, p)(0, 9. (2.B.10)

Wir erhalten jetzt die in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Pseudometriken als Spezialfall, indem
wir fiir k& € Ny setzen

dy, == d[r* k. p] (2.B.11)

und die nach wie vor vorhandene Abhidngigkeit von der Nullfolge p in der Notation unter-
driicken. Nun definieren wir wie gehabt:

A, ') =" 27Fd(9,9"). (2.B.12)
k=0
Das ist, dann wieder eine translationsinvariante Pseudometrik auf ©. Konvergenz beziiglich d
bedeutet Konvergenz beziiglich aller dj, = d[r* k, p] (k € Ng). Wegen (2.B.8) folgt aber stets
dp(0,9) <1 = dp_1(9,9") =0 (2.B.13)
eine Folge 4, konvergiert also genau dann beziiglich d gegen #, wenn
VEAN :¥n > N:  dp(9,9,)=0. (2.B.14)

Auch d hdangt noch von der gewihlten Nullfolge p ab; geht man zu einer Teilfolge von p {iber,
so wird die auf O gelieferte Topologie wegen (2.B.10) offenbar gréber, der Konvergenzbegriff
schwicher.

I'm dibrigen ist die besagte Topologie im allgemeinen nicht Hausdorff’sch - alle mehr als
polynomial mit Fr abfallenden Anteile der Normen werden von d nicht erfafit. Sie ist auch
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keine Vektorraumtopologie, denn im allgemeinen ist die Skalarmultiplikation nicht d-stetig;
ist etwa di(,9') = 1, dann folgt wegen (2.B.7) fiir alle o # 0:

dp(ad, ) =1 A 0 fiir a— 0. (2.B.15)

Zur hier gewidhlten Verallgemeinerung der Pseudometriken dy aus Abschnitt 2.2 sei noch
gesagt, daB man ohne wesentliche Verkomplizierung auch von den Faktoren (1+-F)* im Nenner
von (2.B.2) zu allgemeinen Funktionen g(F) iibergehen kdnnte. Dies wire jedoch fiir die hier
durchgefithrten Rechnungen ohne Belang, da wir etwa in Abschnitt 2.3 nur das r-Verhalten
der interessierenden Approximationsterme genau analysieren; fiir das F-Verhalten reichen
Abschitzungen aus.

Andererseits scheint es sinnvoll anzunehmen, dafi Ausdriicke der Form ||[9 — ¥||g, in
interessanten Fillen nur vom skaleninvarianten Ausdruck Fr abhingen, wie dies etwa in der
freien Feldtheorie der Fall ist (Kapitel 4). Insofern erscheint es natiirlicher, ein f(F'r) statt
fr )(1—|—F) in der Definition (2.B.2) zu verwenden. Bei der Konstruktion von Punktfeldern
in Abschnitt 2.4 bendtigen wir aber explizit eine Faktorisierung des Ausdrucks, um das F-
Verhalten der Felder ¢; und das r-Verhalten der Funktionale o, trennen zu kénnen; aus diesem
Grunde haben wir nur fiir die hier untersuchte faktorisierte Form Verwendung.

2.C Linearformen mit polynomialen Energieschranken

Fiir die Konstruktion punktartig lokalisierter Felder ¢ ist es wichtig, die scharfe Energieab-
schneidung P(F)¢P(F) abzuschwichen und etwa zu der von Fredenhagen und Hertel [13]
verwendeten Energiedimpfung R'¢R' iiberzugehen. Dabei ist R der wegen der Spektrums-
bedingung beschrinkte Operator B = (1 4+ H)~'. Als wesentliches Bindeglied zwischen den
beiden Formen von Energieschranken erweist sich folgende Formel:

Lemma 2.8. I'm Sinne schwacher Konvergenz auf H x H gilt fir |l € N:

o0

R’—l/dﬁ(]iE)IHP(E).

0

Beweis. Es seien f(F) eine stetig differenzierbare, ¢(F) eine monoton wachsende und be-
schrinkte Funktion auf R derart, dafl die im folgenden auftretenden Integrale existieren. g ist
dann bis auf abzihlbar viele ,Sprungstellen F; differenzierbar mit Ableitung ¢’. Man wertet
folgendes Riemann-Stieltjes-Integral aus:

[ sy agey = [ ey (B)AE+ 3 () (9 (i) — g(F5-)) (2.C.1)

Auflerdem berechnet man durch partielle Integration:

1+1

[~rimg(ea / FEY (YA + F(Feg)g(Fen ) — F(Eg(FA)). (2.0.2)

(Dabei sind eventuelle Randterme bei K = +oo in suggestiver Weise notiert.) Die beiden
Integrale (2.C.1) und (2.C.2) stimmen also iiberein. Setzt man nun

(= () o= @R (e w), 2.0.3)
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dann folgt die Behauptung zumindest auf Zustinden (|- ¢) . Die Polarisationsidentitit liefert
die Erweiterung auf alle Matrixelemente. U

Wir kénnen hieraus eine etwas technische, aber sehr niitzliche Abschitzung folgern:

Lemma 2.9. Zul € N gibt es eine Konstante d > 0 mit folgender Figenschaft: Seien ), & € H
und B € B(H). Fs existiere ein ¢ > 0, so dafs

[(W|P(Fy) BP(Fa) §)] < e (14 Fpw) ™" YE >0
mit Fopae = max{Fy, Fy}. Dann gilt
| (WIR'BR &) | <e-d.

Ein wichtiger Aspekt ist hierbei, dafi die Konstante d universell gewdhlt werden kann und
nicht von %, £, B oder ¢ abhingt.

Beweis. Man berechnet,

(¥ |R' B R ¢)|

—_

(T 2.8) T r 1 ak
AR L de | dE : P(FE;) B P(F.
o fam [an (S ) wipm BRR) 9
0 0

1 1\
dF . T+E..)". (2.C4
() 0P 0

\8

<c-12/dﬁ1
0

o

Dieses Integral existiert, da der Integrand mindestens wie E{Q abfillt. Damit ist eine von

1, &, B und ¢ unabhingige Abschitzung gefunden. U

Als Spezialfall ergibt sich folgendes LLemma, das die Fredenhagen-Hertel-FEnergieschranken
fiir quadratischen Formen mit polynomialem Hochenergieverhalten garantiert:

Lemma 2.10. Sei ¢ quadratische Form auf J, (Hr x Hgr) mit

|P(E)oP(E)|| < (1+F)"-c fireinl €N, einc>0 und alle F > 0.

Dann it sich R'GR! zu einem beschrinkten Operator erweitern.

Beweis. Sei zunichst F > 0 fest, und seien ¢, € Hp. Wir setzen B = P(F)¢P(F). Nach
Voraussetzung ist

|( [P(F1)BP(Fy) &) = (% |P(F)¢P(Fa) [ €)] < [Nl 1€l (14 Fmax)' ™" - c. (2.C.5)
LLemma 2.9 liefert dann
(G| R'OR'€)| = [(W|R'P(E)oP(E)R'|E)] < |l [1€]] - e d. (2.C.6)

Da Up HE dicht in H ist, 148t sich R'$R! nun stetig auf ganz H x H fortsetzen und wird
daher durch einen beschrinkten Operator beschrieben. ]
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Wir interessieren uns auflerdem fiir die Vertauschungsrelationen von R mit den durch
Testfunktionen f ,verschmierten“ quadratischen Formen

o) = [ @) U 61 (-5). (2.C.7)

Dabei erfiille ¢ die Bedingungen aus Lemma 2.10; das Integral (2.C.7) ist dann im Sinne von
Matrixelementen auf |, Hp erklart. Da f absolut integrierbar ist, gilt

| P(F)é(f)P(F) < (1+E)"" - const. (2.C.8)

< /dﬁ*‘ F()] [ P(E)6P(F)

also existiert auch R'¢(f)R! als beschrinkter Operator. Wir zeigen nun:
Lemma 2.11. Sei f € S(R*™Y); dann gilt im Sinne quadratischer Formen auf U, HpxHp :

[R,0(f)] = —1Ro(Df) R . (2.C.9)

Beweis. Sei im folgenden F > 0 fest, und seien ¢, & € Hp. Da P(F)R™' beschrinkt ist, hat
man

(0] (B0 €) = (0] 17 [0, (1 + W) 77 €) = (6] RIHL G(P]RE) . (2C.00)

Wir setzen ¢’ := R, £ := RE; beide Vektoren liegen in Hp. Da die Operatoren P(F)P,

beschriankt sind, konnen im Ausdruck

(W' U)o U(—2)¢) (2.C.11)

m
iPyx

die Translationsoperatoren U(z) = e als Potenzreihe ausgeschrieben werden, und (2.C.11)

wird damit eine differenzierbare Funktion von z. Man berechnet nun:

‘ (] ¢(]( )£> 8 w ‘ 7P;m”“¢ —7PMTM£>
—1<¢| (P U(2)U(—a) = U)ol (~) Fo) &) = (/| [H,U(@)oU(-2)]€). (2.C.12)
Damit ergibt sich schliefilich

(&L 10UNE) = [ a4 110) (0] 1, U)o (1) €)

—7:/4'*+1 ) 08| U(2)oU(—2) &)

(P1)

/d*“q«af ) (V| U@)oU(—2) &) =i(¢'| (i) €). (2.C.13)
Zusammen mit (2.C.10) liefert das die Behauptung. O

Fiir den Beweis des l.emmas mufite hinsichtlich der Funktion f nur ausgenutzt werden,
dafl in (2.C.13) partiell integriert werden kann und daf 9, f absolut integrabel ist. Wir miisen
f also nicht als Schwartzfunktion annehmen; es reicht, wenn f eine verallgemeinerte Ableitung
im Sinne von Sobolevraumen besitzt. In der Anwendung (Lemma 2.4) bedeutet dies, dal man
- bei oben festgehaltenem [ - die ¢(f) zu unbeschrinkten Operatoren erweitern kann, sobald
[ verallgemeinerte Ableitungen [-ter Ordnung besitzt. Bei festem [ kann man die Klasse der
zuliissigen Testfunktionen fiir die operatorwertige Distribution ¢ also iiber S(R**') hinaus
erweitern.



Kapitel 3

Zustands- und Feldkeime

Wir haben bisher zur Konstruktion von Punktfelder in der algebraischen Quantenfeldtheorie
die Abbildung = : [ Jp X5 < ¥ analysiert. = wurde als Summe skalenunabhingiger Rang-1-
Operatoren ¢;0; geschrieben; dabei konnten die ¢; als lokale Punktfelder interpretiert werden.

In Anlehnung an den von Haag und Ojima [17] vorgeschlagenen Formalismus werden wir
die Betrachtung von Funktionalen und Punktfeldern, von F- und r-Verhalten nun trennen;
wir werden die in Satz 2.2 auftretenden ¢; und o; als Basis endlichdimensionaler Vektorrdume
deuten, welche den ,Feldinhalt am Punkt“ respektive sein Duales beschreiben (wir sprechen
auch von Feldkeimen und Zustandskeimen). Abschnitt 3.1 enthilt die dazu notwendigen De-
finitionen.

Dieser Formalismus erlaubt es uns, Kovarianzeigenschaften der Punktfelder zu untersu-
chen: Unter gewissen Bedingungen kénnen Darstellungen von Symmetriegruppen, die auf
B(H) bzw. 3 wirken, auf die Zustandskeime und Feldkeime iibertragen werden (Abschnitt 3.2).
Auf diese Weise kdnnen - unter einer leichten Zusatzbedingung - insbesondere die Hermitezitit,
der Felder und ihre Kovarianz unter der Lorentzgruppe etabliert werden.

AuBlerdem untersuchen wir in Abschnitt 3.3 die Ableitungen 9,¢; der Punktfelder, die
in der Wightman’schen Feldtheorie zur Formulierung von Feldgleichungen wichtig sind. Wir
zeigen, dafl die Menge der in Kapitel 2 konstruierten Felder - unter derselben Zusatzbedingung
- abgeschlossen unter Differentiation ist.

Bis hierher wurden stets bei # = 0 lokalisierte Punktfelder betrachtet; alle Strukturen
wurden fiir diesen Spezialfall definiert. Das stellt wegen der Translationssymmetrie der Theo-
rie keine Einschrinkung dar. Abschnitt 3.4 prizisiert diese Tatsache: Wir geben explizit eine
Wirkung der Translationen auf den Feld- und Zustandskeimen an und etablieren die Kovari-
anz der Punktfelder bzw. Wightman-Distributionen ¢; unter der vollen Poincaré-Gruppe.

Mit Abschnitt 3.4 sind schlieflich alle Wightman-Axiome fiir die konstruierten Punktfelder
nachgepriift.



3.1. Formalismus nach Haag und Qjima 35

3.1 Formalismus nach Haag und Ojima

Bisher haben wir skalenunabhingige Objekte wie die Inklusionsabbildung = : (J, ¥p — ¥
und ihre Reihenentwicklungen betrachtet. Durch sie wurde das Verhalten der Theorie fiir alle
FE und r (in einem gewissen Bereich) gleichzeitig beschrieben; dies war fiir den Nachweis der
Lokalitdt der erhaltenen Punktfelder wesentlich. Im Sinne der Garbentheorie (siche Anhang
3.A) bewegten sich unsere Rechnungen in den Keimen der Prigarbe ©[4(O).

Der urspriinglich von Haag und Ojima [17] vorgeschlagene Formalismus geht jedoch von
einem anderen Objekt aus: Die Autoren betrachten bei festem F die Pragarbe X5 (0) und
analysieren ihre Keime, also den Aufbau von Y5 (O) fiir immer kleinere Umgebungen O eines
Punktes (etwa des Koordinatenursprungs). Die wesentlichen interessanten Strukturen ergeben
sich dabei, wenn man die Funktionale o € YXg beziiglich ihres Verhaltens auf O, fiir r — 0,
also hinsichtlich der Funktionen ||o||,, vergleicht.

Wir betrachten eine Theorie, die die Eigenschaft 2.1 besitzt; dann gilt Satz 2.2, die dort
gewihlten Bezeichnungen werden fiir das folgende festgehalten. Das r-Verhalten der Appro-
ximationssumme = = Y ¢;0; wird durch die Funktionale o; bestimmt; wir hatten dies in
Abschnitt 2.3 bereits detailliert behandelt. Um unsere FErgebnisse zur Analyse des Keims zu
verwenden, definieren wir die Raume

n

Ny = Nepd = {res| Wl g e, (3.1.1)

all- }
y(rn) n—0o ’
Solche Strukturen werden in (3.A.5) und folgende naher untersucht. Wie in [17] betrachten wir
nun den Quotientenraum /N, ; wir betrachten die Zustinde o € ¥ gewissermaBlen nur mit
Genauigkeit n, (r) (fiir r — 0) und identifizieren diejenigen mit 0, deren Norm dort schneller
als 1, (r) abfillt. Die kanonische Projektion auf X/AN, sei mit p[n,, p,] bezeichnet. Man kann
analog auch den Raum g Xr/N, baw. g X5/ (U Xr NAN,) definieren; dann kommutiert
das Diagramm

UF;EFJ on UF,‘EFJ/NU (3.].2)
=
N YN,
plnv.ov]

mit p” := p[n,, p,] o =. Die Restklasse von o € 3 in /N, werden wir mit [o] bezeichnen.
Die von Haag und Ojima beschriebenen Zustandskeime lassen sich nun ausdriicken als

%Y = Bild p” € SN, (3.1.3)

Nach der Argumentation der beiden Autoren sollten diese Riume endliche Dimension besit-
zen. Tatsdchlich kann man aus Satz 2.2 folgern:

Satz 3.1. Die Rdume Y7 sind endlichdimensional; man hat
dim>¥” = N,.

Fine Basis ist durch [o1]...[on,] gegeben.
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Beweis. Man erhidlt aus Satz 2.2 mit gewissem k:

N,

dln,. k,p)(E,) ] djo;) = 0. (3.1.4)
=

Wihlen wir ¢ € X fest, dann bedeutet dies

1 AL ”
Jim Sl =300l =0 (mEp) = [o]=3 a@)le] in S (3.1.5)
A i=1 i=1

Damit wird ¥ von den [0;] erzeugt. Wir untersuchen nun die lineare Unabhéngigkeit der
[0;]: Sei A € RN gegeben, so daB

N,

] v
— Ajoi|| —— 0. (3.1.6)

el
Wir wissen aus Satz 2.2, daf fiir beliebiges p < v
1 N
IS0 Al > 10w tt- - A, ) - const. 5 0. (3.1.7)
m(f‘n) .
,7:NM71+1

Wegen 1, < n, und ||o;|[, < n, fir 7 > N, kénnen wir damit die A; in (3.1.6) sukzessive zu
0 bestimmen. Die [01]...[on,] sind also linear unabhingig in X/N,,.

7u zeigen bleibt noch, daf die [o;] tatsdchlich im Bild von p” liegen. Dazu betrachten wir
folgende Abbildung:

Ny
=1

Y UEF’ S RY: o ((T((b7))
F

(3.1.8)

Falls das Bild von y nicht ganz RNv ist, dann 148t es sich als Durchschnitt von Hyperebenen
darstellen, d.h. es gibt (mindestens) ein o € RM\{0} mit

Nu
Y ajo(é;) =0 Yoe| JSk; (3.1.9)
=1 E

das steht aber im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der ¢;. Mithin ist x surjektiv,
und wir kdnnen insbesondere Urbilder der Standard-Basisvektoren finden, also 6, € Xg
(K geeignet) mit 65(¢;) = d5;. Setzt man diese statt o in (3.1.5) ein, dann folgt offenbar
[ok] € Bild p¥ = ¥V, O

Nach dem obigen Satz konnen wir p” schreiben als

N, N,
P= Z¢.¢ [75] brw. p"(a) = Z”(ij)[”j]- (3.1.10)

Schrankt man p” auf ein X5 mit festem F ein, dann sind die Entwicklungskoeffienten o(¢;)
stetig in o, denn ¢;[X g ist beschrankt; mit anderen Worten: Die Abbildung p7, := p"[Xg
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ist stetig, wenn man >* mit der Standardtopologie versieht. Auflerdem ist p%. fiir geniigend
grofles F surjektiv.

Bezeichnen wir also mit 2" den Dualraum von ¥¥, dann ist die zu p} duale Abbildung
py stetig und injektiv, wie das folgende Diagramm verdeutlicht:

LI
| |
| |
|

Q[l/

(3.1.11)

| P

Q[E,.—‘)

Hierbei ist Ap = P(F)B(H)P(F) = 33; die unterbrochenen Linien verbinden die dualen
Paare von Vektorrdumen.

Wir notieren nun die zu den [o;] gehdrende duale Basis von A" als [¢;] (j=1...N,); es
gilt also!

([o5)5 [¢x]) = & (3.1.12)

Die Schreibweise [¢;] erklart sich, wenn man das Bild von [¢;] bei p/* berechnet. Man hat fiir
o€

(o 7)) = (phos [6]) = D alér) ([on] s [65])

k

7 (8)). (3.1.13)

Mithin gilt
P el = P(F)¢; P(F) € Ap. (3.1.14)

Das Bild von A unter p7 wird also gerade von den Punktfeldern ¢, aufgespannt, von denen
wir in Abschnitt 2.4 gereigt hatten, dafi sie bei 2 = 0 lokalisiert sind. Wir bezeichnen die 21”
daher auch als Feldkeime; sie sind im beschriebenen Sinn dual zu den Zustandskeimen 7.

Man sieht an (3.1.14) noch einmal, daf§ die Abbildung p}, (und mit ihr pi) explizit von
F abhdngt; die Abhingigkeit ist aber sehr einfach, sie 148t sich (fiir ¥/ > F) in folgendem
kommutativen Diagramm zusammenfassen:

S (3.1.15)
7 (Tnkl.) Xﬁ;;
YE — =YY
[ Pr [
| |
| pat |
Ap oAV
+*=ad PM 4
A s

'Wir schreiben die Anwendung eines Flements v* € V* auf ein v € V (V ein topologischer Vektorraum) im
folgenden auch als (U; U*).
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Wir kommen nun auf den Zusammenhang zwischen den X" und 2" fiir verschiedene v zu
sprechen. Dazu setzen wir voraus, dafl die Folgen p, dicht besetzt sind (siehe Anhang 3.B).
Es sei v/ > v; dann ist 5/, < 7,, und man hat

Py

Nl/’ - N[mnpw] C N[nmpu’] - N[Umpu] - va (3']']6)

wobei die vorletzte Gleichheit durch Lemma 3.9 garantiert wird. Wie in (3.A.6) kann man
daher das Diagramm

1
v

Up Sk — ' (3.1.17)
N |
El/

mit einer eindeutig bestimmten, surjektiven Abbildung p”" kommutativ machen. Wegen
ol < m(r)(j > N,) auf der entsprechenden Nullfolge werden die Basisvektoren
[on,+1]---lon,] € ¥ von p”’ anf die Null geworfen; dagegen wird fiir j < N,, der Vektor
[0;] € ¥ auf [0;] € ¥ abgebildet. Unsere Basiswahl ist also mit den Abbildungen p*"
vertraglich; ebenso ist es die Wahl der dualen Basis mit den p”"v* . Letztere sind injektiv,
ergeben also eine natiirliche Tnklusion von 2” in 2. Tnsgesamt ergibt sich folgendes Bild:

v v,v—1 2,1
Sp s Iy 2 P (3.1.18)
| | | ! '
[ l ' ! !
| | ' ' !
Q[F‘ )Q[y 32[1/71 DL 79[2 79[1
/) plﬁj* pu,ufhﬁ p2’1*

3.2 Operatoren und Gruppendarstellungen

Fiir die Uberpriifung der Wightman-Axiome ist es unter anderem von Bedeutung, die Wir-
kung linearer Operatoren, inbesondere der Darstellungen von Symmetriegruppen, auf die
Punktfelder ¢; (als quadratische Formen bzw. als ausintegrierte Distributionen) zu unter-
suchen. Die Wirkung solcher Operatoren - wie etwa der Lorentztransformationen oder der
Involution A — A* - ist auf B(H) bereits vorgegeben. Interessant ist nun die Frage, ob man
sie auf die Feldkeime 2V iibertragen kann, wobei diese Ubertragung mit den Abbildungen
p kompatibel sein soll. Ist dies der Fall, dann erhidlt man unmittelbar, dafi die besagten
Operatoren Bild p7¥ invariant lassen, also die energiebeschriankten Punktfelder P(F)¢;P(F)
in Linearkombinationen solcher Felder iiberfiithren.

Wir werden diese Ubertragung von B(#H) auf A erreichen, indem wir zuniichst die in-
duzierte Wirkung der in Rede stehenden Operatoren auf ¥ bzw. 35 betrachten, diese dann
restklassenweise auf 37 {ibertragen und schliefilich wieder per Dualitdt zu 20" {ibergehen.

Hierfiit miissen natiirlich gewisse Bedingungen an die 7zu iibertragenden Operatoren ge-
stellt werden. Um die wesentlichen Aspekte der Konstruktion deutlicher hervorzuheben, be-
trachten wir zunichst einen speziellen Fall, der fiir die interessierenden Anwendungen an sich
wenig relevant, ist; wir kénnen spiter jedoch leicht Verallgemeinerungen anbringen.
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Das 7u iibertragende Objekt, einen beschriinkten linearen Operator auf B(#),? bezeichnen
wir mit . Wir werden im folgenden noch weitere Eigenschaften von « fordern. Zunichst soll
a mit ad P(F) kommutieren:

o(P(F) - P(E)) = P(E)a(-) P(F). (3.2.1)

Im folgenden seien /2 > 0 und v € N fest, wobei I hinreichend grof} ist, damit p7 surjektiv
wird. 7Zu o € Y definieren wir a0 € 3 durch

a.0(A) :=o(aA) brw. ((y*n; A) = ((T; ozA) , A eB(H). (3.2.2)

Wir miissen dazu voraussetzen, daff « stetig beziiglich der schwach*-Topologie ist; dann
ist (3.2.2) wohldefiniert, weil @A schwachx-stetig in A wird. Aus (3.2.1) und der Energie-
beschrinktheit von o folgt

((y*n; P(E)AP(E)) = ((T; oz(P(E)AP(E))) (21 ((T; ozA) = ((y*n; A); (3.2.3)

deshalb liegt auch a,o in Xp. Wir haben also einen (offenbar linearen) Operator o, auf ¥p
erhalten, der in gewisser Weise ,,pridual® zu « ist.

Nun sei weiter angenommen, dafi a die lokalen Algebren 2A(O) (zumindest fiir Standard-
Doppelkegel O,.) invariant 148t; wir fordern also

aA(0,) € A(O,) Vr > 0. (3.2.4)

In diesem Fall ist der Raum N, (der Kern von p%) stabil unter a,, denn

joa(A)] jo(ad)], @29
Jaslle = sup TSN < sup T < Yool (325)
AcA(O,) 1Al AeA(O,) [l Al
und deshalb
ceN, = H””’"—>0(repy) = ”a*”"’"%()(re,oy) = a0 €N, (3.2.6)

(1) (1)

Damit ist es méglich, einen Operator ¢, auf X” restklassenweise zu definieren:
afo] == [ao]. (3.2.7)

Per Dualitit® kann dann schlieBlich ein Operator & auf 2A” eingefiihrt werden:

([o]; é@le]) = (alo]s [@]) . [o] € 2, [¢] € A”. (3.2.8)

Es 148t sich nun leicht nachpriifen, daff die so eingefiihrten ,,Darsteller* von « nicht nur (per
Definition) mit p%, sondern auch mit p* vertriglich gewahlt sind: Fiir o € X5, [¢] € A” hat
man

(o1 apil6]) 2 (oo p16)) = (Whono 1 [6]) = (lowol; [6])
(3:2.7) (3.2.8)

= (ao]s[0]) "= (o] alel) = (o pirald]),  (3.2.9)

>Gemeint ist hier also nicht o € B(H), sondern ein beschrianktes lineares a : B(H) — B(H).
*Tatséichlich ist das hier definierte & nichts weiter als die duale Abbildung zu d..
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es gilt also
aopE =pioa oder suggestiver [vg] = d[o], (3.2.10)

wenn man pii[@] = ¢ etc. schreibt. Insbesondere 148t o das Bild von p}* invariant, transfor-
miert also die energiebeschrankten Punktfelder in sich. Das folgende Diagramm fafit zusam-
men, auf welchen Riumen die vier verschieden ,,Darsteller von « wirken (angedeutet durch
gepunktete Linien):

O v, (3.2.]])
S e s
| |
| |
| |
Q[F] ./T) v
PR
o o

Die Definition von & hidngt bisher noch von F und v ab. Eine Abhéangigkeit von F tritt
aber in der Konstruktion - insbesondere in der Definition (3.2.2) - nicht explizit auf, und die
Bildung des Quotientenraum ¥ = Y5 /AN, kann nach Diagramm (3.1.15) bei beliebigem F
betrachtet werden, solange nur p%. surjektiv ist. Wahlt man v/ > v statt v, dann dndert sich
der Raum, auf dem @, definiert wird; da die Definition (3.2.7) aber restklassenweise erfolgt
ist, ergibt sich sofort Vertriaglichkeit mit p”"; entsprechend ist & mit den Tnklusionen p¥'*
kompatibel - siehe auch die Diagramme (3.1.17) und (3.1.18). Dicht besetzte Folgen® p, sind
dabei wieder vorauszusetzen.

Wie bereits erwihnt, sind die bisherigen Annahmen iiber den Operator « fiir die Anwen-

dungen noch zu stark. Wir verallgemeinern das Resultat daher zu folgendem Satz:

Satz 3.2. Sei ein linearer oder antilinearer, beschrinkter Operator auf B(H) mit folgenden
Figenschaften:

1. « ist stetig beziiglich der schwachx-Topologie auf B(H).

2. Fs gibt eine lineare Abbildung B auf R*Y', so dafi fiir Standard-Doppelkegel O, mit
Mittelpunkt 0 gilt

a(0,) € A(BO,).

3. Zu jedem F qibt es ein F' > F, so dafs
P a(P(F') - PF) P(F) = P(F)a(-) P(F).
Die Folgen p, seien dicht besetzt. Dann existiert ein (anti)linearer Operator & auf ), AY, der
jedes A invariant ldfst und die Gleichung
ad P(F)oaoph = pi o &

erfillt (fiir jedes zuldssige v und geniigend grofies F). Insbesondere ist die lineare Hiille der
¢; (als quadratische Formen) invariant unter der Wirkung von «.

*Dicht besetzte Folgen sind, wie erwihnt, in Anhang 3.B definiert.
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Beweis. 7Zunidchst sei o linear. Wir definieren a, erneut wie in (3.2.2);ist o € ¥, dann liefert
Bedingung 3, daf§

aa(P(E) - P(I) = o (a(P(E) - P(E)) P %Y g(a() =ao(-). (3.2.12)

also a0 € Y. Demnach 148t «, den Raum X g hier nicht mehr notwendigerweise invariant,
sondern wir haben a, : X — Y. Fiir die Bildung der Restklassen ist das allerdings ohne
Belang - siehe wiederum Diagramm (3.1.15).

Wir miissen auflerdem auf die Annahme (3.2.4) verzichten und zeigen, daf§ die A, auch
unter den allgemeineren Bedingungen stabil unter o, sind; genauer muf} gelten:

o Kern pg, C Kern p7 . (3.2.13)

Sei v im folgenden fest. Wir wihlen k£ hinreichend grof3, so daf§

—0; r,€p,. (3.2.14)

Ohne Einschridnkung der Allgemeinheit kénnen wir nach Umordnung der Folge p, anneh-

rk

men, daf} oo monoton fillt. (Die Umordnung der Folge ist fiir Konvergenzaussagen ohne

Bedeutung.) Nun hat man fiir ¢ € Kern p}, wie zuvor in (3.2.5):

A
lawolly < flaf] sup @A (3.2.15)
AcA(O,) [l Al

Nach Voraussetzung 2 ist dabei «A € A(BO, ). Bezeichnet K, die (s41)-dimensionale Kugel
mit Radius » um den Ursprung, dann hat man

BO, c BK, C ||B|

K, C 2||B||OT = OQHBHT' (3.2.]6)

Mithin gilt @A € A(Op,) mit einer geeigneten Konstanten b, von der wir ohne Einschrankung
b > 1 annehmen kénnen. Zu r, € p, (n grof) kann man nun, da p, voraussetzungsgemifl
dicht besetzt ist, ein m € N finden, so dafl br, < r,, < ber, mit einer Konstanten ¢. Somit

folgt schliefilich

1 [l re (rm) i 0|l
laclls, < oo, < llaf) — s Poimd . T 0, (3217)
771/ (rn) 771/ (rn) 7711 (T‘n) rm, rw 771/ (T‘m) n—>00
N——— N
<i <(bo)k

denn fiir n. — oo wichst auch m beliebig. Folglich ist a0 € Kern pi,, und (3.2.13) ist. gezeigt.

Der Rest der Konstruktion verlauft genauso wie in (3.2.7) und folgende beschrieben. Da
jetzt aber im allgemeinen a,o € Y, mufl man bei der Interpretation von Gleichung (3.2.9)
vorsichtiger sein: Mit der gleichen Rechnung erhilt man zunichst

(o5 apile]) = (o pial¢]) Vo e g (3.2.18)

Da X aber nur fiir /g, nicht fiir Qg separierend ist, erhalten wir im Sinne von Abbildungen
die Beziehung

ad P(E)owopy = proda. (3.2.19)
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Fiir die Invarianz der Menge der Punktfelder unter « ist zuerst zu klaren, inwiefern «
iiberhaupt auf quadratischen Formen operiert: Sei ¢ eine Linearkombination der Punktfelder,
[#] € AY. Wegen Bedingung 3 kann man fiir ¢, £ € Hp zunichst formal schreiben

(V] ad|§) = (v P(F) o) P(F)

€)= (VI P(E) a( P()oP(F') ) P(F)

&) (3.2.20)

und dann die linke Seite durch die rechte definieren, indem man die Beschrianktheit von
P(F")¢P(F’) ausnutzt. Diese Definition ist dann wegen Bedingung 3 unabhingig von F’,
solange F’ geniigend grof} gewihlt wird. Nun berechnet man

(3.2.20) (3.2.18)

(lasle) “E0 (lad P(R)oaopielle) “E (wlpg o aldl o). (3.2.21)

Da sich a[¢] als endliche Linearkombination der [¢;] schreiben 148t, liegt a¢ als quadratische
Form wieder in der linearen Hiille der ¢,.

7u behandeln bleibt noch der Fall eines antilinearen Operators «. Hier kénnen wir die
vorstehenden Uberlegungen fast vollstindig iibernehmen; es sind lediglich (3.2.2) durch

((y*n; A) = ((T; ozA) (3.2.22)
und (3.2.8) durch

([o]5 élel) = (aulo]s []) (3.2.23)
71 ersetzen. |

Die Zuordnung o — @ ist per Definition linear. Aus Gleichung (3.2.10) liest man aufierdem
ab, dafi die Produktstruktur erhalten bleibt: (o) = afp. Aus diesem Grunde kann man
offenbar Gruppendarstellungen von B(H) auf A iibertragen:

Korollar 3.3. Sei o eine Darstellung der Gruppe G auf B(H); die Bedingungen des Satzes
3.2 seien fiir jedes a(g) (g € G) statt o erfiillt. Dann gibt es eine Darstellung & von G auf
U, &, die jedes A¥ invariant laft und die

ad P(F)oa(g)opm =piod(g) YgeG
fiir jedes zulissige v und geniigend grofles F erfiillt.

Als Anwendung betrachten wir zunichst die antilineare Involution J : A — A*; sie ist
beschriankt, da ||A|| = ||A*||. Wegen (P(F)AP(F))* = P(F)A*P(F) und 2(0)* = 2(O) sind
die Bedingungen 2 und 3 des Satzes erfiillt, sogar mit /¥ = F/ und B = 1; auch die schwach*-
Stetigkeit, priift man sofort nach. Man erhilt also einen antilinearen Operator .J auf jedem
¥ mit J? = 1, der nach Komposition mit py gerade die Adjunktion in g ergibt. Damit
ist. die Menge der Punktfelder (als quadratische Formen auf | J, (Mg X Hp)) abgeschlossen
unter Konjugation: Zu jedem ¢ findet man dort auch die adjungierte quadratische Form

¢ (V]e76) = (Elold) s e e JHn (3.2.24)
K
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Wir wollen dies nun auch auf die Operatoren ¢(f) iibertragen. Sei dazu [¢] € A”. Wir
integrieren ¢* statt ¢ nach Abschnitt 2.5 mit einer Testfunktion f aus und erhalten fiir

¢,£€ HF]:

(616°(f) €) = / P ) Uy | | 2)E)

= / A f(a) (U(—2)€] ¢ | U(—2)v) = (Eo(f)e) = (6(f)el). (3.2.25)

Man bemerkt nun, daf§ sich die rechte Seite der Gleichung stetig auf ¢ € H erweitern 148t
sogar fiir £ € D = C*(H); das folgt aus der Kommutatorrelation (2.5.3) und der anschlieflen-
den Diskussion. Folglich enthilt der Definitionsbereich D* des adjungierten Operators ¢(f)*
mindestens auch D. Da sich (3.2.25) dann sofort auf ¢» € H und £ € D fortsetzen 1dBt, erhilt
man

¢™(f) Colf) (3.2.26)

bzw. die Gleichheit, dieser Operatoren auf D. Damit werden auch die ¢;(f) durch Konjugation
in Linearkombinationen solcher Felder iiberfiihrt.

Dieses Ergebnis stimmt noch nicht ganz mit der Hermitezitatsforderung (1.3.1) der Wight-
man-Axiome iiberein, die verlangt, dafi die ¢;(f)* in der Menge (nicht der linearen Hiille) der
or(f) vorkommen. Wir kénnen dies aber durch einen einfachen Basiswechsel erreichen: Nach
obiger Uberlegung liegen mit den [¢1]...[én,] auch die 2N, Vektoren

—_

1 .

(6] := S ([,1+ T[8,]), [¢;]:= e =Jej) G=1...N)) (3.2.27)

2
in A, und offenbar spannen sie auch A auf. AuBerdem sind sie J-invariant. Tndem wir aus
ihnen linear unabhingige Vektoren auswihlen, erhalten wir eine Basis {[(bg/v], j=1...N,}von
A” aus J-invarianten Vektoren; Anwendung von pw und Ausintegration liefert dann sogar
N, hermitesche Wightmanfelder. Alternativ kénnten wir zur Erfiillung der Axiome auch die
@} zur Menge der Felder hinzunehmen und dafiir auf die lineare Unabhéngigkeit der Felder
verzichten.

Weiterhin interessieren wir uns fiir die Darstellung der Lorentzgruppe £ auf B(H): Zu
A € £ hat man den Darsteller oy = U(A) - U(A)* mit unitdren Operatoren U(A) € B(H).
Als Multiplikation mit beschrinkten Operatoren sind die ap sowohl beschrinkt wie auch
schwachx-stetig. Auflerdem besagt die Kovarianz des lokalen Netzes, dafi ax20(O) C A(AO).
Bedingung 1 und 2 des Satzes 3.2 sind also erfiillt; zu {iberpriifen bleibt noch Bedingung 3.
Dazu schreibt man

UM P(E) = UANP(EYU(AY*-U(A) = PMNE) - U(A); (3.2.28)

hier ist PA(F]) der Energieprojektor im TLorentztransformierten Bezugssystem. Da sich das
gemeinsame Spektrum der P, mit der bekannten (s + 1)-dimensionalen Darstellung von £
transformiert, erhilt man fiir geniigend grof} gewihltes £’

(32.2%)

P(EYPME) = PMNE) P(EYU(ANP(E) = U(A)P(FE). (3.2.29)

Mit, diesem F’ folgt (wenn man noch von A zu A~ iibergeht) dann Bedingung 3. Korollar
3.3 liefert, also - dicht besetzte Folgen p, vorausgesetzt - eine Darstellung éa von £ auf jedem
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A, Entwickeln wir diese nach einer Basis von 2, etwa nach den [¢;], dann erhalten wir eine
N,-dimensionale Matrixdarstellung S;5(A) von £, so daB

U(N) ;U (A Z S (A1) ¢y, (3.2.30)

im Sinne quadratischer Formen.
Auch dies ist zur Uberpriifung der Wightman-Axiome noch auf die ausintegrierten Felder

@i (f) 7u iibertragen. Fiir ¢, & € Hp hat man

(U (A)S(NT (A €) = / I f ) (6| U(NU ()50 (2) U (N

)

(3.2.30) Z%k /dm f(x) (& U(Az)opU (Az)* |€)

N,
=Sk / e f(A 1) (& U )il ()7 [€)

k=1

N,
Z J(Wlor(fr)€) wobei fa(y) = f(A'y). (3.2.31)

k=1

Bei der stetigen FErweiterung auf v € H und £ € D bleibt, die eben berechnete Relation
erhalten; es gilt

U(N)o( Z Sik(N") r(fr) (3.2.32)

als Operatorgleichung auf D. Analoges kann man - mit einer anderen Matrixdarstellung von
£ - auch fiir die oben konstruierten (bW erreichen.

Es sei bemerkt, daf§ sich Satz 3. 2 noch weiter verallgemeinern 148t: Wir bendtigen die
Operatoren « beispielsweise nicht auf B(H), sondern nur auf jedem 2z, und ihre Norm darf
ohne weiteres mit F/ wachsen. Um die Formulierung aber nicht unnétig zu verkomplizieren,
verzichten wir hier auf eine solche Verallgemeinerung. Die genannten Uberlegungen werden
im nédchsten Abschnitt eingehen, um speziell einen Operator der partiellen Ableitung auf den
¥ zu etablieren.

3.3 Differentiation der Felder

In der Wightman’schen Quantenfeldtheorie benétigt man Ableitungen der Punktfelder ¢(2),
um Differentialgleichungen (,Feldgleichungen®) zwischen ihnen betrachten zu kdénnen; man
mdochte also Ausdriicke der Form

o) (3.3.1)

rechtfertigen. Wir werden unten darauf eingehen, in welchem Sinn diese Differentiation er-
klart werden kann. In unserem Rahmen ist auflerdem die Frage interessant, ob die Ableitung
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als Operation auf den Feldkeimen aufgefafit werden kann: Mit jedem ¢ sollten unter den kon-
struierten Feldern auch die Ableitungen 9,¢ vorkommen. Wir prézisieren dies &hnlich wie in
Abschnitt 3.2 durch Ubertragung des Differentialoperators d,, auf die Feldkeime. Auf diese
Weise erhilt man auch, daf§ die Differentiation der Felder im Sinne von Distributionen (die
natiirlich stets moglich ist) nicht aus der Menge der konstruierten Felder herausfiihrt.

Wir untersuchen nun zunéchst die Existenz der Ableitung. Die Punktfelder ¢ bzw. ¢, die
bisher betrachtet wurden, waren bei z = 0 lokalisiert. Um sie zu differenzieren, miissen wir
zundchst zu den Feldern ¢(x) iibergehen: Im Vorgriff auf Abschnitt 3.4, in dem wir uns genauer
mit der Translation der Keime befassen, definieren wir im Sinne quadratischer Formen

é(2) = U(2)U () (3.3.2)

mit den Darstellern U(z) der Translationsgruppe. Dann ist P(F)¢(2) P(F) wieder beschrank-
ter Operator. Da die Generatoren P, der Translationen nach Adjunktion mit P(F) beschrankt
sind (die Spektrumsbedingung liefert Pi < H? =0...5), kann man U(x) = P+ in (3.3.2)
als Potenzreihe ausschreiben, die dann absolut konvergiert:

PIRGEIPR) = Y. S PUR) (Pur)™ P(R)SP(R) (Pua)" P(F)
= PR)SP(F) + PR PR + Ol (333)

Genauer kénnen wir (bei festem F) schreiben:

1P(E)o(x) P(F) — P(E)oP(E) —iP(E)[P,

[

S| P(E)x|| < ||=]|* - const. (3.3.4)

Folglich ist P(F)¢(x)P(F) bei = 0 in der Operatornorm differenzierbar. Ist nun o € Y,
dann gilt

J

S oo(o()| = 0o(ilPug]) = 0(0,0). (3.3.5)

=0

Im Sinne von Linearformen auf (J; X5 konnen die Punktfelder also differenziert werden;
man erhilt wieder Linearformen auf demselben Definitionsbereich. Auch die polynomiale
Energiebeschrinktheit bleibt erhalten: Ist ¢ € 01, dann folgt

10(8,0) ([Pl loPu Dl

0[] = sup ——— = su -

l0uol¥mll = sup =0 = S @ (el
_'(TI

!
< wp 170
ety Tl

2||P,P(F)|| < 2K -||¢]|lr <2F - (1—|—E)k -const. (k geeignet); (3.3.6)

folglich liegt auch d,¢ in ©;.

Wir wollen nun untersuchen, inwieweit sich die Differentiation der Felder innerhalb der
Feldkeime 20” ausdriicken 148t, dhnlich wie es fiir die Wirkung von Symmetriegruppen in
Abschnitt 3.2 durchgefiihrt wurde. Die Ableitung soll also auf dem ,Umweg® iiber die Pri-
dualrdume auf die 2" iibertragen werden.

Es tritt hier aber ein Problem auf, das in Abschnitt 3.2 nicht vorhanden war: Wegen
(3.3.6) erwartet man, dafl ||0,¢||r fiir ¥ — oo um eine Potenz von F stirker divergiert als
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||@|| 7 dies sollte sich im r-Verhalten des zu d,¢ gehdrenden dualen Objekts im Zustandskeim
wiederspiegeln. Daher wird ein zu etablierender Differentiationsoperator 13“ im allgemeinen
den Raum 2” nicht invariant lassen, sondern in ein A mit v > v abbilden, d.h. die ,Ener-
giedimension® der Felder erh6hen. Dies wird im Verlauf der Konstruktion, mit der wir nun
beginnen, zu beriicksichtigen sein.

Um die Analogie zu Satz 3.2 herzustellen, definieren wir wie folgt einen linearen Operator
D, auf Ap:

DA =1iP(F)[P,, AIP(F), Ae€Ap. (3.3.7)
D, ist gerade so konstruiert, daf§
DL (PE)6P(E)) = P(E)0,6P(F). (3:3.8)

Die Definition ist zwar von F abhingig, aber dies ist fiir F/ > FE mit den Projektionen
Apr — Ap, A= P(E)AP(F) vertriglich. Wir konnen also wieder den ,,pradualen Operator®
D, auf X einfithren durch

(DMU; A) = ((T; DMA) , 0C€Xg AcUg, (3.3.9)

und dies ist vertraglich mit den Inklusionen X5 < Yp (vgl. auch Diagramm (3.1.15) ). Die
Ubertragung auf die Zustandskeime ¥ I8t sich hingegen nicht mehr problemlos durchfiihren;
im Gegensatz zu (3.2.6) ist hier im allgemeinen D, N, ¢ N,. Dies ist Ausdruck der oben
erwihnten Eigenschaft von Iﬁw die Raume 2” nicht in sich abzubilden. Wir miissen fiir die
hier nicht erfiillte Relation einen Ersatz finden:

Lemma 3.4. Die Folgen p, seien dicht besetzt.> Dann gibt es zu jedem zulissigen Wert v
ein v, so dafs

D,LL*NU’ C Ny-

Beweis. Sie v im folgenden fest. Wir wissen aus Satz 2.2, daB 7, > r* mit geeignetem k;
v
weiterhin existiert laut diesem Satz ein v/ mit,

N,
dir® 2k, p, (2, o) = 0. (3.3.10)

j=1

Ist 0 € N, dann verschwinden alle o(¢;) (j =1...N,); wertet man (3.3.10) auf einem
solchen Funktional aus, so erhilt man

) 1
lim ﬁ”””% =0, (3.3.11)

n—r 00

wobei wir p,» = (rl), p, = (r,) schreiben. Man hat also

Ny C NF2* o] € NrFn,, po] (3.3.12)

5Siehe wiederum Anhang 3.B.



3.3. Differentiation der Felder 47

da wir p,s als dicht besetzt vorausgesetzt hatten, folgt nach Lemma 3.9 (Anhang 3.B) aufler-
dem

N[rknw pu’] - N[rknm py] . (33]3)

Sei nun also 0 € N,» C Nr¥n,, p,]. Fiir ¢ € RY setzen wir a,(-) = U(ge,) - U(ge,)*, wobei
e,, der Finheitsvektor in Richtung der p-Achse ist. Da o energiebeschrinkt ist, erhidlt man
durch eine Potenzreihenentwicklung wie in (3.3.4)

‘nCﬁ%—éDAHEMPMM)‘<WW¢47VA€%@) (3.3.14)

fiir kleine ¢ mit einer von A unabhingigen Konstanten ¢. Man berechnet nun

D, (P(FYAP(E
||D,LL*(T||7’: sup |(T< M( ( ) ( ))>|
A€A(0,) 1Al
| a, A — A 1
< sup e |o(DuA = = ——) [+ o (A - A
= aea(on) ||A||(‘”( u T+ Lol ))

1o(ogA — A)| o, — 4]
q |logA—All 1Al
[ — [ —

EA(Or+q) <2

2
< sup ((:-q—l— )g(:-q—l—ngrHH_q. (3.3.15)

CAEA(O))

Setzen wir nun ¢ = r*, dann gilt fiir kleine r,,:

]—HD (r|| <o T‘q]:, 19 ||(T||2rn .
nu(rn) w n = ny(f‘n) 7‘7]3',771/(7‘77,)

(3.3.16)

Der erste Summand verschwindet, im Limes n — oo wegen 1, > r*, der zweite mit #hnlichen
v

Uberlegungen wie in (3.2.17), wobei man verwendet, daB o € N [rFn,, p,]. Damit ist gezeigt,
daB Do e N,. O

Mit der eben bewiesenen Aussage kénnen wir nun die partielle Ableitung nicht auf die Zu-
standskeime, aber zumindest auf die Feldkeime iibertragen. Sei dazu [¢] € 2”. Mit Hilfe von
Lemma 3.4 erhalten wir v/, so daf D,. N,y C A,,. Dann 148t sich D,[¢] € A" definieren durch

(p”lrr; Iﬁﬂ[qb]) = (p”DMrr; [(b]) ;o€ UEE. (3.3.17)
E

Hier ist natiirlich Wohldefiniertheit zu zeigen: Zunichst ist die Definition wegen L.emma, 3.4
unabhingig von der Auswahl von o. Wihlt man ein anderes v/ (etwa v/ > v/), dann erhilt
man sofort Vertriiglichkeit mit der kanonischen Tnklusion® p*”"= von 2" in A"

1" 1 1"

1/”0_‘ y”,yl*v(y') — v v o V(y') — v o — v o (y”) )
(0 a5 p DY e]) = (p IP s DYO8)) = (0" Dy s [0]) = (07 a3 DY)

(3.3.18)

“Siehe dazu auch Diagramm (3.1.18).
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Ebenso ist die Definition vertriglich mit den Inklusionen bei Wahl eines anderen v. Wir
kénnen 1), also als wohldefinierten Operator auf [ 2" betrachten. Eine einfache Rechnung
wie in (3.2.9) zeigt nun, daf} tatsdchlich

piroD,=D,ops (3.3.19)

bei festgehaltenem v und F; die Punktfelder ¢; werden durch Differentiation also in (endliche)
Linearkombinationen der ¢; iiberfiihrt.
Unser Ergebnis lautet damit:

Satz 3.5. Sind die Folgen p, dicht besetzt, dann gibt es lineare Operatoren 13“ w="0...s)
auf U, %y, 5o daf

= p%*nu[(b]

=0

(‘)au (U( ) (pi[]) U(fm))

fiir [¢] € A und (zu v) geniigend grofi gewdhites v’ und F.

Der Vollstindigkeit halber zeigen wir noch, dafi unsere Definition der Differentiation von
Punktfeldern nach Ausintegrieren mit der iiblichen Ableitung der Wightman-Distributionen
iibereinstimmt. Dazu seien [¢] € AY und ¢, & € Hp. Wir integrieren das differenzierte Feld

0,0 aus:

(0106} = [ @0 f(o) V(=210 0,0] U(-)¢)
_ /d”’“mf(m) a?/ (U ()0 | U)o (— )| U(—2)€)

y=0

_/ds+1mf( (¢|U JoU (—2)|€)

(P-1)

& /d*+‘m @) (6| U@)oU ()| €) = — (6 (0,1 €). (3.3.20)
Nach Fortsetzung erhilt man somit

(0.0)(f) = —(9.f) (3.3.21)

als Operatorgleichung auf D. Damit sind auch die im Sinne von Distributionen differenzierten
¢i(f) endliche Linearkombinationen gewisser ¢y (f).

3.4 Translationen

In der gesamten bisherigen Konstruktion haben wir das Verhalten der Theorie am Koordi-
natenursprung betrachtet und dort lokalisierte Punktfelder ¢ = ¢(0) konstruiert. Wir wollen
nun zu den Feldern ¢(2) iibergehen und die Wirkung von Raum-Zeit-Translationen auf sie

untersuchen.
Es wiirde hierzu ausreichen, die ¢(z) direkt durch die Wirkung der Translationen zu
definieren, also ¢(2) = U(x)pU(—x) 7u setzen, wie dies in (3.3.2) schon vorweggenommen

wurde. Auf diese Weise erhidlt man auch die in den Wightman-Axiomen geforderte Kovarianz
der ¢; bzw. ¢;(f) unter der Poincaré-Gruppe.
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Trotzdem ist es in unserem Rahmen interessant, wie sich die Translationen innerhalb des
Formalismus der Feld- und Zustandskeime ausdriicken lassen; wir werden dies kurz skizzieren.
Das Verfahren liefert zwar keine neuen Aussagen iiber die ¢;, zeigt aber, daf§ die Feldkeime
geeignet sind, um Punktfelder im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie vollstindig
7u beschreiben.

Wir miissen dazu zunéchst die Zustands- und Feldkeime am Ort 2 definieren. Dies ge-
schieht ganz analog zur Definition der Keime bei 2 = 0: Wie in (3.1.1) setzen wir

A0, ()]

N, () = N, p)(2) = {n c z‘ lof 0 (€ py)}. (3.4.1)

iy (rn n—00

Dabei ist O, (x) der Standard-Doppelkegel mit Radius r und Mittelpunkt 2:; man vergleiche
auch mit (3.A.7) und der zugehdrigen Diskussion. Die Zustandskeime ¥¥(2) bei 2 kdnnen
nun als Bild von g X5 in /N, (2) definiert werden, analog zu (3.1.3). Thr Dualraum ist
entsprechend der Feldkeim bei a:

A (x) == X (2)", (3.4.2)

versehen mit der Standardtopologie. (Natiirlich sind auch die ¥”(z) endlichdimensional, wie
wir gleich explizit sehen werden.) Wir verwenden analog zu Abschnitt 3.1 die Abbildun-
gen p¥(x), pf(x) und p”l’”(m). Die ¥Y(2) und AY(x) erfiillen beziiglich dieser Abbildungen
dieselben Vertriglichkeitsbedingungen wie bereits fiir die Keime bei 2 = 0 erwihnt - siehe
inshesondere die Diagramme (3.1.15), (3.1.17) und (3.1.18).

Wir betrachten nun die Wirkung der Translationen «,. auf B(H); sie soll uns die Bezie-
hungen zwischen den ¥¥(z) bzw. ¥ (z) fiir verschiedene z liefern. Ahnlich wie in Abschnitt
3.2 definieren wir dazu eine ,,priaduale Darstellung® ... der Translationsgruppe auf 3:

o (A)i=0o(a_A); o€, AeB(H). (3.4.3)

Man rechnet leicht nach, daf§ a,. die Riume A, (y) gewissermaBen verschiebt: Fiir ,y € R**!
hat man

Ny (y) = Ny (2 +y). (3.4.4)

Aufgrund dieser Tatsache kann man nun Translationen zwischen den Zustandskeimen rest-
klassenweise definieren: Man setzt

At X(y) = X (2 4+ ),
e = p”(m + y) O Oipy O p”(y)q7 (3.4.5)

d.h. man definiert &,. durch folgendes kommutative Diagramm:

" (v)

Y (y) (3.4.6)
— =¥ (z
> ¥ (r4+y) (+y)

Da o, = U(z)-U(x)* und ebenso a,, mit ad P(F) vertauschen, gilt dieses Diagramm auch,
wenn man ¥ durch ¥z und die p”(-) durch p(-) ersetzt.
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Wegen der Invertierbarkeit von ., ist es nun klar, dafl die &,, Isomorphismen sind,
inshesondere solche zwischen ¥¥(0) und ¥¥(2). Damit sind alle ¥¥(2) endlichdimensional
(ndmlich N,-dimensional).

Wir iibertragen die Translationen nun auch auf die Feldkeime 2”(z), was wieder per
Dualitdt geschieht: Wir definieren

Gt W (y) = A (x+y),
([0]; Galg]) = (a-aulo]s [8]);  [0] € A (y), [0] € 2" (2 + y). (3.4.7)

Die @, sind wiederum Isomorphismen; sie iiberfiihren die betrachteten Basen [¢;] bzw. [(bg/v]
von A kanonisch in Basen

6 (@) = a,el™ )] (3.4.8)

von AV (x).
Man bemerkt nun - genau wie in (3.2.9) -, dafi diese Wirkung d,. der Translationsgruppe
kompatibel ist mit der urspriinglichen auf B(H), in dem Sinne, daf§

az o pp(y) = pi(a+y) o ds (3.4.9)

Damit ist die aus der Sicht der Feldkeime natiirliche Definition der translatierten Felder,
namlich

P(R)é(x) P(F) = py(a)arld], [d] € 2, (3.4.10)

vertraglich mit unserer bisherigen Definition

o(z) = U(z)oU(—x). (3.4.11)

7Zum Nachweis der Wightman-Axiome haben wir noch zu zeigen, dafl die definierten Felder
nun tatsdchlich kovariant unter der vollen Poincaré-Gruppe sind. Dazu bendtigen wir lediglich
die Relation (3.4.11). Wir beziehen uns zunéchst auf die Punktfelder ¢;; im folgenden seien
z,y € R*T" und A € £. Tm Sinne quadratischer Formen auf |J; (Hg x Hpg) berechnen wir:

U(A, 2)é; (y)U (A, 2)* = U(2)U(A) Uly) é; U(y)* UA)U(z)*

— U()U(Ay) UN) ;U (AN UM U(z) P U(Ay 4 2) Z S (A gy U(Ay + 2)°

N,
=Y Si(A DAy +a). (3.4.12)

k=1

Dies ist gerade die gewiinschte Kovarianzeigenschaft. Sie 148t sich durch Integration leicht auf
die Operatoren ¢;(f) iibertragen: Durch eine einfache Rechnung wie in (3.2.31) erhdlt man

U(AN, )b (U (A, x) Zm DWor(far) mit fan(y)=fA "y — =), (3.4.13)

und zwar zunichst auf Vektorfunktionalen (¢|-&) € Hr x Hp, dann durch Erweiterung als
Operatorgleichung auf D.
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Die obigen Uberlegungen lassen sich natiirlich statt fiir die ¢; analog auch fiir die (bg/v
durchfiithren.

Wir haben damit schliellich alle in Abschnitt 1.3 genannten Wightman-Axiome (bei Ver-
nachldssigung der Vollstandigkeitsbedingung) fiir die betrachteten Felder nachgewiesen. Unser
Ergebnis kénnen wir so formulieren:

Satz 3.6. Wir betrachten eine Quantenfeldtheorie, die die Figenschaft 2.1 besitzt, so dafs
Satz 2.2 gilt. v sei dort ein zuldssiger Wert, und die Folge p, sei dicht besetzt. Dann gibt es

eine invertierbare Matriz A = (a;i), so daf die operatorwertigen Distributionen oL }/\TV,,’

definiert als

Ny

&V ()= amdr(f), j=1...N,

k=1

einen Satz von Wightman-Feldern im Sinne der in Abschnitt 1.3 aufgefithrten Azxiome bilden.

3.A Keime, Halme, Prigarben

In unserer Diskussion der Konstruktion von Punktfeldern treten in natiirlicher Weise Struk-
turen aus der GGarbentheorie auf, die wir hier ndher beleuchten wollen.

Definition 3.7. Sei X ein topologischer Raum. Fine Prigarbe” G auf X ist gegeben durch

e cine Zuordnung O — G(O), die jeder offenen Menge O C X einen Vektorraum G(O)
zuordnet,

e zu je zwei offenen Mengen Oy C Oy C X eine lineare Abbildung

70,.0, 1 G(O1) = G(Os)
(die sogenannte Restriktionsabbildung)
mit folgenden Figenschaften:
o Fiir offenes O C X ist 10,0 = idg(o)-

o Fiir offene Mengen O3 C Oy C Oy C X ist To, 0, 0 T0,,0, = T0,,05, 4.h. das folgende
Diagramm kommutiert:

G(Oy) L G(03)
G(02)

Im folgenden werden wir stets X = R*F' (den Minkowskiraum mit Standardtopologie)
betrachten.

"Die hier aufgefithrte Definition ist bei weitem nicht die allgemeinste magliche.
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Besonders wichtig sind fiir uns Unterrdume G C > der Menge der normalen Funktionale.
Sie werden mit der Einschrdnkung auf die lokalen Algebren

G(O) == G[A(0) (3.A.1)

7u Prigarben; die Restriktionsabbildungen sind dabei ebenfalls durch die gew&hnliche Ein-
schrinkung gegeben:

70,0, 1 9 = g[A(O2). (3.A.2)

Die in Definition 3.7 geforderten Eigenschaften erhilt man sofort aus der Tsotonie des Netzes
A(0).

Sei nun G eine Prigarbe, 2z € X und O eine Umgebung von z; wir definieren dann folgende
Aquiva]enzrela,ﬁon auf G(O):

/

g g e T0.0.0 = T70.0,9 fiir eine Umgebung O, C O von =. (3.A.3)
In unserem speziellen Fall (3.A.1) ist das gleichbedeutend mit
g~g e g[U0,) = ¢ [AO,) fiir eine Umgebung O, € O von z. (3.A.4)

Der Quotientenraum G(O)/ ~ (der von O unabhingig ist) heift Halm der Prigarbe G bei z;
die zugehdrige kanonische Projektion wird als Keim bezeichnet.

Wir bendtigen fiir unsere Analyse noch weitere Details der Keime bzw. Halme: Wir wollen
nicht nur die Zustinde mit 0 identifizieren, die in einer Umgebung von 2 verschwinden, sondern
auch die, deren Anteil aufimmer kleineren Umgebungen von 2 geniigend schnell abfillt. Dabei
beschrinken wir uns zunidchst - zur Vereinfachung der Notation - auf 2 = (). Sei wieder G C 2
eine Prigarbe der in (3.A.1) eingefiihrten Form; weiter sei n : Rt — R™ eine Funktion,
p = (r,) C RT eine Nullfolge. Wir betrachten

(A0l

Nn, pl=={g € G| lg — 0 }. (3.A.5)

/]7(7"7,]) n—r00

So definiert, ist A[n, p] ein Unterraum von G. Man kann ihn aber entsprechend auch als
Unterraum von G(O) oder des Halmes G/ X definieren. Die Quotientenriume G/Nn,pl,
G(O)/Nn,plund (G/ Q)/J\/’[n, p] konnen dann identifiziert werden. Die kanonische Projektion

bezeichnen wir im folgenden mit p[n, p].

Seien 1’ eine weitere Funktion Rt — RT und p’ ¢ RT eine weitere Nullfolge. Falls
Nn,p] € N[, p'], dann gibt es offenbar eine eindeutig bestimmte, surjektive Abbildung
p[n, p, 1, p'], die das Diagramm

G/Nn, p] (3.A.6)

pln.0]
G plmpm’0’]

pln’.0’] 14

G/NI', P
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kommutativ macht. Insbesondere liegt diese Situation vor, wenn p C p’ und n <7’
o'

Man kann die eingefiihrte Struktur nun beziiglich jedes Punktes 2z € R**! statt 2 = 0
betrachten: Mit O, (x) sei der Standard-Doppelkegel vom Radius r mit Mittelpunkt 2 be-
zeichnet. Analog zu (3.A.5) setzen wir

N, pl(z) = {g € G PO, (D] — 0} (3.A.7)

n(rn) n—00

Fiir die AMn, p](x) und die Quotientenrdume G/N[n, p](x) gelten die oben durchgefiithrten
Uberlegungen dann entsprechend.

3.B Dicht besetzte Folgen

Aus technischen Griinden miissen wir iiber die Nullfolgen p,, die wir bei der Konstruktion
der Punktfelder erhalten, eine Zusatzannahme machen; sie diirfen in gewisser Weise nicht
»7u schnell“ gegen 0 gehen bzw. nicht ,,zu wenige® Werte enthalten. Prizisiert wird dies mit
folgendem Begriff:

Definition 3.8. Seix = (z,,) ein Nullfolge in R™. & heifie dicht besetzt, wenn es Konstanten
B, e >0 gibt mit der folgenden Figenschaft:

Vre (0,R)AneN: r <z, <c-r.

So ist zum Beispiel 2, = 27" dicht besetzt, nicht aber 2, = 2= Wie schon erwahnt,
wird an einigen Stellen des Textes angenommen, daf§ die Folgen p, dicht besetzt sind. Dies
hat im wesentlichen den Effekt, dafi in gewisser Hinsicht keine Unterschiede zwischen den p,
und ihren Teilfolgen auftreten:

Lemma 3.9. Sein:R*Y = RT eine Funktion, und seien p’ C p zwei Nullfolgen in RY. p sei
dicht besetzt; auflerdem gebe es k> 0 mit > r*. Dann ist
P

N, pl = Nn, p'l.

Beweis. Die Inklusion ,,C* ist klar. Fiir ,D“ schreiben wir p = (r,,), p’ = (/). Wir wissen nach
Voraussetzung, daB »¥/n(r,) — 0 fiir n — oo; ohne Einschrinkung geschehe dies monoton
(nach eventueller Umordnung der Folgen). Sei nun o € A[n, p], d.h.

1
n(ry)

7u jedem (hinreichend grofien) n wihlen wir nun m € N, so daf}

ol — 0. (3.B.1)

r, <1l <ecor,. (3.B.2)

Wegen |[|a|],, < ||lo]|, erhalten wir dann

1 r n(r/ ) ! k 1
. 7, m/  _m_ ol s 07 3R3
77(7‘77,) || || " 77(7‘77,) T;nk T‘ﬁ 77(7‘;”) || || 7 n— 00 ( )
N N~
<1 <ck

denn mit n wiichst auch m beliebig. Mithin ist o € N, p]. O
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zunehmen. Diese Figenschaft scheint fiir den Nachweis gewisser Konvergenzaussagen, wie im
Zusammenhang mit Satz 3.2 und Lemma 3.4, jedoch nicht verzichtbar zu sein. Zwar wire es
plausibel (und in dem in Kapitel 4 behandelten Beispiel erfiillt), in der Phasenraumbedin-
gung (Eigenschaft 2.1) eine dicht besetzte Nullfolge p vorauszusetzen oder sogar Konvergenz
unabhingig von einer speziellen Folge 7u fordern; im Verlauf der Konstruktion in Abschnitt
2.3 mufiten aus p aber wiederholt Teilfolgen ausgewihlt werden, um gewisse Funktionen nach
ihrem r-Verhalten zu sortieren. Ob diese Teilfolgen ihrerseits dicht besetzt sind, ist a priori
nicht bekannt.

Es stellt sich also die Frage, ob man bei gegebener Funktion f: RT — R* aus einer dicht
besetzten Nullfolge p stets eine dicht besetzte Teilfolge p’ auswihlen kann, so daf§ f(r) auf p’
gegen eine Konstante oder gegen oo konvergiert. Leider ist dies im allgemeinen nicht der Fall.
Als Beispiel betrachte man

) = e Ve B falls [v/— logr] gerade, - (3.B.4)
L falls [/=Togr] ungerade;

Dabei ist [...] die GauBl-Klammer; die Fortsetzung der Funktion fiir » > 1 ist beliebig. Man
sieht leicht, dafl es keine dicht besetzte Nullfolge p gibt, auf der f(r) fiir » — 0 im eigentlichen
oder uneigentlichen Sinne konvergiert.



Kapitel 4

Freie Feldtheorie

Wir wollen nun die betrachteten Strukturen in einem konkreten Modell untersuchen und vor
allem die in Kigenschaft 2.1 formulierte Phasenraumbedingung nachpriifen. Dazu betrach-
ten wir Modelle der freien Feldtheorie, also Systeme mit beliebig vielen, nicht miteinander
wechselwirkenden Teilchen.

Die freie Feldtheorie ist zwar physikalisch nur von eingeschrianktem Interesse; ihre einfache
mathematische Struktur macht sie aber zu einem geeigneten Testfall fiir unsere Annahmen.
Bereits in [7], [8] und [10] wurden gewisse Phasenraumbedingungen in der freien Theorie
nachgewiesen; wir iibernehmen teilweise die dort entwickelten Methoden. Auch Haag und
Ojima [17] verwenden ein solches Modell, um ihre Vermutungen iiber Zustandskeime plausibel
zu machen. Die dortigen Rechnungen sind jedoch sehr heuristisch; das nun folgende Kapitel
prizisiert in gewisser Weise die Vorstellungen der beiden Autoren.

Nachdem wir in Abschnitt 4.1 das zu untersuchende Modell beschrieben haben, gliedert
sich die Analyse im wesentlichen in zwei Teile: Zunichst leiten wir in Abschnitt 4.2 eine Rei-
henentwicklung der Abbildung = her und priifen so die Figenschaft 2.1 nach. Wir erhalten
auf diese Weise obere Abschitzungen fiir die Anzahl der notwendigen Approximationsterme,
wenn = bis auf einen festgelegten Rest gendhert werden soll. ITn Abschnitt 4.3 zeigen wir, daf§
andererseits zur Approximation von = eine Mindestanzahl von Rang-1-Operatoren notwen-
dig ist (,untere Abschitzungen“); damit folgt, dafl keines der in Abschnitt 4.2 berechneten
Reihenglieder redundant ist bzw. entfallen kann.

Die genannten Rechnungen fiihren wir nur fiir den einfachsten Fall, ein reelles skalares
freies Feld, vollstindig durch; die Erweiterung auf allgemeinere Situationen wird aber so weit
als moglich angedeutet.

Die freie Feldtheorie wird bekanntermafien durch Punktfelder ¢(2) bzw. ausintegrierte
Wightman-Distributionen ¢(f) definiert. Abschnitt 4.4 beschiftigt sich mit dem Zusammen-
hang des untersuchten algebraischen Modells mit diesen Punktfeldern; wir zeigen, daf} die
in Kapitel 2 konstruierten lokalen Felder hier gerade mit dem definierenden Feld ¢(f) und
dessen Funktionen (Ableitungen, Wickprodukte) iibereinstimmen.

Schliefilich diskutiert. Abschnitt 4.5 Erweiterungsméglichkeiten des betrachteten Modells
und Beispiele, in denen die hier vorgestellte Methode versagt.
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4.1 Das Modell

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber die Formulierung der freien Feldtheorie,
genauer der Theorie freier Bosonen, im algebraischen Rahmen. Wir nennen dabei nur die
Definitionen und Resultate; eine ausfiihrlichere Darstellung der Konstruktion findet man in
[2, Kapitel 8.3].

4.1.1 Einteilchenraum

Die Konstruktion beginnt mit dem Finteilchenraum K, einem separablen Hilbertraum mit
Skalarprodukt (-|-), dessen Elemente man als Wellenfunktionen eines Teilchens (,,im Tmpuls-
raum®) deutet. Auf K hat man eine unitire Darstellung Ux (A, 2) der Poincaré-Gruppe B,
welche die Spektrumsbedingung erfiillt. Der selbstadjungierte Generator w der Zeittranslation
kann als Energieoperator interpretiert werden; wir bezeichnen seinen Spektralprojektor auf
das Intervall [0, F] mit Q(F).

Weiterhin ist auf K eine antiunitire Involution .J gegeben, d.h. ein antilinearer Operator
mit J2 =1, (Jf]Jg) = (g]f). Wir nehmen an, da J mit w kommutiert. Jedes f € K besitzt
eine eindeutige Zerlegung in J-invariante Funktionen der Form

f=Ffr4if . JfE=rF, (4.1.1)

dabei ist explizit

1 _ 1
Pr= S0+ f = 00 (412

Speziell betrachten wir im folgenden die Theorie eines rellen skalaren freien Teilchens der
Masse m > 0 in s rAumlichen Dimensionen. Hier ist der Finteilchenraum gegeben als

K = L*(R*,d°p) (4.1.3)
mit, dem iiblichen Skalarprodukt. Die Zeittranslation wird generiert. durch

w=+/p?+m? (als Multiplikationsoperator); (4.1.4)

die Generatoren fiir riumliche Translationen sind die Multiplikationsoperatoren mit den Ko-
ordinaten p;. Fiir die Definition der Darsteller von Lorentztransformationen sei auf [25,
sect. 1-4.] verwiesen; wir werden sie nicht explizit bendétigen.

Vom , Impulsraum® L?(R?, d*p) kann man durch Fouriertransformation zum ,,Ortsraum®
L?(R*, d*z) iibergehen (zu Vorzeichenkonventionen siehe Seite 104); die Transformation ist
unitir, so dafl man jedes f € K und jeden linearen Operator auf K wahlweise in einem der
beiden Riume betrachten kann. Um die Notation nicht zu iiberfrachten, werden die beiden
Darstellungen im folgenden nicht streng unterschieden, sondern es wird lediglich iiber das
Funktionsargument # bzw. p angedeutet, ob man sich im Orts- oder Impulsraum befindet.

Die Involution .J kann nun durch komplexe Konjugation im Ortsraum definiert werden:

UN@E=T® < HE=TCw. (4.1.5)

J hat also die Bedeutung, die Aufspaltung der Wellenfuntionen in Real- und Tmaginirteil zu
beschreiben respektive (im allgemeinen Fall) diesen Begriff auf beliebige Finteilchenrdume zu
erweitern.
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4.1.2 Fockraum

Die Beschreibung von Mehrteilchenzustinden geschieht mit Hilfe symmetrisierter Tensorpro-
dukte von K, der sogenannten n-Teilchen-Rédume

H, = Symm " K (n € N). (4.1.6)

Auflerdem setzen wir Hgy := C - Q als eindimensionalen ,,0-Teilchen-Raum; physikalisch re-
prasentiert € das Vakuum. Aus den #,, bildet man nun den Fockraum H:

H = @Hn mit Skalarprodukt (-]-). (4.1.7)
n=0

Mehr von technischer Bedeutung ist der Raum der Vektoren endlicher Teilchenzahl, der aus
endlichen Linearkombinationen von Produktvektoren besteht:

N
HO = Spa,n{ @Symm (fm @ fnn) ‘ N € Ny, fi; € /C}- (4.1.8)
n=0

Er ist dicht in H.

Die Darstellung U (A, 2) von B auf K bestimmt durch ,zweite Quantisierung® eine Dar-
stellung U(A,z) auf H. Die Generatoren der Translationen schreiben wir wie zuvor als P,
(0 = 0...5); speziell fiir die Zeittranslation ist das der Hamiltonoperator H = Fy. Seine
Spektralprojektoren auf [0, F] notieren wir wie gehabt als P(F).

7Zu f € K hat man die iiblichen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a*(f) und a(f),
die linear bzw. antilinear in f sind und kanonische Vertauschungsrelationen erfiillen:

[a(f),a™(g)] = (flp1s [a™(f),a(g)] =0=T[a(f).a(9)]  (f,9€K). (4.1.9)

Sie sind unbeschriankt, aber zumindest auf HY definiert. Durch Anwendung der Erzeugungs-
operatoren a*(-) auf  kann man ganz H® (und nach Abschlufi auch #) erhalten, und zwar
mit, Hilfe folgender Relation:

a*(fi) . a"(f)Q =Vl Symm(fi @@ fa); fr,.. fa €K (4.1.10)

Der offenbar symmetrische Operator a(f) + a*(f) ist nach geeigneter Erweiterung des
Definitionsbereiches selbstadjungiert [22, Theorem X.41]; man kann daher die unitdren Ope-
ratoren

W(f) = e+ (4.1.11)

betrachten. Sie werden als Weyl-Operatoren bezeichnet; wir listen hier einige ihrer Eigenschaf-
ten auf:

W(f) W(g) =W (f+g)e ™m<oli>; 4.1.12
W(f) = (D) ginth) o~ HIAIP
[a(g), W(H)] =gl HW(f), [a™(g), W(f)] = —i(flg) W(f);

CIEGOET

4.1.13
4.1.14

4.1.15

—~ N~
P N N
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4.1.3 Lokale Algebren

Die Definition der lokalen Algebren 21(0) erfolgt so: Zu jeder offenen Menge O C R**!
sind zwei abgeschlossene Unterriume £T(0) C K gegeben. Sie sind unter .J invariant, al-
so JLT(O) C L*T(O); bezeichnet Pﬁi((’)) den Projektor auf £ (0O), dann impliziert das
[], Pﬁi((’))] = 0. Die Riume £*(O) hingen mit den Anfangswerten des Cauchyproblems fiir
die zugrundeliegende Feldgleichung zusammen (niheres siehe Abschnitt 4.4). Man betrachtet
jetzt folgenden reell-linearen Unterraum von K:

L(O) = (1+J) LT(O)+ (1-T) L (0). (4.1.16)

Fiir f € £(O) ist in der Zerlegung (4.1.1) dann f* € £L*(0O).
Die lokale Algebra fiir @ wird nun von allen zu £(O) geh6érenden Weyloperatoren erzeugt,
enthilt also deren Tinearkombinationen und schwache Timespunkte:

A(O) = {W(f)| f € LO)}". (4.1.17)

Erfiillen die £(O) nun Isotonie-, Kovarianz- und Lokalititsbedingungen, wobei die Lokalitit
formuliert wird durch

(filfo) = (f2] fr)  fiir raumartig getrennte Oy, O und f; € O;, (4.1.18)

dann bilden die (O) ein lokales Netz, das die Axiome aus Abschnitt 1.2 erfiillt. Die Darstel-
lung der Poincaré-Gruppe 3 ist dabei per Definition unitir implementiert:

apnz(-) = U z) - UA 2)™ (4.1.19)

Fiir das reelle skalare Feld werden die Raume £* wie folgt definiert: Fiir offene Standard-
Doppelkegel O, vom Radius r mit Mittelpunkt 0 (wie in (2.1.1) definiert) setzt man

£(0,) = wFDe(r). (4.1.20)

Dabei bezeichnet De(r) die Menge der komplexwertigen Schwartzfunktionen auf R?, deren
Triger im Ortsraum innerhalb der Kugel |#| < r liegt. Damit sind die £(O) fiir eine Nullum-
gebungsbasis erkldrt; durch Anwendung der Translationen Uk (2) erhdlt man sie fiir Umge-
bungsbasen beliebiger z, fiir allgemeines O dann per Additivitat. Fiir unsere Analyse geniigt
es, Doppelkegel O, 7u betrachten; wir schreiben daher auch kurz Pﬁi((’)r) = PEi (r).

4.2 Obere Abschitzungen

Es geht uns nun darum, im beschriebenen Modell die Phasenraumbedingung aus Figenschaft
2.1 nachzupriifen und eine Darstellung

= Z i, (4.2.1)

also eine Entwicklung von = nach Rang-1-Abbildungen 7zu etablieren. Wir betrachten dazu
zunichst die Einschrankung =g, von = auf X5 und A(O,) bei festem F,r und untersuchen
danach deren Fortsetzung zu =.
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Im Zusammenhang mit der von ihnen untersuchten Nuklearitatsbedingung hatten schon
Buchholz und Porrmann [8] eine Entwicklung von =5, nach Rang-1-Operatoren angegeben.'
In dieser Arbeit lag das Augenmerk aber hauptsichlich auf einer Abschitzung der p-Normen
von Zp ,; die einzelnen Terme der Reihenentwicklung waren ohne Belang. Buchholz [5] gelang
es spater, die dort verwendeten Konzepte so zu erweitern, dafi auch die Normen der einzelnen
Approximationsterme 7;¢; und ihr Verhalten mit /7 und r kontrolliert werden konnten.

Fiir unsere Zwecke weist der Ansatz dieser Autoren aber einen entscheidenden Mangel
auf: Die von ihnen berechneten a; und ¢; hdngen in subtiler und kaum 7zu kontrollierender
Weise von F und r ab. Wir méchten jedoch letztlich eine Entwicklung der Form (4.2.1) mit
F- und r-unabhingigen Termen erhalten - diese Form hatte sich in Kapitel 2 als wichtig fiir
die Konstruktion von Punktfeldern erwiesen. Das Verfahren aus [8] mufl daher in unserem
Sinne modifiziert werden.

Gileichzeitig beseitigen wir einen weiteren Nachteil des genannten Konzepts: Die Anzahl
der Approximationsterme (fiir Approximation bis zu einer gegebenen Genauigkeit) ist in [8]
nicht minimal gewihlt - dies ist dort auch nicht relevant, fiihrte aber zu einer Diskrepanz
zwischen den von Buchholz [5] einerseits und Haag/Qjima [17] andererseits berechneten ,,Di-
mensionen der Keime®“. Die hier hergeleitete Entwicklung besteht hingegen im beschriebenen
Sinn aus minimal vielen Termen, wie wir in Abschnitt 4.3 noch prizisieren werden.

4.2.1 Vorgehensweise

Um die Phasenraumbedingung in Eigenschaft 2.1 nachzuweisen, haben wir die Inklusionsab-

bildung

CEN [ DIFEEDY (4.2.2)
I

beziiglich der Pseudometriken

( | — ¥
sup

/ .
dk(ﬁ, 9 ) = lim sSup A4 FJST71 m

r—0

). keN (4.2.3)

durch Rang-1-Operatoren zu approximieren.? Wir werden uns dazu, wie erwihnt, zunichst
auf festes F und r beschrinken und die Abbildung

Bpe ¥ = 5(0), 0= a[AO,) (4.2.4)

beziiglich der Normtopologie approximieren. Es erweist sich als noch giinstiger (und dquiva-
lent), stattdessen die duale Abbildung

=5, A(0,) = P(F)B(H)P(F), A P(E)AP(E) (4.2.5)

71 betrachten.

Wir werden fiir =%, zwei verschiedene Entwicklungen nach Rang-1-Operatoren der Form
7y

=0 ()= _0i()éi: 0 € B(0,), é; € P(E)B(H)P(F) (4.2.6)

'Tn [8] wurde allerdings eine Fnergiedampfung mit e ?7 statt P(F) verwendet.
2Die Nullfolgen p spielen hier keine Rolle und kénnen beliebig gewihlt werden.
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herleiten; eine davon besteht aus skalenunabhdngigen Termen und 148t sich spater zu einer
Entwicklung von = fortsetzen, die andere bendtigt man nur aus technischen Griinden wegen
ihrer guten Konvergenzeigenschaften.

Beide Entwicklungen werden zunéichst durch explizite Zerlegung von =3, (W(f)) mit lo-
kalisiertem f hergeleitet (Abschnitt 4.2.4); diese Aufgabe 148t sich auf Annahmen iiber die
Eigenschaften der Theorie im Einteilchenraum zuriickfiihren (Abschnitt 4.2.2 und 4.2.3), die
wir im Fall des reellen skalaren Feldes explizit nachweisen. Dann diskutieren wir, inwiefern
sich die berechnete Zerlegung linear und stetig auf ganz A(O,) fortsetzen 148t (Abschnitt
4.2.5).

Zuerst aber befassen wir uns mit dem Problem im Einteilchenraum. Im folgenden bezeich-
ne f* eine Funktion aus £¥(0,), und es sei k € Q(F)K. Wir interessieren uns fiir Reihen-
entwicklungen des Skalarprodukts ( f*|k) und werden, wie bereits erwiihnt, zwei verschiedene
solche angeben.

4.2.2 Entwicklung nach skalenunabhingigen Funktionen

Zuerst leiten wir eine Reihendarstellung fiir das besagte Skalarprodukt her, indem wir Pro-
jektoren auf explizit bekannte Funktionen im Einteilchenraum ,einschieben®.

Dazu fixieren wir eine reellwertige Testfunktion y(z) auf R mit y(x) = 1 fiir |2 < 1,
x(x) = 0 fiir |2| > 2; weiter setzen wir

E

Xr(T) = x <—> . also y € S(R*); v, (%) =1 fiir |7] < r. (4.2.7)

r

Auflerdem bezeichnen wir mit vz (p) die charakteristische Funktion

1 fiir w(p) < F,

4.2.8
0 sonst. ( )

xE(P) 2—{

Sei zunachst k € D(af%) und auBerdem glatt. Weiterhin sei f* € w:F%D@(r). (Damit werden
sowohl f als auch & aus dichten Mengen der interessierenden Riume gewiahlt.) Wir kdnnen
dann schreiben:

(PR = @ AT = [ (@) Tk
|7 <r
(w:F%k hat im Tmpulsraum kompakten Trager, die Fouriertransformierte ist also holomorph.)
10t o — o
=Y W / (w7 f£)(F) 25y, (F)d°n . (4.2.9)
#=0

_klOxr .
re |7<r

1
(wEZ fE|zey,)

k 1auft {iber alle s-stelligen Multiindizes - siehe dazu Anhang 4.2.A. Die auftretende Ableitung
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158t sich auch als Skalarprodukt ausdriicken:

8H - - (‘)H .
f)m“ij;_k T (277-)75—(().77”’ / w:F%k(ﬁ) e d%p .
w<k
]
_ s 1 C Nk 18 2 “ 1
= (27)" 2 / w2 k(p) (ip)™ d p:(Wp YelwTzEk). (4.2.10)

w.<F/'

Man sieht nun, dafl sowohl 2%y, wie auch p®yr im Definitionsbereich von wts liegen, falls
s > 2 oder m > 0: Fiir p"yg ist das unmittelbar klar, und da z"y, eine Testfunktion ist, ist
ihre Fouriertransformierte ebenfalls glatt und fillt rasch ab. Damit erhilt man insgesamt:?

;- 1sl

WF g k) = S FIENgE ). (4.2.01)

lad

Vi
(FER) = S et 2

2 e Gy
hi

—gif

Die Funktionen ¢gF und At sind von I bzw. r abhiingig definiert (im Widerspruch zum Titel
des Abschnitts); sind aber F', F” > F, dann gilt

Q(F)gr ") = Q(F) g™ (4.2.12)

in diesem Sinne kénnen wir sagen, daf§ die Definition der g mit den Q(F) vertriglich ist, oder
wir kénnen in Ausdriicken der Form Q(F)gF die gF als F-unabhiingige GréBen betrachten.
Analoges gilt fiir die A hinsichtlich der PEi (r).

Wir werden nun noch die Normen der Vektoren gt und hF, insbesondere deren Verhalten
hinsichtlich £ und r, abschitzen. Allgemein hat man fiir 5 > —1 (und s > 3):

A A S A — B S
| p xr|* = /wzﬁp? d*p < / p** (5 +m?) d*p

. g
Skalierun el my? i
(Skaliernng) s125.42] / P2 <p2+ (_) ) d*p

s P
lp1<1 <1

< B2l const. etwa fiir F > m. (4.2.13)

Die Konstante hdngt zwar von 3, nicht aber von s ab. Mit der Definition

sF 1
2

gt (k) := + |5] (4.2.14)

erhalten wir also
gl < B0 oo, sowie  |w rgf|| < BT 5 (4.2.15)

mit einer Konstanten ¢,.

*Die in (4.2.11) scheinbar willkiirlich eingeschobenen Faktoren /2 dienen zur Normierung der in Abschnitt
4.4.2 rekonstruierten Punktfelder.
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Die Normen der Funktionen AT lassen sich so abschitzen:

1 +1 2
||wi5.7:”’>(,,||2—/dsp 7 rme ! (2m)

(27‘)5:':14_2'%'(277)75 /dsp P2+ (2mr)? ‘ /T X ( 2| | —IE 5y

(Ska]ijﬂmg)

— (20) T2 (g X[V (2mr)? \r Y1) (4.2.16)

Im zuletzt stehenden Erwartungswert ist zwar das Verhalten mit r sehr einfach, das mit &
jedoch weitaus schwieriger zu kontrollieren. Wir betrachten zunéchst den Fall .-“. Hier gilt

7+ 2mr)? | <

|

| (4.2.17)

Den betrachteten Erwartungswert berechnen wir nun durch Aufspalten des Integrationsbe-
reiches in [p] <1 und |p] > 1:

=

1 - 2 1 e 2
= (2r)? / d"”p—‘ /.77”’)(1_ T)ye "Tdx| + / d’p — |x%y1 p‘
STV ) P g D)
[p1<1 [51>1 \<T’

1
< (27)~ / d**p_( / |m“||x1(?)|d*) + X1 ? < comst. (4.2.18)

A<t <1

Hier wurde s > 2 verwendet. Im Fall ,+* hat man fiir 2mr < 1:

VP24 (2mr)? <+ (2mr)? +1 < p 42 (4.2.19)

und damit

(v VT

2
< <TH>(;_| - A |TH>(15> + 2||.77”’>(;_||2 < / (grad .77”’)(15) d°x + const.

|#<1
i T, ’ 2
< / Z (2)( (2]7]) - ﬁ 2" k2" )(15(77)) A’z + const.
- =1 e e
|T|S1 ! eomst) Sconst.”

(k' ist gegeniiber s an der i-ten Stelle um 1 vermindert.)

< const.” - Z K? + const.”” (4.2.20)

7

Beriicksichtigt man nun, daB > k? < const. - Vk!, dann wird mit einer Konstanten ¢,

by (270 _
) < B e (4.2.21)
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Wir kommen jetzt noch einmal auf die Reihenentwicklung (4.2.11) zuriick. Nach obigen
Abschiatzungen gilt fiir s > 3, Fr <1 und F > 2m:

2Fr) -l 531 (2Fr)
Z ||hf|| ||%i|| < Z % - (2Fr) 5 const. < H Z ) - const.” < const.”
A A - =1 x;=0
(4.2.22)

denn die Potenzreihe

ok
:Z{‘/ﬁ (4.2.23)

k=0

konvergiert fiir alle z € C nach dem Quotientenkriterium. Damit kann die Entwicklung
(4.2.11) aber auf alle f* € £*(0O,) und alle k € Q(F)K ausgedehnt werden (bisher waren die
Funktionen nur aus dichten Teilmengen gewahlt). Wir kénnen im Sinne von Normkonvergenz,

Q(F ZQ

Tatsdchlich bendtigen wir fiir das folgende nur schwache Konvergenz.

behaupten:

gEVRE | PE(r). (4.2.24)

Wir numerieren die ¢& und h* nun mit natiirlichen Zahlen j statt Multiindizes, und
swar derart, daB das aus (4.2.14) resultierende ¢¥(j) monoton mit j wichst. Fiir spitere
Anwendungen betrachten wir noch einmal die Summe der Normen dieser Vektoren, wobei
wir jetzt die Terme zu niedrigem j fortlassen; mit analogen Argumentationen wie in (4.2.22)
erhalten wir fiir n € N:

7;_q7i|| < (QF]r)qi(n) - const. (4.2.25)

OO
> Ib;
j=n

Dafl wir hier die F];_w*;_gji statt der die gii verwenden, macht wegen (4.2.15) keinen Unter-
schied. ' '

Wir formulieren nun fiir den allgemeinen Fall als Forderung, was wir fiir das reelle skalare
Feld in s > 3 Raumdimensionen gezeigt haben:

Eigenschaft 4.1. Zu r < rqo, ¥ > Fy, Fr < 1 gibt es Vektoren gy{hii € K (j € N),
vertriglich* mit den Q(F) bzw. PEi (r), so daf

Q(E)- Pz (r) = ZQ(E) g (| PZ(r)

im Sinne schwacher Konvergenz. Die Funktionen qi liegen im Definitionsbereich von w™ 2 ;
die hi sind invariant unter J. Weiter existieren zwei monoton wachsende Funktionen ¢*

N%R*’ mit ¢*(n) = 0o (n = o0), so dafi

o0

QB 2g || |PE ()b < (cEr)T ™ - const. Vn e N.

J=n

Dabei sind Fq,ro und ¢ positive Konstanten.

*Fiir eine genauere Formulierung dieser Figenschaft siehe (4.2.12) und die zugehérige Diskussion.
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Aus dieser Eigenschaft folgt offenbar auch im allgemeinen Fall

- fiir das reelle skalare Feld war das bereits klar. Inshesondere sind die |

Bz P(E)w 2 gF|| - || PE (A < (eEr)™ ) - const. (4.2.26)

B3 P(F)w 3 gt fiir

F — oo polynomial beschrinkt.

4.2.3 Entwicklung nach skalenabhingigen Funktionen

Die oben beschriebene Entwicklung verwendet explizit bekannte Funktionen gii und hf Diese

sind jedoch nicht orthogonal zueinander; das stellt sich bei der Analyse der W (f) als hinderlich
heraus, wenn man Anteile fiir hohe Teilchenzahlen abschdtzen will. Wir benétigen daher eine
weitere Entwicklung im Einteilchenraum nach einem Orthonormalsystem; dies lehnt sich an
die in [8] verwendete Methode an. Wir betrachten dazu folgende Operatoren:

TH(E,r) :=w 2Q(F)PF(r). (4.2.27)
Die von ihnen geforderte Eigenschaft formulieren wir gleich allgemein:

Eigenschaft 4.2. Die Operatoren TH(E, r) = wJ?Q(F]) Pﬁi(r) sind in der Spurklasse, und
fiir ihre Spurnormen gilt mit einem o > 0:

||Ti(l*7,r)||1 < F/’*;_(Er)” -const. firr <rqg, > Fy, Fr <1.

Der Nachweis dieser Eigenschaft fiir das reelle skalare Feld wird in Anhang 4.2.C gefiihrt.

1
T*| = (TTT*)2 und bezeichnen die kleinste obere Schranke® von |T¥|
und |77 mit T. Dann ist T' nach Lemma 4.15 ebenfalls in der Spurklasse, und die Spurnorm

Wir schreiben nun

erfiillt. Schranken vom in Eigenschaft 4.2 genannten Typ. Die der Grofie nach geordneten
Figenwerte von T seien t;,7 € N, und die zugehdrigen Figenvektoren benennen wir mit e;.
Die Involution .J vertauscht mit w und Pﬁi7 also auch mit den 7% und ihren Adjungierten,
damit auch mit |7#] und nach Korollar 4.14 schlieflich mit 7. Wir kénnen also Je; = e;

annehmen. Die ¢, bilden eine Orthonormalbasis von K; daher kann man das interessierende
Skalarprodukt zwischen f* € £*(0,) und k € Q(F)K so entwickeln:

(FEIR) = (PE () FEIQUE w0 7w ¥ 5 k) = (fF|TH w3 k)
= DUl e T wrk) = S leg) (@ T e k). (4.2.28)

7

(Man beachte, daB das Bild von 7% nach Definition (4.2.27) immer im Definitionsbereich von

w3 liegt.) Tm Sinne schwacher Konvergenz gilt also

QUEYPE(r) = Y Q(E) Wi T*ej)(ej| PE(r) - (4.2.29)

Wir wissen dabei, daf§
IT* 12 = (o3 IT*[265) < (e31T2;) = 12 < B - (Fr)2 - const. (4.2.30)

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafi mit den Ti(ﬁ,r) auch T und die e; explizit
von F und r abhingen.

5Siehe dazu Anhang 4.2.1.
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4.2.4 Aufspaltung der Weyloperatoren

Wir iibertragen die bewiesenen bzw. vorausgesetzten Figenschaften der Theorie im Finteil-
chenraum jetzt auf den Fockraum, indem wir eine Reihenentwicklung fiir Weyloperatoren
W(f) herleiten.

Sei dazu f € L(O,). Wir zerlegen f wie in (4.1.1) in ,Real- und Imaginirteil“, d.h. wir
schreiben f = f* 4 if~ mit J-invarianten Vektoren f* € £*(0,). Der Weyloperator W (f)
kann dann wie folgt als Exponentialreihe dargestellt werden:

W(f) = e IR i (0 gin(5) — o= 5ITIP gin™ (1) o™ (£7) gia(£4) gobals )

1 5 im,++77,++2m,7 n B + B B
=W T s U )T a(f ) () (4231

m,i,niGNo

Die Gleichungen sind dabei im Sinne quadratischer Formen auf H" x H" zu verstehen. Um
unsere Kenntnisse iiber die Theorie im KEinteilchenraum einbringen zu kénnen, miissen wir
die vorkommenden Polynome von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in Operatoren
zwischen den n-Teilchen-Riaumen zerlegen.® Der Ubersichtlichkeit halber beginnen wir mit,
den einfachsten Monomen:

Lemma 4.3. Im Sinne von Operatoren von H° nach HC gilt

() = VT Sy (1) 01, a(r) = 30 VT Symm (61,

w=0 w=0

(Dabei ist 1,, der Finsoperator auf H.,,; die Operatoren unter der Symmetrisierung sind durch
0 auf das orthogonale Komplement von H,, bzw. H,,1 fortgesetzt.)

Beweis. Zunidchst sieht man unmittelbar, da die formal unendlichen Summen iiber w nach
Anwendung auf einen Vektor aus H? endlich werden und wieder einen Vektor aus H liefern.
Aus Griinden der Linearitit reicht es, die Relationen auf Vektoren der Form Symm (b ®---®
bi) € My nachzupriifen. Dort hat man

o0

Vw41 Symm (|fi> ® 1“,) Symm (b ®@ ---® byg)
0

=

4.1.10
— VT Symm(fE @b @@ by) CEO () Symm(by @ -0 by). (4.2.32)
Damit ist die Relation fiir Erzeuger gezeigt; diejenige fiir Vernichter folgt analog. U

In hoheren Monomen a,*(f+)m+a,*(f*)mia,(f+)”’+a,(ff)”'i kénnen wir nun jeden Faktor

nach LLemma 4.3 entwicklen; die auftretenden Mehrfachsummen reduzieren sich dabei sofort
auf eine einzelne Summation, denn es ist

Symm (|f+> ® 1“,) -Symm (|f+> ® 1“,/) = Gy 41 Symm (|f+>®2 ® 1“,) (4.2.33)

und so weiter. Man erhilt auf diese Weise:

®Das dazu verwendete Konzept ist ein Spezialfall einer allgemeinen Fntwicklungsformel fiir beschrinkte
Operatoren auf dem Fockraum [1]. Wir bendotigen den allgemeinen Formalismus hier jedoch nicht.
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Lemma 4.4. Im Sinne von Operatoren von H° nach H° gilt
a*(f)" ()" al ) alf )"
i m-+w) (n+w m¥t m~  nt =
3 O e (1) 1) ().

w!
w=0

Dabei ist m = mT4+m~ ., n=nt4+n".

Wenn wir die unter der Symmetrisierung auftretenden Einteilchen-Vektoren und - Iinear-
formen noch zusidtzlich mit einer Energiebeschrinkung versehen, dann kénnen wir die Reihen-
entwicklung aus Eigenschaft 4.1 einsetzen. So ergibt sich

2 (5 1B 1M B U Gl e Q)

DN AN § (Ve | (Vastong | (Vs

kEEeN
X ®Q(E)(® |.q,;}> @19, )@ (gl <gli|) QQ(F). (4.2.34)

- hier wird iiber mT+m ™~ +nT +n~ verschiedene Indizes summiert. Wir haben verwendet,
daB sowohl die f* wie die hf invariant unter .J sind, so daf§ im Skalarprodukt die Seiten
vertauscht werden konnen. Eine entsprechende Entwicklung erhdlt man auch nach (4.2.29)
mit den e;.

Wir setzen dieses Frgebnis nun in den Ausdruck aus LLemma 4.4 ein; da die Summation
iiber w in Matrixelementen tatsidchlich immer endlich ist, 148t sich die Reihenfolge der Sum-
menzeichen ohne weiteres vertauschen. Wir wenden dann Lemma 4.4 erneut an; das ergibt:

P(EY a*(J5)" a* (J)"™ a(f ) a(f )" P(E)
>o TTer ) TG 1 ) TG i) TIU 1)
k;t,l;teN ) ' Y 3

x P(F) Ha*(g,:f)Ha*(g,;;)Ha(g,})Ha(gl}) P(F). (4.2.35)

Um aus diesen Termen nach (4.2.31) Weyloperatoren zu erhalten, mufi noch iiber m* und

n* summiert werden. Dazu organisieren wir die Summe um, indem wir

e alle Terme mit gleichen Potenzen von <f+|hj'> und (f7[h;) zusammenfassen und

e diese Summanden mit zwei Multiindizes u*t € M™ numerieren, wobei uf die Anzahl
der Faktoren (f¥|hT) 7dhlt usf.

Wir werden u™ und g~ manchmal auch zu einem einzigen Multiindex p zusammen-
fassen, wobei wir die Anordnung der Komponenten p; so wihlen, daf§ das analog zu
(4.2.14) gebildete ¢(j) monoton mit j wichst.

Auf diese Weise erhalt man schliefilich

PIEYW () P(E) = 3 e s W ny s (o by (), PE)  (4.2.36)

wtou—
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mit. Operatoren (quadratischen Formen) ¢+ ,-, die sich ergeben als

7:TH++77:++2W717
Pyt - = e powps e e (g7) .. .alg?) ... (4.2.37)
a*(g2) ...a(g?) ... sind gewisse Produkte von Erzeugern bzw. Vernichtern der gji7 und zwar

mit der durch die Multiindizes u®, 4~ beschriebenen Multiplizitit. Summiert wird iiber alle
[t [t +|4 1) T 7
(L) (™ 1) Terme.

wtlp—!
Die Entwicklung (4.2.36) konvergiert im Sinne quadratischer Formen auf H? x #°.

Analog kommt man zu einer Entwicklung

PEYW (f)P(E) =3 e s (fF1e)e* (7o |e)s™ - P(F)y e, P(F) (4.2.38)

wt,u—

moglichen solchen Produkte; insgesamt enthilt die Summe

mit Operatoren x,+,-, die aus entsprechenden Summen mit Erzeugern und Vernichtern der

wrsT* e; gebildet werden.

4.2.5 Erweiterung und Normkonvergenz der Reihe

Wir wollen die angegebenen Entwicklungen (4.2.36) und (4.2.38) jetzt auf ganz 0(0,) aus-
dehnen:® hierzu miissen einerseits die Normen der einzelnen Summanden abgeschiitzt werden,
andererseits miissen die von f* abhingigen Vorfaktoren durch lineare Funktionale der W(f)
ersetzt werden.

Wir betrachten zunichst die Operatoren P(F)¢,+,- P(F), die eine Summendarstellung
wie in (4.2.37) besitzen. Unter Verwendung sogenannter ,,Energieschranken [8; sec. 3.3]

1P()]

7

a*(w?b)) [ a(w?bi) P(F)

J K
=1 k=1

J K
A I+ K A
< TTIel T Nbel B2 5 bjbee K (4.2.39)
7=1 k=1

sieht man unmittelbar, dafl ihre einzelnen Summanden beschrinkt sind; auflerdem ist die
Schranke fiir jeden Summanden gleich, da sie sich bei Permutation der g7i nicht dndert. Zu
den Vorfaktoren in (4.2.37) sei bemerkt, daf stets m*4n® = |u*| und daher |u® |t (mTIntl) <
olu*| (Binomialkoeffizienten). Damit ergibt sich

|l

2 1 + By 11|

I@ale = IP(R)GuPUDI <~ (i 1) (I 1+1) 1QUE)w g I IQ(R)w 7g I R
4|M| ] 1

< ?| F2Q(F)w 2g||". (4.2.40)

Wir haben dabei sehr grob |[p*| +1 < 2lu abgeschidtzt. Entsprechend erhilt man unter
Verwendung von (4.2.30):

4|M| ot o ul
Ixulle = IIP(F)x P(E)|| < T (A A (4.2.41)
"Bei vorgegebenem pt miissen mt und nt so gewahlt werden, daB m*T 4+ nt = |uT|; dafiir gibt es

(lut] + 1) Mbglichkeiten. Sind m™,n* fixiert, dann hat man noch die Rintrige von u% auf die einzelnen
Frrzeuger/Vernichter 7zu ,verteilen“, wofiir es per Multinomialkoeffizienten |pt|!/u™! Alternativen gibt. u~
liefert, einen analogen Beitrag.

#Fiir den Ausdruck (4.2.36) wird das mur teilweise gelingen.
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Nun werden die von f* abhingigen Faktoren in (4.2.36) betrachtet. Wir nutzen dazu die
in Anhang 4.2.B konstruierten speziellen Funktionale aus. Nach Aussage 4.8 lassen sich die

— auf W(f) darstellen:

fraglichen Faktoren als Auswertung eines Funktionals o+,

0t (W) = e M eyt pm (4.2.42)
Wir kdnnen also diese Funktionale in Formel (4.2.36) einsetzen und erhalten
PEYW (1) P(F) = Y 0, (W(F) - P(R), P(F) (1.2.43)
I
und mit analog (nach Aussage 4.9) gebildeten 7, zur Entwicklung (4.2.38)
P(EYW(f)P(F) = ZTM(W(]C)) - P(E)x,P(F). (4.2.44)
1

Beide Entwicklungen lassen sich sofort auf die lineare Hiille der W (f) fortsetzen. Um eine
stetige Fortsetzung auf ganz 2(O,) zu erméglichen, mufl noch die Normkonvergenz der obigen
Reihen gezeigt werden; wegen der schwachen Stetigkeit der Funktionale o, bzw. 7, reicht es
7u zeigen, dafl die Reihe der Normen konvergiert. Nach Aussage 4.8 und 4.9 wissen wir, daf§

+ _ —
oyt || < 2Tl PE Y RFIET P (AT 5 e [ <Ml (4.2.45)

Nur im letzteren Fall reichen diese Schranken aus, um die gewiinschte Konvergenz zu etablie-

t; ’“)2

(4.2.46)

ren: Man erhalt

+ — OO OO
S e e llr < 30 R A (HZ (16
[ !

ptu T 7=1k=0

Die Potenzreihe

i (162) (4.2.47)

k=0

konvergiert fiir alle z € C nach dem Quotientenkriterium; insbesondere konvergiert die Reihe
in (4.2.46). Zur Kovergenz des unendlichen Produkts beachte man, dafl log F(z) eine diffe-
renzierbare Funktion ist mit log F/(0) = 0, log F/(z) > 0 Vo > 0; daher gibt zu 2o > 0 eine
Konstante ¢/, so daf}

0<logF(x)<c -2 VYaecl0, . (4.2.48)

Man beachte, daff wegen Eigenschaft 4.2 gilt

F];_tj < ok < const.; (4.2.49)
wir kénnen zq also unabhingig von F so wihlen, dafl stets F];_tj < zqg. Mit diesen Abschitzun-
gen wird

logHF(F];_f ZlogF’ F’?f S(‘IZ F];_f7 S tr'T < const. (4.2.50)
f=1 7=1 j=1
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Die Konvergenz der Summe (4.2.44) ist also gewahrleistet, und zwar gleichmifig im Argument
von 7,; wir haben im Sinne der Normkonvergenz von Abbildungen

She =7 P(F)x,P(F). (4.2.51)

m

Fiir die Entwicklung nach o,, ¢, 148t sich aufgrund der schlechteren Abschétzungen fiir
die ||o,|| keine derartige Konvergen fiir die gesamte Reihe zeigen - der Faktor \/W statt
V! in (4.2.45) verhindet dies. Man kann jedoch die Teilsummen von (4.2.43) bei festen
Teilchenzahlen |u®| betrachten; wegen m* 4+ n% = |u*|in (4.2.35) kann man auch sie auf die
lineare Hiille der W (f) fortsetzen. Fiir die Summe der Normen gilt

Z ||”M+;F|| ||¢u+;ﬁ||ﬁ

luE|=N*
|M|! + _ o 1 1 IR
< 0 SRR R P (0 QU I QU g
lut|=N*+ '

< RV INTEN ) SN () TS ()"
= (N*T+N7)! HZ k! HZ k!

7=1 k=0 " 7=1 k=0

: + +
mit, y; = 1Pz (r) ¥

2Q(F)w 7g¥|. (4.2.52)

Wir haben dabei die Summation - nach Herausziehen der Vorfaktoren - wieder auf alle Mul-
tiindizes ausgedehnt und die Reihe dhnlich wie in (4.2.46) umgeformt. Fiir die verbleibenden
unendliche Summen und Produkte gilt

50~ TLowt) =0 ($507) < e -cont

k=0 i=1 i=1

(Fr < 1)
< const.

::18

—_

7
(4.2.53)

Dies ist nach Eigenschaft 4.1 sichergestellt. Die betrachteten Teilsummen konvergieren damit
gleichmiBlig auf A(O,). Wegen |u| = |uT| + |p~ | konvergiert fiir Ny € N dann auch

Y~ o, P(E)$.P(F) (4.2.54)

|| <Ng

in der Operatornorm.

Fiir die uns interessierende Anwendung bendtigen wir noch weitere Abschitzungen fiir die
Normen gewisser Teilsummen der beiden Reihenentwicklungen. Dabei beginnen wir wieder
mit der Entwicklung nach 7, und y, aus (4.2.44). Wir fixieren ein j € N und ein Vorzei-
chen ,£“ und betrachten nur die Summanden, in denen der j-te Eintrag des Multiindex p*

mindestens einmal besetzt ist:

et +u
S il < 30 16D <ot STk <t o,

MZM;EZ1 u:u‘,i21 K
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Dabei wird im letzten Schritt, wieder iiber alle g summiert; die Nenner der Summanden
wurden nach unten abgeschitzt. Wir folgern fiir die Summe iiber alle an irgendeiner Stelle
mindestens einmal besetzten Multiindizes:

Z Il Xl < ZZ Z ]6|“| \/_ S QZ F];_tj - const.

[ee|>1 7=1 uui>1

= 2]*7;_||T||1 -const. < (Fr)” - const. (4.2.56)

nach Eigenschaft 4.2. Nun ergibt sich fiir die Summe iiber alle mindestens Ng-fach besetzten
Indizes (Ny € N):

E?f) +
E T E [ N2 0)
|| MHHXMHF < 16 ,u!

||>No ||>No

Lot
Fa)u” o Ny (4.2.56)
<(X 16|“|L) DT (BN - const.(No),  (4.2.57)

denn durch Ausmultiplizieren der Potenz (...)"o ergeben sich hichstens mehr als die gewiinsch-
ten Terme; im Nenner mufl wieder abgeschitzt werden.
Ahnliches berechnen wir jetzt fiir die Entwicklung nach den o, und x, laut (4.2.43) bzw.
(4.2.54). Die Summen konvergieren dabei stets nur, wenn wir die Summation auf |p| < Ny
*

einschrianken; diese Bedingung notieren wir am Summenzeichen als > . Alle im folgenden auf-
tretenden Konstanten hingen von Ny ab, was aber nicht explizit notiert wird. Mit denselben
Prinzipien wie in (4.2.55) erhalten wir fiir j,m € N:

sk sk

(4.2.52)
Yoo lollliedls < Y

pipy >m pipy >m

m
y"

,u' -const. <y Z const <y - con st (4.2.58)

Noch etwas allgemeiner ergibt, sich fiir einen festen Multiindex u® € M™>

* (4.2.26)
ST el loulle <y - const. < (Fr) @ - const.! (1) (4.2.59)

w>ul

wobei wir setzen

=D nili)- (4.2.60)

Wichtig ist fiir unsere Zwecke noch die Summation iiber alle p, die fiir gegebenes j5 € N
mindestens eine Besetzung p; > 1 fiir ein 7 > jg aufweisen. Man erhilt als obere Abschitzung

S5 Gl el LTS - const. < (R0 - const () (4.2.61)

J=jo pipeg>1 7=j0

unter Verwendung der Normschranken in Eigenschaft 4.1.
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4.2.6 Anwendung auf die Abbildung =

Wir werden nun die bisherigen Frgebnisse iiber Reihenentwicklungen der Abbildung =7 |
zusammenfassen und sie schlieflich zur Approximation der skalenunabhdngigen Abbildung =
verwenden.

Die fiir diesen Zweck gewiinschten (weil skalenunabhingigen) Approximationsterme sind
die 7,¢,; wir konnten die Konvergenz der Reihe iiber diese Terme aber oben nicht etablieren.
Geht man jedoch zuriick zu (4.2.31) und (4.2.35), dann sieht man, daf} fiir jeden Wert der
m*, n* die gewihlte Art der Entwicklung der Finteilchenskalarprodukte unabhiingig gewahlt
werden kann. Wegen m* + nt = |u*| kann man insbesondere die Terme zu kleinen Teil-
chenzahlen nach Abschnitt 4.2.2, diejenigen zu hohen Teilchenzahlen nach Abschnitt 4.2.3
entwickeln. Man erhilt so eine ,,gemischte“ Entwicklung

k= Z o, P(F)¢,P(F)+ Z T P(E)x.P(F), (4.2.62)
| <No [1s]>No

die nach obigen Uberlegungen in der Normtopologie konvergiert. N kann dabei beliebig fest-
gesetzt, werden. Da die Funktionale o,,7, in B(H). liegen, erhilt man fiir die ,praduale“
Abbildung =g, wortlich dieselbe Entwicklung:

Epe= Y. P(E)$.P(F)-0,+ Y  P(F)x,P(F)-7,. (4.2.63)
|| <Ng |]>Nao

Im folgenden werden wir die o, auch als o; mit natiirlichen Zahlen [ numerieren (analog die
¢1). Dabei soll das aus (4.2.60) resultierende (/) monoton wachsen, was wegen ¢(j) > 0,
q(7) — oo (j — o0) moglich ist. Es gilt sogar v(I) — oo (I = o0).

Wesentlich ist nun, dafl wir die g;¢; als skalenunabhingige Terme ansehen kénnen: Wegen
der in Figenschaft 4.1 genannten ,, Vertriglichkeitsbedingung® sind die ¢; wohldefinierte Line-
arformen auf | J, Xp, also Elemente von 0y, denn die polynomialen Energieschranken folgen
aus (4.2.26) und (4.2.40). Die Konstruktion der o; kénnen wir etwa bei r = rq fixieren, ohne
ihre Einschrinkungen auf 2(O,) (r < rg) zu dndern.

Fs sei nun k € N gegeben; wir wollen zeigen, daf§

N
dk(iZ”l@) =0 (4.2.64)
=1

fiir geniigend grofie N. Dazu wihlen wir N derart, dafi vo := v (N 4+ 1) > k. Weiter sei Nj so
grofl, daBl Noav > ~vo und jo groB genug, damit ¢(jo) > vo. Fiir festes F > Fo, r < rq, Fr <1
erhalten wir dann

N o
IE - owiller < D Noulls - llon O+ D lvalles - lI7ll- (4.2.65)
I=1 |l < Ng |]>No

<
Dabei fehlen in der Summe > alle Terme zu [ < N. Wir wihlen nun eine endliche Menge
M C M® von Multiindizes mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir alle p € M gilt v(p) > vo.
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o Ist p € M™ ein Multiindex mit v(p) > vo und gilt p; = 0 fiir 5 > jo, dann gibt es
e M mit p > p.

Wegen der geforderten Figenschaften der Funktionen ¢%(5) 148t sich so eine Menge M stets
finden. Jetzt konnen wir den ersten Summanden in (4.2.65) so abschitzen:

o * [e'e] *
S dlgullelioadl < D0 S ligulleloal+ > Y leullellodl.
|| <No wPEM p>pul J=70 ppi >1

< (Fr)"™ - const. + (Er)q('7°) - const’ < (Fr)™ -const.” (4.2.66)

Wir haben dabei die Abschitzungen (4.2.59) und (4.2.61) verwendet. Den zweiten Summan-
den in (4.2.65) konnen wir mit Hilfe von (4.2.57) kontrollieren. Damit erhalten wir insgesamt

N
12 " @dillm, < (Fr)° - const., (4.2.67)
=1

und zwar fiir K/ > Fy, r < rgund Fr < 1. Die Konstante hingt von den gewihlten Parametern
N, Ng, jo usw. ab, nicht aber von F und r.

Man sieht nun leicht, daf im Limes r — 0 gilt (denn die Anteile fiir & < Fy haben keinen
Einfluf} auf den Grenzwert) :

N
limsup sup ((1 —I—E)r)#“ = — Z(Tj@Hp/J =0. (4.2.68)
I=1

r—0 FE<r—!

Mithin gilt fiir jede Nullfolge p
N
ik, pl(E)) o) = 0. (4.2.69)
=1

Unser Ergebnis konnen wir also (unter geringfiigiger Anderung der Bezeichnungsweisen) so
formulieren:

Satz 4.5. Wir betrachten ein Modell der freien Feldtheorie, das die Figenschaften 4.1 und
4.2 besitzt, etwa die Theorie eines reellen skalaren Feldes in s > 3 Raumdimensionen. Dann
gibt es Funktionale o; € 33 und Linearformen ¢; € Oy, so daf

OO
E=) ¢i0;
=1

im Sinne der in Abschnitt 2.2 definierten Topologie. Figenschaft 2.1 ist dann gegeben. Genauer
hat man fiir jedes N € N, k < (N 4+ 1) und beliebige Nullfolgen p:

d[r* k. p] (E,im) = 0.

In Abschnitt 4.4.2 werden die ersten Terme der berechneten Reihe fiir das reelle skalare

1]

Feld explizit. angeben; die ¢, lassen sich dann mit Funktionen des der Theorie zugrundelie-
genden Punktfeldes ¢(x) identifizieren.
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4.2.A Multiindex-Schreibweise

Um im Zusammenhang mit der freien Feldtheorie die Notation zu verkiirzen, ist es an meh-
reren Stellen sinnvoll, Multiindizes zu verwenden. Wir geben hier einen Uberblick iiber die
wichtigsten damit gebildeten Kurzschreibweisen.

Unter einem n-stelligen Multiindex verstehen wir ein n-Tupel xk € (Np)™. Eine Folge p =
(i), in No wird als Multiindex beliebiger Stellenzahl bezeichnet, vorausgesetzt, dafi nur
endlich viele y; von Null verschieden sind. Die Menge aller n-stelligen Multiindizes bezeichnen
wir mit M"™, die aller Multiindizes beliebiger Stellenzahl mit M. Die Zahl

T
|k| = Z K
=1

heifit Linge des Multiindex; bei beliebiger Stellenzahl 1auft die Summe formal bis oo, ist aber
tatsachlich endlich.

Die Mengen M” und M™ versehen wir mit einer natiirlichen (Halb-)Ordnungsstruktur,
indem wir fiir Multiindizes s, ' setzen

k> K

e K> KI7 V. (4.2.70)
Analog werden die Relationen ,,<“, _>“ und ,,<* definiert.

Sei x ein n-stelliger Multiindex und 2 € R™, dann schreiben wir

R R (4.2.71)

e
In dhnlicher Weise kiirzen wir Differentialoperatoren ab:

N

Ty Tn

Addition von Multiindizes sowie die Multiplikation mit Zahlen aus Ng werden komponenten-
weise erkldrt. Die Fakultit eines n-stelligen Multiindex & ist

k=[] wit (4.2.73)
i=1

entsprechend fiir Multiindizes beliebiger Stellenzahl.
Wir werden auch diverse andere, suggestive Schreibweisen mit Multiindizes verwenden.
Sind beispielsweise by ...b, € K und wieder k € M"™, dann notieren wir:

P =01 @ ... @ @by @ ... Dby (4.2.74)
K Kn
o1" =TT 1164117 ; (4.2.75)
=1

T

oLos=TJwilns (Fek). (4.2.76)

=1



4.2. Obere Abschitzungen 75

4.2.B Spezielle Funktionale

Fiir unsere Analyse der freien Feldtheorie im Fockraum bendtigen wir spezielle lineare Funk-
tionale, die auf Weyloperatoren W (f) bestimmte vorgegebene Werte annehmen. Wir kon-
struieren sie mit Hilfe einer erzeugenden Funktion, um die auftretenden kombinatorischen
Probleme zu umgehen. Fiir die Anwendung ist es weiterhin wichtig, die Normen der besagten
Funktionale kontrollieren zu kénnen; daher beginnen wir mit der Abschdtzung der Normen
gewisser Vektoren im Fockraum.

Lemma 4.6. Seien b; € K (j € N),  ein Multiindex und
Qb = (l(b?) .. (l*(b?) .. .Q,

wobei a(b2) ... fiir gewisse Produkte der Vernichter der b; steht (analog a*(b?)...) und k;
dabei die Multiplizitdt von b; zihlt (ohne Unterschied, ob als Erzeuger oder Vernichter). Dann
qilt

1] < /Islt[o]]"

Bilden die b; ein Orthonormalsystem, dann folgt sogar

[o] < Vk!.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach der Anzahl n der Vernichter. Fiir n = 0 ist

& = a*(0)"Q2 = /[x[ Symm (b%) (4.2.77)

und damit
[017 < [ [D27 |2 = [w]!][B]>. (4.2.78)
Bilden die b; ein Orthonormalsystem, dann hat man explizit

k!
Symm (%) ||* = P (4.2.79)

womit der Induktionsanfang gezeigt ist.

Nun nehmen wir ohne Einschrankung an, daff in ¢ ein Vernichter a(by) vorkommt. Weiter
fixieren wir eine Reihenfolge der vorkommenden Erzeuger und numerieren sie als a*(b(,))-
Dann wird

[l = lla(b) - . a(bi)a™(b2) ... QU = lla(bz) ... > (bilbgy) a*(b2) ... Q|

k ohne by
< bl |16 a(br)...a*(by)...Q
< Xk:H 1 eyl la(be) (b2) ... Q]
' ohne by,

s OV 2B < VIR (4250

Im Fall des Orthonormalsystems ergibt sich nur dann ein Beitrag von (b1|b()), wenn by = by,
und man erhilt einen Faktor xy — 1 statt |s| — 1. O
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Als Folgerung ergibt sich:

Lemma 4.7. Seien b; € K (j € N), & ein Multiindez und 7 € B(H). das Funktional
T(A) = (a,(b?) co.a”(br)...Q | Aa(br)...a”(b?) .. .Q),

wobei wieder k; die Multiplizitit von b; zihlt (ohne Unterschied, auf welcher Seite oder ob als
Erzeuger oder Vernichter). Dann gilt

[EaINRVATA NI

Bilden die b; ein Orthonormalsystem, dann folgt sogar
7] < Vk!.

Beweis. Wir teilen k aufin x5, + kg, die jeweils die Besetzungszahlen auf der linken bzw. rech-
ten Seite beschreiben. Die Norm von 7 wird durch die Norm der Vektoren im Skalarprodukt
abgeschitzt, und Lemma 4.6 liefert

7]l < VlsrlsrlMol™ < /Il (4.2.81)
Im Fall des Ortonormalsystems gilt entsprechendes, wobei man kr1!'kg! < k! beachtet. ]

Nun kommen wir zur Konstruktion der bereits erwihnten Funktionale mit vorgegebenen
Werten auf Weyloperatoren. Es seien k<m € Nund by,...,b, € K. Man betrachte folgendes
Funktional:

T(A) == (Q | [a(by), [ -[a(bg), [a*(begr), [ - - [a™ (b)), A]...]92). (4.2.82)
Durch Ausrechnen der Kommutatoren erhilt man eine Darstellung der Form
T(A) = (1) (albr) ...a*(br) ...a™(bp)Q| A a*(b2) ... Q), (4.2.83)
]

wobei jeweils einige der biiq,..., b, auf der linken, die anderen auf der rechten Seite des
Skalarprodukts stehen (angedeutet durch b2) und die Summe iiber alle méglichen Aufteilungen
l5uft, insgesamt iiber 27 7% Terme. Lemma 4.7 liefert dann

71l < 27Vt [T 151 (4.2.84)
j

Entscheidend ist, dafi sich der Wert von 7 auf Weyloperatoren W (f) leicht ausrechnen 148t:
Mit den Relationen (4.1.14) und (4.1.15) erhidlt man unmittelbar

k m
(W) =e M TTwin TT Gring)- (4.2.85)
=1 j=k+1

Wir gehen nun zu dem Fall iiber, in dem die b; auch mehrfach in den Kommutatoren auftreten
konnen; zu Multiindizes p, v € M™ (,Besetzungszahlen*) kénnen wir dann Funktionale 7, €

B(H). finden, so dafl

T (W) = e 2V TT bl £y T f 10y (4.2.86)

] k
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Fiir ihre Norm gilt

7l < 2L/l + ool (4.2.87)

Falls die b; ein Orthonormalsystem bilden, liefert Lemma 4.7 eine bessere Abschétzung:

7wl < 2/ ()t (4.2.88)

Fs erweist sich als niitzlich, die Funktionale 7, aus einer erzengenden Funktion zu gewinnen:
Sei f € K fest; man setze

G, 1) = e EW exp (S (bylif)s; + S (S bi)ts) o st € € (1 geeignet),  (4.2.89)
] k
dann gilt

or o

T (W) = 55356 6.0) (4.2.90)

s:O,t:Ol

Wir zerlegen f nun wiein (4.1.1)als f = ft+if mit Jf* = f*. Weiter nehmen wir an, daf
auch die b; invariant unter .J sind. Dann kénnen wir (s, ) folgendermafien umschreiben:

Gl 1) = e W exp (N7 (i (bl ) = (b1 £7) e+z (=i al £ = (ulf )t

7

= e ey (3 0007) (i i) D) (s = t) ) (42.01)

] k

= 717 =y
Die Ableitung nach den ,neuen Variablen® u und w liefert

oL 9 2
WWG(“,M) L LTty TToelf )™ =0 (W (). (4.2.92)

u=0,0=0 ;
7 k

Andererseits lassen sich die Ableitung nach neuen und alten Variablen leicht durcheinander
ausdriicken: Man hat offenbar

J v 0 v 0 J 10 10

Ou; 2 0s; + 20t; 7 Ow; 20s;, 20t ( )
da die numerischen Faktoren konstant sind, erhilt man
an 9 P9 PN 10 19\ o o
— = -+ = ——— =] = i —— —— 4.2.94
dut Jwv <2 Js + 2 f)t) < 20s 2 f)t) Z:, v s e ( )
v

mit Konstanten ¢, vom Betrag 27 1#="l: summiert wird iiber solche i/, v/, die y/ +v/ = p4v
erfiillen (eventuell kommt ein solches Paar p/, v’ mehrfach vor); insgesamt hat die Summe
2lul+l Summanden. Dies bedeutet, daB man die Funktionale 0, auf ganz B(H) erweitern
kann; sie ergeben sich als Linearkombinationen der 7,

(TMV frn Z CMIVITMIVI‘ (4295)

! !
wy
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Mit der bereits bemerkten Abschdtzung der Vorfaktoren erhidlt man

ol < 2l + DB brw. (ol < 2P/t 0)! (4.2.96)

(letzteres im Fall eines Orthonormalsystems).

Wir konnen durch Umdefinition der Multiindizes u, v auch erreichen, daf§ in den Skalar-
produkten (-|f*) und (-|f7) die Funktionen b; unabhingig voneinander gewihlt werden
kénnen. Somit erhilt man:

Aussage 4.8. Seien ut, = Multiindizes beliebiger Stellenzahl, bji € K mit iji = bji. Dann
gibt es ein schwach stetiges Funktional 0,4 ,— € B(H)., so daff

Tt (W(f)) — e*%llf||2<b+|f+>u+ <bf|ff>u’ Vfck.
Fs qilt
el + e
7, 1< 20T Qe T T DY F (T 11
Auch der Fall des Orthonormalsystems soll noch einmal zusammengefafBt werden:?

Aussage 4.9. Seien ut,pu~ Multiindizes beliebiger Stellenzahl, b; € K orthonormal mit
Jb; = b;. Dann gibt es ein schwach stetiges Funktional 0,4+ ,— € B(H)., so dafs

outu (W) = M@ rhye® o f e vrek.
Fs qilt

||Uu+u*|| < 4|M+|+|M7| \Y :u+!,u7! .

Wir wollen noch ein weiteres Detail der konstruierten Funktionale fixieren: Falls die Fin-
teilchenvektoren b; in (4.2.83) energiebeschriankt sind, etwa b; € Q(F)K, dann iibertrigt
sich dies auf die Hilbertraum-Vektoren ¢ = a(b?)...a*(h)...; sie liegen in P(nF)H, wenn

insgesamt n Erzeuger auftreten. Fiir die Funktionale o4 ,- ergibt sich so:

Korollar 4.10. Liegen in Aussage 4.8 oder 4.9 die b; bzw. bji in Q(F)K, dann gilt
Outpu— € EF,‘ mit ﬁj = (|N+|+|M7|)FJ'

4.2.C Spurnorm der Operatoren T*(F,r) fiir das reelle skalare freie Feld

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daf fiir das reelle skalare freie Feld die Einteilchen-
operatoren

TEH(F,r) = Q(F)w > PE(r) (4.2.97)

in der Spurklasse sind, und das Verhalten ihrer Spurnormen mit F und r soll untersucht
werden. Dabei verwenden wir folgendes, bereits in [10] angewandte Verfahren: Kann man T
als Produkt von vier Operatoren schreiben,

T+ =A-B-C-D, (4.2.98)

Man verwendet, dabei noch die Abschitzimg (kéTzli)! = (k:]) < 2R+
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wobei A und D beschrinkt, B und ' Hilbert-Schmidt-Operatoren sind, dann ist 7% Spur-
operator,’® und fiir seine Spurnorm gilt

IT=1 < Al [1B])2 - [

21Dl (4.2.99)

Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, dafi sich die Hilbert-Schmidt-Norm fiir soge-
nannte Integralkernoperatoren leicht berechnen 148t (s.u.).

Die konkrete Aufspaltung von 7% wird so konstruiert: Wir fixieren eine Testfunktion
x(F) € S(R?), die x(¥) = 1 fiir |#] < 1 erfiillt, und setzen x,.(¥) = y(r~'%). Die Funktionen
Y, wirken durch Multiplikation als Operatoren ,,im Ortsraum®. Nach Definition der Raume
[:i((’)r) hat man nun die Identitit

wFry, v wtT PE(r) = PE(r) (4.2.100)

- das ist zumindest auf einer dichten Menge sofort klar und 188t sich dann stetig fortsetzen.
Wir erhalten daraus folgende Zerlegung der TF:

Ti(F]7 r)= (Q(F])w”(] + r2w2)25) . ((1 + r2w2)725w7”7%¢;—xr (14 rQwQ)S)
A B
. ((] + %%y, wt

N =

) CPE(r) . (4.2.101)
D

C

Dabei ist « eine zunichst unbestimmte positive Zahl; wir werden spiter sehen, welche Werte
dafiir zuldssig sind. Man berechnet

|A]l = [|Q(F)w™(1 4+ r2w®)*|| < EY(1 4+ (Er)))* < E” - const. (Fr <1); (4.2.102)

auflerdem ist natiirlich || D] = ||Pﬁi(r)|| = 1.
Bei B und (' handelt es sich, im Impulsraum betrachtet, um Integralkernoperatoren, d.h.
sie sind von der Form

(BN = [ Ke@ i@ (1.2.103)

mit einer Funktion Kpg(p,q), dem Integralkern (analog fiir C'). Die Hilbert-Schmidt-Norm
solch eines Operators 1a8t sich berechnen als

151 = [

und B liegt genau dann in der Hilbert-Schmidt-Klasse, wenn dieser Ausdruck konvergiert.

Kg(p,9)|* d*pd°q , (4.2.104)

Tatsdchlich erhidlt man die Integralkerne von B und C' so: Transformiert man den Operator
Y, in den Tmpulsraum, dann wirkt er, wie man durch Ausschreiben der Fouriertransformation
sieht, als

(xe f) (7) = (2) / 55— D@ &, (1.2.105)

""Das Produkt zweier Hilbert-Schmidt-Operatoren liegt stets in der Spurklasse, und diese ist ein beidseitiges

Tdeal in B(H).
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wobei v, die Fouriertransformierte von y, bezeichnet. Da die iibrigen Anteile von B bzw. (
durch Multiplikation im Impulsraum wirken, erhdlt man als Integralkerne:

Ki(p,q) = (27) % (140252 402m?) " (32 + m?) 5 75 1.5 — @) (14027240 m?) ;
(4.2.106)
Ke(5.q) = (20) 5 (140257 402m?) " 3. (5 — (72 + m?) 5. (4.2.107)

Bevor wir zur Abschdtzung der Hilbert-Schmidt-Normen kommen, beweisen wir noch eine
Hilfsformel: Es gilt

-9 2 =
7 +c <<|P q]

2
242 = P + ]> fiir p,G € R® e > 0. (4.2.108)

Offenbar reicht es durch Skalierung der Vektoren, die Formel fiir ¢ = 1 zu beweisen; wir
schreiben d = ¢ — p und erhalten

=2 = 72 =2 | 72 =7
+1 +d)? +1 +d?+2pd 41 = -
(L VD e s e s . S SO SUN L A Y L DB 1)
pe+1 pe+1 pe+1 pe+1
N’
<1

(4.2.109)

Nun wenden wir uns der Hilbert-Schmidt-Norm von B zu; unter Verwendung von

Xr(P) = r°X(rp) (4.2.110)

erhilt man

Wrii— )

1402724 r2m2\ ¥ (ﬁz_l_mz)faf%ﬂF;—
‘l_l_rQﬁQ_l_er/Q (‘l_l_rQﬁQ_l_er/Q)s

1818 = 2y o [ arwara

. _ 2s ;o a1l
(Ska];ﬂmg) (277)7'9 r20/+1i1 /(igp(]g ]_|_(i?_|_r2m/2 (p2_|_rim/2) 3F3 b”((ﬁf (7)‘2
) ]—I—Z)Q—I—T‘QTI’LQ (]—I—])Q—I—T‘Q?’n?)s
(4.2.108) —5 2a414£1 s s — 25 |~/ = 2 1
S (277) r /dpd (piq) (]+|p7(ﬂ) |X(p7(7)| '(]+ﬁ2)s|ﬁ|2(,+1i1 .
(M
(1

(4.2.111)

Dabei haben wir im letzten Schritt rm > 0 abgeschétzt. Da y Testfunktion ist, existiert das

Integral iiber (5—¢). Auch dasjenige iiber 7 existiert, solange |p] 2>~ 'F!

bleibt: das erfordert

bei p'= 0 integrabel

s—1F1

20+ 1T+1<s & a< 5

(4.2.112)
Wir setzen s > 3 voraus, damit solche (positiven) « existieren. Es gilt dann

1B|l2 < r*t2%3 - const. (4.2.113)
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Fiir den Operator €' gehen wir analog vor:

1 ’ 9 |
2 —s5 .25 s s ~ — -2 2\t =
Clly=(2m)""r ./dl)dq<m> X (r(F = )] (¢ +m?*)*>
. — 25 - 41
(Skalierung) s 1 s s ]—I—(]Q—I—T‘QT)’LQ . 2 (qz—l—f‘zm/?) 2
= 2 i d°pd _ 1 _
( ﬂ-) r / p q <]—|—ﬁ2—|—r2m2 ‘X(p (7)‘ (]+(72+r2m/2)23
(4.2.108) . . . . i G2 rm? +7
< @2m)7 T /d' (p—q) g (1 + |7 — al)* ‘X(P@‘Q‘W- (4.2.114)
' N —
M R
2,2

Wieder existiert das Integral iiber (p—¢). Im Term (I1) schdtzen wir r*m?* im Fall - gegen
0 ab, im Fall ,+“ setzen wir mr < 1 voraus; dann erhdlt man auch fiir das Integral iiber ¢
eine r-unabhingige Abschitzung, denn fiir s > 2 bleibt |¢g]™' lokal integrabel. Man hat also
insgesamt

s < rF5 - const. (4.2.115)

Fassen wir die Ergebnisse nach (4.2.99) zusammen, dann ergibt sich

s—1F1
||Ti||1 < r%(ﬁr)” -const. fiir o < %, r<m . (4.2.116)
Die Konstante hdngt allerdings von « ab. Nach Umbenennung von « kénnen wir folgende
Aussage iiber die Operatoren Ti(ﬁ7 r) formulieren:

Satz 4.11. Wir betrachten die Theorie eines reellen skalaren freien Feldes in s > 3 Raumdi-

mensionen. Fir Fr <1, r < TL— (r < 0o im Fall m=0) sind die Operatoren T*(F,r) in der

Spurklasse; ist 0 < o < ”;1 , dann gibt es eine Konstante ¢, so dafs

ITHh < - B3 (Fr)°,
77|l < e B3 (Fr)™+,

Insbesondere besitzt die betrachtete Theorie die Figenschaft .2.

4.2.D Die kleinste obere Schranke zweier Operatoren

Es seien A, B € B(H) 7wei positive Operatoren. Wir werden im folgenden einen zuerst in
[7] beschriebenen Operator C' konstruieren, der in gewisser Weise die kleinste obere Schranke
von A und B darstellt: (' soll der kleinste Operator sein, der die Gleichung

C"> A", ("> B" (4.2.117)

fiir alle natiirlichen Zahlen n erfiillt, wobei sich ,klein® auf die iibliche Ordnungsstruktur
selbstadjungierter Operatoren bezieht.
Fiir einen solchen Operator mufl offenbar

1 1 o
C> (§A” + 513“) ' WneN (4.2.118)
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gelten. Wir versuchen, €' als den Grenzwert einer Teilfolge der rechten Seite zu definieren,
und setzen dazu

o (l(AT"JrB?’"))Tm (4.2.119)

Lemma 4.12. Die Folge (U, ist monoton wachsend und gleichmdfiig in der Operatornorm
beschrinkt.
Beweis. Allgemein gilt fiir selbstadjungierte Operatoren D, F € B(H):
]D2+]F2— ]D+]F2+ 'p ]F2> ]D+]F2 (4.2.120)
2 27 \27 " 27 27 27) “\2""27) " -
>0

Da die Funktion 2 — 27 (p < 1) operator-monoton ist, folgt speziell mit D = A2" | F = B?":

I —m
<1A2’"+1 + lBQ"”“>2 > <1A2’" + lBQ"")Q = Cpyr > Co . (4.2.121)
2 2 2 2
Weiterhin hat man fiir die Norm der ('},
1 w1 A\
Coull < (SIAIP" + 1817 ) < maxqal 131} (4.2.122)

(man betrachte die Ungleichung zundchst mit 2™ exponentiert); damit ist eine gleichmifige
Normschranke gefunden. U

Aus dem eben bewiesenen Lemma folgt gerade, dall (', stark gegen einen Operator C' €

B(H) konvergiert:
C:=slimC,. (4.2.123)

m—r00

(' ist offenbar positiv, da die (U, es sind. Aulerdem ist Relation (4.2.117) erfiillt, denn

—m.

] m ] m n2m ] m "2
C" = slim <§A2 + 5B ) > s-lim <§A2 +0> = A" (4.2.124)

™m—00 T om—oo

(der Exponent ist kleiner als 1 fiir grofie m); analoges gilt fiir B. Ist 1) ein weiterer Operator,
der (4.2.117) erfiillt, dann folgt wegen (4.2.118):

D>C,¥YmeN = D>(C. (4.2.125)

Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse nun zusammen:

Satz 4.13. Seien A, B € B(H) positive Operatoren. Dann ist der Operator

—m.

C = s-li ]AQ’”'+]B?’”' :
o = S-i1m 5 5

m—r00
ebenfalls positiv, und er erfillt
C"> A", C">B" V¥YneN.

C' ist der kleinste Operator mit dieser Figenschaft; er heifit kleinste obere Schranke wvon A
und B. Fiir seine Norm gilt

Cl < max{l[AlL || BII}-
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Vertauscht D € B(H) mit A und B, so auch mit allen C,,, und deshalb mit C. Dabei
kommt es nicht auf die C-Linearitdt von I an, wir konnen 7z.B. auch antilineare Operatoren
zulassen. Ks gilt also das

Korollar 4.14. Sei D ein R-linearer, beschrinkter Operator mit [D, A] = [D, B] = 0. Dann
ist auch [D,;C] = 0.

Wir nehmen nun an, dal A und B in der Spurklasse liegen. Aus [20] weil man, daf} fiir
beliebige positive Operatoren D F € B(H) und 0 < ¢ < 1 gilt

1D+ EYlls < 1107+ 1) - (4.2.126)
Daraus folgt fiir m € N:
INZT m amigem (42.126)
Culli = (5) 1A+ Bl < AL + 1Bl (4.2.127)

Die Spurnormen
normalbasis von H und N € N fest; da die (', positiv sind, folgt

Cml|1 sind also gleichméBig nach oben beschriankt. Sei nun {e;} eine Ortho-

N
S (61Cmes) < Al + 18] (1.2.128)
=1
fiir m — oo also
N
> (eslCes) < Al + 1B - (4.2.129)
=1

Die linke Seite konvergiert folglich fiir N — oo, woraus wir schliefen, daf§ auch € Spuroperator
ist:

Lemma 4.15. Seien A, B zwei positive Spurklasseoperatoren und C' ihre kleinste obere Schran-
ke. Dann ist C' ebenfalls in der Spurklasse, und es gilt

'

1 < TAfl + 1Bl

4.3 Untere Abschitzungen

Nachdem wir nun eine Reihenentwicklung der Abbildung = wie in Eigenschaft 2.1 hergeleitet,
haben, bleibt, die Frage, ob die approximierenden Terme ,,redundant® sind: Im Verlauf der
Konstruktion der Punktfelder miissen eventuell mehrfach Terme aus der Entwicklung entfernt
werden, da zwischen ihnen lineare Abhingigkeiten bestehen. Wir zeigen in diesem Abschnitt,
daf} solche Abhingigkeiten im betrachteten Modell nicht auftreten und daf§ die berechneten
¢; damit bereits die gesuchten lokalen Punktfelder sind.

Um diese Eigenschaft nachzuweisen, wiirde es nach den auf Satz 2.2 folgenden Bemerkun-
gen ausreichen, die Funktionale o; einerseits und die quadratischen Formen ¢; andererseits
getrennt voneinander zu betrachten; fiir die ¢; hitte man lineare Unabhéngigkeit nachzuwei-
sen, fiir die o; eine lineare Unabhingigkeit in einem erweiterten Sinne.

Wir wihlen hier jedoch einen etwas anderen, allgemeineren Ansatz: Fiir beliebige Approxi-
mationen Z;\; ¢;0; von = zeigen wir, dafl sie = nicht besser anndhern kénnen als eine gewisse,
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von N abhidngige untere Schranke. Fs stellt sich heraus, dafi diese mit den in Abschnitt 4.2.6
berechneten oberen Schranken bis auf Konstanten iibereinstimmt. Methodisch interessant an
diesem Ansatz ist, dafl wir uns nicht explizit auf bereits bekannte obere Abschdtzungen bezie-
hen. Dies erfordert zwar einen gewissen Mehraufwand gegeniiber der weiter oben skizzierten
Méoglichkeit; andererseits ist aber zu erwarten, dafl alle wesentlichen technischen Komplika-
tionen auch bei getrennter Betrachtung der o; und ¢; auftreten.

4.3.1 Vorgehensweise

Wir betrachten nun eine beliebig vorgegebene Approximation von = : |J, ¥r < ¥ durch
Rang-1-Operatoren:

N
EN=) 6,05, ¢ €01, 0,€. (4.3.1)

j=1

Uns interessieren untere Abschdtzungen fiir folgenden Ausdruck:

N
IZ = Enllre = sup [|2(7) = 3 r(85)as], (r € Bl < 1)

=1

= supsup [7(4) = 3 r(0)ri(A)]  (AeUO) A< (@32)

=1

Kénnen wir nun zu jeder Wahl von o;,¢; und jedem F r ein 7 € ¥ und ein A € 2A(O,)
angeben (beide normiert), speziell etwa A € (| Kern o, so daf§

|T(A)| > const.- (Fr)7, (4.3.3)
dann haben wir als untere Schranke fiir die ,,Approximationsgiite“ von Zx erhalten:
|12 — =En|lm, > const.- (Er)” = d[r7,v,p] (E, EN) > 0 fiir jede Nullfolge p. (4.3.4)

Die o; sind Linearformen auf B(#); der Kern von ¢; hat also Kodimension 1 (er ist eine
Hyperebene), mithin hat (| Kern o; eine Kodimension von hiéchstens N. Seien nun fy ... fx €
L(0O,) fest gewidhlt und paarweise verschieden; dann gibt es ag...any € C (nicht alle 0), so
dafB

N
A=agW(fo)+ ...+ anW(fn) € m Kerno;. (4.3.5)
=1
Ohne Einschridnkung der Allgemeinheit sei A normiert. Man hat dann

N N N
T AL = IS el < S el I = 3 fal. (43.6)
2=0 2=0 2=0

Unser Ziel ist es, Zustinde 7; € ¥ (j = 0...N) zu finden, so daf

|7 (A)] > const. - |~ Cijag| (Fr). (4.3.7)
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Dabei sind die (;; Konstanten. Wir wollen dann zeigen, dafi diese Abschédtzungen in einem
gewissen Sinne unabhiingig von den (in unserem Zugang unbestimmten) a; sind."" Dazu ist
folgende Aussage niitzlich:

Lemma 4.16. Sei C' = (C;) eine invertierbare n X n-Matriz. Dann gibt es d > 0, so daff
aus

Z(ij(l]“ <b;, Vicg {] 77}

j=1

(I,E(Cn,b7j>07

stets folgt
max |a;| < d-maxb;.
3 3

Beweis. Seien a,b; wie oben; man berechnet

2

2 1 1
max b?>m7a,x‘2(j7;jaj 2;2‘2(}]@7 == Call?

7 L 7 '
S (SR ) RS- o’ O (435)
— [ ——la ————— max |a;|°.

= \pell) = syee ™
——
=:d?

Wir nehmen die Matrix ((;;) in (4.3.7) nun als invertierbar an; nach Multiplikation mit

(Fr)~7 konnen wir das Lemma anwenden. Da wegen (4.3.6) hier max; |a;| > gilt, erhalten

.
N+1
wiT ein 7 mit

|7;(A)| > (Kr)” - const. (4.3.9)

Unter den genannten Voraussetzungen an C;; haben wir damit untere Abschidtzungen der
Form (4.3.4) etabliert.

Es miissen nun die speziellen Funktionen'? f; und Funktionale 7; konstruiert werden,
wobei die letzteren wie in den oberen Abschitzungen auf Matrixelemente mit Einteilchen-
Wellenfunktionen g; zuriickgefiihrt werden. Wir beginnen daher wieder mit der Konstruktion
gewisser Funktionen im Kinteilchenraum.

4.3.2 Funktionen im Einteilchenraum

Unser Vorgehen ist in mancher Hinsicht sehr dhnlich (aber nicht identisch) zu dem in Ab-
schnitt 4.2.2. Wir fixieren eine Testfunktion f € S(R) mit f > 0 und f(z) = 0 fiir |¥] > 1;
dann setzen wir fiir r > 0:

SA(@) = f (7)) (4.3.10)

fr ist dann in der Kugel vom Radius r um 0 lokalisiert; damit ist f. ein Kandidat fiir die
Konstruktion der Weyloperatoren aus 2(0,).

"Nas Auftreten der a; in den Abschitzungen (4.3.7) ist in gewissem Sinne der ,generische Fall“, da die 7
immer linear sind.
"2Wir werden sie spiter mit. f* bezeichnen.
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Weiterhin bendtigen wir energiebeschrinkte Funktionen im Impulsraum. Dazu sei fiir
F>m

1 fiirw(p) < F,

0 sonst;

gr € Q(F)K. (4.3.11)

9E(P) —{

Wir betrachten im folgenden fiir s-stellige Multiindizes'? x, A die Funktionen
WTiptgr und WTIPN (4.3.12)

Man beachte, dafi dabei die Energiebeschrinktheit erhalten bleibt; auflerdem stort der Fak-
tor p* die Lokalisierung des Trigers nicht, da er sich als Ableitung —idy in den Ortsraum
»iiberwilzen® 158t. Die Funktionen sind linear unabhdngig. Wir berechnen nun diverse Ska-
larprodukte zwischen ihnen, zunichst diejenigen zwischen den f’s:

1.z 1Az

<w:F2p fr|ij2PAfr>
‘I I b -

— /(ﬁp Fiymz (27)~* /dr Ay £ (e 7)) f (' |g]) P

r7|k|f|ﬁ,|+si1
(2m)*

(Ska]ijﬂmg)

/ Ep /TR (rm)E T / 'z d'y F@) f() 7D (4.3.13)

Wir betrachten diesen Ausdruck im Limes rm — 0. Der Term (ﬁz—l—(rm)Q):F;_ kann gleichmaBig
in rm abgeschiitzt werden (es ergibt sich héchstens eine Singularitit wie |p]™', die fiir s > 2
integrierbar bleibt); der vom Integral iiber # und y herriihrende Term fillt mit |p] sehr schnell
ab (f ist Testfunktion). Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz kann man den
I.imes also unter dem Integral ausfiihren und erhilt

ij;_ k ;, ij;_ A N,, plrlHRA = (s£1) M const. 4.3.14
P P )

wobei die Konstante nur noch von s und A abhingt; sie verschwindet nicht, falls k = A.

Das Skalarprodukt zwischen den ¢’s ergibt sich so:

1 1 — 1
Wreptgplwtepter) = /d”’p pr4m? pr
w.SFJ
V E2—m?2
+1 . . pﬁ,—l—A
= P e o) e
) .
::A(H—I—A)

A/ 1-m?/F?

(Skali;rlmg) E|H|+|/\|+si1 A(K—I—A) / dq /qg_l_ (%)2q|ﬁ|+|/\|+871. (43]5)

0

13 7ur Multiindex-Schreibweise siehe wiederum Anhang 4.2.A.
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Der oben definierte Ausdruck A(x+ A) wird in Anhang 4.3.A ndher untersucht. Wieder 148t
sich im Limes % — oo der Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden, womit sich

ergibt, daf§

1
s+1) m 0

+ s const. (4.3.16)

(w %Pﬁgﬁwi%pkgﬁ) = Isl=1A=(

Auch diese Konstante ist nicht 0, falls x = A.
Nun berechnen wir das Skalarprodukt zwischen einem f und einem g:

L 1 ; P ; -2 s P s —pT 1=
(WE2p gr|wT2p* f) = Wrgrlp’ f.) = (27) 7 / d*p pit / APz e 7T (r 7))

Skalierun B N
( bl g) r7|ﬁ|7|k| / dsp pﬁ,—l—/\ (277)75 / A5z Pf7pr(|T—»|)

F2<(F2om?)r2 i<t

((p) hangt mur von || ab.)
(Skalicrng) ] - |\] oy s+l el A1 7 e
) 1ol ) [ PO e [ o)t
|P1<1 -~ m? /12
— AN A () / R F (0L B dg. (4.3.17)
0

Im Limes Fr — 0, % — 0o kann noch einmal der Satz von der majorisierten Konvergenz

angewandt werden; Ausfiithren der Integration ergibt dann

F]r—}O\ A(K + A) =

+1 Fl oAz —s p—s—|&|—|A|
wr? w2 r K 1(0). 4.3.18
(W*2p gplwTep fi) s—|—|/<,|—|-|/\|f() ( )
Die Funktion f war so gewihlt, daf f(()) # 0.
Wir normieren nun die oben betrachteten Funktionen:
i1 Fi 6 f i1 +1 s
+ .= % [:i(@r) . ogr = 7:1—& Q(F)K. (4.3.19)
[wF2p ] lw™2p gm]|
Die fF sind dann linear unabhingig und invariant unter .J, denn man hat [J,w] = 0 und

Jpp = —prJ. Entsprechendes gilt fiir die qu Unter Verwendung der Ergebnisse (4.3.14) und
(4.3.16) erhéilt man:'*

<qﬁi|qf> % const.(K, A) ; (4.3.20)

— =00
m

EE) 25 const! (1)) (4.3.21)

——00
m

"“Man beachte, da Fr — 0, % — oo auch rm — 0 impliziert.
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Die Konstanten const.(k, A) und const.(x, A) sind gleich 1, falls x = A. Fiir die gemischten
Skalarprodukte hat man

+ o+ —gt()  Froo0 Ak +A) .
) N A i AL D 4.3.22
(fTlgo)(Fr) . 1(k) PP EY 2(A) 5 ( )
dabei ist
sF1
ot (k) = 5] + ;F , (4.3.23)

die by(k), bo(A) sind wiederum nichtverschwindende Konstanten. LA8t man & und X iiber eine
endliche Menge M von Multiindizes laufen, dann ist die Matrix

A(k 4+ X)

ety KaAEM 4.3.24
PP R ( ) ( )

nach Lemma 4.21 in Anhang 4.3.A invertierbar; die Multiplikation mit den by(x), ba(A) kann
als Multiplikation mit zwei Diagonalmatrizen aufgefafit werden, die ihrerseits invertierbar
sind. Die rechte Seite von (4.3.22) bildet somit eine nichtsingulire Matrix By\.

Wir kénnen auf die Details der Funktionen ff,qki jetzt verzichten und numerieren sie
daher mit natiirlichen Zahlen j durch, wobei wir die Reihenfolge so wihlen, dafl das resultie-
rende g% (j) monoton mit j wichst. Die im folgenden relevanten Frgebnisse fassen wir noch
einmal zusammen bzw. formulieren sie fiir beliebigen Einteilchenraum als Forderung:

Eigenschaft 4.17. Zu F > Iy, r < rqg, Fr <1 gibt es J-invariante Vektoren
[FeL*(0), gfeQRK  (jeN),

die in LT (0,) bzw. Q(F)K linear unabhingiq sind. Weiterhin existieren zwei monoton wach-
sende Funktionen ¢* : N = RT mit ¢*(j) = oo fiir j — 0o, so daf

(R 225 Gk,

F—oo

4+ 4+ Fr—0 + /-
<(77 |QI<> m C,q (77 k) )

4 _a*(E Fr—0 +
(g7 [f ) (Fr) () TR B -

Die Konstanten (:? (7, k) und (:gi (7, k) verschwinden nicht, falls j=1k; die Matriz Bﬁ (J, k<N)
ist fiir jedes N € N invertierbar. Fo und rq sind positive Konstanten.

Wie interessieren uns besonders fiir den Fall, in dem die ¢* mit den in Eigenschaft 4.1
erwahnten Funktionen iibereinstimmen, wie dies beim reellen skalaren Feld der Fall ist; unsere
Uberlegungen sind aber unabhiingig davon. Die Tatsache der Tnvertierbarkeit der Matrix Bk
soll noch etwas umformuliert werden, bevor wir sie im folgenden verwenden:

Lemma 4.18. Sei N € N und

q= Z c;(F,r) qf . wobei c;(F,r) Fr=00 0

F—oo

.,

=1
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mit Konstanten (°

)*ai(k)

Fr—0
—

(g1 fF) (Fr

F—oo

mit Konstanten dg, die ebenfalls nicht alle verschwinden.

Beweis. Man hat nach Eigenschaft 4.17:

N
> oilF

j=1

) gt (k)

(glfi) (F g I (Fr

Wegen der Invertierbarkeit von Bﬁ kénnen nicht alle d9 verschwinden.

dy

Fr—0
—

F—oo

4.3.3 Verallgemeinertes Gram-Schmidt-Verfahren

, die nicht alle verschwinden. Dann gilt fir 1 <k < N

N

St =

=1

(4.3.25)

O

Das Verhalten der Skalarprodukte <f7i|qki> fiir grofle K/ und kleine F'rist nach Eigenschaft 4.17
bekannt. Fiir das folgende erweist es sich aber als giinstig, iiber noch einfachere Relationen
fiir diese Ausdriicke zu verfiigen, etwa <f7i|qki> x §;5. Wir werden dies durch eine Variante
des bekannten Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens erreichen. Die Vorzeichen
+ werden im folgenden fortgelassen, die Konstruktion verlduft in beiden Fillen véllig gleich.

Wir konstruieren nun rekursiv Funktionen ’fn,f]n, die folgende Eigenschaften erfiillen sol-

len:

Tfo=fa: Jiu=in (4.3.26)
Span(fi...fn) = Span(ﬂ . fw) (4.3.27)
Span(g1...g,) = Span(§y .. .Gn (4.3.28)

(il fu) zHO const.(k,n) Yk €N (4.3.29)
b —> OO0
<fk|fw> zr—m const.(k,n) Vk<n (4.3.30)
b —> OO0
(91| Gn) % const.(k,n) VkeN (4.3.31)
b —> OO0
(Gl Gn) % const.(k,n) Vk<n (4.3.32)
b —> OO0
<.‘]k|.fn>(]*7r)7q(n) % const.(k,n) VkeN (4.3.33)
b —> OO0
(G fi) (Fr) 90 % const.(k,n) Yk €N (4.3.34)
b —> OO0
(Gl fi) =0 Yk <n (4.3.35)
(Gl fa) =0 Yk <n (4.3.36)
{n ,An>(l*7r)7q(n) Fr=0, const.(n) # 0 (4.3.37)

F—oo
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Induktionsanfang (n = 1): Wir setzen

fh=h. §gi=q. (4.3.38)

(4.3.27) und (4.3.28) sind trivial erfiillt; (4.3.29) - (4.3.37) ergeben sich aus den entspechenden
Figenschaften der f; und g¢;.

Induktionsschritt (n—1 — n): Wir definieren

: = (Gilfn)
fw = fn - .A7 Aﬂ fy, (433())
; (g1
n—1 A
s B <Q77|f7>A 4.3.40
9n 9n 72_1: <(}7 ]th>g,7 ( )

(Die Nenner sind nach Induktionsvoraussetzung (4.3.37) nicht 0 fiir geniigend kleine F'r und
grofle F.) Diese Funktionen sind wieder invariant unter .J, denn die skalaren Faktoren sind
reell.

(4.3.27) ist erfiillt, denn einerseits gilt f. € Span (fi ... fn) nach Definition, andererseits
ist fn ¢ Span(fi ... fn—1), weil die f; linear unabhingig sind; also wird der von den f erzeugte
Unterraum echt gréfier. Ebenso folgt (4.3.28).

Zu (4.3.29): Fiir k € N gilt

n—1

¢ <A7 fw> ¢
(ful fa) = (ful fu) — 2, f7‘>< k| fi)
— —a(n) q(nji)q(j) 2 Er—0

nach Induktionsvoraussetzung (4.3.29), (4.3.34) und (4.3.37). Ebenso erhidlt man (4.3.31).
7u (4.3.30): Sei k < n, dann ist

o n—1 <A f k-1 ,. k>

ffw - ffw - f7f x fy fw

(Silfo) = (sl o) 2 G | fi) ; ) | fn)
SN () (il fi) rs0
+ . f7|f ST const. (4.3.42
ZZ iy iy O 3:42)

unter Verwendung von (4.3.29), (4.3.30), (4.3.34) und (4.3.37). Genauso ergibt sich (4.3.32).
7u (4.3.33): Fiir k € N berechnet man

(el fu) (Fr) =100 = (g fu) (Fr) ~0()

n—1 o ) —q(n) . 4
_ (9; fzv>(F7‘) 4 <gk|f‘>(7*77‘)7q('7) M const. (4.3.43)
= (gl fi) (Er) e ! F—s00

mit Voraussetzung (4.3.33), (4.3.34) und (4.3.37). Gleichung (4.3.34) folgt analog.
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7u (4.3.36): Es sei k& < n; dann gilt identisch fiir alle K und r:

() = el — S0 ) 1y — gy Bl iy (4.3.44)
i=1 (G;1f5) :S’_/ il fr)

Eine dhnliche Rechnung zeigt (4.3.35).
7u (4.3.37): Man hat aufgrund von Voraussetzung (4.3.33) - (4.3.37)

G| foy (Fr) 0 <qn|fn>< r)~at)

n—1

A> (gl i) Z|—

fy () 1)

n—1 <(}7 fw> <(7w|fk> s . o
+,7‘;1 Wil f;) (an Ak>%’fi2(lf )

(Die drei Summen sind also gleich!)

n=1 ,. o)) (g, | £ (Fr)—a0) .
= (gul fu) (Fir)~90") — Z (gilfn) (Fr) {gnl f5) (FT) Fr—0,
7=1

(Gl i () o0 oo

const. (4.3.45)

7Zu zeigen ist noch, dafl diese Konstante nicht verschwindet. Dazu nehmen wir an, daf$
(Gl £ ) (Fr) =90 — 0. Wegen (4.3.35) gilt dann (§,|fi)(Fr) %) = 0k < n, und aufgrund
von (4.3.27) auch (g,|fi)(Fr)=9%) = 0VE < n. Andererseits erfiillt

n—1 4
Gn = Gn — Z <g”|”ff>gj (4.3.46)

die Voraussetzungen des Lemmas 4.18; daher gibt es ein & mit (g,|fi)(Fr)=9%) 4 0. Damit
ist ein Widerspruch erreicht.

Die Konstruktion der f, und g, ist nun abgeschlossen. Wir lassen das ,,Dach® {iber den
Symbolen wieder weg und verfiigen damit, iiber Funktionen fF und gF, deren Figenschaften
sich wie folgt zusammenfassen lassen:

[ eL0): g€ QFK (4.3.47)

Jf=frsdgf =g) (4.3.48)

(FELFE) % const.(k,n);  (gF|gF) % const.(k,n) (4.3.49)
(GrlfEy =0 fiirk#n (4.3.50)

<!]f|f§>(ﬁ7‘)iqi(n) % const.(n) (4.3.51)

Die Konstante in der letzten Gleichung verschwindet nicht.
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4.3.4 Zweite Quantisierung

Nachdem wir die Situation im Einteilchenraum festgestellt und um einiges vereinfacht haben,
bleiben noch die gewiinschten energiebeschrinkten Funktionale 7; und die lokalen Weylope-
ratoren W (f;) zu konstruieren.

Wir beginnen auf der Seite der Funktionale: Mit Hilfe von Aussage 4.8 in Anhang 4.2.B

verschaffen wir uns zu Multiindizes pu*, u= beliebiger Stellenzahl ein Funktional 7 das

wtpu=s
auf Weyloperatoren W(f) die Werte

rut- (W) = e STt TI Lo e (4.3.52)

] k

annimmt. Da die g energiebeschrinkt sind, liefert Korollar 4.10, daf§ 7 - € E mit £ =
(lut |+l ) F; a,uﬁerdem erhdlt man |74+ || < const.(u*,p~) fiir groﬁe F und kleme Er,
wenn man die Abschdtzung der Normen der g7i aus (4.3.49) beriicksichtigt.

7Zur Konstruktion der Weyloperatoren setzen wir fiir Multiindizes v, v :

oo, = vifr+id v fy. (4.3.53)
J k

Das liegt stets in £(O,). Analog 7zu (4.3.5) betrachten wir Summen

A= e, W(f2r, ) € A(0,). (4.3.54)
(vt )eM

Dabei ist M C M™ x M™ eine endliche Teilmenge, die wir erst spiter spezifizieren wer-
den. Die Auswertung des Funktionals 7,4+, auf A ergibt wegen der Orthogonalitidtsrelati-

wtu
n (4.3.50):

Tyt (A) = Z Ayty— € ol H f+|f] g H v [y lgg )"
k

vt v

— Z a4+ ,,— CM+M7|U+U7(F],T‘). (4355)

vt

Setzen wir nun

AANREDY (ujf (7) + u}q*(j)) 7 (4.3.56)

7

dann erhalten wir aufgrund des in (4.3.51) beschriebenen Grenzwertverhaltens:

C (Er)fw(;ﬁ,u*)

Fr—0 _ + N _
It ) L0 TT0 ) - ealt o) = o (43.57)

F—o00 ;
7 k

whp= vty

cr(vt,v7) und ep(ut, ) sind nichtverschwindende Konstanten.
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Wir fassen die Multiindizes pu*, = nun wie in den oberen Abschitzungen zu nur einem
Multiindex p zusammen (entsprechend auch v*) und bilden aus den ¢*(j) ein entsprechendes
q(7), das monoton wachsen soll. Mit dieser Umbenennung lautet die Relation (4.3.57) jetzt

Chu (Fry 1 20 ) T vk - ealu) = €5, (4.3.58)
F—oo ; :
Die Multiplikation mit ¢ (v) und eo(p) entspricht der Multiplikation des mittleren Terms mit
je einer invertierbaren Diagonalmatrix. Zu betrachten bleibt die Matrix ny = [, 1/;” Wir
kénnen diese Matrix ohne Einschriankung als invertierbar annehmen, und zwar in folgendem
Sinne:
Falls ny nicht invertierbar ist, dann ersetze man alle nichtverschwindenden Eintrige

der Multiindizes v durch Variablen 2{*) und betrachte das entsprechend gebildete ny(mgy)).
. o) .

Die Determinante dieser Matrix ist ein Polynom in den Variablen z.”", und zwar nicht das

Nullpolynom, denn beipielsweise tritt das Monom

1 (=)

veM;j;

nur in dem Term auf, der von der Diagonalen der Matrix herriihrt. Mithin kann man fiir
mgy) Werte finden (sogar in beliebiger Nihe der urspriinglichen), so dafi die Determinante
nicht verschwindet und damit ny invertierbar wird. Startet man aber in (4.3.53) mit den
gednderten Werten statt der ganzzahligen 1/7i7 dann verlduft die Konstruktion wie zuvor.
Insgesamt ist die Matrix Cﬂy also (ohne Einschriankung) invertierbar. Da sowohl die De-
terminante als auch die Komponenten der inversen Matrix stetig in den Eintrigen von ' sind,
ist fiir geniigend kleine Kr und grofie F auch C,, (F,r) invertierbar, und die in LLemma 4.16
erwihnte Konstante d kann gleichmifliig gewihlt werden. Man kann den in Abschnitt 4.3.1
skizzierten Gedankengang also anwenden;'® dabei withlt man den Exponenten v so, da8

v>y(p) Y e M. (4.3.59)

Die Menge M kann noch geeignet gewihlt werden, um 4 maéglichst klein werden zu lassen
(sie mufl mindestens N 41 Multiindizes enthalten). Um das Ergebnis einfacher formulieren zu
kénnen, numerieren wir nun auch die 7, und f7 mit natiirlichen Zahlen j statt Multiindizes,
wobei v(j) wieder monoton wachsen soll - das ist wegen ¢t — (j = oo) stets moglich.
Unter Prizisierung der bisherigen Formulierung ,fiiv grofle ¥ und kleine Fr“ erhalten wir
dann folgende Aussage:

Satz 4.19. Wir betrachten ein Modell der freien Feldtheorie, das die Figenschaft 4.17 besitzt,
etwa die Theorie eines reellen skalaren Feldes in s > 2 Raumdimensionen. Zu N € N gibt es
dann Konstanten Fg, wo und ¢, so daff fiir > Fy, Fr < wq gilt

N
12> diojllme > e (Er) N,

j=1

wobei o; € X und ¢; € Oy beliebig gewdhlt werden kénnen.

" Dazu miissen die Funktionale 7, noch normiert und die Energieskala um einen konstanten Faktor geandert
werden. Dies 1463t sich aber in den im Endergebnis erwidhnten Konstanten auffangen.
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Wir wenden dies noch auf die Pseudometriken d[r?, v, p] an:

Korollar 4.20. Sei N € Nund o; € &, ¢; € ©1 (j=1...N). Dann gilt fiir jede Nullfolge p
und alle v > v(N+1):

d[r”, 7, pl (E XN:WU) > 0.
i=1

Mit diesem Resultat kdnnen wir die Konstruktion der Basen der Feld- und Zustandskeime
in Abschnitt 2.3 (deren Ergebnis Satz 2.2 war) nun vollstindig kontrollieren. Man bemerkt
dazu, dafl die oben definierte Funktion v(j) mit derjenigen aus Abschnitt 4.2 iibereinstimmt,
vorausgesetzt, daB die ¢* in Eigenschaft 4.1 und Eigenschaft 4.17 identisch sind. Wir bezeich-
nen jetzt die von v(j) angenommenen verschiedenen Werte mit vy, 72,... (streng monoton
wachsend) - jedes dieser v, wird von der Funktion v(j) eventuell mehrfach erreicht. Weiter
wihlen wir natiirliche Zahlen N, maximal, so dafi

(), v (NY) < (4.3.60)

Aus Satz 4.5 (oder direkt aus der vorangegangenen Konstruktion) ist klar, daf} fiir die in den
oberen Abschétzungen konstruierten Funktionale o; gilt

ol < 77, (4.3.61)
P

wobei p eine beliebige Nullfolge ist. Weiter wissen wir aus Satz 4.5, daf3

Ny
d[r™ v, pl (E Z¢j”j) =0. (4.3.62)
j=1

Andererseits gilt nach Korollar 4.20
N,—1
A 30l (20 6507) > 0. (4.3.63)
j=1

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt sich
Al v, pl (0N, 0, 0) > 0; (4.3.64)

durch Permutation der Approximationsterme gilt dasselbe fiir andere Indizes j statt N, (wobei
N,_1 < j < N,). Zusammen mit (4.3.61) folgt

ol ~ ") Vi€ N (4.3.65)
p

Die Funktionen 7, (r) sind hier also zu wihlen als
n(r)=r". (4.3.66)

Korollar 4.20 besagt gerade, dafl in der Konstruktion zu Satz 2.2 niemals ,linear abhdngige
Terme® entfernt werden miissen. Wir erhalten daher Satz 2.2 direkt mit den in den oberen
Abschitzungen (Abschnitt 4.2) konstruierten Funktionalen o; und Linearformen ¢;. Die 5, (r)
und N, sind oben angegeben. Die Nullfolgen p, spielen in diesem Modell keine Rolle; sie sind
alle gleich einem festen p, und dieses kann beliebig vorgegeben werden.

Ein Beispiel fiir die ersten Terme der Approximationsreihe und die zugehérigen v, und
N, ist in Abschnitt 4.4.2 angegeben.



4.4. Freie Wightman-Felder 95

4.3.A Die A-Symbole

Die hier als ,,A-Symbole“ bezeichneten Ausdriicke definieren wir wie folgt: Sei x ein s-stelliger
Multiindex, dann ist

A(k) = /(]Q(T)TH, (4.3.67)

das Integral 14uft iiber die Einheitssphire im R?. Wir bemerken folgende Figenschaften:

A(k) > 0; (4.3.68)
A(k) =0 < &k besitzt einen ungeraden Eintrag, (4.3.69)
inbesondere: A(2k) > 0. (4.3.70)

Das folgende .emma stellt sich fiir unsere Anwendungen als wichtig heraus.
Lemma 4.21. Sei M C M? eine endliche Teilmenge; dann ist die Matriz

A(k+ A)

BH, — T~
S H R

K,AEM

positiv definit, insbesondere ist sie invertierbar.
Beweis. Man betrachte die Funktionen

" fiir |7 <1,
K€ M. (4.3.71)
0 sonst;

@) = a"xpon(171) = {

Sie sind offenbar linear unabhiingig. Bezeichnet (:|-) das gewdhliche I2(R®)-Skalarprodukt,
dann gilt

(fslfr) = Bax, (4.3.72)
wie man leicht berechnet. B, ist also die Matrixdarstellung des Skalarprodukts auf dem
Teilraum Span{ f,. } und deshalb positiv definit. O

4.4 Freie Wightman-Felder

Wir haben bisher das betrachtete Modell der freien Feldtheorie vollstindig im algebraischen
Rahmen formuliert und das Verhalten der Theorie ,am Punkt® analysiert, so daf§ wir nach
Abschnitt 2.4 lokale Punktfelder erhalten. Historisch wurde die freie Feldtheorie aber zuerst
durch Punktfelder (bzw. durch ,ausgeschmierte operatorwertige Distributionen) definiert
und spiter auf die algebraische Theorie iibertragen.

Wir geben in diesem Abschnitt zunichst einen Uberblick iiber die Formulierung der freien
Feldtheorie im Wightman’schen Rahmen und zeigen, wie die algebraische Sichtweise daraus
hervorgeht. Dabei beschrinken wir uns auf das reelle skalare Feld; nur dort hatten wir den
Einteilchenraum und die ,lokalen“ Unterrdume [:i((’)r) konkret definiert. Anschlieend geben
wir die ersten Terme der in Abschnitt 4.2.6 hergeleiteten Reihenentwicklung explizit an; wir
deuten die darin vorkommenden quadratischen Formen als Punktfelder und zeigen, daff man
nach Ausintegration tatsichlich das Feld ¢(f) zuriickerhdlt, mit dessen Hilfe die Theorie
definiert wurde.
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4.4.1 Das reelle skalare Feld im Wightman-Rahmen

Ein reelles skalares Feld ist in der Wightman’schen Quantenfeldtheorie eine hermitesche ope-
ratorwertige Distribution

()" D o(f), [eSR™. (4.4.1)

Dabei betrachten wir wieder reellwertige Testfunktionen f. Das Feld ¢ soll (im Sinne von
Distributionen) die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen:

(O 4+ m?)¢ = 0. (4.4.2)

Geniigt ein solches Feld allen in Abschnitt 1.3 aufgefiihrten Wightman-Axiomen, einschliefi-
lich der dort genannten Vollstindigkeitsbedingung, dann erfiillt es notwendigerweise [24] die
Vertauschungsrelationen

[o(f), ()] = ({Fla)+ — (gl f)+) -1 (4.4.3)

mit,

Ul)e = / ar / Py F() g(y) Ayl — ); (1.4.4)

hierbei ist Ay die Distribution
Ap(z)=(27)° /dsp(S(p?m?)f)(po)e’:pZ. (4.4.5)

Dadurch ist das Feld ¢(f) bis auf Unitardquivalenz eindeutig festgelegt. Es kann in der
iiblichen Fockraumdarstelluing konstruiert werden [19]; dort 148t es sich in die bekannten
Erzengungs- und Vernichtungsoperatoren a* und a zerlegen:

o(f) = a™(f) + a(f)- (4.4.6)

Um die lokalen Algebren (O) 7u erhalten, mufi man beschrinkte Funktionen der ¢(f) be-
trachten. Da die ¢(f) sogar (wesentlich) selbstadjungiert sind, bieten sich dazu die unitdren
Weyl-Operatoren

W(fy=€?D ., fesRrR™ (4.4.7)
an. Sie erfiillen wegen (4.4.3) die Relation
W (W (g) = e ™I W (f 4 g). (4.4.8)

Um alle in O lokalisierten Observablen zu erhalten, mufi man offenbar die im Ortsraum
im Gebiet O lokalisierten Testfunktionen f und Funktionen der zugehorigen Felder ¢(f)
betrachten, also

A(O) ={W(f)| f € Dr(0)}". (4.4.9)
Es ist dabei aber nicht notwendig, f tatsichlich durch ganz Dg(O) laufen 7u lassen. Man

bemerkt namlich

(4.4.2)

o(@+m*) ) = ((O+m)9) (1) "2V 0 vf e De(R); (4.4.10)
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folglich reicht es aus, Restklassen [f] aus dem Quotientenraum Dr(0)/(O+m?)Dg(R*T') 7u
betrachten. Einem solchen [f] kénnen wir seine s-dimensionale Fouriertransformierte zuord-
nen:

f(p) = (2m) /2 / A f(2)e DI (u(p) = /5 m?). (4.4.11)
Diese Zuordnung [f] — f ist wohldefiniert und injektiv, denn fiir f € D (R gilt
/dﬁ“.qef(m)ei(wf“ﬁ*) —0Vp & fe (@+m?)Dp(R. (4.4.12)

(Die Richtung ,,=“ folgt dabei mit Hilfe funktionentheoretischer Argumente - man beachte,
dafl wegen der Trigereigenschaften von f seine (s+1)-dimensionale Fouriertransformierte ganz
analytisch ist.)

Wir zerlegen f nun in J-invariante Funktionen (J wird wie in (4.1.5) definiert):

= rief mit = S 4IR) = o (T (4.4.13)

diese Zerlegung ist eindeutig. Wichtig ist nun, daB sich die Lokalisierung von f an den f*
ablesen 148t: Fs sei speziell O = O, ein Standard-Doppelkegel; dann gehéren vorgegebene
J-invariante Testfunktionen f* genau dann zu einem [f] € Dr(0,)/(O4+m?) D (R, wenn
der Triager der Fourierriicktransformierten

s

£ = n) [T (4.4.14)

innerhalb der Kugel |Z| < r liegt. Wir erhalten also eine eineindentige Zuordnung [f] — f =
fT +iwf ™, wobei die f* die genannten Figenschaften haben. Betrachtet man das Feld nun
als Funktion von f statt [f], dann lautet die Weylrelation (4.4.8)

W(HW(G) = e ™D W (f 4 g) (4.4.15)

mit,

(i) = [ 5 77 867 = (Flabs (4.4.16)

1
Zur Vereinfachung der Rechnungen ziehen wir den Faktor (2w) ™2 im Integrationsmafl noch
7zu den Funktionen, d.h. wir setzen

f(p) (4.4.17)

N[—=

F(p) = (2w)”

und erhalten

W(HW(G) = e ™I W(f 4 g) mit (f

m—/wﬁ®mm; (1.4.18)

auf eine Neubezeichnung des Skalarprodukts verzichten wir dabei. Die lokale Algebra 0(0O,)
wird nun erzeugt von den Weyl-Operatoren

W(f), f=wfvivrf, (4.4.19)

wobei f£ im Ortsraum reell und in |#] < r lokalisiert sind. Das stimmt bis auf Bildung
topologischer Abschliisse mit unserer bisherigen Definition in Abschnitt 4.1 iiberein.
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4.4.2 Rekonstruktion des Feldes

Wir hatten in Abschnitt 2.4 gesehen, dafl die quadratischen Formen ¢; in der Entwicklung
= Z T (4.4.20)
J

als lokale Wightmanfelder interpretiert werden kénnen. Fiir das reelle skalare Feld hatten wir
solch eine Reihenentwicklung in Abschnitt 4.2.6 hergeleitet. Fsist instruktiv, die ersten Terme
dieser Reihe explizit auszurechnen. Um die Notation aus Abschnitt 4.2 etwas zu vereinfachen,
setzen wir h — h::() und g = g::(). Man erhilt dann im Fall physikalischer Raumzeit:'®

=Zpe= (9 19) P(F)1P(F)
£ (0190 4+ @ - 1) P(E)(alg) + () P(P)
+ %i((mm 19) + (9 - [258)) -P(E) (a(—ipsg) + 0™ (~ip;q) ) P(F)
o (@B 1) - (@ |w”h) P(R) (aiog) + a*( wq>)P<E>
i (a) (1) (a9)* + a(9)? + 2" (g)a(9) ) P(F)
T (4.4.21)

Die Schreibweise x;h 1st dabeil etwas symbolisch und miifite genauer wf%m]w"'%h heiflen. Das lineare Funktional
& ist bereits recht komplhiziert und deshalb nicht explizit ausgeschrieben.

Intuitiv erkennt man in den Approximationstermen bereits das Punktfeld ¢(0) wieder; in
etwas suggestiver Schreibweise lautet die obige Gleichung

=pe = (- 19) P(E)LP(E) (=0)
£ (019 4+ @ 1) (1) 6(0) P(F) (v=1)
537 (bl - 19)+ @1 [ah)) -P(F) 2,6(0) P(F) (r=2)
o (@B 10) (O] - o)) P(R) 86(0) P(F) (y=2)
+(.y.) P(F) :6%:(0) P(F) (v =2)
T (4.4.22)

Wir haben hier explizit v, =v — 1, Ny =1, Ny = 1, N3 = 5. Die Terme fiir v > 3 sind nicht
aufgefiithrt. In der R,eihenentwmkhmg treten neben dem Feld ¢ auch seine rdumlichen und
zeitlichen Ableitungen sowie das Wickprodukt : ¢? : auf. Bei den hheren (nicht gezeigten)
Termen handelt es sich entsprechend um hohere Ableitungen des Feldes (auch gemischte
raumliche und zeitliche) sowie deren Wickprodukte. Zweite oder héhere Zeitableitungen treten
allerdings nicht auf - das ist Ausdruck der Feldgleichung (4.4.2).

Fiir s > 3 andert, sich eventuell die Reihenfolge der Terme; der Term mit. dem Wick-Quadrat des Feldes
gehort zu v = s—1, widhrend die Terme mit den ersten Ableitungen v =1 + % aufweisen.
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Man beachte, dafl die hier aufgeschriebenen ersten Terme der Reihenentwicklung mit dem
Ergebnis der heuristischen Rechnung in [17] im wesentlichen iibereinstimmen; die Form der
Funktionale o; ist jedoch etwas aufwendiger als dort vermutet.

Die Schreibweise a*(g)+a(g) = ¢(0) usw., zu verstehen im Sinne quadratischer Formen auf
Ur (HE x HE), ist zwar heuristisch unmittelbar einleuchtend; streng genommen bleibt aber
noch 7zu zeigen, dafi die aus den ¢; nach Integration (Abschnitt 2.5) erhaltenen Wightman-
Felder tatsdchlich mit dem definierenden Feld ¢(f) und seinen Ableitungen iibereinstimmen.
Wir fiihren den Beweis hier fiir das Feld selbst (2. Term der Entwicklung (4.4.22)); fiir die Ab-
leitungen und Wickprodukte 148t sich eine analoge Argumentation durchfiithren. Im folgenden
sei wieder s > 3 beliebig.

7u zeigen ist die Gleichheit der quadratischen Form a*(g) 4 a(g) mit dem Feld ¢(f) nach
Ausintegration, und zwar als Operatoren auf C™(H). Es reicht jedoch aus, die Identitit auf
einer dichten Menge im Sinne von quadratischen Formen nachzupriifen. Seien also

v=b Q- - @by € PIFYH, E=c1Q---® ¢, € P(F)H; (4.4.23)

dabei sind b;, ¢, € Q(F)K. Wir haben 7zu zeigen, daf

/ (0] U() (a*(9) +a(9) U(-—2) &) f(a) d™ o= (4] ([) &) (4.4.24)

Schreibt man die rechte Seite nach (4.4.6) als Erzeuger und Vernichter aus, dann reicht es,
folgendes nachzuweisen:

| / A f(2) (U(=2)e | (g)U(=2)€) = (v ] a*(f) &) (4.4.25)

Dabei ist af entweder a oder a*; wir behandeln den Fall af = a*, der andere ergibt sich
entsprechend. Interessant ist dann nur m = n+41, andernfalls verschwinden beide Seiten von
(4.4.25). Man hat nun

[ @ 1) (U)o (@)U
= /d”’“m f(2) (Symm @; U (—2)b; ‘ a*(g) Symm @y Ur (—x)cy)

(4'1:'10) vn+1 /dSHm f(zx) (Symm @; Ux(—x)b; | Symm(g & ®kU;¢(fm)(:k) )

= virtsymn (TLbses - [ @+ fo) [ aoper B0 (2m) % 20) F i) ).

j=1
(4.4.26)

Die Symmetrisierung lduft dabei iiber die Indizes der b;. Da das Integral iiber d®p nur iiber
ein endliches Gebiet lduft und der Integrand auch beziiglich 2 geniigend schnell abfillt (f
ist Testfunktion), kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden. Auflerdem kann die
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Multiplikation mit yz(p) entfallen, da bereits b, € Q(F)K. Man erhilt so

[ @ 1) O] o U -0
=it symn([[0sle) - [ @b @ i)

T

= Vit 1 Symm ([Tsle) - (buril f)) = (0la*(H) &), (4.4.27)

=1

wobei
f(p) = (2w)7;‘(27T)7'21 /d“"m fa)el =77 (4.4.28)

Damit ist schliellich gezeigt, daf

[ a0 ") + ale) U () = o(5) (1.4.29)

im bereits diskutierten Sinne.

4.5 Andere Modelle

Die Analyse der freien Feldtheorie haben wir bisher nur fiir das reelle skalare Feld in s > 3
Raumdimensionen vollstindig durchgefiithrt. In diesem Abschnitt wird diskutiert, inwieweit
sich die Frgebnisse auch auf andere Modelle iibertragen lassen, und welche Umstidnde einer
Rekonstruktion von Punktfeldern in unserem Sinne entgegenstehen kénnen.

Zunichst basieren sowohl die oberen wie die unteren Abschitzungen auf gewissen Eigen-
schaften des Einteilchenraum der Theorie; wir haben sie nur fiir das reelle skalare Feld explizit
nachgewiesen, aber fiir beliebige Finteilchenrdume ist klar, welche Bedingungen erfiillt sein
miissen, um das Konstruktionsverfahren anwenden zu kénnen. Tnsbesondere fiir Theorien,
deren Einteilchenraum sich als direkte Summe der Einteilchenrdume reeller skalarer Felder
darstellen 158t, ist die Verallgemeinerung fast offensichtlich. Wir kénnen auf diese Weise leicht
auch Theorien mit

e mehreren (jedoch endlich vielen) Teilchensorten,
e Bosonen von héherem Spin,

e geladenen Teilchen (komplexen Feldern)

behandeln.

Eine subtile Schwierigkeit zeigt sich allerdings im Fall niedriger Raumdimensionen (s < 3).
Bereits Buchholz und Porrmann [8] hatten gesehen, dafi das reelle skalare masselose Feld in
s = 2 Dimensionen gewisse Phasenraumbedingungen nicht erfiillt, und zwar wegen seines
schlechten Infrarotverhaltens. Auch im hier verwendeten Konstruktionsverfahren treten diese
Schwierigkeiten auf: Gewisse Integrale, etwa (4.2.13) und (4.2.111), divergieren fiir s < 3. Es
liegt daher nahe, daBl sich zumindest die masselose Theorie in s < 2 Raumdimensionen nicht
mit unserer Methode behandeln 158t.
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Auch im massiven 2- oder 1-dimensionalen Fall treten in der Konstruktion die genannten
Schwierigkeiten auf, obwohl die in []] aufgestellte Phasenraumbedingung bei m > 0 fiir alle
s > 1 erfiillt ist. Der Grund liegt darin, daf§ wir, um skalenunabhingige Entwicklungen der
Abbildung = zu erhalten, in Abschitzungen wie (4.2.13) stets den Limes F — oo betrachten.
Im Ultraviolettbereich geht die massive Theorie aber in die masselose iiber, in dem Sinne,
daf} die gleichen Integraldivergenzen auftreten.

Man konnte einwenden, dafi dies ein Nachteil des verwendeten Konstruktionsverfahrens
sei. Zumindest fiir s = 1 aber sind die erwarteten Ergebnisse - unabhingig vom Beweisver-
fahren - nicht mehr ausreichend: Die Funktion ¢ in Figenschaft 4.1 wiire bei formal gleichen

s—1
2
in der Reihenentwicklung (4.2.62) beliebig viele Terme zum FEr-Verhalten v = 0, namlich die
Wick-Potenzen : ¢ : des Feldes; die Reihe kénnte nicht mehr in der betrachteten Topologie

konvergieren.

Ergebnissen nicht mehr strikt positiv (man hat ¢ (k) = |#|+ 551); infolgedessen erhielte man

Auflerdem gibt es Verallgemeinerungen des freien Feldes, die einer Rekonstruktion von
Punktfeldern aus anderen, intrinsischen Griinden entgegenstehen. So betrachtet Lutz [21] ein
Unternetz einer reellen skalaren masselosen Theorie, bei der jedoch die A(O,) fiir kleine r

quasi ,ausgediinnt® werden: Man hat!'”

(‘)2

2
0x?

£ (0,) = w7 )”’(’”)D@(or) (4.5.1)
mit einer Funktion n : RT — N, die fiir » — 0 beliebig wichst. In diesem Modell brechen die
unteren Abschdtzungen aus Abschnitt 4.3 - mangels verfiigbarer Funktionen ff - Zusammen.
Tatsdchlich dndern sich die oberen Abschiatzungen so: Durch partielle Integration in (4.2.9)
sieht. man, daB der Beitrag von AT in der Einteilchenranmentwicklung verschwindet, falls
ks < 2n(r). Somit entfillt auBler dem Anteil des Einsoperators jeder festgehaltene Term 7,0,
in der Reihenentwicklung fiir =g ., wenn man r geniigend klein wahlt; man erhilt

dn(Z,(Q- 1) =0  VE>0. (4.5.2)

Eigenschaft 2.1 ist trivialerweise gegeben. Die spezielle Phasenraumstruktur dieses Netzes
fiithrt also zum Fehlen jeglicher nichttrivialer Punktfelder in der Theorie.

Alle bisher betrachteten Modelle waren Theorien freier Bosonen. Die Rekonstruktion fer-
mionischer Felder t(2) ist im hier behandelten Rahmen aus prinzipiellen Griinden nicht
moglich: Wir betrachten nur Felder, die sich als Grenzwerte observabler Gréfien darstellen
lassen. Nicht-observable Fermifelder konnen in den Feldkeimen also nicht auftreten; allenfalls
wiren observable Funktionen der Felder sichtbar, etwa W’y“lb(r) : im Falle eines Dirac-
Feldes. Allerdings sollte es méglich sein, auch fermionische Modelle zu analysieren, indem
man statt der Observablenalgebren 2(0O) die Feldalgebren F(O) betrachtet [4, sec. 5.4.3].
Die Vertauschungsrelationen der so erhaltenen Punktfelder, die ja bisher quasi als Limes
der Vertauschungsrelationen in (0O) gewonnen wurden, wiren dann automatisch z.T. durch
Antikommutatorrelationen ersetzt.

""Die Notation ist gegeniiber [21] leicht, verandert und unseren Konventionen angepaBt.
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Notationskonventionen

0.7) baw. (p°,p) ge-
schrieben. Das indefinite Skalarprodukt lautet pz = p,a* = p2® — §7, p* = (p")* — p*

Wir verwenden den Minkowskiraum R**'; Elemente z,p werden als (»

Dagegen bezeichnet ||p|| = ((p°)? + ﬁz);— die euklidische Norm. Differentialoperatoren sind
hiufig abgekiirzt als

9
Ort’

wobei die Ableitung 0y nach der Zeitkoordinate auch als @, notiert wird.

9, =

Die Fouriertransformation wird mit folgender Vorzeichenkonvention verwendet:

F:LA(R* d*z) — L*(R*,d*p) ; [(&) = f(p) = (27) %/ / eI L(F)d

PR 5 PR 1) = 2 [ T

Um die Notation nicht zu iiberfrachten, ist im Text die Tilde iiber der Fouriertransformierten
nur selten notiert; manchmal bezeichnet sie auch die Riicktransformierte. Aus dem Zusam-
menhang und besonders aus der Bezeichnung des Funktionsarguments sollte stets klar sein,
ob Orts- oder Tmpulsraum gemeint ist.

In Kapitel 4 werden an diversen Stellen Multiindex-Schreibweisen angewandt; sie sind in
Anhang 4.2.A erldutert.

Die Lingen-, Massen- und Energieskalen folgen der Konvention h=1,¢=1.

I'm folgenden sind die wichtigsten derjenigen Symbole und Schreibweisen aufgelistet, die mehr
als nur ,lokal“ im Text verwendet werden. Eingeklammerte Zahlen verweisen auf GGleichungen,
solche ohne Klammern auf (Unter-) Abschnitte.

Symbol Beschreibung Referen,
a*(f), a(f) Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperator auf H (4.1.9)
ad P(F) = P(F) - P(F) (Adjunktion mit P(F))

A(0) lokale Algebra 1.2
Ap = P(F)B(H)P(F) (1.2.12)
AR (0) = P(F)A(O)P(F) (1.2.12)
A Feldkeim; ¥ = 37* 3.1
B(H) Algebra der beschrinkten linearen Operatoren auf H

d(-,-) Pseudometrik auf ©; d = 3. 27%d, (2.2.13)
di(-,-) Pseudometrik auf Q; dj, = d[r*, k, p] (2.2.12)

dlf,k,pl(-,-) Pseudometrik auf © (2.B.2)
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=

T TV

gemeinsamer Definitionsbereich der Wightman-Felder 1.3
komplexwertige Testfunktionen mit Triager in |7] < r
reellwertige Testfunktionen mit kompaktem Trager in O

Operator der Fouriertransformation siehe oben
Energieoperator (Hamiltonoperator) auf H 1.2
Hilbertraum; speziell: (symmetrischer) Fockraum 1.2, (4.1.7)
= P(F)H

n-Teilchen-Raum (4.1.6)
Raum der Vektoren endlicher Teilchenzahl (4.1.8)
antiunitdre Involution auf B(H) / auf K 3.2 /4.1.1
Einteilchenraum 4.1.1
lorentzgruppe 1.2, Fn. 3
»lokale“ Unterrdume von K 4.1.3
Menge der n-stelligen Multiindizes 4.2.A
Menge der Multiindizes beliebiger Stellenzahl 4.2.A
Dimension des Zustandskeims 3% Satz 2.2
H»Nullraum® in den Halmen von ¥ (3.A.5)
= M. (3.1.1)

={1,2,3,...}
={0,1,2,...}

offenes Gebiet im Minkowskiraum R*T!

Standard-Doppelkegel mit Mittelpukt 0 und Radius r (2.1.1)
kanonische Projektion auf ¥ (3.1.2)
— [Tk 3.1.11
Impulsoperatoren auf H; Py = H. 1.2
Spektralprojektor des Hamiltonoperators H 1.2
Projektor auf £*(0,) 4.1.3
Poincaré-Gruppe 1.2, Fn. 3
Spektralprojektor des Einteilchen-Energieoperators w 4.1.1
= (14+H)! 2.C
={reR|z>0}

={reR|z>0}

Zahl der raumlichen Dimensionen

Raum der Schwartz’schen Testfunktionen auf R”
lineare Hiille einer Menge von Vektoren

Trager einer Funktion f

Spur eines Operators A

Darsteller der Poincarétransformationen auf H (1.2.5)
Darsteller der Poincarétransformationen auf 4.1.1
Weyloperator (4.1.11)
= 115 (x> 0) 2.B
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OA Darsteller der Poincarégruppe auf A(O) bzw. B(H) (1.2.4)
A(k) » Delta-Symbol“ 4.3.A
I 7u Y gehdrendes r-Verhalten Satz 2.2
o Raum von Abbildungen |, ¥ — % (2.2.2)
O Raum von Linearformen auf J, ¥ (2.2.4)
A lLorentztransformation, A € £
= Inklusionsabbildung | J, ¥p — ¥ 2.2
SRy Restriktion von = auf X5 und 2(0,) (2.1.2)
Iy 7u 27 assoziierte Nullfolge Satz 2.2
o; Basis der Zustandskeime Satz 2.2
¥, ¥(0) Raum der normalen Funktionale auf B(#H) bzw. 2(O) 1.2
Y, Yr(0) = P(E)SP(FE) baw. P(F)XP(F)[2(0) (1.2.11)
v Zustandskeim (3.1.3)
?; Basis der Feldkeime Satz 2.2
(bg/v hermitesche Basis der Feldkeime (3.2.27)
w Energieoperator im Einteilchenraum K 411
Q Vakuumvektor in H 1.2
1 Finsoperator, Identitat
a D’Alembert-Operator; O = 9,0" = 93 — > 372
A Taplace-Operator; A = 2521 372
— Inklusionsabbildung; allgemeiner: injektive Abbildung
(-] Skalarprodukt in K 4.1.1
(-) Skalarprodukt in H 4.1.2
[,] Kommutator; [A, B] = AB — BA
(7); v* ) Anwendung von v* € V* auf v € V (V ein top. Vektorraum)
-1l gewoOhnliche (Supremums-)Norm eines Operators
Il -1 Spurnorm eines OQperators
Il 1|2 Hilbert-Schmidt-Norm eines Operators
Ilee 9l = 1975 20 (9 € ©) (2.0.5)
I-ls ol = I 0Sel (0 € 0y) (2.2.6)

I

o]l = leAO) - (o € ¥)

(2.2.7)
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