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1. Einleitung

Diese Arbeit ist der Anwendung des in [1] vorgestellten Formalismus zur Beschreibung von
nicht im thermischen Gleichgewicht befindlichen Quantensystemen auf das freie masselose
Feld gewidmet. Dabei wird die Untersuchung aus [2] fortgefithrt und auf Zusténde erweitert,
die Bosekondensate beschreiben.

Im Rahmen der axiomatischen/algebraischen Quantenfeldtheorie ist in der zweiten Héilfte
des 20. Jahrhunderts die Thermodynamik unendlich ausgedehnter Quantengase fiir Systeme
im Gleichgewicht ausgiebig untersucht und verstanden worden (vgl. z.B. [3-5]). Insbesonde-
re das Konzept, globales Gleichgewicht durch KMS-Zusténde zu beschreiben, ist hierbei fiir
viele Modelle detailliert ausgearbeitet worden (vgl. z.B. [6-9]). Wesentlich schwieriger ist die
Frage, wie Systeme zu behandeln sind, die nicht im Gleichgewicht sind. Es ist weder offen-
sichtlich wie zu entscheiden ist, ob ein solcher Zustand tiberhaupt thermische Eigenschaften
besitzt, noch, wenn dies der Fall ist, wie die Erwartungswerte thermischer Gréfien in solchen
Zusténden zu berechnen sind.

In 2002 wurde von D.Bucholz, I.Ojima und H. Roos eine neue Methode zur Beschreibung
solcher Systeme vorgestellt (vgl. [1]), indem die entsprechenden Zusténde lokal mit Gleichge-
wichtszustédnden verglichen werden. Dazu wird als erstes eine Menge C von Referenzzustéanden
gewahlt, die wohldefinierte thermische Eigenschaften haben (Zustédnde im globalen Gleichge-
wicht und deren Gemische). In einem niichsten Schritt wird fiir jedes # € R* ein Raum 7, von
Observablen bestimmt, die die Messung thermaler Eigenschaften am Punkt x représentieren.
Waéhle nun einen Unterraumraum S, C 7. Existiert fiir einen Zustand w ein Referenzzustand
wp € C, so dak

wls, = wols,

gilt, so wird w lokal-thermaler bzw. S,-thermaler Zustand genannt (eine schematische Dar-
stellung dieser Idee findet sich in Abb.1.1). Da der Zustand w von wg beziiglich der Erwar-
tungswerte in S, nicht zu unterscheiden ist, kdnnen konsistent w die gleichen thermalen Ei-
genschaften wie wy zugeordnet werden. Gibt es fiir jeden Punkt eines Gebietes @ C R?* einen
solchen Referenzzustand w,, so hat der Zustand w an jedem Punkt verschiedene thermale In-
terpretation. Durch wenige zusétzliche technische Annahmen kénnen durch diese Zuordnung
Distributionen in 2*(0) gefunden werden, die das Raumzeitverhalten der Observablen in S,
beschreiben.

Innerhalb dieses Rahmens sind bereits einige Modelle mit verschiedenen Resultaten unter-
sucht worden (siehe [2,10-13]), eine kurze Zusammenfassung ist in Tabelle 1.1 angegeben.
Es zeigen sich innerhalb des gleichen konkreten Modells zwei Moglichkeiten, eine Analyse zu
verfeinern. Zum einen kann der Raum S, variiert werden,! zum anderen kann, wenn méglich,

Fiir das elektromagnetische Feld kann je nach Wahl des Raumes z.B. zwischen polarisierter und nicht
polarisierter Strahlung unterschieden werden (vgl. [11, Abschnitt 6.3]).
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S, T.
~_

W|S, = Wo\s,;

Abbildung 1.1.: Die Abbildung soll schematisch die Idee zur Beschreibung S;-thermaler Zu-
stande wiedergeben.

der Raum der Referenzzustinde vergrofiert werden.?

In den bisherigen Untersuchungen wurde sich auf extremale KMS-Zustédnde (d.h. Zusténde
reiner thermaler Phase) beschriankt, eine Einschrankung, die in dieser Arbeit fallengelassen
wird. Die nicht-extremalen Zusténde sind zusétzlich zur inversen Temperatur S durch einen
weiteren Parameter x > 0 charakterisiert, der als die Dichte der Teilchen mit Impuls null
interpretiert wird (Bose-Kondensat). Nach der vollstindigen Charakterisierung der KMS-
Zustéande werden mit den Methoden aus [2] zunéchst die zulédssigen thermischen Observablen
bestimmt und dann entsprechende Evolutionsgleichungen fiir das Raumzeitverhalten der Ma-
kroobservablen hergeleitet.

Fine der wichtigsten und interessantesten Beobachtungen in den bisherigen Untersuchungen
ist, dafs in den untersuchten masselosen Theorien durch bestimmte lokale Gleichgewichts-
zustinde auf makroskopischem Level eine Zeitrichtung ausgezeichnet wird, obwohl die zu
Grunde liegende mikroskopische Theorie invariant unter Zeitreflektion ist. Dies liegt darin
begriindet, daft wenn w auf einer konvexen Menge O ein nicht-trivialer lokaler Gleichgewichts-
zustand ist, und O einen Lichtkegel enthélt, O wiederum in einem zeitartigen simplizialen
Kegel enthalten ist. Es wird in dieser Arbeit gezeigt werden, daf ein d&hnliches Resultat auch
fiir den Fall nicht-extremaler Referenzzusténde erziehlt werden kann. Es exisitieren zwar Zu-
stinde, die nicht triviales Raumzeitverhalten auf dem ganzen R* haben, dieses Verhalten
beschrénkt sich dann jedoch auf diejenigen Observablen, die auschlieflich vom Kondensatan-
teil abhéngen.

Da sich die Ergebnisse aus [2] fast vollstdndig tibertragen lassen, ist der Schwerpunkt die-
ser Arbeit auf eine detailierte Ausarbeitung der dort aufgefiihrten und teilweise geringfiigig
modifizierten Beweise ausgelegt.

2Im Falle masseloser Fermionen gibt es in einem festen Ruhesystem zur inversen Temperatur 8 > 0 genau
einen KMS-Zustand. Eine sinnvolle Erweiterung der Referenzzustidnde ist hier nicht moglich.



Theorie Referenzzusténde Sz Einige Ergebnisse Autor
Masselose skalare extremale KMS-Zustéin- Raum der normal- Bestimmte lokale Gleich- D. Buchholz, 2002 [2]
Bosonen de und kompakt getra- geordenten, balan- gewichtszustéinde zeichnen

gene Gemische (vgl. cierten Abbleitungen makroskopisch eine Zeit-

Kapitel 3) (vgl. Kapitel 4) richtung aus (Kapitel 5)
Masselose extremale KMS-Zustan- Raum der normal- Bestimmte lokale Gleich- B. Bahr, 2004 [10]
Fermionen de und kompakt getra- geordenten, balan- gewichtszustinde zeichnen

gene Gemische cierten Abbleitungen makroskopisch eine Zeit-

richtung aus

Elektro- extremale KMS-Zustan- Raum der normal- Bestimmte lokale Gleich- M. Uecker, 2005 [11]
Magnetisches de und kompakt getra- geordenten, balan- gewichtszustinde zeichnen
Feld gene Gemische cierten Abbleitungen makroskopisch eine Zeit-
(einzelne Betrachtung richtung aus
verschiedener Unter-
réaume)
Massive skalare extremale KMS Raum der Es existieren keine lokalen R. Hiibener, 2005 [12]
Bosonen Zustande und beliebige normalgeordenten, Gleichgewichtszustande die
Gemische balancierten makroskopisch eine Zeit-
Abbleitungen richtung auszeichnen

Tabelle 1.1.: Auflistung einiger Arbeiten, die mit den Methoden aus [1| arbeiten.

Aufbau der Arbeit

Zu Beginn eines jeden Kapitels werden in einem kurzen Auszug die wesentlichen Punkte
wiedergegeben. Um den Text verstdandlicher und iibersichtlicher zu halten, sind alle Lemmata
aufgefiihrt, die Beweise jedoch in den Anhang ausgegliedert.

Als erstes werden im néchsten Kapitel kurz die Notationen und Konventionen aufgelistet,
die im weiteren Verlauf benotigt werden, und eine kurze Einfiihrung in die axiomatische
Quantenfeldtheorie gegeben. Im Anschlufs werden die definierenden Gleichungen des freien,
masselosen skalaren Feldes, angegeben, das im weiteren Verlauf der Arbeit als Modell be-
trachtet wird.

Im dritten Kapitel werden die Idee der KMS-Zustande aufgegriffen um globales Gleichgewicht
zu beschreiben und in einer detailierten Rechnung die nicht-extremalen KMS-Zustédnde des
freien, skalaren Feldes bestimmt.

Kapitel 4 ist dem in [1] entwickelten Formalismus gewidmet. Dieser wird zunéchst kurz vor-
gestellt und anschliefend auf das freie Feld angewandst.

In Kapitel 5 werden der Begriff des lokalen Gleichgewichts am Punkt auf offene Mengen im
Minkowski-Raum erweitert und Evolutionsgleichungen fiir das Raumzeitverhalten thermi-
scher Grofsen hergeleitet. Diese erméglichen dann, ein zu [2] &hnliches Singularitdtentheorem
zu beweisen.

Das sechste Kapitel gibt verschiedene Beispiele fiir lokale Gleichgewichtszustdnde und geht
kurz auf allgemeine Konstruktionen ein.

Mit einer Zusammenfassung und einem kurzen Ausblick schlieft die Arbeit.
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2. Allgemeine Grundlagen

2.1. Notation

Wie iiblich bezeichnen in dieser Arbeit C,R,Q, Z, N die entsprechenden Mengen von Zahlen,
wobei 0 ¢ N und entsprechend Ny = NU {0}. Zur besseren Unterscheidung werden Vektoren
in R? mit kleinen, fett gedruckten, lateinischen Buchstaben a bezeichnet, wihrend Elemente
im R* durch normale lateinische Buchstaben x = (g, ) gekennzeichnet sind. Die Ausdriicke
C,C, L7, 4L ., D, ete. stehen fiir die in der Funktionalanalysis gebriuchlichen Funktionen-
rdume, versehen mit der iiblichen Topologie; generell stehen grofe Skriptbuchstaben immer
fiir einen Raum von Funktionen oder einen Raum von Borel-Mafen.!?

Auf einem Hilbertraum b ist das Skalarprodukt (-|--) nach Physiker-Konvention linear im
zweiten und konjugiert linear im ersten Argument. Mit L(h) werden die (nicht notwendiger-
weise beschrénkten) linearen Operatoren auf b bezeichnet, fiir 7' € L(h) ist domT C § der
Definitionsbereich.?

Ist allgemein X ein topologischer Vektorraum, so bezeichnet X* den (topologischen) Dual-
raum, d.h. die Menge der stetigen linearen Funktionale mit Werten in C.

Zuletzt, betrachte eine Funktion f : R™ — C. Fiir eine invertierbare Matrix A € GL(n) und
einen Vektor a € R", setze zur Abkiirzung

flam(@) = f(A™ 2 —a) fa(@) = f1,0)(2) = f(z - a)
fa(@) = fap(z) = f(A2) f(@) = f(=x)

wobei Wohldefiniertheit der entsprechenden Ausdriicke vorausgesetzt wird.

2.1.1. Einheiten

In dieser Arbeit wird durchgéngig in natiirlichen Einheiten gearbeitet. Es gilt
Co = h= k‘B =1.

Es bezeichnet ¢y die Vakuumlichtgeschwindigkeit, i die Planck- und kp die Boltzmann-
Konstante. Folglich haben Energie und Temperatur die Dimension einer inversen Lénge.

IFiir eine formale Definition der in dieser Arbeit verwendeten Funktionenrdume siehe Appendix E, grund-
legende Eigenschaften dieser Rdume finden sich in [14], [15] oder [16].

2Wie in der Literatur iiblich, werden Elemente der .#P-RAume als Funktionen bezeichnet, obwohl es korrekter
Weise Aquivalenzklassen von Funktionen sind. Die Bezeichnungen f und [f] werden synonym benutzt.

3Fiir die Grundlagen der Theorie unbeschriinkter Operatoren sei auf [14] verwiesen.
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2.1.2. Der Minkowski-Raum

Der (4 - dimensionale) Minkowski-Raum?® ist der R* zusammen mit der nicht-degenerierten
Bilinearform n mit Signatur (1,3) gegeben durch die ebenfalls mit 7 bezeichnete Matrix

n = dlag(la _17 _13 _1)

Fiir z,y € R*, wird zy = n(x,y) = zoyo — « - y und x? = n(z, ) geschrieben. An Stellen wo
es dem besseren Verstdndnis dient, wird mit der {iblichen Summenkonvention zy durch x"y,
ersetzt. Das euklidische Skalarprodukt auf dem R* wird zur klaren Unterscheidung mit - y
bezeichnet. Ein Vektor = € R?* heifit zeitartig, wenn 22 > 0, raumartig, wenn 22 < 0 und
lichtartig, wenn 22 = 0. Die Menge

Vi ={z e RYz? >0, 2o > 0}

ist der offene Vorwértslichtkegel. Gegeben einen Vektor p € R? bezeichnet p = (|p|,p) €
R* den lichtartig erweiterten Vektor zu p.
Die Lorentzgruppe £ C GL(4) ist Menge der 4 x 4 Matrizen, die 7 invariant 14£t,

L£={A€GLMA)NV z,y € R": n(z,y) = n(Az,Ay)}.
Die Zusammenhangskomponente der Identitét ist die eigentliche, orthochrone Lorentzgruppe
£l ={AeL]detA=1,A >0}

Zusammen mit den Translationen bildet die Lorentzgruppe die Poincaré-Gruppe P =
£ x R* mit Wirkung auf dem R* gegeben durch

Mz) = (Aa)(xz) =Az+a, z,ac€R') AcL.

Die eigentliche, orthochrone Poincaré-Gruppe ist dann entsprechend gegeben durch 731 =
Ll x R4,

2.1.3. Fouriertransformation

Es bezeichne .#(R*) den Schwartzraum iiber dem R”. In dieser Arbeit ist fiir n € N\{4} ist
die Fouriertransformation F : .Z(R") — ./(R") definiert als
. .1 ix
E D)= o) = oy a0 fl)e .
(2)3
Es erweist sich als sinnvoll, im Fall n = 4 das euklidische Skalarprodukt x - p durch das
Lorentzprodukt xp zu ersetzten.
Die Fouriertransformation setzt sich in natiirlicher Weise auf den Raum der temperierten
Distributionen .#*(R™) fort. Fiir ¢ € ./*(R") setze

F)(f) = p(F f).

Da die Fouriertransformierte fiir kompakt getragene Testfunktion f € 2(R™) immer einen
nicht-kompakten Tréger hat, kann F im allgemeinen nicht von 2(R™) auf 2*(R"™) fortgesetzt
werden. Fiir einige Beweise ist es daher essentiell, zusétzliche Regularitatseigenschaften zu
fordern (vgl. Lemma 3.8 und 3.10).

4Es wird davon ausgegangen, daf§ die Grundprinzipien der speziellen Relativititstheorie bekannt sind (an-
dernfalls siche z.B. [17]) und daher nur die Notation festgelegt.
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Faltungsprodukt

Fiir zwei Elemente f,g € .7(R*) definiere das Faltungsproddukt x : .#(R*) x .7(R*) —
S (R%) als

(f*g)() = / dly £,(x)g(y) = / d'y f(z — y)g(y)

Fiir ¢ € *(R*) und f,g € .#(R") kann das Faltungsprodukt, dhnlich der Fouriertransfor-
mation, durch (¢ x f)(g) = ¥(f * g) fortgesetzt werden.

2.2. Aspekte der algebraischen Quantenfeldtheorie

Die folgende Einfithrung orientiert sich an [1, Abschnitt 2] und dient vor allem dem Festlegen
der Notation, eine detailierte Einfiihrung in die axiomatische/algebraische Quantenfeldtheorie
findet sich z.B. in [4,5, 18].

2.2.1. Die Feld- und die Observablenalgebra

Die Feldalgebra A ist die von 1 und den zuniichst abstrakten Symbolen® ¢(f), f € 2(R*),
generierte Algebra, d.h. A besteht aus Polynomen A der Form

A= " 0(f1) - d(fn)-

endlich

Mit der Involution * : A — A, gegeben durch

@(f1) - o(fu)) = d(fn) - 0(f1), 1"=1, (2.1)

und lineares Fortsetzen, wird A zu einer #-Algebra. Die lineare Abbildung f — ¢(f) heift
Quantenfeld. Die Poincaré-Transformationen A\ € 771 wirken auf A durch Automorphismen
ay € Aut(A), gegeben durch

ax(A) = > d(fin) - d(fan), (2.2)

endlich

wobei fy(z) = D(\)f(A\"Y(x)) fir f € 2(R?*) und D eine dem Tensorcharakter von ¢ ent-
sprechende Matrixdarstellung von 731 ist.

Die Quantenfelder f — ¢(f) unterliegen zusétzlichen Relationen (Feldgleichungen, Kommu-
tatorrelationen, etc.). Insbesondere fordert hierbei die Einstein-Kausaltitét, daf der Kommu-
tator

[6(f), ¢(9)] = ¢(f)o(g) — ¢(g)p(f) =0 (2.3)

erfiillt, wenn die Tréger von f und g raumartig® getrennt sind.
Zusatzliche innere Symmetrien der Theorie sind durch eine globale Eichgruppe G gegeben,
wobei G eine lokal-kompakte Liegruppe ist, deren Elemente g € G durch Automorphismen

SDer Einfachheit halber, wird in diesem Abschnitt auf etwaige Tensorindices verzichtet.
5Zwei Gebiete O1, 0y C R* heifien raumartig getrennt wenn xy < 0, fiir alle Vo € O1,y € Oy
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vg € Aut(A) auf die Feldalgebra wirken. Die Automorphismen 7, kommutieren mit der
Wikung der Poincaré-Gruppe, d.h es gilt

VgEGV)\EPI:%oaA:a)\oyg. (2.4)

Die G-Fixpunktalgebra
A={AcAVgeG:v(A) =A}

heifst Observablenalgebra. Die selbstadjungierten Elemente von 21 heifsen Observablen.

2.2.2. Zustande

Mit der von den Testfunktionen induzierten Topologie wird A zu einer topologischen -
Algebra. Physikalische Zustdnde werden dann durch stetige Funktionale iiber A beschrieben.

Definition 2.1. FEine lineare Abbildung ¢ : A — C heif§t stetig, wenn fiir alle n € N und
fiir alle Folgen (fiu,- .-, faw)ven mit fi, € 2(R*) gilt

(Froneeoiduw) = (i da) = @(6(f10) = 6(fun)) = @(O(f1) - Bfa).
Der Raum der stetigen Funktionale wird mit A* bezeichnet.
Ein physikalisches System wird durch spezielle Funktionale modelliert.
Definition 2.2. Ein Funktional w € A* heifst Zustand diber A, wenn gilt
e w ist positiv, d.h. V A € A: w(A*A) > 0.
e w ist normiert, d.h. w(1) = 1.

Der Raum der Zustinde iiber A wird mit A%, C A* bezeichnet, die Grifie w(A) heifst Er-
wartungwert von A im Zustand w.

n-Punktfunktionen und quasifreie Zustande

Betrachte fiir einen Zustand w € A* | die Abbildung w™ : [["; 2(R*) — C, gegeben durch

W (fry f) = w(@(f1) - (). (2.5)
Definition 2.3. Die n-lineare Abbildung w™ heift n-Punktfunktion von w.

Gegeben eine Familie (w™),cn von multilinearen Abbildungen iiber dem Testfunktionen-
raum wird durch diese ein Funktional auf Feldalgebra A definiert, wenn sie mit den ent-
sprechenden Relationen der Quantenfelder kompatibel sind. Damit dieses Funktional einen
Zustand definiert, miissen zusétzlich die entsprechenden Bedingungen gelten.

Eine besondere Klasse von Zustinden, bei denen dies Konstruktion besonders einfach ist, sind
die sogenannten quasifreien Zusénde, deren n-Punktfunktion nur von der Zweipunktfunktion
bestimmt ist.
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Definition 2.4. Ein Zustand w € A% | heifit quasifrei, genau dann,

> omerte et W(O(fre) @(fres1)))s 1 gerade,

0 n ungerade.

w(@(fr) - ¢(fn)) = { (2.6)

Hierbei ist II"" die Untergruppe der Permutationen der Menge mit n Elementen, die

m(2k — 1) < w(2k), E=1,...,n
m(2k —1) < 7(2k + 1), k=1,....n—1

erfillt.

Ein Standardresultat der axiomatischen Quantenfeldtheorie, welches in dieser Arbeit des
Ofteren benutzt wird, ist, da$ ein quasifreier Zustand genau dann positiv ist, wenn die Zwei-
punktfunktion positiv ist.

Die GNS-Konstruktion

Einer der zentralen Sitze in der Theorie der Operatoralgebren ist das Rekonstruktionstheo-
rem von [.M. Gelfand, M.A. Najmark, [.LE. Segal, das es ermoglicht mit einem gegebenen
Zustand w € A7 | die Elemente der abstrakten Algebra A mit den aus der Quantenmechanik
gewohnten Operatoren auf einem Hilbertraum zu identifizieren.

Satz 2.5 (GNS-Rekonstruktionstheorem). Sei A eine x-Algebra und w : A — C ein Zustand.
Dann ezistieren ein Hilbertraum b, eine Darstellung 7, : A — L(b,,) von A in den (nicht
notwendiger Weise beschrinkten) linearen Operatoren auf b, und ein Vektor €, € b, mit
folgenden Eigenschaften:

1. Es existiert ein dichter Teilraum by C by, so daf$ fir alle A € A gilt, dafi by C
dom 7, (A4), o € dom 7, (A*) und (7,(A))* sy = Tw(A) |-

2. Es ist Q, € ho und fir alle A € A und alle ¥ € by ist m,(A)V € by.

3. Fir alle A € A gilt w(A) = (|7, (A)Q)

4. Das Bild der Algebra angewandt auf Q,, d.h. 7,(A),, ist dicht in b,,.
Das Tripel (hw, T, Q) heifst GNS-Tripel oder GNS-Darstellung von A beziiglich w.
Beweis. Siehe z.B. [19]. O
Dieses Theorem ermoglicht es nun einige weitere Begriffe zu definieren.

Definition 2.6. Sei w € A*

T e Zustand dber A.

o Die Menge
3u(A) = {T € L(by)|ho € domT und VA € A: [Ty, mw(A)|p,] = 0}

heift Zentrum von A (bzgl. w).
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o Ist 3, (A) trivial, d.h. 3,(A) =C-1, dann heifit w primdr.
o Sei (Ap)nen eine Folge in A. Die Folge (An)nen heifit zentral (bzgl. w), wenn durch
AU = n11_>n010 AW, W€ b,
ein dicht definierter, symmetrischer Operator A auf b, gegeben ist und
w(B[A,, C|B) =% 0
fiir alle B, B',C € A gilt. Der erhaltene Grenzwert lim A,, heifst zentrale Observable.

Die erhaltenen Grenzwerte zentraler Folgen beschreiben makroskopische Grofen (vgl. [4, Ab-
schnitt III]) und werden im spéteren Verlauf der Arbeit dazu genutzt, thermische Makroob-
servablen zu beschreiben.

2.3. Das freie, masselose skalare Feld

Die Feldalgebra des freien, masselosen Feldes ist generiert durch die Symbole ¢(f), f € 2(R*)
die den folgenden Relationen geniigen.

Feldgleichungen

Das Feld ¢ soll im Sinne von Distributionen die masselose Klein-Gordon Gleichung

Og(f) = ¢(Of) =0, f € 2R, (2.7)
erfiillen. Hierbei ist 0 = 0”0, = %ﬁ))z — Z? 1 8( ) der iibliche d’Alembert- bzw. Wellen-
Operator.

Kommutator

In wechselwirkungsfreien Quantenfeldtheorien ist der Kommutator immmer von der Form
[6(f), d(g)] = cf4 - 1. Der Kommutator des freien Feldes ist gegeben durch

[6(f), ¢(9)] = A(f,9) -1 (2.8)

wobei A : Z(R*) x P(R*) — C geben ist durch
/ d*p e(po)d(p*) f(p)3(~p)

) (2.9)
= [o2 ,[( p)i(~Ipl, ~p) - F(~Ip},P)i(), ~p)].

Fiir festes e € V,, €2 = 1 definiere noch

At(f’g) = A(f,gte)a te R) f?g € -@(R4> (210)
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Wirkung der Poincaré-Gruppe

Fir A = (A,a) € PI wirkt nach (2.2) die eigentliche, orthochrone Poincaré-Gruppe auf A
durch

ax(¢(f1) - o(fn)) = o(fin) - d(fur)

und lineares Fortsetzen, wobei f;\(z) = fi(A\7(z)).

Der Vakuumzustand

Der Vakuumzustand des freien Feldes wq, ist der quasifreie Zustand mit Zweipunktfunktion
el @(1)0(9) = [ 0n)3 A (D)3 (-) (211)

Eichgruppe

Die Eichgruppe des freien,masselosen skalaren Feldes ist Gruppe Z2 = Z/27 deren nichttri-
viales Element durch v € Aut(A), gegeben durch

Ve(f1) -~ o(fn)) = (=1)"0(f1) -~ 6([fn), (2.12)

auf die Feldalgebra wirkt. Die Observablenalgebra 2l ist entsprechend gegeben durch
A={AecA~(A) = A} (2.13)

Im néchsten Kapitel wird kurz auf den Zusammenhang zwischen Zustédnden auf der Obser-
vablenalgebra und eichinvarianten Zustdnden auf der Feldalgebra eingegangen.

Quasifreie Zustande des freien Feldes

Quasifreie Zustdnde sind nach Def. 2.4 eindeutig durch ihre Zweipunktfunktion bestimmt.
Nach den bisherigen Bemerkungen muf eine bilineare Abbildung 7' : 2(R*) x 2(R*) — C
mit den Relationen der Algebra kompatibel sein, um durch

w(o(He(9)) =T(f.9). f.9€ 2R
eine Zweipunktfunktion zu definieren. Fiir das freie Feld sind dies die folgenden Bedingungen
L. T(f,f) >0 fiir alle f € 2(R*) (Positivitit des Zustandes).
2. T(f,g9) —T(g, f) = A(f,g) fiir alle f,g € 2(R*) (Kommutatorrelationen).
3. T(Of,g) = T(f,0Og) = 0 fiir alle f,g € Z2(R*)  (Feldgleichungen).

Wenn nicht explizit erwdhnt, sind im weiteren Verlauf dieser Arbeit alle betrachteten Zu-
stande quasifrei.
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3. Das globale thermische Gleichgewicht

Der Grundgedanke zur Charakterisierung von Zustinden im lokalen Gleichgewicht ist der
Vergleich mit einer hinreichend grofien Menge von Referenzzustinden. Mit Hilfe der KMS-
Bedingung werden dazu in einer detailierten Analyse die globalen Gleichgewichtszustinde der
Algebra A beziiglich der Zeittranslationen age bestimmt. Entscheidend hierbei ist, daff auf
die Forderung nach Extremalitit der Zustinde verzichtet wird (vgl. [2,12]). Die so erhaltenen
Zustande sind von der Form ,extremaler KMS-Zustand + konstantes Funktional®. Diese Kon-
stante, die die FExtremalitiat des Zustandes aufhebt, kann als Dichte eines Bosekondensates
interpretiert werden.

3.1. Die KMS-Bedingung

Die nach R. Kubo, D.C. Martin und J. Schwinger benannte KMS-Bedingung erweist sich
als sehr elegante Methode zur Beschreibung des globalen Gleichgewichts von Zusténden.
Insbesondere werden auf diese Weise die Schwierigkeiten umgangen, in der Theorie den ther-
modynamischen Limes fiir Gibbszusténde endlicher Volumina in der Fockraumdarstellung zu
bestimmen (fiir die grundlegende Arbeit siehe [6], ausfiihrliche Darstellung findet sich in [3])

Definition 3.1 (KMS-Bedingung). Sei 8 > 0, e € Vi mit €2 =1 und Sg C C der Streifen
Sg={ze€Cl0<Imz<f}.

Ein Zustand w € A% | iber A heifst (aue, 3)-KMS-Zustand zum Parameter 3 genau dann,

wenn fir alle A, B € A eine Funktion h : Sg — C mit folgenden Figenschaften existiert:
e h ist analytisch auf Sg.
o h ist stetig und beschrinkt auf Sg.

o Fs qult
h(t) = w(Aaw(B)) und h(t+if) = w(oe(B)A). (3.1)

Der intrinsische Parameter § ist die inverse Temperatur des Systems. Es erweist sich als
niitzlich, eine zweite dquivalente KMS-Bedingung iiber Fouriertransformation zu geben.

Lemma 3.2. Sei § > 0, w € A% |. Der Zustand w ist genau dann (cue, 3)-KMS-Zustand,
wenn fir alle A, B € A mit

Fap(t) =w(Aae(B)) und Gap(t) = w(oue(B)A)
gilt, daf$ (im Sinne von Distributionen)

FAB :e_B'GN"AB. (3.2)
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Beweis. Siehe z.B. [3]| oder [4]. O

In dieser Arbeit wird ein unendlich ausgedehntes freies Quantengas bei ,hohen* Temperaturen
betrachtet. Aus physikalischen Griinden ist es daher sinnvoll fiir einen thermischen Zustand
zusétzlich Homogenitét und Isotropie im Ruhesystem des KMS-Zustandes zu fordern.

Definition 3.3. Ein Zustand w € A% heifft homogen, wenn gilt, daf
VaeR: woa, =w. (3.3)
Sei weiterhin e € Vi mit e = 1 und
I = {A € L] |Ae = e} = SO(3).
Ein Zustand w € A% heifit isotrop im durch e festgelegten Ruhesystem, wenn
VAeZ,: woap =w. (3.4)

Fiir endliche Temperaturen 3 ist die Lorentz-Symmetrie in den KMS-Zusténden gebrochen
(vgl. [8]); es zeigt sich dak KMS-Zusténde iiber A ein Ruhesystem auszeichnen. Zur Verein-
fachung der Notation werden von nun an die inverse Temperatur 8 mit dem das Ruhesystem
festlegenden Vektor e zu einem Vierervektor § = fe € V. zusammengefafit. Die Menge der
homogenen, im Ruhesystem e isotropen KMS-Zusténde wird im weiteren mit Cg bezeichnet.
Die Menge Cg bildet einen Simplex in A% | (siche z.B. [3]), der im allgemeinen nicht trivial
ist, ein Element w € Cg wird von nun an mit wg ; bezeichnet, wobei I fiir eine noch zu spe-
zifierende Familie von Ordnungsparametern steht. Im Verlauf dieses Kapitels wird gezeigt,
daR fiir alle A € PT
wg,J © 04)_\1 = WAB,T

gilt. Die extremalen Zustédnde, d.h. die Extrempunkte des Simplex, sind die Zusténde reiner
thermaler Phase. Ein extremaler Zustand ist primér, d.h. 3,(A) = C - 1, woraus wiederum
folgt, dak w die schwache Clustereigenschaft

o 1g "

VA BeA: lim — kz_ow(Aate(B) = w(A)w(B) (3.5)

besitzt (vgl. [4]). Ist w ein extremaler KMS-Zustand so zeigt sich, daf die Forderungen nach
Homogenitat und Isotropie automatisch erfiillt sind.

3.2. Die homogenen KMS-Zustdnde des freien Feldes

Mit Hilfe der KMS-Bedingung (3.1) bzw. (3.2) kénnen durch direkte Rechnung die Zweipunkt-
funktionen der KMS-Zusténde auf der Feldalgebra A bestimmt werden. Von physikalischem
Interesse sind jedoch vor allem die Zustédnde auf der Observablenalgebra 2. Da die Wirkung
der Eichgruppe mit den Zeittranlationen kommutiert, ist jeder KMS-Zustand auf A einge-
schrankt auf die Unteralgebra ein KMS-Zustand auf 2[. Sei nun w ein (e, 5)-KMS-Zustand
auf 2. Da der Zustand w € A% ,, definiert durch

+,15
A), A
0, A sonst,
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die offensichtlich die entsprechenden Eigenschaften erfiillt, findet sich zu jedem KMS-Zustand
auf 2 ein eich-invarianter KMS-Zustand auf A, der auf 2 mit w iibereinstimmt. Es wird
sich daher in dieser Arbeit auf die Bestimmung der eichinvarianten KMS-Zustédnde auf A
beschrinkt.!

Als erstes werden zwei niitzliche Ergebnisse aus [12] wiedergegeben.

Lemma 3.4. Seie € Vi mite? =1, > 0 und k > 0. Dann hat die Distribution 1%+ :
S (RY) x Z(R*) — C

f()i(-p)

(f.9) = I7"(f,9) = 21 /d4p e )T gy T n/d“mld“:cz f(@1)g(x2)

folgende Eigenschaften:
o I7°(f,f) 2 0.
o Fiir Ay, Az, pu1, 2 € C und f1, fa, 91,92 € L (R*) gilt

IPF L+ Aafo, ngrs poge) = MpaI? (fi, 1) + XopaI?"(f2, g1)
+ Mg IPF(fr,92) + Aop2IP(f2, go).

o IB% st stetig in .7 (R*) x .7 (R*) im Sinne
54 K K
(furga) 5 (Fe) = [P (fnga) = I7"(f.9)| = 0.

o Fir alle f,g € .7(R*) und ist die Abbildung (Be, k) — IP*(f,g) stetig in Vi x [0, 00).
Lemma 3.5. Fiir >0, e € Vi und f,g € 2(R*) ist die Funktion

~ 2 .
0o 171 = [t Foa-n Tt e [t fenglen)

analytisch und beschrinkt auf Sg und stetig am Rand.

Beweis. Die Beweise der Lemmata sind vollstdndig analog zu [12, Appendix A.1|, die Addi-
tion des zusétzlichen Terms x [d*zid*zs f(x1)g(x2) verdndert die dortigen, sehr detailerten
Beweise in keinster Weise. O

Satz 3.6. Sei f € V. und wg € Cg. Mit e = 3/~/B? folgt, daf$8 fir die parameterabhingige,
bilineare Abbildung F; : .7 (R*) x .7 (R*) — C definiert durch

(f,9) = Fi(f, 9) = wp(o(f)ewe(8(9)))
gilt, daf o
Ff.9) =2 [ elon)sot) LIED it 7, g), (3.

Hierbei ist T : . (R*) x .#(R*) — C bilinear mit folgenden Eigenschaften:

!Es gibt natiirlich noch weitere nicht eich-invariante Fortsezungen von w auf A. Eine detailierte Analyse
iiber den Zusammenhang zwischen verschiedenen Fortsetzungen findet sich in [7].
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(T1) VfeZRY: OT(-,f)=0und OT(f,") =0.

(T2) ¥ f € #(RY): T(f, ) > 0.

(T3) V f,ge S(RY) VteR: T(f,g:) =T(f,9) und T(f1,9) = T(f,9)

Beweis. Fiir feste f,g € .#(R*) betrachte nun die Funktionen ¢t — Fy(f,g) und t

Gi(f,9) = wp(awe(¢(9))o(f)). Es gilt
Fi(f,9) = ws(o(f)aie(0(9))) = walawe(d(9))¢(f) = [¢(f), ase(¢(9))])
= walaze(9(9))0(f) — Ai(f, 9)1) = wslawe(P(9))o(f)) — Ai(f, 9)
= Gt(f7 g) - At(f7g)7

wobei A¢(f,g9) = A(f, gre). Die nach Lemma 3.2 wohldefinierte Fouriertransformation ¢ <+ ¢
auf beiden Seiten ergibt

(32)

E(f.9) = Colf.0) = Auf,9) 2 VPUEL(f,9) = Au(f.0),
und somit (i.S.v.D)
(V7 ~1)E-(f.9) = Aclf.9). (3.7)
Die Funktion (e\/ﬁ?g—l) ist ein Multiplikator der Distribution FE( f,g) mit einfacher Nullstelle
fiir e = 0, so dafs sich aus der Distributionentheorie (vgl. [5]) ergibt, daf
A:(f,9)
eVBi 1

mit einer von f und g abhingigen Konstante cf,. Riicktransformation liefert nach einiger
Rechnung

Fe(f.g) = +cf,g-9(e) (3.8)

~ 2 1
Fi(f.9) =2 [a'p R

Dak T(f, g) = cs.4/(27) bilinear in . (R*) ist, sowie die Eigenschaften (T1) und (T2) erfiillt,
folgt direkt daraus, dak wg € A% ,. Fiir Eigenschaft (T3) bedenke, daf Gleichung (3.8)

Flt=T(f,g)] =crg-0
impliziert und somit T'(f, g:) = T'(f, g) gilt, was aquivalent ist zu dpT'(f,-) = 0. O

Fiir den Fall ¢ = 0 in (3.6) ergibt sich, wegen Fy(f,g9) = ws(o(f)d(g)), dak die Zweipunkt-
funktion eines KMS-Zustandes gegeben ist durch

5 e (po)d(p?
aao0)oe)) = 2w [a'p Fo)gt-n) T2 11, ), (3.9
beziehungsweise, formale im Sinne von Distributionen geschrieben als
1 £(po)d(p?)e @1 —2)p
wp(@(z1)(22)) = @) /d4p (o) i _)e—ﬁp + T'(21, 2). (3.10)

Die schwache Cluster-Eigenschaft (3.5) ausnutzend kann gezeigt werden, daff ein KMS-
Zustand w ein primérer Zustand genau dann ist, wenn 7" = 0 (ein ausfithrlicher Beweis
findet sich z.B in [12]). Um Kondensate zuzulassen, muf diese Eigenschaft fallengelassen
werden, was eine detailiertere Betrachtung der Distribution 7" notwendig macht.
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Die Distribution T und ihre Eigenschaften

Aus der Forderung nach Homogenitét und Isotropie ergeben sich weitere Forderungen an
die Distribution 7" in (3.6). Zunéchst muf wegen der Homogenitit von wg die Abbildung T
translationsinvariant sein.

Bemerkung 3.7. Die Beweise der ndchsten Lemmata setzen voraus, dafs sich die n - Punkt-
funktionen zu stetigen Funktionalen auf .7 (R*)®" fortsetzen lassen. Dies ist eine technische
Bedingung, die jedoch physiklaisch plausibel ist (Regularitit der Erwartungswerte).

Als erstes wird die homogene Zweipunktfunktion von w und somit 7" mit einer geeigneten
Distribution ¢ € .#(R*) identifiziert.

Lemma 3.8. Sei T : .7 (R*) x .7 (R*) — C bilinear und translationsinvariant, d.h.
¥f,g € S (RY) Ya € R : T(f,9) = T(fa; ga)-
Dann existiert ¢ € .7 (RY)*, so daf

T(f.9) =¢(f *9). (3.11)
Dabei ist f(x) = f(—x)

Beweis. Siehe Appendix A, Seite 69.
O

Als néchstes wird gezeigt, daf sich die Eigenschaft von T in jedem Argument Lésung der
Wellengleichung zu sein auf ¢ {ibertréagt.

Lemma 3.9. Sei T : S (R*) x #(R*) — C bilinear und translationsinvariant und 1 €
Z*(RY) die dazugehérige Distribuition wie in Lemma 3.8. Gilt OT(-,g) = 0 fiir alle g €
S (R%), so ist

(e = 0.

Beweis. Siehe Appendix A, Seite 70.
O

Damit kann 7 mit einer Losung der Wellengleichung ¢ in .#*(R?*) identifiziet werden. Die
Eigenschaft (T3) liefert, daf die Ableitung von 1 in Richtung e € V4 verschwinden muf.
Mit der Invarianz des d’Alembert-Operators unter Lorentztransformationen kann o.B.d.A.
angenommen werden, daf e = (1,0) gilt. Somit reduziert sich T" weiter zu einer Distribution
in .*(R3) und die Wellengleichung wird zur Laplacegleichung At = 0. Mit der Wahl von e
sind alle Elemente A € Z, von der Form

A:(é_%),Resma.

Mit der Invarianz von T unter Z. ergibt sich, dafs T" konstant ist, wie das folgende Lemma
zeigt.

Lemma 3.10. Sei ¢ € .Z*(R3) mit Ay = 0. Gilt fiir alle R € SO(3), dafi ) o R~ =1 so
ist ¥ konstant.



24 3. Das globale thermische Gleichgewicht

Beweis. siehe Appendix A, Seite 70.
O

Mit diesen Ergebnissen folgt, dafs jeder quasifreie, homogene KMS-Zustand von der Form
(3.9) ist, mit 7' = k = konst., wobei (E2) x > 0 impliziert. Umgekehrt zeigen die Lemmata
3.4 und 3.5, dafs jeder quasifreie Zustand mit Zweipunktfunktion (3.9) ein KMS-Zustand
ist. Zusammen ergibt sich der zentrale Satz dieses Abschnitts, der die Menge Cg eindeutig
beschreibt.

Satz 3.11 (Die quasifreien KMS-Zustande der Algebra A). Sei 5 € Vi ,k > 0. Dann wird
duch die Zweipunktfunktion

6—7j(x1 —z2)p

/d4p5(1?2)5(p0)1_6ﬁp + K

S 0(@)0(r2) = o

eindeutig im durch e = B/+/B?% ausgezeichnetem Ruhesystem ein quasifreier, homogener,
isotroper, 7.2-eich-invarianter (cue, B)-KMS-Zustand tiber A definiert.

In |20] konnten bei der Untersuchung des massiven, nicht relativistischen Bosegases die nicht-
priméren Darstellungen der Feldalgebra (d.h. 7(A)N7(A)" # C-1) mit Systemen identifiziert
weden, die Einstein-Bose-Kondensation beschreiben. Die Dichte des Kondensats ist dann ein
Label fiir diese Darstellungen. Unter anderem dadurch motiviert, wird der Parameter « als
Dichte der masselosen Teilchen “mit Impuls null® interpretiert (vgl. auch [21, Seite
269]).

Bemerkung 3.12. Aus Lemma 3.4 folgt, daf die Abbildung

(8, %) = wpk(d(f)P(9)), B € Vy, re[0,00),

fiir alle f,g € 2(R*) stetig ist. Als direkte Konsequenz ist
(B,k) = wsk(A), BeVi, kel0,00),

stetig fiir alle A € A, da wg ,(A) eine endliche Summe iiber endliche Produkte von stetigen
Funktionen in (3, k) ist.

3.2.1. Riickgewinnung des Vakuumzustandes

Wie bereits erwdahnt, wird « als Dichte der Teilchen mit Impuls null aufgefafst. Im Grenzwert
der Temperatur T — 0 bzw. \/Bi2 — oo und Dichte gegen null, sollte deswegen in jedem
Ruhesystem aus physikalischen Griinden der Vakuumzustand w., zuriickgewonnen werden
kénnen. Da 3 € V, existiert ein A € £, so dak AS = (1,0). Mit fa(z) = f(A'z) ergibt
sich fiir die Zweipunktfunktion

e(po)d(p®)

i limcws «(#(f)é(g))= lim lim 2 / d'p fp)a(-p)— =5+~ / d*zrdies f(x)g(x)

L &*p [fallpl.p)d(—Ipl.—p) f(=Ipl.P)i(|p|, —P)
a \/é%rioo 271—/2’1)’ |: 1-— e_\/ﬁj‘m 1-— eﬁm

= falpl,p)ga(=Ipl,—p) -0
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2lp] =T S
=woo (0(f)(9));
wobei ausgenutzt wird, dafs
1 n—00
Tt 0(t)

gleichméfig auf R\ {0} und somit Integration und Grenzwert vertauscht werden diirfen. Da
Woo und wpg  quasifrei sind folgt die behauptete Riickgewinnung.
3.2.2. Die Referenzzustinde

Zusitzlich zu den Zustdnden der Form wg ,, sollen auch Gemische solcher Zustande als Re-
ferenzzustinde zugelassen werden. Sei zunéchst g ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafs auf
Vi x [0,00) mit kompakten Tréger. Die Menge dieser Mafe wird mit Z2.(Vy x [0,00)) be-
zeichnet. Der Zustand

oul ) = [de(B.1) wpn(4)
ist ein gemischter Zustand auf A.

Definition 3.13. Die Menge
C={w, €Al |o€ Pe(Vy x[0,00)) }

heifst Menge der Referenzzustdande.
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4. Das lokale Gleichgewicht

In diesem Abschnitt wird kurz der Zugang aus [1] zur Beschreibung von Zustinden im loka-
len Gleichgewicht (S;-thermale Zustinde) erlautert um diesen anschlieffend auf das freie Feld
anwenden zu kénnen. Insbesondere werden analog zu [2, 10, 11] die zuldssigen Makroobser-
vablen bestimmt, diejenigen thermischen Grifien denen auch lokal eine Bedeutung zukommit.
Am Ende des Kapitels findet sich eine Sammlung von Beispielen von Makroobservablen mit
Schwerpunkt auf einer expliziten Konstruktion der Dichte des Kondensats als makroskopi-
scher Grofle.

4.1. Die lokalen Algebren am Punkt

Um Aussagen iiber die inverse Temperatur 8 des Systems am Raumzeitpunkt 2 € R?* zu
machen, ist es notig, die verschmierten Observablen ¢(f) in geeigneter Weise als Observa-
blen am Punkt zu verstehen. Mit der Vorstellung, dafs ¢(f) eine Messung im Raumzeitgebiet
supp f darstellt, wird klar, daf dazu in geeigneter Weise ¢(f) im Grenzwert f — 0, betrach-
tet werden muf. Da jede Testfunktion f # 0 einen Tréger mit nicht leerem Inneren hat,
konnen diese Objekte nicht in A liegen, womit sofort ersichtlich ist, daf fiir Observablen am
Punkt von A zu neuen mathematischen Objekten iibergegangen werden mufs. Dies geschieht,
indem die Erwartungswerte dieser punktartig lokalisierten Felder im Zustand w € A7 | als
dicht definierte quadratische Formen auf dem ensprechenden GNS-Hilbertraum b, aufgefafst
werden.

Bemerkung 4.1. Der Umfang dieser Arbeit 146t es leider nur zu, dieses interessante The-
ma kurz anzureifien. Grundlegende Ideen und Konstruktionen finden sich in [22], wobei hier
gewisse Energieschranken an den Vakuumsektor der Theorie vorausgesetzt werden. Der Ver-
allgemeinerung dieser Konzepte auf thermale Zusténde wird ein grofer Teil von [1| gewidmet.
Eine detailierte und ausfiihrliche mathematische Betrachtung findet sich in [23].

4.1.1. Lokale Observablen

Zur Veranschaulichung der Kostruktion von Punktfeldern in dem Rahmen, wie sie in dieser
Arbeit bendtigt werden, wird eine Abbildung ¢ : 2(R*) — A betrachtet. Im folgenden wird
¢(f) stellvertretend fiir Ausdriicke, z.B. von der Form

o &(f) = o(f),
o ¢(f) =9¢"(f)o(f) oder

o ¢(f) = d(fo)o(f-¢) — wol(o(fe)p(f-¢)) - 1 fiir einen Zustand wy € A%, und einen
raumartigen Vektor ¢ € V.
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genutzt. Insbesondere das letzte Beispiel wird in spezieller Form im weiteren Verlauf wieder
auftauchen.

Sei z € R* und (05”),en eine Dirac-Folge in 2(R*), d.h. 6% — 6, in der Topologie von
2*(R*). Es werden Zustéinde w mit hinreichend gutartigem Energieverhalten in einer Umge-
bung O um z betrachtet, fiir die der Grenzwert

w(AG(x)A') = lim w(AG(d")A), A A € A

existiert und unabhéngig von der Wahl von 6% ist. Dann kann der Grenzwert ¢(x) als ei-
ne dicht definierte quadratische Form auf dem GNS-Hilbertraum b, verstanden werden.!
w(¢(x)) ist der Erwartungswert der in z lokalisierten idealisierten Observablen ¢(z) im Zu-
stand w.

Der (C-Vektor-)Raum T, aller auf diese Art gewonnenen quadratischen Formen, die im obigen
Sinne fiir alle Referenzzustinde existieren, heifft Raum der thermischen Observablen am
Punkt z € R*, bzw. Raum der lokal-thermischen Observablen.

4.1.2. Makroobservablen

Makroskopisch zu beobachtende Groken der Theorie, d.h. Teilchendichte, Entropiestrom-
dichte, thermische Energie, etc. sind stetige Funktionen der intensiven Parameter, in dieser
Arbeit 8 € V4 und K € [0,00). Diese treten als Grenzwerte zentraler Folgen (Ay)nen in A
(beziiglich der KMS-Zusténde wg ,, vgl. Def. 2.6) auf, indem der, auf dem entsprechenden
GNS-Hilbertraum s, dicht definierte, Operator A = lim,,_, A, mit der Funktion

(B,k) — A(B, k) = nli_)rgowgy,{(An), (B,k) € Vi x [0, 00),

identifiziert wird.

Definition 4.2. Ist die Funktion A stetig, so wird im folgenden wird der Begriff Makroob-
servable synonym sowohl fir die stetige Funktion A, als auch den Operator A benutzt.

Fiir eine beliebige Makroobservable A € €' (V4 x [0, 00) ist der entsprechende Erwartungswert
in einem Referenzzustand w, € C gegeben durch

walh) = /dg(ﬁ, k) A(B, ).

Entscheidend ist, daft der Raum 7, dieselbe thermischen Information iiber den Zustand liefert
wie die Makroobservablen. Da die Referenzzustdnde translationsinvariant sind, ist fiir alle
¢(x) € S, die Funktion ®, gegeben durch

(I)(B, "i) = wﬁ,n(¢(x))7 HAS R47 Wa kK € Ca

'Sei (w, mw, Q) das GNS-Tripel. Dann ist ho = 7, (A)Q. dicht in b, und g : ho x ho — C gegeben durch

A7 (A) s, T (A)Q) = lim w(A*G(3)AY), A, A € AO)

n—00

ist eine quadratische Form, die mit ¢(z) identifiziert wird.
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eine Makroobservable. Ein zentrales Ergebnis aus [1] ist die Beobachtung, dafs 7, punkte-
trennend fiir C ist, und somit jede stetige Funktionen auf V, x [0, 00) zumindest approximiert
werden kann. Insbesondere kénnen durch Messung der lokalen Observablen fiir einen belie-
bigen Referenzzustand w, alle Momente des Mafies o bestimmt werden, indem in

w(p(x) = / do(B, k) (B, )

tiber alle ¢(z) € S, variiert wird. Fiir weitere Details sei auf [1, Kap. 3.3| verwiesen.

4.2. Lokales Gleichgewicht

Die grundlegende Idee aus [1] zur thermischen Interpretation von Zusténden, die keine globa-
len Gleichgewichtszustédnde sind, ist der Vergleich mit den Referenzzustdnden auf einer Teil-
menge S, der thermalen Observablen 7,. Zustédnde im lokalen Gleichgewicht sind Zustédnde
die sich beziiglich der Erwartungswerte von Observablen in S, nicht von Referenzzustéinden
unterscheiden.

Definition 4.3 (S,-thermale Zustéinde). Sei z € R* und S, C T, ein Unterraum der Punkt-
felder am Punkt z € R* mit 1 € S,. Ein Zustand w € A’ heifit lokal im Gleichgewicht
bei x beziiglich Sy bzw. S;-thermal wenn es einen Zustand w, € C gibt, so dafs

w(@()) = wo(p(x)) (4.1)
fir alle ¢(x) € Sy. Fiir die zu ¢p(x) gehorige Makroobservable ® € € (Vi x [0,00)) heifst

w(®)(z) = wy(@(x))
Erwartungswert von ® 1m Zustand w am Punkt x € R.

Bemerkung 4.4. Durch die Grofe des gewdhlten Raumes S, wird in natiirlicher Weise
beschrieben, wie nah ein Zustand dem Gleichgewicht ist. Mit S, = 7, sind nur die globalen
Gleichgewichtszustande Sp-thermal, wahrend fiir S, = C - 1 alle Zusténde beziiglich dieser
S, im lokalen Gleichgewicht sind.

4.3. Realisierung lokaler Gleichgewichtszustande fiir das freie
Feld

Der bisherige allgemeine Formalismus soll nun im folgenden Abschnitt konkretisiert werden.
Als erstes wird ein geeigneter Raum S, C 7, ausgewéhlt. Um S,-thermale Zusténde zu er-
halten die keine Referenzzusténde sind, muf nach Bemerkung 4.4 der Raum S, als echter
Teilraum gewahlt werden. Dies macht es notig, in einem néchsten Schritt diejenigen Makro-
observablen zu bestimmen, die dieselbe Information {iber den Zustand enthalten wie S,.

Zuniichst wird zur Vereinfachung der Schreibweise die Multiindex-Notation? eingefiihrt. Ein
Multiindex

Hi(ul)"'aﬂm)v mENOa

2Die Indexschreibweise in dieser Arbeit weicht ab von der Multiindexsschreibweise, die iiblicher Weise in der
Analysis gebriuchlich ist (vgl. z.B. [14,16]).
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ist ein m-Tupel mit u; € {0,...,3}, die Zahl |p| = m heifst Ordnung von p. Ist die Ordnung
aus dem Zusammenhang nicht klar, so wird der Index mit pu,, geschrieben. Die Menge der
Multiindices der Ordnung m wird mit M,,,, die Menge aller Multiindices mit M = UmeNo M,
bezeichnet. Es werden weiterhin folgende Notationen verwendet:

e Fiir p € M, und v € {0,..., 3}, setze
VN:(VaMh---aMm) GMm—l—l-

o Fiir p € M,,, und 2 € C*, setze

m

m
Mo Mg =
T foJ bzw. a”fHauj.

j=1 j=1
e Analog fiir u € M, und f € €™(0), O C R* offen, setze

OHf=0M - 9" f baw. Ouf =0y - O,

o Fiir p € M,,, und z,y € C*, setze

M1 Hm

Gegeben eine Familie von Koeffizienten {c,|u € M} und einen Vektor z € R* wird analog
ein Ausdruck der Form ZueMm cpxt durch ¢, x¥m, bzw., wenn die Ordnung ersichtlich
ist, durch c,z# abgekiirzt. Fiir Reihenentwicklungen wird dann konsequent >~ °_ ¢, a* fiir
D=0 D peM,, Cut geschrieben.? In diesen Ausdriicken ist entsprechend fiir g € Mg formal
2 =1 und O*f = f gesetzt.

4.3.1. Wahl des geeigneten Raumes S,

Analog zu [1| wird S, als der Raum gewé&hlt, der von 1 und den normalgeordneten, balan-
cierten Ableitungen der Quadrate der Felder aufgespannt wird.* Fiir einen Multiindex p € M
sind die balancierten Ableitungen definiert als die quadratischen Formen ¥#(z) gegeben durch

O () = M: ¢?: (z) = glli% 8é‘gz§(:c + )z — ) — woo(P(x + Q)p(z — ()1
mit raumartigen ¢ € R. Es wird
S, = span({1} U {9*(z)|n € M})

gesetzt. Im folgenden Satz werden die Erwartungswerte in den KMS-Zustinden wg ,, ausge-
rechnet. Es wird erneut daran erinnert, daf der Erwartungswert nicht von x abhéngt, da die
Gleichgewichtszustdnde translationsinvariant sind.

3Um Verwirrung zu vermeiden, wird versucht z,v, z, p exklusiv fiir Vektoren und a, b, ¢, d fiir Koeffizienten
ZU reservieren.
“Der gleiche Raum wird in [2,10-12,24] gewihlt.
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Satz 4.5. Sei wg, € Cg ein KMS-Zustand. Dann existiert der Erwartungswert von 9" (x)
fiir alle © € R und ist unabhdnig von . Es gilt fir m = |u| >0

wpR(OH: ¢ (z)) = cmﬁgﬁg, (4.2)

(-1)2 (47T)m(B"_;_+2§, m gerade
Cm = ,
" 0 m ungerade

wobei B,, die Betrige der Bernoullizahlen® sind. Fiir m = 0 gilt
1
wen(: 0% (2)) = 1257 + k. (4.3)

Beweis. Fiir 2 € R*, betrachte eine Folge (6Y”)nen in 2(R*) mit

7

wobei [d*zy 6" (x1) = 1 fiir alle n € N. Mit (3.9) ergibt sich
W (G0, )D(87) ) = woo(B(672)0(8,7 )))L)

Aty ST ()| 2~ 0w |+ [atardten 026 (o)

— Q*BP

) (50 O(po)e” P B(—po)e > —i
A S 0 )| AP P a1

3 %02 (30 ()| P~ )|+

d4p5(P2)5§c)(p)5§c)(p)[ A | e

=27

Durch Substitution p <+ —p im letzten Summanden wird die Klammer im Integranden zu

e(po)e_zgcpe_ﬂp 9(_p0)6_7’2<p 0(p0)6_i2<p6_ﬁp 6(p0)67'2cp
l—e B 1—ehrp 1—ePp 1 —eébp
e %P ei2p 0(pg)2 cos 2(p
efr—1  ebfr—1 efr — 1

Eingesetzt ergibt sich weiter

Wk (B(6TP(B5 ) — woo(B(S0 1) P(0 ))T)

T 2cos 2¢p
P / d'p 0(po)d(p*) 85" (0)0” (—p)~ g,

°In dieser Arbeit sind die Bernoulli-Zahlen die Koeffizienten der Taylorentwicklung von t/(e* — 1), d.h.

d ot
dtk et —1

1

yBkZE s k € Np.

t=0

Mit dieser Konvention ist By = 0 fiir ungerade k& > 1.
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cos 2(p
d493 d4$ 5(71) T 23:11)6(71) txop 77 "L + K

e /rpr/ 2 O e RO ) Gy
Fubini 4 4 P w —iz1p §(n) 1122%

(27r) /dxldm/l R
1 d3p cos(2 —hp
n—ee | T Cp /COS 2§p € s TR
D p _

-nf B
/Hcos% 27r)3n§_:16”p+/4 32/0052§p PP 4 k.

Die Vertauschung von Integration und Summation ist zuldssig, da die geometrische Reihe
gleichmiifig konvergiert.> Somit findet sich fiir ungerade m

%imagwg’n(qi)(x +Q)p(x — ¢) + woo (P + () p(z — ¢))1)
= lim (9 lim wpg, H(¢(5§2)¢(5$)_4) - woo(¢(5$2)¢(5§f>_g)))]l)

—>0 n—o00
= lim (9“L i/dgpcos@{p —nfp — Z/ p8” cos(2¢p)e P
(=0 S (2m) 3 Ip| = C—>0 (2m) (27)3 Ip|

m—+1
1)72 2™pH sin(2 nBp
- lim s z / (D) 2 (2

=0,

wobei ausgenutzt wird, dak wegen ||p|~! cos(2§g)e*"'83| < |p|~'e P und gleichmékiger
Konvergenz der Reihe (wegen 8 € V., p € OV ist fp > 0) Limes und Differentiation mit
Summe und Integral vertauscht werden diirfen. Fiir m > 0 gerade, bemerke, dafs

m

_ m _ m 2 _
8? cos(2¢p)e nAp = (—1)72 2™ pt cos(2(p)e AP = (—1)2 o COS(ZQQ)ﬁge nip
und somit

lim 8 wg x(d(z+ )Pl — ) + woo(P(z + () p(x — ())1)

¢—0

:<_>0C SZ/COSZCp —nfp — 32/ pa“c082§p) —nip
= C—>0 @)? 2/ ] *—cos(2(p)8“
=0k

m d e ™
ﬂ( 2 an/ i Bp

bl

5Die Existenz des Grenzwertes folgt aus den Eigenschaften von Dirac-Folgen und der Stetigkeit der Abbil-
dung

d3p cos?2 )

dp sp .,

, e R
Ip| e’2—1
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Da g € V, existiert A € 51 mit A3 = (1/$2,0). Durch Substitution p < A_IB und Invarianz
des Makes d®p/|p| unter Lorentztransformationen ergibt sich mit Kugelkoordinaten fiir das
Integral

3 3
P nsp _ / P v/l _ g, / Ty penVFr AT
p| p| 0 n?p3?

Man erhélt insgesamt

m2m=1 2 1
%136 O wpr(d(x + d(r — Q) + woo(P(z + Oz — ())1) = (=1) 2 2 Z_:l 2 35@'

Mit der Reihendarstellung der Bernoulli-Zahlen (z.B. in [25, Seite 428]), gegeben durch
kD o= 1
Br = Tkok—1 Z nk
n=1

flir gerade k, errechnet sich der Koeffizient ¢, zu

et ettt m2)l o 1
Cm = (_ )2 2 Z nm+2 (= )2 2 (m + 2)! am+29m+1 nm+2
n=1 n=1
=Bm+2
m (4m)™
g —1 2 —
(=1) (m+2) ™

Dasselbe Argument funktioniert auch im Fall m = 0, jedoch erhélt man einen zusétzlichen

Dichteterm.

wa *: (x)) = wa,o(: P (x)) + K = 12152 + K.

O

Es zeigt sich, daf der Erwartungswert der Observablen in S, nur fiir ¥(x) =: ¢2: (z) von &
abhéngt, womit im folgenden die Methoden und Ergebnisse aus [2] fast direkt iibernommen
werden konnen. Fir die Erwartungswerte als Funktion von 3,k wird folgende Definition
genutzt:

Definition 4.6. Die Funktion O* : V. x [0,00) — R mit O¥(5,k) = wg (0" (z)) heifit
lokal-thermische Funktion zur Observable V*(x). Der Raum

Js = span{OH} (4.4)

heifft Raum der lokal-thermischen Funktionen (bzgl. S;).
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4.3.2. Die zuldssigen thermischen Funktionen

Wie in Abschnitt 4.1.2 erldutert, werden die thermischen Funktionen der Theorie, d.h. Entro-
piestromdichte, Teilchendichte, etc., durch stetige Funktionen der intrinsischen Parameter
(B, k) € Vi x [0,00) beschrieben. Es stellt sich die Frage, welche dieser stetigen Funktionen
in den Referenzzustdnden und somit in den lokalen Gleichgewichtszustdnden durch Auswer-
tung der Zustdnde auf S, eine physikalische Bedeutung zugeordnet werden kann. Da fiir S,
ein echter Teilraum von 7T, gewahlt wurde, ist im allgemeinen nicht davon auszugehen, dafs
fiir beliebige F € € (V. x [0, 00)) diese Funktion eine Linearkombination der lokal-thermischen
Funktionen ©H ist, jedoch sollte sie auf jeder kompakten Menge in V. x [0, c0) durch endlich
viele lokal-thermische Funktionen beliebig genau approximierbar sein. Dies motiviert folgende
Definition:

Definition 4.7. Der Abschluf$ der lokal-thermischen Funktionen
<yadm = 7S (45)

beziiglich der lokal-konvexen Topologie auf € (Vi x [0,00)) heifit Raum der zuldssigen ther-
mischen Funktionen (bzw. der zuldssigen Makroobservablen).

Zur besseren Unterscheidung werden Elemente in Jaqm mit Buchstaben der Form F,G,K be-
zeichnet.

Um sich die physikalische Interpretation zu verdeutlichen, muf die Topologie auf & (V; x
[0,00)) genauer betrachtet werden. €' (Vy x [0, 00) ist ein Frechét-Raum dessen lokal-konvexe

Topologie von den Halbnormen”
pir(F) = sup |F(B,k)|, K C Vi x][0,00), K kompakt, (4.6)
(Br)EK

generiert wird. Mit der Vorstellung, dafs mit S, eine Familie von Messgerdten zur Vefiigung
gestellt wird, die auf den Messbereich K C Vi x [0,00) kalibriert sind, wird gerade fiir
diejenigen Observablen eine Interpretation gegeben, die durch Messung mit endlich vielen
Messgeriiten in einem festen Messbereich beliebig genau gendhert werden konnen.

Der Rest dieses Abschnitts ist nun der Bestimmung von .4, gewidmet. Da nach Satz 4.5

die Funktionen ©* nur fir |u| = 0 von x abhéngen, werden zunéchst O fiir |u| > 0 als
Funktionen in € (V) betrachtet. Definiere analog auf ¢ (V) die Halbnormen
p(u) = sup [u(B)], wuwe€V;), BCV; kompakt. (4.7)
BeB

Ausgangspunkt ist nun die Beobachtung, daf alle diese Funktionen O glatte Losungen der
homogenen Wellengleichung auf dem Vorwiértslichtkegel sind. Es wird im wesentlichen der
folgende Satz aus |2, Prop. 4.1] genutzt, der jedoch fiir diese Zwecke minimal modifiziert
werden muf.

Satz 4.8. Seiu € # (V) und B C V. kompakt. Fiir alle e > 0 existieren dann zwei endliche
Familien von Konstanten {c, € Clp € M, 0 < |u| < N} und {dy, € Clp e M, 0 < |p| <
M}, so dafs

N M
s (u - Z cu%@“?i) <e und phg (0”u - Z duzil@”“2i1> <e.

i=1 =1

"Fiir eine Einfiihrung in die Theorie lokal-konvexer Riume siche z.B. [14,16].
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Hier bei ist W (Vi) = {u € €>*°(Vy)|Ou = 0} der Raum der glatten Lésungen der homogenen
Wellengleichung.

Beweis. Die Modifikation gegeniiber [2] ist die explizite Forderung |p| > 0. Ein detaillierter
Beweis findet sich in Appendix B.1, Seite 71. O

Eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 4.8 ist, daf die Funktion 8 + 1/3? als Element von
# (V) durch lokalthermische Funktionen ©# mit |p| > 0 approximiert werden kann, womit
sich direkt das folgende Korollar egibt.

Korollar 4.9. SeiF € €(Vyx[0,00)) von der FormF(f, k) = w(8)+m-k,u € #(Vy),m e C
und K C V4 x[0,00) eine kompakte Teilmenge. Fiir alle € > 0 existieren dann zwei endliche
Familien von Konstanten {c, € Clp € M 0 < |u| < N} und {d, € Clp e M, 0 < |pu| < M},

so daf
N M
DK <F — ZC“@M> <e und pg <6§F - Zd“(%””) < e.
=1

=1

Beweis. Sei F(f, k) = u() + mk beliebig. Die zweite Behauptung folgt offensichlich aus Satz
4.8, da 8§F = 8léu. Es wird nun 0.B.d.A. angenommen, daft K = B x D fiir zwei kompakte
Mengen B C V und d C [0, 00), da jede kompakte Teilmenge in V; x [0, 00) in einer solchen
enthalten ist. Nach Satz 4.8 existieren zwei endliche Familen {a, € Clp € M, 0 < |p| < N}
und {b, € Clp e M, 0 < |p| < M}, so daf

sup |u(f3) —

N
Za“%@”%(ﬁ)‘ << und sup
BeB —

2 seB| B

Zb%@“?z ‘ =

Durch Fortsetzen der Koeffizientenreihe mit null gilt 0.B.d.A. M = N. Setze

;{m ul=0
CIJ'_

aﬂ_bﬂ 7|p‘|>0

und erhalte

N
K <F - Z c,ﬁ)”) = sup
n=0

N
F(ﬁa ) m® 67 Z aum Hg ®H2Z(ﬁ ’%)
=1

(B,k)eBxD
N

= sup u(ﬁ)—l—mﬁ;—m——mﬁ— Qpay; — bpa, @N2i(5)'

(B,k)EBXK 5?2 Zz;( K )

- al e €

< sup|u(f) — ) a .9"2i6‘+sup b .@”2"5‘<+=€.

BeB ) Zz: Hai () geB| B ;“22 (8) 2 2

Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Als Frechét-Raum ist €' (V4 x [0,00)) ein vollstdndiger metrischer Raum, womit jeder abge-
schlossene Unterraum vollstdndig ist. Somit ist das Ergebnis aus Korollar 4.9, dafs jedes F
von der Form

F(ﬂ,m):u(ﬁ)—i—m-/{, UGW(V—F)? m€C7
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ein Element in I5 = g4y, ist, womit
Is C {U +m- id[07oo)|u eW(Vy), me C} - 73,

und damit

%dm = {’LL +m- id[07oo)|u S W(V_i_), m € (C} = {U +m- id[07oo)|u S W(V_i_), m € (C}

folgt. Insgesamt folgt als zentrales Ergebnis dieses Abschnitts, dafs

Tnam = {u+m-idyg oo)lu € # (Vy), m € C}.

Bemerkung 4.10. Beobachtung zeigt (vgl. Abschnitt 4.3.3), daf die interessanten Makro-
observablen tatsichlich glatte Losungen der Wellengleichung sind, weswegen nicht auf eine
exakte Bestimmung von # (V) eingegangen wird. Der Abschluf der glatten Losungen der
Wellengleichung ist im Raum der schwachen Losungen, geschnitten mit den stetigen Funk-
tionen, d.h.

W (Vy) C {u EC(VHIV fea(Vy): /d4x u(z)Of (x) = 0},

enthalten, was erlaubt die Beweise in Kapitel 5 nur fiir glatte Losunge zu fiihren.

Bemerkung 4.11. Sei w, € C, 0 € Z.(V4 x[0,00)) ein Referenzzustand. Da alle zuléssigen
Makroobservablen hochstens linear von x abhéngen, konnen diese nicht benutzt werden um
alle Momente des Mafses in x zu bestimmen. Insbesondere gilt dann fiir alle F € 4., dafs

w,y(F) = /dg(,@,ﬁ) (u(B) + mr) = /dg’(ﬁ) u(B) + mrg = /d(g’ ® 0wy ) (B, k) F(B, K),

wobei ¢’ € Z.(Vy) durch

d(B) i/ / do(B,k), B C Vi Borel-messbar,
BJo

und kg > 0 durch

Ko = /dg(ﬁ,ka) K

definiert ist. Es ist somit nicht moglich mit Messungen von Observablen in &, die genaue
Form des Mafes ¢ zu bestimmen.

4.3.3. Einige Makroobservablen

Es sollen nun einige Beispiele fiir thermische Makroobservablen gegeben werden. Es zeigt
sich, daft das Zulassen von nicht-priméren Referenzzustdnden keinen Einflufs auf die ,alten®
Makroobservablen wie z.B. die Teilchendichte zum Impuls k € R? oder die thermische Energie
des Zustandes hat. Dies entspricht der Erwartung, da der Parameter x als Dichte von masse-
und impulslosen Teilchen interpretiert wird, und somit physikalisch keinen Einflufs auf diese
Grofsen haben kann.
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Das Quadrat der Temperatur T2

Schon das Quadrat der Temperatur T? ist ein erstes Beispiel fiir eine Makroobservable, die
in Zhqm aber nicht in Js liegt. In [1] und [2] wird die Observable 12 : ¢?: (z) als Thermo-
meter benutzt, da die entsprechende thermische Funktion gerade durch 8 — T2(8) = (8?)~!
gegeben ist. Durch den zusétzlichen Term, der das Kondensat beschreibt, ergibt sich als ther-
mische Funktion zu 12 : ¢2: () gerade (3, k) — 120(8, k) = T?(B) + 12k. Es ist daher nicht
moglich in den Referenzzustianden die Temperatur mit endlich vielen lokal-thermischen Ob-
servablen exakt zu bestimmen. Eine Implikation dieser Tatsachen wird im nédchsten Abschnitt
iiber den thermischen Energietensor E#¥ deutlich.

Der thermische Energietensor E*¥

Ausgehend von der lokalen Observable e (z) = —(1/4)9*(z) € S, ergibt sich die Makro-

observable ) )
e
— EMV — EMV -
der thermische Energietensor. In den Referenzzustédnden stimmt ¥ (x) mit dem vollen Energie-
Impuls-Tensor 6*”(z) der Theorie {iberein. Dieser kann dargestellt werden (vgl. [1]) als

O* (z) = e (z) + (40% — "' Oy ) I(z),

es ist direkt ersichtlich, daR aufgrund der Translationsinvarianz der Term (8% 0% —n#* 0, )d(x)
in allen Referenzzustdnden verschwindet.® In den lokalen Gleichgewichtszusténden ist dies
nicht der Fall, die Makroobservable E# reicht nicht aus, um die Energiedichte des Zustandes
zu messen (vgl. [1]).

Bemerkung 4.12. In [1| und [2| wird fiir x € V die lokal-thermische Observable

. 30 y 1
dye(x) = ﬁxl,xue“ (z) —24: P (x) + ?]1

genutzt, um zu entscheiden, ob der Referenzzustand w, € C einen scharfen Temperaturwert
hat, d.h. ob er ein KMS-Zustand oder ein Gemisch von Zustidnden ist. Ist o = o’ ® dg, 0’ €
Z.(V4), so kann einfach gezeigt werden, dak w, = wy,o genau dann, wenn w,(dye(z)) = 0.
Es ist somit moglich mit endlich vielen lokal-thermischen Observablen zu entscheiden, ob
der Zustand eine scharfe Temperatur und ein ausgezeichnetes Ruhesystem besitzt. In der, in
dieser Arbeit verwendeten, Erweiterung ist dies nicht mehr méglich, da der Erwartungswert
von : ¢?: (x) € S, nichttrivial von k abhiingt.

Die Entropiestromdichte S#

Der Vollstandigkeit halber wird an dieser Stelle die Entropiestromdichte S# kurz eingefiihrt,
jedoch nicht in dieser Arbeit weiter vertieft. In [1] wird mit Hilfe von [17]| gezeigt, daf SH

durch die Funktion
(,) > S4(5,m) = () = 22 2"
’ ’ 45 (B?)?

gegeben ist. Da S# = 35@ und S = 0, zeigt sich direkt, dak S* ¢ s, aber S* € Tqm-

8Fiir eine formale Definition von Ausdriicken der Form 8%9* (z) sei auf Abschnitt 5.1.1 verwiesen.
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Teilchendichte Nj, der Teilchen mit Impuls k € R3\{0}
Fiir festes k € R3\{0}, betrachte die Folge (Ngn)nen in A, gegeben durch

Nk,n = 2|k|¢*(fk,n)¢(fk,n)
mit frn(7) = n"g(n"%zo)n"2h(n"3x)e®*, wobei g € Z(R) mit [dz g(z) =1, h € 2(R3)
mit [d3z |h(z)*> = 1 und « € (0,1).2 Die Folge (Nkn)nen ist eine zentrale Folge, deren
Grenzwert in allen Gleichgewichtszustinden der Form wg existiert.!% Es ergibt sich als
Erwartungswert flir den entsprechenden Operator N

1 1
wg,o(Nk) = @rpefk—1

Der folgende Satz zeigt, daf das Kondensat wie erwartet keinen Beitrag zur Teilchendichte
des Systems fiir k # 0 liefert.

Satz 4.13. Sei k > 0 beliebig. Dann gilt wg x(Ng) = wg,0(Ng)

Beweis. Einfaches Nachrechnen zeigt, dafs

2|k - :
(,cJﬁ’,{(Nk,’n) — wﬁ,O(Nk,n> = nli-i-’;; /d4g;1d4x2 g(%)h(%)g(%)h(%)e@(xz—m)

= 2[k|(n® k| h(nk)g(—n®[k|)h(—nk)
= 2kl |g(n°|k|)|*| F(n*k)|* =5 0,

da h und g als Fouriertransformierte von kompakt getragenen Funktionen Schwartzfunktionen
sind. O

Es zeigt sich, daf die Ergebnisse mit fritheren Resultaten konsistent sind, insbesondere gilt

Plancks Formel 1 )
Ni(f, k) = N(B) = 2rP P 1

fiir die Teilchendichte Ng, fiir masselose Bosonen mit Impuls k # 0.

Die Dichte K des Kondensates

Eine der wesentlichen Erweiterungen zu [2] ist das Zulassen von Zustdnden, die ein Kondensat
beschreiben. Die fiir diese Arbeit wichtigste Makroobservable ist deswegen dessen Dichte, die
im folgenden explizit konstruiert werden soll. Definiere zunéchst die Folge (K;, )nen in A durch

Kn = ¢*(fn)d(fn)

mit 1
x
fn(z) = ﬂf(ﬁ)a
wobei f € Z(R?), so dak [diz f(z) = 1. Es ist zu zeigen, daR dieser Grenzwert in allen
Referenzzusténden existiert, eine zentrale Observable definiert und lim, o wg x(Kn) = K

gilt. Es wird zunédchst der Zustand wg ¢ ohne Kondensat betrachtet.

9Es zeigt sich, daf der entsprechende Limes unabhinig von « ist.
Der Beweis wird in [2] angerissen. Ein entsprechender, sehr detailierter Beweis fiir das elektro-magnetische
Feld in [11] kann fast eins zu eins iibertragen werden.
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Lemma 4.14. Sei wgo € Cz. Dann gilt fiir alle g € 2(R%)
1. 1000 030(0()B(F)) = it croe 030(6(9)6" () = 0.
2. Ty o0 00 (6(Fa)6(9)) = ity o0 w30(6* (fu)6(9)) = 0.
3. limy, 00 A(g, fr) = limy, 00 A(g, fr) = 0.
4. 1limy 00 wg,0(Kn) = 0.

Beweis. Siehe Appendix B.2, Seite 79. O

Eine erste direkte Konsequenz aus dem vorangegangenen Lemma ist, daft der so erhaltene
Grenzwert tatsichlich das Kondensat mifit, da

lim wB,,{(Kn) = nli_{rgo(w/&o(Kn) + H/d4x1d4x2 fn(wl)fn($2)) = K.

n—oo

Um zu zeigen, dafl der Grenzwert in jedem Referenzzustand w, € C eine zuldssige Makroob-
servable ist, wird noch ein weiteres Lemma bendtigt.

Lemma 4.15. Sei wg, € Cg. Dann gilt
1. fiir alle M € Ny:
lim wg,. (kM) = (2M — 1)!1kM

n—0o0

2. fiir alle A,B,B' € A:
lim wg (B [Kn, A]B') =0

n—oo

Hier bei ist fiir ungerades n € N nll =n(n—2)(n—4)---1. Weiterhin existiert fiir alle A € A

der Grenzwert
. *172
nh_}nolo wg.x(AK5 A).
Beweis. Siehe Appendix B.2, Seite 80. O
Dieses Ergebnis erlaubt nun den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 4.16. Sei w, € C beliebig. Dann ist die Folge (K, )nen eine zentrale Folge, d.h. durch
wird in der durch w, induzierten GNS-Darstellung (7rwg, By ng) mittels
wo(A'KB) = h_)m wo(A™K,B), A,Be€ A,

ein unbeschrankter, dicht definierter symmetrischer Operator definiert, der auf seinem Defi-
nitionsbereich mit allen Darstellern von A, kommutiert. Insbesondere gilt

wgy,ﬁ(K) = K.
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Beweis. Nach GNS-Rekonstruktion liegt der Raum by = m,,(A)€,, dicht in b,. Sei nun
Y =m,(B)S, € ho, B € A beliebig. Da K}, = (¢*(fn)#(fn))* = Ky, ergibt sich

”Wg(Kn)sz = <7T9(Kn)7/”7r9<Kn)¢> = <¢’W@(K%)w> = <7TQ(B)QQ"/TQ(KELB)QQ>
= <QQ|7TQ(B*K3LB)QQ> = wQ(B*K’?LB)'

Nach Lemma 4.15 existiert der Grenzwert lim,, o w,(B*K2 B), womit folgt, daR durch
Kip = nlggo Wg(Kn)wa ¢ € bo

ein wohldefinierter, symmetrischer Operator mit Definitionsbereich domK = hy gegeben ist.
Seien nun 1,19’ € ho und A € A beliebig. Da ¢ = 7y(B)Q, und ¢/ = m,(B")Q, fiir ein
B, B’ € A, ergibt sich mit Lemma 4.15

<¢H7TQ(A)a K]T/’I> = <7FQ(A*B)QQ’K7T@(B/)QQ> - <7TQ(B)QQ‘K7TQ(AB/)QQ>
= lim wy(B*4K,B' — B*K,AB’) = nl;rglo wo(B*[A,K,|B')

n—oo

= lim [do(B, k) wpx(B*[A,K,]B)

n—o0
_ / do(B.%) lim ws(B*[A.K,]B') = 0.

Dabei wird ausgenutzt, daft nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz der Grenzwert und
die Integration vertauscht werden diirfen (die stetige Funktion (8, k) — wg . (B*[A,K,])B’)
wird iiber die kompakte Menge supp g integriert). ]
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5. Evolutionsgleichungen

Zundchst wird das Konzept der Sy-thermalen Zustinde auf Raumczeitgebiete @ C R* erwei-
tert. Mit den in [1, 2] eingefiihrten Methoden werden dann Evolutionsgleichungen erarbeitet,
die das Raumzeitverhalten thermischer Funktionen fir Zustinde im lokalen Gleichgewicht be-
schreiben. Es werden die Ergebnisse aus [2] dargestellt und gezeigt, daff es zusdtzlich zu Ein-
schrinkungen dynamischen Ursprungs keine weiteren Restriktionen fir das Kondensat gibt.
Insbesondere ist das Raumzeitverhalten des Kondensats K unabhdngig von der Teilchendichte
Ng. Im letzten Teil dieses Kapitels wird ein zu dem Resultat aus [2] dhnliches Singularitdten-
Theorem hergeleitet.

Fiir eine offene Menge O C R* lifit sich der Begriff des lokalen Gleichgewichtes am Punkt in
natiirlicher Weise erweitern, um lokales Gleichgewicht auf O zu beschreiben. Fiir beliebiges
xo € O identifiziere S; mit dem Bild der Wirkung der Translationen auf S,,, d.h.

Sy = Oy (Say), € O.

Definition 5.1. Sei O C R?* offen. Ein Zustand w € A% heifit So-thermal genau dann,
wenn er fiir alle x € O ein Sy-thermaler Zustand ist, d.h.

VeeOdpo, € Pe(Vy X [O,m)):w‘szzwgz‘sz (5.1)
Zusdatzlich mufl w folgende Eigenschaften erfillen:

(L1) Fiir alle f € 2(O) und alle lokal-thermischen Funktionen O existiert das Integral
[ate s@rem)@) = [dts (@) [ao.(6.0) 0(5.0)

als Lebesque-Integral auf O, d.h. es ist w(OF)(-) € L}

loc

(0).

(L2) Fir alle kompakten Mengen K C O gibt es eine kompakte Menge B C Vi x [0,00), so
dajs

U suppo. C B.
zeK

Diese zusatzlichen Forderungen sind technischer Natur und dienen dazu pathologische und
unphysikalische Zustidnde auszuschlieften. Aus (L1) folgt unmittelbar, daf w(©#)(-) als Ele-
ment in %! (O) eine wohldefinierte Distribution auf 2(0) ist. Mit (L2) ergibt sich die
Abschétzung

' [ o

_ ‘ [t @) [aous.0 (5.0
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< / d'z |f()| / doa(B, 5) [OH(8, k)| < / d'z |f()] / dos(B.k) sup |©(5, )|

(B,x)EB
= [Ifllx pB(©*) (5.2)

wobei B € V x [0,00) die zu supp f C O gehorige kompakte Menge, || - ||1 die iibliche Norm
auf #1(0) und pp(-) die durch (4.6) definierte Halbnorm ist.
Direkt aus (5.2) folgt die Stetigkeit! der Abbildung

£ w()(), e Ts

Diese Stetigkeit garantiert nach Standardresultaten der Analysis, daf fiir alle F € J,4,, und
fiir eine Folge (£,,)nen in Js mit £, — F durch

2o wE) (@) = lim w(ty)(z) = / dow(B, K) F(B, )

n—oo

eine wohldefinerte Distribution auf 2(0O) gegeben ist, die das Raumzeitverhalten von F auf
O beschreibt.

Definition 5.2. Sei w ein So-thermaler Zustand. Die Abbildung gegeben durch
F— w(F)(z), F€ Tam, €O

heifit Lift des Zustandes auf die zuldssigen Makroobservablen am Punkt x.

5.1. Evolutionsgleichung fiir Teilchendichte und Kondensat

5.1.1. Abbleitungen der Distribution ¥#(x)

Ziel dieses Exkurses ist es fiir die lokal-thermischen Observablen ¥#(z), gegeben durch (4.2),
Ausdriicken der Form

By M (z) = aiymg;) (5.3)

mathematisch einen Sinn zu geben und fiir alle Zusténden, in denen sie wohldefiniert sind,
die Erwartungswerte auszurechnen.
Sei dazu w € A* | ein Zustand, fiir den in einem Gebiet O C R* die Observable 9#(z) existiert
und fiir den die Abbildung  +— w(9*(x)) eine wohldefinierte Distribution in 2*(0O) definiert
(dies gilt nach dem vorherigen Abschnitt insbesondere fiir alle Sp-thermalen Zusténde). Setze
(i.5.v.D)

w(0, " (x)) = Oyw(VH(z)).

Satz 5.3. Wenn im Zustand w die lokale Observable V" (x) als Distribution im im obigen
Sinne wohldefiniert ist, gilt

w98 (x)) = —w(¥ P (x)) und w(0z 9" (x)) = 0.

'Dies liegt darin begriindet, daf nach Konstruktion der entsprechenden Topologien (vgl. z.B. [14,16]) eine
Folge (gn)nen in ZL.(O) genau dann in 2(0) konvergiert, wenn fiir alle Testfunktionen f € 2(0O) der
Grenzwert lim,— oo fd4a: gn(z) f(z) existiert, und eine Folge (f,)nen in Js genau dann konvergiert, wenn
fiir alle kompakten Teilmengen B € V4 x [0,00), der Grenzwert lim, o pp(£f,) existiert.
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Beweis. Nach Satz vom Kern [15, Thm. 5.2.1| existiert eine eindeutig bestimmte Distribution
U € P(R®) mit

V(S ® g) = w(6(f)6(9)) — woo(@(£)6(9), f.9 € Z(RY).

Die Abbildung ¢, : R® — C, definiert durch

wf,g(xlva) = \Ij(fm ® gz2)7 T1,T2 € R47
ist fiir feste f, g € 2(R*) glatt mit

8z1 ,/Lﬁf,g = _wauf,ga und 8952 ,ﬂ/)ﬁg = —’(/Jf’aug, vV = 0, e ,3.

Als Konsequenz ist die Abbildung ¢}, g R® — C, gegeben durch

V(@) = bpgle+(a =), 2,  €RY,
ebenfalls glatt. Mit Anwendung der Kettenregel ergibt sich

ax U¢},g($7 C) = —Wayf,g - Qp},&,g) 8{ Vw},g(wv C) = _d}/&,f,g + ﬂ)},&,ga V= 07 ) 3.
Sei nun (6™),en eine Dirac-Folge in Z(R*) mit 6 — &y. Nach Konstruktion gilt
W(ﬁ“(l')) = ég% 85 nll{go wg(n)’lg(n) (.T, C)a T e Oa

womit fiir festes, hinreichend grofes n € N und festes hinreichend kleines ¢ € R*, ¢ < 0,

die Abbildung x — 82“@[);(”) s (€, CQ) eine Distribution auf 2(0) definiert. Fiir beliebige
beliebige Testfunktionen ¢ € Z(0) gilt dann, daf

[t 00 o 2. 0Bp(a) = — [ 4 0O o . (0)

= /d433 O[5t 5m (25 C) + ¥ 500 g5 (2 O) = Wlgw 5 5, 50 (25 ©) F50) 5m (25 O] 0().

=0

Zusétzlich gilt wegen w(op(0f))o(g)) = 0, dak
Yhsom s (@,€) = V(O ® 8,7 ) = w(B(D8,3)$(8,2)) — woo($(08,7)$(8,2)) = 0,

ebenso ist 1%(”) osw = 0, womit die Behauptung folgt. Die Rechnung fiir w(dvk(x)) =
—w(¥,*(x)) ist analog.
O

5.1.2. Herleitung der Evolutionsgleichung

Mit den Sétzen 4.9 und 5.3 ist es nun méglich Evolutionsgeichungen fiir das Raumzeitverhal-
ten der Lifts der Makroobservablen herzuleiten. Es ergeben sich zunéchst vollstandig analog
zu [2] folgende Ergebnisse
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Satz 5.4. Sei w € A%, ein So-thermaler Zustand und F eine zuldssigen Makroobservable.
Dann gilt (i.S.v.D.)

Oyw(95F)()
Oyw(0xF)(x)
O (F) ()

0,
0 firallev=0,...,3, )
0. (5.6)

Beweis. Sei F(B,k) =u(f) +m -k, u € #(Vy), m € C eine beliebige zuldssige Makroobser-
vable. Fiir Gleichung (5.5) ergibt sich direkt

0w (0xF)(x) = Opw(m-1)(x) =0,m =0, v=0,...,3.

Nach Satz 4.9 gibt es eine Folge (f,,)nen in Is, gegeben durch

K(n)
— (n) g% (n)
fn = Z d#2k+1@ S dﬂ cC,
k=0
so daf
OpF = lim £,
n—oo

in der Topologie von €' (V4 x [0,00)). Nach den Ergebnissen zu Beginn dieses Kapitels ist
F — w(F)(-) eine stetige Abbildung von Z,q, nach 2*(0). Zusammen mit Satz 5.3 ergibt
sich fiir beliebige Testfunktionen f € Z(0), dak

- [t w@R@@.@) = - [l ln £) @06

= Jim S d [t w(e) @)@, @)

= = Jm S [t @ @) @)
k=0

K(n)
= — lim am /d4:n w(0z ,9"H(x)) f(z) =0,
—_——

n=o0 Hap i1

k=0 e

was direkt (5.4) impliziert. Um Gleichung (5.6) zu beweisen wird ausgenutzt, daf
(B, k) = OB, k) = ©(8) =Lg0H(8) =0

gilt. Mit dem gleichen Argument wie fiir (5.4) findet sich eine Folge (£])nen in s, gegeben
durch

fl = Z cm M2k, CZ” € C,
k=0

die gegen F konvergiert. Insbesondere gilt

n—oo

[t w® @O = [t w( lim £)@OHE
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K(n) K(n)
= Jim 3, [dew(@)@ON@ = Jim 3 e, [ate w00 @) i@
k=0 k=0
K(n) K(n)
= = Jim Y, [t @) @ = Jim S, [dee(© )@
k=0 k=0
K(n)
= lim 3 qp, [ate 0(0,0%) @) 1) =0
k=0
=0
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Die stoBfreie Boltzmanngleichung

Mit Hilfe von Satz 5.4 1a#t sich direkt ableiten, dafs der Lift der Teilchendichte Ny, fiir Teilchen
mit Impuls k& € R? der stokfreien Boltzmanngleichung (5.7) geniigen muf. Der Ansatz aus [1]
ist somit konsistent mit anderen Zugéngen zur Nichtgleichgewichtsstatistik (vgl. z.B. [26]).
Zusétzlich ergibt sich jedoch durch (5.6) eine zusétzliche Einschrinkung dynamischen Ur-
sprungs, die sich fiir die Teilchendichte in Gleichung (5.8) wiederspiegelt.

Korollar 5.5 (Boltzmanngleichung). Sei k € R*\{0} ein beliebiger Vektor und w € A% | ein
So-thermaler Zustand. Dann gilt

kYO w(Ng)(z) =0 (5.7)

und

Ow(Ng)(z) = 0. (5.8)
Beweis. Betrachte fiir k € R3\{0} die Hilfsfunktion L : Vi x [0,00) — R gegeben durch
1

_ - _ Bk
Lk(ﬁaﬁ) - Lk(ﬁ) - (271')3 111(1 € )
Da L € Z5qm und
, 1 ke Pk I ,
85Lk:(5) - (27_[_)3 1— e_ﬁk - (271')3 CBE 1 = E Nk(ﬁv H)u

gilt nach Satz 5.4 mit Gleichung (5.4)
k"0,w(Ng)(x) = Oyw(0"Lg)(x) = 0.

Die zweite Gleichung folgt wie bereits erwdhnt direkt aus (5.6). O

Gleichungen fiir das Kondensat

Es stellt sich die Frage, ob ein dhnliches Ergebnis fiir die Dichte des Kondensates K erzielt
werden kann. Durch Gleichung (5.6) ergibt sich

Cw(K)(z) = 0, (5.9)

weitere Einschrankungen gibt es nicht.
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5.2. Maximale Gebiete lokalen Gleichgewichtes

Sei @ C R* offen. Fiir einen Sp-thermalen Zustand w € A7, stellt sich die Frage, ob es
Gebiete @' mit O C O’ gibt, so dak w ein Sp/-thermaler Zustand ist und ob Aussagen iiber
die Form dieser Gebiete gemacht werden kénnen. Dafiir wird zunéchst in natiirlicher Weise

der Begriff des maximalen Gleichgewichtsgebietes definiert.

Definition 5.6. Sei w € A} . Das Gebiet O, C R* heifit mazimales Gleichgewichts-
gebiet, wenn es kein Gebiet O C R*, O, C O gibt, auf dem w ein So-thermaler Zustand
15t.

Im Falle extremaler Referenzzustinde wurde fiir das masselose, skalare Feld in [2, Prop.
5.2] gezeigt, dak maximale, konvexe Gleichgewichtsgebiete die einen Lichtkegel enthalten
ihrerseits in einem lichtartigen, simplizialen Kegel enthalten sind.

Definition 5.7. Fin simplizialer Kegel ist der Durchschnitt von vier charakteristischen
Halbriumen. Fir A\ € R und p € R3 ist der charakteristische Halbraum H) p gegeben
durch

Hyp= {x e R* }Qac > )\}

Das analoge Ergebnis gilt fiir das elektromagnetische Feld (vgl. [11]) und fiir masselose Fer-
mionen (vgl. [10]). Durch die vorgenommene Erweiterung der Referenzzustdnde mufs dieser
Satz jedoch fiir diese Arbeit geringfiigig modifiziert werden. Dieser Modifikation ist der Rest
dieses Abschnitts gewidmet. Der Vollstédndigkeit halber ist anzumerken, dafs im Falle massiver
Bosonen keine Sp-thermale Zusténde existieren, deren Gleichgewichtsgebiet einen Lichtke-
gel enthélt. Daher kann in diesem Modell eine zu |2, Prop. 5.2| vergleichbare Aussage nicht
getroffen werden (vgl. [12]).

Aus technischen Griinden ist es sinnvoll, von Sp-thermalen Zustdnden w zu regularisierten
Zustanden wy iiberzugehen und diese auf einer speziellen Unteralgebra I'y C Z,qm zu be-
trachten. Fiir die Konstruktion sei zunéichst f € 2(R*) mit [d*z f(z) = 1, f > 0 und
supp f = B.(0) fiir ein £ > 0 hinreichend klein.?® Fiir w € A* | ist dann der dazugehérige,
regularisierte Zustand wy definiert durch

wp = /d4y fy) wo ay.

Der Zustand wy ist wohldefiniert, da y — w o ay schwach stetig ist. Die Regularisierung
von Sp-thermalen Zustédnden fiihrt zu einigen sehr niitzlichen Eigenschaften der Lifts der
regularisierten Zustdnde auf die zuldssigen Makroobservablen.

Lemma 5.8. Sei w € A7 | ein So,,-thermaler Zustand auf einem Gebiet O,. Sei weiterhin
f € 2(R*) eine Testfunktion mit den obigen FEigenschaften und F € Fpqm eine beliebige

zuldssige Makroobservable. Dann gilt:

In der Analysis wird eine Funktion f € 2(R*) mit diesen Eigenschaften oft als Glattungsfunktion oder
Mollifier bezeichnet (vgl. [15]).
3Hinreichend klein bedeutet in diesem Fall, daf ¢ € (0,1) so gewihlt wird, da® fiir einen So-thermalen

Zustand w
ﬂ (O +2) #0.

z€B:(0)
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1. Der regularisierte Zustand wy ist So-thermal auf

0= (] (Ou+ua).

zEsupp f

2. Die Abbildung x — w¢(F)(x) ist glatt fir x € O.
Beweis. Siehe Appendix C, Seite 83. O
Die regularisierten Zustéinde werden zunéchst auf dem Raum I'j, untersucht. Fiir p € R3\{0}
ist
Ip = {F € Zpam|3T € €°[R): F(B,5) =T'(pB)}.
Da fir I'1, 'y € €°(R)

O (pA)T2(pB) = p,p" T (pB)T2(pB) + 2p, ' T (pA)T(pB) + p, P T1(pB)T2(pB) = 0

gilt, ist I', mit komplexer Konjugation eine abelsche *-Algebra. Aus

wy (FF)(z) = / do, (8, %) TR > 0

folgt, daf die Lifts wy(-)(z) Zustdnde auf I'p sind, was uns erlaubt im folgenden Beweis
die Cauchy-Schwartz-Ungleichung (vgl. z.B. [19]) zu verwenden. Wichtig fiir die folgende
Untersuchung sind vor allem die Makroobservablen Ep, My € I'p, gegeben durch

Ep(B) = e und M(8) = (pB)", n € No.
In einem abschlieffenden Satz werden einige ihrer Eigenschaften aufgefiihrt.
Satz 5.9. Sei wy ein reqularisierter So-thermaler Zustand. Dann gilt fir alle v € O:
1. p 8w (Ep)(x) = 0, Duy(Ep)(z) = 0,
2. Jwys(Ep)(@)| < 1.
9.0 < wp() (@) < (wp() () T (wp (M2 () 7.

4. Die Abbildung p — wy(Ep)(z) setzt sich zu einer analytischen Funktion auf C* fort, die
glatt in x ist.

Beweis. Es wird der Beweis aus |2| ausfiihrlich dargestellt.
Aussage 1: Aussage 1 folgt direkt aus Satz 5.4, da

P Opwy(Ep)(z) = ywy(8Ep)(x) = 0.

Aussage 2: Fiir Aussage 2 bedenke, daf wy(-)(x) fiir alle € O einen Zustand auf T'p
definiert und somit aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Zustdnde auf x-Algebren (z.B.
in [19])

jwy (Ep) (@) = |wy (Ep - 1)(@)* < wy(1)(2)wy (EyEp) (z) = wy(L)(z) = 1
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folgt.
Aussage 3: Da wy ein Sp thermaler Zustand ist, gibt es fiir alle € O ein p € Z.(Vy x
[0,00)), so dafs

wp (M) () = / do(B, k) (pB)™.

Mit der Holderungleichung fir r = n+ 1 und s = (n + 1)/n, 1/r +1/s = 1 ergibt sich,
ausnutzend, dal M, positiv ist,

0 < ws (")) = [do(5.n) (28)"*! = [do(B,n) (p) 75 (o) ¥

< (oo (03r7) ) (faets.m (o)) )

= (faetwm @9r) ™ (faots ><5>2"+1>"L
= (s (065)(2)) 77 (p 05+ @) 77

womit Aussage 3 bewiesen ist.
Aussage 4: Fiir die Fortsetzung betrachte die Funktion

& : —i8z
i sin(fo|2l))e =, B eV,

8 () = (cos(Boll) + i

mit |z[2 = 323 _ 22 als Abkiirzung.’ Da

n=1%i
C6E-(B) = 0o(—|2|sin(Bolz|) + izo cos(Bo|z])) e~ 7>
+ (Cos(ﬁo|Z|) + i% sin(ﬁ0|zy)) 2|26 1P
— (—|z|2 cos(Bolz|) + iz0|2] COS(BO|Z|))e—iBz
+ (]z‘Q cos(Bo|z|) + 1| z| Sin(ﬁo‘z‘))eﬂﬂz —0,

ist E, eine zuldssige Makroobservable, die fiir z = k mit Eg {ibereinstimmt. Entwicklung in
eine Potenz-Reihe zeigt, dafs

2+ (cos(Bo|z]) + |Z;)| sin(folz|)) = Z(_l)” [(2711)' + (2;? Al (z% + 23 + Z%)n
n=0

fiir festes 3 € V, eine ganze Funktion auf C* ist, womit dies fiir z — E.(3) als Produkt
ganzer Funktionen ebenfalls gilt (vgl. z.B. [27]). Es bleibt zu zeigen, daf die offensichtlich
stetige Abbildung

2+ w(Ey)(z), zeC?

*Wesentlich fiir diese Aussage ist, daf fiir alle s > 0 und alle ¢ > 1 die Funktion 8 +— (pf3)® ein Element in
ZL1(Vy, o) ist. Flir Mafe ¢ mit kompakten Trager ist dies mit der Stetigkeit der Funktionen offensichtlich.
Im Falle massiver Bosonen, bei dem die Einschrankung auf Gemische mit kompakten Wahrscheinlichkeits-
mafRen fiir die Referenzzusténde zu restriktiv ist, gilt diese Aussage im allgemeinen nicht (vgl. [12]).

5Es zeigt sich, dak E, (8) nur von geraden Potenzen von |z| abhéngt, womit die Wahl eines speziellen Zweiges
der Wurzel in C entfillt.
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fiir alle 2 € O analytisch ist. Sei dazu 7 ein beliebiger geschlossener Weg in C*. Dann ist fiir
festes x € O

A dz wy(E:)(z) = L 4z [dea(5.0) 5.09) = [des(on) A 4z E.(8) = 0,

da die Integration vertauscht werden darf und da E, () holomorph ist. Die Vertauschung folgt
nach Satz von Fubini, da ¢, kompakten Tréager hat, Spy kompakt ist und (z, 3) — E,(8) auf
supp 0, X Spy stetig ist. Damit ist z — w¢(E,)(x) fiir festes € O holomorph (vgl. ebenfalls
z.B. [27]). Insgesamt ist

C'> 2= wy(E)(2), z€0,

die gesuchte Erweiterung, die Glattheit in « folgt direkt aus Lemma 5.8. O

5.2.1. Singularitaten

Der vorangegangene Satz ermdglicht nun ein zu [2| dhnliches Singularitdtentheorem zu be-
weisen. Wesentlich fiir den Beweis in [2] ist die Tatsache, daf wenn der Lift w(F)(z) fiir ein
F € J.4m eine nicht triviale Ortsabhéngigkeit hat, dies als Konsequenz von Satz 4.8 fiir min-
destens ein My ebenfalls gilt. Da dies in der vorliegenden Arbeit nicht der Fall ist, ergibt sich
eine dritte Alternative.

Satz 5.10. Seiw € A%, ein Oy-thermaler Zustand auf dem maximalen, konvezen Gleichge-

wichtsgebiet O,,, wobei O, einen Lichtkegel enthdlt. Dann gibt es drei Méglichkeiten:
e Der Lift F — w(F)(x) hdngt trivial von x € Oy, ab, d.h. w € C.

e Der Lift F — w(F)(x) hdngt nicht trivial von x ab (fir mindestens ein F) und O, ist
i einem simplizialen Lichtkegel enthalten.

e Der Lift F — w(F)(x) hdngt nicht trivial von x ab (fir mindestens ein F) aber Oy, ist
nicht einem simplizialen Lichtkegel enthalten. Dann ist

F=m-K
mit m € C\{0}.
Um diesen Satz zu beweisen werden noch ein technisches Lemma benotigt.

Lemma 5.11. Sei e € §? = {x € R3||z| = 1} fest. Sei weiterhin f € €°(R) und g €
€ (R*) definiert durch g(x) = f(ex). Dann gilt

(¥"9,)" g(x) = (ye)* 5 9(x)
fiir alle k € N und y € C*,
Beweis. Siehe Appendix C, Seite 84. O

Ein weiteres Lemma dient als Ersatz fiir die benotigte Aquivalenz der nicht-trivialen Orts-
abhéngigkeit von F € Z,qm und My,

Lemma 5.12. Sei w € A*

1 ein Oy-thermaler Zustand. Dann sind dquivalent
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Ny, A L
OM [ L

supp f

Abbildung 5.1.: Die Abbildung zeigt das Gleichgewichtsgebiet O des regularisierten Zustan-
des. Ist ein Lichkegel in O,, enthalten, so existiert ein Lichtkegel V| C O.

1. FirF € Jaqm tmpliziert nicht-triviale Ortsabhéingigkeit des Lifts w(F)(x), daff F = m-K
fir ein m € C\{0}.

2. Der Lift w(My)(x) hat eine triviale Ortsabingikeit fir alle n > 0 und alle p € R*\{0}.

Beweis. siehe Appendix C, Seite 84. O

Mit diesen Resultaten kann nun der Beweis des zentralen Satzes dieser Arbeit begonnen
werden.

Beweis von Satz 5.10

Es wird der regularisierte Zustand wy betrachtet. Aus den obigen Bemerkungen ergibt sich,
dak wy So-thermal ist fiir
O = ﬂ (Ou + ).

z€supp f

Aus Abbildung 5.1 ist zu entnehmen, daf wenn O, einen Lichtkegel enthélt, dies auch fiir
O der Fall ist. Durch entsprechende Translation und Reflektion kann 0.B.d.A. angenommen
werden, dafs dieser Lichtkegel der Vorwartslichtkegel V. ist. Der Beweis basiert auf einer
detailierten Analyse der Funktionen

x> Ep(z) = wi(Ep)(z) und x> Mp(z) =wiMp)(z), z€O,peR’

Der weitere Beweis wird nun in sechs Schritte gegliedert.

Schritt 1: Es werden Lichtkegelkoordinaten (x4,z_,x ) (bzgl. p € R?*\{0}) auf dem R*
eingefiihrt und der d’Alembertoperator in diesen berechnet. Fiir festes p € R3\{0} sind die
Lichkegelkoordinaten gegeben durch

T+ =x0te-x, x, =x— (x-e)e,
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wobei e = p/|p|. Die entsprechende Riicktransformation ist gegeben durch

Ty +T_
ro = ——

Ty — T
5 r=x, + — e
Da x +— x, die Projektion des R? auf den zweidimensionalen Unterraum senkrecht zu e
ist, kann x| als Element in R? aufgefasst werden, was erlaubt formal z = (z,,z_,x,) zu
schreiben. Analog zu x| ist V| durch V| = V —(e-V)e definiert, der Operator A | = (V1 )?
ist der Laplace-Operator beziiglich x| . Ist qo, ..., 3 € R* die Standardbasis, so ergibt sich

P o 0 o 0
dzg qo(z4+,z—, @1 ) (%vaaj’vi) T
P o 9 o 9
= i@y, 0,21 - (ﬂ’ (%—_,VL) = (ei, —€i, q; — €i€) - (M’ 9 1)
%) 9] ,
_el(ﬁ_&vi_)—i_ql.vl’ 1—1,...,3.

Fiir den d’Alembert-Operator findet sich somit

82

3
0? 0

9 2 3 9 o 2
f0) ~2(ela) ) ra V)

=1

) % ) o\ ., 0 9 ’ 2
:<ax++ax_> ‘(m‘ax) =22 (gay ~ ga s Ve 2 (4 V)

52 0 0 5
=4 -9 — . — 2
0x, 0x_ (8:);’+ Ox_ Je Vi ; Vi
~ ——
=(V1)?
82
=4— —A|.
8x+8x, L

Schritt 2: Es wird gezeigt, daf es fiir alle y_ € {z_|z € O} und fiir alle y, € R? ein x € O
gibt,sodab x_ =y_und x;, =y, .

Fiir festes y € O, wihle z € O, so daf (y — z) € V. Ein solches z existiert, da O konvex ist,
Vi € O und somit z 4 V4. C O. Fiir beliebiges « | , wihle nun ¢ € R hinreichend gro$,® dann
ist z = (y+ +t,y—,x;) € O.

Schritt 3: Es wird gezeigt, daf Ep(x) = w¢(Ep)(z) fiir # € O in Lichtkegelkoordinaten nur
von z_ abhangt.

Der Basisvektor e in Richtung x4 ist nach Konstruktion gegeben durch e; = e. Mit Lemma
5.9(1) ergibt sich

OE. — 1 _
—P(2) =€ 0,Ep(x) = —p"0,Ep(z) =0, z€O,
Oy Ip|~
SEinfach Rechnung zeigt
. —_ . 2
t> max{o7 Ly fBL z —i—lwL }
Yo— %2 +3e-z—3e-y

Da (z —y) € V4 und damit (2(yo — 20),y — 2) € Vi, gilt
Yo—20+3€-z— 3e-y=2(2(yo — 20),y — z)e > 0,

womit ¢t wohldefiniert ist.
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d.h. Ep(x) ist unabhéingig von 4. Mit dem Ergebnis aus Schritt 1, zusammen mit Lemma
5.9(1), erhélt man

2
0=0Fp(z) = (48]}_?81‘_ - AJ_>EP(33) = A Ep(x).

Wegen des Resultats aus Schritt 2 ist Ep sogar eine Losung der Laplace-Gleichung auf ganz
R?, die zusitzlich nach Lemma 5.9(2) beschrinkt ist. Nach dem Satz von Liouville” ist eine
solche Losung konstant und Ep daher unabhéngig von x| .
Schritt 4: Als Konsequenz aus Schritt 3 wird gezeigt, daf

wr(Me')(z), =€,

ein Polynom in ez vom Grad kleiner oder gleich m ist. Da E, nach Lemma 5.9(4) eine
analytische Funktion ist, kann diese in eine Potenzreihe

Ep() =Y cul@p” = |p|™cp(x)et
m=1 m=1

mit glatten Koeffizienten ¢, (z) entwickelt werden. Mit dem Ergebnis aus Schritt 1 héngen
die Funktionen = — cy(x)e” nur von x_ = ex ab. Anwendung von Lemma 5.11 auf diese
Funktionen liefert fiir alle k£ € N, daf

(170, cp(z)et = (y7e,)FOkcu(x)e”, =€ O,ycRY

Durch Entwicklung der Funktionen x — ¢, (2)e# in Kugelflichenfunktionen beziiglich e kann
gezeigt werden (vgl. [28]), da® sich diese Differentialgleichung zu

Oeu(x)et =0, k>m.
reduziert. Mit der Wahl y = (1, —e) ergibt sich, daf

dk
dzk

cu(x)et = (v 0,) e (x)et = 208 cu(x)e =0, €Ok >m

und somit, daf ¢, (x)e* ein Polynom in ex vom Grad m oder kleiner ist, dessen Koeffizienten
Polynome in e sind. Aus der Stetigkeit der Abbildung w¢(-)(z) ist aukerdem bekannt, daf

> o)) =y E)@) = 3 culw)e
m=0 m=0

gilt, womit durch Koeflizientenvergleich
wrMg')(z) = (i)™ mley(z)et, x € O,
folgt. Zusammengefasst ergibt sich, daf jede Funktion der Form

x—=wrM)(x), z€O,

"In der benutzten Version sagt der Satz von Liouville aus, daf eine beschrinkte Funktion u € €°°(R"), die
Au = 0 erfillt, konstant sein muf.
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ein nicht negatives 5.9(3) Polynom in ez vom Grad kleiner oder gleich m ist.

Schritt 5: Es gilt, da entweder z — wy(MJ")(x) konstant fiir alle m € N ist, oder daf es ein
m € N gibt, so daf x — w;(MJ")(x) ein Polynom ersten Gerades in ex ist. Sei dazu m € N
fest. Es wird angenommen, daf fiir alle k = 0,...,m — 1 die Funktion = +— w(M¥)(z) konstant
ist. Mit Satz 5.9(3) ergibt sich

m—1 2m—1

= wp (M) (2) < (wrpMg (@) ™ - (wp (M T(@))

=C (w2 (@) ™,

mit einer geeigneten Konstante C' > 0. Da x — wy(M2™~1)(z) nach Schritt 4 ein Polynom
vom Grad kleiner oder gleich 2m — 1 ist, ergibt sich

z e wp (M) (z) = O(|z*m)

fiir groke « € V.., wobei & das iibliche Landau-Symbol bezeichnet.®?

Die Funktion z — wy(MZ")(x) ist ebenfalls ein Polynom und somit entweder konstant oder
vom Grad eins. Daraus folgt die obige Behauptung.

Schritt 6: Sei nun F € Jqm, F # a - K, mit nicht trivialer Ortsabhanigkeit des Liftes. Nach
Lemma 5.12 existiert dann ein n € N so, da « — w¢(Mz)(x) eine nichttriviale Ortsabhéngig-
keit hat. Desweiteren existiert nach den vorherigen Ergebnissen (Schritt 1-5) ein m € N, so
dafs

z = wp(MZ')(x) = Pr(e)(ex) + Qy(e)
mit geeigneten Polynomen Py, Qf, wobei Py # 0. Aus wy(MZ')(z) > 0, z € O, folgt
Py(e)(ex) + Qyle) > 0.
und somit Q5 > 0. Es ergibt sich

gL —Qse) -~ - —Qsle)
OQO{xER‘exZW}QQHM% )\Z_W

fiir vier paarweise verschiedene e; € S2. Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen.

0

Es bleibt zu zeigen, daf es tatsédchlich Zustdnde mit nicht-trivialem Kondensatanteil gibt,
deren Bereich O,, maximaler Thermalitdt grofier ist als ein simplizialer Kegel. Dafs tatséchlich
Zustande existieren, die sogar R*-thermal sind, wird im néchsten Kapitel gezeigt, in dem unter
anderem ein solcher Zustand, basierend auf einer Idee aus [28|, explizit konstruiert wird.

®Sei © C R* ein unbeschriinktes Gebiet. Fiir g € €(0) setze 0(g) = { f € €(0)|0 < lim SUP| 4 00 \%\ <
oo} Es wird zur Vereinfachung

f@)=0(g(z)) fir |z] 00 <= [feO(g)

geschrieben.

9Ist P : R™ — C ein Polynom in n Variablen mit komplexen Koeffizienten mit deg P = m, so gilt P(z) =
o(lz|™)
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6. Konstruktion Sp-thermaler Zustande
mit Kondensat

Dieser Abschnitt ist der expliziten Konstruktion lokaler Gleichgewichtszustinde gewidmet.
Ausgehend von dem Hot-Bang-Zustand in [2] wird zundchst ein einfaches Beispiel konstruiert,
um dann auf allgemeine Mdglichkeiten zur Konstruktion schliefen zu kénnen. Das Kapitel
endet mit der Konstruktion eines nicht-trivialen Sga-thermalen Zustands.

6.1. Erste Beispiele

Es wird zunéchst der in |1, 2| vorgestellte quasifreie Hot-Bang-Zustand wyp, untersucht und
anschliefsend geeignet modifiziert um ein erstes, einfaches Beispiel fiir einen Zustand mit nicht
trivialem Kondensatanteil zu erhalten.

Bemerkung 6.1. Ist w ein quasifreier Sp-thermaler Zustand mit w(K)(z) = 0, so ist offen-
sichtlich, der Zustand w, mit Zweipunktfunktion

anl0(16(9)) = wl6($)olg)) + x [ dlardias f(a)g(a)
ein Sp-thermaler Zustand mit w(K)(z) = k = const.

6.1.1. Ein Sp-thermaler Zustand ohne Kondensat
Fiir einen Parameter n > 0 ist die Zweipunktfunktion von wyp, gegeben durch (i.S.v.D.)

e—i(:cl—xg)

whb(@(71)d(72)) =

13/&pdmw@% (6.1)

(2m)3

Durch Einsetzen einer Dirac-Folge (07)nen aus Z(V4) und Rechnung analog zu Satz 4.5
ergibt sich

1 — e~ 3(@1+a2)p

wip (W (1)) = wya,0(0*(2)),  p €M

womit whp| S, = W0 S, fir alle z € V.. Der Zustand wyy, ist somit Sy, -thermal und fiir alle
zuldssigen Makroobservablen F(3, k) = u(f) + mk gilt

whp (F)(x) = u(nz).

Insbesondere divergiert das Quadrat der Temperatur T2(3) = (8%)~! im Zustand wy, am
Rand des Vorwirtslichtkegels, da w(T?)(z) = 1/(n?2?). Fiir einen Lorentzbeobachter, der sich
mit konstanter Geschwindigkeit vom Ursprung wegbewegt, fallt mit der Zeit ¢ die Temperatur
wie 1/t ab.
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Der Lift der Teilchendichte Ny, k € R? ist gegeben durch

1 1
w(Ng)(z) = @) o — 1 xe V.

Fiir einen Punkt ¢ € 0V, im Rand des Lichtkegels, divergiert die Phasenraumdichte fiir
x — a wenn a parallel zu k ist. Der Zustand wyp beschreibt somit einen Fluss von Teilchen,
der vom Nullpunkt des Minkowkiraumes ausgeht und sich isotrop in den Raum ausbreitet.
Mit den Betrachtungen der Temperatur und der Teilchendichte ergibt sich das Bild einer
heifsen Explosion am Zeitnullpunkt. Dies motiviert die Bezeichnung ,Hot-Heat-Bang".

6.1.2. Ein einfacher Sp-thermaler Zustand mit Kondensat

Die Modifikation des Zustandes wyy, geschieht durch die Addition eines speziell ausgewéhlten
Funktionals K : 2(0) x 2(0) — C ahnlich der Konstruktion der nicht priméren, quasifreien
KMS-Zustiinde. Sei dazu zunichst £ € £°°(R3) mit ¢ > 0. Definiere k¢ : Vi — [0,00)
durch

. [dPp 1

= (p) 1

k(@) = [SP e(p) 2.
E(x) |p| e2 _ 1

Da x € V4 gilt nach dem selben Argument wie im Beweis zu Satz 4.5 fiir die positive Funktion
P (|pl(€2"2 —1))7", dab

d3p 1 & r 8 73
O —] dp ———— =2
‘p| e%zg_ 1 ﬂ-/O g e%\/pr —1 3 x? =0

womit sie in .21 (R?) liegt. Aus der Hélderungleichung folgt wegen ¢ € .Z°°(R?) die Wohlde-
finiertheit von ke.

Lemma 6.2. Sei & € £°(R3) mit & > 0. Die bilineare Abbildung K¢ : 2(Vi)x 2(Vy) — C,
definiert duch

Ke(f,g) = /d4561d4562 ke (1 + 22) f(21)g(2), (6.2)
erfillt folgende Eigenschaften:
1. K¢ ist symmetrisch, d.h. ¥ f,g € 2(Vy): Ke(f,9) = Ke(g, f)

2. K¢ ist als Distribution in jedem Argument Losung der Wellengleichung, d.h.
Vf € €¥(Vy): DE(, f) = OKe(f,”) = 0.
8. Kg¢ ist positiv, d.h. ¥V f € D(V4): Ke(f, f) > 0.
Beweis. Siehe Appendix D, Seite 85. O

Mit diesem Lemma kann nun ein Sy, -thermaler Zustand mit nicht-trivialem Kondensatanteil
konstruiert werden.
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Satz 6.3. Seien n > 0 und £ € L>°(R3) mit £ > 0. Durch die Zweipunktfunktion

w(@(f)o(9)) = wib(¢(f)e(9)) + Ke(f, 9) (6.3)

wird ein quasifreier Zustand auf A(V) definiert (vgl. Gl. (6.1)). Der Zustand w ist Sy,

thermal mat
1 1

(27)3 enck — 1

w(Ng) () =

und

w(K)(z) = ke(x).

Beweis. Daf w ein wohldefinierter Zustand ist, folgt direkt aus Lemma 6.2 zusammen mit
Bemerkung 2.3. Sei nun = € V. beliebig. Nach Konstruktion gilt fiir alle ¢ € R* und p € M,
|| > 0, daks

85[(&(_]“(,9_():85[(5(]6’9):O, fvge-@(VJr)a

was direkt
w(*(z)) = wnp (W (2)), =z € Vi,

impliziert. Insgesamt gilt

wls, = Wnage@|s, T E Vi

6.2. Allgemeine Sp-thermale Zustdnde

6.2.1. Zustinde mit scharfem Wert des Kondensats und der Temperatur

Lokale Gleichgewichtszustinde mit scharfem Wert des Kondensats und der Temperatur sind
die Zusténde, diejenigen als Referenzzustdnde KMS-Zustdnde und keine Mischzusténde ha-
ben. Dies wird wie folgt formalisiert.

Definition 6.4. Sei w € A%, ein So-thermaler Zustand. w heifit Zustand mit scharfem
Wert der Temperatur (des Kondensats), wenn es eine Funktion §: O — Vi (eine Abbildung

k: O —[0,00)) gibt, so daff das MafS o, in Gleichung (5.1) von der Form

Oz = 55(95) ® Qg (bZ’LU Oz = le ® 6n(x))
mit o) € P.(]0,00)) (bzw. o, € P.(V})) ist.

Aus Bemerkung 4.11 ergibt sich, daf das Mafs g, in (5.1) mit Hilfe der zuldssigen Makroob-
servablen nicht von einem Maf der Form ¢, ® d,(;) mit ¢}, € Z.(V,) unterschieden werden
kann, wobei

k(z) =w(K)(z), x€O.

Daher kann im Folgenden 0.B.d.A. angenommen werden, daf ein Sp-thermaler Zustand fir
das Kondensat einen scharfen Wert hat.

Wird von einem Sp-thermalen Zustand scharfe Temperatur gefordert, so ergeben sich nach
einem Resultat aus [11] direkte Forderungen an die Temperaturverteilung 8(x).
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Satz 6.5. Sei O € R* offen, konver und enthalte einen Lichtkegel. Sei weiterhin w € AL,
ein So-thermaler Zustand mit scharfer Temperatur. Dann ist

Blx)=nz+b, z€O
mitn € R und b € R geeignet.

Beweis. Der Beweis aus [11, Satz 6.1.1] kann wortwortlich iibernommen werden. O

6.2.2. Konstruktive Aspekte

Die Beobachtungen in Abschnitt 6.1.2, vor allem die Eigenschaften des Funktionals K¢, mo-
tivieren folgende Definition.

Definition 6.6. Sei O C R* offen. Eine bilineare Abbildung K : 2(0O) x 2(0) — C heift
Kondensatfunktional (auf O), wenn sie folgende Bedingungen erfillt:

(K1) K ist symmetrisch, d.h. Vf,g € 2(0): K(f,q9) = K(g, f).

(K2) K ist positiv, d.h. Vf € 2(0): K(f, f) > 0.

(K3) K st als Distribution in jedem Argument Lésung der Wellengleichung, d.h. ¥ f €
(K4) Seix € O und (6y")nen eine Dirac-Folge in 2(R*). Dann existiert
k(z) = li_)m K6, 8, z€0,

und es gilt k € £} (O) und k > 0.

(K5) Fiir alle f,g € 2(0) und alle ¢ € R* mit (2 < 0 gilt
%ig(l)aff((fc,g—c) =0

fir alle Multiindices p mit |p| > 0.

Die Eigenschaften (K1-3) garantieren, daf, wenn w ein Zustand auf A(QO) ist, durch die
Zweipunktfunktion

@(0(f)(9)) = wle(f)olg)) + K(f.9), f.9€ 2(0),

immer noch ein Zustand definiert wird (vgl. Bem. 2.3). Durch (K4) wird sicher gestellt, daf
wenn der Erwartungswert von 9#(x) in w fiir alle z € O existiert, dies auch fiir @ der Fall
ist. Die Eigenschaft (K5) ermoglicht es zu zeigen, daf aus einer Sp-Thermalitat von w die
So-Thermalitidt von w folgt.

Satz 6.7. Seien 01,0y C R* offen, so dafl O = O1 N Oy # 0. Sei weiterhin w € A
ein So, thermaler Zustand und K ein Kondensatfunktional auf Oz. Dann wird durch die
Zweipunktfunktion

w(o(f)o(g)) = wle(f)o(9) + K(f,9)

ein So-thermaler Zustand mit
w(K)(z) = w(K)(@) + k(z)
definiert.
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Beweis. Nach den vorausgegangenen Bemerkungen folgt aus (K1-3) die Wohldefiniertheit
von w. Zusétzlich folgt aus (K4) die Existenz des Erwartungswertes der lokalthermischen
Observablen Y*(z) fir alle x € O. Fir w kann 0.B.d.A. angenommen werden, daf eine
Funktion k : 01 — [0, 00) existiert, so daf

Oz = Q;: ® 65(1:)7 Q{z € <@c(‘/v+)
Definiere o, € Z2.(V4 x [0,00) fiir z € O durch
O = Q;c & 5n(z)+k(m)7
wobei k : O — [0, 00) die Funktion in (K4) ist. Fiir |p| > 0 ergibt sich aus (K5), dafs

S (2)) = (0 (2)) = 0, (09)(a) = [ (e, 9 8u00) (B.") O4(5)
a0,(8) ©"(5) = / A(dy © Sriay (o)) (B: 1) OH()

Zusétzlich ist dann mit (K4)

S 7 (@) = wl(: %5 () + h(a) = [l © 6,0)(B. ) (5075 + ) + (o)
— [46(8) 5 + K@)+ h(a) = [y 8utsaie) (B ) (155 + )
= /dO'x(B,H,)@(ﬁ,IQ/) = we, (: P (2))

Insgesamt ergibt sich somit
O

Mit diesem Satz ist es nun ohne weiteres moglich, Sp-thermale Zusténde nach Belieben mit
einem Kondensatfunktional zu modifizieren, das Kondensat entkoppelt daher vollstdndig von
den temperaturabhéngigen Freiheitsgeraden. Fir die allgemeine Konstruktion ist es daher
sinnvoll sich zunéchst einen Zustand zu konstruieren, der keinen Kondensatanteil hat.

Sei w ein Sp-thermaler Zustand auf einem konvexen Gebiet O € R* mit w(K)(z) = 0 fiir alle
z € O. Definiere die Funktion N, : O — [0,00) durch

Np(z) = wlp)(z), peR*\{0}

und das quasifreie Funktional ¢ auf A(O) durch die Zweipunktfunktion

S(S(1)B9)) = we (B(1)6(9))
3 " . .
- / cwipff dtardte; Np(PL2) cos((1 — w2)p) f(1)g(2). (6.4)

Ein Ergebnis aus [12] (d4hnliche Resultate finden sich in [10,11]), das ohne Beweis angegeben
wird, ist folgender Satz:
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Satz 6.8. Wird durch das Funktional ¢ ein wohldefinierter Zustand auf A(Q) gegeben, so ist
 ein So-thermaler Zustand, der fiir alle x € O auf S, mit w tbereinstimmdt.

Ein natiirlicher Kandidat fiir einen Sp-thermalen Zustand ist somit ein Funktional ¢ der
Form (6.4), wobei die Funktion N, durch eine beliebige Funktion N : R3 x O — [0, 00)
ersetzt wird, die im Sinne von Distributionen

p"O,N(p,z) =0 und 0O, N(p,z)=0

fiir alle p € R3 und x € O erfiillt. Jedes auf diese Art konstruierte Funktional muff dann im
einzelnen auf Wohldefiniertheit und Sp-Thermalitit iberpriift werden. Hierbei ist vor allem
die Positivitat entscheidend und auch am schwierigsten zu zeigen.

Eine dhnliche Vorgehensweise kann fiir das Kondensatfunktional gewahlt werden. Gegeben
eine positive schwache Losung der Wellengleichung k& : O — [0, 00), betrachte das Funktional

K(f,g9) = /d4x1d4z2 k(

T+ X2

)f(21)g(z2), f,g9€ 2(0).

Es ist einfach zu zeigen (fast wortwortlich wie in Lemma 6.2), daf K die Bedingungen (K1)
und (K3) erfiillt. Stetigkeit von k ist hinreichend fiir (K4) und (K5). Im allgemeinen ist es
jedoch sehr schwierig Positivitdt (K2) zu erreichen. Bislang sind die Beispiele in Abschnitt
6.1.2 und im folgenden Abschnitt die Einzigen, die konstruiert werden konnten.

6.3. Ein nicht-trivialer Sg:-thermaler Zustand

Als letztes soll nun ein Beispiel fiir einen Sga-thermalen Zustand konstruiert werden. Ausge-
hend von [28] soll nun ein solcher konstruiert werden. Betrachte fiir ein kompakt getragenes

Maf o € .#.(R3) die Funktion k, : R* — R, gegeben durch

k(o) = [dotp) e

Die Funktion ist offensichtlich wohldefiniert und positiv. Analog zu Abschnitt 6.1.2 wird die
bilineare Abbildung K, : Z(R*) x 2(R*) — C mit

T+ X2

K,(f,9) = /d4:c1d4x2 ko ( ) f(z1)g(22) (6.5)

betrachtet. Da (p, ) — exp(px) stetig ist und o, g und f kompakten Triger haben, ist auch
K, wohldefiniert. Es ergibt sich folgender Satz.

Satz 6.9. Die bilineare Abbildung K., gegeben durch (6.5), ist ein Kondensatfunktional.

Beweis. Die Symmetrie (K1) ist offensichtlich. Fiir die Positivitit (K2) sei f€2(R*) beliebig.
Es folgt

Kolf§) = [atordlay [do(p) e s a)fa)
Fubini /da(p)/d4x1d4w2 eéxlﬂf(xl)e%mﬁf(mg)

~ [aoto)( [t e%wﬂx))Q >0,
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Wegen [, exp(pz) = 0 folgt (K3) durch zweimalige partielle Integration. Sei nun fiir x € R4
analog zum Beweis von Satz 4.2 (65 )nen in Z2(R?*) mit 68" — d, in der Topologie von Z*.

Es zeigt sich fiir raumartige ¢ € R?, daf
Ko (057,08 ) = / do(p) / daydiay e3P (21 — )80 (w2 + )

B /da(p)/d4m1d4g;2 ez (@IFRng (11)50) ()
do(p) €2 =k

= / (p) € = ko(z) > 0.
Da kq(x) unabhénig von ( ist, folgen (K4) und (K5). O

Mit Satz 6.7 ist es nun moglich den gewiinschten Zustand zu konstruieren, in dem ein be-
kannter Sga-thermaler Zustand modifiziert wird. Aus Satz 5.10 folgt, daf ein Sgs-thermaler
Zustand fiir alle temperaturabhidngigen Makroobservablen ein triviales Raumzeitverhalten
hat. Es muf daher ein Referenzzustand als Ausgangspunkt gewéhlt werden.

Korollar 6.10. Sei w, € C ein Referenzzustand und o € M.(R3) ein kompakt getragenes

Majs. Dann ist der quasifreie Zustand @ € A% |, definiert durch die Zweipunktfunktion

@(o(f)d(g)) = wold(f)o(9)) + Ko (S, 9),
ein Spa-thermaler Zustand mit
SK)(@) = [delB,0) 5 + ()

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 6.7, da K, ein Kondensatfunktional ist.
O
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7. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das in [1]| vorgestellte Verfahren zur Behandlung von Zusténden, die
nur lokal im Gleichgewicht sind, auf das freie, masselose, skalare Feld angewandt. Dazu wurde
die Untersuchung in [2] um Referenzzusténde erweitert, die Bosekondensate beschreiben.

In einem ersten Schritt konnte gezeigt werden, dafs die nicht extremalen, homogenen, iso-
tropen und eichinvarianten KMS-Zusténde zum Temperaturvektor 8 € V. durch die Zwei-
punktfunktion
f()i(=p
wak(O(f)¢(g)) = 27 /d4p 5(170)5(292)1_)6_5;,,) +r [ dlaid'zy f(a1)g(ws)

gegeben sind. Dabei ist k > 0 ein zusétzlicher Parameter, der als Dichte der Teilchen mit
Impuls null interpretiert wird (Einstein-Bose-Kondensat). Entsprechend wurden die Refe-
renzzustiande gegeniiber 2] erweitert.

Mit der Wahl von S, als den Raum, der von 1 und den balancierten Ableitungen der normal-
geordneten Quadrate 0#: ¢?: (z) aufgespannt wird, wurden diejenigen Makroobservablen
Tadm € € (V4 x [0,00)) bestimmt, deren Erwartungswert in den S,-thermalen Zustanden
bestimmt werden kann. Es zeigt sich, dafs jedes F € Z,qm von der Form

F(B,K):U(/B)-Fm'li, UEW(V-‘F)’ mE(C)

ist. Weiterhin konnte fiir die zuldssige Makroobservable K(f3, k) = k explizit eine entsprechen-
de zentrale Folge konstruiert werden.

In einem néchsten Schritt wurde anlog zu [1] das Konzept von lokalem Gleichgewicht auf
offene Gebiete O C R* erweitert. Mit den in [2] genuzten Methoden konnten Differentialglei-
chungen bestimmt werden, die das Raumzeitverhalten der Makroobservablen in O beschreibt.
Es zeigt sich, daf die Teilchendichte Nj zum Impuls k € R3\{0} die stoffreie Boltzmannglei-
chung

k" 0,w(Ng)(xz) =0

erfiillen mufs. Zusétzlich ergibt sich fiir alle Makroobservablen F € Z,4;n die zusétzliche
Einschriankung
C(F)(z) = 0,

die dynamischen Ursprungs ist. Fiir das Kondensat K konnten aufer Cw(K)(xz) = 0 keine
weiteren Gleichungen gefunden werden.

Ein zentrales Ergebnis in [2] ist das Singularitéitentheorem. Enthilt © C R* einen Lichtkegel
und hat der Sp-thermale Zustand w fiir eine Makroobservable F € 7,4, einen nicht-trivialen
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Lift, dann ist O in einem simplizialen Kegel enthalten. In dieser Arbeit konnte gezeigt wer-
den, daf es fiir den Fall nicht extremaler Referenzzusténde eine weitere Alternative gibt.
Ist ein Zustand auf einem Gebiet O, das grofser als ein simplizialer Kegel ist, So-thermal
mit nicht-trivial Raumzeitverhalten einer Makroobservablen, dann ist diese Makroobservable
zwingend ein Vielfaches des Kondensats.

Im letzten Kapitel wurden Sy, -thermale Zustédnde (Hot-Bang-State) mit und ohne Kon-
densat konstruiert. Zusétzlich konnte gezeigt werden, daf jeder Sp-thermale Zustand ohne
Kondensatanteil durch ein geeignetes Funktional so modifiziert werden kann, daft durch ihn
lokale Kondensate beschrieben werden. Diese Konstruktion zeigt, daft das Kondensat von der
Teilchendichte vollsténdig entkoppelt, da die Bedingungen an das Kondensat (vgl. Def. 6.6)
in keinster Weise Bezug auf die von der Temperatur abhidngigen Grofen nehmen. Dies zeigt
sich auch darin, daft auf konvexen Mengen O ein Sp-thermaler Zustand w durch Messung in
den Observablen S, nicht von einem Zustand der Form
w((f)¢(9)) = weo(d(f)e(9))
d3
-/

ﬁ /d4$1d4x2 Np(xl ;—xQ) cos((z1 — $2)B>f(x1)g(m2)

temperaturabhéngiger Anteil

+ /d4x1d4932 k(xl ;m)f(fﬂl)g(x?)

Kondensatanteil

zu unterscheiden ist. Mit dieser allgemeinen Konstruktion konnte in einem letzten Schritt ein
nicht-trivialer Sga-thermaler Zustand konstruiert werden.

7.1. Weitere Fragestellungen

Es werden im Folgenden einige Probleme aufgelistet, die leider nicht mehr im Rahmen dieser
Arbeit betrachtet werden konnten.

Massive Bosonen

In einem né#chsten Schritt wire es interessant, die Ideen aus dieser Arbeit auf massive Bo-
sonen zu iibertragen (vgl. [12]). Da der Status von eines Singularitdtentheorems in diesem
Modell bereits geklért ist, interessiert hier vor allem die Frage, ob das Kondensat von der
Teilchendichte wie im masselosen Fall vollstdandig entkoppelt.

Kondensate auf gekriimmten Raumzeiten

In der statistischen Mechanik auf gekriimmten Raumzeiten ist es im allgemeinen nicht mog-
lich, globales thermisches Gleichgewicht zu beschreiben,® es ist notig ein geeignetes Konzept
fiir lokales Gleichgewicht zu entwickeln.

! Auf genrischen gekriimmten Raumzeiten sind keine (globalen) zeitartigen Isometrien vorhanden, die eine
Definition von KMS-Zusténden erlaubten.
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Im Rahmen der lokal-kovarianten Quantenfeldtheorie? ist es moglich die Methoden aus [1] auf
gekriimmte Raumzeiten zu verallgemeinern, indem Zusténde auf einer gekriimmten Raumzeit
lokal mit dem Minkowskiraum verglichen werden (vgl. [31,32]).

In einer ersten Arbeit zu dieser Herangehensweise wurde das masselose skalare Feld auf dem
de-Sitter-Raum untersucht (vgl. [32]). Da der de-Sitter-Raum maximal symmetrisch ist, exis-
tieren KMS-Zustéande, womit das neue Konzept von thermischen Zusténden auf Konsistenz
iiberpriift werden kann. Dies ist fiir den de-Sitter-Raum geschehen, die Verallgemeinerung
von [1] scheint ein vielversprechender Ansatz zur statistischen Mechanik auf gekriimmten
Raumzeiten. Zur Zeit sind entsprechende Rechnungen fiir den Anti-de-Sitter-Raum und das
Einsteinuniversum (vgl. [33|), sowie Existenzbeweise fiir lokale thermische Zusténde auf be-
liebigen global hyperbolischen Raumzeiten in Arbeit.

Es wire interessant, in diesem Rahmen zu untersuchen, ob durch die Erweiterung auf Zu-
stdnde mit Kondensat zusétzlich Informationen iiber thermische Zustinde auf gekriimmten
Raumzeiten gewonnen werden kénnen.

Mathematische Fragestellungen

Von eher personlichem Interesse ist Frage nach der mathematischen Klassifikation der Kon-
densatfunktionale (vgl. Def. 6.6). Es erweist sich in der expliziten Konstruktion dieser Funk-
tionale als sehr schwierig, sowohl die Positivitat (K2), als auch das Verschwinden der ba-
lancierten Ableitungen (K5) zu realisieren. Die in dieser Arbeit vorgestellten Losungen (vgl.
(6.2) und (6.5)) sind die Einzigen, die bislang (mit Hilfe von [28]) konstruiert werden konnten.
Es interessiert daher, welche weiteren Losungen es gibt und ob es allgemeine Moglichkeiten
zu deren Charakterisierung gibt.

2Neben der Orginalarbeit [29] gibt es eine sehr schone Einfiihrung in die lokal-kovariante QFT in den ersten
Kapiteln von [30].
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A. Beweise der Lemmata in Kapitel 3

Lemma A.1. Sei T : . (R*) x .#(R*) — C bilinear und translationsinvariant, d.h.
Vfge SRV aeR: T(f,9) = T(fa: ga)-
Dann ezistiert ¢ € % (RY)*, so dafs
T(f,9) =(f *9). (A1)
Hierbei ist f(x) = f(—x).

Beweis. Es wird die Multiindex-Schreibweise aus Kapitel 4 benutzt. Nach dem Satz von
Kern (vgl. [14, Thm. V.12]) existiert eine eindeutig bestimmte Distribution ¥ € .#*(R®) mit
T(f,9) = ¥(f ® g) und nach dem Regularititssatz fiir temperierte Distributionen (vgl. [14,
Thm. V.10]) existieren eine stetige, polynominal beschrinkte Funktion k € %' (R®) und zwei
Indizes p,v € M, so dafs

T(f,g9) = U(f ®g) = (—1)HHM /d4$1d4332 k(x1,22)08 f(21)0%,9(x2), f.g€ S (RY).

Da T translationsinvariant ist, gilt

/ A dhay ke, 22)08 f(21)0,g(z2)
L /d4:1:1d4x2 k(z1,22)0% f(x1 —a)0,,g9(w2 — a)
_ / d*aydizs k(e + a, 22 + @) f(21)0Y,g(x2)

fiir alle f,g € .7 (R*) und fiir alle @ € R*. Da f, g € .(R*) beliebig sind, impliziert dies
k(x1,29) = k(21 + a, 22 + a)
fiir alle @ € R*. Nach Standardresultaten der Analysis' folgt daraus die Existenz einer Funk-

tion k € € (R*) mit
k(xz1,x2) = k(x2 — x1).

Definiere nun ¢ € .#*(R*) durch

() = (~1) / da k() f(z).

'Ein sehr eleganter Beweis findet sich in [34, Lemma C.2]
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Nachrechnen zeigt
B(f *g) = (~1)¥! / d k()0 (f # g)(x) = (~1) / dha () (0% f * 0% g)(x)
— (~1)¥ / dz () / dly 8 f(z — ) gly) = (~1) / d'z / dly k()0 f(y — 2)0%g(y)

— (—1) / by (s — 20)0 f(21)0,9(x2) = T(f, g).

O

Lemma A.2. Sei T : /(R*) x .#(R*) — C bilinear und translationsinvariant und ¢ €
S*(RY) die dazugehdrige Distribution wie in Lemma 3.8. Gilt OT(-,g) = 0 fiir alle g €
Z(RY), so ist

Oy = 0.

Beweis. Sei f € .7(R*) beliebig und (50" )nen eine Dirac-Folge in . (R*). Dann konvergiert
f* 00" gegen f und folglich ¥(f * 60") gegen v(f). Somit gilt

(O9)(f) = (Of) = lim $((Of) *6") = lim T(Of,5") =0.
O

Lemma A.3. Sei ¢ € Z*(R3) mit Ay = 0. Gilt fiir alle R € SO(3), daf V(R)Y = so ist
Y konstant.

Beweis. Fouriertransformation der Gleichung At = 0 fithrt auf
—k%) =0.

Da die Abbildung k — k? eine doppelte Nullstelle bei k = 0 hat, sind nach dem Satz von
Schwartz (vgl. [14, Thm. V.11]) die Losungen dieser Differentialgleichung von der Form

b=ay-5+a- Vo

mit Koeffizienten (ag, @) € C*. Aus V(R)y = 1 und somit V(R)¢ = ¢ folgt direkt fiir alle
f e S[R3, dak

a.vd(f):_a.Vf\kzoé—a-V(foR_l)\k:O:—a~R_1~Vf}k:O,

und damit, daft @ = 0. Riicktransformation liefert das gewiinschte Ergebnis. O
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B. Beweise in Kapitel 4

B.1. Ausfiihrlicher Beweis von Satz 4.8

Ziel dieses Abschnitts ist es den folgenden Satz zu beweisen.

Satz B.1. Sei uw € #(Vy) und B C Vi kompakt. Fir alle € > 0 existieren dann zwei
endliche Familien von Konstanten {c, € Clp € M, 0 < |u| < N} und {d, € Clp €
M, 0 < |u| < M}, so daf

N M
s <u — ZCHMG”?") <e und pjp <(9”u - Z dMQm_IGV’L?ml) <e.

n=1 m=1

Bevor zum eigentlichen Beweis libergegangen wird, werden einige vorldufige Resultate beno-
tigt. Da jede kompakte Teilmenge B C V. in einem hinreichend grofsen Doppelkegel enthalten
ist, kann die Untersuchung auf die kompakten Doppelkegel B, C V., gegeben durch

Bo = ((0,0)+ V)N ((@0)-Vy), 0<a<l, (B.1)

reduziert werden. Einfache Rechnung (vgl. Abb. B.1) liefert als ein erstes Ergebnis die Ab-
schatzungen

a?<?<a? zeB, (B.2)
all| <lz < a Y|, =€ Ba,lecR3\{0} (B.3)
\\ 0 ///
\\\ a~! B, //
N /// v,’(VJr
.7 O AN
|

Abbildung B.1.: Die Abbildung skiziert den Doppelkegel B, und seine Basis B,,.

Als technisches Hilfsmittel wird auf V4 zusétzlich eine Involution 2 : V. — V4 durch «(z) =
x/x? definiert.
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Lemma B.2. Alle Doppelkegel B, C V4 sind invariant unter der Involution 1, d.h. 1(Bg) =
B,

Beweis. Sei y € B, beliebig. Dann existiert z € V4 mit y = (a,0) +

(o, 0) + (@0, x) — (o 1.0)= (o 1.0) + (o, 0) + (@0, x)
wmwww( ”(’>«wwmm2
(x2a_1,0) + (x0, —x)

((a, 0) + (o, )

uy) = (@, 0) + (0, %)) =

Y

((z*a™t,0) + (0, —:1:))2 =2%(1 +a ?) + 22%°a " tzg > 0,

ist 2(y) € ((a™*,0) — V). Gleiche Rechnung mit y = (o 1,0) — 2/, 2’ € V. zeigt +(y) €
((a,0) + V). Damit folgt
1(Ba) C Ba.

Die andere Inklusion direkt,da ¢ ein Involution ist. O

Die Involution ¢ induziert in natiirlicher Weise eine Involution auf dem Raum der glatten

Losungen der Wellengleichung #/(V.), indem 72 : #' (V) — #/ (V) durch
() (2) = (@) 2u((x), e W V), (B.4)
definiert wird. Auf den Doppelkegeln B, finden sich die folgenden Abschétzungen.

Lemma B.3. Fir die Involution i auf % (Vi) und die in (4.7) eingefiihrte Halbnorm p'p_
auf € (Vy) gilt

3

P, (i(u) < a2 (u) und pp (0"i(u)) <203y (u) +3a® Zpﬁga (0*u). (B.5)
n=0

Beweis. Aus der Invarianz von B, unter 1 ergibt sich

P, (i) = sup |o(2)2u(o(2))] < sup [1(w)?] sup [u(a(a))]
x€Bqy r€EBy r€EBy

(B.2)
sup‘ | sup |u )| < a_gp’Ba(u).
z€Bqo

Mit diesem Resultat findet sich zusétzlich, unter Ausnutzung der Kettenregel, dafs

P, (0"i(u)) = sup |(0"1(x)*)u(u(@)) + o(2)* () ((2)) (0"2") ()]

TEBy
—2xY 1 2268 — 2zt
= xseuga 2 u(e(z)) + ?W(%u)(z(x))
1 T,
§25up pB()—|— sup (8u)—|—2sup pB (Opu)
2EBL| T TE€Bq ( ) IEBQ ( )

a ?plp (u) +a Y (du) +2 sup

r€Bg

IN

ZpBa 6 u)
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3 2, 3
<a?p (u)+a® Zpba (Oyu) +2 Sulg) Eig; ijga (Opu)
v=0 EBa u=0
3
< 207 % (u) +3a® ijga (O*u).
n=0

O]

Als néchstes wird eine spezielle Darstellung von Elementen in %' (V) auf den Doppelkegeln
benétigt. Es zeigt sich, dak fiir jedes u € #/ (V) eine Funktion @ € # (R*) existiert, die auf
B, mit u ibereinstimmt.

Lemma B.4. Seiu € # (Vy). Dann existiert fiir alle kompakten Doppelkegel B, C Vi eine
Funktion @ € # (RY), so daff i|z = u|p.
Insbesondere gibt es Funktionen £+ € L1 (R3), so daf

(o) = [ @k (€)™ 4 - (R)e ) (B.6)

Beweis. Die Basis B des Doppelkegels B (vgl. GL.(B.1) und Abb.B.1) ist gegeben durch

al—a
o] < ———

Es wird nun ausgenutzt, daf zwei glatte Losungen der homogenen Wellengleichung, die auf der
Basis eines Doppelkegels die gleichen Anfangsdaten haben, auf dem Kegel iibereinstimmen

(vgl. [35]). Fiir e < dist(B,0V,) wihle f,g € 2(R3) mit

0 a+a !
xTr =

B:{:CER4

1

2| > e 4 ¢

und
1

—1 —1_
g(m) — aou(a+§ 7m) |$’ é a_% < .
0 x| > "< +¢

Die Existenz dieser Funktionen sichert der Plateausatz [36] aus der Analysis mehrerer Ver-
anderlicher. Mit der Abkiirzung ag = %‘1_1 ist nach [35] die Funktion

sin(|k|(2° — ag)

a(z) = /d3k: [cos(k:\(xo — o) f(k) + i g(k:)} ik

2i k| 2

> 2i k|
=&t (k) =¢-(k)
— [@k (€ ¢ e )

eine Losung der Wellengleichung auf R?* die

u(ag,z) = f(x) und dyu(ap,x) = g(x)
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und somit
ﬁ’Ba = U’Ba

erfiillt. Da f,§ € . (R?), sind die Funktionen {4 stetig bis auf eine integrierbare Singularitit
am Ursprung und fallen fiir |k| — oo wie Schwartzfunktionen ab. O

Jede glatte Losung der Wellengleichung auf R* kann durch ebene Wellen auf jedem Kom-
paktum gleichméfig approximiert werden. Mit der Darstellung (B.6) von u auf B, kann
somit auch u durch eine Uberlagerung von ebenen Wellen dargestellt werden. Das Verhal-
ten der Funktionen &4 ist sogar hinreichend regulér, daf die ersten Abbleitungen ebenfalls
gleichméfig approximiert werden konnen.

Korollar B.5. Sei u € # (R*). Fiir jedes € > 0 existieren endlich viele lichtartige Vektoren
11 € OV, und endlich viele Konstanten oy’ € C, so dafs

) = S 4 e

sup <e€
zeB n
und
v mav ilMe |y av —il Ve
sup |0 u(x)—Z[a+(9 e+ T+ aMbd e ]| < e
zeB

n

Zusatzlich zum Vorangegangenen, werden noch zwei weitere Lemmata bendtigt.
Lemma B.6. Sei [a,b] C (0,00). Dann ist span { ¢+ t*™|m > 0} dicht in €([a,b]).

Beweis. Da span {t — tQm‘ m > 0} eine unter komplexer Konjugation abgeschlossene, punk-
tetrennende! Unteralgebra von €([0,b]) ist, folgt nach Satz von Stone-Weierstrass (vgl. [14,
Thm. IV.10]), dafs

span { ¢ — t2m|m > 0} = {f € €([0,0]) [f(0) = 0}
Einschrinkung der Funktionen auf [a, b] liefert die Behauptung. O

Lemma B.7. Fir p € M definiere f* : V, — C durch

) = o

22
Dann gilt mit fiir einen lichtartigen Vektor I € OV, und festes m € Ny, daf

L fH () = (-2)%!%, €M, (B.7)

Beweis. Durch Induktion nach m. Fiir m = 0 ist wegen

fa) = -

2

'Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge M C €(X) heift punktetrennend genau dann, wenn fiir
alle z,y € X mit « # y eine Funktionn f € M existiert mit f(z) # f(y)
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die Behauptung klar. Sei nun m > 1 beliebig.

v 124 1
bud (@) = 1,010 —

(22)" (1) 1Y — (Iz)™ (m + 1)(2?)™ 227
(22)20m+1)

= (=2)™m! I,

()™
(@2)m+

m+1 (lﬂf)mH

=0 = (=2)"(m + Dl gy 2’ = (-2 v

Beweis von Satz 4.8

Da der einzige Unterschied zu [2| in der Einschriankung auf m > 0 liegt, wird eine detailierte,
entsprechend modifizierte Version des Beweises aus [2] angegeben.

Jede kompakte Teilmenge B C V. ist in einem geeigneten Doppelkegel B, enthalten, womit
im weiteren 0.B.d.A. angenommen werden, dafs B = B, mit einem geeigneten 0 < o < 1.
Mit u € #/ (V) ist auch i(u) € #/(Vy), womit es Mo = Mo () Konstanten a("”,a™ € C und
Vektoren 1,1 € 9V, gibt (nach Korrolar B.5), so daf

Mo

i1 ()
i(w)(B) — Y [aVe 0 4 ae ] < = (B.8)

32

sup
BeB

m=1
Fiir die lichtartigen Vektoren 11 gilt
m m —217(m
ol <178 < 207157, B e B,
fiir alle m < My, womit insbesondere
to=min min ol >0 und #; =max max 2a 2|l}’| < oco.
+ 1<m<M, £ 1<m<My
Fiir die stetigen Funktionen ¢ + e gibt es daher nach Lemma B.6 Ny = Ny(m) Konstanten

b € C und Lo = Lo(m) Konstanten b™™ € C, so daf

2

EX d
—— un sup
3 Mo telto,t1]

60[2
sup —_—.
tE[to,tﬂ 3M0

Lo(m)
a( m) Zt Z b(m n)th a(m) Z b(lnyn)th <
n=1

fir alle 1 < m < Mjy. Durch Fortsetzen der Reihe durch Koeffizienten mit Wert null
kann erreicht werden, daf Lo(m) = No(m), und wird fir alle M < Ny und n < N =
maxo<m<m, No(m)

by =0, No(m)+1<m<N,

gesetzt, gilt sogar 0.B.d.A., daf Ny(m) unabhéngig von m ist. Durch Einsetzen von t = li_[”ﬂ
ergibt sich

a§ izl(m)/ﬁ Zb(mn 1 g)2n| <

n=1

sup|a
BeB
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Es wird nun ausgenutzt, daf nach Lemma B.7 fiir alle lichtartigen Vektoren [ € 9V, gilt, daf
[, ©44(8) = (=2)'ile; (18)'(B%)"HD, B e Vi, ieN,,
——
~q;

wobei ¢; die Konstanten in Gleichung (4.2) sind (damit ist insbesondere C;_1 = 0, i € N).
Wird die Involution ¢ auf I, ©#i angewandt, erhélt man

i(1,,,0%)(8) = Ci(1B)'".
Setze

1 My
- E (m,n)7(m) (m,n)7(m)
Cpg, = C. [b-i- l+ Hon + oI ,ngn]
2n m—=1

Es ergibt sich insgesamt aus den Abschétzungen unter mehrfachem Anwenden der Dreiecks-
ungleichung und Anwendung von Gl. (B.5), daf

N N Mo
o (1 e, 00 ) = sphu(3) — 30 S [, 0, o )]
n=1 peB n=1m=1
1 Y & by (m) b (m)
< — supli(u)(B) — (I, ) (B) + ——2 (1" @“Q"ﬁ‘
a2 SUB[i09) = 3 3 [ i, 0(8) + i, 0 )]
) My N
= L suplitu)(8) - 3 S BB+ b gy
peB m=1n=1
1 Mo (m) (m)
< gz supli(u)(8) = 3 [afe 7+ aMe 5]\
peB m=1
1 Mo (m) -/ (m) il
+ 2 Sup Z [ag_n)ezhr B4 almeile B] — Z Z[bf’n)(lfﬂ)% + b(_m’n)(l(_m)ﬁ)M]
BeB m=1 m=1n=1
1 - ) il{™ - (myn) (7(m) 3\2n 3 (m) —il"™ 3 > (m.n) (7(m)3\2n
< gt ogsup| o el = 3 THr g 4 Y [l e = = S T b ()]
BEBl 1 n=1 m=1 n=1
€ 1 o (m) il(m)/j Y (m,n) (7(m) 0\2n
gg—i-? sup|ay™ "+ —Zb+ (13" B)
m:lBEB n=1
+ =3 Afi sup ame=itB _ f:b(m’n) (1 py>
Ck2 m—1 BEB B n=1 - -
<S4 4i-c
3 3 3

Damit ist die erste Aussage bewiesen. Der Beweis der zweiten Aussage wird dhnlich gefiihrt,
jedoch miissen hier entsprechend die Ableitungen der Funktionen mit beriicksichtigt werden.
Nach Korrolar B.5 gibt es Ny Konstanten r{” € C und Vektoren k" € 9V, so dak

ik o) e
W(u)(B) —Z[r$>elk+ By pim =ik’ 5} &

e 15

BeB

n=1
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und
No (n) ead
sup |07 (u) 8” <") Zk '8 +rMe k78| < —_—
BEB nz:l } 48

fiir alle v =0,...,3.

Mit dem natiirlichen Zweig der komplexen Wurzel sind die Funktionen fi(z) = % eFivz
holomorph auf Cy = {z € C|Rez > 0} Durch Multiplikation der entsprechenden Taylorreihe
mit z ergibt sich fiir e** = zf1(2?) eine auf jedem Kompaktum gleichmifig konvergente
Reihendarstellung, die nur ungerade Potenzen von z enthalt.

Damit existieren Konstanten s§"™, so daf

sup |r{ GikEB i S (K g)2m=1| < ea®
eB L TE 48 My
und
V() ik o~ (nm) (7.0) 3y2m—1 ea®
Elelgﬁrie + —26 se™ (kY B) <48M0
fiir alle v = 0,...,3 und alle 0 < n < Ny. Hierbei kann das gleiche Argument, wie im Beweis

der ersten Behauptung verwendet werden um M unabhéngig von n zu wihlen. Nutze nun,
daf mit Lemma B.7

1 l 2i—1 .
lu2i716’/“2i_1(5) = chaEllllziJrla“QiH@ = (95 C2i(_2)21 1(2 - 1) ((/g)z)% , 1EN,
=Do; 1
gilt und setze
1 O
. () (mom) o m)
d“‘2m—1 - Dzm1;[ k+ Ham—1 +s k2 Ko — 1]

Da die Anwendung der Involution 2 auf die Funktion 8 + (13)%~!/(5%)% gerade die Funktion
B — (18)%~! liefert, ergibt mit der Abkiirzung f*(3) = 85 1/8? analoge Rechnung zur ersten
Aussage

M M
plB <8yu - Z dﬂQm—1®VMQM1> = plB <auu - 0" Z CdeHQm—1 f'u2M1>

m=1 m=1
M No
= lou8) - 95 3 S K+, 15 3)
peB m=1n=1
9 M No
< S li0)(B) = 32 DO, ) (B) 4 R, ) 5]
peB m=1n=1
M No
Zsup ,LLZ ZZ & m>8 Z kfﬁl’?nL 1f“2m_1)(/3)+ (n M)a Z(kYLL27rL 1f”2m_1)<l8)}‘
1/663 m=1ln=1
< 2 A M Mo k<n 2m—1 (n,m) km) 2m—1
_5222 - > [t +s0m (K B) T

m=1n=1
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3 M N
’ ? T n m— n,m n m—
+ o8 2 S 0, (u) () — 0 >, D [t (R B)P T s (k0 g)* ]
k=1 m=1n=1
< ... <e.
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B.2. Beweise weiterer Lemmata in Kapitel 4

Zu Erinnerung: (f,)nen ist eine Folge in 2(R*), gegeben durch
R
mit f € Z(R*) und [d*z f(z) = 1, und (K,)nen ist eine Folge in A, gegeben durch

Kn = ¢*(fn)d(fn)-
Lemma B.8. Seiwg € Cg. Dann gilt fiir alle g € 2(R*)
1. Ty 00w ,0(9(9)0(fr)) = N 00 wp 0(A(9)0" (1)) = 0.
2. imp, 00 wp,0(D(fn)D(9)) = limy 00 w5,0(9* (fn)P(9)) = 0.
3. limy, 00 A(g, fn) = limy, 00 A(g, fr) = 0.
4. limy, 00 wg0(Kn) = 0.

Beweis. Es wird exemplarisch limy, o wg o(¢(g)@(fn)) = 0 gezeigt, die anderen Rechnungen
sind analog. Zunéchst ist die Fouriertransformierte von f,, gegeben durch

fulp) = f(np), neN.

Eingesetzt wird dies zu

soll0)otfu)) = 2x [ap eyt ZPE G < ox [atp cuish ZPED

— o / &p [é(lpl,p)f(—n(lpl,p)) g<|p|,p>f<n<—|p|,p>>]

2p|(1 — e~ P) 2|p|(1 — ePolpl-B-p)

Da 3 € V, existiert ein A=! € El, so daf A = (1/B2,0). Durch Substitution p <+ Ap wird
das Integral zu

p|(1 — e VEIRl) p|(1 — eVEll)

anol60)o(n)) =2 [@p [ffA(Z'P"P)fA(—nﬂpl’p)) §A<2\p|,p>fA<n<—|p|,p>>]‘

Definiere nun ¢F : R3 — C durch

£ () = LaalpLp)/aCnple)

2lp|(1 — FVEIPl)

Da f) € (R*) gilt
lim &5(p) =0, p e R*\{0}.

n—o0

Unter der Annahme einer intergrierbaren Majorante fiir £, und dem Satz iiber die majori-
sierte Konvergenz ergibt sich damit, dafs

n—oo

i wso($(0)0(f)) = [P Jim (6] (p) + & (8) =0,
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Bleibt zu zeigen, daff die Funktionen ¥ integrierbare Majoranten besitzen. Betrachte also
zunichst €.

| @A) | (1+ \F+ 1p1*)23a (||, p) fa(—n(|pl, P))
‘gn (p)| - _ 2 ’ B '
20p|(1 — e—VIpl) 20pI(1+ 5+ Ip2)2(1 e VEtiel)

Cq
2p|(1 4+ —L 2)2(1 — ¢~ VAl
Ip|(1 + \/@""’p’ )2 ( € )

<

wobei 3
C1 = sup sup = + |p[*)%ga(p) fa(—np)| < oo.
sup sup | (14 L+ Ipfaa )]s ()
Ausnutzend, dafs
T 1 1

2
mga‘i‘rga—f‘l—.—r ,a>0,r>0,

zeigt sich, daf die so gefundene Majorante integrierbar ist, da

Cl > r
/d?’p = 4#01/ dr
20pl(1+ 5 + IpP)2(1 — e V) 0 (14 m - e VI
< A4rC d = t =2°C1 (1 + 2 < o0.
< dr 1/0 r T arc anr|0 T 1( \//72) 00

+ 72 1 1 %
T )
Fiir &, ergibt sich die Abschétzung

& ‘_’ 3(Ipl,p) f(n (\PL#’))‘ < Cy 1 _ O 1
20p|(1 — eVPlrly |7 2Pl |1 — VBl 20l v/ Rl

wobei

Co = sup sup |§(|p|. p) f(n(|p|, —p))| < cc.
neN peR3

Da mit Hilfe der geometrischen Reihe und deren gleichméfiger Konvergenz

Co 1 o0 r o0 > Vv
d3p = 2%02/ dr — = 2%02/ drr e VBT
/ 2|p| oV/A2Ipl _ 0 VB2 _q 0 Z

_ r 27T02 7T302
—QWCQZ/ dr re /B 72 ZnQZ 357

n=1

gilt, folgt die Behauptung.

Lemma B.9. Sei wg, € Cg. Dann gilt

1. fir alle M € Ny:
lim wg,(KM) = (2M — 1)!1xM

n—oo
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2. fiir alle A,B,B' € A:
lim wg (B [Kn, A B) =0

n—oo

Hierbei ist fiir ungerades n € N nll =n(n—2)(n—4)---1. Weiterhin existiert fir alle A € A
der Grenzwert

lim wg . (A*K2A).

n—oo

Beweis. Fiir k € Ny definiere zunéchst mit f,, , = f,, wenn k gerade und f, = fn wenn k
ungerade ist. Aus der Quasifreiheit von wg , ergibt sich

M
Wa,k ( _wﬁ, <H¢ fnk > = Z HWB,H(¢(fn,ﬁ(2k71))¢(fn,7r(2k)))

mell2M k=1

Il
—&

[wﬁ,o<¢<fn,ﬂ<2k_1>>¢<fn,7r<2k)>> p / 10"y frmont) (@) Frmiom (@2)

3
m
=
[V
g
By
i

I
=

|:w570 (¢(fn,7r(2k—1))¢<fn,7r(2k:))) + Iﬁ:|

N
m
=
N
S
=~
Il
—

n—)oo Z H K = ‘HQM‘
Lem 4.14

ﬂ-eHQJ\/I k=1

wobei |H2M ‘ die Anzahl der Elemente in II?M ist. Mit vollstandiger Induktion kann direkt
gezeigt werden, daf TI?* genau (2M — 1)!! Elemente enthilt,? womit die erste Behauptung
folgt.

Fiir die zweite Aussage seien A, B, B’ € A beliebig. Durch entsprechendes lineares Fort-
setzen geniigt es 0.B.d.A. anzunchmen, daf A = ¢(g1)---¢(gn), B = ¢(h1) - - ¢(hpr) und
B' = ¢(h}) - ¢(Kyp), wobei g;, hj, b}, € #(R*). Damit ergibt sich durch sukzessives Durch-
tauschen

/

N B M
o (H otaotroti T o 11 ¢<h;>)
=1 _

=1
N J M M
We,n <H¢ 9)8(fn) [T ¢(hs H )
=1 k=1
M ’ N M M
ZA.fna Wﬁ,n(H¢ H H¢ h/ )
m=1 =1 = =

J#m

N M 3
~ wa(TLola [ 6000600000 I ¢<hz>)
i=1 k=1

2Fir M = 1 ist die Behauptung klar. Fiir 2M+1) gibt es 2M + 1 Moglichkeiten die erste Paarung zu
wiahlen. Fir die verbleibenden Elemente gibt es dann nach Induktionsvoraussetzung noch (2M — 1)!!
Moglichkeiten, womit die Behauptung folgt.
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M N M

mzzle s hom wﬁm([[qbgz 1T o) e(fn) Hcp h’)

.:1

3

M M M’
ZA fna wﬁn<H¢ gz n H qb(hj)H(b(h;c))
m=1 Jj=1 k=1

JFm

und da nach Lemma 4.14 die Kommutatorfunktionen gegen null gehen, gilt

N M M’ N M M’
i e TT oo, TL o0 [To00)) = tim s (T 00 T ot [T 09
k=1 j=1 i=1 k=1 j=1

i=1

Betrachte nun den Ausdruck wg ,(A*K%2A). Da wg, quasifrei ist, ist dieser Ausdruck eine
endliche Summe von endlichen Produkten mit Faktoren der Form wg . (¢(1)¢(f)), wobei f
und i entweder fiir f,,f, oder eine der Testfunktionen g; € Z(R*) in A = ¢(g1)--- d(gn)
bzw. g; stehen. Nach Lemma 4.14 existiert der Grenzwert n — oo fiir jeden dieser Ausdriicke,

womit der Grenzwert
lim wg . (A*K2A)

n—o0

existiert. n
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C. Beweise der Lemmata in Kapitel 5

Lemma C.1. Sei w € A7 | ein So,-thermaler Zustand auf einem mazimalen Gebiet So,, .

Sei weiterhin f € Z(R*) eine Testfunktion mit den obigen Eigenschaften und F € Tpam eine
beliebige zuldssige Makroobservable. Dann gilt:

1. Der regularisierte Zustand wy ist So-thermal auf dem mazximalen Gleichgewichtsgebiet

0= (] (Ou+ua).

zesupp f

2. Die Abbildung x — w¢(F)(x) ist glatt fir x € O.
Beweis. Es sei zunéchst daran erinnert, dafs
ay (0 (x)) = 9*(x +y), =,ycRY
gilt, da ay(gé(één))) = qb(égﬁy) fiir alle Folgen 63" die gegen 8, konvergieren. Nach Konstruk-

tion gilt fiir alle x € O und alle y € supp f, dak = +y € O,,, womit der Erwartungswert von
U (x) in wy existiert. Es findet sich

wp(0#(z)) = / dly F(y)w(@(z +y)) = / d'y f(y) / dgssy (B, 1) OH(B, r)
= /d4u flu—2x) /dgu(ﬂ,/ﬁ) O* (B, k).

Da [d*z f(x) =1 wird durch

ox(B) = /d4u flu—x) /dgu(ﬁ,n) 1p, B C Vi x][0,00) mekbar,

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf V. x [0, co) definiert, womit die Sp-Thermalitét von w; folgt.
Es wird nun gezeigt, daf fiir alle lokal thermischen Funktionen ©# der Lift

wp(6M)(x) = / dly Fy)w(©)(x +y) = / dbu f(u — 2)w(0)(u)

glatt ist. Mit den Eigenschaften (L1) und (L2) der Lifts, insbesondere mit (5.2), existiert eine
kompakte Menge B C V4 X [0,00), so dak fiir alle Ableitungen 0¥ des glatten Integranten
die Funktion

Fy(u) = g(u) P |07 f(x)lpp(©"), g€ 2(R"), >0, glo =1, (C.1)
rEB:
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eine integrierbare Majorante ist, da 0¥ f(- — x) € 2(0,) fiir alle € B.(0). Damit diirfen
Integration und Differentiation vertauscht werden. Mit (C.1) ergibt sich zusétzlich

sup |07 wy (%) ()] < cupp(6¥)
zeK

fiir beliebige kompakte Mengen K C O und eine geeignete Konstante ¢, > 0, womit die
Stetigkeit der Abbildung f — w(£f)(-) als Abbildung von Zs nach ¥*°(O) folgt. Die Glattheit
des Lifts fiir beliebige zulassige Makroobservablen F € Z,4m, folgt dann aus dem selben
Dichtheitsargument wie zu Beginn von Kapitel 5. O

Lemma C.2. Sei e € S? fest. Sei weiterhin f € €>°(R) beliebig und g € €>°(R*) definiert
durch g(z) = f(ex). Dann gilt

(¥"0)"9(x) = (ye)* 8 g(x)
fiir alle k € N und y € C*.

Beweis. Beweis durch Induktion nach k. Fiir £ = 1 gilt die Behauptung, da
y“a,ug(x) = y#auf(el') = y“euf'(ea?) = y”euﬁof(e:z:) = yue,uaog(l‘)'
Sei nun k > 1 beliebig. Dann gilt

("0 " g(x) = (y"0,) W' 0,) g(x) = (¥"0,) (ye) O g(x) = (y"9u) (ye) g ()
= (ye)" 0 (y"0u)g(x) = (ye)* o5 g(a).

Lemma C.3. Seiw € A*

T ein Oy-thermaler Zustand. Dann sind dquivalent

1. Fiir F € Jpam impliziert nicht-triviale Ortsabhdngigkeit des Lifts w(F)(x), daf§ F = m-K
fir ein m € C\{0}.

2. Der Lift w(Mp)(z) hat eine triviale Ortsabingikeit fir alle n > 0 und alle p € R3\{0}.

Beweis. (1.=2.) ist offensichtlich. Die Implikation (2.=-1.) folgt aus der Tatsache, da nach
Beweis von Satz 4.8 die Observablen Mp dicht in %/ (V) liegen. O
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D. Beweise der Lemmata in Kapitel 6

Lemma D.1. Sei ¢ € £*(R3) mit £ > 0. Die bilineare Abbildung K¢ : 2(Vy)x 2(Vy) — C,
definiert durch

Kelf.9) = [dtmrdten ke(or + 22)f(an)g(a) (D.1)
erfillt folgende FEigenschaften:
1. K¢ ist symmetrisch, d.h. ¥V f,g € 2(Vy): Ke(f,9) = Ke(g, f)

2. K¢ ist als Distribution in jedem Argument Losung der Wellengleichung, d.h.

Vfee(Va): OKe(f) = OKe(f,-) =0

3. Kg ist positiv, d.h. ¥V f € D(V4): Ke(f, f) > 0.

Beweis. Zunichst ist K¢ wohldefiniert, da k¢ stetig ist. Die Symmetrie ist offensichtlich, die
Eigenschaft, Losung der Wellengleichung zu sein, folgt aus

durch zweimalige partielle Integration. Fiir Positivitat sei f € 2(V,) beliebig.

3 T r
Ke(f. f) = / dlardiey ke(ar + 22) f(21) f(x2) / dlzydizy C|1 | (mw

Fubini dgl (p)/d4:z:1d4:£ M

| o _ ]

Mit Hilfe der geometrische Reihe wird dies zu

3p N
Kf(fv f) (Tp| ( /d4l‘1d 2 Z n Ilpf .73‘1 n§$2ﬂf(I2)
Pp ([t —nlap )2
o <p>nz_jl(/dxe 2f(z)) =0
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E. Funktionenraume

Es folgt eine Auflistung der in dieser Arbeit verwendeten Funktionenridume

e Fiir beliebige O C R" ist 4’ (0) der Raum der stetigen Funktionen auf A. Ist O C R*
offen, so ist €*(©) der Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen. Der Raum
der glatten Funktionen ist

¢>(0) = (] ¢"(0).
k>0
e Der Raum der glatten, kompakt getragenen Testfunktionen wird mit
P2(R") = {f € %W(R”)‘Suppf kompakt}
bezeichnet.

e Der Schwartzraum ist gegeben durch

S(R") ={f € €°[R")|Vu,v € M: sup |z"0, f(z)| < oo}.
TER™

e Sei O C R* und p ein Borelmaf auf O. Fiir p € [1,00) ist

20 = {r:0 ¢ [ aute) 15 <},

der Raum der absolut p-integrierbaren Funktionen auf dem Mafraum (O, p). Ist p das
Lebesgue-Maf, dann ist £P(0) = £P(O, u). Entsprechend ist

L0, ) = {f : O — C|p — esssup | f(z)] < oo}
x€O
und

gp

loc

(O,p) = {f:O%C‘VKC O, K kompakt: /Kdu(x) |f(x)]P < oo}

e Der Raum der glatten Losungen der homogenen Wellengleichung wird mit
W (0) = {f eE*(0)|af = ()}

bezeichnet.
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E.1. Mengen von Malien

Alle in dieser Arbeit auftretenden Mafe sind Borelmafe auf Teilmengen des R™. Sei A C R"”
eine beliebige Teilmenge und *B(A) die borelsche o-Algebra auf X. Dann bezeichnet .Z(A)
die Menge der Mafe auf B(A). Weiterhin sind

Mc(A) = {p € A (A) |supp p kompakt }
die Mafse mit kompakten Triger,
P(A) ={p e A(A)|u(A) =1}
die Wahrscheinlichkeitsmafse auf A und
P(A) = P(A) N M.A)

die kompakt getragenen Wahrscheinlichkeitsmafse.
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F. Symbolliste

Q)

der Laplace-Operator A = 9;0"

der d’Alembert Operator [J = 9,0

die Wirkung von \ € 771 auf die Feldalgebra A

die Zeittranbslation in Richtung e € V

die Feldalgebra des freien Feldes

die Menge der Zustande auf der Feldalgebra

die Observablenalgebra des freien Feldes

die komlexen Zahlen

die Menge der Referenzzustéande

die KMS-Zustédnde zum Temperaturvektor 5 € V.

der Raum der stetigen Funktionen auf der Menge M C R*
der Raum der glatten, kompakt getragenen Testfunktionen auf O
die Signum-Funktion

die lokalthermische Observable O* = 9 : ¢*(z):

die natiirlichen Zahlen (ohne Null)

die natiirlichen Zahlen mit Null

die Menge der Multiindices

Multiindices

die eigentliche, orthochrone Lorentzgruppe

der lichtartige erweiterte Vektor p = (|p|, p) zu p € R?

die eigentliche, orthochrone Poincarégruppe £1 x R4

die reellen Zahlen

der Schwartzraum

der Raum der zulédssigen Makroobservablen

der Raum der thermalen Observablen am Punkt = € R*
der Vorwértslichtkegel

der Raum der glatten Losungen der Wellengleichung auf O ¢ R*
ein Zustand auf A

der KMS-Zustand zum Temperaturvektor S € V; und Dichte k € [0, 00)

ein Referenzzustand zum Wahrscheinlichkeitsmaf o € Z2.(Vy x [0, 00))
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