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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die 4-Punkt-Korrelationsfunktion von zwei chiralen und anti-
chiralen superkonformen Feldern aus der skalaren Korrelationsfunktion des fithrenden
Feldes im Supermultiplet berechnet. Durch eine Entwicklung in Grassmann-Variablen
wird daraus zundchst eine Korrelationsfunktion der Komponentenfelder im Multi-
plet bestimmt. Dabei handelt es sich um eine gemischte Korrelation von zwei Skalar-
feldern. Mit Hilfe von Partialwellenentwicklung wird eine Positivitdtsanalyse dieser
Funktion und der Korrelationsfunktion des fithrenden Feldes durchgefiihrt. Dadurch
kann gezeigt werden, dass eine positive Ausgangsfunktion nicht automatisch zu posi-
tiven Komponenten-Korrelationen fithrt, sondern eine deutliche Verschéarfung der
Positivitatsbedingungen auftritt. Auflerdem wurde die Einhaltung der Polbounds
fir die Korrelationsfunktion von vier Spinorfeldern iiberpriift.

Abstract

Within this paper the 4-point-function of two chiral and antichiral superconformal
fields is computed using the scalar correlation function of the first component in the
supermultiplet. An expansion in Grassmann variables allows the calculation of a
mixed scalar correlation function of the component fields. A positivity analysis of
this function and the output correlation function is undertaken by means of partial
wave expansion. Thereby it can be shown that a positive output function does
not automatically lead to positive component correlations. Instead there arises a
considerable aggravation of the positivity constraints. Furthermore the compliance
with the polbounds was checked for the correlation function of four spinor fields.
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1 Einleitung

Die Quantenfeldtheorie vereinigt die Quantenmechanik mit der speziellen Relativi-
tatstheorie und fiihrt von einer Beschreibung diskreter Teilchen hin zu Feldern mit
unendlich vielen Freiheitsgraden. Als das wichtigste Resultat kann das Standard-
modell der Teilchenphysik bezeichnet werden, welches sich in der experimentellen
Uberpriifung als iiberaus erfolgreich erwiesen hat. Jedoch gibt es in den Theo-
rien immer wieder mathematische Unstimmigkeiten wie Divergenzen. Als eine neue
Herangehensweise entstand daher die axiomatische Quantenfeldtheorie, die das Ziel
hat, aus bestimmten Axiomen eine exakte Theorie abzuleiten. Dabei werden oft
stark restriktive Annahmen gemacht, um die moglichen Strukturen der Theorie
einzuschranken und die Anzahl an freien Parametern zu begrenzen. Dies kann dadurch

geschehen, dass man zusétzliche Symmetrien einfiihrt.

Ist eine physikalische Theorie invariant unter einer Symmetrietransformation, dann
muss jede physikalische Gleichung mit den transformierten Grofien in Abhangigkeit
der transformierten Koordinaten genauso aussehen wie die urspriingliche Gleichung.
Aus der Invarianz unter einer bestimmten Symmetrietransformation folgt geméafl
dem Noether-Theorem die Existenz von Erhaltungsgrofien, welche die Generatoren
der Transformation sind. Die moglichen Symmetrien einer physikalischen Theorie
werden durch das Coleman-Mandula-Theorem eingeschrankt. Dieses besagt, dass die
einzigen Erhaltungsgrofien einer Theorie mit nicht trivialer Streumatrix in mehr als
141 Dimensionen, die sich als Tensoren unter der Lorentz-Gruppe transformieren,

die Poincaré-Generatoren und skalare interne Ladungen sind (vgl. [Genov] S.13).

Im Folgenden werden zwei mit dem Theorem vertriagliche Erweiterungen der Poincaré-
Gruppe betrachtet: Die konforme Symmetrie und die Supersymmetrie. Die Quan-
tenfelder einer supersymmetrischen Theorie sind auf einem Superraum definiert,
lassen sich aber als Multiplets aus Feldern auf dem Minkowskiraum darstellen. Fiir
diese Komponentenfelder wird nun zusétzlich konforme Invarianz gefordert und die
Vererbung bestimmter Eigenschaften vom ersten Feld im Super-Multiplet auf die

anderen Felder untersucht.



1 FEinleitung

Die Supersymmetrie wird hier als nicht-gebrochen angenommen und die Felder
im Multiplet werden im Fall der reinen Super-Poincaré-Symmetrie mit Elemen-
tarteilchen assoziiert. Bisher gibt es keine experimentellen Nachweise fiir die Existenz
der SuSy-Teilchen, aber die Supersymmetrie in lokaler Form ist ein Ausgangspunkt
fiir die Vereinheitlichung von Quantenfeldtheorie mit Gravitation: Sie beinhaltet die
Umwandlung von Bosonen und Fermionen und stellt weiterfithrend den Zusammen-
hang zu String-Theorien her. Somit ist sie theoretisch von zentraler Bedeutung, was

die Untersuchung von supersymmetrischen Modellen motiviert.

Leitet man eine Theorie aus Axiomen ab, so muss man anschlieSend tiberpriifen,
ob sie bestimmte Figenschaften besitzt, die eine physikalisch sinnvolle Interpreta-
tion erlauben. Eine zentrale Bedingung ist dabei die Existenz eines positiv definiten
Skalarprodukts auf dem Hilbertraum, um Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
Zustidnden zu definieren. In der Quantenfeldtheorie betrachtet man Feldstiarken
¢(z), die anschaulich Erzeuger- bzw. Vernichterdichten fir die korrespondierenden
Teilchen sind. Mathematisch stellen die Felder operatorwertige Distributionen dar.
Faltet man sie also mit einer geeigneten Testfunktion f, so entsteht ein Operator
auf dem Hilbertraum und durch Anwenden auf das Vakuum dann ein Zustand.
Ein Ausdruck der folgenden Form entspricht anschaulich einem Zustand mit zwei

gleichartigen Teilchen:

/dxl dxy f(x1,29)P(22)0(21)]0)

Damit das Skalarprodukt zwischen solchen Zustédnden positiv definit ist, muss fol-

gende Relation fiir die Felder gelten:

0< [ [ F@r o) f(as,20) (016! @) (r1)o(x)8(w0)|0).

Der Vakuumerwartungswert der Felder wird als Korrelationsfunktion bezeichnet. Da
die Testfunktion f beliebig ist, folgen aus der obigen Ungleichung Bedingungen an

die Korrelationsfunktion. Diese Eigenschaft nennt man Hilbertraum-Positivitdt.

In dieser Arbeit wird die Positivitdt von Korrelationsfunktionen fiir Felder in einem
Supermultiplet untersucht. Die Basis hierfiir bildet eine von Holger Knuth im Rah-
men seiner Dissertation ([Knul2]) entwickelte Formel - die sogenannte chirale Ward-
Identitdt, mit der aus der Korrelationsfunktion des ersten Feldes im Multiplet direkt

die Korrelationsfunktionen der anderen Felder berechnet werden konnen.



Die zentrale Frage ist nun, ob die Positivitdt dieser Komponenten-Korrelationen
automatisch gegeben ist, wenn die Korrelationsfunktion des fithrenden Feldes die
Positivitatsbedingung erfillt.

Die Arbeit ist folgendermafien gegliedert: In Kapitel 2 werden die verschiedenen
Symmetrien vorgestellt und die konforme Korrelationsfunktion des Ausgangsfeldes
bestimmt. Auf diese wird dann im néchsten Teil die chirale Ward-Identitét angewen-
det und daraus die wichtigste Komponenten-Korrelation berechnet. Deren Ana-
lyse sowie die Priifung einer weiteren Korrelationsfunktion erfolgt in Kapitel 4.

Schlieflich werden in Teil 5 die Ergebnisse nochmals zusammengefasst.






2 Grundlagen

2.1 Symmetrietransformationen

Die Symmetrietransformationen werden durch unitére Operatoren U auf dem Hilbert-
raum dargestellt, die Generatoren sind Observablen, also hermitesche Operatoren.
Im Folgenden wird die adjungierte Wirkung dieser Darstellung auf die Felder ¢4(x)
betrachtet. Da die Quantenfelder operatorwertige Distributionen sind, transformieren

sie sich wie ein Operator auf dem Hilbertraum:
¢'(2") =U ¢(z) U.

Mathematisch bilden die Symmetrietransformationen eine Gruppe. Die betrachteten
Transformationen sind allesamt kontinuierliche Symmetrien und die Generatoren
kénnen als Ableitungen der Transformationen nach dem Parameter in der Néahe
der Identitat definiert werden. Im Falle der Poincaré-Gruppe und auch der konfor-
men Gruppe bilden die Generatoren eine Lie-Algebra. Liegt nun eine bestimmte
Symmetrie vor, so sind die Generatoren Erhaltungsgrofien und den Feldern werden
entsprechende Quantenzahlen zugeordnet. Die Werte der Quantenzahlen charak-
terisieren die verschiedenen Darstellungen der Symmetriegruppe bzw. ihrer Lie-

Algebra, unter denen sich die Felder transformieren.

2.2 Poincaré-Symmetrie

Die Poincaré-Gruppe setzt sich aus Lorentztransformationen und Raumzeittransla-

tionen zusammen.



2 Grundlagen

2.2.1 Lorentzgruppe
Lie-Algebra

Allgemeine Lorentztransformationen sind definiert als die Transformationen A%,
welche die Metrik im Minkowskiraum invariant lassen. Hier wird die eigentliche
orthochrone Lorentzgruppe SO(3,1) betrachtet und im Folgenden kurz als Lorentz-
gruppe bezeichnet. Die Lie-Algebra der Lorentzgruppe besteht aus dem Drehim-
pulsvektor J und dem Vektor G der Boost-Generatoren, die sich kompakt zu einem

antisymmetrischen Tensor M* zusammenfassen lassen:

1 . .
JZ' = §€ijijk Gz == Mm.
Analog werden auch die Parameter der Transformation als Eintrige eines antisym-

. . i 172 2 . .
metrischen Tensors w,, geschrieben, sodass A = e2“»M"™ fiir die Transformationen

gilt. In dieser Schreibweise lauten die Kommutatorrelationen:
[MH MP] =i (P MY — gt M"P — 0P M* + 1" M), (2.1)

Transformation der Felder

Da die Lie-Algebra als Ableitung in der Néhe der Identitiat definiert ist, betrachtet
man infinitesimale Transformationen U(1 + dw). Die Wirkung einer infinitesimalen
Transformation auf ein Feld wird durch den Kommutator mit dem Generator ver-
mittelt:

U(1 + 6w) da(z) U'(1 + 6w) = pa(z) + %(&U)W[MW, da(2)] + O((6w)?).
Der gesamte Hilbertraum ist das Tensorprodukt aus dem unendlich dimensionalen
Funktionenraum L?(S) als Eigenraum der Impulszustinde und einem endlichdimen-
sionalen Raum, welcher eine irreduzible Darstellung der Lorentzgruppe trégt. Die
allgemeine Form fiir den Kommutator der Generatoren mit einem Feld ¢(x) findet
man dann, indem man das infinitesimal transformierte Feld nach dem kleinen Pa-
rameter ableitet und diesen gleich null setzt. Dabei bezeichnet (S**)5 die Darstellung
der Lorentzgeneratoren auf dem Spinraum und £* = (z¥0" — 2#0") die auf dem

Funktionenraum.

[M", §a(w)] = L4 da(x) + (S™)Z d5(x) (2.2)



2.2 Poincaré-Symmetrie

2.2.2 Endlichdimensionale irreduzible Darstellungen der

Lorentzgruppe

Die Lie-Algebra der Lorentzgruppe kann in eine Summe aus zwei SU(2)-Algebren

zerlegt werden, wenn man die neuen Generatoren N; und N, einfiihrt:
J;=N,+N G, =i(N;,—N)).

Somit wird jede Darstellung der Lorentz-Algebra durch zwei halb- oder ganzzahlige
Parameter (n,n’) beschrieben und ihre Dimension betragt (2n 4+ 1) - (2n' + 1).
Die moglichen Werte s fiir den Spin kénnen durch Drehimpuls-Addition bestimmt

werden: s=n-+n', n+n' —1, ..., |[n—n/|.

Skalare

Der Fall n = 0, n’ = 0 ergibt die triviale Darstellung U(A) = L. Ein Skalarfeld

beschreibt also Teilchen mit Spin 0 und transformiert sich folgendermaflen:
[M*™, p(x)] = L o().

Linkshandige Weyl-Spinoren

Die Darstellung (%, 0) beschreibt linkshandige Weyl-Spinoren, also Teilchen mit Spin
%, und entspricht der natiirlichen Darstellung der SU(2) als unitare 2x2-Matrizen auf
dem C2. Die Lie-Algebra wird von Vielfachen der drei Pauli-Matrizen o; gebildet, fiir
die Lorentzgeneratoren gilt also: J; = N; = %ai und G; = iN; = i%ai. Der Generator-

Tensor und die infinitesimale Lorentztransformation lauten dementsprechend:

V\a Z ~UV UV~ a a a /L vya
(SL)p = 1(0“0 —0"d"); Ly := oy + 5(5W)W(Sf )b-
Mit (o#) := (Iy,o), (6*) := (I, —0o). Der Raum der linkshdndigen Spinoren ist
der C? mit einer schiefsymmetrischen Metrik &,,, welche unter der Wirkung der L
invariant ist. Das Vorzeichen der Matrix kann dabei beliebig gewdhlt werden. In

Anlehnung an [Knul2] wurde folgende Konvention verwendet:

(Eap) = P09 = (_01 (1)) (5ab) — gy = ((1) —01> '
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Beim Herauf- und Herunterziehen von Spinor-Indices wird immer der hintere Index

von € kontrahiert: v, = 4 1. Eine indexfreie Schreibweise wird definiert als:

(Wb) = Wz o = —Uq (ba = ¢a Yy = (wa)

Rechtshandige Weyl-Spinoren

Rechtshéndige Spinoren transformieren sich in der (0, %)—Darstellung und beschreiben

ebenfalls Teilchen mit Spin % Geméaf der Definition der N; ist diese hermitesch
1
29
lungsraum ist wieder der C2, aber mit den konjugierten Spinoren:

konjugiert zur ( O)—Darstellung, also gilt J; = %cri und G; = —i%az-. Der Darstel-

@Z_Ja = (wa)T-
Der rechtshindige Generator-Tensor und die Lorentztransformationen lauten damit
(SR =~ 56" = oM (SEN =~ B =0 + S0 (SE
Da die Eintrage von € reell sind, besitzt der konjugierte Darstellungsraum dieselbe
Metrik, also gilt
Eah = Eab gib — cab
Das Heben und Senken der Indices funktioniert somit genauso wie bei den ungepunk-

teten Spinoren, nur die indexfreie Schreibweise wird umgekehrt definiert:

(Vo) == 1q ¢a = —&aﬂga = Cgal/_)d = ().

Vektoren

Die bereits bekannte Darstellung der Lorentztransformationen auf dem Minkowski-
11
272
lungsraum ist also das Tensorprodukt aus links- und rechtshéndigen Spinoren, was

raum findet sich in dieser Klassifizierung als ( )-Darstellung wieder. Der Darstel-
als hermitesche 2 x 2 Matrizen A, geschrieben werden kann. Diese Matrizen bilden
einen vierdimensionalen reellen Vektorraum mit den Pauli-Matrizen o* als Basis.
Der Matrix-Vektorraum ist isomorph zum Minkowskiraum, sodass jedem Vektorfeld

v*(x) ein Spinor-Tensor-Feld zugeordnet werden kann: Ay, (z) = obyv,(x).



2.3 Konforme Symmetrie

Fiir die Lorentztransformationen muss demnach gelten:

b pb b pb ! -1 b pb
A, =L, Ry Ay =L, R, 0,0, = afjav:L = ol (A Jove = AL, Ry oy = al..
Somit ist ol genau wie 4 und £,; invariant unter Lorentztransformation aller
Indices und gibt die Moglichkeit, Spinor- und Vektor-Indices zu verbinden sowie
gepunktete und ungepunktete Spinor-Indices ineinander umzuwandeln. Die bekann-

ten Lorentzgeneratoren konnen als Tensor umgeschrieben werden mit:

(S = COpes o) M =8 (el (23)

2.2.3 Poincaré-Transformationen

Der Generator der Raumzeittranslationen ist der Viererimpuls P,. Da die Transla-

tionsgruppe abelsch ist, verschwindet sein Kommutator:
[P,,P,] =0. (2.4)

Der Kommutator mit den Lorentzgeneratoren folgt aus der Tatsache, dass P, ein

Vierervektor ist, sich also in der Vektordarstellung der Lorentzgruppe transformiert.
[MHM Pu] = (SZ)\)ZPO - i(nnuP)\ - nz\,upn) (25)

Die Poincaré-Algebra ist durch die Gl. 2.1, 2.4 und 2.5 vollstandig charakterisiert.
Der Impulsoperator besitzt nur eine Darstellung als Differentialoperator auf dem
Funktionenraum, da die Translation der Felder unabhéngig von ihrem Lorentz-Index

ist:

[Py, 9a(2)] = =i 0 a(). (2.6)

2.3 Konforme Symmetrie

Die erste betrachtete Erweiterung der Poincaré-Gruppe ist die konforme Gruppe,
welche zwar weitere Generatoren mit Vierervektor-Indices besitzt, aber unter an-
derem Skalentransformationen mit einschlieft. Fiir ein skaleninvariantes System
kann eine Streumtarix nicht sinnvoll definiert werden (vgl. [Genov]| S.35), sodass

kein Widerspruch zum Coleman-Mandula-Theorem vorliegt.
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2.3.1 Konforme Koordinatentransformationen und Lie-Algebra

Die konformen Koordinatentransformationen sind definiert als Transformationen,
die die Minkowski-Metrik nur um einen Skalenfaktor verédndern diirfen, also nicht
mehr Lingen und Winkel, sondern nur noch Winkel erhalten. Die Poincaré-Gruppe
wird um Dilationen, also Skalentransformationen mit dem Parameter A\, und soge-
nannte spezielle konforme Transformationen mit dem Parameter b* ergénzt. Letztere
koénnen als Konjugation I o7 o I einer Translation 7' mit zwei Inversionen I gesehen
werden. Die Dilationen werden vom skalaren Operator D generiert, die speziellen
konformen Transformationen vom Vektor K. Damit ergeben sich direkt die Kom-

mutatorrelationen mit dem Lorentzgenerator:

[M,{)\, KM} = i(nHuKA - nAuKm)
[MK)WD} 0. (27)

Die tbrigen Kommutatoren der konformen Algebra kann man durch die Kombina-
tion von jeweils zwei infinitesimalen Transformationen ableiten, was zu folgenden
Relationen fithrt (vgl. [Knul2] S. 112):

]
D, P, = —iP,
D, K,] =K,
[K,,K,] =0=[D, D). (2.8)

2.3.2 Transformation der Felder

Die konforme Gruppe besitzt eine Untergruppe, die den Punkt x = 0 invariant

lasst und von M,

w, K, und D generiert wird. Wirkt diese Untergruppe auf Felder

¢a(x = 0), wird deren Argument also nicht verdndert. Die entsprechenden Kom-
mutatorrelationen mit M, und D spiegeln die Quantenzahlen wider, mit denen die

Felder unabhéngig von ihrem Argument x charakterisiert werden:

[M*, 64(0)] = (8")% ¢5(0)
[D,¢4(0)] = —id $a(0)
(K, $4(0)] = 0. (2.9)

10



2.3 Konforme Symmetrie

Dies sind zum einen der Spin, welcher den Lorentz-Index A des Feldes bestimmt, und

zusatzlich nun die Skalendimension d, die das Verhalten unter Dilationen beschreibt:
$a(x) = Mpa(Ar).

Um die Wirkung der drei Generatoren auf die Felder an einem beliebigen Raumzeit-
punkt z untersuchen, fithrt man eine Translation durch und wendet die Kommu-
tatorrelationen aller Generatoren mit P, an. Dies ergibt dann die folgenden Feld-

Transformationen:

[D, ¢a(x)] = —i(d+ 2"0,)¢a(z)
(K, ¢a(x)] = z'(x23# — 22,270, — 2dz,)pa(x) + QxV(SW)f op(x). (2.10)

2.3.3 Mogliche Darstellungen der konformen Gruppe

Die moglichen Werte fiir die beiden Quantenzahlen werden fiir die konforme Symme-
trie durch den sogenannten Unitarititsbound festgelegt. Auf dem Hilbertraum wird
die konforme Gruppe durch unitdre Transformationen dargestellt. Unter der An-
nahme positiver Energie (P° > 0) kann man vier verschiedenene Arten von Darstel-
lungen ableiten, bei denen jeweils andere Zusammenhénge zwischen Skalendimen-
sion und Spin vorliegen (siche [Ma77] S.1, 11 f):

e d>ji+j+2falls g, #0
Odel—f—lfaHSjQ:O
.deQ—f—lfaHS]l:O

e d=0oder d>1falls j; =0=j.

Im letzten Fall entspricht d = 0 dem trivialen Feld ¢ = I und d = 1 dem mas-
selosen Skalarfeld. Man kann auch in der konformen Symmetrie die Felder zu Mul-
tiplets zusammenfassen, die durch feste Werte j; und j, und eine aufsteigende
Skalendimension charakterisiert werden. Durch Anwenden der Generatoren K, und
P, erzeugt man ein Feld 6¢ mit einer um 1 erhéhten bzw. verringerten Skalendimen-
sion. Dies folgt direkt aus der Jacobi-Identitdt von ¢(x), D und P, bzw. K, wenn

man ¢’ = ¢ + d¢ fir die infinitesimale Transformation definiert.

11



2 Grundlagen

Das Feld mit niedrigster Skalendimension heifit quasiprimdr und wird in der Wirkung
der oben genannten Stabilisatorgruppe fiir x = 0 betrachtet, was man daran sieht,

dass der Kommutator von K, mit ¢4(0) verschwindet.

2.4 Supersymmetrie

Die zweite Erweiterung der Poincaré-Gruppe ist die Supersymmetrie, welche mit
dem Coleman-Mandula-Theorem vertraglich ist, da die zusétzlichen Generatoren
Spinor-Indices besitzen, tiber die im Theorem keine Aussage getroffen wird. Hier
wird die Supersymmetrie ohne zentrale Ladung betrachtet, also mit den zwei neuen

Generatoren Q, und Q.

2.4.1 Generatoren und Supermultiplets

Die Algebra der Supertransformationen ist eine graduierte Lie-Algebra, die aus der
Poincaré-Algebra und den Spinor-Generatoren @Q,, Q; besteht. Diese transformieren
sich also in der links- bzw. rechtshédndigen Spinordarstellung der Lorentzgruppe, was

die ersten beiden Kommutatorrelationen der Super-Algebra ergibt:

[, Q% = 1 Q05" — 05"}
(M, Q%] = —i(”o” — 5 oM)iQP, (2.11)

Aus der Graduierung, der Supersymmetrie und der verallgemeinerten Jacobi-Identitat
als Merkmale der graduierten Lie-Algebra folgen die tibrigen Relationen zwischen
den Generatoren. Dabei werden die Spinoren untereinander mit Antikommutatoren

und mit dem Viererimpuls iiber Kommutatoren verkntipft (vgl. [Knul2] S. 111):

[PwQa] = [P/mQa] =0
{Qu: @} = {Q"Q"} =0
{QuQ;} = 20" P,. (2.12)

Die Darstellungen der Supergeneratoren werden iiber die Masse und den Superspin

Y# charakterisiert.

1 1 =
YH = §6MVUPPVMPU - ZQU#Q
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2.4 Supersymmetrie

Der endlichdimensionale Teil der Hilbertraums tragt also eine irreduzible Darstel-
lung von Y* und wird von Multiplets aus Feldern gebildet. Die Wirkung der Spinor-
Generatoren entspricht der von fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren, da sie ebenfalls durch Antikommutatorrelationen verkniipft werden.

Die Struktur der Multiplets ist die folgende: Fiir einen Wert y gibt es 2y+1 Felder zu
den entsprechenden Eigenwerten von Y3, jeder von ihnen wird durch Anwenden von
Q. ausgeloscht und der korrespondierende Zustand als Clifford- Vakuum |Q2) bezeich-
net. Durch Anwenden von @, erhilt man aus jedem dieser Felder drei weitere, da
Q. mit sich selbst antikommutiert, man also maximal vier verschiedene Kombinatio-
nen der Komponenten bilden kann. Durch Anwenden der Super-Algebra kann man
zeigen, dass diese vier Felder zu verschiedenen Eigenwerten des "normalen® Spin

gehoren. Der Eigenwert von S3 wird im Multiplet um Ass = 0, —1—%, —%, 0 verandert.

2.4.2 Superfelder
Transformationen auf dem Superraum

Durch die Existenz spinorieller Generatoren miissen auch die Parameter der ent-
sprechenden Transformationen Spinor-Indices besitzen, da die Transformation ins-
gesamt ein Lorentzskalar ist. Der Minkowskiraum wird also um Spinor-Koordinaten
0., 0% zum Superraum erweitert, deren Eintrige Grassmann-Zahlen sind, also mitei-
nander antikommutieren.

Die Superfelder q)(x,ﬁ,é) sind als Funktionen auf dem Superraum definiert und
per Definition Lorentzskalare. Zu jedem der oben beschriebenen Multiplets gehort
ein Superfeld, diese werden dann als skalare oder Vektor-Superfelder bezeichnet, je
nachdem welchen Wert y besitzt. Fiir die Darstellung der Supergeneratoren kann
man wieder eine infinitesimale Transformation ausfithren und nach den Parametern
entwickeln, dabei erhédlt man die Spinorgeneratoren als Differentialoperatoren in

0,,0% und z*.

Entwicklung der Superfelder

Die Grassmann-Zahlen antikommutieren miteinander, insbesondere also mit sich
selbst. Dadurch ist die hochste Potenz, die aus ihnen gebildet werden kann (06)(66).
Somit konnen die Superfelder in Potenzen der 6 und 6 entwickelt werden. Die Ent-
wicklungskoeffizienten sind Felder auf dem Minkowskiraum mit passenden Lorentz-

Indices.
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2 Grundlagen

Unter einer infinitesimalen Supertransformation, generiert von @ und @, wird nun
jedes Komponentenfeld auf andere Komponentenfelder abgebildet, also anschaulich
z.B. ein Spin-0-Teilchen in ein Spin—%—Teilchen umgewandelt. Dies entspricht genau
dem Auf- und Absteigen in den Multiplets. Das neue Feld d¢(z), das bei der Trans-
formation von ¢(x) entsteht, ist definiert als der gesamte Koeffizient vor der jeweili-

gen Potenz von # und 0, die in der Entwicklung des Superfeldes hinter ¢(z) steht.

2.4.3 Chirale und Antichirale Superfelder

Im Folgenden werden chirale und antichirale Superfelder betrachtet. Diese beschreiben
die irreduziblen Darstellungen der Supergruppe mit y = 0, sind also skalare Super-
felder. Auf dem Superraum kann man kovariante Ableitungen D,, D, definieren,
die sich im Gegensatz zu den reinen Spinorableitungen kovariant unter Spinor-

Lorentztransformationen verhalten.

0 . 0
Du= 2 —ighgt 2
“ e “Gad OxH
_ 0 0
D, = -2 1igegr 9
4 504 + 10 Uaaax“

Chirale und antichirale Superfelder sind nun definiert durch:

D;®=0 D,®" = 0.

Um diese Bedingungen zu vereinfachen, fithrt man chirale und antichirale Koordi-
naten y*, y* ein:

Yy =zt —ifot0

g = a* +ifat0. (2.13)

In diesen Koordinaten nimmt dann die jeweils bendtigte kovariante Ableitung eine

einfache Gestalt an, so dass man direkte Folgerungen fiir die Felder erhélt:

Dq(y,0,0)® = —a(;cb =0 = & =d(y,0)
Dq(3,6,0)d" = (;gacp* =0 = O =di(y,0).
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2.5 Superkonforme Symmetrie

Dies fiihrt zu einer deutlich vereinfachten Entwicklung der Felder in den Grassmann-
Spinoren, da entweder # oder § vorkommt und jeweils nur drei verschiedene Potenzen

moglich sind.

D(y,0) = p(y) + V20"Pa(y) + 0"0.m(y)
o' (5,0) = o () — V20,0° (i) — 0a0%m* (7)) (2.14)

|

Man erhélt also als Komponenten zwei komplexe Skalarfelder und ein links- bzw.
rechtshandiges Spinorfeld. Dies spiegelt die oben beschriebene Struktur der Multi-
plets fiir y = 0 wider, da sich als S3-Komponenten 0, +%, —%, 0 ergeben wiirden. Um
die Darstellung in normalen Superkoordinaten zu erhalten, kann man die Definition
der chiralen und antichiralen Koordinaten einsetzen und jedes Komponentenfeld wie

folgt in @ und 0 entwickeln:

F(u) = F(x) — i00°0 0, (x) — +(00)(0) 0,0" f(x)
F(@) = 7(x) + 608 0,7(x) ~ 1(06)(0) 0,0" f(x). (2.15)

Somit enthalten das chirale und antichirale Multiplet auch in Superkoordinaten
nur drei unabhéngige Felder, da alle weiteren Komponenten Ableitungen von diesen
sind. Die abgeleiteten Felder besitzen die gleiche Spin-Quantenzahl und die erwéhnte
Struktur der Ss-Komponenten bleibt auch fiir die Komponentenfelder auf dem Min-

kowskiraum erhalten.

2.5 Superkonforme Symmetrie

Analog zur konformen Symmetrie sind die superkonformen Transformationen dariiber
definiert, dass sie das Léngenelement im Superraum nur um einen Skalenfaktor
andern. Die im letzten Abschnitt vorgestellte Super-Poincaré-Symmetrie wird also

um supersymmetrische Versionen der konformen Transformationen erweitert.

2.5.1 Superkonforme Transformationen und Algebra

Die Super-Poincaré-Transformationen bestehen aus den bereits vorgestellten Super-
Translationen, die von P, und den )¢, Q% generiert werden, sowie den Super-Lorentz-

transformationen mit dem bekanten Generator M, .
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2 Grundlagen

Diese wirken auf den Raumzeit-Koordinaten z* in der Vektordarstellung, auf den
Grassmann-Spinoren aber nur mit einer reduzierten Variante der Spinor-Darstellung.
Die superkonformen Transformationen beinhalten zusétzlich dazu Superdilationen
und spezielle superkonforme Transformationen. Diese werden analog zu den Super-
Translationen vom Vektor K, und zwei weiteren spinoriellen Generatoren Se, S4
erzeugt und besitzen demnach einen reellen und zwei Spinor-Parameter. Die Su-
perdilationen lassen sich in ein Produkt aus normalen Dilationen und sogenannten
R-Symmetrie-Transformationen zerlegen, welche die Skalierung mit einem Phasen-
faktor beschreiben. Die entsprechende Quantenzahl wird R-Ladung « genannt und
der Generator R addiert sich mit D zum Gesamt-Generator der Superdilationen.
Durch die Kombination infinitesimaler Transformationen kann man analog zur kon-

formen Gruppe die superkonformen Algebra herleiten.

2.5.2 Beschreibung der Felder
Wirkung der Generatoren auf die Komponentenfelder

Da die Darstellung der superkonformen Transformationen auf dem Superraum sehr
aufwindig ist und fiir die spéteren Berechnungen nicht bendtigt wird, betrachtet
man hier direkt die Wirkung der Generatoren auf die Komponentenfelder und nicht
auf das gesamte Superfeld. Dafiir geht man &hnlich vor wie im Fall der konformen
Symmetrie: Die Generatoren M,,, K,, R und D lassen den Punkt z = 0 invariant
und mischen die verschiedenen Komponentenfelder nicht miteinander. Die Wirkung
von M, R und D auf das erste Feld im Multiplet an der Stelle z = 0 ist festgelegt
durch die Quantenzahlen Spin, R-Ladung und Skalendimension. Man erhélt also
die gleichen Kommutatorrelationen wie in Gl. 2.9, die noch um die Wirkung des

R-Symmetrie-Generators erganzt werden:

(R, $4(0)] = —ix da(0). (2.16)

Der Kommutator mit K, verschwindet wieder, da man ein quasipriméres Feld be-
trachtet. Durch Anwenden der Generatoren @ und @ erhéilt man dann die Kom-
mutatoren fiir die weiteren Felder im Multiplet an der Stelle x = 0 als d¢ einer
infinitesimalen Transformation. Dabei muss man beachten, dass die Wirkung der
spinoriellen Generatoren auf Spinorfelder iiber den Antikommutator beschrieben
wird, da 1, mit den Spinor-Parametern 7, der Supertranslation antikommutiert.

Anschlieflend fiihrt man eine Translation durch, um die Transformation der Felder
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2.5 Superkonforme Symmetrie

fiir einen allgemeinen Raumzeitpunkt = zu erhalten. Das Verhalten der Felder wird
also durch die Relationen der konformen Algebra zwischen P, @, @ und den vier

betrachteten Generatoren bestimmt.

Struktur der Multiplets

Die superkonformen Multiplets enthalten die gleichen Felder wie im Fall der Super-
Poincaré-Symmetrie. Allerdings fungieren die Generatoren S und S der speziellen su-
perkonformen Transformationen ebenfalls als Auf- und Absteige-Operatoren, wobei
ihr Verhalten umgekehrt zu dem der @ ist. Im chiralen Multiplet steigt man mit Q
oder S auf und mit @ oder S ab, beim antichiralen Multiplet genau anders herum.
Dabei wird das Feld vor der 0. Ordnung in den Grassmann-Variablen als erstes Feld
im Multiplet angenommen.

Neben dem Spin werden die Felder nun auflerdem durch die Skalendimension und
die R-Ladung gekennzeichnet. Diese werden von @ und @ bzw. S und S, P, und
K, veréndert, besitzen also fiir die verschiedenen Felder in einem Multiplet un-
terschiedliche Werte. Fiir das chirale und antichirale Multiplet erhohen sich die

Skalendimension und R-Ladung der Komponentenfelder folgendermaflen:

plr): Ad=0 Axk=0 e (x): Ad=0 Ar=0

1 1 “ar 71 B _1
() Ad_§ Alﬁl—i P (x) Ad—2 Ak = 5
m(z): Ad=1 Ar=1 m*(z): Ad=1 Arx=-1.

Das Auf- und Absteigen in den Multiplets bezieht sich stets auf die Felder als Funk-
tionen von z*, weswegen hier die Komponentenfelder nach der Entwicklung der
chiralen und antichiralen Koordinaten betrachtet werden. Die tibrigen Felder sind
geméfd Gl. 2.15 Ableitungen von ¢, ¥ und m nach z*. Durch das Differenzieren wird
die Skalendimension, wie in Abschnitt 3 beschrieben, jeweils um 1 erhéht. Die R-
Ladung hingegen wird nicht verandert, da der Viererimpuls P, mit dem Generator

R vertauscht.

Entwicklung von Korrelationsfunktionen

Das erste Feld im chiralen und antichiralen Multiplet ist ein Skalarfeld ¢(z) bzw.
©*(z). Fir dieses Feld kann die in Kaptiel 1 vorgestellte Korrelationsfunktion
(0]*(z1) @™ (x2) p(x3) ©(x4)]|0) bestimmt werden. Mit der chiralen Ward-Identitét
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2 Grundlagen

wird dann aus dieser Ausgangskorrelation die gesamte Korrelationsfunktion von
zwei chiralen und antichiralen Superfeldern (0|®7(7;)®T(i2)®(y3) ®(y4)|0) berechnet.
Nach Einsetzen der Entwicklungen aus Gl. 2.14 fiir jedes der vier Felder sieht man,
dass die Super-Korrelationsfunktion selbst wieder eine Reihe in den Grassmann-
Spinoren ist. Dabei sind die Koeffizienten nun Korrelationsfunktionen der Kompo-
nentenfelder. Diese konnen dann durch einen Koeffizientenvergleich in den 6,6 auf

beiden Seiten der Gleichung abgelesen werden.

2.6 Konforme Korrelationsfunktionen

2.6.1 2-Punkt-Funktion von freien Skalarfeldern

Besitzt eine Theorie eine bestimmte Symmetrie, so ist der Vakuumzustand |0) in-
variant unter allen Transformationen der Gruppe, wird also von allen Generatoren
ausgeloscht. Dies kann man verwenden, um die Eigenschaften der Korrelationsfunk-

tionen zu untersuchen, da dann fiir jeden Generator X gilt:

OI[X, 6 ¢ ... 6ll0) = (O|X 6 & ... 6J0) — (0] 6 & ... 6X0) = 0.

Ist eine Symmetrie jedoch spontan gebrochen, dann ist das Vakuum nicht mehr
invariant. Die bisherigen Experimente u.a. an Teilchenbeschleunigern haben gezeigt,
dass die Supersymmetrie, falls sie in der Realitat existiert, spontan gebrochen wiére,
was im Folgenden jedoch nicht betrachtet wird. Fiir die konforme Symmetrie ist
die 2-Punkt-Funktion W5 von zwei Skalarfeldern bis auf eine Normierungskonstante
vollstandig festgelegt und kann auf diese Art bestimmt werden, indem die Gleichung
nacheinander fiir jeden konformen Generator ausgewertet wird. Dabei wird auf der
linken Seite der entsprechende Kommuator des Generators mit dem Feldprodukt
eingesetzt. Man erhélt also Relationen fiir die Ableitungen der Korrelationsfunktion
nach den beiden Feldvariablen. Diese vier Bedingungen legen die 2-Punkt Funktion

dann auf folgende Gestalt fest:

W2<x17x2) = <0|901(x1>902(x2)|0> = ((xl —11’2>2)d = (x%t)d' (217)

Die beiden Felder ¢ (x;) und ¢o(xs) missen auflerdem die gleiche Skalendimension

d besitzen, sonst verschwindet ihre Korrelation.

Die Funktion in GIl. 2.17 besitzt in der oben présentierten Form an der Stelle z1 = x5
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2.6 Konforme Korrelationsfunktionen

eine Singularitat. Dies wére nicht wiinschenswert, allerdings muss man hier beachten,
dass es sich bei den Quantenfeldern um operatorwertige Distributionen handelt.
Den Ausdruck fir die 2-Punkt-Funktion eines allgemeinen Feldes kann man auch
aus der Darstellung von freien Feldern durch Erzeuger- und Vernichteroperatoren
herleiten, da ein allgemeines Feld dieselbe 2-Punkt-Funktion besitzt wie ein freies
Feld. Dies wird hier beispielhaft fiir den Fall des masselosen Skalarfeldes, also fiir
d = 1 durchgefiihrt.

Ein freies Skalarfeld besitzt die Gestalt p(z) = [d3k [e"*%a(k) + e***al(k)]. Fiir
die 2-Punkt-Funktion von zwei identischen Skalarfeldern erhdlt man dann einen

Ausdruck der folgenden Form:

Olp@)e(w)|0) x [k [ & (0]e ™ a(k)e* a (K)0)
- / Bk §(k2 — m?)e K0 (10),
Fiir m = 0 steht dort die Fouriertransformierte der Distribution §(k?)©(k°), die

Korrelationsfunktion ist also ebenfalls eine Distribution. Die Fouriertransformierte

kann man als Grenzwert schreiben:

) 1
(0(x)(y)]0) oc lim x =y =@ = i
Die Ausdruck in Gl. 2.17 ist also eigentlich als ein solcher distributiver Grenzwert zu
verstehen. Da diese Eigenschaft der Korrelationsfunktionen fiir die hier durchgefiihrten
Rechnungen jedoch nicht von zentraler Bedeutung ist, wird weiterhin die Schreib-

weise ohne ¢ verwendet.

2.6.2 Eigenschaften konformer Korrelationsfunktionen

Bisher wurden infinitesimale konforme Transformationen betrachtet, die durch die
Kommutatoren der Generatoren mit den Feldern vermittelt werden. Fiir die wei-
teren Rechnungen wird Globale Konforme Invarianz angenommen, die besagt, dass
auch eine Darstellung von endlichen konformen Transformationen (nicht nur ihrer
Uberlagerungsgruppe) auf dem Minkowskiraum definiert ist. Daraus folgt, dass die
Korrelationsfunktionen rational sind und Bose-Felder nur ganzzahlige Skalendimen-
sion besitzen diirfen (vgl. [NiReTo05], S.267).

Die rationalen Korrelationsfunktionen enthalten Produkte aus Termen der Form in

Gl. 2.17 mit Exponenten pu. Diese Exponenten unterliegen bestimmten Schranken,
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2 Grundlagen

im Folgenden Polschranken genannt. Man betrachtet eine Korrelationsfunktion aus
einem System von Feldern (0|...¢(z;)...¢0(x;)...|0). Die Felder ¢(z1) und (z3) be-
sitzen die Quantenzahlen (d, j1, j2) und (d', j1, 7). Fiir jedes solche Paar von Feldern
gilt dann die folgende Einschrankung an den Exponenten des Faktors (x%,)™* (siche
[NiTo00] GI.(4.10)):

j< |[d+j1 thtd 4+ 1- 5jljg5j1j25dd'ﬂ

. : (2.18)

Dabei ist [a]] die GauBklammer, bezeichnet also die groite ganze Zahl N fiir die gilt
N <a.

2.6.3 Skalare 4-Punkt-Funktion

Wie bereits am Anfang erwéhnt, sollen in dieser Arbeit 4-Punkt-Funktionen un-
tersucht werden, die mit Hilfe der chiralen Ward-Identitat berechnet wurden. Als
Ausgangspunkt fiir diese Formel dient die 4-Punkt-Funktion des ersten Feldes im
chiralen bzw. antichiralen Supermultiplet, also die eines Skalarfeldes ¢ (z). Mit den
oben beschriebenen Annahmen kann die skalare 4-Punkt-Funktion fir die Skalendi-

mension d als Summe von Produkten aus Potenzen der Abstandsquadrate dargestellt
werden (siehe [NiReTo08] S. 227 f).

(01" (1) " (w2)p(x3)p(24)[0) = D ey [T ()"

{miz} i<j

Die Schreibweise {j;;} bedeutet, dass die ensprechenden Terme fiir alle nach den
obigen Bedingungen méglichen Kombinationen der p;; aufsummiert werden. Dabei
gilt 4,7 = 1,...,4 und p;; = pji, pi = 0. Hier soll die Korrelationsfunktion fiir ein
Skalarfeld der Skalendimension d = 3 berechnet werden. Fiir einen festen Wert j

kénnen die 3 p;; dann jeweils folgende Werte annehmen:

(-=1,—-1,—1), (=3,0,0), (—1,-2,0), (1,-2,-2).
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2.6 Konforme Korrelationsfunktionen

Damit erhalt man zunachst eine Summe aus 13 Summanden:

1 1

+c
? (x%2)3(x§4)3

+ ¢cg

(0]p™(z1)@" (z2)p(23)@(24)]|0) = 1
ff%Q %%4 1’%3 $%4 xﬁ 1’%3

1
+ ¢y
($%3)3(5’354)3 (37%4)3(35%3) (93%2)2(3%4)237%3 37%4
1 1 1
-+ Cg —+ Co
(117%4)2(1’5%3)255%3 17%4 (37%3)2(5534)2%%4 1’%3 ($%4)2(3753)21’%2 $§4
1 4 x%2 $§4 i x%?, $%4
C11 C12
(272)2(234)2 074 235 (275)2(234) (274)? (235)? (232)?(234)2 (274)? (235)?
2 .2
Ty Tog
(713)%(234)?(712)? (234)?

Da sowohl ¢ als auch ¢* bei raumartigen Abstédnden mit sich selbst kommutieren,

+c3 3+65

(15%3)2('%%4)237%2 55%4

‘|—C7

+ C10

+ C13

muss die Funktion invariant unter der Vertauschung von z; mit x5 bzw. von xj3
mit x4 sein. Man sieht, dass beide Vertauschungen dasselbe Ergebnis liefern und
da dieses gleich der Ausgangsfunktion sein muss, erhélt man folgende Relationen

zwischen den Koeffizienten:

cg=cy = A cog = A cr =cg =: B cg =cg =: B’

Cy = C19 =—- B” C1 =. C C11 = D Ci92 = C13 = D/.

Dank konformer Symmetrie (insbesondere Gl. 2.19) konnen die Korrelationsfunktio-
nen stets durch konform invariante Cross-Ratios ausgedriickt werden. Hier werden

folgende Definitionen verwendet:

2 2 2 2
L1 T3y ;o L1y T3
T2 .2 = T2 2

T13 To4 T13 To4

(2.20)
Fiir die Anwendung der chiralen Ward-Identitéit wird ein Faktor (x%,)™3(z3;) ™2 aus-
geklammert. Unter Verwendung der Definitionen in Gl. 2.20 nimmt die allgemeinste

global konform invariante skalare 4-Punkt-Funktion dann folgende Gestalt an:

(016" 1) (o)l )l0) = i [AQ+ )+ A% 4 B0+ )
+B’ <tj + Z) + B”<§+Z> + Cf + D(st) + D' <; + i) ]
1
= 0 (2.21)
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3 Berechnung der

Komponentenfunktionen

3.1 Die Chirale Ward-Identitat

3.1.1 Superkonforme 4-Punkt-Funktion

Das erste Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung der 4-Punkt-Funktion von zwei chi-
ralen und zwei antichiralen Superfeldern mit einer gesamten R-Ladung von 0. Hier
wird die chirale Ward-Identitat fiir den Fall verwendet, dass alle vier Felder dieselbe

Skalendimension d = 3 besitzen, und ergibt dann die folgende Korrelationsfunktion
(vgl. [Knul2] S. 83):

_ _ ST, T,
(01 (7)1 (7)) B(y)|0) = D-LTET2) (3.1)
(21,)*(23;)
Wobei xé‘] definiert ist als:

Die Funktion f(Z;,Z,) der nilpotenten Invarianten Z;,Z, geht fiir 9,6 = 0 in die
Funktion f(s,t) aus der skalaren konformen 4-Punkt-Funktion (siche Gl. 2.21) tiber.
Der universelle Differentialoperator D ist ein Exponential, welches die Ableitung
Ila%l enthélt. Die Entwicklung der Exponentialfunktion liefert folgenden Ausdruck
(siche [Knul2] S.90) fir die Anwendung auf f:

0 o\> 32 8\

+ 332 (TL;L>4> (T, ). (3.3)

23



3 Berechnung der Komponentenfunktionen
Die nilpotente Funktion 7" ist gegeben durch (vgl.[Knul2] S. 88):

T= T212 - TO - T222‘

(3.4)

Das andere Vorzeichen von 7" im Vergleich zu [Knul2] ist auf einen Vorzeichenfehler

dort zurtickzufiithren, wie spater in Abschnitt 3.5 gezeigt wird. Die Bestandteile von

T lauten ([Knul2] S. 72, 74):

To = p1s — p12 — pas + 2i(pTy + P33 — pi3)
Toos = —par — p13 — p3a + 20(p3y + pis + p3y)
To12 = p1a — 94355;;31524 — 01375, 01 + 94355231@?3555_119_21
— 2i[p7, + (Oasiigy 020)” + (01375, 01 ) + (OusT3, Tayiis,' 021)°
-2 (943-75;?311524 + 913535_11521) 9435531%3%_119_21]
+ 16 0433, Fo3T5, Oa1 01385, 021 0433 75 Ooa.

Hier wurden folgende Abkiirzungen verwendet:

Pij = Giji{jlé@' = (6, — Qj)i’:.l(@_@' - él) Ty = x%&u it = ij2

(3.5)

(3.6)

Als néchstes muss man die Funktion f(Z;,Z;) bestimmen, wozu die Definition der

Invarianten benétigt wird (siehe [Knul2] S.41).

2,2
xs,Th t

> o Il‘e i=0 s
T5,T5, : s

2,2
Ts, 05
_ Yig423
Iy = 5 5 — :Z:Q‘
Ti3¥34

Ilz

=t
0,0=0

(3.7)

Damit kann man die Funktion aus GIl. 2.21 umschreiben in ihre superkonforme

Variante:

f(T, 1) = A0+ 1) + AT} + B(T, + 73) + B'(Z, + T, I3)
1

IQ
+ BT+ L) + CTT, + D22 + D'T] (I + 122) .
1 2
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3.1 Die Chirale Ward-Identitéat

Die Anwendung des Differentialoperators aus Gl. 3.3 auf diese Funktion ergibt dann

zusammen mit dem Nenner in Gl. 3.1 die superkonforme 4-Punkt-Funktion.

(0127 (1)@ (92)®(y3) (y4)[0) (61, b2, b5, 64)

1
= 5o | AL+ ) + BT + 1)
(23,)3(23,)? [ ? 2
! 2 T QT2 _ @ 3 % 4
+B'Ty(1+T3) (1+4iT — 8T 2 iT3 + ; T
32 32
+OTLT, <1 AT - 8T — T 4 T4>
72 32 32
D=2 <1 — 44T — 8T* T3 T4)
+ 7, 1 + 3 + 3
2 12
+ B"T(1+1T,) (1 + 8T — 32T% — 262’T3 + 53T4)
1 2 12
+D'I} < + I§> (1 + 8T — 32T° — EZ'T?’ 4+ 5T4>
s 3 3
+ A'T? (1 +12iT — 7277 — 288iT> + 864T4) ] (3.8)

3.1.2 Rechnung in chiralen und antichiralen Koordinaten

Bisher wurden die chiralen und antichiralen Superfelder, und damit ihre 4-Punkt-
Funktion, in den chiralen bzw. antichiralen Koordinaten ¢!’ y!" ausgedriickt. Zur
Analyse der Korrelationsfunktionen der Komponentenfelder miissen diese allerdings
als Funktionen von z* vorliegen. Die Entwicklung der ¢! bzw. ¢! in den Grassmann-
Spinoren liefert Ableitungen der Felder ¢, v, m, wie man in GIl. 2.15 sieht. Die Kor-
relationsfunktionen der entsprechenden Kombinationen von abgeleiteten Feldern
kann man als Ableitungen der Korrelationsfunktionen der urspriinglichen Felder
schreiben. Somit miissen nur die Korrelationen der 0. Ordnung der Taylorentwick-
lung berechnet werden, die genau den Funktionen in chiralen/antichiralen Koordi-
naten mit 6,0 = 0 entsprechen. Also kann man die Entwicklung der rechten Seite
von GI. 3.8 in chiralen und antichiralen Koordinaten durchfiihren und am Ende dann
alle y;; mit z;; ersetzen.

Die 0. Ordnung der Entwicklung von ¥, 92, y3 und y4 als Argumente der Komponen-
tenfelder kann nur die Grassmann-Spinoren 6, 05, 65, 04 enthalten, die in Gl. 2.14 als
Faktoren vor den Feldern stehen. Somit sind auch auf der rechten Seite von GI. 3.8
nur die Summanden interessant, die aus Kombinationen dieser vier Variablen beste-

hen.

25



3 Berechnung der Komponentenfunktionen

Allerdings sollte eine Gleichung wie 3.8 auch in chiralen und antichiralen Koordi-
naten gelten. Somit miissten sich bei der Berechnung der rechten Seite alle Terme,
in denen 6s3,6,,0; und 6, vorkommen, gegenseitig wegheben. Diese treten gemiB
den Definitionen sowohl in T" als auch in Z; auf. Da das Weglassen aller Terme mit
mindestens einem dieser Spinoren die Rechnung erheblich verkiirzt, wurden 7" und
T, jeweils nur bis zur 2. Ordnung in 6,6 vollstindig entwickelt. Fiir alle hoheren
Ordnungen habe ich nur Summanden berechnet, die ausschlielich 6y, 65,65 und 6,
beinhalten. Als stichprobenartiger Test der chiralen Ward-Identitdt und der Ent-
wicklung von T und Z; wurde die Giiltigkeit von Gl. 3.8 in chiralen/antichiralen Ko-
ordinaten dann in 2. Ordnung iiberpriift. Dafiir mussten auflerdem alle auftretenden
Terme mit chiralen und antichiralen Variablen durch gy, 92, y3 und y, ausgedriickt

werden.

3.2 Wichtige ldentitaten

Bei der Anwendung der chiralen Ward-Identitét treten bestimmte Strukturen aus
Grassmann-Variablen und Paulimatrizen wiederholt auf. Die wichtigsten Identitaten,
die bei der Berechnung der Komponenten-Korrelationsfunktion bendtigt werden,

sind im Folgenden hergeleitet.

3.2.1 Produkt von zwei Paulimatrizen und Spinoren

Bei der Entwicklung in Grassmann-Spinoren erhilt man Produkte von Termen der
Form (Ao*). Aus der Definition der Paulimatrizen und der Spinormetrik sieht man,
dass folgender Zusamenhang gilt (siche [Knul2] S.107):

g% édb T = 5Za.
Des Weiteren kann das Produkt von zwei Komponenten eines Grassmann-Spinors
in einen kontrahierten Ausdruck umgeschrieben werden ([Knul2] S.18):

06" = —; " (60) 040" = = £%(0).

DO | —
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3.2 Wichtige Identitédten

Unter Verwendung dieser Beziehung kann man nun das Produkt von zwei Paulima-
trizen berechnen, die jeweils mit den gleichen Spinoren kontrahiert sind.
(00+0) (05" 0) = 0°0",0% 6°%,0° = —a™,0° 6" 6% 0" o7,

1 NN ab =ab _v 1 2Ya) ~vaa
= 1(09)(«99) ohye® e ol = 1(99)(99) ol G

Fiir die Spur von zwei Paulimatrizen gilt (0#6")% = 2n*. Setzt man dies in die obige

Gleichung ein, so erhélt man:
(00"0)(05"0) — ;nw (00)(60). (3.9)

Die Herleitung eines analogen Ausdrucks zu Gl. 3.9 mit vier verschiedenen Spinoren
in [KaSo097] auf S.370 f. beruht auf einer falschen Relation fiir das Produkt von zwei

Paulimatrizen und ist somit nicht verwendbar.

3.2.2 Produkt von drei Paulimatrizen mit Vierervektoren

In diesem Fall werden die Paulimatrizen in ihrer Eigenschaft als Vierervektoren be-
trachtet. Fiir die Verwendung der chiralen Ward-Identitat benttigt man das Produkt
z,0" y,6" 20 mit allgemeinen Vierervektoren ,y, z. Die Spinorindices der Pauli-
matrizen werden hier weggelassen, da sie bei der gesamten Rechnung unverandert
bleiben. Fiir die Berechnung ist es niitzlich, die Summen in rdumliche und zeitliche

Teile aufzutrennen, da fiir die drei rdumlichen Paulimatrizen gilt:
igd — i - ijk _k i i
c'o? =01, + 1Yo o' = —0o'.

Dabei ist € das Levi-Civita-Symbol in drei Dimensionen, wobei der doppelte Index
kontrahiert ist. Nach Ausmultiplizieren der drei aufgetrennten Summen und Anwen-

den dieses Zusammenhangs erhélt man folgenden Ausdruck:

o ~v A “w v m v ”w v
z,0t 4,67 20" = (2, y") 20" — (22" Yo’ + (yu2t)z,o
- z(ooe Pxyjzn — op€? woy;z; + o€ xyoz; — ope? :L'Z-yjzo)

+ yizirpot — vizyo® + IRy iz ol (3.10)

Dies kann man weiter vereinfachen, indem man zunéchst das Produkt der beiden

Epsilon-Tensoren durch §-Funktionen ausdriickt: e/Febm! = ¢hij ghml — gim 5t _gil 5im.
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3 Berechnung der Komponentenfunktionen

Auflerdem kann man das vierdimensionale Levi-Civita-Symbol verwenden, welches
ebenfalls antisymmetrisch unter Vertauschung zweier Indices ist. Hier muss auf die

0123 — 1 verwendet.

Stellung der Indices geachtet werden und es wird die Konvention e
Kontrahiert man das Levi-Civita-Symbol mit vier Vektoren, so kann man die Summe

in einem beliebigen Index auseinander ziehen und erhélt:
VA _ OvA N _ 0Oijk 2N
e o ynz, = € 00xYaz, + €7 0T Ynz, = €T ooxiy iz + €7 0T, YN 2.

Fiithrt man dies sukzessive fiir jeden der vier Indices durch ergibt sich unter Beach-
tung von €"* = €% genau der Ausdruck in Klammern in der zweiten Zeile von
Gl. 3.10. Damit erhélt man schlielich fiir das Produkt der drei kontrahierten Pauli-
matrizen:

A= (z,y") 20" — (2,2 )y,0” + (yu2")x,0" — jetvAr TuTyYrZp.

(3.11)

~V
x, 0" y,0" z\0

3.2.3 Kontraktionen des Epsilon-Tensors

Mochte man das Produkt von Termen wie dem in GIl. 3.11 bilden, kann man die

folgende Identitét fiir zwei Epsilon-Tensoren benutzen:

nhe nuﬂ Nk nué

26" v vy vé

vAp _afBvyd n n n n

det(n) e 7% = det N A Ay g
n n n n

nPe npﬁ nP np5

Unter Verwendung von Gl. 3.9 ohne die kontrahierten Spinoren ergibt sich dann fiir

das Quadrat des Imaginérteils von GI. 3.11:

etvAe caByo Nua Tv Yx Zp Tg Yy 25 = —2%2 2+ (22)%)? + (y2)2a?

+ (zy)*2* — 2(2y)(z2) (y2). (3.12)

Dabei ist (zy) = z,y* und 2? = z,2". Ein weiterer wichtiger Zusammenhang ist der

zwischen dem Levi-Civita-Symbol und der Determinante einer Matrix A = (a;;):

det(A) = e Qo A1y A2) A3p- (3.13)
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3.2 Wichtige Identitédten

Ein Ausdruck der Form e***? a,by,crd, entspricht somit der Determinante einer Ma-
trix mit den Zeilen- oder Spaltenvektoren a, b, c,d. Sobald die vier Vektoren nicht

linear unabhéangig sind, verschwindet der Term dementsprechend.

3.2.4 Entwicklung der superkonformen 2-Punkt-Funktion

Die Berechnung der superkonformen 4-Punkt-Funktion enthélt als einen wichtigen

~* sowohl mit positiven als auch negativen Werten

Grundbaustein den Term (z7))
fiir k. Dieser Term entspricht der superkonformen 2-Punkt-Funktion (0|®T®|0) von
einem chiralen und einem antichiralen Superfeld, wobei beide Felder die Skalendi-
mension d = k besitzen missen (siehe [Knul2|, S.78). Im Folgenden wird er fur
einen allgemeinen Exponenten k als Reihe in den Grassmann-Spinoren entwickelt
und durch die chiralen und antichiralen Koordinaten ausgedriickt. Dafiir berechnet

man zunachst das Quadrat unter Verwendung von Gl. 3.9 und n*n,, = (772)//j =4.
w5 = (4 — 200,00:)° = v, — 4y 0,00, — 8(6,6;)(6:,)

Nach Ausklammern von (y%)_k im Gesamtterm kann der Rest als geometrische

Reihe geschrieben werden:

1 1 iy ﬁuffmk
)k = 2 )k [Z ( 2 0jo 9 y_z (936)])(9102)> ] .

m=0 iJ i

Die zweite Ordnung der Reihe berechnet sich als Quadrat des ersten Summanden
(9 0;)(0:0;), wodurch alle hoheren Ordnungen wegfallen. Den entstehenden

Term kann man dann weiter als binomische Reihe ausdricken.

k m
1 1 (1+4sz0 9) R ( )(4%9 9)
2Nk (.2 Ou = Tk Z
(x{j)k (ygj)k yl] (y; k m=0 y;]

Fir die zweite Ordnung ergibt sich wieder derselbe Ausdruck, die Reihe bricht also

hier ab, was dann zu folgendem Ergebnis fiihrt:

1 1 4ik yg; _ dk(k—1 _
ENI (“ 7 b W@ﬂ»(wn) S e
kY v 1] %
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3 Berechnung der Komponentenfunktionen

3.3 Vorgehensweise

3.3.1 Auswahl der Komponenten-Korrelationen

Fir die anschliefende Analyse sind vor allem die skalaren Korrelationsfunktionen
interessant, also solche, die ausschliellich Kombinationen der Felder ¢ und m ent-
halten. Die Positivitdtsanalyse ist bisher nur fiir Skalarfelder moglich, auflerdem
muss die Korrelationsfunktion dafiir vom Typ (0|A*B*B A|0) sein, da es sich um
ein Skalarprodukt des Vektors [ f BA|0) handelt. Fiir diese Funktionen kann dann
untersucht werden, wie sich die Bedingungen fir die Positivitdt im Vergleich zur
Ausgangsfunktion (0|¢*(z1)p*(z2) ¢(x3) ¢(24)|0) verdndert haben.

Da die Berechnung aller Komponenten-Korrelationsfunktionen sehr aufwéandig ist,
habe ich mich zunachst auf eine prototypische Funktion konzentriert, deren Analyse
moglicherweise interessante Ergebnisse liefern konnte. Dies war die skalare Funktion
(0]* (x1)m*(x2)m(x3)p(x4)]0), da hier eine vollsténdige Positivitatsanalyse moglich
ist.

Die umgekehrte Funktion (0|m*(z1)¢*(x2)p(x3)m(x4)|0) sollte die selbe Struktur
besitzen, wenn man x; mit x5 und x3 mit x, vertauscht und muss somit nicht noch
einmal berechnet werden. Bei der Positivitdtsuntersuchung wurde auflerdem die Ein-
haltung der Bedingungen durch den Unitaritdtsbound iiberprift sowie die durch
Gl. 2.18 gegebenen Polschranken. Fiir die anderen Funktionen, die nicht der Posi-
tivitatsanalyse zugdnglich sind, kann zumindest die Einhaltung der Polschranken
untersucht werden. Dies wurde hier am Beispiel der rein fermionischen Korrela-
tionsfunktion (0]¢) (1)1 (22)1)(x3)h(x4)|0) durchgefiihrt.

3.3.2 Zugehorige Grassmann-Kombinationen

Die beiden gewéhlten Komponenten-Korrelationen entsprechen bestimmten Kom-
binationen von Grassmann-Spinoren in der Entwicklung auf der rechten Seite von
Gl. 3.8. Um herauszufinden, welche Koeffizienten man berechnen muss, setzt man

auf der linken Seite die Entwicklung der Superfelder ein:

(0|27 (1)@ (i72) @(93) D (y4)|0) = (O|[¢* (71) — V2010 (71) — (6:101)m* (51)]
" (1) — V20,,0°(2) — (B2b2)m* (52)] - [0 (ys) + V2053000 (ys) + (B363)m(ys))]
e(ya) + V20500 (ya) + (0204)m(y4)]]0). (3.15)
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3.3 Vorgehensweise

Damit sieht man, dass die beiden gesuchten Korrelationsfunktionen die Koeffizienten

folgender Kombinationen sind:

O™ (@)m” (G2)m(ys)(va)|0) - — —(0365)(0:02)
(O (510" (F2)0a(y3) e (ya)[0) = 05 67 B4 O, (3.16)

Dementsprechend wurden dann nur diese beiden Summanden in den Grassmann-
variablen betrachtet. Auf der rechten Seite von Gl. 3.8 treten die 6; und 6; immer
paarweise auf, wie man an den Definitionen in Gl. 3.2 und GI. 3.6 sehen kann. Also
enthélt jeder Summand eine gerade Anzahl von Grassmann-Varibalen, wobei stets

gleich viele rechts- wie linkshdndige Spinoren vorkommen.

Bei den beiden interessanten Summanden handelt es sich um Terme 4. Ordnung,
die durch Multiplikation einer 0. Ordnung mit einer 4.Ordnung oder umgekehrt und
durch Kombination zweier Summanden 2. Ordnung zustande kommen kénnen. Fiir
die Polynome in 7" in den runden Klammern in GIl. 3.8 und fiir die entsprechen-
den Vorfaktoren mit den Invarianten 7; und Z, mussten also nur Terme bis zur
4. Ordnung bestimmt werden. Da der Ausdruck 7' direkt mit der 2. Ordnung in 6
beginnt, tritt die 0. Ordnung im Polynom nur durch den Summanden 1 auf. Die
2. Ordnung kommt somit nur in 7" vor, die 4. Ordnung in 7' und T2. Die hoheren
Potenzen beginnen entsprechend mit der 6. bzw. 8. Ordnung. Fiir die Uberpriifung
der Giiltigkeit der chiralen und antichiralen Koordinaten wird die 2. Ordnung kom-
plett benétigt. Da die unerwiinschten Grassmann-Variablen jedoch nur in Z; und T'

auftreten, miissen dafiir nur diese beiden Teile betrachtet werden.

Ausgehend von diesen Uberlegungen wurden von allen Bestandteilen des Ausdrucks
T die vollstdndige 2. Ordnung und von der 4. Ordnung zunéchst der Summand
(6393)(9_29_2) bestimmt. Die 4. Ordnung in 72 ergibt sich dann als Quadrat der 2.
Ordnung. Zur Uberpriiffung der Polbounds ist es nicht nétig, die fermionische Kor-
relationsfunktion vollstdndig zu berechnen. Es sind lediglich die maximalen Potenzen

der xfj wichtig, die im Nenner auftreten, jedoch nicht die Terme im Zéhler.

Entsteht durch diese maximalen Potenzen eine Verletzung der Schranken, kann fiir
den entsprechenden Teil dann auch der Zahler entwickelt werden, um festzustellen,
ob sich die verbotenen Teile herauskiirzen. Somit wurden zunéchst fiir alle Summan-

den mit der Spinor-Kombination 65, 6y, 61, 0 die jeweiligen Nenner bestimmt.

Die Invarianten Z; und %1 wurden zunachst bis zur 2. Ordnung vollstandig berech-

net. Nach der Uberpriifung der chiralen Ward-Identitét folgte dann die Berechnung
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3 Berechnung der Komponentenfunktionen

der Korrelationsfunktion, wofiir die folgenden Kombinationen bis zu den erwahnten

Termen 4. Ordnung in den vier chiralen Grassmann-Variablen entwickelt wurden:

1 7 73
AR A A A EALE A

5 Z o (Liz
T, 2 — 4+ T ) . 3.17
EAECALUNR I ARG A 1

3.4 Berechnung der benotigten Teile von T

Zunachst werden alle Terme mit chiralen und antichiralen Koordinaten so umge-
formt, dass sie nur noch die vier Variablen 1,99, y3,ys enthalten. Dafiir miissen
chirale durch antichirale Variablen ausgedriickt werden und umgekehrt, wozu man
ihre Definition aus Gl. 2.13 bendtigt. Bei der Berechnung von T treten mehrere
Terme mit unerwiinschten y; auf, deren Bestandteile wie folgt umgeschrieben wer-

den koénnen:

2t =yt — 2i o0 (0, — 0s) ol =~y — 20 0,0" (0, — 6,)
rhy = yhy — 20 (0a — 03)0" 0 ah, = —yhy — 2i (03 — 0,)0"0,.

o = —yl, +2i 0,0" (01 — 04) + 2i 0,070,

3.4.1 Zweite Ordnung

Alle Summanden in den drei Bestandteilen von 7' beginnen mit Termen o 6; und
enden mit Termen o 6;. Die zweite Ordnung in den Grassmann-Spinoren wird also
durch Multiplikation dieser &ufleren Faktoren mit der 0. Ordnung des Teils dazwi-
schen erzeugt. Fiir die Terme p;; und die analogen Strukturen mit gemischten Indices

in T519 ist diese von der Form

y;jua“

2

Dies wird deutlich, wenn man die Definition aus Gl. 3.6 sowie die Entwicklung der
2-Punkt-Funktion aus Gl. 3.14 mit £ = 1 einsetzt. Alle Summanden der Form p?j

enthalten dementsprechend keine Terme der 2. Ordnung mehr.
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3.4 Berechnung der bendétigten Teile von T’

In 755 tritt auBerdem der Term 94357531:%53575119_21 auf. Fiir die Berechnung der 2.
Ordnung wird hier entsprechend die 0. Ordnung des Produkts @131@53:%511 benotigt.
Die Differenzen 6,; aulen bestehen nur aus den Spinoren 0,0, 05,0,. Somit enthalt
die 2. Ordnung keine unerwiinschten Grassmann-Variablen und bei der Berechnung
des Terms konnen diese direkt weggelassen werden. Mit der in Gl. 3.11 gegebe-
nen Identitdt fiir das Produkt von drei Paulimatrizen x,o* Y0¥ zyo* erhilt man
man folgenden Ausdruck unter Vernachlassigung aller Terme mit unerwiinschten
Grassmann-Spinoren:
~—1~_ ~—1p 1 H ; ) v
9439543 L53L3 o1 = %(94 —03) (y34uy§3 — 21 Y34,030"0)y13,0

— Yaau ¥t (Yas, — 20 050,02)0" + (Yas,yts — 20 Yia,050"02)yz4,0"

— jetrAr O Ysaw (Yzzy — 20 B3016-) Yiz, + (--.) (6 —61).  (3.18)

Fiir die 2. Ordnung benétigt man also den ersten Teil von jedem Summanden in der
eckigen Klammer. Die weiteren Summanden in 7515 sind Produkte von mindestens
zwei der vier ersten Terme, enthalten also keine 2. Ordnung mehr. Die Terme der 2.

Ordnung mit den nicht-chiralen Grassmann-Variablen lauten dann:

4iy2231j 920'V(§2 - 9_3) + 4iy§§V 030" 03
Yi3 Ya3
B 4Z.y1221/ By0” (B) — B,) — 4¢y324” (04 — 63)0"Bs. (3.19)
yié Y3y

Die 2. Ordnung in den vier Grassmann-Variablen 0y, 65, 65, 64 ergibt sich als:

1 e
RS [( (ysantshy + ¥34) iz — Ysaulliy Yoz + Yol y34y) 030”0
12934

2,2
Y13y oA
+ < <y34uy% - ;22 34) Yoz — (y34uy§3 + y§4) Yi2w — (yézmy’fg + y%i) y34u> 030”0,
23v
+ oo, — B g o 0,070
Y34pY75 Y230 — Ys4ulYs3 Y120 — Y23,.Y75 Ys4v |U40 U
+ (y34uy§3 Yizo — YsauWly Yas + (el + ) y34y> 0,070,

— i e (04 — 93)%(9_2 - 9_1) Y3av Y23 y12p] : (3.20)

Wie man sieht, besitzen alle Summanden hier den gleichen Nenner.
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3 Berechnung der Komponentenfunktionen

3.4.2 Vierte Ordnung

Zunéchst werden die Terme 4. Ordnung berechnet, die direkt in 7' auftreten, an-
schliefend die Quadrate der 2. Ordnung von 7', die in 72 stehen. Dabei wurden,
wie bereits erwihnt, nur die Summanden betrachtet, die (6305)(62605) enthalten. Fiir
alle Teile, in denen die Spinor-Kombination 65, fs, 61, 65 auftritt, wurde der maximal

auftretende Nenner ermittelt.

Koeffizienten von (03605)(0,03)
In den Teilen Ty und Ty, treten diese nur bei poz bzw. p3; auf und sind dem-

entsprechend proportional zu —-. Fiir die Untersuchung von Tb» betrachtet man

zunéchst die ersten vier Summazgden, wobei hier nur der Teil in Gl. 3.18 selbst die
gesuchte vierte Ordnung enthalt. Die Terme #5605 treten jedoch in allen Ausdriicken
auBer py4 auf, weswegen nun die entsprechenden Quadrate und Produkte in den
Zeilen darunter in Gl. 3.5 hinzugezogen werden miissen.

Die Beitrige aus —22’(943552;31524)2 — 21’(613&511521)2 kann man direkt als Quadrate der
Koeffizienten von 630”6, in ihren Wurzeln ablesen. Um diese Terme in 94392*4—;31925392*;11 0y
zu quadrieren, benotigt man die beiden Identitdten in Gl. 3.12 und GIl. 3.13. Die
erste liefert direkt das Quadrat des Teils oc €#/*?. Fiir den gemischten Term erhalt

man nach Anwenden von GIl. 3.9 Ausdriicke folgender Form:

GW/\pXu Ysaw Y3z Y1z, mit X, = {Y34; Y3 yﬁu}'

Dies beschreibt die Determinante einer Matrix, in der jeweils zwei Zeilen- oder Spal-
tenvektoren identisch sind, und ist damit gleich 0. Analog berechnet man die beiden
Produkte in der dritten Zeile von 7515 in Gl. 3.5. Der letzte Summand von 75 ist
ein Produkt von drei Termen mindestens 2. Ordnung und enthélt damit nur Terme
6. und 8. Ordnung.

Fiir die spatere Untersuchung der Korrelationsfunktion ist es notig, die Koeffizienten
vollstandig durch Quadrate y%j auszudriicken. Die Konktraktionen von verschiedenen
y;; konnen dabei durch Anwenden der Binomischen Formel aufgelost werden. Eine
haufig auftretente Kombination ist zum Beispiel:

1 1
Ysau Y3 = 5 ((yés +y34)® — Y3y — y§3) =3 (y§4 — Y3 — y§3>'

Dies ist fiir alle Kombinationen der verschiedenen y;; durchfiihrbar, da jede Differenz
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3.4 Berechnung der bendétigten Teile von T’

dieser Form als Summe der anderen méglichen Differenzen ausgedriickt werden kann.

Damit lauten die gesuchten Terme in 7"

(2’ L Y )(0393)(0_29_2). (3.21)

2 2,2
Y33 Yi5Y34

Durch Quadrieren der Summanden o 650765 in Gl 3.20 ergibt sich dann der folgende

Beitrag in T2

—_

y2 yg _
S Y3 Y (9.0.1(6,0,). 3.9
Y2 12, y§4( o0a) (0262) (3.22)

[\

Summanden mit 05,604, 60,,0,

Zunéchst werden die Summanden in 7" untersucht, welche die 4. Ordnung in Form
von 03,04, 6, und 6y enthalten. Diese Terme sind eine Mischung aus allen vier chi-
ralen Grassmann-Spinoren und kénnen damit nicht in den Ausdriicken p;; auftreten,
da dort jeweils nur zwei von diesen Variablen vorkommen. Somit liefern Ty und
Thoo fiir die 4. Ordnung in T keinen Beitrag. Im Teil T55 sind nur der Summand
043i3:31j§3i;11§21 und die drei Produkte mit ihm wichtig. Dies sieht man bereits an
den Indices der anderen beiden Terme: In 9433734{31524 treten an erwlnschten Vari-
ablen nur 6; und 6, auf, fiir die gesuchte Kombination fehlen 6, und ;. Der andere
Summand 013£§11§21 enthalt 63, 0 und él, es fehlt also 6.

Die auftretenden Nenner in 7" kann man nun durch eine Strukturbetrachtung er-
mitteln. Der Term 943£231£§3£§11§21 enthalt zweil Ausdriicke der Form f{jl, in denen
geméfl den Definitionen in GIl. 3.6 jeweils die superkonforme 2-Punkt-Funktion mit
k =1 auftritt. Nun setzt man die Entwicklung aus Gl. 3.14 ein und driickt alle y;;-
Kombinationen wie am Anfang dieses Kapitels beschrieben durch die chiralen und
antichiralen Variablen aus. Fiir jeden dieser beiden Einzelausdriicke ist dann nur
noch die 0. Ordnung interessant, da die zweite bereits in jedem Summanden nicht-
chirale Grassmann-Variablen enthélt. Die gesuchte Spinor-Kombination 4. Ordnung
entsteht durch Muliplikation der duBeren Grassmann-Spinoren 63,605 mit denen
aus der Entwicklung von ¥35, wobei dieser Term geméfl Gl. 3.6 nur Terme im Zahler
liefert. Somit kommen insgesamt im Nenner maximal die Potenzen g3, und y32, vor,
wie man an den Indices 33 und 3; sieht.

Den maximalen Nenner in (943f531f§3f§_11§21)2 identifiziert man dann entsprechend
als (7%,)2(y3,)?. Analog zu den obigen Betrachtungen sieht man, dass in der Entwick-

lung von 643:@;319_24 die hochste Ordnung im Nenner y2, ist, bei 913:%5119_21 ist dies 72,
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3 Berechnung der Komponentenfunktionen

Die beiden Produkte in der 3. Zeile von GIl. 3.5 tragen also mit den maximalen
Potenzen g, (y3,)* und (i/7,)*y3, bei.

Die 4. Ordnung in T2 ergibt sich als Quadrat der 2. Ordnung in 7. Wie in Gl. 3.20
erkennbar, besitzten alle Terme dort héchstens den Nenner yi,y3,, was fir die
gesuchte Spinor-Kombinationen in 7?2 einen maximalen Nenner von (4%,)%(y3,)>

ergibt.

3.5 Uberpriifung der chiralen Ward-Identitit in
2.0rdnung

Nun soll stichprobenartig tiberprift werden, ob die Gleichung 3.8 auch in chiralen
und antichiralen Koordinaten gilt, also alle Terme mit 05,64, 6, und 6, wegfallen.
Diese treten wie beschrieben nur in 7" und Z; auf. Dementsprechend diirfen bereits
die Produkte aus den Potenzen von Z; und den Polynomen in 7' in jeder Zeile
von Gl. 3.8 diese Variablen nicht mehr enthalten, ohne die Multiplikation mit dem
Vorfaktor oder mit Z,.

Da die Uberpriifung nur in der 2. Ordnung stattfindet, wurden zunéchst Z; und Z;*
bis zur 2. Ordnung in den Grassmann-Spinoren entwickelt. Zur Berechnung kann
man wieder die Formel fiir die superkonforme 2-Punkt-Funktion aus GIl. 3.14 fir

k=1 und k = —1 verwenden und erhélt:

2 42 - _ _ _ _ _ B
Il = 7y14 y23 [1 + 4Zy122V QQO'V(Hl — 92) — 4Zy124u 040’”01 — 42?/2231/ 030’”03

Y25 Y34 13 Yia Y33
Y23y vin n . Y34av v
— 4y 5 920' (‘92 - 93) + 43 3 (94 — 93)0’ 93 -+ ()] (323)
Yis Y34
1 2_ 42 = _ _ - _ 5 _
SR R [1 — 4712 0,07 (0, — B) + 472 0,070, + 4 Y2 04070
Ly Yiy Yss Y13 Y14 Y33
+ 40752 0,67 (0, — Os) — 4222 (0, — 03)0" 05 + (...)] . (3.24)
Yi3 Y34

Vergleicht man GI. 3.23 mit den Summanden in T aus Gl. 3.19, so sieht man direkt,
dass alle Terme mit den Variablen 5, 4, 61, 65 dort mit den selben y;;-Faktoren aber
genau mit umgekehrten Vorzeichen auftreten. Aulerdem fehlt ihnen der Faktor 4.
Nun betrachtet man das erste Produkt Z;(1 + 4¢ 7'+ (...)) aus Gl. 3.8, welches
in insgesamt drei Summanden der Korrelationsfunktion auftritt. Die 2. Ordnung

ergibt sich aus Multiplikation der 0. Ordnung in einem Faktor mit der 2. Ordnung
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3.6 Entwicklung der Invarianten und des Vorfaktors

des anderen Faktors. Die 0. Ordnung ist in beiden Féllen einfach 1, sodass man die
Terme in Gl. 3.23 und 3.19 lediglich addieren muss, wobei Letztere den Faktor 47

erhalten und alle Teile mit nicht-chiralen Grassmann-Spinoren wegfallen.

Auch im néchsten Produkt Z(1 + 8 T' + (...)) verschwinden alle unerwiinschten
Terme. Dies sieht man direkt an Gl. 3.23: Die 2. Ordnung ihres Quadrats ist 2 (2.
Ordnung (Z;)), also werden alle Terme verdoppelt und haben dann den passenden

Faktor 8¢, der im entsprechenden Polynom von T steht.

Das dritte Produkt ist Z3(1+12i T+ (...)). Fiir die dritte Potenz von Z; addiert man
dann analog die 2. Ordnung von Z; und Z? und erhélt damit den globalen Faktor 12i,
sodass wieder alle Terme in Gl. 3.19 ausgeloscht werden. Die letzte zu untersuchende
Struktur ist dann Z; ' (1—4i T+(...)). Hier liegen die gleichen Terme vor wie im ersten
Produkt, nur sind bei beiden Faktoren die Vorzeichen umgedreht (siche Gl 3.24).
Somit heben sich wieder alle Summanden mit unerwiinschten Grassmann-Variablen

weg.

Alle Angaben zu T beruhen auf der Definition in Gl. 3.4. In der mir vorliegenden
Version der Dissertation von Herrn Knuth waren in dieser Formel alle Vorzeichen
umgekehrt und im Stichproben-Test haben sich die Summanden mit 65, 6,, 61, 65

dann genau verdoppelt.

Dadurch konnte gezeigt werden, dass hier in [Knul2| ein Vorzeichenfehler vorliegt,
welcher dann auch vom Autor bestétigt und in der elektronisch publizierten Version

korrigiert wurde, sodass die hier préasentierte Variante von 7T richtig ist.

3.6 Entwicklung der Invarianten und des Vorfaktors

Nachdem die Vorzeichenwahl von 7" in der Dissertation korrigiert und die Definition
mit Gl. 3.4 ersetzt wurde, konnte mit den hier gegebenen Formeln die gesuchte Kor-
relationsfunktion berechnet werden. Dafiir fehlen noch die Beitrdge der Invarianten
71, Z; und des Vorfaktors. Hier wurden analog zur Entwicklung von 7' die gesamte
2. Ordnung in den richtigen Grassmann-Spinoren sowie in 4. Ordnung die Terme
mit (0303)(0205) bestimmt. Da es sich bei allen drei Termen um Quotienten von 2-
Punkt-Funktionen handelt, verwendet man wieder Gl. 3.14 mit den entsprechenden

Werten von k.
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3 Berechnung der Komponentenfunktionen

Die benotigten Teile der in Gl. 3.17 gegebenen Kombinationen sind im Folgenden

aufgefiihrt.
L - L l1 120 2 0,60, + 12 T 9,670,
(xf4)3(:c§3)3 (9%4)3@%3)3 y§3 y%zl
1 o
—24 ?(0303)(0282) + ()1 (3.25)
23
Il 1 [ . Yasy n . Yl n
= 1+12¢ 030”05 + 8i 0,070
(2,)3(22,)%  (42,)%(y2,)%0%5 V34 Y yZ, !
1 o
—24 — (6563)(0262) + ()] (3.26)
23
i 1 [ Yos 5 - Y14 -
= 14121 222 03070, + 41 =52 0,070
(22,)3(22,)°  y3, Y3 (y35)2(y34)? Yz, yZ, '
1 o
—24 ?(9393)(9292) + ()] (3.27)
23
5

= 1 i Y231 va 1
(22,)3(23,)3 - (1%,)3(v3,)? l1+12 V2, 030" 0, — 24 y23(9393)(9292) (- )]

(3.28)

1-2 y14 y23 [1 _'_4 y13V 93 1/91 45 y§231/ 930’”9_2
3/13 yz4 13 Y33

Y Yiaw 940_1/01 + 44 Y24 04 l/02 -8 7(03Q3)(0202) ( )‘| (329)

y14 y24 y23

I3 Y35 ys V2, Y3 Yisy , v Y3
2 12234 14 J23 1+8@ 13 93 01—82 23 93 8
1

I (43)2(43,)° Yis Ui
4 y141/ 0,0 1/91 4+ & Youu 0,0 1/02 — 94 (Q303)(Q292)‘| (330)
14 y24 23

i 1-2 _ (y%4)2(y2 ) ylg 3/24 4 2 (y%4)2(y§3)2 9%3 y§4
+15 = + + ( 2 )2( 2V2 .2 .2
Y13)*(Y3,) Yia Y33

1y (3/%3)2@%4)2 yi; 3/23
. (yié’)l/ ng_z/él o y§23u 930_y§2 . yi24y 84 1/91 + y24y Q4 9 )
13 Y33 Y14 y24
(¥3)v5 =
—24 73(9393)(9292) + (...) (3.31)
(35)2(y3,)?
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3.7 Skalare Komponenten-Korrelation

3.7 Skalare Komponenten-Korrelation

Um nun die gesuchte Korrelationsfunktion zu berechnen, betrachtet man in jedem
Summanden in Gl. 3.8, wie dieser Term als Produkt aus den Vorfaktorkombinationen
und dem jeweiligen Polynom in 7' zustande kommt. In der 2. Ordnung benétigt
man jeweils nur die Terme o f36”0y, in der 4. Ordnung entsprechend (fs6s3)(620,).
Die Korrelationsfunktion (0|¢*(z1)m*(x2) m(x3) ¢(x4)|0) ergibt sich geméB Gl. 3.16
dann aus dem negativen Koeffizienten des Terms (6303)(020), was zu folgendem

Ergebnis gefithrt hat:

(O™ (z1)m” (w2) m(x3) p(24)|0) = (Ol* (G2)m" (52) m(y3) ¢(y4)[0)
24 z3, 8

+ A 24 +B
(x%4)3(x§3)4 ($%2)4(95§4)4 (x%4)2(x§3)3x%3 x%4

0,0=0

=A

+B{ 8 . 8 (_m%ﬁg]
$%4 (x§3)2(x%2)2(m§4)2 (x%4)2(x§3)3x%2 «’70123,4 75%2 x§4

+B//l

(xi +)+_ 8 (_w%ﬁg]
(x%2)3(x§4>3 x%?) 9534 1'33 $%4 (37%3)2@%2)2@%4)2 l'%2 $§4
4 (1 2, 93%4) B 4 ]
93%3 x%:a ff%4 ($%2>2(9U§4)2 95%4 95%3 xﬂ (37%3)2@%2)2@%4)2
8 x2, 12 x2, 12
‘D +D’[24 13 T24 (1+ 12 34>
T xﬂ (95%3)2(55%2)3(37%4)3 35%4 13%3

+8
(55%4)2(1’%3)3(35%2)3(%34)3 w%:s T3, (95%2)3(9@4)3

Die unterschiedlichen Bedingungen an die Funktion kénnen dazu fithren, dass einige

ve|

der Koeffizienten verschwinden miissen. Um unnétigen Rechenaufwand zu vermei-
den, wird zunéchst die Analyse dieser Funktion durchgefiihrt, bevor dann in Kapitel
4.4 fiir die verbleibenden Summanden die Polbounds der fermionischen Korrelations-

funktion tberprift werden.
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4 Analyse der Ergebnisse

4.1 Positivitat von konformen Korrelationsfunktionen

In Kapitel 1 wurde beschrieben, wie aus den Quantenfeldern ¢(x) Zustdnde auf
dem Hilbertraum konstruiert werden koénnen. Die Forderung nach einem positiv-
semidefiniten Skalarprodukt zwischen diesen Zustdnden ergab die folgende Positivi-

tatsbedingung.

2

0<||[ dai oy flar,22)0(a0)E(@)]0)
= [ [ Flan @) flas,w0) 016 (2206 (@) s (w0)|0)
= [ [ Flaza) fas, ) 016 (216 (@) )¢ (w0)|0) (4.1

4.1.1 Uberpriifung der Positivitit

Nun soll diese Bedingung fiir global konform invariante Korrelationsfunktionen un-
tersucht werden. Der gesamte Hilbertraum setzt also sich zusammen aus Untervek-
torraumen, die zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen der konformen Gruppe
gehoren. Die Operatoren I, sind Projektionsoperatoren auf diese Unterrdume, wobei
a = (d, ji1, j2) die jeweilige Darstellung bezeichnet. Auf jedem Unterraum soll eben-
falls ein positiv-semidefinites Skalarprodukt existieren, sodass Gl. 4.1 auch fiir die

Projektionen der Felder gilt:

0< // f(xa, 1) fas, x4) (0|7 (z1) ' (25) g pa3) E(4)]0). (4.2)

Die projizierten Korrelationsfunktionen koénnen weiter spezifiziert werden, indem
man den Casimir-Operator der konformen Gruppe verwendet. Fiir jede Lie-Algebra
kann man einen solchen Operator definieren, der mit allen Elementen der Algebra
kommutiert. Dementsprechend ist er in jeder Darstellung proportional zur Identitét

und seine Eigenwerte charakterisieren die jeweilige Darstellung.
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4 Analyse der Ergebnisse
Der Casimir-Operator der konformen Algebra lautet (siche [Knul2] S.12):
1 124 1 H Iz 2
C:§M M,w—i-g P,K" + K,P" | — D~.

In jeder irreduziblen Darstellung der konformen Gruppe hat er dann die Form
C = A\, I, was mit Hilfe der Projektoren geschrieben werden kann als C II, = A\, I1,.

Fir die projizierte Korrelationsfunktion bedeutet dies

(01! (1) @' (w2) € T d(3) €(24)[0) = Aa(0[€" (1) &' (2) T Ba3) €(20)]0).  (4.3)

Nun zieht man den Casimir-Operator vor die Korrelationsfunktion. Dazu driickt man
ihn wie oben angegeben durch die konformen Generatoren aus, deren Kommutator-
relationen mit den Feldern durch GI. 2.2, 2.6 und 2.10 gegeben sind. Die Generatoren
l6schen den Vakuumzustand auf der linken Seite aus, sodass lediglich die Ableitungen
der Felder tibrig bleiben, die hier zusammengefasst werden zum Differentialoperator

®. Man erhalt also die Eigenwertgleichung:

D0l (21) @' (w2) T d(3) €(24)[0) = Aa(0I€" (1) 67 (2) T p(3) (24)]0).

Fiir Skalarfelder ist diese Gleichung eindeutig durch so genannte Partialwellen 16sbar

(siehe [DoOs04] S. 493 f). Die projizierte Korrelationsfunktion ist dann von der Form

(0[€" (1) @' (w2) I (5) €(4)[0) = Bafa(wr, w2, 23, 24).

Dabei sind die Partialwellen (3, explizit bekannt und ihre Koeffizienten B, sind
Funktionen der Vorfaktoren ¢;; in der konformen Korrelationsfunktion aus Gl. 2.19.

Man kann die Partialwellen nun so wéhlen, dass das Integral in GIl. 4.2 positiv ist:

//f(l'g,I1>f(l'3,I4>/8a(l’1,l’2,$37$4) > 0. (4.4)

Damit GIl. 4.2 erfiillt ist, muss also fiir die Koeffzienten gelten:

B,>0 Va. (4.5)
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4.1 Positivitdt von konformen Korrelationsfunktionen

Dann ist auch automatisch Gl. 4.1 erfiillt, da die gesamte Korrelationsfunktion die

Summe ihrer projizierten Anteile ist.

[ [iroigsiocion =3 [ [ Friole's moeo
=SB [ [ Ff fuz0

AuBlerdem stellt die Positivitat der Partialwellen-Koeffizienten sicher, dass die Beitrage
von positiven Unterdarstellungen mit den richtigen Vorzeichen in die 4-Punkt-Funktion
eingehen. Um die Positivitdt zu untersuchen, muss man also die Korrelationsfunk-
tion in den Partialwellen entwickeln und die Koeffizienten B, berechnen. Aus der
Forderung in Gl. 4.5 erhalt man dann Ungleichungen fiir die Koeffizienten ¢;; der
Korrelationsfunktion untereinander. Diese Ungleichungen sollen fiir die Ausgangs-
funktion (0]¢*(z1)p*(z2) @(x3) ¢(z4)|0) und die aus der chiralen Ward-Identitat er-

haltene Komponentenfunktion (0]¢*(z1)m*(x2) m(z3) ¢(z4)|0) verglichen werden.

4.1.2 Entwicklung der Korrelationsfunktion in Partialwellen

Die Entwicklung der 4-Punkt-Funktion in Partialwellen wurde nach der in [NiReTo05]
vorgestellten Methode durchgefiihrt. Dafiir muss die Funktion vom Typ (0|A* B*B A|0)
sein, wobei die Felder A und B die Skalendimensionen d4 und dp haben sollen.
Zunéchst klammert man wie in Gl. 2.21 einen Vorfaktor aus und driickt die verbleibende

Funktion f durch die konformen Cross-Ratios s und ¢ in Gl. 2.20 aus.

(0] A* (1) B* (22) B(ws) A(w4)|0) =: M
(5™ f(s,t)
- (7) EATIEATET A

Die Partialwellen werden mit drei Indices gekennzeichnet: 3%, .
Dabel ist § := dg — d 4. Durch L sowie den Twist x werden die irreduziblen Darstel-

lungen charakterisiert, wobei nur solche mit j; = jo, = j auftreten.

1 ]2) = (L+2K“> L/27 L/2>

= K

a=(d,j
d
9 ]

no| b
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4 Analyse der Ergebnisse

Diese Darstellungen miissen dem in Kapitel 2 beschriebenen Unitaritatsbound gentigen,
da sie andernfalls ein indefinites Skalarprodukt besitzen wiirden. Daraus ergeben sich

folgende Bedingungen an die Werte von x und L:

Far L>0: d>L+2 = k>1

Fir L=0: d>1 oder d=0 = k2> oder k=0. (4.7)

DN | —

AuBerdem folgt aus der Rationalitét der 4-Punkt-Funktion, dass (k —9/2) ganzzahlig
sein muss. Die Entwicklung der Funktion in Partialwellen ist von folgender Form
(siche [NiReTo05] S.289 ff):

(0] A" (1) B (2) B(x5) A(24)|0) =

)dA ZL BHL BgL(‘S? t)

(x3y)% (233)0 (234

= (j)dA f(s,t) = anL B (s, ). (4.8)

Fiir die weitere Rechnung werden die chiralen Variablen u und v verwendet, die

Funktionen der Cross-Ratios sind.
S=u-v t=(1-u)-(1—-wv) (4.9)

Die Partialwellen selbst sind durch folgende Kombinationen von hypergeometrischen

Funktionen o F} (a, b; ¢; z) darstellbar:

uUu—v

uw
gL = <G2+L5/2(U) Giflfé/Q(U) - G2+L76/2(U> Gi16/2(u)>' (4.10)
Dabei sind die Funktionen G%(z) definiert als:
Go(2) = 2" oF\ (v, v; 2v + 6; 2).

Durch Einsetzen von Gl. 4.10 in Gl. 4.8 ergibt sich dann:

u—uv /5%
() f(s,t) = Z By (Gi-&—L—é/Q(u) Gi—l—&/Q(U) - Gi-‘,—L—&/Q(“) Gi—l—&/Q(“))'
Kk,L

uv t
(4.11)
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4.1 Positivitdt von konformen Korrelationsfunktionen

Driickt man auch die linke Seite der Gleichung durch die chiralen Variablen u und v

(u=v)

aus, so wird diese bis auf einen moglichen Term o< zu einer endlichen Summe

aus Kombinationen der Form

z
1—2z

(ui oder ﬁz> . (vj oder @j) — (vi oder @’) . (uj oder ﬁj), 1,7 >0 2:=

Diese Kombinationen kénnen ebenfalls als Reihen in den erweiterten hypergeometrischen

Funktionen G°(z) entwickelt werden. Fiir § > 0 lautet diese Entwicklung:

v __ Z (_1)V_p ((p)lffp)2 G&(Z)

vep+Np (V _p)| (V +p+ 6 — 1)V_P Y

AV (p)u—p (p + 5)1/—17
2= V€§NO -l wtpto—Dn, Go(2). (4.12)

Dabei bezeichnet (q),, das Pochhammer-Symbol:

1 falls n =0
qg-(g+1)-...-(¢g+n—1) fallsn >0.

Setzt man dies auf der linken Seite von Gl. 4.11 ein, so ergibt sich dort (ohne den
gesonderten Term) eine Summe Y-, X, (GZ(U) G (v) — G5(v) G,‘i(u)) Jetzt kann
man einen Koeffizientenvergleich in den G°(z) durchfithren und die Entwicklungsko-
effizienten B, ablesen. Dafiir muss man die Indices p und v folgendermafien durch

x und L ausdricken:

4] 4]
,U,I/i—l-L—§ u:/i—l—i falls p>vwv

)
p=r—1-— V:K+L—§ falls p < w. (4.13)

2
Die Entwicklungskoeffizienten B,y lauten also:

Bir = Xuir-5/2, n-1-6/2 — Xx-1-6/2, x+L-5/2-
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4 Analyse der Ergebnisse

4.2 Vollistandige Analyse der gemischten skalaren

Funktion

4.2.1 Priifung der Polschranken und des Unitaritatsbounds

Wie im letzten Abschnitt beschrieben, wird die Korrelationsfunktion auf die ver-
schiedenen irreduziblen Darstellungen der konformen Gruppe projiziert, die durch
die Zahlen x und L charakterisiert sind. In GI. 4.7 sind die moglichen Kombinationen
dieser Werte aufgelistet, die dem Unitaritdtsbound gentigen.

Ergibt nun ein Summand in der Korrelationsfunktion bei seiner Entwicklung gemaf
Gl. 4.12 verbotene Kombinationen von « und L, so muss sein Koeffizient ver-
schwinden. Durch die Betrachtung der in Gl. 2.18 gegebenen Polschranken kann
dies bereits zum Teil iberpriift werden: Verletzt ein Summand der Korrelationsfunk-
tion diese Schranken, so wiirden in seiner Partialwellenentwicklung Darstellungen
auftreten, die nicht den Unitaridtsbound erfiillen. Deshalb wird als erstes die Ein-
haltung der Polschranken fiir alle moglichen Paare von Feldern in der Korrelation
tiberpriift. Das erste Feld im Multiplet ¢(z) hat eine Skalendimension von d = 3
und das Komponentenfeld m(z) dementsprechend d' = 4.

Auflerdem sind beide Skalarfelder, also sind alle Spinquantenzahlen 0. Dasselbe gilt
fiir die komplex konjugierten Felder, wodurch sich die folgenden Polschranken fiir

die Korrelationen zwischen den Feldern ergeben:

o (1) <> p(z4) : fhmax = 3 m*(xe) > m(x3) ©  fhpax = 4
90*(371> A m(xB) : Pmax = 3 m*(x2) AN @(374) © Hmax = 3
O (1) > m*(x2) © fmax = 3 m(z3) <> ©(x4) © fmax = 3. (4.14)

Somit diirfen in der Korrelationsfunktion in Gl. 3.32 die Terme z%5, 23,, 73,, 3, und
7%, im Nenner maximal mit dem Exponenten 3 vorkommen, der Term 3, maximal
mit dem Exponenten 4. Im zweiten Summand steht (z%,)*(23,)* im Nenner. Da
dies die Polschranken verletzt, muss der Term wegfallen, was allgemein nur erreicht

werden kann durch die Bedingung
A =0. (4.15)

Die iibrigen Terme geniigen zwar den Polschranken, in ihrer Entwicklung kénnen

aber trotzdem noch verbotene Partialwellen vorkommen. Dies kann man an den
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4.2 Vollstindige Analyse der gemischten skalaren Funktion

auftretenden Potenzen von s und ¢ nach der Multiplikation der Funktion mit (s/t)%
sehen. Die Potenz des fithrenden Terms in s gibt den Startwert fiir x an, der
dazugehérige Faktor in ¢ ist von der Form (1 —¢)%- (14+O(1—t)) (siche [NiReTo05]
S.289). Um die Funktion in Gl. 3.32 in die Form von Gl. 4.6 zu bringen, klammert
man den Faktor (z%,)73(z3;)* aus, da d4 = 3 und dp = 4 gilt.

(01" (1 )m*(z2) miazs) p(e2)]0) = F4A+&B+D>

(z 4)3( 3)!

2
+83’<t 2_>

3t t2 12
+SB”<2+ 2—3)
S S
t2
+4C +———2
S
. t ot
+8D 3§+3§2_25+§ (4.16)

Die fithrende Ordnung von s nach der Multiplikation mit (s/t)® ist hier s°, was
einem Wert von k£ = 0 entspricht. Dann muss auch L = 0 sein, in den Termen
ohne s darf also auch kein ¢ vorkommen. In GI. 4.16 sollten entsprechend Ausdriicke
o 573 nur die Potenz t3 enthalten, da dies nach der Multiplikation mit (s/t)* von
der Dimension 1 ist. In den Summanden mit B” und D’ treten jedoch die Terme
t1/s3, 12/s3 und t/s auf, die zu verbotenen Partialwellen fithren wiirden. Somit
diirfen diese beiden Summanden nicht in der Korrelationsfunktion stehen und ihre

Koeffizienten miissen ebenfalls verschwinden:
B"=0 D' =0. (4.17)

Die Bedingungen in GIl. 4.15 und 4.17 zeigen bereits, dass eine positive Ausgangs-
funktion (0]¢*(z1)¢*(z2) ¢(x3) ¢(x4)|0) nicht automatisch zu positiven Komponenten-

Korrelationen fithren kann.

4.2.2 Positivitats-Analyse

Fiir die Partialwellenentwicklung der dank Gl. 4.15 und 4.17 bereits stark verein-
fachten Korrelationsfunktion berechnet man zunéchst den in GIl. 4.11 gegebenen
Teil.
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4 Analyse der Ergebnisse

Dabei miissen alle Terme so umgeschrieben werden, dass keine Produkte von w mit
@ oder v mit ¥ vorkommen. Fiir die Funktion (0|¢*(x1)m*(x2) m(xs) p(x4)|0) sieht

dieser Teil dann folgendermaflen aus:

T (0)" 0= ) e vt o

uv t uUv

2 t3 t2 t2
+8B’<t +2t_t>+4c< +—>]
S

+8B/(@%(0 — 1) — 8*(6t — 1))
+4C (v —1) = d(u— 1) +u —v). (4.18)

Nun koénnen die Entwicklungen aus Gl. 4.12 mit den entsprechenden Werten fiir p

und § = 1 eingesetzt werden:

u—1v (s (3)p—3 (43
(t) fs,) _24AZZ —3)! =2 (v +2),s

uv u3y2

- (G,ﬁ(u) GL(v) - Gl(w) GL(v))

8(B+ D) Z Z —2 (3)u—2 . (2),1— (v —=1D(=1)"1

u=2v= 1 ( D+ 2)u2 (v+1),
- (Gi(u) GL(v) - G},(u) Gi(v))

+ 8B’

(3)u 2 (2>V—1 1 1
M e e vl G

- Gl ) GL)) - i Oz Ghs (G110 630) - i) Gi(v))]

i (= 2)! (1 +2)2

+4C il 2 (u(ih{):_l (v - 1+)!§)_V1_)1V_ _ (G;(u) GL(v) — GL(u) G;L(U)>
+ i (1 — 1)'((/;j_):);: (2)p-1 (Gl( ) GL(v) — Gh(u) Gi(@)] (4.19)
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4.2 Vollstindige Analyse der gemischten skalaren Funktion

Dabei wurde verwendet, dass (1),_; = (v — 1)l und G}(2) = 2° - 2 F1(0,0;1;2) = 1
gilt. Somit kénnen die Summen mit nur einem Index interpretiert werden als Teil

der Doppelsumme fiir v = 0.

Da k — 9/2 = k — /2 ganzzahlig sein soll, muss x halbzahlig sein, wobei fiir

k = /2 nur der Wert L = 0 erlaubt ist. In allen anderen Féllen kann L jede nicht-
negative ganze Zahl sein. Wie man sieht, gibt es beliebig viele Koeffizienten B,
jedoch entstehen fiir groflere Werte von x und L schwéchere Ungleichungen als fiir
kleine Werte, sodass man keine neuen Informationen mehr erhéalt. Im Folgenden
sind die relevanten Kombinationen von x und L mit den aus GIl. 4.19 berechneten

Koeffizienten aufgelistet.

(l) H—g L=1 XQO_XOQZ_SB,_4CZO
3 48 4
b =—- L=2 X30— X3=——B' —-C2>0
) at 9 30 03 5 5 =
5 /
C) H:§ L=0 X21—X12:8B+4020
) 48 4
d =—- L=1 X311 —Xi3=—B'+-C>0
) =5 31 13= % +5 =
7 o2

Kombiniert man die Ungleichungen a) und ¢) sowie b) und d), so erhélt man folgende

Bedingungen:

1
8B'+4C =0 & B’:—iC’

48 , 4 1
B 4+-C=0« B =——2C
57 75 12

Woraus sich zwangsléufig ergibt dass

C=0 ud B'=0. (4.21)

Somit wurde die Korrelationsfunktion (0]¢*(z1)m*(z2) m(x3) ¢(x4)|0) auf drei Sum-

manden reduziert.
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4 Analyse der Ergebnisse

Bei Betrachtung der Funktion fallt zudem auf, dass die Positivitatsanalyse hier nur
Relationen zwischen A und (B + D) ergeben kann, jedoch keine fiir B und D un-

tereinander. Die verbleibende Ungleichung in e) lautet nun:

24 A+ 8(B+ D) > 0. (4.22)

4.3 Vergleich von Ausgangsfunktion und

Komponentenfunktion

4.3.1 Positivitatsanalyse der Ausgangsfunktion

Die Ausgangsfunktion (0]¢*(z1)¢*(x2) @(x3) ¢(x4)|0) entspricht der 0. Ordnung in
den Grassmann-Variablen bei der Entwicklung der superkonformen 4-Punkt-Funktion
und wird dementsprechend nicht verindert. Die Uberpriifung der Polschranken und
der Einhaltung des Unitaritdtsbounds fiir die gemischte skalare Funktion hat ergeben,
dass die Koeffizienten A’, B” und D’ alle verschwinden miissen. Deshalb wird die
Positivitatsanalyse fiir die Ausgangsfunktion ebenfalls ohne die zugehérigen Terme

durchgefiihrt. In dieser Funktion wiirde normalerweise der oben erwéhnte Sonder-

term oc “=¥ auftreten. Da dieser jedoch zum Koeffizienten A’ gehort, kann die Par-
tialwellenentwicklung problemlos durchgefiihrt werden. Hier sind die Felder A und

B gleich, dementsprechend gilt d4 = dg = 3, also § = 0.

In GIl. 2.21 ist somit bereits der richtige Vorfaktor ausgeklammert und man kann
die dortige Form der Funktion f(s,t) verwenden. Der Term fir die Partialwellenent-

wicklung lautet damit:

_ 3
“-v (j) f(s,t) = A(u3v2 + @30% — w0 + ﬁ2173>
uv

+D((w? = a*) (0% +v—0) = (V* = 8*) (@ +u—1)). (4.23)
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4.3 Vergleich von Ausgangsfunktion und Komponentenfunktion

Nach Einsetzen der Entwicklung aus Gl. 4.12 erhalt man:

u—2ov [5\° ((3),-3)* ((2),-2)
<t) AZ Z =2 (v+1),_s

uv D (e =3) (+2)u-s

~ ((—1)#“” + 1) (G 620 - 63w) GEw))

+ BME:Q; (2()2!)6;2121%—2 : ((VV)_:I)! : ((—1)u—2 — 1) <(—1)u—1 _ 1)

(G 620 - GYw) Ghw))
/ ((2)u—2)2 (v —1)! p—2+4v—1
LY Gt e (V)

u2u1

(G 6w - G G

53 W () - (6 Gaw) — GG G )

p=1 (M)#—l
I e P G CLERLELD)

+D

((2)u-2)? ((2)y-2)? =
ZZ RUES RO <(_1> _1)

pn=2v= 2 2>‘ (M+ 1)#—2

(e GS(v) - Gh(w) Gav))

FE 3 s o () ()
- (Gg<u> G(v) — G(u) Gg@))] . (4.24)
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4 Analyse der Ergebnisse

Da in diesem Fall 6 = 0 gilt, darf x nur ganzzahlige Werte > 1 annehmen. Die
ersten drei Koeffizienten, die nicht-triviale Informationen ergeben, sind im folgenden

aufgefiihrt.

f) k=2 L=0 X21—X12:QB/—|—CZO

2 1
g) /ﬁ}:?) LIO X32—X23:2A+QB+§B/—6CZO

1 1
h) k=4 L=0 X43—X3429A—*B+7

1
B + — D>
5 5 10 +6OC+ =0

(4.25)

4.3.2 Vergleich der Positivitatsbedingungen

Die Bedingung B’ = 0 = C' aus der Analyse der Komponenten-Korrelationsfunktion
bedeutet eine deutliche Positivitdtsverscharfung im Vergleich zur Ausgangsfunktion.
Dort entstehen lediglich Ungleichungen zwischen diesen Variablen, wie man in f)
sieht.

Setzt man in den Termen in Gl. 4.25 B’ = 0 = C, kann man die verbleibenden
Relationen vergleichen. Man kann die Korrelationsfunktion so normieren, dass A = 1

gilt. Dann ergibt die Analyse der Ausgangsfunktion:
B> -1 B <5D+9.
Aus GI. 4.22 erhalt man in diesem Fall
B>-3-D.

Betrachtet man jeweils nur noch einen der beiden Parameter, so siecht man, dass
keine weitere Positivitdtsverscharfung auftritt. Mit (I) sind dabei die Bedingungen
aus der Analyse der Ausgangsfunktion gekennzeichnet, mit (II) die aus der Analyse

der Komponentenfunktion.
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4.4 Uberpriifung der Polschranken der fermionischen Funktion

4.4 Uberpriifung der Polschranken der fermionischen

Funktion

Da die Positivitatsanalyse mittels Partialwellenentwicklung bisher nur fiir Korrela-
tionsfunktionen von Skalarfeldern moglich ist, kann fiir die rein fermionische Funk-
tion lediglich das Einhalten der Polschranken iiberpriift werden. Das linkshéndige
Spinorfeld hat die Quantenzahlen (d, j1,j2) = (3/2,1/2,0), das rechtshindige Feld
(3/2,0,1/2). Eingesetzt in Gl. 2.18 ergibt dies die folgenden Polschranken:

1;(.%1) Ae w($4) ! Mmax =4 ¢(x2) AN ¢($3) D Mmax = 4
15(*%1) < (r3) 1 fmax = 4 25(332) S P(T4) 0 fmax = 4
'(E(a:l) A 15(*772) : Hmax = 3 2/)(563) « ¢($4) : Hmax = 3. (426)

Dementsprechend diirfen die Terme z%,, 23, ¥?; und z3, im Nenner maximal mit
der Potenz 4 auftreten, die Terme %, und zZ, nur mit der Potenz 3.

Wie bereits beschrieben, muss die Funktion zur Uberpriifung dieser Schranken nicht
vollstandig entwickelt werden, sondern es geniigt, die auftretenden Nenner zu betrach-
ten. Durch die Analyse der skalaren Komponenten-Korrelation sind bereits alle Ko-
effizienten in Gl. 3.8 bis auf A, B und D weggefallen, sodass alle weiteren Korrela-
tionsfunktionen hochstens diese drei Teile enthalten kénnen.

Die Summanden mit den Faktoren A und B bestehen nur aus Potenzen von Z,,
multipliziert mit dem Gesamtvorfaktor der superkonformen 4-Punkt-Funktion. Die
Invariante Z, ist ein Quotient aus superkonformen 2-Punkt-Funktionen mit £ = 1,
der Vorfaktor entsprechend mit & = 3. Wie man an der Entwicklung in GIl. 3.14
sieht, ist die hochste mogliche Potenz im Nenner k + 1. Die ergibt dann fiir die vier

Summanden der Koeffizienten A und B die folgenden minimalen Vorfaktoren:

1 1
_>

(23,)3(23,)? (z34)*(235)

7, B 1 R 1
(J}%4)3<I%3)3 (x%4)2(x%3)2x%3x%4 (I%4)3(ZE%3)3($%3)2($%4)2

73 B 1 . 1
(SL’%4)3<:E%3)3 x%4x%3(x%3)2(x%4)2 (I%4)2(I%3)2(1’%3)3(I%4)3

L = ! SN S (4.27)
(z1,)3(23)®  (223)%(23,)? (zl5)*(230)* '
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4 Analyse der Ergebnisse

Wie man sieht, tritt in diesen Termen keine Verletzung der Polbounds auf.
Fiir den Summanden D benétigt man zusitzlich die Entwicklung von Z;'. Lasst
man alle Teile mit nicht-chiralen Grassmann-Spinoren in Gl. 3.24 weg, so ergibt
sich:

1 2 a2 - _

—_— = 7y12 y34 1 +4Z'y14y 040‘”91 + () .

o 9%4 y%:a y%4

Die maximale Potenz im Nenner ist also (z%,)%r3, und fiir den gesamten Vorfaktor

des Koeflizienten D erhalt man:

1 1
LEPEEF G PR 2

Dies wird nun mit dem entsprechenden Polynom in 7" aus Gl. 3.8 mulipliziert, wobei

dort nur die Terme bis zur 4.0rdnung mit der Grassmann-Kombination 63, 6, él, 0y
bentotigt werden. Die entsprechenden maximalen Nenner wurden in Kapitel 3.4

ermittelt, was dann qualitativ die folgende Struktur fiir das Polynom ergibt:

1 — 4T —8T% — 1—42'[ ()2 o(9§)+( (--) Y () oy (...)

5%2934 §%2 y§4 (ﬁz)Q (y§4)2 ?ﬁ2 (y§4)2

@JQym%@a@ﬂ—8[ﬁZOWﬁﬁﬁ”'

+ 47— —
(3/%2)23/34 (y%Q) (3/:%4)2

(4.29)

Hier trigt also (x%,)?(23,)? als hochste Potenz im Nenner zur Korrelationsfunktion
bei, sodass auch nach Mulitplikation mit dem Bruch aus Gl. 4.28 keine Verletzung
der Polschranken entstehen kann. Somit bedingt die rein fermionische Korrelation
keine weiteren Einschrénkungen an die Koeffizienten.

Die Betrachtungen zu den Teilen A, B und dem Vorfaktor von D gelten allgemein.
Um die Polschranken weiterer Korrelationsfunktionen zu iiberpriifen, miisste man

dann noch die entsprechenden Teile aus T fiir den vollstéandigen Term D untersuchen.
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5 Zusammenfassung und Diskussion

In Kapitel 2.6 wurde zunéchst die allgemeinste, global konform invariante 4-Punkt-
Funktion von einem komplexen Skalarfeld mit der Skalendimension 3 bestimmt. Sie
diente als Ausgangspunkt fiir die Berechnung der superkonformen Korrelationsfunk-
tion. Die Dimension 3 wurde als Testfall gewéhlt, da die Funktion hinreichend kom-
plex ist, um eine Vielzahl an moglichen Effekten iiberpriifen zu kénnen, aber auch
hinreichend einfach, um die Berechnung iibersichtlich zu halten. Durch Anwenden
der chiralen Ward-Identitdt, konkret also des Differentialoperators aus Gl. 3.1, auf
diese Funktion wurde der allgemeine Ausdruck in Gl. 3.8 fiir die 4-Punkt-Funktion
von zwei chiralen und zwei antichiralen Superfeldern gefunden. Von dessen Entwick-
lung in den Grassmann-Spinoren wurden dann die Summanden untersucht, deren
Koeffizienten der gemischten 4-Punkt-Funktion der beiden Skalarfelder ¢ und m
und der rein fermionischen Funktion des Feldes 1) entsprechen.

Die vollsténdige Entwicklung der superkonformen Korrelationsfunktion in den chi-
ralen Grassmann-Spinoren 6, 65, 05, 6, wiirde 19 Summanden ergeben, woran man
bereits sieht, dass 62 der 81 moglichen Komponenten-Korrelationen in Gl. 3.17
null sein miissen. Die Berechnung aller Entwicklungsterme wére sehr aufwéandig,
da bereits der Ausdruck 7' eine lange Darstellung in Grassmann-Spinoren besitzt
und von diesem dann noch hohere Potenzen bestimmt werden miissten. Fiir eine
solche Rechnung wiirde sich die Verwendung eines Computers anbieten, da die
eigentliche Entwicklung hauptséichlich aus dem Ausmultiplizieren von Termen unter
Berticksichtigung der in Kapitel 3.2 vorgestellten Identitaten besteht.

Wie man aber in dieser Arbeit sieht, ist es sinnvoll, zunéchst nur die einfachs-
te skalare Komponenten-Korrelation (0|¢*m* m ¢ |0) zu berechnen. Ihr zugehoriges
Produkt aus Grassmann-Spinoren ist lediglich von 4. Ordnung und sie ist der Posi-
tivitdtsuntersuchung zugénglich. Durch die Analyse der Funktion sind fiinf von
acht Koeffizienten weggefallen, wodurch sich die Berechnung weiterer Komponenten-
Korrelationen deutlich vereinfacht. Insbesondere enthélt die superkonforme 4-Punkt-

Funktion nur noch einen Summanden mit Potenzen von T'.
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5 Zusammentfassung und Diskussion

In der mir zur Verfiigung stehenden Zeit konnten dariiber hinaus nur noch die
Polschranken der rein fermionischen Funktion untersucht werden, was keine weiteren
Einschrankungen ergab. Eine andere interessante Funktion ware noch die skalare
Korrelation (0/m* m*m m |0), da auch sie einem Positivititstest unterzogen werden
konnte.

Die zentrale Frage, ob die Positivitdt der Ausgangsfunktion (0|¢* ¢* ¢ ¢ |0) dazu
fithrt, dass auch alle weiteren 4-Punkt-Funktionen der Felder im Multiplet positiv
sind, kann nach der Analyse in Kapitel 4.2 eindeutig mit Nein beantwortet werden.
Wiirden alle Komponenten-Korrelationen automatisch die Positivitdts-Bedingungen
erfiillen, miisste man dieselben oder schwéchere Relationen zwischen den Koeffizien-
ten erhalten. Hier sind jedoch bereits bei der Priifung des Unitaritdtsbounds die
Koeffizienten A’, B” und D’ weggefallen und bei der Positivitatsanalyse nochmals
B’ und C.

Somit besteht die global konform invariante 4-Punkt-Funktion eines komplexen
Skalarfeldes ¢ nur noch aus maximal drei Summanden, wenn man das Feld in ein
chirales oder antichirales Supermultiplet einbettet und die Positivitdt der skalaren
Komponentenkorrelationen fordert, die sich mit der chiralen Ward-Identitét ergeben.
Auflerdem darf das fiihrende Feld nicht mehr reell sein, da die entsprechende Funk-
tion (0|¢(x1)e(xs) p(x3) @(x4)]0) invariant unter Vertauschung aller Argumente ist,
also A=A"=0,B=B =B"=0und D = D" = 0 gelten und die Korrelation
demnach verschwinden wiirde. Die Forderung nach Invarianz unter der superkonfor-
men Gruppe fithrt also im Bereich der skalaren 4-Punkt-Korrelationsfunktionen zu

stéarkeren Einschrankungen der Theorie als durch die konforme Symmetrie.
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