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1 FEinleitung



2 Grundlagen

Im Folgenden mochte ich auf einige Grundlagen eingehen, die wichtig sind, um
schlieBlich mit der konformen Feldtheorie statistische Systeme zu beschreiben. Dazu
werde ich mit der (klassischen) konformen Gruppe in zwei Dimensionen beginnen,
um dann den Formalismus, in dessen Rahmen die konforme Quantenfeldtheorie
stattfindet, zu beschreiben. Weiterhin mochte ich auf den Energie-Impuls Tensor
und die daraus erzeugte Algebra eingehen, welche die der konformen Gruppe ent-

sprechenden Symmetriegruppe in einer Quantentheorie beschreibt.

2.1 Die konforme Gruppe in zwei Dimensionen

Die konforme Gruppe ist die Gruppe der winkeltreuen Abbildungen. Dies sind die

Transformation x* +— Z#, die
dz,d7" = w(z)*dr,dz" (2.1)

erfilllen. Fiir den Winkel ¢ zwischen x* und y* und den Winkel ¢ zwischen den

transformierten Vektoren z# und y* gilt dann:

_ dz,dg" _ w?dz, dy*
Vdz,dardg,dgr \Jw?de,dat - wdy,dyr

cos(p) = cos(yp).

Folglich ist die Abbildung winkeltreu.

In zwei Dimensionen (und mit einer euklidischen Metrik) wird die Bedingung
von allen (anti-)holomorphen Abbildungen erfiillt [9, 12]. Man mochte allerdings
eine Gruppenstruktur finden. Dazu miissen die Abbildungen zusétzlich invertierbar
sein und die ganze komplexe Ebene (inklusive dem Punkt bei +o00) wieder auf die

ganze komplexe Ebene abbilden. Diese globalen konformen Transformationen bilden



2 Grundlagen
die Mébius-Gruppe [9]

ar +b
cx+d’

Xr —

(a 2) € SL(2,R)/Zs (2.2)

Ihre Untergruppen werden von den Translationen, Dilatationen und speziellen kon-

formen Transformationen erzeugt [9, [12]:

(1 b) (ﬁ 0 ) ( 1 0)
gr = , gp = 1 , sk = .
01 0 \/_X —c 1

Physikalisch sind allerdings auch die lokalen Eigenschaften relevant. Daher betrach-
tet man trotzdem die Algebra der Generatoren aller (anti-)holomorphen Abbildun-
gen: Dies ist die Witt-Algebra mit Generatoren [l Sie erfiillen die Vertauschungs-
relation [9, [12]

Loy L] = (0 — M)y

Eine endlich-dimensionale Unteralgebra wird von den Elementen {li,ly} erzeugt

[9]. Dies sind Generatoren der Mobius-Transformationen.

In der konformen Quantenfeldtheorie ist diese Symmetrie allerdings gebrochen, so
dass (siehe Abschnitt (2.5)) eine andere Algebra, die Virasoro-Algebra, von Bedeu-

tung ist. Die Virasoro-Algebra ist eine zentrale Erweiterung der Witt-Algebra.

2.2 Wightman-Theorie

Die konforme Feldtheorie ist eine axiomatische Quantenfeldtheorie, welche auf der
Wightman-Theorie basiert. Daher werde ich im Folgenden kurz auf die Wightman-
Axiome eingehenf]

Relativistische Theorie

Man mochte eine relativistische Quantentheorie, daher wird zunéchst die Kovari-
anz unter der Poincaré-Gruppe gefordert. Zustande sind Elemente eines seperablen
Hilbertraums H mit einer unitdren Darstellung U(a, A) der Poincaré-Gruppe. Der

Generator P, der Translationen ist durch U(a,1) = exp(iP,z") gegeben. Es wird

1Sowohl die Generatoren der holomorphen als auch die der antiholomorphen Abbildungen bilden
jeweils eine Algebra. Da diese isomorph sind, betrachte ich im Folgenden nur einen Fall
Diese findet man beispielsweise in [11, [12]



2.2 Wightman-Theorie

zusatzlich gefordert, dass sein Spektrum im Abschluss des Vorwértskegels liegt. Da-
durch ist gesichert, dass es nur positive Energien gibt. Weiterhin gibt es einen unter

der Wirkung der Poincaré-Gruppe invarianten, eindeutigen Vakuumvektor 2.

Die Felder

Fiir jede Testfunktion f existiert ein Multiplett von Feldoperatoren ¢1(f), ..., @n(f),
welche mit ihren adjungierten Feldern ¢y (f)T,..., . (f)" auf einer in ‘H dichten
Doméne D definiert sind. Diese Doméane enthalt den Vakuumvektor 2. Unter der

Poincaré-Gruppe transformieren sich die Felder gemafl
Ula, A)gy(f) =X sua oo Af) it
{a,A}f(z) = ( o —a)).

Hierbei ist S eine endlich-dimensionale Matrixdarstellung der SL(2, C).

Lokalitat

Sind die Trager der Testfunktionen f und g raumartig getrennt, so gilt:

[ (f), er(9)]L =0
[pi(F), er(9)t] . =0

Wightman-Distributionen

Man betrachtet in der Wightman-Theorie hauptsachlich die sogenannten Wightman-

Distributionen. Dies sind die Vakuumerwartungswerte
WO (. x) = (Q, 01(21) - - - (@) Q)

Diese Distributionen sind Randwerte von in der Vorwartsrohre analytischen Funktio-
nen. Weiterhin sind sie invariant unter der Lorentz-Gruppe und unter Translationen.
Aus dieser Translationsinvarianz folgt, dass sie nur von den Differenzen der Koordi-

naten abhangen.

Mit Hilfe des Rekonstruktionstheorems [6] konnen die Felder aus den Wightman-

Distributionen rekonstruiert werden.
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2.3 Skaleninvarianz

Ausgehend von der Wightman-Theorie ist die Symmetriegruppe der konformen
Quantenfeldtheorie also zunichst die Poincaré-Gruppe, welche zur konformen Grup-
pe erweitert wird. In einer (14 1)-dimensionalen Theorie reicht bereits die Forderung
globaler Skaleninvarianz (zusétzlich zur Poincaré-Invarianz) um zu zeigen, dass die
Theorie unter der ganzen (globalen) konformen Gruppe invariant ist [I12]. Eine Ska-

lentransformation eines Feldes ®(x) ist von der Form:
UN)®(z)U(N)* = MNd(\), (2.3)

mit einem unitdren Operator U(\). Der Exponent he R, wird als Skalendimension
des Feldes bezeichnet.

2.4 Der Energie-lmpuls-Tensor

In jeder lokalen Quantenfeldtheorie gibt es einen Energie-Impuls-Tensor TH [5].
Durch diesen kénnen die Generatoren der Symmetrietransformationen definiert wer-
den. In zwei Dimensionen hat er einige schone Eigenschaften, die im Lischer-Mack-
Theorem [7] zusammengefasst sind. Hierbei wird T als symmetrisches, erhaltenes
Tensorfeld, das den Impulsoperator P* = [ dz' T"0 definiert, vorausgesetzt. Es fol-
gen die Spurfreiheit und die Skalendimension h = 2 von T"". Weiterhin kann man

zwei entkoppelte chirale Felder

T() _ TR(t — x) = % (TOO + TOl) (t B l‘) (2 4)
T =T (t+ ) '

finden. Diese erfiillen die Vertauschungsrelationen

[TR,TL] = 0 und (25)
T(@), TW)] = i(T()+T) 5@ —y) 56" )

wobei ¢ > 0 eine Konstante ist.

Die Parameter ¢ aus Gleichung (22.6) und A aus (2.3]) spielen eine wichtige Rolle bei
den Hochstgewichtsdarstellungen (siehe Abschnitt (2.5))) der von {7, ¢ - 1} erzeug-
ten Algebra A, welche wegen des Entkoppelns der Felder Tx und T}, als Produkt



2.4 Der Energie-Impuls-Tensor

A= A; ® Ap geschrieben werden kann.
Wichtige Groflen sind die N -Punkt-Funktionen (-) = (€, -Q), wobei {2 der Vakuum-

vektor ist. Wegen der Translationsinvarianz kénnen diese nur von den Differenzen
der Koordinaten x; —x; abhangen. Die Zwei-Punkt-Funktion im Vakuum kann man
aus der Vertauschungsrelation berechnen [I2]. Weiterhin lassen sich die N-
Punkt Funktionen rekursiv aus den (N —1) und (N —2) Funktionen berechnen [10].
Fir N = 1,2, 3 erhdlt man [10]:

@) = 0 -
M) = e

—C

TE)T@)T @) = T — i =7

Die Generatoren der Mobius-Gruppe lassen sich durch den Energie-Impuls Tensor
definieren [12]:

P = /T(x)d:zc, D = /wT(ﬂc)daﬁ, K= /5627’(37)(137-

Diese gehorchen den Vertauschungsrelationen
[P,D|=iP, [P, K|=2iD, [D K|]=iK,

wobei x die chirale Koordinate (x = 2% & z!) ist. Dass sie Generatoren der Mdbius-
Gruppe sind, sieht man durch Exponentieren dieser infinitesimalen Transformatio-
nen [12].

2.4.1 Die zentrale Ladung

Die zentrale Ladung c in der Vertauschungsrelation beschreibt eine Brechung
der konformen Symmetrie beim Ubergang von einer klassischen Theorie (in der die
Generatoren der Symmetrien die Witt-Algebra erzeugen) zur Quantentheorie. Eine
wichtige Forderung ist dabei das positive Spektrum des Impulsoperators, welche die
Diffeomorphismensymmetrie bricht (siehe Abschnitt (2.5])). Die Symmetrien werden

nun durch die Virasoro-Algebra beschrieben.
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Man kann zeigen [3], dass die zentrale Ladung mit der Casimir-Energie zusammen-
hangt: Fiir ein System auf einer Zylinderoberflache mit Umfang L findet man, dass
der Vakuumerwartungswert der Energiedichte nicht mehr gleich Null ist sondern
proportional zu ¢ (im Grenzfall L — oo geht also auch der Erwartungswert wieder

gegen Null).

Im Vakuumsektor ist die Mobius-Gruppe weiterhin die ungebrochene Symmetrie-

gruppe [12].

2.5 Die Virasoro-Algebra

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit der Algebra, die vom Energie-Impuls Tensor

erzeugt wird.

Die Fouriertransformation der chiralen Felder (2.4)) fithrt zu [12]:

mit den Operatoren

L, = %/dx(l — i)' (1 4 i) T (z) = LF . (2.7)

Die Vertauschungsrelation der L,, ergibt sich aus (2.6):

Em(m? = 1)6pino- (2.8)

LmaLn: - Lmn
L Ll = (m = 1) L+ 5

Die von den L,, erzeugte Algebra ist die bereits erwahnte Virasoro-Algebra.
In Gleichung (2.7) sieht man, dass die Mobius-Gruppe von
1
LO = §(P + K) und

1

erzeugt wird. Der konforme Hamiltonoperator Lg ist in jedem Fall positiv, da P

positiv ist. Weil P zu K konjugiert werden kann, ist auch K > 0.

Wichtige physikalische Darstellungen dieser Algebra sind unitére Darstellungen po-
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sitiver Energie. Die L,, sind Leiteroperatoren fiir Lg:
[Lo, L) = —nL,.

Da Ly ein positives Spektrum hat, muss es einen niedrigsten Eigenwert h mit zu-
gehorigem Eigenvektor |h) geben, so dass L,|h) = 0V n > 0 ist. Da die L,, Leiter-
operatoren fiir Ly sind, ist auch der Vektor L,|h) ein Eigenvektor von Ly wenn |h)

schon ein Figenvektor ist und somit auch alle weiteren Vektoren der Form

Lo - L_p|h). (2.9)

k
Die zugehorigen Eigenwerte sind hierbei h + Z n;.
i=1
Dies fiihrt zur Hdchstgewichtsdarstellung der Virasoro-Algebra. Eine Basis des Dar-

stellungsraumes ist durch den Verma-Modul
Vi, = Span{L_,, --- L_,,|h)|ni > --ny >0}

gegeben, wobei die Vektoren {L_,,, ---L_,, |h) linear unabhéngig sind. Der Eigenwert

h ist die Skalendimension eines primdren Feldes ®(x) mit der Vertauschungsrelation

—i[T(z), ®(y)] = =¥ (y)d(x —y) + h- B(y)d'(z — y).

Primére Felder ®, sind Felder, die durch die Eigenschaft ®,(i)|0) = |h) aus der

Vakuumdarstellung eine Darstellung vom Gewicht h erzeugen [12].

Damit die Darstellung zu einer (unitiren) Hilbertraumdarstellung wird, muss es ein
positiv definites Skalarprodukt (-, ), . geben, welches durch die Hermitizitétsbedin-
gung L* = L_, bereits in Abhéngigkeit von h und c festgelegt ist [12]. Beziiglich
(-, )ne sind die Eigenrdume Vh(k) = Span{L_,, - - L_n,|h)| > n; = k} paarweise
orthogonal und es gilt V}, = p, Vh(k) [13]. Da die Darstellungsrdume in eine direkte
Summe von endlich-dimensionalen Eigenrdumen von L, zerfallen, zerfallt auch die
Matrix von (-, -)s. in eine direkte Summe von endlich dimensionalen Matrizen auf
den Eigenraumen. Man kann also Bedingungen fiir die Positivitat der Matrix von
(+,*)n.e durch Betrachten der einzelnen Summanden finden. Dies geschieht mit Hilfe
der Kac-Determinantenformel [I3]. Man findet, dass (-,-)p . positiv definit ist fir
¢>1und h > 0. Im Fall 0 < ¢ < 1 ist das Skalarprodukt indefinit mit Ausnahme
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einiger diskreter Werte h,, fiir h, bei denen (-,-), . semidefinit ist. In diesem Be-
reich fiir ¢ haben also die Verma-Moduln nichttriviale Kerne, sodass die Darstellung
reduzibel ist. Eine irreduzible Hochstgewichtsdarstellung erhalt man durch Bildung
des Quotientenraums des Verma-Moduls und des Kerns von (-, ). Insgesamt ist
die (Semi-)Definitheit (und somit die Unitaritét der Darstellung) gegeben fiir [12]

e ¢>1, h >0 (positiv definit)
e ¢>1, h =0 (positiv semidefinit)

e c=1, 0<h# % (positiv definit) und ¢ = 1,h = %2 (semidefinit)

0<e<l, ¢ = 1-— % (2.10)
m(m + 1)
(pm —q(m+1))* -1 _ ,
h=h,, = e p— (semidefinit)

mit p, geN, 1 <pg < k=> n; und m > 2.

Symmetriebrechung

In der Vertauschungsrelation (2.8)) sieht man sehr schon, dass durch die Forderung
von positiven Energien die Diffeomorphismensymmetrie gebrochen ist: Durch die
daraus resultierende Bedingung L,|h) = 0 Vn wird fir n, m > 0 die linke Seite
der Gleichung in jedem Fall Null, auf der rechten Seite bleibt jedoch noch ein kon-
stanter Term proportional zu ¢, welcher nur fiir m = 0, &1 verschwindet (M6bius-
Invarianz im Vakuum). Die zentrale Ladung ¢ ist proportional zur Zwei-Punkt-
Funktion (T'(x)T(y)). Im Fall ¢ = 0 wére nach dem Reeh-Schlieder-Theorem [12]
allerdings mit 7'(x)$2 = 0 schon T'(x) = 0.

2.6 Transformationen des Energie-Impuls-Tensors

Um reale Systeme beschreiben zu kénnen (beispielsweise Systeme mit endlicher Lén-
ge), muss es moglich sein, die Felder (2.4) zu transformieren. Man mochte also,
dass fiir diffeomorphe Koordinatentransformationen die Transformation der Energie-

Impuls-Dichten Automorphismen sind.

10
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Betrachtet man Diffeomorphismen R — R, z — 7(z), so findet man, dass die Ab-
bildung

D(x) (2.11)

mit der Schwarzschen Ableitung

,)//// 3 ,Y// 2
Dy=_—-5{=
72\
ein Automorphismus von Lie-Algebren ist. Die Schwarzsche Ableitung erfiillt

Dy(x) = =/ (x)?Dx(v). (2.12)

Die Automorphismuseigenschaft sicht man mit der Vertauschungsrelation ([2.6) wie
folgt:

[a (T(x)),a(T(y))] =i (2)*y' () - (T (y(z)) + T (v())) &' (v(x) —¥(v))

- 21_; (V' (@) (Y ()" - 8" (v(2) = (W) (2.13)
o ([T(x), T(y)]) =i (v (2)*T (v(x)) + ' W)* Ty (y)) &' (z — y)
- QZ_CW (Dy(z) + Dy(y) 8 (x —y) + 6" (x —y))  (2.14)
Zu zeigen ist also die Gleichheit der Gleichungen (2.13]) und (2.14)). Um die Gleichheit

der Terme mit Vorfaktor Qil—cﬂ zu zeigen, kann man mit der Identitat

beginnen. Durch Ableiten nach z und zweifachem Ableiten nach y erhélt man:

(6 6 W) 8" () =1 = 8" — )+ (T8 - T ey

(x —vy). (2.15)

3 Automorphismusbedingung: « ([T'(z), T(y)]) = [a (T(z)),a (T(y))]

11
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Fiir eine beliebige Funktion f gilt: (f(z) — f(y)) d(x—y) = (f(x) — f(x)) d(z—y) =
0. Durch Ableiten nach x und nach y wird dies zu

(f(x) = () 0"(x —y) = (f'(x) + f' () 0'(x —y) = 0.

Fir f = 77—/,/ folgt:

(2026 gy - (7”’(@ L) (v”<w>)2 _ (V”@))z) ' (z—y)

Y(y) () Y(z)  Y(y) ¥'(z) ¥ (y)
(2.16)

Weiterhin folgt aus (f(z) — f(y))>8(z —y) = 0 durch Ableiten (nach x oder y) auch
(f(r) — f(y))z 0'(x —y) = 0 und somit:

/y//(x)/y//<y> ) _1 ’Y”(I) 2 B 7,,(y) 2 / o
RTINS ((7’(1‘)) (7’(1/)) ) e =9) (2.17)

Setzt man nun (2.16)) und (2.17) in (2.15) ein, so erhdlt man:

(7 (2))* (Y (1)) 8" (v(z) = v(y)) = 6" (x — y) + (Dy(z) + Dy(y)) &' (x — )

Die Terme in (2.13) und (2.14) mit Vorfaktor & stimmen demnach iiberein.

Auf ahnliche Weise kann man die Gleichheit der ersten Summanden zeigen. Man

beginnt wieder mit

6 (y(z) =) = 7,@)5(93 —y) bzw. S(y(z) =) = 7,@)5(% —y)

und bekommt durch Ableiten nach x bzw. y:

V(@) (v(x) —y(y) = Fx—y) -

Y ()2 (v(x) —y(y) = dz—y)+ 5(z —y).

v'(y)

Damit und erneut mit (f(z) — f(y)) 0(z — y) = 0 erhélt man:
Y (@) ) (T (V@) + T (v(®) 8 (v(2) = 7 (»)

= (7' (@)*T (v(2)) + 7' @)*T (v(y))) &' (z — y)

12
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LT (@) — ()

+(Yor— ST 6D o =)
= (v'(@)’T (v(2)) + ' ()*T (v(y))) 8'(x — y)

Die Transformation (2.11)) definiert also einen Automorphismus:

2.6.1 Cayley-Transformation

Eine wichtige Transformation dieser Art ist die Cayley-Transformation. Diese bildet
R U {#o00} auf den komplexen Einheitskreis S' ab:

_1—|—ix
1=

P (2.18)

Betrachtet man nun eine Mobius-Transformation (2.2) fir # = 7<%, so bekommt

man:

14 ai 5 +b
Z_1+i:17}_) +Z<c-ii+§+d>_(d+a+i(b—c))-z+(d+a+i(c+b))
1 —ix 1_Z.<a~ii;i+b> (d—a—i(c+b) -2+ (d+a—ilb—rc))

-1—2z
CliTT +d

z

Die Mé&bius-Transformationen ([2.2)) sind also dquivalent zu

o

az+f3 a [
Z’—)Bz—kd’ ( ﬂ) € SU(1,1)

mit @ = 5 ((d+a)+i(b—c)) und 8 = 5 ((d—a) +i(c+1b)) (wobei der Faktor 3

notig ist, um det = 1 zu bekommen).

Die Cayley-Transformation ist beispielsweise wichtig, um ein System auf eine Zy-
linderoberflache zu transformieren. Dies ist ein Modell fiir ein System mit einer
begrenzten Raumkoordinate (wobei die Léange des Intervalls gleich dem Zylinder-

umfang ist) mit periodischen Randbedingungen und Zeitkoordinate ¢t € (—o0, 00).

13
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3 Systeme im Kasten

Anwendung findet die konforme Feldtheorie unter anderem in der statistischen Me-
chanik. Beispielsweise beim kritischen Verhalten bei Phaseniibergangen zweiter Ord-
nung ist die Skaleninvarianz realisiert. Die zu betrachtenden statistischen Systeme
haben allerdings eine endliche Ausdehnung, welche man auch bei der Beschreibung
in der konformen Feldtheorie beachten muss. Solche Systeme mit begrenzter Raum-

koordinate stehen im folgenden Kapitel im Vordergrund.

3.1 Der konforme Hamiltonoperator

Im Folgenden betrachte ich ein System mit endlicher Lange L und periodischen

Randbedingungen, also T’ (—%) =T (é)

Um dies zu beschreiben, kann man zunachst den zweidimensionalen Minkowskiraum
M auf einen Zylinder mit Umfang L transformieren: M — M = S xR. Dieser Raum

lasst sich dann wieder auf ein System der Lange L in der Ebene abbilden:

14+ , £
U — _ 621 arctanu __ 6227rL

1—1u

Folglich ist & := f(u) = Zarctan(u) bzw. u = tan (££). Daraus folgt mit der

Transformation (2.11)) und mit der Identitat (2.12)fiir den Energie-Impuls-Tensor:

T(f(w) = T(€) = f'(w)* (T(w) + 5= Df(w)

Mit f'(u) = £(1 +u?)™, 1+ u® = cos 2 (££) und

prw) - L3 (10

’ / 1_1 al f'(u
o) =3 (5] = @y - S )

15



3 Systeme im Kasten

erhalt man:

1= e (26) (7 on (58)) - e (39)

Der Hamiltonoperator berechnet sich daraus:

H - / AEThy = / QT () + / duT" (u)

1
= §(P++P—>a

wobei T (u) = T'(t £ x) die chiralen Felder ([2.4]) bezeichnet.

Durch Integration tiber £ ergibt sich mit v = tan (%5) = d{=7 cos? (%f) du:

P = %/Rducos_2 (%g) (Ti(u) _ é (1 +u2)_2>
- %/Rdu(l +u?) Ty (u) — 1;; larctan(u)]™

2 c
- (1 __)
L(Oi 24

Die letzte Gleichheit ergibt sich aus der Definition ({2.7) der Generatoren der Virasoro-

Algebra. Der Hamiltonoperator ist also:

™

H
L

(LU+ + Lo — 1—c2> (3.1)

3.2 Von der Quantenfeldtheorie zur statistischen
Mechanik

Ein Vorteil in der Quantenfeldtheorie ist die Tatsache, dass es (oft) moglich ist,
exakte Losungen fiir die betrachteten Modelle anzugeben. Diese exakten Methoden
mochte man gerne verwenden, um thermodynamische Groflen in statistischen Sys-
temen zu berechnen. Interessanterweise findet man [4], dass eine euklidische Quan-

tenfeldtheorie im Pfadintegralformalismus einem statistischen System entspricht.

Die (euklidische) Raumzeit, in der Quantenfelder existieren, kann durch Gitter-
punkte approximiert werden. Auf diesem Gitter wird eine Zeittranslation durch die
Transfer-Matrix beschrieben. Driickt man die Ubergangswahrscheinlichkeiten ap-

proximativ durch die Matrixelemente der Transfer-Matrix aus, so kann man zeigen

16



3.3 Zustandssummen im Kasten

[4], dass im Grenzfall eines gegen Null gehenden Gitterabstands dies gerade dem
Pfadintegral entspricht. Es gibt also einen Zusammenhang zwischen dem Spektrum
des Hamiltonoperators und dem Spektrum der Transfermatrix, so dass die beiden
Ansitze (das statistische Systeme und die euklidische Quantenfeldtheorie im Pfadin-
tegralformalismus) identifizierbar sind. Im Grenzfall eines unendlich ausgedehnten
Gitters ergeben sich aus dem Pfadintegral die Vakuumerwartungswerte, was einem
thermodynamisches System mit einer Temperatur 7' = 0 entspricht. Endliche Tem-
peraturen ergeben sich aus einer Quantenfeldtheorie in einem endlichen euklidischen

Zeitintervall.

Die euklidische Formulierung wird hierbei gewahlt, um Pfadintegrale als Grenzwerte
von Integralen iiber eine diskrete Raumzeit schreiben zu konnen, die, anders als im

Minkowski-Raum, wohldefiniert sind.

3.3 Zustandssummen im Kasten

Mit Hilfe des Hamiltonoperators kann man nun fiir das System auf dem Zylinder
Zustandssummen berechnen, aus denen wiederum die Zustandsgleichungen abgelei-
tet werden konnen. Da der Hamiltonoperator die Form hat ergeben sich diese
Zustandssummen aus den Charakteren y; der Virasoro-Algebra. Allgmein hat eine

Zustandssumme fiir ein System im Kasten der Lange L die folgende Form [12]:

Z(T,L) = Tr(e ") = xn+ @ xn- (3.2)
= T Tr(e_TM'LOJr ®6_TM'L°‘)
= —.¢Lo
= A-Tr (tL°)2 ,

wobei [ proportional zur inversen Temperatur ist.

Die Charaktere lassen sich demnach iiber die Eigenwerte von Lg berechnen. Sind
keine Nullvektoren in den entsprechenden Verma-Moduln, so sind sie von der Form
[12]

Xn(t) =1+ Z apt"**, (3.3)
k=1

wobei k = >"'_, n; der Eigenwert von Ly zu den entsprechenden Eigenvektoren (2.9)

ist. Der Faktor aj ist der Entartungsgrad (oft gibt es mehrere Mdoglichkeiten, aus
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3 Systeme im Kasten

den n; denselben Eigenwert zu bekommen). Dies fiihrt zu:

at) =" 1]+ _1 7 (3.4)
k=1
Zum Berechnen der Zustandssummen miisste man also unendliche Produkte berech-
nen. Da dies recht schwierig ist, werden im Folgenden nur die Grenzfalle fiir hohe
und tiefe Temperaturen betrachtet. Bei tiefen Temperaturen (8 — oo) werden die
t" = e ™ sehr schnell sehr klein, so dass man Naherungen machen kann. Bei
hohen Temperaturen kann man das modulare Transformationsverhalten der Cha-
raktere nutzen (siche Kapitel (3.3.2)), um aus dem Grenzfall tiefer Temperaturen

den Grenzfall hoher Temperaturen zu berechnen.

Weiterhin ergeben sich aus den Zustandssummen die innere Energie £ und, tiber

die freie Energie F', auch der Druck des Systems:

E = —93In(2) (3.5)
F = —3'In(2) (3.6)
p = —0,F=p"10,In(2)

3.3.1 Grenzfall: Tiefe Temperaturen

Tiefe Temperaturen mit ¢ > 1

Zunachst mochte ich Zustandssummen fiir tiefe Temperaturen mit einer zentralen
Ladung ¢ > 1 betrachten. In diesem Bereich kann h beliebige Werte annehmen und

man muss (aufler fiir h = 0) keine Nullvektoren in den Verma-Moduln beachten.

In der Vakuumdarstellung gibt es nur einen Nullvektor, der sich aus der Mobius-
Invarianz ergibt: L_;]|0) = 0. Der Verma-Modul wird also erzeugt von Vektoren der
Form L_y, -+ L_j,L_§,|0) mit k. > ---k; > 2 und man bekommt fiir die Zustands-

sumime:

2
. = 1
Z(T,L)=t12-|1
(7 ) 12 <+;}_[21_tk>
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3.3 Zustandssummen im Kasten

Da wegen 3 — oo die t* sehr schnell gegen Null gehen, kann man die Zustandssumme
und den Logarithmus dieser Zustandssumme nahern:
mZ(T,L) = In(th (14848 +00)’)

2-% <—i+€_2ﬁTﬂ +e—3ﬁT”)

Mit den Gleichungen (3.5) und (3.7)) ergeben sich nun Energie und Druck:

2 281 Uy

E = %(—i+2-e*%+3~e*%> (3.7)
2 T s

p = L_Z<_i+2'e_%+3.€_%> (3.8)

Dieser Zusammenhang kann fiir alle Systeme mit einer Zustandssumme, die nur von

dem Verhéltnis §/L abhéngen, gefunden werden:

: - -an(a()

| &
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3 Systeme im Kasten

Tiefe Temperaturen mit 0 < c < 1

Im Fall 0 < ¢ < 1 kann h nur die diskreten Werte h = h, , aus der Klassifizierung
(2.11) annehmen. Da das Skalarprodukt an diesen Punkten nur positiv semi-definit
ist [12), T3], miissen wegen der Nullvektoren in den Verma-Moduln Korrekturfaktoren

berticksichtigt werden.

Die Zustandssumme lasst sich schreiben als:

2(t) = #0735 () (o)
mit p(t H (1 —t*) und dem Korrekturfaktor [T2]
k=1

n(t) = Z grPm(m+1) (grimD=am) _yn(p(m+1)+am)+pa)

nez

Da t < 1, ist von n nur der Summand mit dem kleinsten Exponenten wichtig, also
nur derjenige mit n = 0: ny(t) = 1—t?9. Damit und mit der Potenzreihenentwicklung

von In(P(t)~2 ergibt sich nun fiir den Logarithmus der Zustandssumme:
In(Z) ~ — 2pm (h— —) +2ZZ Lk _ g
L 247
k=1 j= 1
Somit sind Energie und Druck:

E = i(h—EJrZZktﬂ“ qtpq>

k=1 j=1
= plL.

Der Korrekturterm in der Zustandssumme macht sich also erst bemerkbar, wenn die

Naherung fiir tiefe Temperaturen bis zur Ordnung k& = pg durchgefithrt wird.

3.3.2 Grenzfall: Hohe Temperaturen

Im Grenzfall hoher Temperaturen (3 — 0, t — oo) konnen nicht ohne Weiteres
Naherungen durchgefiihrt werden. Um dennoch etwas iiber diesen Grenzfall aussa-
gen zu konnen, kann man die modulare Invarianz der Zustandssumme nutzen. Im

Folgenden werde ich zunachst kurz auf diese Symmtrie eingehen, um dann mit ihrer
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3.3 Zustandssummen im Kasten

Hilfe das Hochtemperaturverhalten der Zustandssumme zu bestimmen.

Modulare Symmetrie

Zuniichst mochte ich die modulare Symmetrie auf einem Torus betrachten(]

Eine mogliche Definition eines Torus geschieht tiber zwei linear unabhangige Gitter-
vektoren, wobei die Punkte diejenigen sind, die sich um eine Linearkombination mit
ganzzahligen Koeffizienten von diesen Vektoren unterscheiden. Betrachtet man ein
Gitter in der komplexen Ebene, welches von zwei senkrecht aufeinanderstehenden
Vektoren L; und Lo aufgespannt wird, so kann allgemeiner ein Torus auch durch
die Perioden \; = L; und \y = Ly - ie~** eines nicht-orthogonalen Gitters erzeugt
werden. Die Wahl der Perioden ist allerdings nicht eindeutig: Neben (A1, Ay) kann
dasselbe Gitter auch durch (A}, \}) beschrieben werden, wobei diese Linearkombi-

nationen ganzahliger Vielfache von A sein miissen und umgekehrt. Es muss also

()= 2) )

mit a,b,c,d € 7Z. Da das Volumen der Einheitszelle gleich eins sein soll, kommt

gelten:

als Gruppe nur die modulare Gruppe SL(2,7)/Zs in Frage. Das Verhéltnis 7 der

Perioden transformiert sich durch

at +b
cr+d

T
Generatoren dieser Gruppe sind

T :7—7174+1
1
S:T7H— ——.
T
Diese Symmetrie mochte man nun auch bei den Zustandssummen auf dem Zylinder
realisiert haben. Die Zustandssumme lasst sich durch die Charaktere der Virasoro-

Algebra berechnen:

Z = Z My, h. X, (t)xn, (1)

hlzhr

1Zu diesem Abschnitt siehe [2} [9].
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3 Systeme im Kasten

mit ¢ = *™ und den Multiplizitaten My, 5., weil sich der Darstellungsraum schrei-
ben lasst als

@ M, 10, Vi, @ Vi, My, p, € No.

hihe
Es soll also gelten: Z(1 4+ 1) = Z(7) und Z(—1/7) = Z(7). Dies stellt Bedingungen
an das Transformationsverhalten der Charaktere: x; ((e*™+D) = Ty iy (€*77)
und Y, (eQiM*l) = Spxw (€¥™) mit TM = MT und SM = MS. Aus der ersten

Relation folgt, dass nur fiir Ay — h, € Z die Multiplizitét My, 5, # 0 sein kann.

Insbesondere die Transformation & wird im Folgenden von Bedeutung sein, da sie
einen Zusammenhang zwischen dem Hoch- und Tieftemperaturverhalten der Zu-

standssumme herstellt.

Hohe Temperaturen mit ¢ > 1

Fiir ¢ > 1 ist h > 0 beliebig, wobei fiir A = 0 wieder der Nullvektor L_;|h) beachtet

werden muss.

Die Zustandssumme lésst sich schreiben als [2], 12]

Z(T,L) = <ﬁ (1 —tk)>_ A2hel12 (3.10)

(& J/

-

=if(6)2

mit ¢ := e~2™. Fiir tiefe Temperaturen kann man wieder eine Néherung machen:
f(T,L) ~ 1 —t (fir h # 0, sonst: f(T,L) ~ 1 —t*). Um nun aus dem Grenzfall
fiir tiefe Temperaturen die Zustandssummen fiir hohe Temperaturen zu bekommen,

kann man das modulare Transformationsverhalten ausnutzen (mit § = 3/2L) [2]:
F(8) =012 =D p (57T (3.11)

Also ist fiir hohe Temperaturen
~1/2
f <£> — (ﬁ) Cets(3-%F) - f (%)
2L 2L 6]
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3.3 Zustandssummen im Kasten

und es ergibt sich fiir den Logarithmus der Zustandssumme:

mZ(T,L) =~ %ﬁ (% - 2h> +1n(8) — In(2L) — % (% _ %) o (1 N 6—47TL571>

ln(ﬁ)—l—%-i-%(

Q

1 .
% — 2h — E) +2e~4 8T _In(2L)

Energie und Druck bei hohen Temperaturen sind demnach:

oL 1 8L s T c 1

Im Grenzfall 3 — oo sind also, anders als im Fall 3 — 0, die konstanten Terme

vernachlassigbar.

Hohe Temperaturen mit 0 < c < 1

Fir 0 < ¢ < 1 miissen wegen der Nullvektoren in den Verma-Moduln wieder Kor-
rekturen beriicksichtigt werden, so dass die Transformation (3.11]) nicht mehr ohne
Weiteres gilt. Der Parameter h kann erneut nur die diskreten Werte aus (2.11)) an-

nehmen.

Man kann wieder das modulare Transformationsverhalten der Charaktere x;, nutzen:

Fiir die Zustandssumme in einer Darstellung mit h = h,, = h; 4 gilt [1]:

Z(6) = Z (Shwrxw (5_1))2 (3.12)

h/

mit

2 1/2 ' mpp 7qq
S, =2 [ —= —1)rta) (P’ +d) g; : ) 3.13
hh (m(m—i— 1)) (=1) S N Rl Gy (3.13)

Hierbeisind 1 <g<p<m—-1und1<¢ <p'<m-1.

Bei niedrigen Temperaturen kann man nun wieder nahern: y; (671) ~ #/(W'=3iz) (1—
™!~ t’(hl_ﬁ>(1 + t'). Es lassen sich also wieder die Zustandssummen fiir den

Grenzfall hoher Temperaturen aus dem Grenzfall tiefer Temperaturen berechnen.
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3 Systeme im Kasten

Beispielsweise ergibt sich fiir den Fall m = 3 (¢ = % und h = 0, % und 1—16) die Matrix

Fir die Charaktere bekommt man:
xu(T, L) =~ (1 + 674”%) ((374”%)_ﬂ - (Sh,o + Sp1 <€74”%)§ + Sp 1 <e47r§)16) :
Somit ergeben sich Energie und Druck zu

L1
E = ;—2 (—55,%116@—% — 45, 177 + <§ -3) e—%)
= p-L.

3.3.3 Korrelationsfunktionen

Weitere wichtige Groflen sind die Korrelationsfunktionen. Um diese zu berechnen,
kann man nutzen, dass die Zusténde (-)g : A — (A)z sogenannte KM} Zustinde
sind. Daher werde ich im folgenden Abschnitt zunéachst auf KMS-Zustande eingehen

um diese Eigenschaft beim Berechnen der 1-, 2-, undE] 3-Punkt-Funktion zu nutzen.

KMS-Zustande

Im thermodynamischen Grenzfall ist es im allgemeinen nicht mehr ohne weite-
res moglich, Gleichgewichtszustande zu charakterisieren. Beispielsweise konnte eine
Dichtematrix o = e ?# fiir ein kontinuierliches Spektrum des Hamiltonoperators

kein Spurklasseoperator sein [§].

Um Gleichgewichtszustande dennoch charakterisieren zu konnen, hat man die KMS-
Bedingung formuliert. Diese besagt [10], dass zwei beliebige Felder A und B mit
einem Zeitentwicklungsautomorphismus oy die Erwartungswerte (Ao, B) s die Rand-
bedingung

(AasigB)s = ((B)A)g (3.14)

erfiillen missen.

2Kubo-Martin-Schwinger
3fehtlt noch
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3.3 Zustandssummen im Kasten

Fiir ay(A) = €™ Ae™H und ()5 = Tr(0-) = Tr(e PH.) ist dies wegen der Zyklizitit
der Spur erfillt [§]:

(AB(t +1is))g = Tr (e P Ae'Ti9H pe-ilitis iy

— Tr (e(sfﬁ)HAeszeitHBefitH)

Dies existiert (und ist analytisch) fiir 0 < s < f3, also ldsst sich in diesem Bereich
(AB(t))s als Randwert einer analytischen Funktion schreiben. Auch die Randbedin-

gung (3.14)) ist erfiillt:

(Aagqip(B))g = Tr ((e_’@HeitHBe_“HA)
— (B®)A)

Erwartungswerte

Im Folgenden ist die Lange des Kastens L = 27.

Die Korrelationsfunktionen
(T(1) - T(xn))p =Tr (e "M T(x1) - T(xy))

hangen wegen der Translationsinvarianz nur von den Koodinatendifferenzen z; — x;

ab. Im Fall N = 1 sind sie also konstant:

1 1

05 (n(Z(8)).

Fiir die Zwei-Punkt-Funktion bekommt man aus der Vertauschungsrelation (2.6
einen Zusammenhang zwischen (T'(z)T(y)) und (T(y)T(x)) (mit o = e~ PH):

Tr(o[T(x),T(y)]) = i(Tr(eT(x))+Tr(eT(y)))0'(x —y) — ;L—CWTT(QW'(SC —y)
= Tr(eT(x)T(y)) = Tr (eT(y)T(x)).

Somit ist:

(T(2)T(y))s = 2(T (x))0'(x — y) — 21—;5”’(93 —y) + (T(y)T(x))s.
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3 Systeme im Kasten

Bei einer Fourierzerlegung erhélt man fiir n # 0 einen Zusammenhang zwischen den
Koeffizienten f, und f_, (mit 6(z —y) = 5= Z en(@=v)),
nez

(TW)T () = fly—x) = foe ™Y

nez
= Y feine)
nez
_ in(z—y) _ z_ - in(z—y) i’ - \3 _in(z—y)
Z fne 7T(T(x)>g Zme + 152 Z(m) e
nez nez nez
3
N e (o P cn
n cn’
— fon= fut TG+, (3.15)

Um eine weitere Relation zwischen f,, und f_, zu finden, kann man ausnutzen, dass
(T(x)T(y))p ein KMS-Zustand ist:

(T(2)T(y +1iB)) = (T(y)T'(z))
Also ist:

flz—y—iB) = Z femEy=if) — Z £, enPein(@=y)

nez neZ
= [ly—2) =) fac" =y [
nes nes
— f,n = e_nﬂf_n (316)
Nun muss noch fy berechnet werden: Da H = f_LIf?Q T(z)dz, ist
fom i J 1o — y)de = - (HT ()} e somit
L L
fo= Wg{ g = _Raﬂ (In(Z(B))) - (3.17)

Aus (3.15)), (3.17)und (3.16) folgt nun die Zwei-Punkt-Funktion:

3

T = 5= Y s (BT + oy ) e, (39

2
0#£neZ A8
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3.3 Zustandssummen im Kasten

Fiir den Grenzfall T — 0, § — oo sollte diese gegen den Vakuumerwartungswert

konvergieren. Die Zwei-Punkt-Funktion (2.7) im Vakuum auf einer Zylinderoberfla-
che ergibt sich mit der Transformation (2.11]). Mit z = €™ ist

11—z 1—e™

=4 = :
1+ 2 14 e

und somit .
dz’ 2e'*

dz(z) (14 ei@)*

Demnach ist der transformierte Vakuumerwartungswert:

24€2i(x—y—is)
T@T() = —————— C
TS TR R —
jl=et® 7i1752_(y+z.5))
(1+ei®) " 1qeilytic)
24627;(1‘72477;8) 8%
T (1 + et (1t eitrrint g1 (e —ci)"
(1+eiz)4(l+ei(y+ie))4
C . . . ) 4
_ = i/2(y—x+ie) —z/Z(y—x-i-zg))
= e e
8'2471'2 (
_ c 4T —y—1e
— @) = g () (3.10)

Andererseits ist der Grenzwert fiir 5 — oo

3
n cn > ein(y—x—ia)

T@T0)w =3 (2T + i
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3 Systeme im Kasten

Weil | e!@=2=%) |< 1 ist, erhilt man fiir den Term proportional zu ne™¥~2=%) mit

p=y—x—Ic:

Z ne™? = id, <—1 + Z (ew)n> (3.20)

n>0 n>0
1 evr

Pl—eiv (1 —eiv)?

(3.21)

Analog folgt fiir den anderen Term:

> nPe? = i)} (—1 +Y (ew)”> (3.22)

n>0 n>0
1 eitp 621'(,0 631’3&
= —i0; — = — — +6 < — + : )
71— et (1-— e“")2 (1-— e“")3 (1-— ew)4

X 62290

— +6 :
(1 — eiv)? (1 — eiv)?

2 2
(3.23)
Weiterhin ist
1 1 c
(T(7))0e = %U—I)oo = %<L0>oo T

_ ¢

487
Im Grenzfall 3 — 0o, € — 0 erhélt man also fiir die Zwei-Punkt-Funktion

c 1 . _ %) c 1 . _ % c 4 . 4 f P

o =~ () i () ¢ g (5
(T@)T ) g4 2) T g M 2) T 18 A7

c gy (r—y+ip
= _——  .sin = J "
24 . 872 2

und stimmt somit mit dem auf den Zylinder transformierten Vakuumerwartungswert

(3.19) tiberein.
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