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Zusammenfassung

Grundlage dieser Bachelorarbeit ist die Dirac-Gleichung, welche hier als Schrédinger-
Gleichung einer relativistischen Quantenmechanik interpretiert wird. Die Gleichung
wird im elektromagnetischen- und Gravitationsfeld betrachtet. Im elektromagnetis-
chen Fall wird ein System von Gleichungen hergeleitet, welches die Dirac-Gleichung
exakt 10st. Hieraus wird eine Naherung hergeleitet, welche mit dem Standard-Verfahren
zur Nidherung der Dirac-Gleichung verglichen wird (Foldy-Wouthuysen-Transformation).
Weiterhin wird die Dirac-Gleichung auf einer gekriimmten Raumzeit hergeleitet.
Diese wird dann in einer schwach gekriimmten Raumzeit betrachtet. Daraus wird
die auf der schwach gekriimmten Raumzeit exakte Dirac-Gleichung mit dem Ver-

fahren, welches schon im elektromagnetischen Fall benutzt wurde, genéhert.

Stichworter: Dirac-Gleichung im elektromagnetischen- bzw Gravitationsfeld
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Konventionen

Metrik

Die Metriken, sowohl die Minkowski-Metrik, als auch die Metrik auf der gekriimmten
Raumzeit, haben die Signatur (+ — ——).

Indizes

In der gesamten Arbeit wird die Einsteinsche-Summenkonvention fiir Indizes be-
nutzt. Hierbei ist zu beachten, dass nur gleiche oben und unten gestellte Indizes
kontrahiert werden. Uber zwei unten gestellte gleiche Indizes wird nicht summiert,
falls das Summenzeichen nicht explizit ausgeschrieben wird. Die Indizes ¢, 7, k laufen
in der Regel von 1 bis 3 und werden beziiglich der Euklidischen-Metrik kontrahiert.
Die Indizes a,b, ¢ laufen von 0 bis 3 und werden beziiglich der Minkowski-Metrik
kontrahiert. Griechische Indizes laufen auch von 0 bis 3 werden jedoch hingegen fiir
gekriimmte Raumzeiten benutzt und miissen somit unter Beachtung der entsprechen-

den Metrik kontrahiert werden.

Ableitungen

Partielle Ableitungen werden einerseits mit dem iiblichen 0, bezeichnet, anderer-

seits wird an einigen Stellen eine Ableitung durch ein 7, a“ im Index bezeichnet.

Kovariante Ableitungen werden durch D, bezeichnet.
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1. Einleitung

Grundlage dieser Bachelorarbeit ist die Dirac-Gleichung, welche 1928 von Paul Dirac
aufgestellt wurde. In dieser Arbeit wird sie als Schrodinger-Gleichung einer relativis-
tischen Quantenmechanik interpretiert, wie es auch von Dirac zunéchst vorgeschla-
gen wurde. Die Dirac-Gleichung beschreibt Fermionen, wie zum Beispiel Elektronen.
Hier wird sie in Anwesenheit von elektromagnetischen- und Gravitationsfeldern be-
trachtet.

Zunichst wird die Dirac-Gleichung im elektromagnetischen Feld betrachtet. Hi-
erfiir wird ein Gleichungssystem, welches die Dirac-Gleichung exakt 16st, hergeleitet.
Aus diesem System von Gleichungen ergibt sich dann ein neues Ndherungsverfahren.
Dieses wird mit dem Standard-Naherungs-Verfahren aus der Literatur verglichen.
Hierbei treten aus der Atomphysik bekannte Effekte wie der Zeeman-Effekt oder die
Spin-Bahn-Wechselwirkung auf.

Weiterhin wird die Dirac-Gleichung auf einer gekriimmten Raumzeit betrachtet.
Hierbei werden zunéchst die mathematisch relevanten Werkzeuge vorgestellt und
darauf aufbauend die Dirac-Gleichung auf einer gekriimmten Raumzeit hergeleit-
et. Diese Gleichung wird dann in einer schwach gekriimmten Raumzeit, ndmlich
in der Newton-Naherung fiir Gravitationsfelder betrachtet. Die Dirac-Gleichung in
der Newton-Ndaherung wird dann weiter durch das selbe Verfahren, welches fiir das

elektromagnetische Feld benutzt wurde, gendhert.






2. Grundlagen zur Dirac-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung beschreibt Quantenmechanische Teilchen, jedoch ist sie
nicht relativistisch, eignet sich also nicht fiir eine relativistische Quantenmechanik.
Versucht man eine relativistische Schrédinger-Gleichung zu finden, so ist der erste
Ansatz, die Energie in der Schrodinger-Gleichung, durch die eines relativistischen
Teilchens zu ersetzen: [II, S.5]:
o

zha = V—h22A + m2ci). (2.1)

Der Wurzel Operator in dieser Gleichung ist nicht lokal, wodurch in einer Entwick-
lung unendlich hohe Ableitungen auftreten. Eine weitere Moglichkeit eine relativis-
tische Schrodinger-Gleichung aufzustellen, ist die Klein-Gordon-Gleichung [8, S.118]:
—h282—¢ = (=R*EA + m2c ).
ot?

Bei dieser Gleichung wurde im Gegensatz zu , der Wurzel Operator auf der
rechten Seite quadriert und auf der linken Seite eine zweite zeitliche Ableitung
eingefithrt. Das Problem bei dieser Gleichung ist, dass sie einen indefiniten Wahr-
scheinlichkeitsstrom hat [§, S.120], wodurch Probleme in der Interpretation auftreten.
Sie eignet sich jedoch zur Beschreibung von Bosonen im Rahmen einer Quanten-
feldtheorie [8 S.283 ff].

Dirac hatte nun die Idee, anstatt der Wurzel in , eine N x N Matrix oy,
beziehungsweise [ vor jeden Summanden zu schreiben (hierdurch wird auch ¢ zu

einem N komponentigen Spinor)[8, S.121]:

zha—¢ = (h—,ca;ﬁk + BmCQ) 1.
ot i

Es wird nun gefordert, dass jede Komponente von 1 die Klein-Gordon-Gleichung

erfiillt. Das doppelte Anwenden der Operatoren auf beiden Seiten der Gleichung



2. Grundlagen zur Dirac-Gleichung

ergibt[I], S.8]:
2 2.2 3
—hQZ—g = (_hTC(OéiOZj + o) 'Y + m?c (i + Bay)0" + ﬁ2m2c4> .

Damit diese Gleichung zu der Klein-Gordon-Gleichung wird, miissen die Matrizen

a; und S folgende Bedingungen erfiillen[I], S.8]:

Q04 -+ a0 = 25”1
Oéiﬁ + BCY,‘ =0
of = f%=1. (2.2)

Dies wird durch hermitische Matrizen, welche mindestens die Dimension 4 x 4 haben
erfiillt. (Im Folgenden werden sie immer als 4 x 4 Matrizen angenommen.) Die Dirac-
Gleichung lasst sich auch in Lorentz kovarianter Form schreiben, indem man von
links mit # multipliziert. Somit lassen sich neue Matrizen definieren: 79 = [ und
v = Pay. Mithilfe dieser Matrizen lisst sich die Dirac-Gleichung schreiben als [T,

S.18](hier ist auch ein Beweis der Kovarianz zu finden):
(—iv°0.+ %) ¥ =0. (2.3)

Die v* geniigen der Clifford-Algebra {+%,7*} = 21, welche equivalent zu den Be-
dingungen ist. Verschiedene Darstellungen der -, - und (-Matrizen sind in
[8, S.385 f] zu finden. Die Kopplung der Dirac-Gleichung an das elektromagnetische
Feld ist dadurch gegeben, dass die Ableitung J, durch eine kovariante Ableitung
ersetzt wird [I}, S.10]:

0, — 0, +ieA,.

Hierbei ist A, das vierer Potential des elektromagnetischen Feldes und e die Ladung
des Feldes (zum Beispiel die elementar Ladung). Die Dirac-Gleichung lautet nun [T,
S.18]:

mc

(Y4 (=10, + eAs) + 7)1& =0. (2.4)



2.1. Dirac-Strom

2.1. Dirac-Strom

Um zu zeigen, dass der Wahrscheinlichkeitsstrom der Dirac-Gleichung positiv definit
ist, bendtigen wir den adjungierten Spinor, welcher durch 1 = 17" gegeben ist.
Wir nehmen nun die Dirac-Gleichung (in natiirliche Einheiten, das heifit i = ¢ = 1),
multiplizieren mit dem adjungierten Spinor von links und zusétzlich die adjungierte

Dirac-Gleichungen mit einem Spinor von rechts multipliziert:

Diese beiden Gleichungen subtrahieren wir und benutzen die Produktregel der Dif-

ferentiation:

r&(iaa’ya - m)w - w<iaa7a + m)iﬂ
11Dy b — Yury )
i(Qa(y™)).

0

Hieraus konnen wir einen vierer Strom definieren:

7t =9y (2.5)

Dieser Strom ist erhalten. Somit ist auch j° = T¢ erhalten und positiv definit
und kann analog zum Betragsquadrat der Wellenfunktion aus der Quantenmechanik
als Wahrscheinlichkeitsdichte in der relativistischen Quantenmechanik interpretiert
werden. Auflerdem koénnen wir die anderen Komponenten des vierer Stroms als
Wahrscheinlichkeitsstrom identifizieren, wieder analog zur Quantenmechanik. (vgl.
[8, S.122])






3. Néherung der Dirac-Gleichung fiir

statische elektromagnetische Felder

Ein Fermion, zum Beispiel ein Elektron, wird durch die Dirac-Gleichung beschrieben.
Die Dirac-Gleichung wird hier als relativistische Schrodinger-Gleichung verstanden,
nicht als Quantenfeld. Im Folgenden wird sich mit dieser Gleichung in einem &ufleren
statischen elektromagnetischen Feld beschéftigt. Das elektromagnetische Feld wird
in unserem Fall durch die iiblichen statischen Maxwell-Gleichungen beschrieben (|7,
S.140] und [7, S.187]). Ein Beispiel hierfir ist das Wasserstoff Atom, bei dem sich ein
Elektron in dem elektromagnetischem Feld eines Protons befindet, welches approx-
imativ als elektromagnetisches Feld eines ruhenden Punktteilchens angenommen

werden kann.

3.1. Reihenentwicklung der Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung gekoppelt an das elektromagnetische Feld (2.4)), mithilfe von «;
und  geschrieben (aus Abschnitt (2)), sowie den elektromagnetischen Potentialen

—

A (Vektorpotential fiir das Magnetfeld) und A, (elektrisches Potential), ist gegeben
durch [8, S.126] (in Einheiten h = 1):

iOyp = (c&~ (ﬁ— %T) + Bme® + eAO) . (3.1)

Die folgenden Matrizen geniigen der Clifford-Algebra, welche in Abschnitt fiir

die a; und (8 gefordert wurde (7 lduft von 1 bis 3, nummeriert also die Komponenten

des Vektors)[8], S.123]:
0 o 10



3. Néaherung der Dirac-Gleichung fiir statische elektromagnetische Felder

wobei die ¢; die Pauli-Matrizen sind. Das Einsetzen der &, 3, des kinetischen Im-

pulses © = p — %/T und zwei zweikomponentigen Spinoren @, Y mit v = (¢ )7

ergibt[8, S.126]:

10, giJ =c (z?f +eAy Sf + mc? 90~ )
X o-Ty X —X

Es wird nun die Ruheenergie mc? des ¢ Spinors durch folgenden Ansatz weg trans-

formiert [8, S.126]:
(lf — eimCQt 'd )
X X

Dadurch #@ndert sich die Gleichung wie folgt [8, S.126]:

)2 ) ()

Es wird nun angenommen, dass unsere elektromagnetischen Potentiale A und A

Qu
=

Qy
=

und somit auch unser elektromagnetisches Feld zeitunabhéngig ist. Durch den iib-

lichen Ansatz ¢(Z,t) = e Fp(Z) und x(Z,t) = e £y (¥) fiir die Energie E, folgt
die zeitunabhéngige Gleichung:

() () ) )

Es folgen nun zwei gekoppelte Gleichungen fiir die zwei Spinoren:

QI Q
BT

(E—eAy)p=cd-7Tx (3.2)
(2mc® 4+ E — eAp) x = cd - Tp. (3.3)

Umformen der Gleichung (3.3)) ergibt Folgendes:
X = (2m+E — eAO)fl co - Tp. (3.4)

Hieraus ist zunédchst zu erkennen, dass die x Komponente klein gegen ¢ ist. Es

wird sich also weiter mit der ¢ Komponente beschéftigt, da diese in physikalischen



3.1. Reihenentwicklung der Dirac-Gleichung
Prozessen dominiert. Finsetzen der Gleichung (3.4)) in die Gleichung (3.2]) ergibt:

(E —edo) ¢ = cd - 7 (2mc? +E—6A0)_106’~7?g0

1 E—eAy\ "
=57 (1+$) oG - Rp. (3.5)

mc? 2mc?

Es wird nun eine nicht-relativistische Naherung gemacht. Dies ist hier moglich, da
fiir nicht relativistische Energien und entsprechend kleine elektrische Potentiale gilt

1> %1. Es folgt mithilfe der Geometrischen-Reihe:

1 FE — GAO -1
F oA — o5 . 7 -
( eAy) p = cd T ( S ) cd - Tp
=0Ty E ((_1)W> ca - Tp. (3.6)
n=0

Falls der Operator 1+ EQ:necéO invertierbar ist, so ist die erste Zeile dieser Gleichung ex-
akt. Jedoch gehen in diese Gleichung, im Gegensatz zu der iiblichen Form, die Eigen-
werte von E in nicht linearer Form ein. Diese Reihe wird nun stérungstheoretisch
behandelt. Hierzu wird folgender Ansatz fiir die Energie und den zweikomponentigen

Spinor ¢ gemacht:

Somit ergeben sich Energie E® und Spinor ¢® plus kleine Stérungen. Werden diese
nun in Gleichung (3.6)) eingesetzt, so ergibt sich:

(i k) _ Ao) i 2 50)

k=0 7=0

2mc?

1 00 m _2kE(k) _eA n m ' '
=co-7 E ((—1) Lizo© ‘ 0) cd-T E Ul (3.7)
J=0



3. Néaherung der Dirac-Gleichung fiir statische elektromagnetische Felder

Ziel ist es nun einen Koeffizientenvergleich in den Potenzen von ¢ zu machen und
somit Gleichungen fiir alle E®) und ¢U) zu erhalten. Es wird zunschst folgende

Summe betrachtet:

> ((yBie JER o) (339

2mc?
n=0

Diese ldsst sich mit dem Multinomialtheorem[3, S.42] schreiben als:

E (2 ) o E H ¢ 2k p(k)ng (—eAg)m1.
n=0 n=ng+-+nmi1 no, y Mm41 k=0
N0, Nm+1>0

Da in der zweiten Summe die Bedingung n = ng + - - - + n,, 1 steht, kann man die
erste Summe von ng + - - - +na1 = 0 an laufen lassen und die n in den Exponenten

ersetzen durch ng + - -+ + n,,11. Somit wird die Summe (3.8) zu:

00 -1 no+-+nm41
SR e e
om N—_——

n0+"'+nm+1:0 :072nm+1c—227€n:1 ni
N0, Nm4+1>0

(no + -+ nm+1> H o2k, H E(k)nk.
k=0

ng, - - 7nm+1 PRl

672 Z?:l kny,

Auflerdem wurde das Produkt aufgeteilt. Fasst man nun die Exponenten der ¢

zusammen so ergibt sich:

i (__1)no+---+nm+1 (—edg)rnt (no 4+t nm+1>
2m

no+--+nmar1=0 No, = 5 Mm+1
ng, Nm+1>0

m

C*Z(Zzn:1(k+1)nk+nm+l) H E(k)”k .

k=0

10



3.1. Reihenentwicklung der Dirac-Gleichung

Dies wird nun wieder in Gleichung (3.7)) eingesetzt:

L—’ Zm: i (__1)no+~~+nm+1 (—edg)mm (no 4+ 4 nm+1)
2m 2m

1=0 no+++nmy1=0 10,7775 M1
N0, Nm+4+1>0

2 (1)

_2(l+2?:1(/€+1)nk+nm+1) H E(kz)nko—: 7T(,0

k=0

m

iic (+0) 5 0) _GAOZ 27,0

=0 k=0 7=0

Nun ist ein Koeffizienten-Vergleich moglich, wobei wir den Index j (letzter Summand
in der letzten Zeile) als vorgegeben ansehen. Somit folgt direkt, dass fiir die anderen
Koeffizienten gelten muss K+ = j und j = [ + Zizl(k + 1)ny + njq. Es folgen

also fiir ein festes ¢~ folgende Koeffizienten:

—edop + 37 BRG0

j=k-+1

1 -1 no+-+nj41
=’ T > (%) (—eAp)s+t

J=HE (D) ng+nga

J
Mot M ) il

Dies ist nun ein System von Differentialgleichungen, deren Summe die exakte Losung
der Dirac-Gleichung in einem statischen elektromagnetischen Feld ergibt. Der 0-
te Term dieser Gleichung ist die Pauli-Gleichung (siehe Abschnitt . In der j-
ten Gleichung kommt die Energie EY) nur mit der Wellenfunktion ¢© und die
Wellenfunktion V) kommt nur mit dem Operator (Hy — E©)¢l) vor, wobei H,
der Hamilton-Operator der Pauli-Gleichung ist. Es kann nun (¢®) von links an
die Gleichung multiziert, also das Skalarprodukt gebildet werden. Da der Operator
Hy hermitesch ist, 1ost ¢© auch die Pauli-Gleichung. Somit fillt der Term, welcher
) enthilt weg. Es folgt also eine Gleichung fiir £V), wobei diese abhingig ist von
den bekannten Energien E®) und den Wellenfunktionen ¢®), mit k& < j. Aus diesem
EU) ergibt sich also eine Bestimmungsgleichung fiir ¢@). Diese legt ©) bis auf einen

Vektor aus dem Kern von Hj fest, welche ein Vielfaches von ¢(© ist, falls es keine

11



3. Néaherung der Dirac-Gleichung fiir statische elektromagnetische Felder

Entartung gibt. Dieser Vektor lésst sich schliefSlich durch die Normierungsbedingung
((,0(0), go(j)> = 0 fixieren. Bis zur ersten Ordnung wird dies im folgenden Abschnitt
(3.2) illustriert.

3.2. Hamilton-Operatoren nullter und erster Ordnung

Wir betrachten zunéchst die j = 0 Differentialgleichung der Reihe ((3.9)):
0 4 50,0 — L 5. 22,0
—eAgp"” + BV = — (- 7).
2m

Dies ist die Pauli-Gleichung (vgl. [8, S.127]). Somit ist der Hamilton-Operator in
O-ter Ordnung gegeben durch:

1 — —
Hy=eAy+ o (@ 7). (3.10)

Es wird nun eine Identitét aus [8, S.127] benutzt:

(G7)° = (7?2 ~ . é) . (3.11)
c
Wobei mit B = V x A die Eichung fiir ein statisches magnetisches Feld eingesetzt

wurde. Somit folgt fiir den Hamilton-Operator der Pauli-Gleichung;:

1 —
Hy = eAg+ — <7‘r’2 ~ 5. B) . (3.12)
2m c

Fiir j = 1 kommen in (3.9) drei Summanten vor, welche Folgendes ergeben:

1 1
0 - 2 1) 1 e 0))\ = = 0
(E()—eAO—%(O'W))QD()—(—E()‘FWUW(GAO—E())O'7T>(p()

(3.13)

Im Unterschied zu der iiblichen Stérungstheorie, gibt es auf der rechten Seite der
Gleichung einen Term, welcher proportional zu E©¢© ist. Diesen kénnte man durch
Hop® ersetzen, wodurch sich die iibliche Stérungstheorie erster Ordnung ergibt. Es
erscheint aber ein rechentechnischer Vorteil zu sein, dass bei dem hier vorgeschla-
genen rekursiven Vorgehen Ausdriicke der Art Hyp® “automatisch evaluiert” als
E©¢pO) erscheinen. Entsprechendes wiederholt sich in den hoheren Ordnungen, in-

dem auf der rechten Seite rekursiv die Korrekturen des Eigenwertes anstelle von

12



3.2. Hamilton-Operatoren nullter und erster Ordnung

Operatoren auftreten. Fiir j = 2 ergibt sich:

1
(E(O) —eAy — 3 (0’71‘)2) e

_ [(i)Q (o) (E® — eAg) (o) — EV| o
T (%)3@) (BOY + @A) (om) - (%)2@”) ED (o). — E@ | o

(3.14)

Hieran ist die Struktur der Gleichungen zu erkennen. Die linke Seite der Gleichung
(3.13) ist der Pauli-Operator Hy — E(©). Diese wird von ¢© gelést. Da die Gle-
ichung hermitisch ist, wird sie auch von ¢©F gelsst. Es wird nun von links mit ¢©f

multipliziert:

1 — —

Qy
AL
~
AS)
©

Es folgt fiir die Energie E(M):

POTEWLO = J0t (L5 2 (A~ EO)5.7) p©
4m?
_ oot (LG g 7 - LG 72E0 - Lo p2) 00,
Am? 2 2

Da hier nun der ¢(® Spinor betrachtet wird, ist es moglich den Hamilton-Operator
(3.10) fiir die Energie einzusetzen:

SOt B 0 (pwﬁﬁ (G- Fedod - 7) O
0 (577 (edo - 5t 72) ) 0
- w(O”ﬁ (% <er - %(5 *)2> (@ 7?)2> P
_ S0(0>+ﬁ (G- Fedos - 7) )
- gp@)*%mQ (%(5 7)%eAy + %er(& 7)? + %(5 *)4) e

13



3. Néaherung der Dirac-Gleichung fiir statische elektromagnetische Felder

Die Storung des Hamilton-Operators (3.10)) in erster Ordnung ist also gegeben durch:

1 1 1 1
H, = _4m2 <5 - TeAys - T — —( ) 7?)26140 - 56140(5 ) 7?>2 - %(6 ) 7?)4) : (3'15)

N}

3.3. Vergleich mit dem Standard-Verfahren geméafl der

Literatur

Das Standard-Verfahren um den Hamilton-Operator zu berechnen ist die
Foldy-Wouthuysen-Transformation [8, siche S.189]. Hierbei wird eine kanonische
Transformation benutzt, um die grofle Komponente ¢ und die kleine Komponente
X zu trennen. Man erhélt dadurch eine nicht-relativistische Gleichung fiir ¢ und
eine Gleichung fiir y, welche die negativen Energiezustinde, welche aus der Dirac-
Gleichung folgen, beschreibt. Es werden nun alle vier Terme des Hamilton-Operators
(3.10) und der Storung explizit ausgerechnet, um einen Vergleich mit der
Foldy-Wouthuysen-Transformation zu ziehen. Zunéchst wird der erste Term aus
dem Hamilton-Operator betrachtet, wobei folgende Identitdat benutzt wird:

7-b=a-b+ic-(@xDb), (3.16)

wobei auf die Ordnung von @ und b zu achten ist, falls diese Operatoren sind. Somit
folgt fiir den ersten Term aus (3.15)):

G- (Redg)d - 7 = 7 eAgt — i - (FeAy x 7)

-
- 2) e ) - (5 4) et (- )
=p-

o2
eAop — i7 - peAy X 7r—i—(’)( )

2

Hierbei wurde zunéchst alles der Ordnung % vernachlassigt. In der letzten Zeile

wurde die Eichung eines statischen elektrischen Feldes eingesetzt mit E =—VAyund
die Ortsdarstellung von p’ benutzt. Fiir den zweiten Term aus (3.15) folgt mithilfe

14



3.3. Vergleich mit dem Standard-Verfahren geméafl der Literatur

der Identitat (3.11)):

1., o L, e, 3
—5(0' '7T) €A0 = 2 ( CO’ B) A
1 . . S .
::——<ﬁ3A _¢ eAO—pther+<9A)6A0—95-BaA@
2 c c c c
1% e?

Hierbei wurden wieder Terme der Ordnung % vernachlissigt. Fiir den dritten Term

aus (3.15)) folgt:

1 o 1 - e, =
—56./40((7 L) = §eA0 (7r2 -0 B)

1 o €2 L L € e - e, =
——§eA0 <p _EA p—p EA+<EA>_EJ B>
_ oS (3.19)
= 26 op - . .

Auch hier wurde wieder alles von der Ordnung % vernachlassigt. Die ersten drei

Terme (3.17)), (3.18) und (3.19) ergeben zusammengenommen:

- 1 1
ed-EXT+p-eAgp— 5]526140 — Eerp
o= .1 L 1, 1 1
=eqd - E X7+ 5P eAgp — 5P eAg + o1 eAgp — =eAgp
— 1 1
=ed-E X7+ —ep [Ag,p] +=¢ [p,A] P
2 S—— 2 S——
=iVAg=iE =—iVAy=—iE
. 1 .
=ed - E X T+ ée[_’,iE]
— 1 — =
=ed - E X7 — §eVE. (3.20)

Hierbei wurden zunéchst die Operatoren p'und Ay zusammengefasst zu zwei Kom-
mutatoren, welche dann ausgewertet wurden. Daraus entstand ein weiterer Kom-
mutator fiir das elektrische Feld E, welcher ebenfalls ausgewertet wurde. SchlieBlich
berechnet sich der vierte Term der Hamilton-Operators mit der Identitét
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3. Néaherung der Dirac-Gleichung fiir statische elektromagnetische Felder

(13.11)):
1 1
o 07" = 5 (72 = 29B) (7 - a7)

1

= 710 <i>
2m cm
1 -\ 4

(-5 o ()
2m c cm
1 e

:§Ep+0<5ﬁ. (3.21)

Die Storung des Hamilton-Operators in erster Ordnung lésst sich mithilfe der Ndherungen

(3-20) und (|3.21)) schreiben als:

S IR B
leweU'Ex’ﬂ'—wGVE—wp.

(3.22)

Diese drei Terme sind die selben Korrekturen zu der Pauli-Gleichung, welche auftreten,
wenn die Foldy-Wouthuysen-Transformation benutzt wird, wie in [8, S189]. Der
gesamte Hamilton-Operator ist gegeben durch die Summe von dem Pauli-Hamilton-
Operator und dem Hamilton-Operator erster Ordnung :

1
H = Hy+ —H
c
1 e N2 e - 1 - 1 > o 1
= eA ——t—<@ Y G Bt e Ex7———eVE— 7t
¢ 0+2m P c 2mcg +4m2c2eg i 8m2c26 8m302p
(3.23)

Im gesamten Hamilton-Operator treten also drei Terme aus der Pauli-Gleichung auf:
1. H((]l) = e ist ein duferes elektromagnetisches Potential.

2m

22
2. Hég) = -1 (ﬁ — fA) ist die kinetische Energie des Teilchens.

3. HO(B) = —5-0 - B entspricht dem Zeeman-Term, welcher durch ein fAuBeres

Magnetfeld induziert wird.
Die drei Terme welche in der Energie-Korrektur auftreten sind auch bekannt:

1. Hl(l) = ﬁe& - E x 7 ist die Spin-Bahn-Kopplung der Teilchens. Wenn hier
das Coulomb-Potential eingesetzt wird, so ist das Elektrische Feld E parallel
zu dem Potential. Somit ist die Spin-Bahn-Kopplung proportional zu E x D,

welches sich als Vielfaches von & x = L schreiben lisst [8, S.190].

16



3.3. Vergleich mit dem Standard-Verfahren geméafl der Literatur

2. H1(2) = —BﬁeﬁEﬁ ist der Darwin-Term, welcher eine Zitterbewegung des

Teilchens beschreibt.

3. H1(3) = — L p* ist eine relativistische Massenkorrektur des Teilchens.

T 8m3

Insgesamt ist also der Hamilton-Operator nahezu derselbe wie der aus [8]
S.189]. Die Unterschiede bestehen darin, dass in unserem Fall die Ruheenergie in
Abschnitt weg transformiert wurde und deshalb in dem Hamilton-Operator
nicht mehr auftritt. Auferdem wurde in Abschnitt (und auch beim Einsetzen
der Eichung fiir elektrische und magnetische Felder) angenommen, dass das elektro-
magnetische Feld statisch ist. Schlieflich treten jedoch alle Terme aus [8, S.189], bis
auf die Ruheenergie des Teilchens in dem Hamilton-Operator , auf.
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4. Dirac-Gleichung auf gekriimmten

Raumzeiten

4.1. Paralleltransport eines Vektorfeldes in Vierbein-Notation

4.1.1. Vierbein-Notation

Um die Dirac-Gleichung auf gekriimmten Raumzeiten zu bestimmen wird zunéchst
die Vierbein-Notation bendtigt. Dies sind vier linear unabhéngige Vektoren e (a
lauft von 0 bis 3), welche an jedem Raumzeit-Punkt einer gekriimmten Raumzeit, ein
lokales Minkowski-Koordinatensystem aufspannen. Die Vierbeine fiir eine Raumzeit
mit der Metrik g, sind durch folgende Relation definiert [6l, S. 248]:

€€l Yuv = Tab- (4.1)
Auflerdem gibt es die inversen Vierbeine, welche definiert sind durch [6, S. 248]:
egez = b (4.2)
Hieraus folgt nach [0, S. 249]:
€Z€lb,%b = Guv- (4.3)

Somit lésst sich ein Vektorfeld V# in einem lokalen Minkowski-Koordinatensystem

ausdriicken:

VH = etV (4.4)
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4. Dirac-Gleichung auf gekriimmten Raumzeiten

Beziehungsweise ein lokales Vektorfeld V¢ durch ein Vektorfeld auf einer gekriimmten

Raumzeit:
Ve = eZV“. (4.5)

Die Vierbeine sind auflerdem Tensoren, somit lassen sich ihre Indizes mit der entsprechen-

den Metrik herauf und herunter ziehen:

b
Cap = elunba

14
Cap = €oGup-

4.1.2. Spin-Zusammenhang

Es wird nun der Parallel-Transport eines Vektorfeldes, welches durch die Vierbeine
ausgedriickt ist, berechnet. Hierzu wird zunéchst der Parallel-Transport eines Vek-
torfelds V# um eine infinitesimale Strecke dz auf einer Riemannsche-Mannigfaltigkeit

mit dem Levi-Civita-Zusammenhang betrachtet[4, S.31]:
Vi(z +do) = V*(z) — T Vz)da”.

Hierbei sind die I'y, die tiblichen Christoffel-Symbole. Bei der Verschiebung eines
lokalen Vektorfeldes V*, kann die Relation (4.5)) benutzt werden:

Vi (x +dz) = V¥(x + dz)e, (v + dx)
= (V*(x) — T,V (x)da"”) (e + et dz")
= VH(x)el(x) — T4,V (@)el(x)da” + VH#(x)el ,da” + O(dz?)
=V(x)+ep (-0t +el ) VO (z)da".

wp

Hieraus wird der Spin-Zusammenhang definiert:

—wp, =€y (=T7, e84+ ¢ ) . (4.6)

wp
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4.1. Paralleltransport eines Vektorfeldes in Vierbein-Notation

Fiir den Spin-Zusammenhang folgt mithilfe der Produktregel der Differentiation[4]
vgl. S.171]:

a _ ke La M
wy, = e, I el —epe

a
b* pv=p 2%

—_ SHTPe La M a n o _a
=e, [, €5 0, (eb eu) +e,,€p

o5

= e, (e’l;il, + egrgy) )

Es wird nun gezeigt, dass der Spin-Zusammenhang antisymmetrisch in den Minkowski-
Indizes (hier a und b) ist. Hierzu wird zunéchst der obenstehende Minkowski-Index

herunter gezogen und es wird e}, = en gy, eingesetzt:

A w oW
Waby = €,9Mu (eb,y + € Foz/)

_ A H oM
Whavy = €, Yrpu (ea’y + %ij) )

Falls die Antisymmetrie gilt, so ist wep, + Wpey = 0. Es werden jetzt die Christoffel-

Symbole mit ihren Vorfaktoren in der Summe wyp, + Wi, betrachtet:

A o A o o o n o
€2l Uy + eaeal s, = ehe Uiy + €y el oy

= eqey Low + L)
o ul
= eaelbté (g,u,o,u + oy — Guv,o + Guo,w + Guve — gau,,u>

=elel Guow-
Somit folgt fiir die gesamte Summe mithilfe der Produktregel der Differentiation:

Wabw + Whaw = €004, + €4 9nulh, T €0€) oy
= (ei‘g,\ﬂef)w
= (eaueg),y
= Naby = 0.

Folglich gilt wap, = —Wpay, womit gezeigt ist, dass der Spin-Zusammenhang anti-

symmetrisch in den Minkowski-Indizes ist.
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4. Dirac-Gleichung auf gekriimmten Raumzeiten

4.2. Paralleltransport eines Dirac-Spinors

Die Parallelverschiebung eines Dirac-Spinors sei von der Form [4, S.172]:

Pz + dr) = P(x) — Q(2)y(r)de”.

Hierbei ist €2, der Zusammenhang, wobei zu beachten ist, das dieser eine 4x4 Matrix
im Spinor-Raum ist, welcher nun bestimmt wird. Fiir den adjungierten Spinor ¢ =
T4 folgt [4, S.172):

d(z +dz) = (z) — 1, (2)7 da”

U(z) — vy Q, (2)7°da”.

Es wird nun gefordert, dass die skalare Grofie 17 invariant unter einem Parallel-
Transport ist [4, S.172]:

b(x +da)y(z +dr) = (Y(x) — " (2)y da”) (P(x) — Q (2)i(z)dz”)
= Y(@)(z) — U(z) (' U(2)7" + Qu(2)) ¥ (2)de” + O(da?)
= ()i ()
=0 =7"Q,(2)7° + Q(2). (4.7)

Hingegen sollte eine Grofie wie ¢y*) Parallel-Transportiert werden wie ein Vek-
torfeld. Zunéchst wird der Parallel-Transport dieser Groie in Abhéngigkeit von €,
bestimmt, wobei die Relation (4.7)) benutzt wird [4, S.172]:

2)ih(x) = (@) (Y7 U (2))” + 7 (2)) Y(2)dz” + O(dz?)

Pl +da)y (e +da) = (P() = 7' (0)7°da") " ((2) = D (@)(x)da®)
(2)() -
b)) = b) [, ()] ¥(z)da”.

Da nun vy%) transportiert werden sollte wie das Vektorfeld V¢, aus dem Abschnitt

@.1.9), folgt [, S.172]:

[, Qu(2)] = wi, " (4.8)
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4.2. Paralleltransport eines Dirac-Spinors

Diese Relation (4.8) wird erfiillt fiir Folgendes ©,, [4, S.172]:

1
S Waby [7617 ’)/b] (49)

%) = 3

Dies wird gezeigt mithilfe der Clifford-Algebra {v%,7%} = 2%, welche fiir die Dirac

~v-Matrizen gilt und unter Ausnutzung der Antisymmetrie des Spin-Zusammenhangs

(siche Abschnitt (4.1.2)):

cl a b ]' o _zzbc b_a_c
%8waby[%7] 8waby(777 YAy — A4y + Py
1

—_ gwabu (767a7b . ,Y ,Ya,yb + 2nb ) ,Ya,ybf)/c 4 ( ,yaf)/b + 277ba>,yc)
1
= W (Y7 = 1"7"7°)
1 a_. Cc a C
= @ (=77 + 200" = 1"7"7°)
1 C ca a C
= W (=7"(=7"7" + 20%) + 29" = 7"
1 1
= —gwabund’v“ + Gwan Gy
]' ch_.a + 1
= ~Whav —Waby
5 bavT] 7Y 5 v ’Y
= wp .

Folglich ist die kovariante Ableitung eines Spinors gegeben durch [4, S.172]:
Dy =0, +Qu. (4.10)

Fiir die Dirac-Gleichung auf gekriimmten Raumzeiten miissen auch die Dirac-Matrizen
auf eine gekriimmte Raumzeit iibertragen werden. Sie sollten dann der Bedingung
{v",4"} = 2g" geniigen. Diese “gekriimmten” y-Matrizen lassen sich jedoch mithil-
fe der Vierbeine aus Abschnitt zuriickfiihren auf die “flachen” y-Matrizen:

{7", 7"} = eley {7*, 7"} = 2¢" = 2¢S el
= {v*,7"} = 2n"".

Somit erfiillen die “flachen” ~-Matrizen die {ibliche Clifford-Algebra. Es konnen

also die y-Matrizen auf gekriimmten Raumzeiten mithilfe der Vierbeine durch die
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4. Dirac-Gleichung auf gekriimmten Raumzeiten

“flachen” ~-Matrizen ausgedriickt werden:
= ekl (4.11)

Somit ist die Dirac-Gleichung auf gekriimmten Raumzeiten mit den entsprechenden
v-Matrizen (4.11]) und der kovarianten Ableitung (4.10]) gegeben durch (in Einheiten
h=c=1) [4 S.172]:

(iv*D,, —m) 1y = 0. (4.12)

Diese Gleichung sieht zunéchst aus wie die Gleichung fiir den elektromagnetischen
Fall, mit einem anderen Potential. Jedoch muss hier beachtet werden, dass die ~y-
Matrizen die Metrik enthalten und somit die Ableitungen auch mit der Metrik mul-
tipliziert werden. Da die Metrik hier, im Vergleich zum elektromagnetischen Fall,
das Potential ist, gibt es also Terme bei denen das Potential mit den Ableitungen

multipliziert wird.

4.3. Erhaltener Dirac-Strom

Die Dirac-Gleichung auf gekiimmten Raumzeiten ist gegeben durch:
(iv"D,, —m) 1y = 0. (4.13)

Adjungiert man diese Gleichung so erhélt man:

Y (D" +m) =0, (4.14)

Wobei 1) = 114 beziiglich der flachen v°-Matrix gebildet wird. Das Umformen

dieser Gleichungen ergibt:

Uy (D) = —imipds (4.15)
(WD) = imip. (4.16)
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4.3. Erhaltener Dirac-Strom

AuBerdem gilt D, v* = 0. Mithilfe der Relationen (4.16)) folgt ein kovarianter Dirac-

Strom:

D,pyh = " (D) + (VD) + (D™ o (4.17)
= imaph — imap = 0. (4.18)

Explizit lasst sich dies berechnen durch:

D;ﬂ%“d} = 1&’7“(D#¢) + (&Du)'}/#d} + @(D#W”)d}

= QZVAL(@MM + 7]’7“(9#1/’) + (&@L)V“zﬁ - (J’QM)VH/’

+ 0" + Th A + Q™ — Q)¢

= 9u(vy") + TR

1 _

S Nt
Bei dem ersten Gleichheitszeichen wurde die Produktregel der Differentiation be-
nutzt, bei dem Zweiten die kovariante Ableitung eingesetzt und bei dem Vierten eine
andere Formulierung der kovarianten Ableitung fiir ein Vektorfeld benutzt, wobei g

die Determinante der Metrik bezeichnet. Es folgt also schliefllich aus dem kovari-

anten Strom ein naiv erhaltener Strom welcher gegeben ist durch:
7' =N g (4.19)

Aufgrund des Satzes von Gauss folgt schliellich, dass das Integral iiber die nullte
Komponente erhalten und positiv definit ist[5, S.46]:

(W, ¢) = / V=g pdie. (4.20)

(70 ist hier die “gekriimmte” ~-Matrix) Dies wird als Sesquilinearform auf der
gekriimmten Raumzeit interpretiert. Fiir physikalisch sinnvolle Raumzeiten, ist /—g
immer positiv, da sich die Metrik hier immer in einem Punkt auf diagonalform brin-
gen ldsst und dann die iibliche Signatur (+ — ——) hat. Somit ist auch das Produkt
\/—_g\/ﬁ welches in der Sesquilinearform || vorkommt, wenn die “flachen” ~-
Matrizen benutzt werden, positiv definit, da \/gm , das inverse von ,/goo auch positiv
ist. Da somit die Sesquilinearform positiv definit ist, ist die Interpretation als

Wahrscheinlichkeit, analog zur Quantenmechanik gegeben.
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5. Newton-Naherung der Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung auf gekriimmter Raumzeit (4.12]) ist in ausgeschriebener Form
gegeben durch (in Einheiten h = ¢ =1):

- (6] - UV Cl a
(10 + i7" 5 (T cane) + efycan) s3] =)o = 0, (5.1)

Es wird nun eine Raumzeit vorgegeben, welche der Minkowski-Raumzeit entspricht,

plus eine kleine Stérung. Die Metrik ist dann gegeben durch:

Guv = Npw + h;w‘ (5.2)

Hierbei wird angenommen, dass die kleine Stérung h,,,, Diagonalform hat. AuBerdem

sollen alle Terme von Ordnung h? verschwinden. Somit ergibt sich fiir die inverse
Metrik:

g = — (5.3)

Hierbei sind die Eintrdge von h*" identisch mit den Eintrdgen von h,,. Ein Beispiel
fiir eine solche Metrik ist die Schwarzschild-Metrik eines schwachen gravitativen Ob-
jektes, wie zum Beispiel der Erde, bei welcher der Schwarzschild-Radius entsprechend
klein ist. Um die Dirac-Gleichung in dieser Raumzeit zu bestimmen, werden nun
zundchst die Vierbeine und die Christoffel-Symbole benétigt. Die Vierbeine und
ihre Inversen zu der Metrik sind gegeben durch:

et = 51— hr (5
Mt = phay/1 — he (5.
en = 5zm (5
Cap = Tap\/ 1+ Ty (5
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5. Newton-Naherung der Dirac-Gleichung

Wobei h,, wie folgt definiert ist:

hOO
—hi
_h22
_h33

(hyu) = (W) =

Ein Beweis, dass diese richtig sind findet sich in Anhang[A] Auerdem berechnen wir
noch die Christoffel-Symbole zu der Metrik. Die Christoffel-Symbole sind definiert
durch:

1 K
FKV = 5.9“ (gn)\,u + G\ — gzx)\,/g)-

Einsetzen der Metrik (5.2) und der inversen Metrik (5.3) ergibt die Christoffel-
Symbole bis zur Ordnung h?:

1
DY = 7" Py + hsvx = hun) + O(R).

5.1. Einsetzen in Dirac-Gleichung

Es werden nun die Vierbeine und die Christoffel-Symbole aus Abschnitt in die

Dirac-Gleichung (j5.1]) eingesetzt. Hierzu wird zunéchst folgender Term betrachtet:
i Vv_.cC a Z v_.cC a

= 567 Fﬁueauei\ [’V 77b] + secy eg,yeaﬂ[’y ’,yb]'

- v 01 a
ey _(Fl/{ueaﬂeg\ + eiueau)[’y 7lyb] - 8 c 8 c
(5.8)

8

Die ~-Matrizen sind hier und im Folgenden immer “flache” ~-Matrizen. Es wird
zunachst der erste Term aus berechnet. Die Christoffel-Symbole sind von der
Ordnung h und die Vierbeine von der Ordnung 1 + h. Somit kann man die Terme
der Ordnung h?, welche aus dem Produkt von Christoffel-Symbolen und Vierbeinen

entstehen, direkt vernachléssigen. Es miissen also fiir die Vierbeine nur noch 9,
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5.1. Einsetzen in Dirac-Gleichung
beziehungsweise 7) eingesetzt werden:

esyTh eaner [V, 7] = 657 Th Ny [V, 7]

1 K 4 a
- 577# (hfw,)\ + N — hv)\,n)”y [7 77/\]77au

1

= inlm(hnmk - h,j,\,,{)’yy ['Yaa '7)\]7711;1-

Der Term hy, fallt weg, da durch ihn nur zwei gleiche y-Matrizen in dem Antikom-
mutator stehen konnen. Werden nun die Summen {iber die n explizit ausgefiihrt, so

ergibt sich:

v_c a ]- ]_ v
elyTh eapey 7,7 = 5hoo, YA - Shao aal

1 .
+ Z( iy 1YY - 2h1/)\,i7y[7177>\])

1 P[0 -1
—Z hooﬂ 1%,9 = Shioy' 1]
+Z( 110’77 ’Y +Z hu]’)/[ry 7])

7=1

—Z<h002777 Z h]ﬂvv]>
= Z ha V' Y]+ Z hoo " [7", '] + Z hiioy' [v'5 7).
i=1 i=1

ij=1

(5.9)

Es werden nun die y-Matrizen berechnet. Aus der Clifford-Algebra {v*,4%} = 27
folgen, wenn a und b von 0 bis 3 laufen, die Kommutatoren (Die Indizes ¢ und j

laufen hier von 1 bis 3):

YL, = =297 + 2967 (5.10)
[0, 91 = 2¢* (5.11)
YA =290 (5.12)
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5. Newton-Naherung der Dirac-Gleichung

Somit folgt fiir (5.9):

3 3
ey Th eaney 77" = Z ~2hii 7’ + 2 Z hooiy' — 2 Z hii o’

i#j i=1 i=1
Nun wird der zweite Term in (j5.1]) betrachtet:

[N

€. eb,yeau[’yaa fo] (513)

Da eﬁ , und e,, Diagonalform haben, muss auch gelten, dass a = b ist. Somit ist
der Term aufgrund des Kommutators der zwei gleichen y-Matrizen gleich
null. Somit ist nur noch der erste Term aus in der Dirac-Gleichung vorhanden.
Schlielich wird noch das Vierbein explizit durch die Metrik ausgedriickt, wodurch

die Dirac-Gleichung auf gekriimmten Raumzeiten in der Newton-Néherung ergibt:

(iv/1 — hooy"0o + i Z 1+ hyv'0;

; .3 .3

1 . 72 ; 7 0 B

a2t g e =g ) e e =0 ()
1F] 1= 1=

Die Terme —£ 3", 2 hai ¥ +4 Zg’zl hooi7' — % Z?Zl hii 07" entsprechen hierbei einem
gravitations Potential, analog zu dem elektromagnetischen Potential in Gleichung
. Jedoch gibt es in dieser Gleichung einen entscheidenden Unterschied zum
elektromagnetischen Fall. Die Ableitungen werden nédmlich auch mit dem Potential
multipliziert. Der Massenterm entspricht schliefilich genau dem elektromagnetischem

Massenterm.

5.2. Analogon zur Reihenentwicklung der Dirac-Gleichung im

elektromagnetischem Feld

Im Folgenden wird es das Ziel sein, die Dirac-Gleichung auf gekriimmter Raumzeit in
der Newton-N&dherung analog zu der Dirac-Gleichung im elektromagnetischen
Feld in Abschnitt auszurechnen. Hierzu werden Einheiten benutzt in denen
h =1 ist und ¢ # 1, sodass wieder eine Reihe fiir groe ¢ berechnet werden kann.
Es wird davon ausgegangen, dass die Stérung der Metrik h von der Ordnung 1/¢

ist. AuBlerdem wird o = 7%4* und § = 1 eingesetzt, welches die selben Matrizen
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5.2. Analogon zur Reihenentwicklung der Dirac-Gleichung im elektromagnetischem Feld

wie in Abschnitt (3.1)) sind, da in Gleichung ([5.14)) bereits die “flachen” y-Matrizen
eingesetzt wurden. Somit ldsst sich Gleichung ({5.14]) schreiben als:

(’i\/ 1 — hooao)w
. .3 .3
= (—i Z \/ 1 + hiico/(?i + C% Z hii,jOéj - C% z:; hooﬂ‘Qi + Ci z:; hu"() + 5m62)’¢.

i

Das einsetzen von zwei Spinoren mit ¢ = (¢ )7 ergibt:
N P
(’L 1 — hoo@o) <>2>
i i i @
f— y .. i . — e . j p— p— . i — .. 2
= (—i Z \/1+ hjca’0; + cy Z hi; jo 1 ; hoo 0" + 04 ; hiio + Bmc”) <>~<> .

i#]

Werden nun noch die «; und 5 aus Abschnitt (3.1)) eingesetzt so ergibt sich:

(Zmao) gé _ (—Z Ez vV 1+ h”cazd + C%ﬁ Zz;é] hii,jo']: - C;% Zzzl hoo}iO'z:))N(
)~< (—Z Zz \/Thiicazai + Ci Zi;ﬁj hiLjO'J - Ci Zi:l h0072‘0'2)(,5

.3 - N
1 ¥ 2 [ ¥

+ c— E hiio | _ | +mc .
1 <X> <_X>

Nun folgt eine Definition um die Gleichung iibersichtlicher zu gestalten:

. .3
c) = —1 Z \/ 1 + hiicai@- + Ci Z hu‘,jO'j — C;l Z hoo’iO'i.
i =1

i#]

Durch Einsetzen der Definition in die Gleichung folgt:

| P\ _ () i~y (P) e F
(Zmao) ()Z) - (cQgE) + “4 ;h“,o (f() i (_X> |

Nun versuchen wir die Ruheenergie der ¢ Komponente analog zu Abschnitt (3.1)

durch folgenden Ansatz weg zu transformieren:

(£) = ()

31



5. Newton-Naherung der Dirac-Gleichung

Das einsetzen in die Gleichung ergibt:

(?:\/ 1— hogao) v + mc2\/ 1— hoo i = CQX + Cz 23: hii,O t + ch v .
X 14 X

X cQp —X

Im Gegensatz zu Abschnitt (3.1]), kiirzt sich die Ruheenergie nicht genau weg, da
vor der zeitlichen Ableitung noch die Wurzel aus der Metrik steht. Es wird der

stationdre Ansatz o(Z,t) = e F@t (%) und x(7,t) = e F@y(F) mit der Energie

E(z) = Ev/1 — hgy gemacht:
0 .3
E(x) N +C£Zhii,0 7 —mc*\/1 — hgo 1 + mc? v .
X Qyp 4= X X —X

Somit folgen zwei gekoppelte Gleichungen:

4 <

. 3
E(z)p = Qx + (m02 (1 —/1- h00> +em Z hii,O) © (5.15)
i=1
.3
E(l’)X + (m02 (1 +/1— hoo) — Ci Z hii,O) X = CQQO (516)
i=1

Es wird nun der Term cﬁ 25’:1 hiiox aus Gleichung 1) vernachléssigt, da y klein
gegen ¢ ist und hy; von der Ordnung 1/c? ist. Weiteres Umformen ergibt:

X = <E(ZL‘) + mc? <1 + m>>l Q. (5.17)

Das Einsetzen von x in die Gleichung (/5.15)) ergibt somit:

(E(x) — mc? (1 —v1- h00> — c% Zi: hii,()) 2

=) (E(:L‘) +mc? (1 +v1- h00>>_1 Q.

32



5.3. Hamilton-Operator erster Ordnung

Wenn nun Ay := mc*(1 — /1 — hgo) definiert wird, so hat die Gleichung fast die
selbe Form wie im elektromagnetischen Fall (Gleichung (3.5])):

.3
(E(a:) — Ay — C% Z hz‘z‘,O) p = (E(x) +2me* — AO)il cS2p
i=1

— LQ (1 + M)_l Qep. (5.18)

2m 2mc?

Der Unterschied liegt in dem Term —ci Zle hiio. Diesen haben wir in Gleichung
(5.17) vernachldssigt. Hatten wir diesem noch beibehalten, so héitte man ihn in
die Definition von A, ziehen kénnen, wodurch die Gleichung die selbe Form wie im
elektromagnetischen Fall gehabt hétte. Natiirlich gibt es aber in der Gleichung einen
weiteren Unterschied: Die Energie ist hier abhéingig von der Metrik. Die physikalisch
sinnvolle Energie ist hingegen durch E = E(x)/v/1 — hgo gegeben.

5.3. Hamilton-Operator erster Ordnung

Es wird der Hamilton-Operator zur Gleichung ([5.18)) ausgerechnet. Dazu wird zuéchst
die Energie E(z) = Ev/1 — hgy und dann die Geometrische-Reihe bis zur ersten Ord-

nung ausgerechnet:

.3

]
(\/ 1— hOQE - AO — CZ ; hii,O) @ (519)
1l (1 4 Ao ) Qp — L (—”1_%) QFp+ 0O <C—14) . (5.20)

2m 2mc? 2m 2mc?

Nun wird die Wurzel aus der Metrik approximiert durch /1 — hgy ~ 1 — % (ist

moglich da Anfangs h? &~ 0 angenommen wurde) und auch Ay = mc? (1 — 1 hoo) R~

mc*h wird eingesetzt:

h h i
00 2 1400
<(1—7>E—mc 7_61 iglhii,(]) ¥

. 1 hoo 1 hOO
= QmQ (1 + 1 ) Qp 4m262Q ((1 5 )) QF. (5.21)

Da hgo von der Ordnung 1/¢? ist, kann der letzte Term aus Gleichung ([5.21]) wegge-

lassen werden, da dieser somit von der Ordnung 1/¢* ist. Sortieren der Gleichung
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5. Newton-Naherung der Dirac-Gleichung

(5.21)) nach der Energie E ergibt dann:

l——+——55 | Ep=

< 2 * 4m202) 4
LINCY SRR PO c2ﬁ+c—2h (5.22)
om 4 11,0 .

Invertieren des Operators auf der linken Seite der Gleichung ([5.22)) ergibt dann den

Hamilton-Operator:

1 hoo Jhoo | i o
— | Q — +c- hii : 2
<2mQ <1 + ) +me ==+ ey ;1 ol (5.23)

Hier wird wieder die Geometrische-Reihe bis zur ersten Ordnung benutzt:

1 hoo Jhoo i o 1
—Q(1+2)0 0 b= hy —. 5.24
<2m ( + 4> +me* = +c4;h70 o +0|( (5.24)

Das Ausmultiplizieren und Vernachlissigen von Termen der Ordnung 1/¢® ergibt

dann schliefllich den Hamilton-Operator in erster Ordnung;:

1 h h h Ot
H= om (QQ it XOQ+ SOQ B QQ% + 4m?2c? +m o
2 Qh(z)() i &
+ m-c 7 + mc§ i:E 1 hii,(] . (525)

Dies ist nun abhéngig von €2, in welchem der Wurzel-Term genéhert werden kann:

.3
= —ZZ \V 1+ h“(ﬂ@ + - Zh”]U - %Zhooﬂ‘gi

1753
= —22028 —_Zhuaza + = Zh”JO' - _ZhUOlO—i' (526)
#J
:=Qo *Ql
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5.4. Hermitezitdt des Hamilton-Operators in erster Ordnung

Hierbei wurden nun Qg und €; definiert, wobei Q; von der Ordnung 1/c? ist, da h
von der Ordnung 1/c? ist. Einsetzen von € in den Hamilton-Operator (5.27)) ergibt:

1 hoo Do hoo Q
H = % <Q(2) —+ Q()Ql + Qlﬂ() + QOTQO —+ TQ?J — QgT + 4mgc2 + m202h00
2 2h30 i :
+ mZc - + mey E_l hiio | - (5.27)

In diesem Hamilton-Operator lassen sich vier verschiedene Arten von Termen, analog
zum elektromagnetischen Fall, identifizieren:
1. Q2 entspricht der kinetischen Energie des Teilchens.
4

2. 473_2002 entspricht der relativistischen Massenkorrektur.

3. Qo + Qo + Q0 + 002 — Q2% entspricht Spin-Bahn-Kopplungs-,
Zeeman-, beziehungsweise Darwin-Termen. (Hierbei ist darauf zu achten, dass

in ; alle Terme ein h enthalten)

h? i 3 . . .
4. m2c?hgy + m2c220 4 mei S by o entspricht duBeren Potentialen.
00 2 2 i=1 ,0

5.4. Hermitezitdt des Hamilton-Operators in erster Ordnung

Fiir den Hamilton-Operator ist es nicht offensichtlich, dass er hermitesch
ist, da zum Beispiel 2p{2; nicht hermitesch ist. Der Hamilton-Operator muss auch
nicht im naiven Sinne hermitesch sein, sondern beziiglich der Sesquilinearform auf
der gekriimmten Raumzeit. Diese wurde bereits in Abschnitt durch Gleichung
(4.20) definiert. Die Sesquilinearform lésst sich auch durch ¢ und y ausdriicken:

.0 = [ V=ginted's
= / V—=gey pd'z
= / V=9V 9097 pd x
— [ VIV + xd. (5:29)

Hierbei wurde im ersten Schritt die “flache” 7°-Matrix fiir die “gekriimmte” einge-

setzt. Die Wurzel aus der Determinante der Metrik ist aufgrund der Diagonalform
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5. Newton-Naherung der Dirac-Gleichung

der Metrik gegeben durch die Wurzel aus dem Produkt der Eintrdge der Metrik.
Multipliziert mit /g% ergibt sich:

V=V =

— (i + hii)

~.
Il w
o

—_

—thuo (h?).

\)

Dies wird nun in die Sesquilinearform ([5.28]) eingesetzt:

(1, ) = / (1 — = Z hu> Pp + xx)d'z. (5.29)

Nun ldsst sich y mithilfe der Gleichung (5.17) durch ¢ ausdriicken. Mit der Ge-

ometrischen Reihe ergibt sich auch die Ndherung erster Ordnung;:

.3 -1
i
X = (E(l‘) + m02 (1 + 1-— hoo) — Cg ; hn"o) CQQO
1 E 1
= 1-— h Qp+0|(—=]). 5.30
2mc? ( 2me 2+4 OO)C o <c3) (5.30)
Wird nun noch € aus Gleichung ([5.26]) in Gleichung (5.30)) eingesetzt so ergibt sich:

_ (4 E +1h Qo N 0
X = ome2 4 2me = 2mc 14

:—90+(9(1) (5.31)

2me 3

Hiermit ldsst sich die Sesquilinearform ([5.29) nur in Abhéngigkeit von ¢ ausdriicken,

wobei ausgenutzt wird, dass 29 hermitesch ist:

TR
:/@ (1—§;hm»+ (%)j s0d4x+0<c—13)

s

— (0, M), (5.32)
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5.4. Hermitezitdt des Hamilton-Operators in erster Ordnung

Die Zeitableitung der Sesquilinearform ([5.32)) ist gleich Null, somit folgt:

d d
- — = A1 — —M
0 dt(g@, M) = (p, (zH M —iMH + 7 ) ©).
Somit ergibt sich die hermitezitiats Bedingung fiir den Hamilton-Operator:

d
H'M — MH = i M. (5.33)

Es wird zunéchst die Rechte Seite der Bedingung ([5.33)) berechnet:

1 hoo hoo oo _Q4
HIM = MH = (Q?) + 010 + Q0 + 90790 TNy N e

3 2

1 Q

2 2 2 00 v . B 240
+m2choy + m2c —|—mc E h”0>< E h”+<2mc)>

(1__zhn+ (2)) :

h h h o
2 00 00 21400 0
(QO + Qo + D+ QP + U~ B+

1
2m

+m C2h +m2 2 00 + mc— Zhuo>

— ﬁ (Qo (QT - Ql> + (QT - Ql> Q%
[QO, hoo] + Qg, Z hii] — mei 23: hii’o) - 0(0—13).

=1

Es wird nun zunéchst QI — )y ausgerechnet:

3
A~ = 23 pihao’ 53 byl 4 Zhoom
i=1

i#£]
3
_%Zh“pi Zh”]a + - Zhooﬂ
i=1 Z#J
:_ZJ pz’ zz - Zhu]U +3 Zh()()zO'
#J
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5. Newton-Naherung der Dirac-Gleichung

- = Z o hiij + = Z hoo,i0" (5.34)

z]l

QO, Z hii) — QO, hoo) - (5.35)
Wird dies nun in (5.34]) eingesetzt so ergibt sich:

3
1
HTM MH = ( Q0 QO7 E hm - QO7h‘00] [QO7 § hm]QO - 5[907h00]90
i=1

3
1
[an hoo an Z hzz mci Z hn’,o

3
= —c Z hi@ﬂ _Z_ Z hn =1—M. (536)
=1

Der Hamilton-Operator (5.27)) ist also hermitesch. Somit hat dieser reelle Eigen-

werte, also sind die Energien zu dem Hamilton-Operator reell. Alternativ ldsst sich

N———— l\DI»—

auch die Wellenfunktion umdefinieren, sodass der Hamilton-Operator im naiven

Sinne hermitesch ist:
Q= VMep.

Somit ist das Sesquilinearform gegeben durch die standard Ly Sesquilinearform. Um
den passenden Hamilton-Operator zu definieren, wird die zeitliche Ableitung von ¢
betrachtet:

0, (Ws@) =1 (@\/M) o+ VMHy
- [z (at\/ﬂ) \/LM + \/MH\/LM} 5
= Hg. (5.37)

In erster Ordnung ergibt sich also fiir den Hamilton Operator:

O)hOO — —CZh” 0- (538)
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5.5. Hamilton-Operator fiir die Schwarzschild-Metrik

Durch die Kommutatoren in diesem Hamilton-Operator werden die Spin-Bahn-
Terme 02 + Q10 + Qoh%Qo + %Q% — Q%% aus dem Hamilton-Operator (5.27))
hermitesch und der Term —ic Zle hiio kiirzt sich weg. Die restlichen Terme sind

schon vorher hermitesch gewesen.

5.5. Hamilton-Operator fiir die Schwarzschild-Metrik

Im Folgenden wird die Schwarzschild-Metrik gendhert, um sie auf die Form der
Metrik ([5.2)) zu bringen. In kartesischen Koordinaten ldsst sich das Linienelement
der Metrik darstellen als [6, S.363]:

_Ts 4
ds? = ol 2q2 — (14 ) (da? + dy? + 422 5.39
I i ( y ) (5.39)
TS
itr=p(14-2). 5.40
mit r p< +4p) (5.40)

Hierbei ist s der Schwarzschild-Radius und r der durch Kugelkoordinaten definierte
Radius. Wenn nun ([5.40) nach p aufgelost, in (5.39)) eingesetzt und die Ndherung

rs < r benutzt wird, so ergibt sich fiir das Linienelement:

ds* = (1 - %) cdt® — (1 + %) (da® + dy® + dz?) . (5.41)

Wird dies nun mit der Metrik ([5.2)) verglichen, so folgt fiir die h:

T's

hoy = —— (5.42)
r
Ts
- (5.43)
Hiermit kann nun §2; berechnet werden:
s, o UTs,
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5. Newton-Naherung der Dirac-Gleichung

Schlielich konnen wir dies in den Hamilton-Operator (5.27)) einsetzen:

T GRS L R
Lo oTs [, o Ts o o Ts o o n 5 oTs  micr?
@ EPEE D5 ENE P - 5 —)
(5.45)

1 p? ir 3. rs 1 r
2 (p +4m202 473" p+4 ro40 st P
1., /., 7s o oTs M2

Hier lassen sich Terme analog zum elektromagnetischen Fall identifizieren:
1. p? ist die kinetische Energie des Teilchens.

2. % ist die relativistische Massenkorrektur des Teilchens.

2
NS

A7 entspricht einem Darwin Term.

4. —30 (T—gf X ﬁ) entspricht einer Spin-Bahn-Kopplung.

r

2.2 p2 . . . .
5. —m262% + "5 55 entspricht einem duBeren Potential.

Die restlichen Terme haben kein Analogon zum Elektromagnetismus.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Fiir die Dirac-Gleichung in Anwesenheit eines dufleren statischen elektromagnetis-
chen Feldes wurde mit der Gleichung ein System von Differentialgleichungen
hergeleitet, welches eine exakte Losung der Dirac-Gleichung ist. Dies wurde bis zur
ersten Ordnung berechnet und mit der Literatur verglichen (Abschnitt und
(3-3)). In dem Hamilton-Operator, welcher somit gefunden wurde, konnten Terme
identifiziert werden, welche aus der Atomphysik bekannt sind, wie der Zeeman-Term,
die Spin-Bahn-Kopplung oder der Darwin-Term. Weiterfithrent kann die Dirac-
Gleichung im elektromagnetischen Feld auch quantisiert werden. Dies wurde bereits
im Rahmen der Quantenelektrodynamik gemacht.

Die Dirac-Gleichung auf einer gekriimmten Raumzeit wurde hergeleitet und es
wurde eine Wahrscheinlichkeits-Interpretation analog zur Quantenmechanik gegeben.
Weiterhin wurde diese Gleichung in einer schwach gekriimmten Raumzeit, in der
Newton-Néherung berechnet. Die hieraus gewonnene Gleichung wurde weiter genéhert,
mit dem Verfahren, welches schon im elektromagnetischen Fall benutzt wurde. Es
wurde der Hamilton-Operator zu dieser Gleichung in erster Ordnung berechnet und
gezeigt, dass dieser hermitesch ist. Auflerdem konnte eine Analogie zum Elektro-
magnetischen Fall gezogen werden, in dem Sinn, dass in dem Hamilton-Operator
Terme auftraten, welche dhnlich sind zu den Spin-Bahn-Kopplungs- beziehungsweise
Darwin-Termen. In weiterer Untersuchung bedarf es zu sehen ob sich in dem Grav-
itationsfeld der Erde (approximativ durch die Schwarzschild-Metrik beschrieben)
derartige Effekte messen lassen, oder ob diese zu schwach sind. Auch die Dirac-
Gleichung auf gerkiimmten Raumzeiten lasst sich quantisieren. Die Grundlagen hi-
erfiir wurden von [5] und [2] gelegt. Interessant wire es hierbei die Dirac-Gleichung
in der Newton-Niherung zu quantisieren.
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A. Beweils der Vierbeine

Es wird nun tiberpriift ob die Vierbeine ({5.4)) und (/5.5 stimmen, indem die Relatio-
nen (4.1)) und (4.3) iiberpriift werden. Hinzu miissen dieselben Relationen natiirlich
auch fiir die inversen Vierbeine (5.6 und (5.7)) gelten, mit dem Unterschied, dass die

inverse Metrik benutzt, beziehungsweise herauskommen muss. Zunéchst wird ({5.4)
mit der Relation (4.1)) iiberpriift:

ehey guw = 04 V1 — WOy N1 — 1Y (1, + Ty)

Falls p # v, ist der Ausdruck aufgrund der Diagonalform von der Metrik gleich null.
Damit die ¢ nicht null sind muss nur a = b betrachtet werden (Wobei weiterhin {iber

a summiert wird):

52\/1 - ha(SZ\/l — h*(Naa + haa) = (1 = h*)(Nag + Naa) = Naa £ h’ia = Naa + O(hz)

Somit folgt dass €€} g, = nap (bis zur Ordnung h?), womit die Relation (4.1)) erfiillt
ist. Nun wird die Relation (4.3)) iiberpriift:

efje’gna’b = 5(‘;\/1 — h“(Sg’\/l — h”nab

Falls nun a # b ist, ist der Ausdruck gleich Null, da 7., Diagonalform hat. Es kann
also a = b gesetzt werden. Da die 0 auch Diagonalform haben, muss nur u = a,

v = b und somit p = v betrachtet werden:

ST — hiShN/T — i = V1T = Wi VT — hit = (1 + W) = " 4 B = g

Es gilt also eteyn® = g* (bis zur Ordnung h?), womit die Relation (4.3)) erfiillt
wire. Um zu zeigen, dass auch das Vierbein (5.5) richtig ist, fithren wir dieses auf
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A. Beweis der Vierbeine
das Vierbein (j5.4]) zuriick:
eha — 6/bi,',}ba

Somit folgt direkt, dass auch (5.5) stimmen muss. Analog folgt auch, dass (5.7
richtig ist, falls das Vierbein (j5.6) stimmt. Es wird nun also die Relation (4.1) fiir
(5.6) tiberpriift, wobei die inverse Metrik eingesetzt wird und die inverse Minkowski

Metrik herauskommen sollte.

etebgh = 0%/1+ hudoA/1 + hy, (" — ™)

Falls nun p # v ist, so ist der gesamte Ausdruck gleich null, da die Metrik Diag-
onalform hat. Deshalb gilt 4 = a, v = b und somit muss nur a = b betrachtet

werden:

62 /1 4 ha<77aa _ haa)(sg /1 4 ha _ (1 _ ha)<77aa 4 haa) — 77aa + (haa)Q — 77aa 4 O(hQ)

Es wird nun noch die Relation (4.3) mit inverser Metrik und Minkowskimetrik
iiberpriift:

etebna = 65y/1+ h,6on/1+ hyn™

Falls nun a # b ist, so ist die Minkowskimetrik gleich Null und somit auch der
gesamte Ausdruck. Aufgrund der ¢ muss auch a = p, b = v ein und somit nur p = v

betrachtet werden:

5ﬁ\/1 + huéﬁ\/l + hy™ = /14 B/ 1+ i = 0 (L4 h) = M+ e = G

Es folgt also, dass die Relation eZely’nab = g, erfiillt ist. Schlieflich sind also die
Vierbeine (5.4 bis (5.7) alle richtig bis zur Ordnung h?. Um die Dirac Gleichung
(5.1) zu berechnen benétigen wir noch die Ableitung des Vierbeins (5.7)):

Capy = NapOuv\/1+ Ny,
~ e A,

= Naphp, + O(h?) (A.1)
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