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Zusammenfassung

In dieser Arbeit berechnen wir den renormierten Energie-Impuls-Tensor des quan-
tisierten Klein-Gordon-Feldes. Wir folgen der , Point-Splitting“-Renormierung und
finden so einen Ausdruck in Abhéngigkeit der Hadamard-Koeffizienten. Nach Be-
rechnung dieser Koeffizienten steht am Ende ein glatter Energie-Impuls-Tensor, der
nach Wahl von physikalischen Anfangsbedingungen und einer Metrik genutzt werden
kann, um die Riickwirkung des Quantenfeldes auf die Raumzeit zu studieren.

Abstract

Within this paper we calculate the renormalized energy-momentum-tensor of the
quantized Klein-Gordon-Field. Following the "point-splitting"-procedure we get an
expression in terms of coefficients of the Hadamard-Distribution. Calculating these
coefficients and inserting in this expression yields a smooth energy-momentum-
tensor, which can be used to study the backreaction of the quantum field on the
spacetime after specifying the metric and the physical conditions.
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1 Einleitung

In der ersten Halfte des 20. Jahrhunderts wurden zwei groffe Entdeckungen gemacht.
Zum einen fand Max Planck die Existenz von Lichtquanten, was die allméhliche
Entwicklung einer Quantentheorie nach sich zog und sich zunéchst in einer nichtre-
lativistischen Quantenmechanik duflerte. In den 30er Jahren wurde dann aber auch
begonnen (relativistische) Feldtheorien zu quantisieren. Mit dem heute existieren-
den Standardmodell der Teilchenphysik kénnen drei der vier fundamentalen Krafte,
die starke, schwache und elektromagnetische Wechselwirkung, bereits gut beschrie-
ben werden. Doch trotz der guten Vorhersagen der Modelle, weist diese Beschrei-
bung Mangel auf, da bei den Berechnungen unphysikalische Divergenzen auftreten,
die zwar mathemathisch korrekt renormiert werden koénnen, jedoch Schwéchen der

Theorie aufzeigen.

Eine unter vielen Physikern verbreitete Meinung ist, dass diese Quantenfeldtheo-
rien nur eine Niedrigenergiendherungen von allgemeinen Theorien sind. Demnach
wiirden diese Divergenzprobleme nicht auftreten, wenn der korrekten Limes von
solch einer Theorie genommen wird. Es stellt sich allerdings die Frage, wie diese
aussehen sollte. Bis heute ist es noch nicht gelungen eine adaquate Theorie aufzu-

stellen.

Ein weiterer Wermutstropfen im Standardmodell ist das Fehlen der vierten fun-
damentalen Kraft: der Gravitation. Obgleich die neue Beschreibung Einsteins der
Gravitation als Krimmung des Raumes (siche Abschnitt [22) die zweite grofie Ent-
deckung Anfang des 20. Jahrhunderts war, blieb sie doch einer konsistenten Quanti-
sierung bisher verschlossen. Diese sollte in einer allgemeinen Theorie aber moglichst

enthalten sein.

Ein méglicher Ansatz zum Sammeln von Indizien, wie dieses neue Standardmo-

dell aussehen sollte, ist die Betrachtung einer Quantentheorie auf einer klassischen,



1 Einleitung

aber gekriimmten Raumzeit. Diese vermeidet zwar nicht die Notwenigkeit einer Re-
normierung, aber es konnen neue Erkenntnisse im Bezug auf den Casimireffekt, den
Hawking Effekt oder die Singularitatstheoreme von Hawking und Penrose gewonnen

werden (siehe [9] sowie Referenzen darin).

Wir beschéaftigen uns in dieser Arbeit mit der Renormierungstheorie des Klein-
Gordon-Feldes auf allgemeinen gekriimmten Raumzeiten. In Kapitel 2] werden dazu
zunachst verwendete Konventionen festgelegt und einige Grundlagen diskutiert, auf
denen diese Arbeit aufbaut. Dazu gehoren die Einstein’schen Feldgleichungen, ver-

schiedene Aspekte der Klein-Gordon-Theorie und einige geometrische Uberlegungen.

In Kapitel B folgt zunéchst die Erlauterung der Verbindung einer Quantentheorie
auf einer gekriimmten Raumzeit mit dem Einsteintensor (2.1)). Anhand des Klein-
Gordon-Feldes wird dann explizit eine Renormierung des Energie-Impuls-Tensors
durchgefithrt. Am Ende wird dann noch auf das Problem der Spuranomalie einge-

gangen, die samtlichen Renormierungsversuchen dieser Theorie gemein ist.

Eine vollstdandige Analyse des Energie-Impuls-Tensors erfordert nun noch die Be-
rechnung der darin auftretenden Koeffizienten, womit sich Kapitel 4 beschaftigt.
Wegen seiner guten Handhabbarkeit, wird der Warmeleitungskern als technisches
Hilfsmittel genutzt. Ein Vergleich von Klein-Gordon-Gleichung und Warmeleitungs-

gleichung lasst dann den Schluss auf die sogenannten Hadamard-Koeffizienten zu.

Kapitel [ enthélt am Ende einen kurzen Ausblick dariiber, welche Méglichkeiten

diese Berechnungen nach sich ziehen.

An dieser soll noch darauf hingewiesen werden, dass es sich hierbei um eine bereits
korrigierte Version dieser Arbeit handelt. Die Korrekturen waren nétig, um dem

interessierten Leser offensichtliche Unstimmigkeiten zu ersparen.



2 Grundlagen

2.1 Konventionen und wichtige Relationen

Zu Beginn wollen wir einige Konventionen festlegen, die sich durch diese Arbeit

hindurchziehen.

2.1.1 Distributionen

Distributionen werden in dieser Arbeit als verallgemeinerte Funktionen behandelt.
Die Rechnungen werden formal durchgefiihrt. Wir verzichten auf eine Verschmierung

mit Testfunktionen.

2.1.2 Metrik

Den Grof3teil dieser Arbeit werden wir auf einer allgemeinen vierdimensionalen Lor-
entz’schen Mannigfaltigkeit arbeiten. Die dabei auftretende Pseudo-Riemannsche
Metrik mit Signatur (—1,1,1,1) wird mit g,,(x) bezeichnet. Das Argument wird
mitunter auch weggelassen, wenn klar ist, an welchem Punkt wir auswerten. Als
weitere Annahme an die Mannigfaltigkeit stellen wir globale Hyperbolizitét (siehe
z.B. [2]), sodass beispielsweise Kausalitat gewahrt bleibt, sowie die Existenz eines
wohlgestellten Cauchyproblems und globaler Fundamentallosung der Klein-Gordon-

Gleichung gesichert ist.

2.1.3 Indizes und Summen

Allgemein werden fiir Objekte auf Pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten griechi-
sche Indizes verwendet. Arbeiten wir, wie in Abschnitt (4.1]), ausschliefllich auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit, so werden lateinische Indizes verwendet. Fiir grie-
chische als auch lateinische gilt durchweg Einsteins Summenkonvention, d.h. iiber

jeweils hoch- und tiefgestellte Indizes wird summiert.
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2.1.4 Kovariante Ableitung

Da wir auf gekriimmten Raumzeiten arbeiten, verwenden wir anstatt partieller, ko-
variante Ableitungen um die Tensoreigenschaften der differenzierten Objekte zu be-
wahren. Es gilt:
... . ... . ... o p... TP o...
v, T =717 =017, +1I7 T +. .. —TI7 T ..

T... T T.

Fiir unsere Zwecke arbeiten wir ausschlieBlich mit dem Metrik kompatiblen (V,g,, =
0), torsionsfreien (7, = I'7,, — I, = 0) Levi-Civita-Zusammenhang. Angewendet
auf skalare Objekte reduziert sich die kovariante wieder zu der partiellen Ableitung.

Fiir diese gilt fiir den von uns gewéahlten Zusammenhang zudem

(b;;w = (b;vu'
Auf allgemeinen Tensoren hingegen gilt fiir das Vertauschen von kovarianten Ablei-
tungen
TJMT...;MV = TU“;r...;Vu + RUpMVTme... +.o. = RPTMVTOMp... -

mit dem Riemanschen Kriimmungstensor
Rul/a’r = aU]‘_WVT - aT]‘_WVJ + FMpO'FpV’T - Fup’rrpl/a'

Zudem werden wir haufig dem Ricci-Tensor R, = R der Spur des Riemann-

ppv?
Tensors begegnen.

2.1.5 Dimension

Wir benutzen hier ein Einheitensystem, in dem ¢ = A = 1. Die Gravitationskonstante
G wird jedoch nicht dimensionslos gemacht und bekommt damit die Dimension
(Masse)™2. Insbesondere bedeuted dies, dass eine Differenziation die Dimension
(Masse)! tragt und die Energiedichte (Masse)?.
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2.2 Die Einsteingleichungen

Anfang des 20. Jahrhunderts fand Einstein die Korrespondenz zwischen Kriimmung
der Raumzeit und Gravitation. Demnach ist die Gravitation eine physikalische Feld-
theorie, deren Grundlage geometrische Objekte sind. Das zu betrachtende Feld ist
dabei der metrische Tensor g,,,. Im Vakuum haben wir im allgemeinen eine Lagran-
gedichte Lgray = (167G) 'R, die lediglich aus einem Vielfachen des Kriimmungs-
skalars R = R /' besteht. Unter gewissen physikalischen Umstédnden konnen dieser
allerdings weitere Terme beigefiigt werden. Um die Wirkung S aufzustellen, verwen-
den wir das kanonische koordinateninvariante Mafl \/—gdx, mit g = det g,,, zur

Integration iiber Mannigfaltigkeiten.

1
Serav([gu| = e /R\/ —gdx

Variation nach der Metrik ergibt die Einstein’schen Vakuumgleichungen
1
GMV = RMV — éRgMV = 0. (2].)

Spielt jedoch noch irgendeine Form von Materie eine Rolle, dessen Einflussbereich
in der betrachteten Umgebung liegt, so ist diese Beschreibung nicht mehr ausrei-
chend. Die Wirkung muss dann um einen Term Syat[g,., V] erweitert weren. Dieser
beschreibt zum einen die Dynamik des Materiefeldes ¥ selbst im gekriimmten Hin-
tergrund (Variation nach W), sowie die Riickwirkung auf das Gravitationsfeld (Va-
riation nach g, ). Letzteres wird im Energie-Impuls-Tensor zum Ausdruck gebracht,

der iiber
2 9
T,=——-5
=g oge T
definiert ist. Das Prinzip der minimalen Wirkung auf das Gesamtfunktional S =

Sgrav + Smat angewendet, fithrt schliefllich auf die Einsteingleichungen
G =8rGT,,.

Zum Schluss dieses Abschnittes wird noch eine wichtige Eigenschaft, die Energie-
Impuls-Erhaltung erwéhnt. Nach ein wenig Rechnung unter Nutzung der Bianchi-

Identitét ist ersichtlich, das G,;* = 0, womit dies auch fiir die rechte Seite der
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Gleichung gelten muss. Wir haben also

T, =0.

0

Fiir eine ausfiihrlichere Einfiihrung siehe zum Beispiel [3].

2.3 Die Klein-Gordon-Theorie

Die Klein-Gordon-Theorie beschreibt ein relativistisches, massives Teilchen ohne
Spin. Sie wurde zunéchst in einer flachen Raumzeit entwickelt. Diese Feldtheorie

startet von der Lagrangedichte

Lxa =

(7" (9,0)(0,0) — m*¢?)

DO | —

mit der Minkowskimetrik 7,, = diag(l, —1, -1, —1). Diese erhalt nur hier in Ab-
schnitt die andere tbliche Signatur, da frithere Rechnungen mit in Betracht
gezogen werden. Im Folgenden kénnen die Ergebnisse durch ein einfachen Vorzei-
chenwechsel im Potenzial weiter verwendet werden. Die Wirkung hat nun dement-

sprechend die Form

Sie = [ Lxads = % [ (7(0.0)(0.0) — m*6?) da.

Mittels Variation nach ¢ erhalten wir eine Gleichung zur Beschreibung der Dynamik
des Feldes. Sie lautet

(09,0, + m*)¢ = 0. (2.2)

Eine andere Moglichkeit diese Gleichung herzuleiten wére tiber die erste Quantisie-
rung der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung E? — p? = m?. Wir benotigen

fiir unsere Zwecke allerdings den eben vorgestellten feldtheoretischen Ansatz.

2.3.1 Der klassische Energie-Impuls-Tensor

Um das Klein-Gordon-Feld in die Materiewirkung der Gravitation aufzunehmen
miussen wir zunéchst den Einfluss der gekrimmten Raumzeit auf das Feld selbst be-
trachten. Zum einen miissen hier die partiellen durch kovariante Ableitungen ersetzt

werden, zum anderen kann die Lagrangedichte durch geometrische Terme erweitert
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und so mit dem Gravitationsfeld gekoppelt werden. Diese Terme miissen im flachen
Fall verschwinden, damit sich die Lagrangedichte dann wieder auf ihre urspriingliche
Form reduziert. Ublicherweise wird die einfachste Verallgemeinerung gewéhlt und so
wenig wie moglich zusétzliche Terme verwendet. Fiir uns bietet es sich allerdings an,
einen Term —&R¢? mit aufzunehmen. £ ist hierbei ein freier Parameter. Er kann bei
Bedarf auch auf 0 gesetzt werden, fiir m =0 und £ = % allerdings wird die Theorie
konform invariant (d.h. konforme Transformationen lassen die Lagrangedichte inva-
riant), was die Berechnungen bzw. weitere Betrachtungen erleichtert.

Wir arbeiten auf gekriimmten Raumzeiten nun also mit der Lagrangedichte

(6" (Vu9)(V.0) — m*¢” — ERG) (2.3)

Lrxa =

N | —

sowie mit der Feldgleichung
(VuVF' —m? —¢R) ¢ = 0. (2.4)

Aus Gl. ([Z3)) ergibt sich zudem der Energie-Impuls-Tensor der Klein-Gordon-Theorie
(vgl. z.B. S.65 [8]):

T,uu :(1 - 2§)¢;u¢;u + (2§ - %) guugpo¢;p¢;o - 2£¢¢;,uu + 2§guu¢¢;uu

1 1
+£ (RW/ — ég,uuR) ¢2 - §guum2¢2 (25>
Die Spur dieses Tensors nimmt die Gestalt

T} = (66 — 1)¢ud™ + (660" — ERP)Y — 2m™ ¢’

an. Die erwdahnte konforme Invarianz fiir m = 0 und &, = % hat zur Folge, dass fiir
diese Werte und unter Verwendung von (2.4]) die Spur des Energie-Impuls-Tensors

identisch verschwindet:

T F=0.

2.3.2 Das quantisierte Klein-Gordon-Feld im Minkowskiraum

Betrachten wir nun noch einmal die Dynamik des Feldes selbst. Dies soll zudem im

Minkowskiraum geschehen, da sie dort gut verstanden ist und den Ausgangspunkt
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fiir ein quantisiertes Feld auf gekriimmten Hintergrund darstellt. Wir verwenden in
diesem und nur in diesem Abschnitt also ausschlieBlich die Minkowskimetrik 7,,.

Fir die Fouriertransformation im Minkowskiraum verwenden wir die Konvention

k) = gz [ € @y

sodass wir in den raumlichen Variablen das iibliche Minuszeichen bekommen. Wir
skizzieren hier nur schemenhaft ein paar Eckpunkte fiir die Quantisierung des Fel-

des. Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung siehe z.B. [10)].

Die Fouriertransformation der Klein-Gordon-Gleichung (2.2), also

o~

(kuk — m*)p(k) = ((K°)* = K — m?) g(k) = 0,

gibt uns Auskunft tiber die Tragereigenschaften des Feldes im Impulsraum. Wir se-
hen, dass dieser nur auf den Massenhyperboloiden k° = 41/ k2 + m?2 liegt. Dement-
sprechend handelt es sich hier insbesondere um eine Distribution.

Man kann das reelle Klein-Gordon-Feld in positive (¢*(z)) und negative (¢~ (z))
Frequenzlosungen aufteilen. Nach einiger Rechnung erhalten wir fiir das Feld den
Ausdruck

e () + €7 ()

d3k
o(x) = /7%(%)32% (

wobei ¢t(k) = ((27)32wy,)"26% (k) und k° = wy, = \/ k2 + m? bezeichnet. Im Zuge
der kanonischen Quantisierung wird nun ¢* (k) als Vernichtungsoperator a(k) und
¢~ (k) als Erzeugungsoperator at (k) interpretiert. Diese wirken auf Elemente eines
geeignet gewahlten Hilbertraumes mit einem teilchenfreien Vakuumvektor |0). Fiir

die Operatoren gelten zudem die Vertauschungsrelationen

[a(k), a(i)] = 0
[t (k) a* (K')] = 0
[a(k), a* (K')] = 6(k — ')
mit dem Kommutator [-,-]. Das Feld ¢(x) wird somit zur operatorwertigen Distri-

bution.



2.4 Der geodétische Abstand

Die wichtigsten Elemente in der freien Quantenfeldtheorie sind die 2-Punkt-Funktionen.

Dies sind die Vakuumerwartungswerte von 2 Feldern. Es gilt

Y Ly

Ay(r —a') = —i(d(x)p(z'))o = _W kae ;

was explizit in Form von Hankelfunktionen berechnet und um die Diagonale z = 2

entwickelt werden kann. Diese Rechnung ist z.B. in [13] durchgefiihrt und ergibt

1 1 im?

A = —
+(2) (2m)2 2,2 1672

log(z,2") + W (z) (2.6)

mit einer glatten Funktion W. Diese Singularitatsstruktur wird als Hadamardform
bezeichnet. Insbesondere haben wir noch i(¢(z")p(x))g = A_(x—2') = —A, (2'—x).
Das Objekt, das uns im weiteren noch interessieren wird, ist der Feynmanpropagator,
der Kern einer bestimmten Fundamentallosung der Klein-Gordon-Gleichung. Er ist

der zeitgeordnete Erwartungswert von zwei Feldoperatoren

G" (2, 2") = —i(T(¢(x)d(")))o
= —if(2” — 2)(¢(x)d(a"))o — i0(z" — 2°){d(a")d())o
=0(z° — )AL (z —2') — 0(2° — 2")A_(z — 2)

Fir kleine Abstande weist der Feynmanpropagator also ebenfalls eine Entwicklung

wie (2.6]) auf. Allgemein léasst sich somit schreiben:

Uz, )

(x —a')u(z — a")¥

G (z,2") =

— V(x,2')1log ((x — o), (x — 2)*) + W(z,2") (2.7)

2.4 Der geodatische Abstand

Im letzten Abschnitt verwendeten wir das Minkowskiskalarprodukt um den Abstand
zwischen zwei Punkten anzugeben. Auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten ist das nicht
mehr moglich. Als sinnvoller Abstandsbegriff bietet sich hier die Lange einer Geodéte

an. Eine solche ist in lokalen Koordinaten gegeben durch die Differenzialgleichung

it(r) + T i (7)1’ (1) = 0.
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Schranken wir uns auf eine geniigend kleine Umgebung um einen gewissen Anfangs-

punkt ein, so ist diese eindeutig. Die Lange lasst sich dann tiber

s:/\/|gW:t“jc”|dT

ermitteln. Um die explitzite Berechnung dieses Integrals zu umgehen, wird meist ein
darauf aufbauendes Konzept verwendet. Wir zitieren hier nur die wichtigen Resul-
tate. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung siehe z.B. Kapitel 8 von [9] und Referenzen
darin.

Der quadratische geodéatische Abstand zwischen den Punkten x und 2’ ist definiert

durch

1
N L2
o(xz,x'") = 55
Diese Funktion hat die schone Eigenschaft, dass ¢# der Tangentenvektor bzgl. x an

der Geodéate mit Lange s ist und sie der Differenzialgleichung

1.
o= 50’“a;u (2.8)

gentigt. Die wichtigen Objekte, die wir in dieser Arbeit bendtigen, sind die kovari-
anten Ableitungen von o nach z, ausgewertet an der Stelle x = /. Sie werden in

eckigen Klammern angegeben ([o] = o(z, z)). Es gilt:

o] =0
[U;u] =0
[O§MV] = Guv
[UWVH] =0
1
[U;Wﬁp] - g(Rli/wp + Rp;um)
vV K 4 VK 4 v 8
[U;u“u K ] = _ER,uunpR'u P4+ 1—5R“,,Ru — gR;u” (29)

Die hier explizit angegebene Darstellung von [o, 'y v %] findet sich in dieser Form in
[1]. Sind die Werte auf der Diagonale bekannt, lésst sich ein (Bi-) Tensor auch in eine

kovariante Taylorreihe entwickeln (siehe dazu z.B. [4]). Beispielsweise hat o.,, eine

10
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Entwicklung der Form

1 S
O = Guv — gRWVﬁ‘TQUﬁ + O<‘73/2)- (2.10)

Das Angeben der Ordnung in o'/? ist dabei eine Konvention, die aus resultiert.

11
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3 Der Energie-Impuls-Tensor des

quantisierten Klein-Gordon-Feldes

Waihrend in einer semiklassischen Theorie die Geometrie als ganzes erhalten bleibt,
wird die Materie quantisiert. Dies hat zur Folge, dass die beschreibenden klassischen
Felder in Feldoperatoren tibergehen. Die Eintrédge des Energie-Impuls-Tensors wer-
den damit ebenfalls zu operatorwertigen Distributionen. Damit dieser dennoch mit
dem Einsteintensor G, (Gl (ZI)) verglichen werden kann, wird sein renormierter
Erwartungswert zu einem geeigneten Zustand im Hilbertraum bendétigt. Um diesen

zu erhalten, folgen wir hier zum grofien Teil dem Vorgehen von [6].

3.1 Der Hadamard-Zustand

Damit die semiklassischen Einsteingleichungen
G () = 8mG (T, (2))

sinnvoll werden, muss der Zustand w naher charakterisiert werden, da wir im ge-
kriitmmten Raum wegen fehlender Darstellung der Lorentzgruppe keinen ausgezeich-

neten Vakuumvektor mehr haben.

Mathematisch gesehen ist ein Quantenzustand w ein lineares Funktional auf der
x-Algebra A der Observablen tiber der Raumzeit, welches normiert und positiv ist.
Laut GNS-Theorem gibt es zu solch einem Zustand einen Hilbertraum H, und ei-
ne Darstellung II, von A in der *-Algebra der unbeschrinkten Operatoren iiber
H.,, sowie (wenigstens) einen ausgezeichneten Vektor 2, fiir den gilt I1(A4)Q2, = D,
mit D, C H, dicht (siehe z.B. |11]). So ein w wird nun Hadamard-Zustand ge-
nannt, wenn der Feynmanpropagator des Klein-Gordon-Feldes, also die zeitgeord-
nete 2-Punkt-Funktion beziiglich €2, die aus dem flachen Fall bekannte Hadamard-

13
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Singularitatsstruktur besitzt (fir vier Raumzeitdimensionen siehe Gl. [2.7])). Im ge-
kriimmten Raum gilt nun explizit [6]
Gh (e a) = oy | ABT)

872 | o(z, ')

+V(z,2)logo(x,2') + W(x,2')|, (3.1)

wobei die Koeffizienten U V und W glatte, symmetrische, biskalare Funktionen sind.
U und V lassen sich unter Verwendung der Klein-Gordon-Gleichung (2.2)) in rein
geometrischen Termen bestimmen, die auch nicht von der Wahl eines bestimmten
Hadamard-Zustandes abhdngen. Damit sind die Singularitéten in (31 eindeutig
festgelegt, womit diese somit renormiert werden konnen. Der glatte Term W ist,
wie wir sehen werden, erst durch physikalisch sinnvolle Randbedingungen eindeutig
bestimmbar.

Im Folgenden wird das Subskript w unterdriickt, da die Minimalanforderung an eine
Quantenfeldtheorie auf gekriimmter Raumzeit ein Hadamardzustand ist, jedoch kein

speziell ausgezeichneter.

3.2 Der Feynmanpropagator

In diesem Abschnitt werden die Relationen zwischen den Hadamardkoeffizienten U,
V und W untersucht. Genauere Berechnungen dazu werden in Kapitel 4] durchge-
fithrt, nachdem sich herausgestellt hat welche Teile wir genau bendttigen.

Eine Fundamentallosung der Klein-Gordon-Gleichung hat folgende Gleichung zu er-

fullen:

P _m?— T x, 7 :i x—a
(VuV {R(z))G(x, ") \/55( )-

Insbesondere gilt also fir = # 2
(V. V¥ —m?® — ER(2))G(x,2") = 0.
Wir wihlen den Feynmanpropagator G aus Gleichung (3.1), der diese Bedingung

erfiillt und konnen nun die Koeffizienten U, V und W bestimmen. Einsetzen des
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3.2 Der Feynmanpropagator
Ausdrucks ([BJ) fiir den Feynmanpropagator ergibt

U
0=(V,V" —m?—¢(R) [; 4 Viego + W]
U. Uo Vo,

= V(T Viulogo

= logo (VMV“ —m? — fR) | (2UW0;“ + (o, — 4)U)
o7 (V. V" —m® = ER)U + Vi, 20" + (0. = 2)V + 0(V, V" —m’ = ER)W )

+W/;ﬂ) — (m® 4+ €R) [g +V10ga+W]
o

Verschwindet jede Ordnung von o separat, so finden wir, dass V' die Klein-Gordon-

Gleichung
(VuV* —m? = €R)V =0, (3.2)
l6st, U der Differenzialgleichung
200" + (o) —4)U =0 (3.3)
geniigt und die Gleichung
(VW V¥ —m? —ER)U + V20" + (0. =2)V +0(V, V" —m® —ERW =0 (3.4)

zu erfiillen ist. Gleichung (B:3) wird durch U(z,2") = AY2(z,2") gelést, wobei

=

Al,a') = ~[~g(@)] % det(=0,u (z,2")) [~ g(2)]

die Van Vleck-Morette Determinante bezeichnet. Um Naheres iiber den logarith-
mischen Term zu erfahren, entwickeln wir V' in eine Potenzreihe im quadratischen

geodétischem Abstand o.
V(z,2') =Y Vy(z,2")o"(z,2") (3.5)
n=0

Die V,,(z,2’) sind hierbei wie V (z,2') selbst glatte, symmetrische, biskalare Funk-
tionen. Mittels Einsetzen in Gleichung (8.2]) kann die Rekursionsformel

(n+1)2n+ 4V +2(n+ 1)Vpr, 00
+(n4+1) (0.} = Vo1 = =V, " + (m* + ER)V,
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3 Der Energie-Impuls-Tensor des quantisierten Klein-Gordon-Feldes

fiir die Koeffizienten ermittelt werden. Durch das Einsetzen der Potenzreihe in die
dritte erhaltene Gleichung (B.4]) zeigt sich zum einen die Bestimmungsgleichung

2Vo + 20" Vo, + (o)

— Vo =-Ulr+(m* +ER)U

s

fur Vp auf, zum anderen vereinfacht sich die Gleichung (8.4]) zur Bestimmung von
W zu

(V. V¥ —m? —ER)W = —6V; — 2V, 0" + O(0). (3.6)

Es wurden hier zusétzlich die Relationen (2.8]) und (2I0) verwendet. Um die linke
Seite auch nur bis zur Ordnung O(o) anzugeben, entwickeln wir W in eine kovariante

Taylorreihe der Form

(=n"
!

T Way an (@) (2, 2.0 (z, ). (3.7)

Wz, 2') = w(z) + i

Es ist darauf zu achten, dass in der Summe selbst fiir die einzelnen Indizes Einsteins

" ist Konvention und wurde

Summenkonvention verwendet wird. Der Faktor (—1)
eingefiigt, um die Relationen (B.8)) in dieser Form angeben zu konnen. Der Summand
w(z) kann hier als physikalische Bedingung angesehen werden, und bleibt solange
unbestimmt bis passende Randbedingungen vorgegeben werden.

Wegen der Symmetrie unter Vertauschung von x und 2’ muss die Ableitung von W
auf der Diagonalen (z = z’) verschwinden und die ungeraden Koeffizienten kénnen

durch die geraden ausgedriickt werden (siehe z.B. [6]). Unter anderem gilt

1

Wq = ZW:q,
2 )

3 1

Wayazay = §w(a1a2;a3) - Zw;(a1a2a3)' (3.8)

Runde Klammern in den Indizes bedeuten die Symmetrisierung des Ausdrucks. Ins-
besondere bekommen wir mit der ersten Relation und (2.I0) die Gleichheit

wy(z) = lim W, (z,2").

' —x
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3.3 Point-Splitting-Renormierung

Zwecks Koeffizientenvergleich in (3.6]) wird V; ebenfalls in eine kovariante Taylorreihe

entwickelt. Dies bedeutet, dass V; die Form

(=D"

n!

Vi(w,2') = vi(z) + > Vlar.an (2)07 (2, 7). (2, 2) (3.9)
n=1
annimmt. Selbiges wird auch mit den anderen V,, durchgefiihrt. Insbesondere heif3t

das:

vp(x) = lim V,,(z, 2")

' —x

— |1 /
U = T Vo (2, 2)

Nach dem Einfiigen der Taylorreihen (3.7) und (39) in Gleichung (B.6) und dem

2

Vergleich der Koeffizienten in den Ordnungen ¢ und ¢'/? ergeben sich unter Ver-

wendung von (B.8)) folgende Relationen:

wh, = (m® 4+ ER)w — 6u;

1 . 1 1 1
wr,., = prpu + §w”pw + §R”Hw;p - é(m2 —ER)w,, + 201y, (3.10)
oder kombiniert zu
p L Lo 1
w wp — Zw P -+ §R uw;p + §§R;Mw — V- (311)

Diese Ergebnisse iiber die Funktion W werden sich im néchsten Abschnitt noch als

nutzlich erweisen.

3.3 Point-Splitting-Renormierung

Wie bereits erwahnt ist der Energie-Impuls-Tensor in seiner quantisierten Form eine
operatorwertige Distribution. Selbst wenn der Erwartungswert bzgl. eines Hada-
mardzustandes genommen wird, bleibt das Problem der Divergenzen bestehen. Da
diese jedoch unphysikalisch sind, miissen wir den Tensor noch renormieren. Dazu
gibt es verschiedene Ansétze. Zum Beispiel kann es tiber lokale Wickprodukte ver-
sucht werden (siehe z.B. [11]), wobei sich dort die weitere Schwierigkeit stellt, die
Wickprodukte auf Lorentz’schen Mannigfaltigkeiten richtig zu definieren. Eine weite-
re Moglichkeit ist die Pauli-Villars Methode [14]. Wir wéhlen hier einen dritten Weg,

17



3 Der Energie-Impuls-Tensor des quantisierten Klein-Gordon-Feldes

das ,,point-splitting* Verfahren [6]. Die Feldoperatoren einer quantisierten Form von
Gleichung (2.5 werden dazu zunédchst an unterschiedlichen Raumzeitpunkten aus-
gewertet und erst am Schluss mittels Grenziibergang wieder zusammengefiihrt. Der
vorlaufige Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors nimmt damit folgende Ge-

stalt an:
(Tw(@))o = lim Dy (w,2') [=iGE (z,27)] .

Die Verwendung des symmetrischen Feynmanpropagators anstatt der einfachen 2-
Punkt-Funktion erspart uns hier die iibliche Symmetrisierung des Differenzialopera-
tors D, (x, x'). Diese miisste sonst durchgefiihrt werden, da aufgrund der Symmetrie
des Einsteintensors auch der Energie-Impuls-Tensor symmetrisch sein muss. Durch
das Trennen der Punkte muss in den Ausdruck aus Gleichung (Z5) ein Paralell-

transport eingebunden werden. Der Differenzialoperator ergibt sich zu

/ ]_ / / /
Dy =(1=28)," 9,9 + (2= 5 ) 90 V., Vo = 269,10,/ V¥ (3.12)
1

1
+2£9,,V,VP 4+ ¢ (RW - §g“VR) — 59;”/7”2- (3.13)

Operatoren mit gestrichenen Indizes wirken dabei auch auf das gestrichene Argu-
ment im Feynmanpropagator. gu’/ bezeichnet den Paralleltransport von x nach 2’

und ist iiber die Gleichung

Gur;p0” =0

l,lm ' = Guv
' —X

definiert. Eine wichtige und in diesem Zusammenhang bendtigte Relation ist die
Entwicklung [4]

) 1 )
0.0 = G = G Rucupo*0” + 0(0°"). (3.14)

Da die Singularitit in G¥, wie oben erwihnt, rein geometrischer Natur ist und
nur davon abhéngig ist, dass ein Hadamardzustand als Grundvorraussetzung einer
verniinftigen Theorie verwendet wird, konnen wir die Singularitit vom Feynmanpro-

pagator abziehen ohne dabei den physikalischen Gehalt zu verdndern. So entsteht,
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3.3 Point-Splitting-Renormierung
zunéchst jedoch nur als Zwischenprodukt, ein glatter Energie-Impuls-Tensor

(Tow(@)) = lim —iD,, (z,2) |G (2,2) = Glpe(w, 2]

— xl’linm: #Duy(:p,x')W(:p,x').
Dieser ist allerdings nicht mit der Energie-Impuls-Erhaltung (7),,)" = 0 vertraglich,
welche auch in der quantisierten Theorie gelten sollte. Neben dieser schlug Wald
1977 in seinem Paper [15] noch vier weitere Axiome vor, die der Erwartungswert
des Energie-Impuls-Operators erfiillen sollte. Mit der Zeit haben sich drei von den
insgesamt fiinf Axiomen durchgesetzt und sind weit akzeptiert (fir eine Diskussion
dieser siehe z.B. [9]). Um die Energie-Impuls-Erhaltung nun zu korrigieren ist wieder
ein nur von m? und dem Kriimmungstensor RF, ., jedoch nicht vom gewdhlten

Zustand abhéngigen Tensor ©,, () hinzu zu addieren:

) 1
(T))ren = i — Dy (2,2 )W (2,2') + Oy (2)
Mittels der kovarianten Taylorreihe fir W und dem Differenzialoperator (3.13)) ist
der fehlende Teil zur Erhaltung dieses Tensors bestimmbar. Im nachfolgendem Aus-
druck werden die Terme, die im Limes verschwinden sofort unterdriickt um die

Ubersicht zu erhalten. Die Rechnung ergibt

1 3 v/ o ‘o .
<TMV>1“611 = 8— lim [(1 - 25)91/ (_U}oz;uo-7 Y +U}a50" V/O"ﬁu)

7'('2 ' —x

1 / " o
+ <2§ - 5) guugpa (_'woz;po-7 o + waﬁ(f O/O"ﬁp)

14

waﬁg;aylo_;ﬁ’“/ + 2€guu(w;pp _ Q,wa;pg;ozp + waﬁg;owo-;ﬁp)

1 1
+ <§ <Ruu - éguuR> - iguumz) U}] + @My.

— 269, g,
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3 Der Energie-Impuls-Tensor des quantisierten Klein-Gordon-Feldes

Unter Verwendung von (Z9)), (Z10), (38), (310) und (B.14]) vereinfacht sich dies zu

1T
<Tuu>ren - @ (1 - 26) (wu'u - wuu) <2§ ) gul/( - U} ) - 2§wuu + 2§wpp
1
) )e]
1 711 o 1 )
=5 _leww Wy + 5(1 20)w, + = <2§ ) G W,
1 1
+ <§ <R,ul/ - §g,uuR> - ig;wmz) w} + @;w
1 1
= s [—wﬂy + 5(1 — 2§)w <2§ ) W, P4+ ERw— 3G,,01| + O

Ableiten des zuvor gewonnenen Ausdrucks liefert

. L1 L1 1 , .
87T2<TMV>I"eIi = _'w,ul/7 + 5(1 - 2§)w;;w + 5 (25 - 5) w;pp + SRHV, w
+ ERpw” = 390" + 0,0

1 v v 1 vV H 1 W
= <§ — §) w,,” + &R, w— W + Ew”,, — (5 — f) R, w

1 14 WV
_ 5§R;Mw —2g,v," + 0,

= 290" +0,,"

Im letzten Schritt haben wir dabei fiir den ersten Term die Regeln zum Vertau-
schen kovarianter Ableitungen verwendet, sowie die Bianchi Identitat fiir den zweiten

Term. Soll nun (7}, )ren” = 0 gelten, so finden wir
@,uz/ = 2QWU1 + 9#1/7

wobei 0, ein geometrischer Tensor, also ein aus rein geometrischen Objekten zu-
sammengesetzter Tensor, mit HW?” = 0 ist. Insgesamt hat der renormierte Erwar-

tungswert des Energie-Impuls-Tensors also folgende Gestalt:

1

1
2 —(1—-28w,, <2§ ) G W, P+ &R w — guvr| + 0,

<T;w>ren = 2(
(3.15)

_wﬂy _'_

Es sei hier darauf hingewiesen, dass dies der vollstandige Tensor ist und nicht nur eine

Approximation, da die in den Rechnungen nicht betrachteten hoheren Ordnungen im
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3.4 Massen-Renormierung

geodétischen Abstand im Limes gleicher Raumzeitpunkte verschwinden. Das gleiche

Ergebnis wurde unter anderem auch von [6] ermittelt.

3.4 Massen-Renormierung

Das eben erlangte Resultat ist jedoch noch immer nur eindeutig bis auf einen lokal
erhaltenen, geometrischen Tensor 6,,. Da Energiedichte in der vierdimensionalen
Raumzeit und unserem Einheitensystem von der Dimension (Masse)?* ist, sind die
Méglichkeiten fiir Terme, die in 6, auftreten kénnen, begrenzt. Dabei werden aller-
dings nur Groflen betrachtet, die im Limes verschwindender Masse endlich bleiben,
da hier gleichzeitig auch der masselose Fall betrachtet werden soll. Der Kriimmungs-
tensor trigt zur Dimension den Teil (Masse)? bei, da jede Differenziation der Metrik
die Potenz um eins erhoht. Die Metrik selbst ist allerdings dimensionslos.

Da der Energie-Impuls-Tensor durch Variation nach der Metrik gewonnen wird, er-
halten wir auch einen Tensor mit (Masse)* wenn wir mit einer Lagrangefunktion
von eben dieser Dimension starten. Davon gibt es fiinf verschiedene, wenngleich nicht

unabhéngige. Diese sind

Ly =m?,

Lo =m’R,
L3 = R

Ly = R, R",

vVpo
Ls = Ryppe R

Durch die Eulerzahl ([ /=g(R?* — 4R,,, R" + R,,,c R**7)dz), eine topologische In-
variante, kann die Zahl der unabhéngigen Lagrangefunktionen auf vier reduziert
werden. Diese werden wir hier aber nicht verwenden, da die Koeffizienten im Aus-
druck (3I8)) dadurch komplizierter werden wiirden. Durch die Variation der eben
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3 Der Energie-Impuls-Tensor des quantisierten Klein-Gordon-Feldes
genannten Lagrangefunktionen erhalten wir

1 4
b = ém Guv

2, = m? <%Rg,w - RW> ,

8, = 2R, — 2RR,, + g <%R2 — 2R;p”> ;

tiu = R — Ry = 2R Rypo, + %%u(Rr)oRPU - R,"),

£, = 2Ry — ARy, 0 + AR, Ry, — AR By — 207, Ry + 5 gy R B

2
(3.16)

welches die moglichen Beitrage zu 6, sind.

Eine oft getroffene Wahl fir 6, kommt durch die Einfithrung einer Massens-
kala M? zu Stande und folgt aus der Forderung, das Argument des Logarith-
mus in Gleichung (BI]) dimensionslos zu machen. Wir fithren also die Ersetzung
Vlogo — Vlog(M?c) durch. Damit einhergehend folgt

W — W — Vlog M?

um den eben hinzugefiigten Term wieder auszugleichen. Mittels Einsetzen der Potenz-
(33) und Taylorreihen (B.1), (39) fiir V und W finden wir fiir dessen Koeffizienten

w — w — vy log M?,

Wy — Wy — (Vo + Guv) log M2

Die Ersetzungen die wir dann in (3.I5]) vornehmen miissen, fithren zu

1 1 1 1
9%2 — _(,UOMV —+ guyvl) + 5(1 — 25)’00;“” + 5 (25 — §> gMV'UO;pp + fR,on log MQ.

8n?
(3.17)

Es kann gezeigt werden, dass dieser durch die in (3.I6) hergeleiteten Ausdriicke die

Form

> logM?[1 1 1 12 1 1
O = = [—tl +<§——> tfw+§<€—6) t, — —t, +—t5]. (3.18)

1672 |27 6 180 # 180 "
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3.5 Spuranomalie

annimmt. Dass die beiden Tensoren (B.I8) und (3.17) wirklich tibereinstimmen ist

ersichtlich, sobald wir die Koeffizienten der Hadamard-Distribution berechnet haben.

3.5 Spuranomalie

Nun haben wir den Energie-Impuls-Tensor vollstandig (bis auf die Berechnung der
Koeffizienten) charakterisiert. Ein dabei auftretendes Problem soll aber nicht ver-
schwiegen werden. Wihrend im klassischen Fall bei konformer Kopplung, also &. = %
und m = 0 wie in Abschnitt 2.3. T beschrieben T, = 0 gilt, ist dies in der semiklassi-
schen Beschreibung nicht mehr der Fall. Die Spur von Gleichung (3.15) genommen,

fuhrt zunéchst zu
T ren — =5 |— H é - = P éR 2 o+
< N> Q2 w“ +3 w;p + w —+ 2v1| + u

Ersetzen wir nun noch den ersten Term in der Klammer mit dem in (8I0]) hergelei-

teten Ausdruck, so ergibt sich

1
—m?w + 3 (f — —) w,,” + 201} +6})

1
(T = 553 6

Mit £ = &. und m = 0 bleibt fiur die Spur

1
<T’L>ren = Em + elﬂ

tibrig, welche verschieden von 0 ist. Bei einem Blick auf (B.I6]) zeigt sich, dass
ey =0 fir 1=1,2
t'y=crR/ fir 1=34,5

mit einer Konstanten ¢ und deshalb

0/ =cR "\

2 S

gelten muss. Somit wird der Tensor 6, diesen Mangel nicht ausgleichen konnen,
sofern v; noch andere Terme als Vielfache von R; M umfasst. Dies wird sich auch
spater bewahrheiten (vgl. (4£I8]).

Dieses Phanomen, dass wider Erwarten (T% )ren # 0 ist, wird Spuranomalie genannt

23



3 Der Energie-Impuls-Tensor des quantisierten Klein-Gordon-Feldes

und ist allen Renormierungsansatzen gemein. Es kann wahrscheinlich auch nicht vor

einer Quantisierung der Gravitation gelost werden.
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4 Hadamard-Entwicklung

Wie sich im letzten Abschnitt herauskristallisiert hat, benétigen wir die Objekte
vo(2), Vo (), vo,,' (), vi(x) und wy, (). Diese wiederum stimmen mit den Dia-
gonalelementen [Vo] = Vo(z, ), [Voyul, [Vo,/ ], [Vi] und [W,,,] iiberein. Ziel dieses

Abschnitts ist es, diese zu berechnen.

4.1 Der Warmeleitungskern

Um die Koeffizienten der Hadamard-Distribution zu berechnen, bedienen wir uns
der Entwicklung des Warmeleitungskerns als technisches Hilfsmittel. Dieser ist die

Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung und erfiillt demnach

O H(t,x,y) = —KnH(t,z,y) fir ¢t>0

H(t 2,y) — %5(@« _y) fir t—0. (4.1)

K bezeichnet hier einen formal selbstadjungierten, elliptischen Differenzialoperator
zweiter Ordnung. Fiir den Zweck dieser Arbeit ist es ausreichend, sich auf einen

Operator der Form
K¢(x) = =V'V;d(x) + V(2)¢(x)

auf einer Riemanschen Mannigfaltigkeit zu beschrianken (dies sichert die Konvergenz
von Gl. (£.2))). Das Potenzial wird spater die Form V' = m?+¢ R annehmen. Zunéchst
soll allerdings die allgemeine Form bestehen bleiben, da der Faktor m? auch extra
behandelt werden kann, sowie, falls gewiinscht, auch weitere Terme im Potenzial
erganzt werden konnen.

Es ist bekannt (siehe [9] und Referenzen darin), dass der Warmeleitungskern fir
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4 Hadamard-Entwicklung

diesen Operator folgende asymptotische Entwicklung fiir x nahe y und ¢ nahe 0 hat:

H(t,x,y) ~ (4rt)" WP o@02EN" g, (2, y)t" (4.2)
n=0
Um die Koeffizienten zu berechnen orientieren wir uns an der Vorgehensweise von

[9]. Im Folgenden wird hier die tibliche Annahme gemacht, dass

a, =0  Vn <O. (4.3)
Insbesondere gilt fir x =y
H(t,z,2) ~ (4rt)" 2 [a,)t",
n=0

wobei die Koeffizienten [a,] = a,(x, x) im Grenzfall gleicher Orte in eckigen Klam-
mern angegeben wurden. An diesen sind wir auch hauptséchlich interessiert, da sie
explizit im renormierten Energie-Impuls-Tensor auftauchen. Um sie zu berechnen
hat sich bewahrt, die Entwicklung (4.2)) in die Warmeleitungsgleichung (41]) einzu-
setzen und daraus eine Rekursionsformel abzuleiten. Dazu ist die Gleichung

1 1. 1 1
0 =(dmt)~2emo@y)/2t {5 (a - éa’Ja;j) apt ? + = 5 <0’ — 50’] > at™!

|
+ (U;jaod + 2( ao) T+ Z

1.
+(n+ Day + 5(0;]? —d)ay1 — an;jj + Van]}

1 .
(a — —0' a ) Ap42 + adan“

zu erfillen. Aufgrund der Relation (2.8)) fallen die ersten beiden Terme sowie der

Term proportional zu a,,,5 in der Summe weg. Es bleibt die Rekursionsformel

. 1,
0.jnr” + (n+ Dap + 5(0; —d)ap41 = a,.7 — Va, (4.4)
und die Differenzialgleichung
g Lo
ojag” + (0] —d)ag =0 (4.5)

2

zur Bestimmung des ersten Gliedes ag tibrig. Dies ist die gleiche Formel wie zur
Bestimmung des Koeffizienten U(z,2") der Hadamard-Distribution (33]) und wird

durch ag(z,2") = AY?(x,2') gelost. Zu Erinnerung geben wir hier die Formel der
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4.1 Der Warmeleitungskern

Van Vleck-Morette Determinante noch einmal an.

NI

A(z,a') = —[—g(2)] "% det(—0, (2, ")) [~g(2)]

Mit ihren Werten auf der Diagonale lim,/_,, A(x, 2’) = 1 legt sie den Grundstein fir
die Berechnungen und gibt dem ersten Diagonalkoeffizenten des Warmeleitungskerns
den Wert

[ag] = 1. (4.6)

Fiir die weiteren Betrachtungen rufe man sich die Relationen [o,;] = 0, [0./] = d und
die weiteren Eigenschaften von o aus Kapitel 2.4 in Erinnerung. Folglich zeigt der
Grenzwert gleicher Orte in der Rekursionsformel (4.4) auf, was noch benotigt wird
um die nachsten Glieder zu berechnen. Zwei Terme fallen dabei heraus und iibrig

bleibt
(n+ Dlans1] = [an’] = Vas]. (4.7)

Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, dass zunéchst differenziert werden muss
und danach erst der Limes 2’ — x ausgefithrt werden darf. Um [a;] zu bestimmen
miissen wir zunachst [ao;jj | finden. Dazu bietet es sich an, ([d4) zwei Mal abzulei-
ten und daraus den Laplaceoperator zu bilden. Da sie spater noch benétigt werden,
sollen die Koeffizienten [ag.x] und [ao.x] ebenfalls berechnet werden. Einmaliges Dif-

ferenzieren ergibt nun die Formel

] 3J
Ojklny1” 1 0p 1™ g (n+ 1)an i1k

J J — J
+§U;j KOnt1 + §(U;j - d)an-f-l;k =0nyik — Vkan - Vamk>

was im Grenzwert auf
(n+ 2)[ans 1) = [a0;75] — Vielan] = V]ang]

fihrt. Fir n = —1 und der in Gleichung (4.3) gemachten Annahme ergibt das somit

einen Koeflizienten von

lao] = 0. (4.8)
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4 Hadamard-Entwicklung
Nochmaliges differenzieren ergibt die Formel

iJ ] 3J 37
OjkiOny1” + Okl 1™+ 010 g7+ 000 " gy (n 4+ 1)an 150

L L L L
+§o;j e1Ont1 + 50 KGn+1 + 504 10n+13k + §(a;j — d)an 1.5
_ 7
= Qi g — Vikran — Vigang — Viang — Vapp. (4.9)

Wiederum fiir n = —1 und unter Berticksichtigung der Relationen in Kapitel [2.4]
folgt der nachste Koeffizient mit

1
[ao;kl] = éRkl (410)

Aus Gleichung (4.9)) ist der kovariante Laplaceoperator leicht zu bilden und somit

der zunéchst gewiinschte Koeffizient [a,,,*] bestimmbar. Wir erhalten

| , .
(14 1] = 3 Rlana] + [0, = VI = 2V¥ans) = Vi Hla] - (411)
woraus
k 1
a04"] = ¢ R (4.12)

folgt. Ein Riickblick auf Gleichung (4.7)) erlaubt nun den Schluss auf das nachste

Glied in der Potenzreihenentwicklung. Daraus resultiert
1

Um nun noch [a,] zu bestimmen benétigen wir offensichtlich [a,. jj ]. Obgleich spéter
der Koeffizient [a;,j;] Verwendung findet, wird nur die Berechnung des Laplaceopera-
tors von a; aufgezeigt und der Wert fiir [a;, ;| lediglich zitiert, da die Berechnungen
von diesem noch ausgedehnter sind.

Ein Blick auf Gleichung (AIl) zeigt nun, dass fir die geplanten Berechnungen der
Wert von [ao;jjkk] erforderlich ist. Fur diesen ist es notwendig ein weiteres Mal den
kovarianten Laplaceoperator auf Gleichung (4.9) (mit & = [ und einer der Indizes
hochgestellt) anzuwenden. Dies fiihrt, fir n = —1, zur Gleichung

jkl

1 = 20a6") (Bu -+ o) + %]+ [o%]) + 0% a1 4 510,35 ]

_4[a0;jjk
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4.2 DeWitt-Schwinger Darstellung

fir [ao;jjkk], woraus durch Einsetzen von (29), (4.8), (4.10) und (4.12)

; 1
gk ) jklm kl R2 R J
[CLO;] k ] —BORjklmR "— RklR + 36 + 5

entsteht. Nun ist es leicht mit den gegebenen Werten [al;jj ] zu berechnen.

L1 ‘ 1
lay,;'] = %Rjklmpyklm — 9OR]kRJk + 632 +— R i lpy —v 7

3 6 3

Das Ergebnis von [ay,;;] findet sich unter anderem in [5]. Es gilt

1
_len] lenk 4+

] = Rlem——RlR RR
k] = 55 90" Hmk TR TS
1 1
+ QOR]k + ORjk;ll — 5BV = Vi

Dies war der letzte Schritt der Berechnung des gewiinschten Koeffizienten [as], wel-

cher schlussendlich folgende Form annimmt:

1
180

1

Rjk:lm o
180

[az] = Rjklm R]kli’ﬂ‘C + — = R2 + OR J_ —RV _ —V Jj_ —V2

3 6
(4.14)

4.2 DeWitt-Schwinger Darstellung

Mit der DeWitt-Schwinger-Gleichung
(i0s + V, V' =V (z))o(s,z) =0

ist nun eine Verbindung zwischen Warmeleitungsgleichung und Klein-Gordon-Theorie
herzustellen. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass griechische Indizes auch
wieder die Verwendung einer Lorentzmetrik bedeuted und = einen Vierervektor be-
zeichnet. Aulerdem wird fortan das fiir die Klein-Gordon-Theorie tibliche Potenzial
V(z) = m? + £R(x) verwendet.

Erfallt nun H (s, z,z’)

(10, + Vyun) Vi) — m® — ER(2))H (s, a,2") = 0 fiir s> 0

H(s,x,2') — —d(x —2') fir s—0,

L
7
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4 Hadamard-Entwicklung

SO ist
GEg(w,2") = i/o H(s,z,2")ds

eine Fundamentallosung der Klein-Gordon-Gleichung. H kann, zumindest formal,

ebenfalls in eine Reihe der Form aus Gleichung (4.2)) entwickelt werden:

H(t,z,7") ~i(4mis) e @SN g, (2, 27) (is)"
n=0
Fir die Koeffizienten a, ergibt sich damit auch im hyperbolischen Fall dieselbe
Rekursionsformel wie fir die der Warmeleitungsgleichung (4.4]) und somit auch die-
selben Diagonalelemente. Also selbst wenn wir die Konvergenz mittels Abschneide-
funktionen erzwingen miissen, so bleiben die Werte der Koeffizienten, sowie deren

Ableitungen auf der Diagonale korrekt.

4.3 Hadamard Darstellung

Die typische Darstellung des Feynmanpropagators ist allerdings die oben verwendete
Hadamard-Darstellung. Sie sieht unterschiedlich aus in Raumzeiten mit gerader und
ungerader Dimension. Da wir aber in einer vierdimensionalen Raumzeit arbeiten,
gilt (vgl. B)

i |U(z,2)

GE(z,2") = 57 | o(e.2) + V(x,2")logo(x,z') + W(x, ")

mit den im Grenziibergang =’ — x reguldren, symmetrischen, biskalaren Funktio-
nen U, V und W. Die beiden Letzteren konnen des Weiteren in Potenzreihen im

quadratischen geodétischen Abstand entwickelt werden.

V(z,2") =Y Vo(z,a")o"(z,2")
n=0
Wz, 2') =Y Wy(z,2')o"(z,a") (4.15)
n=0
Die Funktion U konnte theoretisch ebenso entwickelt werden, jedoch wiirde der ent-
sprechende Term im Feynmanpropagator ab dem ersten Glied glatt werden, womit

er in die ohnehin schon glatte Funktion W integrierbar wére.
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4.3 Hadamard Darstellung
Die Differenzialgleichung zur Bestimmung von U,

(0., — DU + 20+, = 0,

M

mit der Losung
Ulz,z') = AY?(z,2)

wurde schon in Abschnitt hergeleitet. Ebenso eine Rekursionsformel mit Rand-
bedingung fiir die V,,. Die Forderung des Verschwindens des Koeffizienten vor ¢!
brachte die Differenzialgleichung

2Vo + 207V + (0 — Vo = =Ut + (m* + ER)U (4.16)
fir Vy zum Vorschein. Fiir den Limes gleicher Raumzeitpunkte ist Vj hier schon
berechenbar. Unter Berticksichtigung von Gleichung (4.12)) ergibt sich

1, 1/ 1
- e )
was, im Vergleich mit Gleichung (4.13]), dem negativen Halben von [a] entspricht.

Fur die restlichen V,, fanden wir die Rekursionsformel

(n+1)2n+4)Voy1 +2(n + 1) Vg, uo”
+(n+1)(0f — 4V = =V, " + (m* + ER)V,,. (4.17)
Ein Vergleich von (L17) mit (£4) und dem Wissen, dass Vy = —3ay ist, zeigt, dass
sich die die Hadamard- und Wérmeleitungskoeffizienten lediglich in einem Faktor
unterscheiden koénnen. Um diesen zu berechnen setzen wir in (4I17) den Ansatz
Vi, = Cplny1 ein, wobei Gleichung (4.4) mit der Ersetzung n — n + 1 erfiillt sein
muss. Mittels Koeffizientenvergleich in jedem Term lesen wir die folgenden drei Glei-

chungen ab:

(1) n+2 = —=22(n+1)(2n+4)
(@) 1 = —eEo(n 1)
(@) 1 = —tHo(n 1)
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4 Hadamard-Entwicklung

Aus der zweiten bzw. dritten Gleichung ergibt sich ¢, = — womit auch die

2(511)7
erste Gleichung identisch erfiillt ist. Mit dem schon bestimmten cq = —% ist V,, mit
a,+1 Uber den Faktor ¢, = % verbunden. Damit gilt schliellich

_1)n+1

v

gnipl L

was insbesondere bedeutet, dass die neben [V] gesuchten Koeffizienten die Werte

1 1 1
= pUT pU__ P I
1 1
171 1/1 1/1
{ g (o
Vo] 290“”R 90 R+66£R+35£R’“ mn
171 1/1 2 1/1
e IWPU__ v (= _ 2 (= _ M
Vi) 4[180R“””“R TR +2(6 5) . +6<5 €>R“
1
(f— —) RBRm? + 2m]

besitzen. Diese stimmen mit denen von [5] tiberein. Nun fehlt nur noch der Koeffizi-
ent [W,,,]. Am Anfang dieses Abschnittes in Gl. ({.153]) wurde bereits erwéhnt, das
W in eine Potenzreihe im quadratischen geodétischen Abstand entwickelt werden

kann. Damit geht fiir den gesuchten Wert die Bestimmungsgleichung
[I/V;;W] = [2:0 (Wna");uyl

o
1 1
— lz (Wn;wcr" +nWyuo,,0" " +nW,0,0"

n=0

+ana;W0"71 +n(n — 1)Wna;ua;,,a"*2) ]
= [WO;;W] + [Wl]guv

hervor. Der Wert von [W;] lasst sich wieder rekursiv ermitteln. Dazu setzen wir die
Potenzreihen (A.I5) in den frither ermittelten Ausdruck (3.4) ein und erhalten fur

jede Ordnung von o

(n+1)@2n+4OWpi +2(n + DWopo + (n+ 1)(0 ff — 4) Wiy
+(4n + 6)Voy1 4+ 2Vig1u0 + (n+ 1) (0, — H)Voiy = =W, " + (m* + ER)W,
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4.4 Explizite Darstellung der in Kapitel [3 gewonnenen Ergebnisse

Fir n = 0 und im Limes gleicher Raumzeitpunkte vereinfacht sich dies zu

3 1 1
W] = =5 ] =3 [We,"] + Z(mz + ER)[Wo.
Damit folgt dann letzlich
3 1 o 1,
W] = W] = S[Vilguw = 5 Woyp e + 300+ ER)Wolg

4.4 Explizite Darstellung der in Kapitel (3

gewonnenen Ergebnisse

Der Vollstindigkeit halber setzen wir die eben berechneten Koeffizienten in Glei-
chung (B15)) mit 6, gewéhlt wie in (3.17) ein, um den renormierten Erwartungswert

des Energie-Impuls-Tensors explizit anzugeben:

(Tyw)ren = %{%u — 26) Walyu, — Wog) + €y W)

+ %gw< (zg _ %) Wil.,” — %(m2 +ER) W] + %[Wo;pp])

1/1

1 (5 + 10202 g, Ry R0 — -, o
+4(2+ 08 4L ) Gn (180 Hp 180

1/1 N2, 11 1
#5(5-¢) meg(5-gmi-(c-g) A W")

1

—l M2 pOT y i

9 (180R””“R + 1gg ftenev 7 90R B

e ) s o 3 (s ) s D)
|

et gt Dn) o
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4 Hadamard-Entwicklung

Die zweite Formel, dessen Wert hier explizit angeben werden soll, ist die Spur des
Energie-Impuls-Tensors im masselosen, konform invarianten Fall. Dazu ergibt mit
. 2
dem von uns gewihlten 6))" (B.11) unter Verwendung von [V;,, ] = —4[Vi] + (m* +
ER)[Vo] (vgl. Gl. (AI1) fir 2" — z und n = 0) zunéchst

1 1
90N = = (—mP Vel +3 (¢ - 5 ) 1, ) log M2,
8T 6
Fir € = % und m = 0 verschwindet dieser Ausdruck also. Die Spuranomalie nimmt

somit in geometrischen Termen den Wert

1 1

(T )ren = @[Vl] = 98802 (RuupaR“"”” — R, R" + RW“)

an. Insbesondere verifizieren wir damit die in Abschnitt 3.5 aufgestellte Behauptung,
dass sich die Spuranomalie auch nicht durch eine andere Wahl eines lokal erhaltenen

geometrischen Tensors 6, beheben lasst.
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5 Ausblick

Das Ergebnis (A.18) stellt einen allgemeinen, vollstdndig charakterisierten Energie-
Impuls-Tensor fiir Untersuchungen der Wechselwirkung quantisierter Materie mit
der Raumzeit zur Verfiigung. Nach Wahl einer Hintergrundmetrik und physikali-
schen Rand- oder Anfangsbedingungen fiir das Klein-Gordon-Feld lassen sich die
Einsteingleichungen fiir Betrachtungen der Riickwirkung des Feldes auf die Geome-
trie explizit aufstellen und studieren. Im Fall des raumlich flachen Robertson-Walker
Universums besteht ein Ansantz dazu von Eltzner und Gottschalk [7]. Da sie in den
rdumlichen Hyperflaichen konstanter Zeit die Standard-Fouriertransformation zur
Verfiigung haben, entwickeln sie die Dynamik des Feldes in Fourier-Moden und er-

langen am Ende eine Gleichung fiir den Skalenparameter a(t) in diesem Universum.

Eine numerische Behandlung dieses Problems ist ebenfalls vorstellbar. Mittlerwei-
le gibt es fiir einige Fragestellungen, zum Beispiel zwei sich Umkreisende Schwarze
Locher [12], stabile Algorithmen zur Simulation der Einsteingleichungen. Eventuell
konnten diese oder dhnliche Algorithmen auch auf diese Fragestellung angewendet

werden.

Des weiteren haben wir hier nur eine massive, skalare Feldtheorie betrachtet.
Néchste Schritte konnten sein, sich ein elektromagnetisches Feld oder Diracfeld in ge-
kriimmten Raumzeiten anzuschauen. Dort miissen die Felder zum Beispiel als Schnit-
te in Vektorbiindeln dargestellt weren. Damit reicht der Levi-Civita-Zusammenhang
nicht mehr aus, den wir hier ausschliefSlich verwendet haben, sondern ein weiterer
Zusammenhang wird nétig um eine kovariante Ableitung auf dem Vektorbiindel zu
definieren. In dem Zuge stellt sich ebenfalls die Frage, was mit den Eigenschaften

dieser Theorien dabei geschieht.
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5 Ausblick
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