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Abstract

Within the Wightman axiomatic approach to quantum field theory Hilbert space
positivity is difficult to prove for a given set of correlation functions. However,
globally conformal invariant QFTs provide access to a powerful method to examine
positivity: partial wave analysis. Nevertheless in four spacetime dimensions explicit
partial wave decompositions are hard to obtain. Recent findings in the field of
intertwining operators allow to compute single partial waves without knowing the
whole decomposition. By using intertwining operators we investigate the positivity
of an exotic 6-point correlation function consisting of two biharmonic fields Vi (1, x2)
and Vj (x5, x6) of equal scaling dimension d as well as of two scalar fields of scaling
dimension d’. We show that this structure violates positivity for d = 2 and cannot
be positive in any combinations of 6-point correlation functions of the same type
arising in free theories. Furthermore we give constraints on combinations of the
exotic and free structures for d’ > 2 that have to hold in a positive theory.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Schon frith warf die Quantenmechanik schwerwiegende Probleme bei der Betrach-
tung der kleinsten Strukturen unseres Universums auf. Selbst die Beschreibung von
Atomen gelang mit Hilfe dieser Theorie nur fiir sehr einfache Modelle wie das Was-
serstoffatom, versagte aber fiir komplexere Strukturen. Ein offensichtliches Problem
der Quantenmechanik war ihre Formulierung ohne Einbeziehung der speziellen Rela-
tivitatstheorie. Bereits Elektronen in Atomen unterliegen relativistischen Effekten.
Diese Schwéche konnte jedoch durch Dirac und dessen berithmte Diracgleichung
gelost werden. Dennoch zeigten sich auch unter Verwendung einer relativistischen
Quantenmechanik schwer zu interpretierende bis gar widerspriichliche Phanomene.
Darunter fallen z.B. Losungen der Diracgleichung mit negativer Energie. FEiner der
Hauptgrinde fiir das Auftreten dieser Unannehmlichkeiten ist die Einteilcheninter-
pretation der Quantenmechanik fiir massebehaftete Teilchen. Eine rigorose Behand-
lung quantenmechanischer Vielteilchensysteme, in denen es zuléssig ist, Teilchen zu
erzeugen oder zu vernichten, fihrt auf die Quantenfeldtheorie (kurz QFT).

Der Quantenfeldtheorie und insbesondere dem Standardmodell der Elementarteil-
chenphysik ist es in den vergangenen Jahrzehnten gelungen, viele Prozesse auf der
Ebene von Elementarteilchen zu beschreiben und deren Ausgang korrekt vorher-
zusagen. Dies tduscht jedoch nicht dartiiber hinweg, dass ein grofler Aufwand notig
ist, um die Theorie mathematisch zu fundieren (Renormierung, Higgs-Mechanismus,
Quantisierung der Felder masseloser Teilchen wie der des Photons). Trotzdem kon-
nen bei Weitem nicht alle auftretenden Probleme behoben werden. Der Grund dafiir
ist unter anderem im genutzten Zugang zur Quantenfeldtheorie zu sehen, namlich
der Quantisierung klassischer Felder und der Verwendung von Langrangedichten,
um storungstheoretische Berechnungen von Wechselwirkungen zu ermdoglichen.
Aufgrund der Schwierigkeiten dieses Weges zur Konstruktion von Quantenfeldtheo-

rien wurden schon in den 50er Jahren des 20. Jahrhunderts andere Zugdinge zu
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diesem Themengebiet erforscht. Eine der prominentesten Alternativen ist die axio-
matische Quantenfeldtheorie nach ARTHUR S. WIGHTMAN. Wightman fasste die
grundlegendsten Eigenschaften, die eine relativistische Quantenfeldtheorie haben
muss, zusammen und erhob diese zu Axiomen. In dieser Axiomatik kann zum Bei-
spiel das Spin-Statistik-Theorem oder die PCT-Symmetrie der Quantenfeldtheori-
en streng mathematisch bewiesen werden (siehe [14]). Diese axiomatische Methode
birgt aber Gefahren: Es ist a priori nicht klar, ob es Theorien gibt, die den Axiomen
geniigen konnen; moglicherweise lassen sich zulédssige Theorien finden, die jedoch
nur freie Felder beschreiben, d.h. keine Wechselwirkungen beinhalten. Zumindest
in zwei Raumzeitdimensionen erweist sich die Axiomatisierung als erfolgreich und
es wurden viele Beispiele nichttrivialer Theorien gefunden [3]. In vier Raumzeitdi-
mensionen konnten diese Erfolge noch nicht erzielt werden. Hier existieren zur Zeit
lediglich Theorien freier Felder [3].

Aufgrund der allgemeinen Schwierigkeit der Konstruktion konkreter Theorien ba-
sierend auf den Wightman-Axiomen greift man auf eine radikale Methode zurtick:
Die Axiome werden noch weiter verstarkt, um die Struktur der erlaubten Modelle
zu vereinfachen und vor allem, um die mogliche Anzahl dieser einzuschrénken. Eine
Moéglichkeit zur Verstarkung der Axiome ist die Einfithrung zusétzlicher Symmetri-
en der Raumzeit. Haufig wird die konforme Symmetrie dafiir gewahlt. Eine Theorie
ist konform invariant, wenn alle konformen Transformationen, d.h. winkel- und ori-
entierungserhaltende Transformationen, Symmetrietransformationen sind. Fur vier
Raumzeitdimensionen, also dem physikalisch interessanten Fall, scheint diese Sym-
metrie, der alltdglichen Beobachtung stark zu widersprechen. Die Natur zeigt kein
konformes Verhalten, dennoch konnte es bei sehr hohen Energien zu Tage treten [3].
Noch weiter geht der Vorschlag von NikoLAY M. NIKOLOV und IvAN T. TODOROV
aus dem Jahr 2001, global konform invariante Theorien zu betrachten, d.h. Theorien,
die nicht nur in der vierdimensionalen Raumzeit (dem Minkowski-Raum) konform
invariant sind, sondern auch auf dem konform kompaktifizierten Minkowski-Raum
(siehe [7]). Diese hochgradig restriktive Forderung hat vor allem Auswirkungen auf
die sogenannten N-Punkt-Korrelationsfunktionen, d.h. die Vakuumerwartungswerte
von N Quantenfeldern. Es folgt, dass sie rationale Funktionen sein miissen und die
Quantenfelder dieser Korrelationen kommutieren fiir zeit- und raumartigen Abstand
(Huygensches Prinzip) [7]. Mit Hilfe der Korrelationsfunktionen lasst sich ein Mo-
dell innerhalb einer global konform invarianten Theorie also recht leicht formulieren.

Allerdings ist noch nicht klar, ob die gemachten Annahmen zu stark sind, so dass



1.2 Strukturierung dieser Arbeit

lediglich freie Theorien konstruiert werden kénnen.

Es sind bereits Korrelationsfunktionen bekannt, die definitiv nicht in einer frei-
en Theorie auftreten kénnen. Eine dieser exotischen Strukturen ist eine 6-Punkt-
Korrelationsfunktion, welche prinzipiell aus sechs skalaren Quantenfeldern besteht
[12]. Diese Funktion erfiillt fast alle Wightman-Axiome automatisch, bis auf die Posi-
tivitat. Diese FEigenschaft einer Quantenfeldtheorie ist mit den bisher zu Verfiigung
stehenden Mitteln &uflerst kompliziert zu testen. Ein géngiger Positivitatstest fiir
Korrelationsfunktionen basiert auf ihrer Partialwellenentwicklung unter Verwendung
von Casimiroperatoren der Generatoren der Symmetriegruppe des zugrundeliegen-
den Modells. Dieses Verfahren scheitert aber in vier Raumzeitdimensionen an den
auszufiihrenden Rechnungen, weil sie zu kompliziert sind. Einen vielversprechen-
den neuen Ansatz bietet hingegen die Methode der Verkettungsoperatoren (engl.
intertwining operators), welche 2012 von LENA M. WALLENHORST in ihrer Master-
arbeit ausgearbeitet wurde [15]. Die Anwendung von Verkettungsoperatoren oder
kurz Intertwinern ermoglicht ebenfalls, einzelne Beitriage zur Partialwellenentwick-
lung einer Korrelationsfunktion zu erhalten, jedoch sind die Operatoren lediglich
Polynome einfacher Ableitungen. Dies verringert den Aufwand erheblich und macht
Positivitatstests zugénglicher.

In dieser Arbeit wollen wir mit Hilfe der neuen vielversprechenden Methode der
Intertwiner die Positivitit der exotischen 6-Punkt-Struktur untersuchen und dafiir

die notigen Rechnungen mit einem Computeralgebrasystem (CAS) automatisieren.

1.2 Strukturierung dieser Arbeit

In Kap. [2] werden wir zunéchst die Wightman-Axiome fiir Korrelationsfunktionen
einfithren und die dabei notwendigen Notationen festlegen. Ferner stellen wir die
zusétzlichen Symmetrien fiir eine global konform invariante Quantenfeldtheorie zu-
sammen, geben einen Uberblick iiber die Lie-Algebra der so geformten Konformen
Gruppe und beschreiben deren Auswirkungen auf die Elemente einer Wightmantheo-
rie. Weiterhin wird die Operatorproduktentwicklung (kurz OPE) vorgestellt und auf-
gezeigt, woher die exotische 6-Punkt-Funktion stammt und wie die Polstruktur mit
der Nichttrivialitat einer Theorie zusammenhéngt. Aulerdem geben wir zusatzliche
freie 6-Punkt-Strukturen an, die den selben Feldinhalt wie die exotische Struktur
besitzen.

Kap. [3] stellt die moglichen Methoden einer Positivitatsanalyse in vier Raumzeitdi-
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mensionen vor. Dies sind die Partialwellenentwicklung unter der Verwendung von
Casimiroperatoren und die Reduktion von N-Punkt-Funktionen auf Zwei-Punkt-
Funktionen durch Verkettungsoperatoren. Fiir die letztere Methode beschreiben wir
die Berechnung der notwendigen Operatoren und geben eine Verfahrensweise an, um
damit die Positivitat zu tiberpriifen.

Die Automatisierung dieser Rechnungen mit Hilfe des Computeralgebrasystems Maple
wird in Kap. {4] beschrieben. Die Ergebnisse der Positivitatsuntersuchungen sind in
Kap. [p| dokumentiert und schliefllich fassen wir unsere Ergebnisse in Kap. [6] zusam-

mern.
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Der verbreiteteste Zugang zu einer relativistischen Quantenfeldtheorie iiber die ka-
nonische Quantisierung klassischer Felder miindet in einer Vielzahl mathematischer
Ungereimtheiten sowie komplexer Konstruktionen, um diese zu beheben. Dennoch
ist die so gewonnene Theorie in ihrer Struktur noch nicht zufriedenstellend. Aus
diesem Anlass entstanden andere Entwiirfe zur Konstruktion relativistischer Quan-
tenfeldtheorien.

Im folgenden Kapitel wollen wir uns naher mit dem Wightmanschen Zugang zur
QFT befassen. Das so entstehende Grundgertist ist mathematisch befriedigend und
erfiillt all jene Anforderungen, wie z.B. Lokalitdt, Kausalitdt und die Existenz ei-
ner Wahrscheinlichkeitsinterpretation, die eine physikalische Theorie relativistischer
Quantenfelder beinhalten sollte. Vor allem die Korrelationsfunktionen werden im
Folgenden die wesentliche Rolle spielen, da aus ihnen alle Informationen tiber die

zugrundeliegende Theorie gewonnen werden kénnen [14].

In dieser Arbeit werden wir ausschliefllich in vier Raumzeitdimensionen arbeiten, da-
bei bezeichne M den Minkowski-Raum mit der Metrik (7,,) = diag(1, —1, -1, —1).
Fiir Vierervektoren z#,y* € M gelte: x# = (2% 2!, 22, 2%) = (2%, 7) und z - y =
Nty = 2%° — ¥ - i sei das Lorentz-Skalarprodukt, wobei 2* = z - x. Es werden

auBlerdem die natiirlichen Einheiten h = ¢ = 1 gewahlt.

2.1 Wightman-Axiome

In der axiomatischen QFT nach Wightman sind die elementaren Eigenschaften ei-
ner physikalischen relativistischen Quantentheorie axiomatisiert. Dabei ist die Axio-
matik fiir Quantenfelder oder Korrelationsfunktionen vollkommen &quivalent, denn
das Rekonstruktionstheorem [I3] erlaubt es, die Quantenfelder eindeutig aus ihren
Korrelationsfunktionen zu bestimmen. Da die restliche Arbeit stets mit den Korre-

lationsfunktionen arbeitet, werden im Folgenden die Axiome fiir diese eingefiihrt.
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Zunachst miissen die Elemente einer QFT in vier Raumzeitdimensionen zusammen-

gestellt werden. Notwendig sind nach Wightman [14]:
- Ein separabler komplexer Hilbertraum H,
- Zustande als Einheitsstrahlen von H,

- eine unitére Darstellung U(a, A) der Poincaré-Gruppe P = M x SL(2,C) fiir
alle {a, A} € P. Dabei ist U(a, 1) unitdr und kann geschrieben werden als
U(a,1) = exp (iP"a,). Der unbeschréankte hermitesche Operator P* wird als
Impulsoperator der Theorie interpretiert: Die Eigenwerte von P* liegen auf
dem Abschluss des Vorwirtslichtkegels V+ = {p* € M|p-p > 0,p° > 0} und

P - P =m? wird als das Quadrat der Ruhemasse gedeutet,

- ein eindeutiger (bis auf einen konstanten Phasenfaktor), normierter Vakuum-
vektor € € H, der invariant unter der Wirkung der Poincaré-Gruppe ist:
U(a, A)Q = und

- fur jede Testfunktion f € S(M) gibt es einen Satz von Operatoren {¢;(f)}ie 1,
wobei S(M) den Raum der Schwartzfunktionen auf dem Minkowski-Raum be-
zeichnet. Diese Operatoren sind zusammen mit ihren adjungierten Operatoren
{@}(f)}ier auf einer Doméne D von Vektoren definiert, welche dicht im Hil-
bertraum H liegt. Auflerdem sollen alle Linearkombinationen von Vektoren in
D wieder in D liegen sowie gelten: 2 € D. Die Elemente der unitéren Dar-
stellung U(a, A) der Poincaré-Gruppe sowie die Operatoren ¢;(f) und ¢! (f)
(¢ € I) bilden Vektoren aus D in D ab, d.h.:

U(a,A)D C D,
wi(f)D C D,
i (f)D C D.

Sind |®), |¥) € D dann ist (®|e;(f)|¥) eine temperierte Distribution, be-

trachtet als Funktional von f.

Neben diesen grundsatzlichen Elementen einer jeden QFT miissen die Korrelations-

funktionen definiert werden, auf die sich die anschliefenden Axiome beziehen.



2.1 Wightman-Axiome

Definition 1. Eine N-Punkt-Korrelationsfunktion W, ;. (f1,..., fn), auch
Wightman-Funktion genannt, ist eine temperierte Distribution mit Testfunktionen
fi e S(M) fir j =1,..., N und definiert als der Vakuumerwartungswert der Quan-
tenfelder {y; }ier:

Wil...iN (fl, o000 ,fN) = <Q, 901'1 (fl) 000 QOZ'N (fN)Q> (2].].)

Hierbei bezeichnet (-,-) das Skalarprodukt in H. Eine Korrelationsfunktion fir fi-
xierte Felder {¢;}¥, sei mit Wy (fy,. .., fn) bezeichnet. Wir schreiben:

(Q, i, (f1) - i (fN)Q) = (01, (f1) - - - i (fN))-

Obwohl die Wightman-Funktionen temperierte Distributionen sind, werden wir statt
der Testfunktionen f; Raumzeitkoordinaten x; als Argumente dieser Funktionen ver-

wenden.
Die Wightman-Axiome sind ([14], [13]):

Axiom 1 (Hermitizit&t):
Fir alle Korrelationsfunktionen (Gl. [2.1.1]) gilt:

(i (1) - @iy (an)) = (D, 07 (an) - 0f, (1)),

Axiom 2 (Lokalitét):
Fiir raumartig getrennte Punkte z; und x;q, d.h. (x; — z;.1)? < 0, gilt fir alle

Korrelationsfunktionen:
WN(xl, ey Ljy Ljt1y - - - ,$N) = WN(Zlfl, ey L1y Ly - - - ,$N).

Axiom 3 (Kovarianz):
Korrelationsfunktionen sind translations- und Lorentz-invariante Objekte, weswegen
sie selbst nur von Relativkoordinaten z;; = x; — z; abhangen kénnen. Dadurch

ergeben sich reduzierte Korrelationsfunktionen der Form:
!
Wy (21,22, ..., on-1,28) = Wy (T12, -, TN-N) -

Axiom 4 (Spektrumsbedingung):

Die Fouriertransformierten der Korrelationsfunktionen W und der reduzierten Kor-
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relationsfunktion W’ sind temperierte Distributionen gegeben durch:
o Z'ZN T
W (p1,p2, .-, pN) = /WN (21,22, ..,zn) " &= day .. day,
— / Z'ZN71 s
Wi(q, . qva1) = /WN (712, ayoan) € &=t T dpyy L doy o,

Es besteht die folgende Verbindung zwischen beiden Fouriertransformierten:

N
WN(pla ce 7PN) = (27)45 (ij) W]/V (p1>p1 +p2,...,p1+pP2+... —I—pN—1)-

J=1

AuBerdem besitzt die Fouriertransformierte der reduzierten Korrelationsfunktion W/
einen Trager nur im kartesischen Produkt der Abschliisse der Vorwartslichtkegel
Vit ={¢/ €eMlg;i-¢:>0,¢) >0}, i=1...N—1.

Axiom 5 (Positivitit):
Fir jede Folge {f;};er von Testfunktionen mit f; € S(MY), Vj € I geniigt die

Korrelationsfunktion eines jeden einzelnen Quantenfeldes ¢ folgender Bedingung:

i J
Z /fi(xla"-7$i>m+j(xi7"'axl7ylv"'ayj)fj(ylv"'7yj) dek’del 20

ijel k=1 =1

Axiom 6 (Cluster-Dekompositions-Prinzip):
Fir raumartige Vektoren s € M gilt:
Mh_)rgo Wn(x, ... x5, 200 + 48, ..., oy + ps) = Wiz, ..o, 2) W (zjg1, .., 2N).

Definition 2. Eine Theorie, deren Korrelationsfunktionen Axiom 1 bis Axiom 6

erfiillen, wird Wightman Quantenfeldtheorie genannt.

2.2 Polarisationsvektoren

Die Quantenfelder {;}ic; konnen beliebige Tensorfelder vom Rang L der Form
wi(x) = T () sein. Auf diese Weise wiren die Korrelationsfunktionen eben-
so Tensoren. Das erschwert eine spétere Automatisierung von Rechnungen mit-

tels Computeralgebrasystemen. Um dies zu umgehen, werden Polarisationsvektoren
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V1, ...vr, € M eingefithrt. Dadurch kénnen quasi-skalare Felder der Form
T(z,v1,...,0L0) == V1py ... 0L, T E(x) (2.2.1)

gebildet werden. Die urspriinglichen Tensorfelder konnen durch Differentiation nach

den Polarisationsvektoren zuriickgewonnen werden:
1. fbr, — A1 ML
T () =00 ... 00 T (w,vy,. .., vL).

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich fiir symmetrische Tensorfelder, da hier ledig-

lich ein einziger Polarisationsvektor v € M notwendig ist. Das bedeutet:

T(z,v) =0y, ... v, T " (), (2.2.2)

1
n.

In dieser Arbeit werden insbesondere spurfreie symmetrische Tensorfelder betrach-

tet. Fiir jene Tensoren gilt z.B. fiir L = 2:

T4 () = S08T(x,0) = 0.

2.3 Global konform invariante Quantenfeldtheorie

In den Wightman-Axiomen wurde lediglich die Invarianz unter Wirkung der Poinca-
ré-Gruppe gefordert. Das hat zur Folge, dass die Moglichkeiten, valide Wightman
Theorien zu konstruieren, zu vielfaltig sind, um einen Uberblick iiber ihre Struk-
turen zu erhalten. Eine verschéarfte Symmetrieforderung reduziert die Vielféaltigkeit
der Theorien und macht explizite Rechnungen zugénglich. Auch die neue Symmetrie-
gruppe muss die grundlegenden physikalischen Eigenschaften einer QF T wie Kausa-
litat erhalten. Eine attraktive Wahl ist die Erweiterung um die konforme Symmetrie.
Es wird zusatzlich gefordert, dass die Korrelationsfunktionen invariant unter konfor-
men Abbildungen sind. Konforme Abbildungen sind winkel- und orientierungserhal-
tend, als Beispiel seien Mobius-Transformationen der komplexen Ebene C genannt.
Die so ausgedehnte Symmetriegruppe heifit Konforme Gruppe Conf(M) und wird

durch ihre Wirkung auf den metrischen Tensor 1), definiert [1]:
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Definition 3. Fiir eine Abbildung g € Conf(M) gilt:

g M —M

z# — y* (), d*y = w?(z, g)d*x,

wobei w(z, g) eine glatte und reelle Funktion ist. g lasst den metrischen Tensor bis

auf einen positiven reellen Skalenfaktor invariant.

Damit setzt sich Conf(M) aus den folgenden Transformationen zusammen:

- Poincaré-Transformationen z# — A* z¥ + o* fiir jede Lorentz-Matrix A € P
und jeden Vektor a € P,

- Dilatationen z* — Az*, A € Ry,

. . B _gp2pe .
- den speziellen konformen Transformationen z* 173@17%29@2 mit b* € M.

Vor allem die Wirkung der Dilatationen auf die Quantenfelder einer Theorie bringt
eine in dieser Arbeit zentrale Grofie hervor, die Skalendimension d. Es gilt: Jedes

beliebige Feld ¢(z) transformiert sich unter einer Dilatation z# +— Az# gema$:
p(x) = Mp(Az).

Eine nahere Betrachtung der speziellen konformen Transformationen zeigt, dass die-
se Singularitdten an den Nullstellen des Nenners besitzen. Demnach kénnen Punkte
des Minkowski-Raumes nach Unendlich abgebildet werden. Dann ist es aber durch
eine unitare konforme Transformation moglich raumartig getrennte Punkte auf zeit-
artig getrennte Punkte abzubilden. Dadurch wird die Kausalitat der Theorie ver-
letzt, es sei denn, man fordert Kommutativitét der Felder auch fiir zeitartig getrennte
Punkte. Diese Beobachtung motiviert einen Ubergang zum konform kompaktifizier-
ten Minkowski-Raum M [8]:

- 4
M:{z:(zl,z2,23,z4)€(34:z:22}, (ZQ:ZZ?)'
< i=1
Soll die QFT nun auf M definiert und zusitzlich invariant unter Anwendung der

Konformen Gruppe sein, muss die Forderung der Huygens-Lokalitat an die Felder

gestellt werden, auch Huygenssches Prinzip genannt:

p(a). o(y)] = 0, falls (z — )* 0. (2.3.1)
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2.3 Global konform invariante Quantenfeldtheorie

Dies ist eine sehr starke Einschrénkung fiir mogliche Quantenfelder, denn Informati-
onsiibertragung kann lediglich auf dem Lichtkegel stattfinden und alle Felder haben

eine verschwindende Masse. Diese Beobachtung gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition 4 ([7]). Eine Wightman QFT heifit global konform invariant (GCI),
wenn fir alle ¢ € Conf(M) und fiir alle Punkte (z1,...,2x) € M, so dass de-
ren Bilder (gzq,...,9zy) ebenfalls im Minkowski-Raum M liegen, gilt, dass die

Wightman-Funktionen Wy (z1, ..., zy) invariant unter der Wirkung von ¢ sind.

Jede auf dem Minkowski-Raum M definierte global konform invariante QFT kann
auf den konform kompaktifizierten Minkowski-Raum M erweitert werden [I5]. Da-
mit sind die Felder einer GCI QFT Huygens-lokal.

Die Lie-Algebra der Konformen Gruppe ist durch die Kommutatorrelationen der

Generatoren der Translationen P,, der Lorentz-Gruppe M, der Dilatationen D

iz
und der speziellen konformen Transformation K, gegeben [3]:

[P,,P,)] =0,
i [P/u D] = Py,
i|K,, P =2(M, —nu.D),
i [Py, Myu) = Mow Py — Mo Py,
[D,M,,] =0,
i[D,K,] = K,,
i [Kp, Myw] = 1o Ky — mpp KK,
i [Myws Myo] = 1up Mo + 1o My — 1y My — 10 Moy,
(K, K,] =0

Die Wirkung dieser Lie-Algebra auf symmetrische (spurfreie) Tensorfelder aus Gl.

kann damit ermittelt werden:

i [Py, T(x,v)] =0,T(z,v), (2.3.2)
i [My, T(z,v)] =(2,0, — 1,0, +v,0, — v,0,)T(x,v), (2.3.3)
i[D,T(x,v)] =((z-9) + )T (z,v), (2.3.4)

i [K,,T(x,v)] = (295# x-0) — 2°0, + 2dz,, + 2v,(z - 9")

—2(x - v)a}) T(x,v). (2.3.5)
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2 Grundlagen

Die irreduziblen unitdren Darstellungen der Konformen Gruppe werden durch drei
Quantenzahlen charakterisiert. Diese sind zum einen die Skalendimension d und zwei
ganz- oder halbzahlige Spinquantenzahlen j; und j, der Darstellung der Lorentz-
Gruppe. Mit ihnen lasst sich der mogliche Feldinhalt einer konformen Wightman
QFT bereits einschranken. Dieses Ergebnis wird Unitaritdtsschranke genannt und
wurde schon 1977 von GERHARD MACK gefunden. Es sind nur solche Felder zuléssig,
fir deren Darstellung gilt [5]:

1. d = j; = jo = 0 (triviale 1-dimensionale Darstellung)
2. J1jo #0,d>j1+ jo + 2

3. 71J2=0,d>j1+j2+ 1
Die Formulierung einer GCI QFT stellt auch eine weitere Bedingung an die unitér-
en Darstellungen der Konformen Gruppe. Es muss gelten, dass sowohl d als auch
J1 + jo ganzzahlig sind. Auflerdem ist j; + jo gleich dem Rang L des betreffenden

Tensorfeldes.

Es stellt sich heraus, dass symmetrische spurfreie Tensorfelder mit d — L = 2 und
erhalten sind. Dieses Verhalten werden wir in Abs. 2.5l erlautern. Fiir unsere Arbeit
wird diese Eigenschaft eine besondere Rolle spielen, um die Positivitat einer Korre-

lationsfunktion festzustellen. Dies fithrt auf folgende niitzliche Definition:

Definition 5. Sei ¢ ein Tensorfeld vom Rang L mit der Skalendimension d. Der

Twist 2k dieses Feldes ist gegeben durch:

2k :=d — L.

2.4 Korrelationsfunktionen in konformer QFT

Im folgenden Abschnitt werden wir kurz die Implikationen der konformen bzw. glo-
bal konformen Invarianz fiir die Korrelationsfunktionen einer QFT aufzeigen. Die
erh6hte Symmetrie einer solchen Theorie wird auch das Aussehen dieser Strukturen

stark beeinflussen und niitzliche Definitionen zulassen.

2.4.1 Auswirkungen der konformen Invarianz

Die konforme Invarianz legt explizit das Aussehen der Ein-, Zwei- und Drei-Punkt-

Funktionen der involvierten Felder (charakterisierende Quantenzahlen (d, ji,J2))

12



2.4 Korrelationsfunktionen in konformer QFT

fest, wobei eine Normierungskonstante auftritt [3):
Ein-Punkt-Funktionen:

Die Forderung der Konformen Gruppe nach Invarianz unter Translationen und Di-
latationen bedeutet fur Ein-Punkt-Funktionen W (z), dass sie konstant sein miissen

und diese Konstante ist null, um die Homogenitat in x zu gewéhrleisten:

Zwei-Punkt-Funktionen:

Zwei-Punkt-Funktionen Wy (1, x2) zweier Tensorfelder ¢ und ¢y konnen nur dann
nicht verschwinden, wenn fir ihre Quantenzahlen gilt: (dy, j1.1,j2.1) = (da, j2.2, j1.2)-
Deswegen ist zu beobachten, dass in allen Zwei-Punkt-Funktionen von Tensorfeldern

mit L > 1 stets dieselbe Struktur in unterschiedlicher Potenz auftaucht.

Definition 6. Innerhalb einer konform invarianten QFT heif3t

(n,uupl2 - 21‘12,p1'12,u)
0%2

Ruu(aﬁ?) - (241)

primitiv kovarianter Tensor.

Hierbei ist p;; eine in dieser Arbeit haufig auftretende Abkiirzung fiir (z; —x; —i0eg)?
mit ey = (1,0,0,0) € M. Fiir skalare Felder sind beide Spinquantenzahlen null,
weshalb folgende Form entsteht:

C
WQ(Il,l’g) = 5d1d271' (242)

P12

Alle anderen Zwei-Punkt-Funktionen symmetrischer (spurfreier) Tensorfelder nach
GL lassen sich nun tiber den primitiven kovarianten Tensor sehr kompakt schrei-
ben [2]:

C’ ([v“w”RW (2712)]()) B '

di—L1
P12

(T(21,0)T (2, w)) = 64,4501, 15 (2.4.3)
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2 Grundlagen

Dabei bezeichnet [-], den bzgl. v und w harmonischen Anteil des Terms in Klammern,
d.h.:

02 [v'w” Ry (112)]y = 0 = 05 [v"w” Ry (212)], -
Drei-Punkt-Funktionen:

Konforme Invarianz legt fiir skalare Felder auch die Struktur der Drei-Punkt-Funktion
fest. Die Felder diirfen paarweise voneinander verschiedene Skalendimensionen dy, ds
und d3 besitzen. Dann gilt [15]:

o
(p1(71)pa(2)03(73)) = (di+dz—d3)/2 (di—da+ds)/2 (—di+datds)/2"
P12 P13 P23

Auch fir hohere Korrelationsfunktionen skalarer Felder kann eine allgemeine Aus-
sage zur Struktur gemacht werden, jedoch ist diese nur bis auf eine Funktion von

sogenannten Cross-Ratios o5y, festgelegt:

Pij Pkl
PikPjl

Oijkl =

Im Falle einer 4-Punkt-Funktion gibt es z.B. nur zwei unabhéngige Cross-Ratios s
und ¢ und folgende Wahl ist die Standarddefinition:

g — P12P34 P P14P23
' P13,0247 ' ,013P24.

2.4.2 Auswirkungen der global konformen Invarianz

Die stérkere Forderung nach global konformer Invarianz erzwingt zusétzlich, dass
jegliche N-Punkt-Funktion einer GCI QFT eine rationale Funktion in z;; sein muss
[7] und erweitert damit die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnitts. Fur ska-
lare Felder ergibt sich daraus eine besonders einfache Struktur der Wightman-

Funktionen:

(er(x1) . on(an)) = Y Cruy TT(0i)" (2.4.4)

{mij} i<j
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2.5 Operatorproduktentwicklung und Biharmonizitét

ti; ist ein Multiindex mit ¢ < j. Dieser muss der folgende Regel, auch Summentregel

genannt, folgen, um die Bedingung der global konformen Invarianz zu erfiillen [I]:
> pij = —dj, (2.4.5)

wobei d; die Skalendimension des Feldes ¢;(z;) ist. Zusétzlich gelten fir sp,; die

universellen Polschranken [7] aufgrund der Unitaritét:

di + d; + 0g,a, — 1
2

Hij = — (2.4.6)
|-] bezeichnet die GauBlklammer. Gl. stellt auBerdem sicher, dass die Summe
in Gl. 2.4.4] endlich ist.

Die Ergebnisse fiir die Form der N-Punkt-Funktionen und Polschranken p;; skalarer
Felder treffen auch fiir Tensorfelder mit Rang L > 1 in dhnlicher Weise zu. In jedem
Fall sind die Korrelationsfunktionen auch rationale Funktionen in z;; und fir die
Polschranken gilt [7]:

di + jl,i + j2,1; + dj + jl,j + j2,j _ 1- 5j1,ij2,j5j2,ij1,j5didj
2 2

Mij = — (2.4.7)
Diese Polschranken stellen einen weiteren Positivitétstest in dieser Arbeit dar. Eine
Verletzung der Schranken wiirde zu einer manifest positivitdatsverletzenden Theorie

fuhren.

2.5 Operatorproduktentwicklung und Biharmonizitat

Die wiedergegebenen Implikationen einer global konform invarianten Wightman
Quantenfeldtheorie schranken die Struktur dieser Theorie stark ein. Dennoch reichen
diese Erkenntnisse nicht aus, um tatsachlich nichttriviale Theorien zu identifizieren.
Es sind Methoden erforderlich, die noch tiefer in die Beschaffenheit der Korrelati-
onsfunktionen als fundamentale Elemente einer Wightman QFT blicken lassen. Ein

machtiges Werkzeug fiir diesen Zweck stellt die Operatorproduktentwicklung, kurz
OPE, dar.
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2 Grundlagen

Definition 7. Seien ¢(x) und v (y) zwei beliebige lokale Quantenfelder einer Wight-
man QFT, wobei die Position y in einer nahen Umgebung von x liegen soll. Dann
heif3t

die Operatorproduktentwicklung der beiden Felder. Hierbei ist C(z —y) eine Funkti-
on von Potenzen der Koordinatendifferenzen = —y. O,,(x) sind erneut lokale Felder.

Im Allgemeinen enthélt die Summe unendlich viele solcher lokaler Felder [16].

Diese Definition ist sehr allgemein gefasst und zunéchst ist nicht klar, ob eine solche
Entwicklung tiberhaupt existiert. Tatsachlich kann die Existenz z.B. fiir Produk-
te skalarer oder spinorwertiger Felder gezeigt werden [16]. In einer GCI QFT ist
eine OPE fur alle denkbaren Felder moglich und zuséatzlich sind C'(z — y) Laurent-
Polynome in den Koordinatendifferenzen sowie O(z) lokale quasiprimére Felder, d.h.
sie tragen eine irreduzible Darstellung der Konformen Gruppe.

Bereits die OPE zweier skalarer Felder ¢;(z1) und ¢o(z2) gleicher Skalendimension

d zeigt interessante Eigenschaften. Mit Hilfe dieser Felder sei das Feld

Uy, 2) == pfs " (or(x1)pa(m2) — (1(a1)pa(a2))) (2.5.1)

definiert. Der subtrahierte Term in dieser Definition ist der Vakuumerwartungswert
der skalaren Felder, welcher vom Twist 0 und am singularsten mit einem Polgrad von
d ist. Aufgrund von GL kann U nur noch den maximalen Polgrad d —1 besitzen
und die Multiplikation mit pf5 ! stellt die Regularitit in den beiden Variablen sicher.
Zusatzlich ist U nicht konform invariant, aber Huygens-bilokal, d.h. jedes weitere
Feld ¢3(z3), welches Huygens-lokal zu ¢1(x1) und ¢o(x2) ist, kommutiert auch mit
U fiir zeit- und raumartig getrennte Punkte. Die OPE der skalaren Felder wird nun

durch eine Taylor-Entwicklung von U(z1, x9) in x5 wie folgt eingefiihrt:
Uz, x) =), Y, olfy...ai3 Xy (22). (2.5.2)

.....

Entwicklung wird als formale Potenzreihe angesehen. Diese Potenzreihe kann nach

16



2.5 Operatorproduktentwicklung und Biharmonizitét

[9] in folgende Form gebracht werden:

o0
Uz, z2) Z (21, 22)pi5 "

Die Felder Vi, (x1,x2) sind regulér in 1 = x5 und enthalten alle Twist-2x-Beitrige

(als formale Potenzreihe), nachdem in GI. [2.5.2) - die Felder X, =

siprimére, symmetrische spurfreie Tensorfelder Om () ersetzt wurden. Da die

(x2) durch qua-

Zwei- und Drei-Punkt-Funktionen skalarer Felder eindeutig festgelegt sind, konnen
die Felder V, (z1,x9) allgemein in jeder konformen QFT bestimmt werden (siehe
dazu [9],[2]). Es ist also méglich, die OPE zweier skalarer Felder gleicher Skalendi-
mension d in einer konform invarianten QFT explizit zu ermitteln.

Im Folgenden wollen wir besonders die Twist-2-Beitrége OiTLM (x) zur OPE der
skalaren Felder betrachten. Diese haben die bereits erwahnte Eigenschaft, erhalten

zu sein, d.h.:

33“02?% =0VL > 1. (2.5.3)
Dieses Verhalten ist auf die besondere Struktur ihrer Zwei-Punkt-Funktionen (siehe
GL zuriickzufiihren. Die primitiven kovarianten Tensoren sind erhalten und
da eine Zwei-Punkt-Funktion einem Normquadrat eines Vektors entspricht, muss bei
verschwindendem Normquadrat der Vektor selbst null sein. Aus dem Reeh-Schlieder-
Theorem folgt dann, dass die involvierten Felder selbst verschwinden miissen und
deswegen erhalten sind. Diese Eigenschaft der Twist-2-Felder iibertragt sich auch

auf das Feld Vj(zq,x2) in folgernder Weise:
Dazlv1($1,$2) =0= Dmm(ﬁl,@)-

Man sagt, Vi(x1,22) ist biharmonisch in seinen Variablen oder kurz, ein Bi-Feld.
Auch die Biharmonizitat ldsst sich ausnutzen durch folgende Umschreibung von
U(xq,x2):

U(xy,x0) = Vi(z1,22) + ,012[7(331, T3).

Diese sogenannte harmonische Zerlegung ist sogar eindeutig nach folgendem Lemma:
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2 Grundlagen

Lemma 8 ([9]). Seiu(x) eine formale Potenzreihe in x € CP mit Koeffizienten aus
einem Vektorraum V. Dann gibt es eindeutige formale Potenzreihen v(x) und u(x)

mit Koeffizienten aus V', so dass
u(z) = v(z) + 2°%(z)

und v(zx) ist harmonisch in Bezug aufx, d.h. O,v(z) = 0. v(x) heifit der harmonische

Anteil von u(x).

2.6 Nichttrivialitat von Korrelationsfunktionen

Die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts sind vor allem fiir die Analyse von Korre-
lationsfunktionen von U(xy, z5) mit anderen skalaren Feldern ¢;(xz;), i = 3,..., N,
hilfreich (vgl. hierzu [9]). Sei

F(xy,29) = (- U(x1,29) - ),
= (p3(x3) ... pr(zr)U (1, 22)p11(Tht1) - - o (TN)),

= (- Vi(z1,22) ) + pra(- U1, 72) - ),

betrachtet als Funktion der Variablen x; und x,. Das Feld V; wurde als formale
Potenzreihe definiert. Um demnach obiger Gleichung eine Bedeutung zu geben, soll-
te auch F' als formale Potenzreihe angesehen werden. Die Abhédngigkeit von den
zusatzlichen Koordinaten ist von der Form p;;, ¢ = 1,2 und j = 3,..., N. Fragen
beztiglich Konvergenz und Rationalitdt dieser Funktion werden in [9] behandelt.

Es soll nun die harmonische Zerlegung dieser Funktion in z; und x5 gefunden werden.

Dazu sei die Potenzreihenentwicklung in der Variable pis betrachtet:

M
F(zy,22) =Y phaFe({pijHijp21,2))s
k=0

N N
Fi({pistinrazy) = Falrn,m) = 30 Crguaguy [0 11057
{wri}{p2i} J=3 j=3
Hierbei sind M € N, py;, ptoj € {—d+1, —d+2, ...} also ganzzahligmit j = 3,..., N,
die Koeffizienten Cj, (,,,},{u0:} kOnnen von pp,, (m,n > 3) abhéngen und die Homo-

genitat der Korrelationsfunktion sowie die Polschranken erfordern, dass 35 p1; =

ijs poj =—1—k [9]
Es wird Fy(zq,x2) als fithrender Anteil des Twist-2-Beitrages von F'(x1,x2) bezeich-
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2.6 Nichttrivialitat von Korrelationsfunktionen

net (gelesen als Funktion der Variablen z; und x3). Ist H der harmonische Anteil
der harmonischen Zerlegung von F' in x5, dann muss Fj auch der fiihrende Twist-2-
Beitrag von H bzw. (- Vi(x1,x2)-) sein. Aus der Eindeutigkeit dieser harmonischen
Zerlegung folgt eine Integrabilitdtsbedingung an mogliche Twist-2-Beitrdge, denn H
muss separat harmonisch in beiden Variablen x; und x5 sein. Diese Bedingung kann
in Form einer partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung formuliert werden,

welche der fithrende Anteil Fy eines Twist-2-Beitrages erfiillen muss [9]:

(EyDy — EyDy)Fy =0, (2.6.1)
N
0
E, = )
1 ;92 3p1z
N 0

$
I
|'M
=

0 0
DIZZ/)J

3<j<k<N 8PIJ Ipir’

o 0
Dy = Z Pijk

3<j<k<N 8P2J 8P2k

Die Losungen Fj dieser Differentialgleichung miissen einerseits Laurent-Polynome
homogen vom Grade —1 sowohl in py; als auch in por (kK > 2) sein, andererseits
ergeben sich Einschrankungen an die erlaubten Polstrukturen [12]: Angenommen Fj

enthalt ein Monom der Form

1 P phi x weitere Faktoren,

k>2
wobei diese Faktoren von p,,, mit m,n > 2 abhangen. Man sagt, ein Laurent-
Polynom enthélt einen Doppelpol, wenn es ¢ # j gibt, so dass py; < 0 und gy, < 0.
Sollte das Monom einen Doppelpol in der Variable x; besitzen, dann muss nach [9]
gelten: pgp > 0 fiir & > 2,k # 4, j. Auerdem schliefit diese Beobachtung Dreifach-
pole aus, da dann pg, > 0 fiir alle £ > 2 folgt, was der Homogenitat des Monoms
widerspricht. Deswegen kann die mogliche Polstruktur von Fj nur folgende Form
haben:

Polynom

E x weitere Faktoren. (2.6.2)
iP15P2iM25
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2 Grundlagen

Weiterhin sagt man, dass ein Laurent-Polynom einen FEinfachpol enthalt, wenn nur
einer der Exponenten p,q und r, s in GI. kleiner null ist.

Die Relevanz der Einfach- und Doppelpole liegt in ihrer Verbindung zur Trivialitat
bzw. Nichttrivialitdt einer Theorie, d.h. die Polstruktur von Korrelationsfunktio-
nen gibt Aufschluss dariiber, ob sie nur aus freien Feldern aufgebaut werden kann
oder ob nicht-freie Felder beteiligt sind. Dafiir ist zu bemerken: Konstruiert man bi-
harmonische Twist-2-Felder aus freien Feldern, kénnen Korrelationsfunktionen nur

Einfachpole besitzen. Diese freien biharmonischen Felder konnten z.B.

tp(z)e(y) o,

(z —y)" (@) yab(y) : oder
(z—y)"(x—y)" : Fu(2)F,(y) :

beinhalten, wobei : - : die Normalordnung, ¢(x) ein freies masseloses skalares Feld,
Y (z) ein freies masseloses Diracfeld und F),, das Maxwell-Feld bezeichnet. Beispiel-
haft soll die Einfachpoleigenschaft der Korrelationsfunktionen freier biharmonischer
Twist-2-Felder fiir Konstruktionen aus freien skalaren Feldern ¢; und ¢, nachge-
rechnet werden.

Angenommen ¢;(71) =: ¢? : und pa(xs) =: @3 :. Nach dem Wickschen Theorem
folgt dann:

o1(21)02(m2) =: 15« +4{P10h2) : P12 + +2(P162)°.

Der Twist-2- Anteil entspricht genau denjenigen Termen, bei denen alle Felder gemaf
Wick bis auf ein Paar untereinander kontrahiert werden (hier also (¢1¢9) : ¢102 :).
Die vollstandige Kontraktion entspricht dem Vakuumanteil mit hochster Singula-
ritdt in xq12. Dieser wird nicht betrachtet. Die unkontrahierten Terme sind nicht
singular genug, um zum Twist-2 beizutragen. Fiigt man den so erhaltenen Twist-
2-Beitrag in eine Korrelation mit anderen Feldern =Z;(z;) (¢ > 3), so muss das eine
verbleibende unkontrahierte Paar noch vollstandig kontrahiert werden, damit die
Korrelation nicht verschwindet. Daraus folgt aber, dass hochstens jeweils eine wei-
tere Zwei-Punkt-Funktion (¢1Z;) bzw. (¢2=)) mit j, k > 3 auftreten kann, d.h. ein
Einfachpol wegen Gl ({(¢1¢2) wird nicht mitgezahlt). Dieses Argument trifft
analog auch auf alle anderen Felder zu, die aus normalgeordneten freien Feldern er-

zeugt wurden. Sollten sich demnach Korrelationsfunktionen mit Doppelpolen finden
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2.7 6-Punkt-Funktionen freier biharmonischer Felder

lassen, miissen diese zu einer nichttrivialen Theorie gehoren.

In [9] wurde ein fithrender Twist-2-Beitrag Fj einer 6-Punkt-Korrelationsfunktion

gefunden, der Doppelpole enthélt:

(P15P26P31 — 2P15023Pa6 — 2/)15P24/)36)[1,2][5,6]

P13P14P23024 * P57+ PasPasP36PA6

U (T1, ..., 26) = Fo(x,20) = (2.6.3)
Hierbei bezeichnet (...)j; die Antisymmetrisierung bzgl. der beiden Variablen w;
und z;.

Die betrachtete Korrelationsfunktion enthalt dabei zwei der Felder U(xq,z2) und
U(zs,z¢) mit Skalendimension d in allen vier involvierten Feldern sowie zwei glo-
bal konform invariante skalare Felder ¢3(z3) und ¢4(z4) mit Skalendimension d'.
AuBerdem erfiillt diese Struktur die Summenregel Gl. die Polschranken nach
GL und 16st die Differentialgleichung dritter Ordnung fiir beide Variablenpaare
x1, Ty und w5, x¢. Es ist bislang aber vollig unklar, ob diese 6-Punkt-Funktion das

Wightmansche Axiom 5 der Positivitat erfiillt.

2.7 6-Punkt-Funktionen freier biharmonischer Felder

Neben der exotischen Struktur existieren noch weitere Losungen von GI. die
jedoch nur Einfachpole besitzen, somit von freien Feldern herriihren. In [10] wur-
den diese fithrenden Twist-2-Beitrdge fiir 6-Punkt-Korrelationsfunktionen skalarer
Felder klassifiziert und 24 verschiedene freie Strukturen mit den gewiinschten Ei-
genschaften gefunden: Sie erfiillen die Polschranken, die Summenregel und sind bi-
harmonisch in den Variablen z,zs und x5, xg. Sollten die Positivititstest an der
exotischen Strukturen ein indefinites Ergebnis liefern, konnte eine Kombination mit
den freien Strukturen doch positiv sein. Deswegen werden die 24 Funktionen hier
angegeben, wobei zwischen bosonischen (keine Faktoren p;; im Zahler) und fermio-
nischen (Zéhler enthélt Faktoren p;;) Strukturen unterschieden wird. Die Auflistung

erfolgt mit Hilfe von Diagrammen, die folgendermaflen zu lesen sind:

- Fir die sechs skalaren Felder in der Korrelationsfunktion werden sechs Punkte

(Vertices) gezeichnet und entsprechend des Feldlabels benannt. Die Punkte

1 35
werden stets in folgendem Muster benannt: e
- Fiir jeden Exponenten p;; von p};” (i,j =1,...,6) werden Verbindungslinien
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2 Grundlagen

zwischen den betreffenden Vertices gezeichnet, die Anzahl der Linien entspricht

dem numerischen Wert von ;5.

- Durchgezogene Linien symbolisieren Faktoren im Nenner der Funktion, gestri-

chelte Linien Faktoren im Zé&hler.

- [][Z i steht wieder fiir eine Antisymmetrisierung der Funktion bzgl. der Indizes

7 und j.

Als Beispiel fiir diese Ubersetzung in Diagrammschreibweise sei die exotische Struk-

tur mit Skalendimension d = 3 der beiden Felder U angefiihrt:

[1,2][5,6]

Man erkennt an diesem Beispiel bereits den Vorteil dieser Darstellung, denn sowohl
die Summenregel Gl. als auch die Existenz von Doppel- bzw. Einfachpolen
lassen sich leicht ablesen. Die Summenregel fiir einen Vertex ist erfiillt, wenn die
Differenz zwischen der Anzahl vom Vertex ausgehender durchgezogener Linien und
der Anzahl vom Vertex ausgehender gestrichelter Linien gleich der Skalendimension
des Feldes ist. Ein Doppelpol liegt genau dann vor, wenn zwei durchgezogene Linien
von einem Punkt an zwei verschiedenen Vertices enden (Verbindungen (12) und (56)

nicht mitgerechnet).

Die 24 freien Strukturen lassen sich wie folgt darstellen:

BO:
! 112

B1: ‘}
! J1205.6)

B2: g"j’ , B2 : (B2),.,,
L 4 [1,2][5,6]
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2.7 6-Punkt-Funktionen freier biharmonischer Felder

FO:

F1: H — H

- 4 [1,2][5,6]

F2: H _

- 4 [1,2][5,6]

F3: _ _ +

- [1,2][5,6]

F4: “\“\‘\ \\‘\\\ . \‘\\\‘\‘\\\ 7 F4/ : (F4)3(_>4

- 4 [1,2][5,6]

F5:

; F5' : (F5)s,,,

1 2)5.6)

F6: : F6' : (F6),,.,

[1,2][5,6]

F7: , F7: (F7),.,

[1,2][5,6]

F3: , F8': (F8),.,,

- V/ , F9': (F9),..,

F9:

- 11,2[5.6]

[1,2][5,6]
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2 Grundlagen

F11:

(1,2][

?

5,6)

F11': (F11)

34

F12:

o=

‘]

24

[1,2][5,6]



3 Reduktion von

N-Punkt-Korrelationsfunktionen

Im letzten Kapitel wurde eine exotische 6-Punkt-Funktion angegeben, die nicht von
freien Feldern herrithrt. Fir diese Funktion treffen alle Wightman-Axiome bis auf
eines zu, die Positivitat. Es stellt sich die Frage, wie diese Eigenschaft zu iiberpriifen
ist. Im folgenden Kapitel sollen zwei Verfahren beschrieben werden, diese Eigenschaft
zu testen: Die Partialwellenentwicklung, kurz PWE, als eine Fortfithrung der OPE
fiir Korrelationsfunktionen und die Anwendung von Verkettungsoperatoren. Beide
Methoden beruhen auf der Reduktion einer N-Punkt-Korrelationsfunktionen auf

Korrelationsfunktionen mit weniger Feldinhalt.

3.1 Partialwellenentwicklung

Das Wightmansche Axiom 5 der Positivitat ist duflerst schwer zu iiberpriifen, da es
sich um eine hochgradig nichtlineare Eigenschaft der QFT handelt. Eine Moglichkeit,
die Positivitit trotz dieser Komplexitit priifen zu konnen, stellt die Partialwellen-
entwicklung dar. Diese beruht im Wesentlichen auf der bereits eingefithrten OPE.
Gemdaf der OPE konnen Vektoren der Form

©1(2)p2(y)2

als Linearkombination von quasiprimaren Quantenfeldern mit irreduzibler Darstel-
lung A = (d, 1, j2) der Konformen Gruppe geschrieben werden. Um genau denjeni-
gen Beitrag zur Darstellung A zu erhalten, wird durch einen Projektionsoperator ITy
auf den jeweiligen Beitrag projizieren. Die Projektoren erfiillen >°, II, = 1. Dann

erhilt man die OPE mit einem Integrationskern K3 (z,y;-) [11]:

A@RW = X he@em) =3 [ d: Kby
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3 Reduktion von N-Punkt-Korrelationsfunktionen

Als Partialwellenentwicklung wird die Projektion auf Partialwellen innerhalb einer
Korrelationsfunktion bezeichnet. Eine Partialwelle ) der Darstellung A ist das Er-

gebnis der Anwendung eines Projektors II,:

B =(Q, ... Ihp1(x)p2(y)€2),

wobei die Punkte fiir weitere Felder stehen. Allgemein kénnen so N-Punkt-Korrelati-
onsfunktionen auf (/N — 1)-Punkt-Korrelationsfunktionen reduziert werden. Jede der
Partialwellen muss dabei selbst positiv sein [6].

Die Partialwellenentwicklung wird in Verbindung mit den Casimiroperatoren C' der
Konformen Lie-Algebra zu einem niitzlichen Werkzeug. Diese Casimiroperatoren
sind Polynome in den Generatoren der Lie-Algebra und zuséitzlich ist nach dem
Lemma von Schur jeder Raum mit irreduzibler Darstellung Eigenraum zum Casi-

miroperator. Daraus folgt:
CTLip1p2€2 = exllyprpaf)

mit Eigenwert ¢\, € C des Casimiroperators. In vier Raumzeitdimensionen hat die
Konforme Gruppe Rang drei und damit besitzt deren Lie-Algebra drei Casimirope-

ratoren, wobei der einfachste quadratisch in den Generatoren ist:

1 1
C=3(K-P+P-K)= D"+ M, M".

Dessen Eigenwerte lauten: ¢y = d(d — 4) + (j1 + j2)(j1 + j2 + 2) [15].
Andererseits vertauscht der Casimiroperator mit dem Projektionsoperator und die
Wirkung der Generatoren der konformen Lie-Algebra auf die Quantenfelder ist be-

kannt (GL 2.3.5)). Damit kann C hinter die Felder kommutiert werden und da

Q2 invariant unter Anwendung der Konformen Gruppe ist, gilt:
Cllzxp19282 = Diallzp1¢02€).

D15 sind Differentialoperatoren, die auf die betreffenden Felder wirken. Fasst man
beide Gleichungen zusammen, ergibt sich eine Eigenwertgleichung fiir die Differen-

tialoperatoren mit Partialwellen als Eigenfunktionen:

Dys (.. ILprpa) = e (... ITp12)
ﬂ)\ ﬂ)\
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3.2 Positivitatsanalyse durch Verkettungsoperatoren

Werden Projektoren an weiteren Stellen in der Korrelationsfunktion eingefiigt, kann
die gesamte Partialwellenentwicklung gefunden werden. Allerdings wird diese Me-
thode schnell sehr aufwendig und unhandlich. Fiir zwei Raumzeitdimensionen kann
mit ihr gearbeitet werden und es wurden bereits zufriedenstellende Ergebnisse erzielt
(siche [6]). In vier Raumzeitdimensionen wird die PWE unpraktisch, denn das Aus-
sehen der Partialwellen wird durch die drei Casimiroperatoren (quadratisch, kubisch
und quartisch in den Generatoren) bestimmt und die zugehoérigen Eigenwertgleichun-
gen sind kaum zu 16sen. Zumindest wurde in [§] eine systematische Entwicklung von

4-Punkt-Funktionen skalarer Felder in ihre Partialwellen gefunden.

3.2 Positivitatsanalyse durch Verkettungsoperatoren

Aufgrund der Tatsache, dass die Partialwellenentwicklung einer 6-Punkt-Funktion
skalarer Felder fiir eine vierdimensionale Raumzeit zur Zeit noch unbekannt ist und
die notwendigen Rechnungen zu kompliziert sind, wird ein neuer Ansatz benétigt.
Ein solcher Ansatz wurde in [I5] gefunden. Dieser nutzt sogenannte Verkettungsope-
ratoren E) (engl. intertwining operators). Im Folgenden werden diese Operatoren

meistens als Intertwiner bezeichnet werden.

3.2.1 Definiton und Wirkung der Verkettungsoperatoren
Zunéchst musst der Begriff des Intertwiners definiert werden:

Definition 9. Ein linearer Operator T' : V7 — V5 heifit Intertwiner fiir zwei Dar-
stellung oy : A — End(V}) und oy : A — End(V3) einer Algebra A, wenn Va € A
gilt:

Toa(a) =as(a)oT.

Folglich lasst T die Wirkung von A invariant und vertauscht mit allen Generatoren
X der Algebra A, d.h. T [X, ¢] = [X,Ty).

Das Ziel der neuen Methode ist es, mit Hilfe der Intertwiner FE) eine N-Punkt-
Funktion auf eine (N — 1)-Punkt-Funktion zu reduzieren, indem genau der Beitrag
zur Darstellung A aus der OPE der zwei ersten bzw. der beiden letzten Felder in

einer Korrelationsfunktion heraus projiziert wird, d.h. fiir zwei Felder @1, o mit
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3 Reduktion von N-Punkt-Korrelationsfunktionen
Darstellungen p; und po:

Lff'l,xg o E) P11 (1'1)902,#2 (x2>Q = §0A<I>Q7 (321)
Ve s © Ea{0u ()01, (21) 02,5 (22)) = 0,0 (0u(y) a (7)) (32.2)

Damit sind die Intertwiner in ihrer Wirkung sehr ahnlich zu den Projektionsopera-
toren II,. Sie vernichten alle Partialwellen mit p # A im 1-2-Kanal, wobei GI.

T

aus konformer Kovarianz folgt. Es tritt hier auerdem die Abbildung /3, ,, = (* auf,

die folgendermaflen definiert ist:

) = e xa)ly, ey = 2, 2).

Da also bei der Anwendung von Intertwinern nur der Beitrag ;o = A iibrig bleibt und
eine (N — 1)-Punkt-Partialwelle entsteht, ist es moglich, einzelne Beitrage zur PWE
zu erhalten, ohne diese tatsdchlich zu kennen. Das bedeutende Ergebnis in [15] ist
dabei, dass die Intertwiner durch partielle Differentialoperatoren gegeben sind und
nicht etwa als Integrationskerne. Es bleibt aber zu beachten, dass Intertwiner als
Differentialoperatoren nur dann die OPE voll ausschopfen kénnen, wenn fiir die
Skalendimensionen der betrachteten Felder in Gl. gilt: dy — dy — dy € Z. Fur
eine GCI QFT ist diese Bedingung jedoch erfiillt.

3.2.2 Bestimmung der Verkettungsoperatoren

Wir beschranken uns im weiteren Verlauf auf Darstellungen A = (k, L) der Konfor-
men Gruppe. Das bedeutet fiir die Spinquantenzahlen der Felder: j; = j, = L/2. Zu
diesen Darstellungen gehoren spurfreie symmetrische Tensorfeldern mit Rang L, die
z.B. der einzige Beitrag zur OPE zweier skalarer Felder der gleichen Skalendimen-
sion sind [4]. Des Weiteren werden diese Tensorfelder wie in Abs. beschrieben
behandelt. Mit GI. folgt daraus aber schon, dass die Intertwiner ein harmoni-
sches Polynom vom Grade L im Polarisationsvektor v sein miissen.

Die zusétzliche Forderung, dass F Intertwiner sein sollen, macht es moglich partielle

Differentialgleichungen zu finden, die die Gestalt der Operatoren festlegen:

V"0 EX([X, 01, P2,.) 1) = ([ X, 67 0 Ex@1P2] 02) = (X, 0a]a). (3.2.3)

28



3.2 Positivitatsanalyse durch Verkettungsoperatoren

Da die Wirkungen aller Generatoren X der Konformen Gruppe auf spurfreie sym-
metrische Tensorfelder durch die Gln. [2.3.2] bis [2.3.5| bekannt sind, kann die Form

der Operatoren E bestimmt werden. Die infinitesimalen Wirkungen A, ,, der Ge-

neratoren héngen jedoch von der Darstellung des betreffenden Quantenfeldes ¢; ,,

ab, weswegen gilt:

{ [X7 901,u1902,#2] = (Al,ul + AZH?)SOLIH 2,25

wobei A; ,, nur auf das entsprechende Feld ¢; ,, wirkt.

Somit folgt aus Gl. [3.2.3 folgende Bestimmungsgleichung fiir Intertwiner:

T ! -
10 Ex o (Appu 4 Doy ) (01 P2,u,00) = Ax 0t 0 Ex(01u,02,u,00)-

Tatsachlich kann diese Gleichung noch verschérft werden, indem die Giiltigkeit be-

reits fiir die Operatoren gefordert wird, d.h.:
"o Eyo (A, +Aq,,) = Ay 0. o Ej. (3.2.4)

Anschliefend muss ein moglichst allgemeiner Ansatz fiir die Intertwiner gefunden

werden. Wir wahlen
Ey\ = E(H,L)(Uayhy% W1, Wa, T1 + Xa) 0 ply. (3.2.5)

Zunachst konnen die Operatoren E(,@L) nicht von x; — x5 abhangen, da stets die
Abbildung ¢* folgt. Weiterhin wird ein Faktor pf, benotigt, um den 1-2-Kanal regu-
lar zu machen. Dabei kann die Singularitdt nach den Polschranken dort hochstens
p1a betragen. n muss demnach so gewihlt werden, dass diese Singularitit beseitigt
wird. Dartiber hinaus sind y; = 0;, w; = 0", v; die Polarisationsvektoren der Felder
; und v wie bisher der Polarisationsvektor des Feldes ). Damit ist auch klar, dass
die Intertwiner homogen vom Grade L; in w; sind, denn es miissen alle Polarisati-
onsvektoren der zu reduzierenden Felder beseitigt werden. Die weiteren Rechnungen
folgen [15].

Als Beispiele fiir die Verwendung von GI. zur Bestimmung der Struktur der

Intertwiner E(n, 1) werden wir die Generatoren X = P,, D nutzen. Fiir die beiden

verbleibenden Generatoren X = M,,,, K, werden lediglich die Ergebnisse angegeben.
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3 Reduktion von N-Punkt-Korrelationsfunktionen

30

1. X =P,

Aus Gl folgt: A; ,,, = 0;, (i bezeichnet weiterhin die Darstellung des
Feldes ¢; und keinen Lorentz-Index p). Das bedeutet:

Lx © E(KzL) o p?é © (81,}1/ + 82,;,0) - aﬂ oL O E(I{,L) O p12

Auf der linken Seite der Gleichung kommutieren wir zuerst pf,, dann E(,@ ) an
(61# + 82#) vorbei:

tfo E(R,L) ° piy 0 (Ory + Oa)
= /Fo EWL) 0 (01 + Oop) 0 ply — 170 E'(mL) o (2npy w12, — 2npl5 '219,,,)
= "0 (D + Do) 0 Eery 0 ply = (01 uE 1) + 02 B ny) © Pl
= duot’o E(HVL) © p1y

= <817”E(“7L) + aZME(n,L)) =0.

Fir die letzte Implikation haben wir die linke mit der rechten Seite der Glei-
chung verglichen und ausgenutzt, dass: ¢* o (01, + 0a,,) = 0, 0 (*.
Aus der Implikation folgt, dass E(H, 1) nicht von x; + x; abhingen kann und

damit iberhaupt keine z-Abhéngigkeit beinhaltet:

~

Eory = Er) (v, y1, y2, w1, ws) .

. X=0D:

LI (0] E(H,L) O p?Q o [(.ﬁEl . 81) -+ dl + (.TQ . 82) -+ dz] ; (ZL‘ . 8 + d) (0] Lx (6] E(,{JJ) (0] p?z.

Auch hier miissen wieder der Faktor pf, sowie E’(m r) an den infinitesimalen
Wirkungen vorbeigezogen werden, um dann die linke mit der rechten Seite zu
vergleichen. Dalfiir ist es erforderlich, den Kommutator {E(,@ L), xl} zu bestim-
men. Nach [15] gilt:

[E(H,L), Jiz} = Z&E(H,L)



3.2 Positivitatsanalyse durch Verkettungsoperatoren
Damit berechnen wir:

1" 0 By o piyo[(x1-01) +dy + (w9 - Ba) + do]

= ("0 By ol(r1-01) + (x2-05) +dy +dy —2n] 0 ply

= "oz O +01-Vy)+ Doy (x9-0+0Dy-Vs)|o E(K’L) o pl,
10 By 0 (dy + dy — 20)piy

L @ 9+ d)erto By opl,

= (O -Vi+8y-Vo)Eer) = (d+2n —dy — dy) By

Die letzte Implikation bedeutet, dass E(m 1) homogen vom Grade (d + 2n —
d; — dg) in y; und ys ist.

X =M,

Fiir diesen Generator ergibt sich die Bedingung;:
LAV 4+ AVy+v A+ AV, + 3 AV,,) Eery = 0.

Daraus folgt, dass E’(,i’ 1) ein Lorentz-Skalar (oder Lorentz-Pseudoskalar) sein

muss. Aulerdem ist a A b := a,b, — a,b, sowie V,, = %.

X =K,

Anders als die Generatoren zuvor, die jeweils Bedingungen an die etwaige
Struktur der Intertwiner gestellt haben, liefert der Generator der speziellen
konformen Transformation eine partielle Differentialgleichung, die den Opera-

tor vollstandig bestimmt:

0=12(01- V1) Vi —01,Vi +2VY (00 Vo — 00 Vo, )

+2 (dl - n) VLN:| (1.2) E(&L). (326)

Dabei bezeichnet [-], ) die Symmetrisierung der Gleichung [-] unter Austausch

von ¢ und j.

3.2.3 Anwendung fiir Positivitatsuntersuchungen

Positivitatsanalysen mit Hilfe der Intertwiner stiitzen sich im Wesentlichen auf ihre

Wirkung, eine N-Punkt-Funktion auf eine (N —1)-Punkt-Funktion zu reduzieren. Es

sei noch einmal darauf hingewiesen, dass nur in den ersten oder den letzten beiden
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3 Reduktion von N-Punkt-Korrelationsfunktionen

Feldern einer Korrelation reduziert werden kann.

(Qo,L) - - PN, (e sLn)) = 70 B, 1) © plol 1, (k1,00) P2 (k2 La) - - - PN, (oL ) -

Wir geben im Folgenden eine Liste an, die beschreibt, wie mit Intertwinern die

Positivitat einer beliebigen N-Punkt-Korrelationsfunktion zu iiberprifen ist.

- Zunéchst miissen Ansétze fiir die Operatoren E(,{, ) (v, Y1, Y2, w1, w2) gemaf der
Darstellungen der Ausgangsfelder (r;, L;) und (k;, L;) sowie der Darstellung
(K, L) des Zielfeldes erstellt werden. Das bedeutet, der Operator ist ein Lorentz-
Skalar und die Einhaltung aller Homogenitéten aus Abs. [3.2.2}

1. E(&L) ist homogen vom Grade L in v,
2. E(,i, 1) ist homogen vom Grade L; in w,

3. EwL) ist homogen vom Grade d + 2n — d; — dsy in y; und ys.

- Die vollstandige Bestimmung des Intertwiners erfolgt dann iiber das Losen von
Gl. B.2.6 fiir den erhaltenen Ansatz und das Ausnutzen der Harmonizitéitsbe-

dingung in v.

- Schritt fiir Schritt wird dann die N-Punkt-Funktion auf eine Zwei-Punkt-
Funktion reduziert, wobei in jedem Schritt die Polschranken (Gl. und,
falls es sich um Twist-2-Beitrage handelt, die Erhaltung zu testen ist. Es ist zu
beachten, dass nach Abs. die Zwei-Punkt-Funktion nur dann verschieden

null ist, wenn die Darstellungen der beiden Felder gleich sind.

- Da die Struktur einer Zwei-Punkt-Funktion fiir alle symmetrischen spurfreien
Tensorfelder bekannt ist (Gl.[2.4.3)), kann man an ihrem Vorfaktor ablesen, ob
der Beitrag positiv ist: Der Losungsraum des Intertwiners kann mehrdimensio-
nal sein, das bedeutet, die Koeffizientenmatrix der beiden Feldbeitrage in der
Zwei-Punkt-Funktion darf nur nichtnegative Eigenwerte haben. Im Falle eines
eindimensionalen Losungsraumes muss das Vorzeichen der Funktion positiv

sein.

Das Ziel dieses Verfahrens ist also, auf so viele verschiedene Zwei-Punkt-Funktionen
wie moglich zu reduzieren und deren Positivitat zu tiberpriifen bzw. Positivitéatsver-
letzungen zu finden.

Im Falle der exotischen 6-Punkt-Funktion konnen zu diesem Vorgehen einige Ergan-

zungen gemacht werden:
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3.2 Positivitatsanalyse durch Verkettungsoperatoren

- Durch ihre Konstruktion (siehe Abs. enthélt sie im 1-2-Kanal und 5-6-
Kanal das biharmonische Feld V;, welches selbst nur Twist-2-Beitrage bein-
haltet. Deswegen besitzt die exotische Struktur reduziert auf eine 4-Punkt-
Funktion nur Partialwellen der Form: (¢1,1,1)(21)@3(23)0a(24)d6 (1,1/)(76)) mit
(L, L' > 0).

- Durch die Antisymmetrie dieser Struktur (siche Gl. [2.6.3)) sind die zuldssigen
4-Punkt-Strukturen sogar noch weiter eingeschrankt, es treten nur Felder ¢

mit ungeradem Rang auf.

- Die Skalendimension d’ > 0 der beiden Felder ¢3 und ¢4 in GL ist frei
wahlbar. Positivitdtsanalysen miissen deswegen fiir alle moglichen Skalendi-
mensionen separat durchgefithrt werden. Allerdings gilt zusétzlich: Tritt eine
Positivitdtsverletzung in einer Skalendimension d’ auf, dann tritt sie auch in
allen Strukturen mit Skalendimension kleiner d’ auf. Andersherum ist diese

Aussage aber im Allgemeinen falsch.
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4 Automatisierung der

Berechnungen mit Maple

In Abs. haben wir die Methode vorgestellt, mit der wir die Positivitat der
exotischen 6-Punkt-Struktur untersuchen wollen. Um diese Struktur auf eine Zwei-
Punkt-Funktion reduzieren zu kénnen, miissen demnach vier Intertwiner bestimmt
werden und diese auf die in GI. gegebene exotische Struktur angewandt werden.
Damit ist dieses Verfahren &uflerst rechenaufwendig. Intertwiner konnen hochstens
fir Darstellungen mit kleinen Quantenzahlen x und L per Hand berechnet werden,
die Anwendung auf die Korrelationsfunktion ist aber sogar in diesen Fallen zu zeit-
raubend. Deswegen liegt es nahe, diese Aufgaben einem Computeralgebrasystem,
kurz CAS, zu iiberlassen. In den folgenden Abschnitten wollen wir ein Programm-
paket beschreiben, welches die notwendigen Rechnungen im CAS Maple (Version
10) durchfiihrt. Dieses teilt sich in zwei Komponenten: Einem Programmteil, der
die Differentialgleichung fir die zwei Eingangs- und die Ausgangsdarstellung
16st und einem zweiten Programmteil, welcher die eigentliche Reduktion der Korre-
lationsfunktion ausfiihrt. Das gesamte Paket ist auf http://www.theorie.physik.
uni-goettingen.de/~nikolai.wyderka einsehbar. Eine kurze Einfiihrung in die

Benutzung wird dort ebenfalls bereitgestellt.

4.1 Programmteil: Kalkiil fiir Intertwiner

Der erste Schritt zur Systematisierung der Bestimmung der Intertwiner liegt in der
Erstellung des Ansatzes. Die Homogenitaten aus Abs. geben zusammen mit den
bekannten Darstellungen der betrachteten Felder die Anzahl der zu verwendenden
Variablen v, y1, y1, w; und wy an. Diese miissen untereinander vollstandig kontrahiert
werden, um den Intertwiner zu einem Lorentz-Skalar zu machen. Dabei sind unter
Umstanden viele kombinatorische Moglichkeiten erlaubt, wobei ohne Wiederholung

gezahlt wird. Z.B. ergeben finf y; und ein ys nur eine zuldssige Kontraktion (y; -
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4 Automatisierung der Berechnungen mit Maple

y1)(y1 - y1)(v1 - y2), nicht etwa finf. Jede der Kombinationsméglichkeiten bekommt
dann einen eigenen Koeffizienten. Als illustrierendes Beispiel sei der Ansatz des
Intertwiners E’(Lg,) fir die Reduktion zweier skalarer Felder der Skalendimension
d = 2 (Darstellung jeweils (1,0)) auf ein Twist-2-Tensorfeld vom Rang drei mit

n = 1 angegeben:

E(L?)) = Aijr(v1 - v1) (v - yi) (Y5 - yr) + Bigr(vr - yi) (01 - y5) (01 - ). (4.1.1)

Herbei sind ¢, 7,k = 1,2 und es wird iiber alle drei Indizes summiert, wobei gleiche
Terme wie (y; - y2) = (y2 - y1) nur einmal auftreten. Der Polarisationsvektor v; be-
kommt einen Index lediglich aus programmiertechnischen Griinden. Somit ergeben
sich insgesamt zehn verschiedene Terme. Es muss angemerkt werden, dass wir uns
fir eine feste Rangfolge der Stellung der Variablen v,w und y entschieden haben:
Wann immer nur ein v auftritt, steht es links im Skalarprodukt. Wann immer nur
ein y auftaucht, steht es rechts im Skalarprodukt. Stehen zwei gleiche Variablen
mit unterschiedlichen Indizes ¢ und j im Skalarprodukt, miissen sie so angeordnet
werden, dass der kleinere Index links steht.

Diese Kombinationsarbeit ldsst sich mit einer externenll] Routine automatisieren. Wir
haben dafiir die Sprache Python gewéhlt. Die entsprechende Routine heifit combina-
tor.py und ist wegen Platzgriinden auf der angegebenen Homepage zu finden. Thre
prinzipielle Arbeitsweise lasst sich wie folgt beschreiben: Zunéchst wird der Routine

eine Liste von Variablen

V1,VU1,...,W1,W1,...,W2,W2,..., Y, Y,...
—
L Lq Lo d+2n—dy—ds

iibergeben, indem die Anzahlen der einzelnen Variablen und zusétzlich eine Zieldatei
in Anfiihrungszeichen nacheinander in die Kommandozeile eingegeben werden. Die
Zuweisung der Ableitung nach 1 oder 2 an alle y erfolgt erst nach der Erzeugung
der zuléssigen verschiedenen Strukturen (im obigen Beispiel sind es zwei). Nun wird
der erste Eintrag der Liste genommen und mit einem weiteren Eintrag der iibrigen

Liste kombiniert, wobei immer nur einmal vy, wy, w9 oder y ausgewahlt werden kann.

!Unser Programmpaket enthilt viele solcher externen Programme, die in Python verfasst sind, da
Maple oft nicht die notwendigen Werkzeuge zur Verfiigung stehen, bestimmte Manipulationen
an den eigenen Ergebnissen vorzunehmen. Externe Programme werden aber aus Maple heraus

aufgerufen. Interne Programme sind in der Maple-Syntax verfasst.

36



4.1 Programmteil: Kalkiil fiir Intertwiner

Im néchsten Schritt werden die erzeugten Kontraktionen mit ihren Listen kopiert
und die bereits benutzten Eintrdge gestrichen. Erneut wird der erste Eintrag der
reduzierten Liste genommen und rekursiv wie im ersten Schritt verfahren, bis alle
Listeneintrage aufgebraucht sind. Neue Kombinationen werden dabei als weiterer
Faktor an das Ergebnis des vorherigen Schrittes gehéngt. Zum Schluss miissen noch
alle Terme sortiert und gleiche Terme gestrichen werden. Danach werden die Indizes
1 und 2 in allen Strukturen kombiniert, der entsprechende Koeffizient im Stile des

obigen Beispiels vergeben und die Ergebnisse addiert.

Der zweite Schritt in der Automatisierung betrifft das Anwenden der PDE auf
den generierten Ansatz. Aufgrund der uns zur Verfiigung stehenden Versionsnum-
mer, muss zuerst die Form der PDE fiir die Verwendung in Maple angepasst wer-
den, bevor der Kalkiil entwickelt wird. Alle Variablen mit unkontrahierten Lorentz-
Indizes miissen vor alle Ableitungen kommutiert werden, denn das Ableiten nach
freien Indizes ist mit Maple Vers. 10 nur durch zusatzliche Programme moglich, die

den metrischen Tensor 7, kontrahieren konnen. Das bedeutet:

(yl : Vl) Vl,u — VLu (yl : Vl) - Vl,u
Vlf (wl,l,VUw — wl,uvvl,y) — Vul’u (Vl . ’LUl) — VLM — Wiy (Vl . Vvl) .

Diese Ersetzung gilt auch analog fiir die beiden Terme mit 1 <» 2.

Die Intertwiner E(,@ 1) sind Lorentz-Skalare, dieser Umstand erleichtert die Imple-
mentierung eines Programmes zum Losen der PDE: Anstatt nach y; oder w; (i =
1,2) abzuleiten, wird unter Einbeziehung der Kettenregel nach dem vollsténdigen
Lorentz-Skalarprodukt abgeleitet, in dem die betreffende Variable kontrahiert ist.
Da die meisten Differentialoperatoren in der PDE ebenfalls kontrahiert sind, ergibt
die Anwendung dieses Skalarproduktes wieder ein kontrahiertes Ergebnis. Dadurch
benotigen wir nur einen einzigen Lorentz-Index fiir die gesamte Rechnung. Mit die-
ser Herangehensweise ist E(,@ L) = E(H, ) (vv, vw, vy, wy, ww, yy). Beispielhaft soll die
Wirkung des Operators (V, - V,, ) auf den Ansatz des Intertwiners bestimmt wer-

den, die dann in Maple-Syntax umgewandelt wird:

~ " OB 5 " OB 5
va . Vva E k,L) — VZ 77’01’,& + 77:%,5
( ) b ; 8(1}1- ’ wa) i=1 8<wa yi)
" OB p) " OB p)
i ; O(w; - wa)wl’n " ; O(w, - wz’)wm
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4 Automatisierung der Berechnungen mit Maple

OE(r) | <& 0*E(. 1)
=4 = + ’ AR
0wy * Ya) jz:l 22:31 O(v; - wq)0(v; ya)< 5)
m m 82@(/@ L)
+ ’ (vi - wy)
; ; O(v; - we)O(w; - Ya) !
m m aQEI(K L)
+ ’ Vit Y
jZ::l ; O(v; - wa)O(y; - ya)< )

0*Er1)
’ Vi~ Yj + ...
Vi - W) (Ya - yj)< 2

Der Index a wurde eingefithrt, so dass es moglich ist, den Intertwiner nicht nur in
Bezug auf die ersten beiden Felder einer Korrelationsfunktion zu bestimmen (mit
Raumzeitkoordinaten x; und z5), sondern auch fir die letzten beiden Felder in
der Struktur. Dabei sollte der Wert der Variable m so gewahlt werden, dass er
dem hochsten Index der involvierten Raumzeitkoordinaten der Felder entspricht.
Die anfangs festgelegte Stellung der Variablen muss nach Anwendung der PDE wie-
derhergestellt werden. Dies wird durch die Prozedur diffmagic(F) (siehe Abs. [A.2)),
aufgerufen nach jedem Term der PDE, in Maple erreicht.

Die Wirkung jedes einzelnen Differentialoperators der PDE muss wie im Beispiel
bestimmt und in die Maple-Syntax iibertragen werden, was in Abs. zu finden
ist. Es sei angemerkt, dass ein Skalarprodukt, wie im Beispiel verwendet, sich wie
folgt tibersetzt: vy - wy — vw[1,2]. Die PDE selbst wird zur internen Prozedur
DoDiff(E, di, d2, n, kappa, L, a, b, mu). Die zu tibergebenden Parameter sind
z.B. fiir eine Reduktion im 1-2-Kanal wie folgt zu verstehen: E-Ansatz des Intert-
winers, d1-Skalendimension des ersten Feldes der Korrelation, d2-Skalendimension
des zweiten Feldes der Korrelation, n-Polgrad im 1-2-Kanal, kappa, L-Quantenzahlen
des Zielfeldes, a = 1 und b = 2. Nun liegen sowohl Ansatz als auch die bendtigte
Differentialgleichung in Maple-Syntax vor.

Ein letzter Schritt ist notwendig, nachdem der Ansatz in die PDE eingesetzt wurde.
Das Ergebnis dieser Rechnung soll verschwinden. Folglich muss nach allen linear
unabhéngigen Termen aufgelost werden, wodurch sich Bedingungen an die Koeffizi-
enten aus dem urspriinglichen Ansatz ergeben. Die externe Routine solve.py tiber-
nimmt dabei die Aufgabe Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten aus der
Textausgabe des Ergebnisses der Anwendung der PDE zu ziehen und diese zuriick
an Maple zu iibergeben, um sie zu lésen. Eingesetzt in den Ansatz ergibt das noch

nicht in jedem Fall einen zulassigen Operator, denn das Vorgehen muss noch einmal
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4.2 Programmteil: Ausfiihren der Reduktion

fir Q%Em ) = 0 durchgefithrt werden, um einen spurfreien Operator zu erhalten.

Das Programm buildop(kappal, L1, kappa2, L2, n, kappa, L) (sieche Abs. fithrt
alle drei Schritte der Bestimmung der Intertwiner nacheinander aus und gibt den
vollstdndig berechneten Operator zuriick. Als Eingabe dienen lediglich die zwei Aus-
gangsdarstellung der Felder (k1, Ly) und (ks, Ls), die Darstellung (, L) des Feldes,
auf welches reduziert werden soll und die auftretende Singularitat n. Der gebildete
Intertwiner kann nach Bedarf durch Anwendung der Prozedur diffcollect(F) verklei-
nert werden. Diese klammert nach einzelnen Intertwinertermen aus. Der Operator

weist somit hochstens die Anzahl von Termen auf, die er im Ansatz besaf3.

4.2 Programmteil: Ausfiihren der Reduktion

Bevor der Intertwiner auf eine N-Punkt-Korrelationsfunktion angewendet werden
kann, muss er in Maple-Syntax tibertragen werden. Wir haben uns dafiir entschieden
sowohl fiir Polarisationsvektoren der Ausgangsfelder als auch fiir den Polarisations-
vektor des Zielfeldes den Namen v zu vergeben und nur durch Indizierung zwischen
den jeweiligen Feldern zu unterscheiden. Dies kann aber zu Problemen fithren, wenn
z.B. der Term (v; - y1) vor (w; - y2) angewendet wird. In diesem Fall wére ein Po-
larisationsvektor des Zielfeldes v; vorhanden, der ebenfalls Ziel der Ableitung w;
sein kann, die aber nur auf Ausgangsvektoren mit gleichem Namen v; wirken darf.
Es ist folglich notwendig, einen Offset IV fiir den Polarisationsvektor des Zielfeldes
einzufiithren, d.h. der Index muss grofer sein als N. Fiir jede weitere Reduktion an
der gleichen Korrelation erhoht sich der Offset fiir den Zielvektor um eins.

Nun muss analog zur PDE auch die Wirkung der Intertwiner auf eine N-Punkt-
Funktion bestimmt werden. Dies gelingt noch einfacher, da neben den Intertwinern
auch die Korrelationsfunktionen Lorentz-Skalare sind. Es treten deswegen iiberhaupt
keine freien Indizes auf. N-Punkt-Korrelationsfunktionen Wy werden als Funktio-
nen von v; - v; (i,j < N,i#j),vi-xj, (j=1,...,N—1,k=2,...,N, j # k) und
pij 1=1,...,N—=1,j=2,...,N,i# j) betrachtet. Als Beispiel sei die Wirkung

von v, - y; auf eine Korrelationsfunktion angegeben:

(Ve - y;) Wy = (ve - v (Ve - v;)
N ]Zl kz%a 5) ,;a %) 7

J>i Pij i<i pﬂ
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4 Automatisierung der Berechnungen mit Maple

In gleicher Weise wird bei den verbleibenden vier Operatoren verfahren, die teilweise
deutlich komplizierter werden. Vor allem y; - y; ist besonders komplex, da das Er-
gebnis ein Produkt (z;; - xj;) enthalten kann. Diese Produkte miissen umgeschrieben

werden, weil wir eine solche Abhangigkeit nicht in Betracht ziehen:

Tij Tl = Ti* Tk — Ty~ Ty — Tj+ T+ Tj - @y,
1

=35 (pit + pjx — pir. — pit) -

Die ausgearbeiteten Operatoren sind in Abs. zu finden.
Das ist aber noch nicht ausreichend, um die Reduktion durchzufithren. Es miissen

folgende Umstande berticksichtigt werden, wobei die verwendeten Prozeduren in
Abs. einsehbar sind:

- Es kann vorkommen, dass die Indizes in x;; und p;; nicht in der Reihenfolge
1 < j auftreten oder, dass sogar Terme, die x; oder p; enthalten, erzeugt
werden. Um all diese fehlerhaften Ausgaben zu korrigieren, wird nach jedem

Faktor eines Summanden des Intertwiners die Prozedur magic(F) aufgerufen.

- Die Abbildung ¢* wird durch die Prozedur setequal(F, a, b) tbersetzt. Die-
ser Prozedur werden die beiden Indizes a und b ibergeben, die gleichgesetzt

werden sollen. Nach dem Ausfiihren heifit die Variable x;.

- Reduziert man z.B. die exotische 6-Punkt-Funktion in x; und x5 sowie x5 und
x¢ heilen die verbleibenden Variablen xq, x5, x4 und xg. So miisste weiterhin
N = 6 sein, was unnotig Rechenzeit kostet. Es ist sinnvoller, die Variablen in
x1 bis x4 umzubenennen. Die erforderlichen Umbenennungen iibernimmt die

Prozedur rename(F).

- Maple wird die genaue Bedeutung von z;; und p;; nicht ibermittelt, weshalb
es lineare Abhéangigkeiten wie x13 — x14 + 34 = 0 nicht erkennt. Es kann
aber durchaus vorkommen, dass das Resultat einer Reduktion scheinbar nicht
verschwindet, obwohl es null wire. Um auch diese linearen Abhéngigkeiten

priifen zu kénnen, wird die Prozedur magic2(F) angewendet.

Damit sind alle notigen Prozeduren bekannt, um die Reduktion mit Maple durchzu-
fithren. Ein Zwischenschritt nach Ausgabe des berechneten Intertwiners und vor An-
wendung eben dieses Operators, ist seine Ubersetzung entsprechend den Benennun-

gen seiner Terme in Abs. . Diese Ubersetzung iibernehmen die externen Program-
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4.2 Programmteil: Ausfiihren der Reduktion

me tranlate_op__12(F, voffset), tranlate_op_34(F, voffset) und tranlate_op_ 56(F,
voffset), die bereits auf den Fall einer 6-Punkt-Funktion zugeschnitten sind (siehe
Abs. . Eine allgemeinere Ubersetzung erbringt das externe Programm optrans-
late.py, welches im Falle einer Reduktion im 1-2-Kanal nur den Offset des Zielpolari-
sationsvektors und den Intertwiner in Anfiihrungszeichen als Eingabe erwartet. Fir
jede andere Reduktion erwartet es: (voffset), (Index letztes Feld der Korrelation=b),
(Index vorletztes Feld der Korrelation=a), “(Intertwiner)”. Die Ausgabe des Pro-
grammes enthélt in jedem Fall die Prozeduren magic(F') und setequal(F, a, b) an

den richtigen Stellen.
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5 Anwendung und Ergebnisse

Mit Hilfe des vorgestellten Programmpaketes ist es nun moglich, verschiedenste Re-
duktionen an der exotischen 6-Punkt-Struktur durchzufithren und dadurch die Posi-
tivitdt dieser Funktion zu tiberpriifen. Im folgenden Kapitel werden wir zeigen, dass
die exotische Struktur im Falle der Skalendimension d’ = 2 in Gl. 2.6.3 nicht allein
positiv sein kann und auch keine Kombination mit freien biharmonischen 6-Punkt-
Strukturen aus Abs. diese Verletzung behebt. Zudem werden wir darlegen, dass
die exotische Struktur fiir d > 2 ebenfalls nicht selbst positiv ist und geben Bedin-
gungen an mogliche Kombinationen, die in einer positiven Theorie zumindest erfillt

sein mussen.

5.1 Positivitatsverletzung der exotischen Struktur fiir

Skalendimension d' = 2

Mit der Wahl der Skalendimension d’ = 2 wird nach GI. die folgende 6-Punkt-
Struktur zu reduzieren sein:
(P15P26034 — 201502303446 — 2015024034036 ) 1 (5.6

Us(T1,...,Tg) = .
2( ' 6) P13P14P23024P35 L4536 P46

Fiir die Berechnung von Intertwinern sei darauf hingewiesen, dass es sich hier um den
fithrenden Twist-2-Beitrag einer Korrelation von sechs skalaren Quantenfeldern mit
zwei Bi-Feldern V; (siehe Abs. im 1-2- und 5-6-Kanal handelt. Beide Bi-Felder
sind per Konstruktion regulér in ihren Variablen. Trotzdem muss eine Singularitat
der Grofle n = d — 1 fiir die Bestimmung der Homogenitaten der Intertwiner ange-
nommen werden, wenn das Feld Bi-Feld V; aus zwei skalaren Feldern der Skalendi-
mension d gebildet wurde. Diese Singularitat bezieht sich dann auf die vollstandige
Korrelationsfunktion sechs skalarer Felder ohne Vakuumbeitrag, nicht nur den fiih-
renden Twist-2-Beitrag.

Der erste Schritt der Positivitdtsanalyse ist eine Reduktion in eben diesen beiden
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5 Anwendung und Ergebnisse

Feldern V; auf das erste mogliche Twist-2-Tensorfeld, einen Strom J mit Darstellung
(1,1). Der zugehorige Intertwiner (fiir den 1-2-Kanal) ist sehr kompakt und kann
noch von Hand bestimmt werden, wie bereits in [I5] durchgefithrt. Nach Auswer-
tung der Homogenitaten muss dieser Operator eine Ableitung y;,72 = 1,2 und einen
Polarisationsvektor v; enthalten. Dieser darf tatsiachlich v; genannt werden, da kein
wy auftritt. Damit hat er die Gestalt:

Effy = A(vi-y1) + B (v1-92).

Um zu verdeutlichen, welches die Ausgangsfelder fiir die Reduktion waren, werden
wir diese wie im obigen Operator als hochgestellten Index angeben. Die PDE liefert
dann die Bedingung B = —A. Den Intertwiner fiir den 5-6-Kanal erhalt man durch
die Ersetzungen 1 <+ 6 und 2 < 5. Beide Operatoren, angewendet mit Hilfe unserer
Automatisierung und gefolgt von den Abbildungen z; = x5 =: x1 sowie xg = x5 =:
xg, ergeben diese 4-Punkt-Funktion:
_ 1634

(Ji(x1)w3(x3)pa(Ta) s (16)) = 5 3 5 3 [v1 - Vg (p3apr6 — Pr3Pa6 — PraPss)

P13P14P36P16

—2v; - 213 (6 - $46P16)[1,4] — 201 - 14 (Vs 9536016)[1,3]

+20v1 - T16 (U6 - TagP13 + V6 - T36P14 — Vg - T16034)] -

Die Anwendung der Prozedur rename(F) gibt dieses Ergebnis mit fortlaufenden
Indizes 1 bis 4 zuriick.

An dieser Stelle kénnen systematisch alle Reduktionen auf Felder ¢, ) im 1-2-
und 3-4-Kanal durchgegangen werden. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, dem
skalaren Twist-2-Feld ¢ o). Der entsprechende Intertwiner fiir den 1-2-Kanal enthalt

ein wy und ein y;,7 = 1,2, was die Kombinationsmdoglichkeiten
5
Eiyy = A(wi-y1) + B (wi - y2)

ergibt. Die Auswertung der PDE liefert fiir diesen Fall A = 0 und eine Anwendung
des entstehenden Operators in beiden Kanéalen mit 1 = z9 =: 1 und x4 = x3 =: 24
ergibt die Zwei-Punkt-Funktion:

512

<901,(1,0)($1)804,(1,0)(5174)> =5 -
P14
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5.1 Positivitatsverletzung der exotischen Struktur fiir Skalendimension d' = 2

Das ist die erwartete Struktur einer Zwei-Punkt-Funktion skalarer Felder (Gl.[2.4.2).
Zudem besitzt sie bereits ein positives Vorzeichen.

Der néichste Twist-2-Beitrag ist die erneute Reduktion auf den Strom J’. Der Inter-
twiner muss in diesem Fall zwei y;,7 = 1, 2, ein w; und einen Polarisationsvektor vs

(nun mit einbezogenem Offset) enthalten:
E%) = Ayj(vs - wi) (i - y3) + Bijlvs - y:) (wn - ).

Der Ansatz ist wie Gl. 1.1l zu verstehen. Das Einsetzen in die PDE liefert einen

drei-parametrigen Losungsraum mit Koeffizienten A, B und C:

Effy =(vs - 1) (wr - 31) — (vs - wy) (1 - 31)] A
+ [(vs - y1) (w1 - y2) = (vs - wi) (y1 - yo)] B
+ [(05 - y2) (w1 - y1) + (s - ya) (w1 - y2)

— (vs - w1) (y2 - y2) — (U5 - yo2) (w1 - o)) C.

Diese Reduktion im 1-2-Kanal liefert die folgende nicht verschwindende Drei-Punkt-
Struktur (mit Hilfe von magic2(F) zu priifen), bei der aus Platzgriinden nur die Pole

angegeben sind:

, 1
(J1(@1)ps(s) Ja(za)) o e
Eine Auswertung der Polschranken GI. zeigt keine Verletzung, ebenso ist der
Strom J' erhalten. Jedoch fithrt die analoge Reduktion im 3-4-Kanal zu einer ver-
schwindenden Zwei-Punkt-Funktion. Diese Beobachtung zeigt bereits eine Verlet-
zung der Positivitat der exotischen Struktur. Dies kann man sich wie folgt deutlich
machen: (J]J}) entspricht [|J'Q||> und eine Norm gleich Null impliziert in einer
positiven Theorie J'Q2 = 0. Dies ist offensichtlich nicht der Fall, weil die Drei-Punkt-
Funktion nicht verschwindet. Somit muss die 6-Punkt-Struktur positivitdtsverlet-

zend sein.
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5 Anwendung und Ergebnisse

5.2 Ausschluss der Positivitat der exotischen Struktur

fur Skalendimension d’' = 2

Die exotische Struktur ist alleinstehend positivitatsverletzend fiir die Wahl von d’ =
2. Aus diesem Grund miissen die iibrigen 24 freien 6-Punkt-Korrelationsfunktionen
aus Abs. 2.7 ebenfalls betrachtet werden. Um mit diesen freien Strukturen die Po-
sitivitatsverletzung zu beheben, gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder werden die
zur Verfiigung stehenden Korrelationsfunktionen so linearkombiniert, dass die Zwei-
Punkt-Funktion (J](x1)Jj(x4)) nicht verschwindet und die zu erwartende Form an-
nimmt oder die Linearkombination erzwingt, dass bereits die Drei-Punkt-Funktion
(J1(1)ps(xs3)Js(xy)) verschwindet.

Zunachst missen alle freien Strukturen auf die 4-Punkt-Funktion (J;pop3Jy) re-
duziert sowie Einhaltung der Polschranken und Erhaltung tberpriift werden. Die
Ergebnisse sind in Tab. zusammengefasst und mit po3 multipliziert, um auch fiir
die freien Funktionen d’ = 2 sicherzustellen. Aus dieser Tabelle liest man ab, dass
beide F5- und F9-Funktionen die Polschranken verletzen, da 19, t13, 24, tiz4 > —3
gelten muss. Diese vier Korrelationen konnen also ohne Weiteres vernachlassigt wer-
den. Dartiber hinaus ist zu bemerken, dass es drei Arten von Strukturen unter den
Verbleibenden gibt. Diese kéonnen nach ihrer Singularitdt im 1-2- und 3-4-Kanal
klassifiziert werden. Es existieren Strukturen mit: n = 0 (d.h. in beiden Kanélen
reguldre Strukturen), n = 2 und n = 3.

Fir die Korrelationen mit n = 0,2 konnen wir den bereits berechneten Operator
Eéﬂ) benutzen, um sie auf eine Drei-Punkt-Struktur im 1-2-Kanal zu reduzieren.
Fir die reguldaren 4-Punkt-Funktionen ist kein neuer Operator notwendig, da sie
in Kombination mit dem exotischen Beitrag die Singularitit n = 2 beséflen. Es
zeigt sich aber, dass fiir all diese Korrelationsfunktionen die Drei-Punkt-Funktion
(J1(1)ps(x3)Js(xy)) verschwindet. Sie wiirden demnach auch fiir keinen Intertwiner
mit hoherem Polgrad n > 2 einen Beitrag im Strom J’ zeigen. Damit bleiben allein
die 4-Punkt-Funktionen von F4, F6, F10, F11 und F12 als mogliche Kombinations-
partner. Dies verlangt, dass wir den Operator E’(Jfﬁ) fir n = 3 berechnen (anstatt
zwei sind nun vier y; vorhanden) und ihn auch auf die exotische Struktur anwenden.
Ausgefithrt im 1-2-Kanal ergibt die Reduktion recht unterschiedliche Ergebnisse:
Wiéhrend die Drei-Punkt-Funktionen von F4, F6, F10 und F11 verschieden von null
und erhalten sind sowie die Polschranken erfiillen, verschwinden die Beitrage von

F12 und der exotischen Struktur. Die analoge Reduktion im 3-4-Kanal der vier ver-
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5.2 Ausschluss der Positivitat der exotischen Struktur fiir Skalendimension d' = 2

6-Punkt-Struktur Polstruktur von (JypapsJy) | Polschranken | Erhaltung
B0 X Pf440532 v v
Bl X P13 P13 Poi P3i v v
B2 X P1_2201_43/02_31P§42 v v
B2’ X pf32pf43p§31p§42 v v
F0 X p1ipas v v
F1 X P15 P15 Poi P3i v v
F2 (J1pap3Ja)rr = (J10203J4)F1 v v
F3 (J1papsda)rs = 3(J1p2p3J4)F1 v v
F4 X i3 P13 Pai Pai v 4
P4 X P13 P13 Pai P v v
F5 X pr3 P3s X v
F5’ X P1_34/02_44 X v
F6 X P15 P14 P23 P v v
Fe o P13 P1d P23 Pai v v
F7 X i3 Pri Pas Pai v v
F7 X P15 P14 P23 Pai v v
F8 (J1p203J4)ps = (J1p2p3Ja)prr v v
g’ (J1papsda)py = (J1p2p3da)rr v v
F9 X P13 P X v
FY X P Pai x v
F10 X i3 P13 Pai Pai v v
F11 X P15 P14 P23 P v v
F1r’ o P13 Pid P23 Pai v v
F12 X i3 P13 Pai Pai v v

Tab. 5.1: Zusammenfassung der 4-Punkt-Funktionen {J;pa¢3Jy) der verschiedenen freien 6-Punkt-
Strukturen mit Angabe der Polstruktur und Ergebnisse zur Einhaltung der Polschranken
und Erhaltung der Twist-2-Stréome J; und Jy; v* bedeutet keine Verletzung dieser Eigen-
schaften, x deutet eine Verletzung an.
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5 Anwendung und Ergebnisse

bleibenden Drei-Punkt-Funktionen zeigt die gleiche Positivitatsverletzung wie die
exotische Struktur fir n = 2, die Zwei-Punkt-Funktionen (J] (z1)J}(z4)) verschwin-
den alle. Damit bleibt nur die zweite Variante zur Behebung der Positivitatsver-
letzung, ndmlich eine Kombination zu finden, die auch alle Drei-Punkt-Funktionen
eliminiert. Eine solche Linearkombination sollte auf Ebene der 6-Punkt-Funktionen

die folgende Form haben:
E-u+V -FA+W -F6+ X -F104+Y - -F11+ 7 - F12. (5.2.1)
Dafiir erhalten wir bereits die erste Bedingung durch:

V{(Ji(@1)@3(23) Ja(w4) s + W{JT{ (21)p3(x3) Ja(T4)) F6
+X (J1(z1)p3(x3) Ja(za))r10 + Y (J1(21)p3(z3) Ja(z4))p11 = 0.

Die Losung dieser Gleichung lautet:
V=-W-YX=0.

F10 ist demnach kein valider Kombinationspartner.

Wir suchen nun weitere Bedingungen, die die Kombinationsmoglichkeiten der vier
verbleibenden fermionischen freien Korrelationen und der exotischen Struktur ein-
schrianken. Fiir d = 2 konnten wir keine weiteren Positivitatsverletzungen in Reduk-
tionen von (Jypap3Jy) finden. Aber es zeigt sich, dass Reduktionen fir d' = 3 und
d" = 4 dieser 4-Punkt-Funktion noch weitere Positivitatsverletzungen der restlichen
fermionischen Strukturen aufweisen. Diese sind dann auch in kleineren Skalendi-
mensionen relevant. In Tab. sind, aufgeschliisselt nach Funktion, die Art der
Verletzung im betreffenden Beitrag und die daraus resultierenden Bedingungen do-
kumentiert. Die exotische Struktur hat in allen dort aufgefithrten Reduktionen kei-
nen Beitrag. Die angegebenen Positivitatsverletzungen setzen sich auch fiir groflere
L fort, jedoch hat die Rechenkapazitit fiir diese Beitrage nicht mehr ausgereicht.
Letztlich erhalten wir durch gleichzeitige Betrachtung aller Bedingungen:

V:OaX:()?Z:OJW:_Y

Dieses Ergebnis eingesetzt in Gl. und reduziert auf die Struktur (JypapsJy)

zeigt einen Pol vom Grade n = 2 im 1-2- und 3-4-Kanal. Fiir diesen Polgrad besafl
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5.2 Ausschluss der Positivitat der exotischen Struktur fiir Skalendimension d' = 2

Reduktion auf

(J1p203J4)Fa

(Jip203Ja)re | (J1p203J4)F11

(J1p293J4)F12

(¢1,(0.5,1)93J4)

verschw. Beitrag?

nein ja

Positivitatsverletzung

%1,(0.5,1) liegt unterhalb der Unitaritatsschranke. -

Bedingung

V=-W-Y -

(¢1,(1,2)P3J4)

verschw. Beitrag?

nein

Positivitatsverletzung

Das Twist-2-Tensorfeld £1,(1,2) ist nicht erhalten.

Bedingung

V =3W +3Y +4Z

(e1,(1,3)P3J4)

verschw. Beitrag?

nein

Positivitdatsverletzung

Das Twist-2-Tensorfeld ¢ (1 3) ist nicht erhalten.

Bedingung

V =—-6W —6Y +10Z

(¢1,(1,4)P3J4)

verschw. Beitrag?

nein

Positivitdtsverletzung

Das Twist-2-Tensorfeld ¢q (1 4) ist nicht erhalten.

Bedingung

V =10W + 10Y + 187

(e1,(1,5)9374)

verschw. Beitrag?

nein

Positivitatsverletzung

Das Twist-2-Tensorfeld ©1,(1,5) ist nicht erhalten.

Bedingung

V = —-15W — 15Y + 28Z

(¢1,(2,1)P3J4)

verschw. Beitrag?

nein

Positivitatsverletzung

Die Zwei-Punkt-Funktion (¢ (3,1)¢4, (2,1)) verschwindet.

Bedingung

Z =0,V =3W 4+ 3Y

(e1,(2,2)P3J4)

verschw. Beitrag?

nein

Positivitdtsverletzung

Die Zwei-Punkt-Funktion (¢1 (2 2)%4, (2,2)) verschwindet.

Bedingung

Z =0,V =—-6W —6Y

(¢1,(2,3)P3J4)

verschw. Beitrag?

nein

Positivitdatsverletzung

Die Zwei-Punkt-Funktion (¢ (2 3)%4,(2,3)) verschwindet.

Bedingung

Z =0,V =10W 4 10Y

(¢1,(2,4)P374)

verschw. Beitrag?

nein

Positivitdtsverletzung

Die Zwei-Punkt-Funktion (¢ (3 4)%¥4, (2,4)) verschwindet.

Bedingung

Z =0,V =—-15W — 15Y

Tab. 5.2: Zusammenfassung der Positivitdtsverletzungen der fermionischen Strukturen F4, F6, F11
und F12 fiir verschiedene Reduktionen; fiir die Reduktion auf ¢ 5 1) muss die Skalendi-

mension d’ = 3 benutzt werden, alle anderen Beitrdge sind mit d’ = 4 zu erhalten.
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5 Anwendung und Ergebnisse

die exotische Funktion einen Beitrag in J' nach Abs. Eine Reduktion mit den
beiden bekannten Intertwinern E(‘Jfﬁ) fiir beide Kanéle zeigt eine erhaltene, nicht ver-
schwindende Drei-Punkt-Struktur, die die Polschranken erfiillt und eine verschwin-
dende Zwei-Punkt-Struktur. Die zwei verbleibenden Koeffizienten E und Y miissen
also so kombiniert werden, dass auch diese Drei-Punkt-Funktion null wird. Das ist
aber nur fir £ =Y = 0 moglich. Daraus folgern wir, dass es nicht moglich ist mit
den zur Verfiigung stehenden 6-Punkt-Korrelationsfunktionen freier Felder die Po-
sitivitdtsverletzung der exotischen Struktur fir d’ = 2 zu beheben. Diese exotische

Struktur kann kein Teil einer nichttrivialen Theorie sein.

5.3 Weitere Ergebnisse fiir Skalendimensionen d’ > 2

In Tab. haben wir auf ein Tensorfeld reduziert, welches unterhalb der Unita-
ritatsschranke liegt. Dies ist nur moglich, wenn die Skalendimension d’ ungerade
gewéhlt wird. Der Grund dafir ist, dass die beiden skalaren Felder in (J;pop3Js)
mit dieser Wahl der Skalendimension ein halbzahliges x besitzen miissen. Die Inter-
twiner sind Lorentz-Skalare und zusammen mit den Homogenitaten in ihren Varia-
blen v, w und y kénnen sie nur dann Polynome in diesen Ableitungen sein, wenn x
ganzzahlig ist [6]. Im Falle der betrachteten 6-Punkt-Strukturen heifit das: Da im
1-2- und 5-6-Kanal nur auf Twist-2-Felder mit ungeradem Rang, damit ungerader
Skalendimension reduziert werden kann, miissen die Ansétze fur Intertwiner stets
eine ungerade Anzahl an w; enthalten. Sollen zusétzlich noch skalare Felder mit un-
gerader Dimension in der Korrelation auftreten, kann der Ansatz fiir Reduktionen
auf Felder oberhalb der Unitaritatsschranke nur eine ungerade Anzahl an Variablen
beinhalten und somit nie vollstandig kontrahiert werden. Fiir Felder unterhalb die-
ser Schranke konnen aber vollstandig kontrahierte Operatoren konstruiert werden,
diese Felder diirfen aber nicht Teil einer positiven Partialwelle sein. Deshalb ist es

ausreichend im Weiteren nur gerade Skalendimensionen d’ zu betrachten.

5.3.1 Reduktionen fiir d =4

Fiir diese Wahl der Skalendimension sieht die exotische 6-Punkt-Struktur folgender-

maflen aus:

(P15P26P31 — 2p15P23P16 — 2P15024P36) 1 95 6

Ug\ L1y ...,Tg) =
( ) P13P14P23P24 * P34 * P35045036 46
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5.3 Weitere Ergebnisse fiir Skalendimensionen d' > 2

Bei systematischen Reduktionen dieser Korrelationsfunktion auf eine Vier-Punkt-
und weiter auf eine Zwei-Punkt-Funktion haben wir festgestellt, dass bereits alle
Drei-Punkt-Funktionen, die mit der zur Verfiigung stehenden Rechenleistung von
Maple durchfithrbar sind, verschwinden bzw. die Intertwiner nicht existieren. In
diesen Feldern hat die exotische Struktur keine Beitrdage. Zur Vereinfachung der
Intertwiner haben wir auerdem Terme die (w; - wy) enthalten, fiir Reduktionen von
4-Punkt-Funktionen mit spurfreien symmetrischen Twist-2-Tensorfeldern 77 (L = 3)
oder T? (L = 5) wegen deren Spurfreiheit vernachlissigt. In Tab. geben wir alle
Darstellungen (k, L) dieser Zielfelder an, wobei im Tabellenkopf diejenige 4-Punkt-

Funktion zu finden ist, von der aus reduziert wurde.

5.3.2 Reduktionen fiir d' =

Zu reduzieren ist nun folgende exotische Funktion:

(1526034 — 215023 P16 — 2015/)24036)[172][5,6]
P13L14P23P24 * P§4 * P35045 036 P46

u6(.§L’1, e ,LEG) =

Der Ausgangspunkt fiir weitere Positivitatstests sei erneut die 4-Punkt-Funktion
(J1pap3dy). Zundchst ist zu bemerken, dass diese Struktur fir den Polgrad n = 2
keine Twist-2-Beitrdge spurfreier symmetrischer Tensorfelder enthalten kann, weil
die zugehorigen Intertwiner selbst nicht spurfrei gemacht werden kénnen. Fiir Pol-
grad n = 3 ist es allerdings moglich, Intertwiner zu bestimmen. Die zugehorigen
fermionischen Strukturen enthalten jedoch bis zur Darstellung (1,9) keine Beitrage
in Twist-2-Tensorfeldern. Hohere Rénge waren uns nicht zuganglich. Fiir alle wei-
teren Reduktionen haben wir nicht mehr zwischen den zwei moglichen Polgraden
unterschieden, sondern nur noch n = 3 benutzt. Dies ist zuléssig, weil auch alle
fermionischen Strukturen mit Polgrad n = 3 wieder mit der exotischen Struktur
kombinierbar sind, da deren Positivitdtsverletzungen nur fir d’ < 4 vorlagen.

Es wird erneut nétig sein, die exotische Funktion mit den freien Strukturen zu
kombinieren, da in Twist-6-Feldern nicht-verschwindende Beitrége der exotischen
Korrelationsfunktion existieren, wobei Zwei-Punkt-Funktionen von Feldern mit ge-
radem Rang ein positives Vorzeichen besitzen, von Feldern mit ungeradem Rang ein
negatives. Wir haben auf Zwei-Punkt-Funktionen von Twist-6-Feldern bis zu L =7
reduziert und keine Positivitatsverletzung irgendeiner Struktur gefunden. Dartiber
hinaus haben nur folgende freie Strukturen nichtverschwindende Beitrage: B1, B2,
F1, F2, F3, F4, F4', F6, F7, F8, F10, F11 und F12. Wie wir bereits festgestellt
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A,NH ﬁmﬁw,\gvmxg Aﬂwﬁmﬁw\ﬂwvmxg Aﬂwmﬁwﬁwmwwvmxon

(2,0) | (3,0) | (4,0) | (5,0) | (6,0) | (7,0) | (8,0) | (9,0) | (1,0) | (2,0) | (3,0) | (4,0) | (5,0) | (6,0) | (7,0) | (8,0) (1,0)
(2,1) | 38,1 | 41) | (5,1) | (6,1) | (7,1) | (81) | (9,1) | (1,1) | (2,1) | (38,1) | (4,1) | (5,1) | (6,1) (1,1)
(2,2) | 3,2) | 4,2) | (5,2) | (6,2) | (7,2) | (8,2) (1,2) | (2,2) | 3,2) | (4,2) | (5,2) (1,2)
(2,3) | (3,3) | (4,3) | (5,3) | (6,3) | (7,3) (1,3) | (2,3) | (3,3) | (4,3)

(2,4) | (3,4) | (4,4) (6,4) (1,4) | (2,4)

(2,5) | (8,5) (1,5) | (2,5)

(2,6) | (3,6) (1,6)

(2,7)

5 Anwendung und Ergebnisse

Tab. 5.3: Ubersicht iiber alle berechneten verschwindenen Beitrige der exotischen Struktur fiir d’ = 4.
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5.3 Weitere Ergebnisse fiir Skalendimensionen d' > 2

haben, sind die 4-Punkt-Funktionen einiger dieser Strukturen bis auf Vorfaktoren
identisch, weshalb F1, F2 und F3 sowie F'7 und F8 nur jeweils einen gemeinsamen
Koeffizienten in der Linearkombination erhalten. Diese soll die folgende Form auf
Ebene der 6-Punkt-Strukturen haben:

By -Bl+ By B2+ 5F, -F1+ F,-F4+ F,-F4 + Fs - F6 + 2F - F7
+F10F10—|—F11F11+F12F12j:u6, (531)

wobei die Freiheit besteht, die exotische Struktur sowohl mit negativem als auch
positivem Vorzeichen zu addieren.

Die Intertwiner fur alle Reduktionen auf Twist-6-Felder mit L > 1 sind zwei-
parametrig, aber alle Zwei-Punkt-Funktionen hangen nur noch von einem dieser
Parameter ab. Die Reduktion auf das skalare Twist-6-Feld erfolgt durch einen ein-
parametrigen Operator. Aus diesem Grund miissen nur die Vorfaktoren der einzelnen
Beitrage abgelesen und keine Eigenwerte einer Koeffizientenmatrix bestimmt wer-
den. Die Ergebnisse sind in Tab. angegeben, wobei gemeinsame Primfaktoren
bereits gekiirzt sind. Diese Tabelle ist so zu lesen, dass fiir jede Zwei-Punkt-Funktion
alle numerischen Vorfaktoren mit zugehorigem Koeffizient aus der Kopfzeile linear-
kombiniert werden und diese Linearkombination insgesamt grofier null sein muss.
Diese acht gebildeten Ungleichungen konnten wir nicht durch Maple nach einzelnen
Koeffizienten auflosen, da insgesamt zu viele Koeffizienten auftreten.

Neben den Beitragen in Twist-6-Feldern konnten wir aulerdem einige Strukturen fin-
den, deren 4-Punkt-Funktionen (J;pap3Js) auch Beitrage von Twist-4-Feldern ent-
halten und nicht positivitatsverletzend sind. Dies sind die fermionischen Strukturen
mit Polgrad n = 3 im 1-2- und 3-4-Kanal, alle anderen Strukturen aus Tab. [5.4] wei-
sen bereits verschwindende Drei-Punkt-Funktionen auf. Die Positivitdt dieser Bei-
trage ist etwas komplizierter zu iiberpriifen, da die Intertwiner stets zwei-parametrig
sind, aber die Zwei-Punkt-Funktionen dieses Mal diese beiden Parameter beinhalten.
Dennoch sind die Eigenwerte der entstehenden 2 x 2-Koeffizientenmatrizen leicht zu
finden. Sie sind in jedem Fall von der folgenden Form:

Seien A und B die Parameter des Intertwiners fiir den 1-2-Kanal sowie A’ und
B’ die Parameter des Intertwiners des 3-4-Kanals. Diese Parameter treten in den

Zwei-Punkt-Funktionen der Twist-4-Beitrage immer in der Form

(aA+bB) - (aA"+bB")
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5 Anwendung und Ergebnisse

By By Fy Fy F; Fy Fy Fip i Fio exot. Beitrag

(©(3,009(3,0)) 1 1 15 -1 -1 3 —6 5 12 -2 +2

(©(3,1)93,1)) —24 120 —360 31 168 135 —720 —-327 975 40 F24
(©(3,2)0(3,2)) 200 3000 3000 =277 | —3000 1335 —18000 5109 19935 272 +120
(©(3,3)9(3,3)) —75 2625 —1125 107 1875 315 —15750 —3039 15540 —442 F30
(©3,4)9(3,4)) 49 3430 735 —71 —1813 —210 —20580 2867 18900 570 +14
(P3,5)93,5)) | —1568 | 197568 | —23520 | 2293 79968 | —34146 | —1185408 | —124665 | 1038366 | —28964 F336
(©(3,6)0(3.6)) 864 181440 | 12960 | —1271 | —57888 | —44730 | —1088640 89427 922950 22780 +144
(e@nesn) | —675 | 222750 | —10125 997 97375 | —66330 | —1336500 | —88089 | 1106820 | —23822 F90

teten Strukturen angegeben, die Zahl ist der relevante Vorfaktor.

Tab. 5.4: Ergebnisse der Reduktion von (Jyp2p3Jy) auf Zwei-Punkt-Funktionen von Twist-6-Feldern fiir d’ = 6; in der Kopfzeile sind die betrach-
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5.3 Weitere Ergebnisse fiir Skalendimensionen d' > 2

auf, woraus die Koeffizientenmatrix

a’> ab
ab b?

folgt. Hierbei sind a,b € R beliebige Vorfaktoren der Parameter. Diese Matrix-
form hat die Eigenschaft stets positiv semidefinit zu sein, mit den Eigenwerten null
und a? + b?. Allerdings besitzen die fermionischen Strukturen fiir jede Zwei-Punkt-
Funktion (@,1)@(2,r)) mit L > 1 jeweils die gleiche Koeffizientenmatrix, weswegen
diese prinzipiell irrelevant ist, denn der nicht-verschwindende Eigenwert ist Faktor
in allen Beitragen. Deswegen muss auch hier tatsdchlich nur der Vorfaktor abgelesen
werden. Die daraus resultierenden Ergebnisse sind in Tab. zusammengefasst, wo-
bei Beitrage mit L > 7 nicht mehr zuganglich waren und gemeinsame Primfaktoren
gekiirzt sind. Diese Tabelle ist analog zu Tab. zu lesen.

’ ‘F4‘F6‘F10‘F11‘F12‘

(Peneeo) | 0 0 0 0 0
<90(2,1)90(2,1)> 1 1 -1 1 0
(Pe2Pe2) | —1| 5 7 5 6
(Pespes) | 1 | 16 | —15| 15 | —14
(pnpea) | =1 35 | 25 | 35 | 24
(PesPes) | 1| 70 | =37| 70 | —36
(e Pee) | —1| 126 51 | 126 | 50

Tab. 5.5: Ergebnisse der Reduktion von (Jjpopsdy) auf Zwei-Punkt-Funktionen von Twist-4-
Feldern fir d = 6; in der Kopfzeile sind die betrachteten Strukturen angegeben, die
Zahl ist der relevante Vorfaktor.

Wir haben auerdem in hoheren Twists die Darstellungen (4, 0), (5,0) und (6, 0) ge-
prift, dort aber fiir keine der Strukturen aus Tab. einen Beitrag finden konnen.
Geht man zur 4-Punkt-Funktion (TPpep3T}) iiber, zeigen Reduktionen auf Felder
mit Darstellungen (3,0), (3,1) und (3,2) sowie (2,0) bis (2, 3) fir diese Strukturen

ebenfalls keine Beitrége.

Anhand dieser wenigen Beitrédge konnen wir noch keine allgemeinen Aussagen zum
Verhalten der 25 Strukturen ableiten. Dennoch zeigt sich, dass Beitrage von B2
und F11 bisher stets positiv und jene von F7 und F8 stets negativ waren. Aufler-
dem scheinen die Vorfaktoren der exotischen Zwei-Punkt-Funktionen mit steigendem

Rang der Tensorfelder nur sehr langsam zu wachsen, anders als das Verhalten der
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5 Anwendung und Ergebnisse

freien Strukturen. Deren Vorfaktoren wachsen schnell an. Die Tabellen [5.4lund (5.5
legen zumindest die Vermutung nahe, dass es ausreichend ist, die exotische Struk-
tur mit F11, B2 oder —F7 zu kombinieren, um eine positive Korrelationsfunktion
zu erhalten. Um diese Behauptung zu verifizieren, sind mehr Reduktionen in den

betreffenden Twists notwendig.

5.3.3 Reduktionen fur d' = 8

Fir diese Skalendimension hat die exotische Struktur folgendes Aussehen:

(P15P26034 — 2p15023P16 — 2P15,024P36)[172][576]
P13P14P23P24 * P§4 * 3504503646 '

Ug(l’l, Ce ,,IG) =

Reduktionen von (J;pep3Jy) auf Twist-2-Tensorfelder zeigen fiir diese Wahl der Ska-
lendimension weder fiir Polgrad n = 2 noch fiir Polgrad n = 3 einen Beitrag, weil
beide Arten von Intertwinern nicht mehr spurfrei gemacht werden bzw. die ande-
ren Homogenitaten nicht erfiillt werden konnen. Andererseits zeigen wieder nur jene
Strukturen einen Beitrag, die auch fir ' = 6 Beitrdge in Twist-6-Feldern besafien.
Das Verhalten der Strukturen &hnelt fiir d’ = 8 ohnehin stark dem fir d’ = 6. Die
gefundenen Beitrage scheinen jetzt aber, im nachst hoheren Twist aufzutreten. Das
bedeutet, die exotische Struktur sowie die bosonischen und fermionischen Strukturen
aus Tab. weisen Beitrdge in Twist-8-Feldern auf, die fermionischen Strukturen
F4, F6, F10, F11 und F12 zuséatzlich Beitrage in Twist-6-Feldern. Auflerdem ergeben
auch Reduktionen von (TPpyp3T5) Beitrige von Twist-8- bzw. Twist-6-Feldern.
Wir haben bei Reduktionen von (Jypap3Jy) stets den Polgrad n = 3 fiir alle In-
tertwiner verwendet und dabei festgestellt, dass keine Beitrage in Twist-4-Feldern
bis L = 7 bei allen in GI. auftretenden Strukturen vorliegen. Reduktionen von
(T3 pop3Ty) wurden mit n = 5 fiir alle Intertwiner durchgefiihrt. Hier ergab sich das
gleiche Resultat fiir Felder bis zur Darstellung (2,5) sowie zusétzlich fiir Twist-2-
Beitrage bis zur Darstellung (1,4).

Das Aussehen der Zwei-Punkt-Funktionen fiir Twist-6- oder Twist-8-Beitrdge hat
sich fiir Reduktionen von (Jypap3Jy) qualitativ nicht geandert, deswegen kann hier
analog zu d’ = 6 vorgegangen werden, um die Positivitdt der einzelnen Beitrige
festzustellen. Bei Reduktionen von (T} pap3Ty) verhilt es sich prinzipiell nicht an-
ders, aber die Intertwiner haben einen deutlich grofleren Losungsraum von bis zu
sechs Dimensionen. Dennoch enthalten Zwei-Punkt-Funktionen von Twist-8-Feldern

hochstens einen Parameter, Zwei-Punkt-Funktionen von Twist-6-Feldern héchstens
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5.3 Weitere Ergebnisse fiir Skalendimensionen d' > 2

Zwei-Parameter in der Gestalt, wie sie auch fir Twist-4-Beitrage in d’ = 6 auftra-
ten. Folglich kann auch fiir diese 4-Punkt-Funktion analog vorgegangen werden. Die
gefundenen Ergebnisse haben wir in Tab. fiir Twist-6-Beitrage und Tab. fir
Twist-8-Beitrage dokumentiert, wobei auch hier gemeinsame Primfaktoren gekiirzt

sind. Weitere Beitrdge mit Twist-8 oder Twist-6 konnten wir nicht iiberpriifen. Fiir

| (Jipapsdy) || Fu | Fo | Fio | Fiu | Fo |
(PE0PE) | 0 0 0 0 0
(peneey) | 1 1 -1 1 0
<90(3,2)90(3,2)) —1 7 9 7 8
(paaypea) | 1| 28 [—19] 28 | —18
(paaypea) | —1 | 84 | 31 | 84 | 30
(paspes) | 1 | 210 | —45 [ 210 | —44
(paePee) | —1 | 462 61 | 462 60

(a) Ergebnisse der Reduktion von (Jypapsdy) auf
Zwei-Punkt-Funktionen von Twist-6-Feldern; in
der Kopfzeile sind die betrachteten Strukturen
angegeben, die Zahl ist der relevante Vorfaktor.

|

(TPp20sTy) || Fa | Fs | Fro | Fuu | Fio |
<90(30 (3,0)) 0 0] 0 0 0
(e )
{( )

o) | 1 | 1| —1] 1] 0
oe2) | —1]| 719 | 7] 8

(b) Ergebnlsse der Reduktion von (TPpapsT})
auf Zwei-Punkt-Funktionen von Twist-6-
Feldern; in der Kopfzeile sind die betrachteten
Strukturen angegeben, die Zahl ist der rele-
vante Vorfaktor.

Tab. 5.6: Zusammenfassung der Reduktionen fiir d’ = 8 auf Twist-6-Felder.

Beitrége in hoheren Twists liegen uns keine weiteren Ergebnisse vor.
Letztlich lasst sich aus den gefundenen Bedingungen nur dieselbe Schlussfolgerung
wie flir d = 6 ziehen. Es bestatigt sich aber die Vermutung, dass B2, F7 und F11

positiv sein konnten.

o7



5 Anwendung und Ergebnisse

7 (J1p203J4) : By 7 By 7 Fy 7 Fy 7 Fy 7 Fs F; Fi i Fio 7 exot. Beitrag
(©(4,0)0(4,0)) 1 1 15 -1 —1 3 —6 5 12 -2 +2
(PP | —27 189 —405 31 243 259 —1134 —403 1624 54 30
(panypa) | 784 | 21952 | 11760 | —937 | —14896 | 16212 | —131712 | 21551 | 157332 | —218 +560
(pasPraz) | —320 | 26880 | —4800 | 389 9920 11340 | —161280 | —13615 | 172620 | —746 F160
(pamypas) | 243 | 51030 | 3645 | —298 | —10935 | 12180 | —306180 | 14602 | 305130 1362 490
(pamPas) | —245 | 113190 | —3675 | 302 14945 | 13860 | —679140 | —19630 | 644490 | —2318 70
(Pa6)Prae) | TT44 | 7155456 | 116160 | —9577 | —611776 | 313236 | —42932736 | 794891 | 39342996 | 107362 +1760

(a) Ergebnisse der Reduktion von (JypapsJy) auf Zwei-Punkt-Funktionen

Strukturen angegeben, die Zahl ist der relevante Vorfaktor.

von Twist-8-Feldern; in der Kopfzeile sind die betrachteten

| (TPpapsTd) | B | B | A | Fn | Fi | Fs | F | Fio | Fu | Fi» | exot. Beitrag
Aﬁa eea o) | 4 4 260 | —29 | —4 | 167 | —104 | 225 843 92 +8
(Paanypan) | =36 | 252 | —7020 | 213 | 324 | 4137 | —6552 | —3489 | 30597 | 252 740
(Paapaz) | 49 | 1372 | 9555 | —227 | —931 | 11732 | —35672 | 6201 | 116592 | —718 +35

(b) mammvimmo der Reduktion von (TP¢op3T3) auf Zwei-Punkt-Funktionen von Twist-8-Feldern; in der Kopfzeile sind

die betrachteten Strukturen angegeben, die Zahl ist der relevante Vorfaktor.

Tab. 5.7: Zusammenfassung der Reduktionen fir d’ = 8 auf Twist-8-Felder.
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir versucht, innerhalb des axiomatischen Zugangs zur Quan-
tenfeldtheorie nach Wightman, die Positivitét einer nichttrivialen 6-Punkt-Korrelati-
onsfunktion in vier Raumzeitdimensionen nachzuweisen. In vier Raumzeitdimensio-
nen sind nichttriviale Strukturen von besonderem Interesse, da dort bislang noch
keine Theorie aus den Wightman-Axiomen hergeleitet werden konnte, die wechsel-
wirkende Felder beschreibt. Wir haben auflerdem gesehen, dass eine hohe Anzahl
von Symmetrien notwendig ist, um im axiomatischen Rahmen explizite Rechnungen
durchfithren zu kénnen. Besonders zielfithrend erscheint hierbei die Erweiterung der
Poincaré-Gruppe um Dilatationen und spezielle konforme Abbildungen. Die For-
derung, diese konforme Invarianz solle global auf einem konform kompaktifizierten
Minkowski-Raum gelten, fithrt zur global konformen Invarianz, welche starke Ein-
schrankungen an die Korrelationsfunktionen einer QFT stellt: Sie miissen rational
sein.

Durch die Rationalitit aller Korrelationsfunktionen riickt die Partialwellenanalyse
in den Mittelpunkt der Positivitdtsuntersuchungen. Sie ist ein méchtiges Hilfsmit-
tel, um die Struktur einer Korrelationsfunktion zu ergriinden. N-Punkt-Funktionen
konnen durch sie in Partialwellen mit weniger Feldinhalt zerlegt werden. Wir ha-
ben gesehen, dass die schon langer bekannte Methode der Casimiroperatoren, deren
Eigenfunktionen die Partialwellen sind, in vier Raumzeitdimensionen durch ihren
Rechenaufwand nicht zweckméafig ist und haben uns naher mit den kiirzlich gefun-
denen Resultaten zu Verkettungsoperatoren der Konformen Lie-Algebra vertraut
gemacht. Diese konnen Partialwellen aus einer Korrelationsfunktion heraus projizie-
ren, ohne die eigentliche Partialwellenentwicklung zu kennen. Positivitatsanalysen
werden so zugéanglicher, weil lediglich die Positivitat vieler Zwei-Punkt-Funktionen
zu Uberpriifen ist.

Das von uns entwickelte Paket zur Automatisierung der Berechnungen in Maple hat
neue Erkenntnisse zur Positivitat der exotischen 6-Punkt-Struktur erbracht. Enthalt

diese Funktion zwei skalare Felder mit Skalendimension d’ = 2 kann die Positivitat
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6 Zusammenfassung

ausgeschlossen werden. Enthélt sie zwei skalare Felder mit Skalendimension d’ = 4
konnten wir mit der zur Verfiigung stehenden Rechenkapazitit, noch keine nicht
verschwindende Drei-Punkt-Funktion finden. Fiir die Skalendimensionen d’ = 6 und
d’ = 8 ist die exotische Struktur selbst nicht positiv, da sie alternierende Vorzeichen
aufweist. Wir haben Bedingungen angegeben, wie Kombinationen mit freien Struk-
turen aussehen miissten, um moglicherweise dennoch Positivitat zu garantieren.
Jedoch sind die Ergebnisse fiir Skalendimensionen d’ > 2 nicht ausschépfend genug,
um definitiv Positivitat zu verifizieren oder falsifizieren. Interessant scheint die Fra-
ge, ob fiir d = 4 in hoheren Darstellung als jene, die wir testen konnten, skalare
Beitrige vorhanden sind und ob es auch pseudoskalare Beitréage gibt. Pseudoskalare
Verkettungsoperatoren waren uns mit der zur Verfliigung stehenden Maple-Version
nicht zuganglich, da eine Implementierung des Levi-Civita-Symbols nicht vorlag.
Dieses ist aber essenzieller Bestandteil der pseudoskalaren Operatoren. Auflerdem
sollten zukiinftig noch groflere Skalendimensionen d’' untersucht werden.

In jedem Fall haben wir gesehen, dass diese Art von Positivitdtsanalyse adaquat
moglich ist, aber fir grofle Quantenzahlen (k, L) sehr viel Speicherkapazitat be-
notigt. Sollen noch groflere Beitrdge untersucht werden, miissen leistungsfihigere
Rechner verwendet werden oder die gesamte Algebra mit anderen Mitteln durchge-
fithrt werden. Vor allem sollte in naher Zukunft fiir weitere Rechnungen, auf eine
hohere Maple-Version umgestiegen werden, die dann auch das Levi-Cevita-Symbol
enthalt, um pseudoskalare Operatoren sinnvoll bestimmen zu kénnen. Andererseits
haben wir uns auf Reduktionen auf spurfreie symmetrische Tensorfelder beschrankt,
da fiir diese bereits die Arbeit geleistet wurde, eine bestimmende partielle Differen-
tialgleichung fiir Verkettungsoperatoren herzuleiten. Es hat sich bereits fir d' = 4
angedeutet, dass diese Einschrdankung nicht die gesamte Partialwellenentwicklung
abdecken kann und somit wéire es wiinschenswert, in spateren Arbeiten auch die
Struktur der Verkettungsoperatoren fiir nicht-symmetrische Tensorfelder zu analy-

sieren.
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A Quellcode

A.1 utils.mpl

Diese Datei wird von allen iibrigen Programmteilen genutzt. Ihre Aufgabe besteht
im Wesentlichen darin, dass "stack limit“ zu erhohen, da die externe Routine col-
lect. pgﬂ mit rekursiven Funktionsaufrufen arbeitet und Maple durch ein niedriges
stack limit nur eine unzureichende Anzahl derer zuldsst. Auflerdem erzeugt diese

Datei temporére Ordner, die im restlichen Programmpaket gebraucht werden.

if not assigned (INTERTWINER_PATH) then
error "Please_set the variable INTERTWINER_PATH to the correct path! Thank you.";
end if;

kernelopts (stacklimit=2720);

with (FileTools);

HOMEDIR := kernelopts (homedir);

SCRIPTPATH := "' || INTERTWINER PATH || "/scripts";
USERNAME := kernelopts (username) ;

TMPPATH := "/tmp/" || USERNAME || "__intertwiners/"

if not Exists (TMPPATH) then
MakeDirectory (TMPPATH) ;
end if;

A.2 diffsolver.mpl

if not assigned (INTERTWINER PATH) then
error "Please, set the ,variable INTERTWINER_PATH to the correct path! Thank you.";
end if;

read "' || INTERTWINER_PATH || "/utils.mpl";
with (SolveTools) ;

m = 4;

#the diffop Nabla_x_a,mu
Nablaamu := (E, mu, a) —>

add( diff(E, vy[i,a]) * v[i][mu], i=1..m )
[

+ add( diff(E, wy[i,a] ) = w[i][mu], i=1..m)
+ add( diff(E, yy[a,i]) * y[i][mu], i=1..m)
+ add( diff(E, yy[i,a]) * y[i][mu], i=1..m);

lsiehe http://www.theorie.physik.uni-goettingen.de/~nikolai.wyderka
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A Quellcode

#the diffop Nabla_v_a,mu

Nablavamu := (E, mu, a) —>

add( diff(E, vw[i,a]) % v[i][mu], i=1..m )
+ add( diff(E, wy[a,i] ) % y[i][mu], i=1..m)
+ add( diff(E, wwl[a,i]) * w[i][mu], i=1..m)
+ add( diff(E, ww[i,a]) * w[i][mu], i=1..m);

#the diffop Nabla_za Nabla_za
NablaaNablaa := (E, a) —>

add( add( diff(E, vyl[i,a], vylj,a]) * vv[i,j], i=1..m)
+ add( diff(E, wyl[i,a], vyl[j,a]) * vw[j,i], i=1..m)
+ add( diff(E, yy[a,i], vyl[j,a]) * vyl[j,i], i=1..m)
+ add( diff(E, yy[i,a], vylj,a]) * vyl[j,i], i=1..m)

, j=1..m)
+ add( add( diff(E, vy[i,a], wy[j,a]) * vw[i,j], i=1..m)
+ add( diff(E, wy[i,a], wy[j,a]) * alb(i,j) = wwl[i,j],
+ add( diff(E, wy[i,a], wy[j,a]) * agb(i,j) * ww[j,i],
+ add( diff(E, wyli,a], wy[j,a]) * kdel(i,j) * ww[i,i],
+ add( diff(E, yy[a,i], wy[j,a]) * wy[j,i], i=1..m)
+ add( diff(E, yy[i,a], wy[j,a]) * wylj,i], i=1..m)
, j=1..m)
+ add( add( diff(E, vy[i,a], yy[a,j]) = vy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, vy[i,a], yyl[i,a]) = vy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wy[i,a], yy[a,j]) * wy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wy[i,a], yyl[i,a]) = wy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, yyl[a,i], yyla,j]) = yy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, yy[i,a], yyla,j]) = yy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, yy[i,a], yyli,a]) = yy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, yyl[a,i], yy[j,a]) * yy[i,j], i=1..m),
+ 8xdiff (E, yy[a,a]);
#the diffop Nabla_za Nabla_va
NablaaNablava := (E, a) —>
4xdiff (E, wyla,a])
+ add( add( diff(E, wwla,i], vy[j,a]) = vw[j,i], i=1..m),
+ add( add( diff(E, ww[i,a], vy[j,a]) *= vw[j,i], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wwla,i], wy[j,a]) = ww[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wwli,a], wy[j,a]) = ww[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, vw[i,a], vy[j,a]) = vv[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, vw[i,a], wy[j,a]) = vw[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, vw[i,a], yy[a,j]) = vy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, vw[i,a], yyl[ji,a]) = vy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wyl[a,i], vy[j,a]) = vy[j,i], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wyl[a,i], wy[j,a]) * wy[j,i], j=1..m),
+ add( add( diff(E, wyl[a,i], yyla,j]) * yy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wyl[a,i], yylji,a]) = yy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wwla,i], yy[a,j]) * wy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wwl[i,a], yyl[a,j]) * wy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wwl[i,a], yy[ji,a]) * wy[i,j], i=1..m),
+ add( add( diff(E, wwla,i], yy[i,a]) * wy[i,j], i=1..m),

#the diffop y_a Nabla_z_a
yaNablaa := (E, a) —>

add( diff(E, vy[i,a]) = vy[i,a], i .
+ add( diff(E, wy[i,a] ) * wy[i,a], i=1..m)
+ add( diff(E, yy[a,i]) * yy[a,i], i=1

+ add( diff(E, yy[i,a]) * yy[i,a], i=1..m);

#the diffop w_a Nabla_z_a

waNablaa := (E, a) —>

add( diff(E, vy[i,a]) * vw[i,a], i=1..m )
add( diff(E, wy[i,a] ) * alb(a,i) * wwla,i]
add( diff(E, wy[i,a] ) * agb(a,i) * ww[i,a]
add( diff(E, wy[i,a] ) * kdel(a,i) * wwla,a
add( diff(E, yy[a,i]) * wy[a,i], i=1..m)
add( diff(E, yy[i

, i=1..m)
i=1..m)

], i=1..m)

T

,al) * wyla,i], i=1..m);

#auziliary functions

kdel := (r,s)—> l—abs(signum(r—s));
agb := (r,s)—>(signum(r—s)+1)/2 % abs(signum(r—s));
alb := (r,s)—>(signum(s—r)+1)/2 % abs(signum(r—s));
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A.2 diffsolver.mpl

89 #diffop d/dv_e d/dv_c, used for guaranteeing tracelessness

90 OpPartvPartv := (F, e, c) —>

91 add( add( diff(F, vv[c,d], vv[e,f]) % vv[f,d], d=c..m), f=e..m)

92 + add( add( diff(F, vv[c,d], vv[f,e]) % vv[f,d], d=c..m), f=1..e)

93 +4xalb(c,e)xdiff (F, vv[c,e]) + 4xagb(c,e)*xdiff (F, vv[e,c]) + 8xkdel(c,e)*xdiff(F, vv[c,e])
94 +add( add( diff(F, vv[d,c], vv[e,f]) * vv[f,d], d=1l..¢c), f=e..m)

95 + add( add( diff(F, vv[d,c], vv[f,e]) = vv[f,d], d=1..c), f=1..e)

96 +add( add( diff(F, vw[c,i], vv[e,f]) * vw[f,i], i=1..4), f=e..m)
97 +add( add( diff(F, vw[c,i], vv[f,e]) * vw[f,i], i=1..4), f=1..¢e)
98 +add( add( diff(F, vw[c,i], vw[e,j]) * ww[i,j], i=1..4), j=1..4)
99 +add( add( diff(F, vw[c,i], vyle,j]) = wy[i,j], i=1..4), j=1..4)
100 +add( add( diff(F, vy[c,i], vv[e,f]) = vy[f,i], i=1..4), f=e..m)
101 +add( add( diff(F, vy[c,i], vv[f,e]) = vy[f,i], i=1..4), f=1..e)
102 +add( add( diff(F, vy[c,i], vwle,j]) = wy[j,i], i=1..4), j=1..4)
103 +add( add( diff(F, vy[c,i], vyle,j]) = yy[i,j], i=1..4), j=1..4)
104 +add( add( diff(F, vv[c,i], vw[e,j]) = vw[i,j], i=c..m), j=1..4)
105 +add( add( diff(F, vv[c,i], vyle,j]) = vy[i,j], i=c..m), j=1..4)
106 +add( add( diff(F, vv[i,c], vw[e,j]) = vw[i,j], i=1l..c), j=1..4)
107 +add( add( diff(F, vv[i,c], vy[e,j]) = vy[i,j], i=1l..c), j=1..4);
108

109 #non—pseudo ops only, wused to reduce diffops from n to n—1

110 NablalNabla2 := E —>

111  add( add( diff(E, vy[i,2], vy[j,1]) = vv[i,j], i=1..m)

112 + add( diff(E, wy[i,2], vy[j,1]) = vw[j,i], i=1..2)

113 + diff(E, yy[1,2], vyl[j,1]) = vyl[j,1]

114 + 2xdiff (E, yy[2,2], vy[j,1]) = vy[j,2]

115 , j=1..m)

116 + add( add( diff(E, vy[i,2], wy[j,1]) * vw[i,j], i=1..m)

117 + add( diff(E, wy[i,2], wy[j,1]) * wwl[j,i], i=1..2)

118 + diff(E, yy[1,2], wyl[j,1]) * wy[j,1]

119 + 2xdiff(E, yy[2,2], wy[j,1]) = wyl[j,2]

120, j=1..2)

121  + add( diff(E, vy[i,2], yy[1.,2]) % vy[i,2], i=1..m)

122 + add( diff(E, wy[i,2], yy[1.,2]) * wy[i,2], i=1..2)

123+ diff(E, yy[1,2], yy[1,2]) = yy[1l,2]

124 + 2xdiff(E, yy[2,2], yy[1.,2]) = yy[2,2]

125 + 2xadd( diff(E, vy[i,2], yy[1,1]) * vy[i,1], i=1..m)

126+ 2xadd( diff(E, wy[i,2], yy[l,1]) * wy[i,1], i=1..2)

127 + 2xdiff(E, yy[1,2], yy[1,1]) = yy[1,1]

128 + 4xdiff (E, yy[2,2], yy[1,1]) = yy[1,2]

120 + 4xdiff(E, yy[1,2]);

130

131 #brings terms in right order, to be called after every diffop from above
132 diffmagic := proc(E)

133 local tmp, i, j;

134

135 tmp := E;

136 for i from 1 to m do

137 for j from 1 to i—1 do

138 tmp := subs(vv[i,j] = vv[j,i], tmp);

139 end do;

140 end do;

141

142 for i from 1 to m do

143 for j from 1 to i—1 do

144 tmp := subs(ww[i,j] = ww[j,i], tmp);

145 end do;

146 end do;

147

148 for i from 1 to m do

149 for j from 1 to i—1 do

150 tmp := subs(yy[i,j] = yy[j,i], tmp);

151 end do;

152 end do;

153

154 tmp;

155 end proc;

156

157 #short for the function above

158 dmv := F —> diffmagic(F);

159

160 #contracts all wvectors with indices , if possible

161 pacman := proc(F)
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A Quellcode

local tmp;

tmp := expand (F);

save tmp, "" || TMPPATH || "maplecontract.txt";

ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/pacman2.py." || TMPPATH || "maplecontract.txt," ||
TMPPATH || "maplecontracted.txt");

read "" || TMPPATH || "maplecontracted.txt";

tmp = %;

tmp;

end proc;

#collects for same operator terms to reduce the size of operators
diffcollect := proc(F)

local tmp;

tmp := expand(F);
save tmp, "" || TMPPATH || "maplecollect.txt";
print ("python." || SCRIPTPATH || "/collect.py." || TMPPATH || "maplecollect.txt. " || TMPPATH
|| "maplecollected.txt");
ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/collect.py." || TMPPATH || "maplecollect.txt " || TMPPATH
|| "maplecollected .txt");
print ("done");
read "" || TMPPATH || "maplecollected.txt";
tmp = %;
print ("collecting ... ");
tmp := collect (expand(tmp), maplecollectterms);
print ("collected!");
save tmp, "" || TMPPATH || "maplecollect2.txt";
print ("python_ " || SCRIPTPATH || "/collect2.py." || TMPPATH || "maplecollect2.txt " || TMPPATH
|| "maplecollected2.txt");
ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/collect2.py," || TMPPATH || "maplecollect2.txt, " ||
TMPPATH || "maplecollected2.txt");
print ("done");
read "" || TMPPATH || "maplecollected2.txt";
tmp = %;
tmp ;
end proc;
#reduces a mon—pseudo op from n to n—1
DoReduce := F —> dmv(NablalNablal (F)—2«NablalNabla2 (F)+Nabla2Nabla2(F));

#the actual application of the PDE to an ezpression

DoDiff := (E, dl1, d2, n, kappa, L, a, b, mu) —> 2 % (Nablaamu(diffmagic(value(yaNablaa(E, a))),
mu, a) — Nablaamu(E, mu, a)) — y[a][mu] * NablaaNablaa(E, a) + 2x(Nablavamu( diffmagic(value
(waNablaa(E, a))), mu, a) — Nablaamu(E, mu, a) — w[a][mu] * NablaaNablava(E, a)) + (2xdl —
2xn) * Nablaamu(E, mu, a)

+ 2 *x (Nablaamu(diffmagic(value(yaNablaa(E, b))), mu, b) — Nablaamu(E, mu, b)) — y[b][mu] =*
NablaaNablaa(E, b) + 2x(Nablavamu( diffmagic(value(waNablaa(E, b))), mu, b) — Nablaamu(E, mu
, b) — w[b][mu] % NablaaNablava(E, b)) + (2xd2 — 2xn) * Nablaamu(E, mu, b);

#rewrites products of two epsilon—tensors as sum of products of eta—tensors

epsilontoeta := proc(F)
local tmp;
tmp := expand(F);
save tmp, "" || TMPPATH || "mapleepsilontoeta.txt";
ssystem ("python. " || SCRIPTPATH || "/epsilontoeta.py." || TMPPATH || "mapleepsilontoeta.txt "
|| TMPPATH || "mapleepsilontoeta2.txt");
read "" || TMPPATH || "mapleepsilontoeta2.txt";
tmp = %;
tmp;

end proc;

#builds the actual non—pseudo operator to reduce from representation kappal, L1 and kappa2, L2

to kappa and L for singularities up to degree of n

buildop := proc(kappal, L1, kappa2, L2, n, kappa, L)
local numv, numwl, numw2, numy, tmp, subsme, ansatz2, ansatz3, ansatz4;
#build ansatz
numv := L;
numwl L1;
numw?2 := L2;
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A.2 diffsolver.mpl

numy := 2xkappa + L 4+ 2%n — 2xkappal — L1 — 2xkappa2 — L2;

print ("python," || SCRIPTPATH || "/combinator.py," || numv || "," || numwl || "," || numw2 ||
"u" || mumy || "." || TMPPATH || "maplecombinate.txt");

ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/combinator.py.," || numv || "4" || numwl || "0" || numw2
|1 """ || numy || "o" || TMPPATH || "maplecombinate.txt");

read "" || TMPPATH || "maplecombinate.txt";

print ("Ansatz and. factors:");
print (used__factors);

print (ansatz) ;

tmp := collect (simplify (expand (dmv(DoDiff(ansatz, 2xkappal+Ll, 2xkappa24+L2, n, kappa, L, 1, 2,
mu)))), used_factors);

save tmp, "" || TMPPATH || "'mapleops.txt";

print ("python." || SCRIPTPATH || "/solve.py.," || TMPPATH || "mapleops.txt " || TMPPATH || "
mapleops2.txt");

ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/solve.py.," || TMPPATH || "mapleops.txt " || TMPPATH || "
mapleops2.txt");

read "" || TMPPATH || "mapleops2.txt";

subsme := Linear (solveme, indets(solveme));

#print (subsme) ;
ansatz2 := simplify (expand(subs(subsme, ansatz)));
print ("Solved PDE...");
#print (ansatz2);
tmp := collect (simplify (expand (dmv(OpPartvPartv(ansatz2, 1, 1)))), used_factors);
if tmp <> 0 then
save tmp, "" || TMPPATH || "mapleops.txt";
print ("python. " || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txt, " || TMPPATH || "
mapleops2.txt");
ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/solve.py.," || TMPPATH || "mapleops.txt," || TMPPATH ||
"mapleops2.txt");
read "" || TMPPATH || "mapleops2.txt";

subsme := Linear (solveme, indets(solveme));

print ("Made_ traceless ... ");

ansatz3 := simplify (expand(subs(subsme, ansatz2)));
else

ansatz3 := ansatz2;
end if;

ansatz4 := expand(ansatz3);
#uncomment to make operator smaller
#ansatz4 := diffcollect (ezpand(ansatz3));

tmp := simplify (expand (dmv(DoDiff(ansatz4 , 2+xkappal+Ll, 2xkappa2+L2, n, kappa, L, 1, 2, mu))))
if tmp <> 0 then

error "Consistency.check failed!";
end if;

tmp := simplify (expand (dmv(OpPartvPartv (ansatz4, 1, 1))));
if tmp <> 0 then

error "Consistencyu.check failed!";
end if;

ansatz4;

end proc;

#builds the actual pseudo operator to reduce from representation kappal, L1 and kappa2, L2 to

kappa and L for singularities up to degree of n

buildpseudoop := proc(kappal, L1, kappa2, L2, n, kappa, L)

local numv, numwl, numw2, numy, tmp, subsme, ansatz2, ansatz3, ansatz4, ansatz5, ansatz6,
ansatza , ansatzb;
#build ansatz

numv := L;

numwl := LI1;

numw?2 := L2;

numy := 2xkappa + L 4+ 2%n — 2xkappal — L1 — 2xkappa2 — L2;

print ("python." || SCRIPTPATH || "/combinator2.py.," || numv || "." || numwl || "." || numw2 ||

"u" || numy || "o" || TMPPATH || "maplecombinate.txt");
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284 ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/combinator2.py." || numv || "4" || numwl || "." || numw?2
|l "o" || numy || "o" || TMPPATH || "maplecombinate.txt");
285 read "" || TMPPATH || "maplecombinate.txt";
286
287 print ("Ansatz_ and_factors:");
288 print (used__factors);
289 print (ansatz) ;
290
201 ansatza := epsilontoeta (ansatz);
292 #print (ansatza) ;
293 print ("Rewritten epsilon—products ... ");
294 ansatzb := pacman(ansatza);
295 #print (ansatzb) ;
296
297 print ("Contracted epsilons ... ");
298
299 tmp := collect (simplify (expand (dmv(DoDiff(ansatzb , 2xkappal+Ll, 2xkappa2+L2, n, kappa, L, 1,
2, mu)))), used_factors);
300 save tmp, "" || TMPPATH || "mapleops.txt";
301 print ("python," || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txt," || TMPPATH || "
mapleops2.txt");
302 ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txty," || TMPPATH || "
mapleops2.txt");
303 read "" || TMPPATH || "mapleops2.txt";
304
305 subsme := Linear (solveme, indets(solveme));
306
307 ansatz2 := simplify (expand(subs(subsme, ansatzb)));
308 print ("Solved \PDE  for x1l,and x2...");
309
310 tmp := collect (simplify (expand (dmv(OpPartvPartv(ansatz2, 1, 1)))), used_factors);
311 if tmp <> 0 then
312 save tmp, "" || TMPPATH || "mapleops.txt";
313 print ("python." || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txt, " || TMPPATH || "
mapleops2.txt");
314 ssystem ("python, " || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txt," || TMPPATH ||
"mapleops2.txt");
315 read "" || TMPPATH || "mapleops2.txt";
316
317 subsme := Linear (solveme, indets(solveme));
318 print ("Made traceless in vl...");
319 ansatz3 := simplify (expand(subs(subsme, ansatz2)));
320 else
321 ansatz3 := ansatz2;
322 end if;
323
324 tmp := collect (simplify (expand(dmv(DoDiff(ansatz3, 2xkappal+Ll, 2xkappa2+L2, n, kappa, L, 4,
3, mu)))), used_factors);
325 if tmp <> 0 then
326 save tmp, "" || TMPPATH || "mapleops.txt";
327 print ("python." || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txt, " || TMPPATH || "
mapleops2.txt");
328 ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txt," || TMPPATH ||
"mapleops2.txt");
329 read "" || TMPPATH || "mapleops2.txt";
330
331 subsme := Linear (solveme, indets(solveme));
332 print ("Solved PDE  for x3 and x4...");
333 ansatz4 := simplify (expand(subs(subsme, ansatz3)));
334 else
335 ansatz4 := ansatz3;
336 end if;
337
338 tmp := collect (simplify (expand (dmv(OpPartvPartv(ansatz4, 2, 2)))), used_factors);
339 if tmp <> 0 then
340 save tmp, "" || TMPPATH || "mapleops.txt";
341 print ("python." || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txt, " || TMPPATH || "
mapleops2.txt");
342 ssystem ("python, " || SCRIPTPATH || "/solve.py." || TMPPATH || "mapleops.txt," || TMPPATH ||
"mapleops2.txt");
343 read "" || TMPPATH || "mapleops2.txt";
344
345 subsme := Linear (solveme, indets(solveme));
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A.2 diffsolver.mpl

print ("Made_ traceless in v2...");

ansatz5 := simplify (expand(subs(subsme, ansatz4)));
else

ansatzb := ansatz4;
end if;

#uncomment for shorter

ansatz6 := diffcollect (expand(ansatz5));
#ansatz6 := expand(ansatzb);
tmp := simplify (expand (dmv(DoDiff(ansatz6 , 2xkappal+Ll, 2xkappa2+L2, n, kappa, L, 1, 2, mu))))

if tmp <> 0 then
error "Consistency. check failed!";
end if;

tmp := simplify (expand (dmv(OpPartvPartv (ansatz6, 1, 1))));
if tmp <> 0 then

error "Consistency.check failed!";
end if;

tmp := simplify (expand (dmv(DoDiff(ansatz6 , 2xkappal+Ll, 2xkappa2+L2, n, kappa, L, 4, 3, mu))))

;
if tmp <> 0 then
error "Consistency check  failed!";
end if;

tmp := simplify (expand (dmv(OpPartvPartv(ansatz6, 2, 2))));
if tmp <> 0 then

error "Consistencyy check failed!";
end if;

ansatz6 ;

end proc;

translate_op_ 12 := proc(F, voffset)
local tmp;
global igel;

tmp = F:

save tmp, "" || TMPPATH || "mapleoptranslate.txt";

ssystem ("python" || SCRIPTPATH || "/optranslate_files.py," || voffset || ",1,2," || TMPPATH
|| "mapleoptranslate.txt," || TMPPATH || "mapleoptranslated.txt");

read "" || TMPPATH || "mapleoptranslated.txt";

tmp = %;

return tmp;

end proc;

translate_op_34 := proc(F, voffset)
local tmp;

global igel;

tmp := F:

save tmp, "" || TMPPATH || "mapleoptranslate.txt";

ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/optranslate_files.py.," || voffset || ".4.,3." || TMPPATH
|| "mapleoptranslate.txt," || TMPPATH || "mapleoptranslated.txt");

read "" || TMPPATH || "mapleoptranslated.txt";

tmp = %;

return tmp;

end proc;

translate_op_56 := proc(F, voffset)
local tmp;

global igel;

tmp := F:

save tmp, "" || TMPPATH || "mapleoptranslate.txt";

ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/optranslate_files.py." || voffset || "0.6.5." || TMPPATH
|| "mapleoptranslate.txt," || TMPPATH || "mapleoptranslated.txt");

read "" || TMPPATH || "mapleoptranslated.txt";
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414 tmp = %;

415

416 return tmp;

417 end proc;

418

419 translate_pseudo_op := proc(F, voffset)

420 local tmp;

421 global igel;

422 tmp := F:

423 save tmp, "" || TMPPATH || "mapleoptranslate.txt";

424 ssystem ("python," || SCRIPTPATH || "/optranslate_files.py," || voffset || "01,2." || TMPPATH
|| "mapleoptranslate.txt," || TMPPATH || "mapleoptranslated.txt");

425 read "" || TMPPATH || "mapleoptranslated.txt";

426

427 tmp = %;

428

429 return tmp;

430 end proc;

A.3 diffops.mpl

1 if not assigned(n) then

2 error "Please set the variable n_ to the correct value,(number of variables x,_ including.
new ones) . Thank you.";

3 end if;

4

5 if not assigned (m) then

6 error "Please set the variable m to.the correct, value, (number of polarization._ vectors,.
including new_ones)._ Thank you.";

7 end if;

8

9  #auziliary functions

10 kdel := (a,b)—> l—abs(signum(a—b));

11  agb := (a,b)—>(signum(a—b)+1)/2 * abs(signum(a—b));

12 alb := (a,b)—>(signum(b—a)+1)/2 x abs(signum (a—b));

13

14 #to be called after every application of a diffop below. Brings terms in right order and does
basic simplifications

15 mv := F—> expand(magic(F));

16

17 #diffop w_c y_i

18 PartvParti := (F, c, i) —>

19 add(# c¢ <= d

20 add( # k

21 add( diff(F, vx[k,i,j], vv[e,d]) * vv[k,d], j=i+1l..n)
22 — add( diff(F, vx[k,j,i], vv[ec,d]) * vv[k,d], j=1..i—1),
23 k=1..m)

24 + 2xadd( diff(F, rho[i,j], vv[c,d]) * vx[d,i,j], j=i+1l..n)
25 — 2xadd( diff(F, rho[j,i], vv[c,d]) = vx[d,j,i], j=1..i—-1),

26 d=c..m)
27 4add( # ¢ >= d

28 add ( # k

29 add( diff(F, vx[k,i,j], vv[d,c]) * vv[k,d], j=i+1l..n)

30 — add( diff(F, vx[k,j,i], vv[d,c]) = vv[k,d], j=1..i—-1),
31 k=1..m)

32 + 2xadd( diff(F, rho[i,j], vv[d,c]) * vx[d,i,j], j=i+1..n)
33 — 2xadd( diff(F, rho[j,i], vv[d,c]) = vx[d,j,i], j=1..i—-1),

34 d=1..c)
35 +add( add( #a < b

36 add ( # k

37 add( diff(F, vx[k,i,j], vx[c,a,b]) * vx[k,a,b], j=i+1l..n)

38 — add( diff(F, vx[k,j,i], vx[c,a,b]) * vx[k,a,b], j=1..i—-1),

39 k=1..m)

40 + 2xadd( diff(F, rho[i,j], vx[c,a,b]) % 1/2x(rho[a,j] + rho[b,i] — rho[a,i] — rho[b,j]), j=i
+1..n)

41 — 2xadd( diff(F, rho[j,i], vx[c,a,b]) % 1/2x(rho[a,i] + rho[b,j] — rho[a,j] — rho[b,i]), j=1..
i1,

42 b=a-+1..n), a=1l..n)
43 +4xadd( #i < j
44 diff(F, vx[c,i,j]),
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j=i+1..n)
—4dxadd ( #i > j

diff (F, vx[c,j,i]),
j=1..1i-1);

#diffop y_a y_i

A.3 diffops.mpl

PartiPartj := (F, a, i) —>
add( # c¢
add( #a < b
add( # k
add( diff(F, vx[k,i,j], vx[c,a,b]) * vv[k,c], j=i+1l..n)
— add( diff(F, vx[k,j,i], vx[c,a,b]) * vv[k,c], j=1..i—-1),
k=1..m)
+ 2*add( diff(F, rho[i,j], vx[c,a,b]) * vx[c,i,j], j=i+1l..n)
— 2xadd( diff(F, rho[j,i], vx[c,a,b]) * vx[c,j,i], j=1l..i—-1),
b=a+1..n)
— add( #a > b
add( # k
add( diff(F, vx[k,i,j], vx[c,b,a]) * vv[k,c], j=i+1l..n)
— add( diff(F, vx[k,j,i], vx[c,b,a]) * vv[k,c], j=1..i-1),
k=1..m)
+ 2xadd( diff(F, rho[i,j], vx[c,b,a]) * vx[c,i,j], j=i+1l..n)
— 2xadd( diff(F, rho[j,i], vx[c,b,a]) * vx[c,j,i], j=1..i—-1),
b=1..a-1),
c=1..m)
+2xadd( #a < b
add( # k
add( diff(F, vx[k,i,j], rho[a,b]) * vx[k,a,b], j=i+1l..n)
— add( diff(F, vx[k,j,i], rho[a,b]) * vx[k,a,b], j=1..i—1),
k=1..m)
+ 2xadd( diff(F, rho[i,j], rho[a,b]) * 1/2x(rho[a,j] + rho[b,i] — rho[a,i] — rho[b,j]), j=i
+1..n)
— 2xadd( diff(F, rho[j,i], rho[a,b]) * 1/2%(rho[a,i] + rho[b,j] — rho[a,j] — rho[b,i]), j=1..i
—1),
b=a+1..n)
—2%xadd ( #a > b
add( # k
add( diff(F, vx[k,i,j], rho[b,a]) * vx[k,b,a], j=i+1..n)
— add( diff(F, vx[k,j,i], rho[b,a]) = vx[k,b,a], j=1..i—-1),
k=1..m)
+ 2xadd( diff(F, rho[i,j], rho[b,a]) % 1/2%(rho[b,j] 4+ rho[a,i] — rho[b,i] — rhola,j]), j=i
+1..n)
— 2xadd( diff(F, rho[j,i], rho[b,a]) * 1/2%(rho[b,i] 4+ rho[a,j] — rho[b,j] — rho[a,i]), j=1..i
-1,
b=1..a—1)
tkdel(a,i)+8+add( diff(F, rho[i,k]), k=i+1..n) + kdel(a,i)*8+add( diff(F, rho[k,i]), k=1..i—1)
—alb(a,i)*8xdiff (F, rho[a,i]) — agb(a,i)*8xdiff(F, rho[i,a]);
#diffop v_c y_i
vParti := (F, c, i) —>
add( # k
add( diff(F, vx[k,i,j]) = vv[k,c], j=i+1l..n)
— add( diff(F, vx[k,j,i]) * vv[k,c], j=1..i—-1),
k=1..m)
+ 2xadd( diff(F, rho[i,j]) * vx[c,i,j], j=i+1l..n)
— 2xadd( diff (F, rho[j,i]) % vx[c,j,i], j=1..i—1);
#diffop v_k w_c
vPartv := (F, k, ¢c) —>
add( diff(F, vv[c,d]) = vv[d,k], d=c..m)
+ add( diff(F, vv[d,c]) * vv[d,k], d=1l..c)
+ add( add( diff(F, vx[c,a,b]) * vx[k,a,b], b=a+1..n), a=1l..n);
#diffop w_e w_c
PartvPartv := (F, e, c) —>
add( add( diff(F, vv[c,d], vv[e,f]) * vv[f,d], d=c..m), f=e..m)
+ add( add( diff(F, vv[c,d], vv[f,e]) = vv[f,d], d=c..m), f=1l..e)
+ add( add( add( diff(F, vv[c,d], vx[e,a,b]) * vx[d,a,b], d=c..m), b=a+1l..n), a=1..n)

+4xalb(c,e)xdiff (F, vv[c,e]) + 4xagb(c,e)xdiff(F,

vv[e,c]) + 8xkdel(c,e)xdiff (F,

vv[c,e])

b=a+1..n), a=1..n)

+add( add( diff(F, vv[d,c], vv[e,f]) = vv[f,d], d=1..c), f=e..m)
+ add( add( diff(F, vv[d,c], vv[f,e]) x= vv[f,d], d=1..c), f=1..e)
+ add( add( add( diff(F, vv[d,c], vx[e,a,b]) * vx[d,a,b], d=1l..c),
+add( add( add( diff(F, vx[c,a,b], vv[e,f]) % vx[f,a,b], b=a+1l..n),

a=1..n), f=e..m)
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A Quellcode

+add( add( add( diff(F, vx[c,a,b], vv[f,e]) % vx[f,a,b], b=a+1l..n), a=1..n), f=1l..e)

+add( add( add( add( diff(F, vx[c,a,b], vx[e,g,h]) * 1/2 % (rho[g,b] + rho[a,h] — rho[g,a] —

[h,b]), b=a+1..n), a=1l..n), h=g+1..n), g=1..n);

#brings terms in right order
magic := proc(F)
local tmp, i, j, k, 1;

tmp := Fj

for i from 1 to n do
for j from 1 to i—1 do

tmp := subs(rho[i,j] = rho[j,i], tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,i,j] = —vx[k,j,i], tmp);
end do;
end do;
end do;

for k from 1 to m do
for 1 from 1 to k—1 do
tmp := subs(vv[k,l] = vv[l,k], tmp);
end do;
end do;

for i from 1 to n do

tmp := subs(rho[i,i] = 0, tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,i,i] = 0, tmp);
end do;
end do;

tmp;

end proc;

#replaces rTho and vz by the wunderlying identities to check for wvanishing
followed by ’simplify
magic2 := proc(F)

’ to check whether an expression 1is zero.

local tmp, i, j, k;
tmp := F;

for i from 1 to n do
for j from i+1 to n do

tmp := subs(rho[i,j] = x[i]72 — 2*xx[i,j] + x[j]72, tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,i,j] = vx[k,i]—-vx[k,j], tmp);
end do;
end do;
end do;

tmp;

end proc;

contributions. Use

#sets z_a = z_b and calls the result again z_b. To be used in most circumstances after the

application of a intertwining operator.
setequal := proc(F, a, b)
local i, k, tmp;

tmp := Fj
for i from 1 to a—1 do
tmp := subs(rho[i,a] = rho[i,b], tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,i,a] = vx[k,i,b], tmp);
end do;
end do;

for i from a+1 to n do

tmp := subs(rho[a,i] = rho[b,i], tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,a,i] = vx[k,b,i], tmp);
end do;
end do;
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magic (tmp) ;

end proc;

#swaps z_a and xz_b in the expression F

swap__indices := proc(F, a, b)
local i, j, k, tmp, aprime, bprime, difference, before;
aprime := a 4+ n;
bprime := b + n;
tmp := F;
for i from 1 to 2xn do
tmp := subs(rho[i,a] = rho[i,bprime], tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,i,a] = vx[k,i,bprime], tmp);
end do;
end do;

#print (tmp) ;

for i from 1 to 2%n do

tmp := subs(rho[a,i] = rho[bprime,i], tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,a,i] = vx[k,bprime,i], tmp);
end do;
end do;
#print (tmp) ;
for i from 1 to 2xn do
tmp := subs(rho[i,b] = rho[i,aprime], tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,i,b] = vx[k,i,aprime], tmp);
end do;
end do;
#print (tmp) ;
for i from 1 to 2xn do
tmp := subs(rho[b,i] = rho[aprime,i], tmp);
for k from 1 to m do
tmp := subs(vx[k,b,i] = vx[k,aprime,i], tmp);
end do;
end do;

#print (tmp) ;

for i from 1 to 2*n do

for j from 1 to 2xn do

tmp := subs(vx[a, i, j] = vx[bprime, i, j], tmp);
tmp : subs(vx[b, i, j] = vx[aprime, i, j], tmp);
end do;
end do;

#print (tmp) ;

for i from 1 to 2xm do

tmp := subs(vv[i,a] = vv[i,bprime], tmp);
end do;
for i from 1 to 2xm do

tmp := subs(vv[a,i] = vv[bprime,i], tmp);
end do;
for i from 1 to 2xm do

tmp := subs(vv[i,b] = vv[i,aprime], tmp);
end do;
for i from 1 to 2+m do

tmp := subs(vv([b,i] = vv[aprime,i], tmp);
end do;
difference :=1;
while difference <> 0 do

before := tmp;

for i from 1 to 2xn do

A.3 diffops.mpl
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270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290

291

292
293
294
295
296
297

298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313

A Quellcode

tmp := subs(rho[i,aprime] = rho[i,a], tmp);
tmp := subs(rho[aprime,i] = rho[a,i], tmp);
tmp := subs(rho[i,bprime] = rho[i,b], tmp);
tmp := subs(rho[bprime,i] = rho[b,i], tmp);
for k from 1 to 2xm do
tmp := subs(vx[k,i,aprime] = vx[k,i,a], tmp);
tmp := subs(vx[k,aprime,i] = vx[k,a,i], tmp);
tmp := subs(vx[k,i,bprime] = vx[k,i,b], tmp);
tmp := subs(vx[k,bprime,i] = vx[k,b,i], tmp);
end do;
for j from 1 to 2xn do
tmp := subs(vx[aprime,i,j] = vx[a,i,j], tmp);
tmp := subs(vx[bprime,i,j] = vx[b,i,j], tmp);
end do;
end do;
for i from 1 to 2xm do
tmp := subs(vv[i,aprime] = vv[i,a], tmp);
tmp := subs(vv[aprime,i] = vv[a,i], tmp);
tmp := subs(vv[i,bprime] = vv[i,b], tmp);
tmp := subs(vv[bprime,i] = vv[b,i], tmp);
end do;
difference := before — tmp;
end do;
#print (tmp) ;
magic (tmp) ;
end proc;
#renames index 3 to 2, 4 to 3 and 6 to 4
rename := proc (F)
local tmp;
tmp := F;
tmp := subs(rho[l, 3] = rho[l, 2], rho[l, 4] = rho[l, 3], rho[l, 6] = rho[l, 4], rho[3, 4
rho[2, 3], rho[3, 6] = rho[2, 4], rho[4, 6] = rho[3, 4], tmp);
tmp := subs(vx[1, 1, 3] = vx[1, 1, 2], vx[1, 1, 4] = vx[1, 1, 3], vx[1, 1, 6] = vx[1, 1,
vx[1l, 3, 4] = vx[1, 2, 3], vx[1, 3, 6] = vx[1, 2, 4], vx[1l, 4, 6] x[1, 3, 4], vx[6,
3] = vx[4, 1, 2], vx[6, 1, 4] = vx[4, 1, 3], vx[6, 1, 6] = vx[4, 1, 4], vx[6, 3, 4] =
[4, 2, 3], vx[6, 3, 6] = vx[4, 2, 4], vx[6, 4, 6] = vx[4, 3, 4], vv[l, 6] = vv[l, 4]
[6,6]=vv[4,4], tmp);
magic (tmp)
end proc;
#builds a matriz from coefficient factors. Sample: Give me 3*AxAA —7xA*BB — 7xBxAA + 3+*BxBB
as factors the list [A, B], and ¢ will give you the matriz ( (8, —7) (=7, 38) )
build_matrix := proc(A, factors)
local n, res, i, j, da, db, wupps;
n := nops(factors);
res := Matrix(n, n);
for i from 1 to n do:
for j from 1 to n do:
da := factors[i];
db := factors|[j];
db := ‘¢ || db || db;
wupps := coeff( coeff( A, da), db);
print("" || da, "" || db, wupps);
res[i,j] := wupps;
end do:
end do:
res;

end proc:
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