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1 Korrelationsfunktionen in der Physik

Korrelationsfunktionen sind wichtige Groflen, um Messungen von dynamischen
und strukturellen Eigenschaften von Vielteilchensystemen zu beschreiben, und
werden dementsprechend vielseitig in der Festkorper- und Kernphysik angewen-
det. Zum Beispiel 148t sich der inelastische Streuquerschnitt fiir Streuung von
Neutronen an einem nichtmagnetischem Kristall durch die Fouriertranformierte

der Dichtekorrelationsfunktion der Atomkerne
Crn(r, ;7" 1) = (n(r, )n(r', 1)) (1.1)

ausdriicken. Andererseits wird die lineare Antwort eines Systems auf eine duflere,
zeitabhéngige Storung, zum Beispiel die Antwort der Dichte auf eine an die Dichte

ankoppelnde Storung, durch die dynamische Suszeptibilitét
Xom (P 7 1) = % Ot — t'){[on(r, 1), on(r’, t)]) (1.2)

beschrieben, wobei

n(r,t) =n(r,t) — (n) .
Im thermischen Gleichgewicht hdngen beide Grofien iiber das Dissipations-Fluk-
tuations-Theorem zusammen und kénnen durch eine einzige Funktion ausge-
driickt werden, die spektrale Dichte. Diese Grofle hangt auch mit der Leistungs-
aufnahme in einem zeitabhéngigem &dufleren Feld zusammen.

Andere Arten von Experimenten liefern Informationen iiber die Dynamik
einzelner Teilchen in einem Vielteilchensystem. Beispiele sind hier Tunnel- und
Photoemissionsexperimente. In diesen Féllen miissen wir mit sog. Einteilchen-
Greenschen Funktionen arbeiten, die Korrelationsfunktionen zwischen Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren sind.

Eine letzte wichtige Anwendung von Greenschen Funktionen betrifft die Be-
stimmung thermodynamischer Groflen wie z.B. der Freien Energie. Letztere be-
notigt man zur Berechnung der spezifischen Warme und zur Charakterisierung

von Phaseniibergéingen, beispielsweise in Supraleitern.

1.1 Lineare Antworttheorie

In diesem Abschnitt wollen wir die Antwort eines Systems auf eine duflere, zeit-
abhéngige Storung bestimmen. Dazu berechnen wir den zeitabhéngigen Erwar-

tungswert (A); einer Observablen A unter dem EinfluB eines externen Feldes,
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welches an eine Systemvariable B koppelt. Der Gesamthamiltonian des Systems

soll
H, = H + H,, (1.3)

sein, wobei H der zeitunabhéngige Hamiltonian des Systems selbst ist und die
duflere Storung durch
Hsy = —B f(t) (1.4)

beschrieben werde. Dabei ist f(t) ein zeitabhédngiges &ufleres Feld. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dafl B ein hermitescher Operator und f(t) ein reelles Feld
ist. Ferner nehmen wir an, daf§ das System im thermischen Gleichgewicht war,
bevor das duflere Feld zur Zeit ¢, eingeschaltet wurde, d.h. es gelte f(¢) = 0 fiir
t < tyg. Mit einiger Vorsicht kann man auch den Limes ty — —oo durchfiihren.

Die Antwort ist in linearer Naherung gegeben durch

o0

(A)y = (A) + /XAB(t — ) f(t)dt' . (1.5)
Die Grofle .
xan(t,t) = $O(t = t)([A(1), BE))) (1.6)

ist die dynamische Suszeptibilitit (oder Antwortfunktion). Sie besteht aus dem
thermischen Erwartungswert des Kommutators zweier Operatoren im Heisen-
bergbild

A(t) = enHt Aem 7 HE (1.7)

©(t) ist die Stufenfunktion

1 firt¢>0
@(t) _ ur v > U,
0 furt<DO.

(A) ist der thermische Erwartungswert, welcher mit dem Hamiltonian H ohne die
zeitabhéngige duflere Storung berechnet wird. Genauer: Wenn |n) ein vollstéandi-

ger Satz von Eigenzustdnden zu H mit Eigenwerten FE,, ist,
Hin) = Eynln)

dann gilt

(A) = palnlAln) (1.8)
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wobel

P — w 2= exp(—BE,) . (1.9)

Der zeitabhéngige Erwartungswert ist auf der anderen Seite gegeben durch
(A)e =Y pala()| AlR(D)) (1.10)

die Zustdnde |n) sind dabei die Losungen der zeitabhéngigen Schrodingerglei-

chung
Oln(t))

i
RAT

S AU0) (L11)

mit der Anfangsbedingung
[7(to)) = [n(to)) = e #110|n) = e~ i 00|y (1.12)
Wir wollen nun zunéchst zeigen, dafl die Losung der Schrodingergleichung als
(1)) = e HS (1, 1) n) (1.13)
geschrieben werden kann, wobei

Lt
—¢ [at'H (t)

S(t,tg) =Te ‘o (1.14)
vom Operator der externen Storung im Wechselwirkungsbild (Diracbild)
H,,(t) = en ™ H, o w1t = — f(£) B(t) (1.15)

abhéngt. In Gleichung (LT3)) haben wir die Zeitabhingigkeit infolge des Hamilto-
nians H von der zusétzlichen Zeitabhéngigkeit, welche durch die &uflere Stérung
eingefiihrt wird, abgetrennt. Der Operator S in ([LI3) ist ohne dufleres Feld 1,
d.h. insbesondere fiir Zeiten t < ty. 7 stellt einen sog. Zeitordnungsoperator dar,
den wir gleich genauer definieren werden. Um zu beweisen, dal der Zustand |n(t)),
der durch die Gleichungen (LCIII) und (LCI2) festgelegt ist, wie in Gleichung ([CT3)
geschrieben werden kann, betrachten wir die Ableitung von Gleichung (ICT3)) nach
der Zeit

0 . T i 08
i) = L) + et %y (1.16)
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Andererseits mufl die Schrodingergleichung erfiillt sein, was genau dann der Fall

ist, wenn S(t,ty) der Bewegungsgleichung

o i
57 S(t.10) = —5 H. () S(t, o) (1.17)

gehorcht. Diese Bewegungsgleichung kann mit Hilfe eines Reihenansatzes

Lt N i1
S(t,tg) =1 — %/dtle,tl(tl) + (—%) /dt1/dtQHs,tl(tl)H&tQ(tQ) + ...
to to to

(1.18)
gelost werden. Die Reihe 1488t sich formal als die Reihenentwicklung einer Expo-

nentialfunktion auffassen, d.h.

t t t
i 1/ i\?
S(t, to) =1 - ﬁ /dtle,tl (tl) -+ 5 <_E,) /dtl /dtQTH&tl (tl)H&tQ(tQ) + ...
to to

to

(1.19)
wenn man den Zeitordnungsoperator wie folgt definiert
A(t)B(t fir ¢ t
TA(tl)B<t2) — ( 1) ( 2) ?I‘ 1 > Ta, (12(])
B(tQ)A<t1) fir tl < t2.

Damit ist Gleichung ([LI3) bewiesen.
Fiir den zeitabhingigen Erwartungswert erhélt man mit (CT3]) schlielich

(A = > pala()| Alf(1))

= 2l S 1, 10) A)S (1 o))

= (ST(t,tg)A(t)S(t, 1)) , (1.21)

wobei der letzte Erwartungswert wieder beziiglich H alleine zu nehmen ist. Im
Ausdruck (CZI)) treten die Basiszusténde nicht mehr explizit auf, d.h. unser Re-
sultat ist unabhéngig von der gewéhlten Basis.

Bis hierher wurde noch keine N&herung gemacht. Um den Ausdruck ([CZII)
weiter auswerten zu konnen, betrachten wir im Folgenden den Fall, dafl das d&uflere

Feld eine kleine Storung darstellt. Dann konnen wir den Zeitentwickler in linearer
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Néherung zu

t

S(t,tg) ~ 1 — %/dt’H&t/(t’)
i / / !/ /
= 1+ i—i/dt f()B(t) (1.22)

to

berechnen. Mit der Hermitezitit von B, B = BT, und f(t) € R finden wir schlie-
lich
) t
(A= A+ 1 [ (AOBE) - BOAD) SO +OU . (123)

to
womit das Ergebnis (L)

400
(A, = / dt' xap(t,t)f(t) (1.24)
folgt.

Einige Bemerkungen:

e Die obere Integrationsgrenze in Formel ([L24]) ist aufgrund der Anwesenheit
der Stufenfunktion eigentlich ¢. Hierin spiegelt sich die Kausalitdat wieder,

denn die Antwort eines Systems muf3 stets zeitlich nach der Stérung liegen.

e Die untere Integrationsgrenze ist wegen dem Verschwinden des dufleren Fel-

des fiir t < ¢ eigentlich ¢.

e Die Antwortfunktion x 4p hiangt nur von der Zeitdifferenz ¢ — ¢’ ab. Dieser
Sachverhalt kann einfach durch zyklische Rotation von exp(—iHt/h) unter
der Spur bewiesen werden, wobei man noch ausnutzt, dafl exp(—iHt/h) mit

dem statistischen Operator vertauscht.

Ein einfaches Beispiel:
Bevor wir uns mit der weiteren Ausformulierung der Theorie beschéftigen werden

zunéchst ein einfaches Beispiel:
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Wir betrachten ein geladenes Teilchen im harmonischen Potential in einer zeit-
abhéngigen &ufleren Storung. Der volle zeitabhéingige Hamiltonian des Teilchens
lautet

H,=H—z-f(t) , (1.25)

wobei der Hamiltonian H des Systems durch
H=—+ —wiz (1.26)

gegeben ist. Wir interessieren uns fiir die Antwort d(z); = (z); des Teilchens
im Feld, das ebenfalls an die Auslenkung = ankoppelt. Daher benétigen wir die
Antwortfunktion .

Yo (t) = = O [(t), 2(0)]) - (1.27)
Fiir dieses einfache Beispiel kann die Zeitabhédngigkeit im Heisenberghbild mittels

der Bewegungsgleichungen berechnet werden mit dem Ergebnis

d:ﬁl(tt) :%[H,x(t)} = Z% ;
dfz—(tw:%[H’p(t)] = —mwja(l) (1.28)

wobei die Vertauschungsrelation zwischen Impuls p und Ort x zu gleichen Zeiten
[z(t), p(t)] =in1 (1.29)

ausgenutzt wurde. Die Losung fiir z(¢) mit den Anfangsbedingungen z(0) = =

und #(0) = p/m lautet

x(t) = x cos wot + sinwot . (1.30)

mwo

Die Form ist d&hnlich zur Losung in der klassischen Mechanik, nur dafl hier x und
p Operatoren sind.
Mit der Vertauschungsrelation erhalten wir weiter
ih

[z(t), 2(0)] = . sin wot (1.31)

und somit fiir die dynamische Suszeptibilitat

sin wyt

Xaz(1) = O(1)

1.32
o (1.32)
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Man beachte, dafl im Endergebnis A nicht mehr auftritt. Dasselbe Ergebnis erhélt

man in der klassischen Mechanik, wenn man die Bewegungsgleichungen fiir einen

Ostzillator in Anwesenheit einer externen Stérung 16st. Das Ergebnis ist ferner von

der Temperatur unabhéngig, obwohl wir ein statistisches Ensemble von Oszilla-

toren betrachtet haben. Dies ist eine besondere Eigenschaft des harmonischen

Oszillators; in Anwesenheit von anharmonischen Beitragen wird das Ergebnis

nicht mehr diese einfache Form haben.

In realistischen Berechnungen mit Phononen ist es bequemer, alle Observa-

blen durch Phononerzeuger und -vernichter auszudriicken, wobei die grundlegen-

de Vertauschungsrelation

[b,0'] =1
lautet. Wenn wir

r = f (bT—l—b)

2mwy

_ ey s
p = 1 5 (b b)

1
H = hw, <b*b + 5)

Die Bewegungsgleichung fiir die Operatoren b(t), b'(t) lautet

schreiben, so gilt

db(t i U ‘ '

d(t_) = 5 [H.b(0)] = 5 /" [H bl ™/ = —igib(1)
db'(t .
% = +ZU]ObT(t)

und wird geltst durch

b(t) = exp(—iwpt)b ,
bi(t) = exp(+iwgt)b' .

Fiir 2(t) erhalten wir damit

A ‘ )
.T(t) — 2mw0 (bTezwot + be—zwot)

und schliefllich denselben Kommutator fiir [z(t), 2(0)] wie zuvor.

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.41)
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Spezielle Zeitabhingigkeiten

a) f(t) = fo(t).
Dann ist
(A)e = (A) + xaB(t) - f (1.42)

In diesem Fall beschreibt x 4p(t) die Antwort auf einen Schlag bei ¢t = 0. Fiir den
Oszillator erhélt man qualitativ das Ergebnis in Abb. [[1]

<X>; 4

Abbildung 1.1: Lineare Antwort des harmonischen Oszillators auf einen

0-Schlag.

b) f(t) = fe’ coswt.

Dies ist eine harmonische Kraft, die in der Vergangenheit adiabatisch eingeschal-
tet wurde (0 — +40). In diesem Fall konnen wir ty — —oo setzen, denn der
adiabatische Einschaltfaktor e’ garantiert ein wohldefiniertes Ergebnis in der

Gegenwart.
Betrachten wir zunichst die einfachere Form

f@#) = fe ™ mit Smz>0 . (1.43)

Diese Form verletzt zwar die Forderung f(t) € R, kann aber trotzdem als ein
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mathematisches Konstrukt verwendet werden. Wir erhalten in diesem Fall

§(A), = /dt/XAB(t —t)f(t)

—00
t

— eizt/dtIXAB<t_t/)feiz(tt’)

= xas(2)f(1) , (1.44)

wobei die (verallgemeinerte) Laplacetransformierte der Antwortfunktion

Xap(z) = /dteiZtXAB(t) (1.45)

eingefithrt wurde und wir ausgenutzt haben, daf§ im thermischen Gleichgewicht
Xag(t,t') nur von der Zeitdifferenz ¢ = ¢t — ' abhéngt.

Fiir eine adiabatisch eingeschaltete harmonische Stérung mit Frequenz w

f(t) — (efithr(St + e+iwt+5t> f (146)

| —

ergibt sich dann
1 ‘ ‘
5<A>t — 5 f (efzwt+5t XAB(W + Z5) 4 e+zwt+5t XAB(_W + 25>) . (147>

Fiir den wichtigen Fall, daB A = B hermitesch ist, werden wir in Kapitel

zeigen, daf3

Rexaa(—w +1i0) = Rexaa(w+1id) , (1.48)
%mXAA(—w -+ 25) = —%mXAA@) -+ 25) . (1.49)

Damit gilt
5(A); = Re (fe ™ yqu(w+1id)) . (1.50)

Fiir den harmonischen Oszillator findet man das in Abb. gezeigte Verhalten
fiir den Real- (x/,(w)) und Imaginérteil (x7,(w)) der Antwortfunktion.
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Abbildung 1.2: Realteil x',, (durchgezogene Linie) und Imagindrteil x,
(gestrichelte Linie) der Antwortfunktion eines harmonischen Oszillators.
Als Verbreiterung wurde § = wy/20 eingesetzt.

Dynamische Spin-Suszeptibilitét

Wir betrachten einen Spinfreiheitsgrad mit Spin S und magnetischem Mo-
ment pu = vS in einem statischen Feld By e, in z-Richtung und untersuchen die
Antwort der Spin-Polarisation (S,); auf ein (adiabatisch eingeschaltetes) oszil-
lierendes Feld B,(t) = e, B; cos(wt) in x-Richtung. Gesucht ist die transversale
Suszeptiblitat

s () = 7OOSH0. 5, s l2) = [dixss e (LoD

und die Antwort der Spinpolarisation (S );.

Losung;:
Der Hamilton-Operator des Gesamtsystems ist:
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mit
H=—~S,By, Hsy=—yBS,cos(wt). (1.53)
Tip: Es ist zweckméBig, anstelle von S, (t) die Zeitabhéngigkeit von Sy (t) mit
Sy = S, £S5, zu untersuchen und dabei die Spin-Vertauschungsregeln [Sw, Sy] =

1hS, usw. zu verwenden.

Fiir S, (t) gilt die Bewegungsgleichung;:

d ?
5. (t) = + [H,5. (1) (1.54)
[S.,54] = [S., Sz +iS,] = (ihS, + hS,) = hS, . (1.55)
Damit J
mit wy = vBy. Losung:
S (t) =e ™S, S_(t)=et™!S_. (1.57)

Daraus erhilt man mit S, = (S, +5_)/2:
Se(t) = %(S+(t) + 5_(t)) = S, cos(wpt) + Sy, sin(wpt) . (1.58)
Fiir die Berechnung der dynamischen Suszeptibilitdt brauchen wir
[S4(t), 52(0)] = —iRS. sin(wot) (1.59)
und damit
Xs.s,:(t) = ©@)(S:) sin(wot) , (1.60)
s = 369 (5= - =) (161

Z+wy z—wg

Hier zeigt sich die Ahnlichkeit zum harmonischen Oszillator: S_ ist ein An-
regungsoperator, der einen Spinumklapp aus der Vorzugsrichtung erzeugt, S
der dazu adjungierte Operator. S, ist eine Kombination aus beiden. Im Unter-
schied zum harmonischen Oszillator ist allerdings der Kommutator [S, (), S, (0)]
ein Operator und keine einfache komlexe Funktion wie beim harmonischen Os-
zillator.

Fiir die Spin-Polarisation erh&lt man nach den allgemeinen Regeln:

1 ' . ' .
(Sp)e = 5731 (e_ZWtXSxSx (w+1id) + 6+MtXstx(—w + 25)) ) (1.62)
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An der Resonaz w = +wy divergiert die lineare Antwort. Auflerhalb der Resonanz
gilt
W
(St =7 B1(S:) ———

e cos(wt) . (1.63)
Die Polarisation folgt dem anregenden Feld. Im Limes w — 0 erhélt man daraus
die statische transversale Suszeptibilitéit, d.h. die Antwort der Spinpolarisation
auf ein kleines Zusatzfeld B; in x-Richtung in Gegenwart eines starken Feldes B
in z-Richtung.

In ahnlicher Weise berechnet man:

Xs,sll) = 3 O) ([S,(1), S.)) = O(1)(S.) coslent) (1.64)
Xs,8.(2) = —%(S; (ijO + Z—1w0> (1.65)

1 ] . iw .
(Sy)r = ) YBi(e " xs,8, (w+i0) + e x5, 5, (—w +1i6)) . (1.66)

Auflerhalb der Resonanz:
w .
(Sy)e = ¥ B1(S:)—5— sin(wt) . (1.67)
Im statischen Limes w — 0 verschwindet hier, wie erwartet, die Polarisation,
aber bei endlichen Frequenzen erhélt man auch eine oszillierende Polarisation
in y-Richtung bei Anregung in x-Richtung. Das liegt an der Spin-Prézession im
statischen Feld.

1.2 Statische isotherme Suszeptibilitit

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir uns mit der Antwort eines Systems
auf eine zeitabhéngige &uflere Storung beschéftigt. Daneben bendtigen wir spéter
auch die Antwort eines Systems auf ein statisches dufleres Feld. Wie wir im Folgen-
den sehen werden, ist diese nicht notwendigerweise dquivalent zur dynamischen
Antwort im Grenzfall w — 0. Daher benétigen wir einen separaten Weg, um die
statische Antwortfunktion zu berechnen.

Wir schreiben die duflere Storung als
H, = —Bh (1.68)
und erhalten fiir den thermischen Erwartungswert einer Observablen A

(A) = Tr (mA) | (1.69)
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wobel

exp(—ﬁ(H _ Bh))

= 1.
Ph 7 ) ( 70)

Zp = Tr (exp{—B(H — Bh)}) . (1.71)

Wir interessieren uns fiir die (isotherme) statische Suszeptibilitdt x% 5, die als

. O(A)
T _
Xap = lim —2. = (1.72)

definiert ist. Um die Ableitung beziiglich des externen Feldes zu berechnen,
miissen wir die Ableitung der Exponentialfunktion in ([LCEJ) bestimmen. Dies
ist nicht trivial fiir den quantenmechanischen Fall, da i.a. [H, B] # 0. Die korrek-
te Reihenentwicklung beziiglich des Storoperators H., erhilt man, indem man

zunachst

B8
— [dAHex [\
o B o) _ ity P (1.73)

schreibt, wobei die Abhéngigkeit eines Operators von A als
C[A] = M e (1.74)

definiert ist, und 7 wiederum ein Zeitordnungsoperator ist, der die , Zeiten“ A\
in den Vielfachintegralen in der Entwicklung von (CZ3)) von links nach rechts in
abfallender Grofle ordnet. Gleichung ([L73) kann am schnellsten durch ableiten
nach 3 bewiesen werden.

Behélt man nur den Term erster Ordnung im Feld,

B
e AUH=BR) ge—ﬂH(lL + /d)\B[A]h) : (1.75)
so findet man
7 B
(A, = 7 <A)+/d>\<B[)\]A)h +0(h?) (1.76)
Zn = Z<1+ﬁh(B>>+O(h2) . (1.77)

Dabei ist Z = Tr (e ?#) und der thermische Erwartungswert (...) wird mit dem

Hamiltonian H des Systems ohne &ufleres Feld gebildet.
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Mit (C76) und (C70) erhdlt man schliefSlich

16}
s = /dA<B[A]A> — B(B)(A) | (1.78)

mit B[\ gemiB Gleichung (7).
Fiir klassische Systeme findet man das einfachere Ergebnisﬁl

vhs = B((BA) = (B)(4)). (1.79)

In diesem Fall féllt die Zeitabhéngigkeit B[A] weg, denn man muf sich nicht
um die Reihenfolge der Groflen in der Entwicklung des statistischen Operators

kiitmmern.

Beispiele:

a) Harmonischer Oszillator im externen Feld.
Wir wollen fiir dieses bereits im Abschnitt [Tl besprochene Beispiel die

statische Antwortfunktion x%_ berechnen.

Behandeln wir das System klassisch, so finden wir mit (C79)

Xow = B(a?) (1.80)

wegen (x) = 0 ohne duferes Feld.

Der thermische Mittelwert 148t sich mittels des Gleichverteilungssatzes der

klassischen statistischen Mechanik fiir die potentielle Energie

m 1
einfach berechnen und man erhalt
1
T
— . 1.82
A (1.82)

Fiir dieses Beispiel kann man die statische Antwortfunktion auch mittels

des Kriftegleichgewichts im dufleren Feld

d
%(%wSxQ . h:c) ~0. (1.83)

!Das Ergebnis gilt ebenfalls, wenn [H, B] = 0.
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bestimmen: Es muf ,
(Thh = — (1.84)

mwg

gelten, und wir miissen nicht einmal mehr den thermischen Erwartungswert

berechnen.

Im quantenmechanischen Fall miissen wir
B
o= [ drali) (1.85)
0
berechnen. Die Abhéngigkeit des Auslenkungsoperators x von A erhélt man
mittels Gleichung (L)) durch formale Ersetzung von ¢ durch —ihA. Damit

ist
2N = 4 /% (bTe’MOA + be’h‘””) (1.86)
und
v (08 — 1) ((bTbT + bib)) — (e70B — 1) ((bbT + bb)) e

2mw?
Die Temperaturabhéngigkeit von der A-Integration wird gerade durch die

Bosefaktoren .

efwo — 1
gekiirzt und wir erhalten wieder das Ergebnis ([L82).

(bTh) = (1.88)

Nichtwechselwirkende Spins im Magnetfeld.
Wir wollen ein System isolierter Spins mit Quantenzahl S betrachten, die

mit einem aufleren Feld der Form
H.,.=-5.h (1.89)

wechselwirken. Wir interessieren uns fiir die Spinpolarisation in Richtung
des dufleren Feldes, d.h. wir miissen

B

s, = [(s.0sar (1.90)

0
berechnen. Wenn h = 0, ist S,[A\] = S, und damit folgt fiir ein isotropes
System wegen (S7) = (S2) = (S7) = (8%)/3
S(S+1)

Xs.s. = B(S2) =B——F—, (1.91)
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also die bekannte Curiesuszeptibilitét.

Fiir die zugehorige dynamische Antwortfunktion erhalten wir andererseits

mit (([CZ5)

7

sl = [ €H([S.0.5.0)]) =0 (1.92)

fiir alle z. Offensichtlich ist die dynamische Suszeptibilitdt im Grenzfall
z — 0 nicht identisch mit der statischen Suszeptibilitdt. Der Grund dafiir
ist, da} die dynamische Variable S, eine Erhaltungsgréfie ist, und daher
kann ein Zustand mit (S,), # 0 im thermischen Gleichgewicht nicht durch
adiabatisches Einschalten eines externen Feldes in z-Richtung erreicht wer-

den.

1.3 Streuquerschnitte und Korrelationsfunktionen

In inelastischen Streuexperimenten mifit man den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt (d?c/d2dhw). Diese Grofie, multipliziert mit AQAAw, ergibt die Anzahl
der Teilchen pro Zeiteinheit, die in den Raumwinkelbereich AQ) mit Energiever-
lust Aw im Intervall Ahw gestreut werden, dividiert durch die Zahl der einfallen-
den Teilchen pro Einheitsfliche und -zeit. In der niedrigsten Ordnung, der ersten
Born’schen Ndherung, kann man diese Grofle iiber Fermis goldene Regel (fiir eine
Ableitung siehe z.B. [22]) zu

2
d*o %’(m

- 2w h?2

2
AQdhw ) > pil(K, f|Hinlk, ) *0(hw — Ey + E;) (1.93)
if

berechnen. Dabei ist H;,; der Wechselwirkungshamiltonian zwischen den gestreu-
ten Teilchen mit Masse m und einem massiven Target, hk, ik’ sind die Impulse
der einfallenden und gestreuten Teilchen (Abb. [[3J), i und f bezeichnen den
Anfangs- (initial) und Endzustand (final) des Targets und p; ist die Wahrschein-
lichkeit fiir einen gegebenen Anfangszustand des Targets. Die J-Funktion sorgt
fiir die Energieerhaltung. Die Vorfaktoren resultieren von der Zustandsdichte pro
Energie der Streuzustinde und von der Anderung der Geschwindigkeit der inela-
stisch gestreuten Teilchen.

Der orbitale Anteil der Wellenfunktion der gestreuten Teilchen kann durch

ebene Wellen ¢/*7 beschrieben werden, so dafl das Ubergangsmatrixelement sich
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Zahler

Target

Abbildung 1.3: Streugeometrie.

als (der EinfluB des Spins wird spéter diskutiert)
(K f|Hin|k, i) = (f|Hine(—q)]) (1.94)
schreiben 148t, wobei
Hin(q) = / e 19T Hy (1) (1.95)

und g = k — k' der Streuwellenvektor ist (s. Abb. [L3).
Wir kénnen weiterhin die explizit auftretenden Energien der Targetzustdnde

und die Besetzungswahrscheinlichkeiten beseitigen [36], indem wir die Darstellung

“+oo
1 1 ot
S — 1w 1
d(hw) hé(w) h dte (1.96)
der é-Funktion und Heisenbergoperatoren
Hin(q,t) = exp (%Ht) Hin(q) exp (—%Ht) (1.97)

einfithren, wobei H der Hamiltonian des Targets ist.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt kann dann ausgedriickt werden als

—+00

d*c K/ m\2 1 A
-7 — [ dte™*(H] (—q, t) Hine(— . 1.
dQdhw ~ k (27rh2> 2m/ ¢ (Hin (=4, ) Hine (=4, 0)) (1.98)

—00

Die weitere Auswertung der Korrelationsfunktion hangt vom Typ der Wechselwir-
kung zwischen Target und Streuteilchen ab. Fiir die Streuung von Neutronen an
nichtmagnetischen Kristallen kann die Wechselwirkung als Summe von Potentia-

len zwischen den gestreuten Neutronen und den Targetkernen an den Positionen
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R;
1nt ZV 'r' - 1 (199)

geschrieben werden. Wegen der Kurzrelchweltlgkelt dieser Wechselwirkung gilt

niherungsweise
27 h?
Vilr — By) = ——a;0(r — R;) (1.100)
wobei die sog. Streuléinge a; auftritt. Damit ergibt sich als Streuquerschnitt
d20' /dtezwtz ajae —iq-R;(t) Zqu(0)> (1 101)
dQdhw k 2rh ' '

Die Streuléngen a; hiangen vom Spin der Targetkerne und dessen Richtung beziig-
lich des Spins der gestreuten Neutronen ab. Fiir nichtmagnetische Kristalle und
unpolarisierte Neutronen sind die Streuldngen verschiedener Kerne unkorreliert

und ihr Erwartungswert kann durch
(aja) = (a®) + 8 ((a®) — (a)?)
= a(zzoh + 5jla12nc (1102)

ausgedriickt werden. Dadurch erhélt man zwei Beitrdge zum Streuquerschnitt,

die als Koharent und Inkoharent bezeichnet werden. Fiir den Koharenten Anteil

findet man P k;' )
9 coh
1.1
dhe T n S@w) (1.103)

mit dem dynamischen Strukturfaktor

+oo
1 A A _
w):_/dtemZ<e—zq~Rj(t>ezq~Rl(0>> ' (1.104)
™
=S jl

Fithrt man die Kerndichte und ihre Fouriertransformierte
=> d(r—R), nlq) = /dr3 e ITp(r) =Y e el (1.105)
l !
ein, kann der dynamische Strukturfaktor auch als
+oo
1

S(qw) = 5 [dte™(n(g,t)n'(q,0))

—+00
1 . : ,
— 2_/dtewt/d?’r/d?’r’e—“l'“‘—"><n(r,t)n(r’,0)) (1.106)
m
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geschrieben werden. Damit haben wir einen Zusammenhang zwischen Streuquer-
schnitt und einer die strukturellen und dynamischen Eigenschaften des Targets

(Atomkerne) beschreibenden Korrelationsfunktion hergestellt.



20

1 Korrelationsfunktionen in der Physik
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2 Systeme identischer Teilchen

2.1 Symmetrien

Der Hamiltonian H eines Systems von NNV identischen (ununterscheidbaren), iiber
eine Paarwechselwirkung V; ; wechselwirkender Teilchen der Masse m in einem

auBleren Potential u; ist durch

N ~2
p; . N .
H =), <% +“(fﬁi)) + > Vi@ — &)

i=1 i>j

N
= D W)+ ) V(i,j)=Hy+V (2.1)
i=1 i>j
gegeben. Dabei bezeichnen p, und &; den Impuls- bzw. Ortsoperator des i-ten
1
Teilchens. Fiir verschwindende Wechselwirkung V' = 0 sind die Produktzustédnde

der normierten Eigenzusténde |e,v) ) zu h(i) Vielteilcheneigenzusténde zu H
le1, visea, vas .o EN UN) = [En 1)) Bl 1)y @ .. B len, un) (- (22)

Die Energie des Zustandes ergibt sich zu }, &, wobei h(i) e, v) ;) = € [e, V), gilt
und v die zusétzlichen Quantenzahlen bezeichnet.

Da die durch Glg. (1)) beschriebenen Teilchen ununterscheidbar sind, hat
der Produktzustand im allgemeinen nicht das fiir Fermionen bzw. Bosonen zu
fordernde Symmetrieverhalten unter Teilchenvertauschung (bzw. “Zustandsver-
tauschung”; siehe unten). Um diesen Aspekt genauer zu beleuchten definieren wir
unitire Permutationsoperatoren P,, mit a = 1,2,..., N! die die N! moglichen
Permutationen der Zustdnde der N Teilchen generieren und sich als Produkte von
Paarvertauschungsoperatoren P ; schreiben lassen. Je nachdem, ob in P, eine ge-
rade oder ungerade Anzahl von Paarvertauschungen vorkommt, bezeichnet man
die Permutation als gerade oder ungerade. Alle erlaubten Vielteilchenzustéinde
von Bosonen sind gerade unter jeder beliebigen Paarvertauschung, wahrend sie
fiir Fermionen ungerade sind. Ausgehend von den P, definieren wir den Symme-

trisierungsoperator

1 N!
a=1

2Wir werden in den Fillen, in denen die Gefahr der Verwechslung besteht, Operatoren mit
einem “Hut” versehen.
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und den Antisymmetrisierungsoperator

A= =S (=1)P, (2.4)

a=1
wobei (—1)P« = 1 fur P, gerade und (—1)P> = —1 fir P, ungerade. Man iiber-
zeugt sich leicht davon, dafl S und A selbstadjungierte Operatoren sind, da die
inverse Permutation P! = P! die gleiche Symmetrie (gerade/ungerade) wie P,
hat. Es gilt

PSS = % i PoPo = % i Por =8 = SP, (2.5)
a'=1 a’=1
und
1 - 1«
Pud = o5 > Po(—1)P Par = (=1 D ()" Py = (~1)P* A= AP, .
" o (2.6)
Durch Summation iiber « ergibt sich aus Glg. (1)
S*=S8 (2.7)

und nach Multiplikation mit (—1)P> und Summation iiber « folgt aus Glg. (EZ6)
A2=A. (2.8)

S und A sind Projektionsoperatoren. Weiterhin ergibt sich aus Glg. (Z.3)

N! N
1 1
AS = 37 D (C1P"PuS = 15 D (F1)S = 0= 54, (2.9)
a=1 a=1

da es sowohl N!/2 gerade wie ungerade Permutationen gibt. S und 4 sind somit
orthogonal zueinander.

Mit Hilfe von A 148t sich nun aus dem Produktzustand Glg. [Z32) ein fiir
Fermionen zuléssiger total antisymmetrischer Zustand erzeugen. Man nutzt dabei
aus, daB fiir jede beliebige Paarvertauschung P, ;, F; ;A = —A gilt. Mit einer noch

zu bestimmenden Normierungskonstanten C, folgt

|k’1,k’2,...,k’N>a - CaA|k’1,k’2,...,]€N>

|k31>(1) |k1>(2) |k1>(N)
= Coger | Moy Wy lizho ) g )

kn)y k) o 1ken)
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wobei k; fiir {&;, 11} steht und |k;) ) den Zustand des i-ten Teilchens bezeichnet.
Man nennt die Determinante in Glg. (I0) auch Slaterdeterminante. Fiir den
resultierenden Zustand gilt wie zu fordern |ky, ko, ..., kn), = — |k2, k1, ..., kn),
und analog fiir jede andere Paarvertauschung. Aufgrund der Antisymmetrie unter
Paarvertauschung kann keiner der Einteilchenzustédnde |k;) doppelt vorkommen
(Pauliprinzip). Die Normierungskonstante ergibt sich aus
1 = ok, ko o kNl Bryko, oo RN,
= |Cul? k1, ko, ... k| ATA Ky, Ko, . Koy
= |Cul® (k1 ko, ... k| A® K1, ko, o)
= |Cul® (k1 ko, .. kx| Alky, Ko, .. k)
|Cal®
N!
zu C, = VNI
Auf dem Unterraum H, des N-Teilchen Hilbertraums H, der nur die total
antisymmetrischen Zustdnde enthalt, gilt die VollstéindigkeitsrelationH
% > fkakay k) ok ke, k| = (2.11)
K1,k kN
Da iiber die ki, ks, ..., ky unabhingig voneinander summiert wird, tritt jeder
Zustand N! mal auf und wir miissen durch N! teilen. Alternativ kann man die
antisymmetrisierten Produktzustinde auch durch so genannte Besetzungszahlen
ausdriicken. Die Vielteilchenzustdnde sind eindeutig dadurch festgelegt, dafl man
die Haufigkeit angibt, mit der jede Quantenzahl auftritt. Fiir Fermionen kann
diese Haufigkeit nur 1 oder 0 sein. Bringen wir die moglichen k in eine belie-
bige, aber feste Reihenfolge, und bezeichnen mit n, die Haufigkeit, mit der die
r-te Quantenzahl gemé&fl dieser Reihen vorkommt, so kénnen wir total antisym-
metrische Zusténde in der Form |{n,.}) = |ng,n1,..., N, ...) angeben. Fiir die

Vollstéandigkeitsrelation ergibt sich in diesen
> Hah =1, (2.12)
{n+};3°, nr=N
wobei das Symbol

2.

{ne}52, ne=N

3Wir gehen hier davon aus, da die Quantenzahlen diskret sind. Wir werden weiter unten
auch den Fall kontinuierlicher Quantenzahlen betrachten.
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fir

Y Y

no=0,1 n1=0,1 nm=0,1

unter der Nebenbedingung ) n, = N steht.
Fiir Bosonen erhélt man aus dem Produktzustand Glg. (£2) einen total sym-

metrischen Zustand aus H, durch Anwenden von S
‘kl,kg,...,k]\[)s = CSS|]€1,]€2,...,]€N> y (213)

da P; ;& = &. Dabei tritt bei Bosonen keine Beschrénkung der Besetzungszahlen

auf. Der Normierungsfaktor ergibt sich zu (sieche Ubungen)

oo —-1/2
C, =VN! (H nﬂ) :
r=0

mit 0! = 1, wobei n, wieder die Haufigkeit des Auftretens der r-ten Quanten-
zahl beziiglich einer festen Ordnung bezeichnet. Der Unterschied zum Resultat
fiir Fermionen kommt dadurch zustande, daf§ Einteilchenzustinde im Falle der
Bosonen mehrfach besetzt sein diirfen. In den Besetzungszahlen n, ergibt sich

die Vollstandigkeitsrelation auf H, zu

> b {n} = 1., (2.14)
{nr 122, nr=N

wobei die Summen fiir die einzelnen n, jetzt von 0 bis N laufen.

Der Grundzustand eines Systems von N wechselwirkungsfreien Bosonen ergibt
sich indem man den niedrigsten Einteilchenzustand N-fach besetzt (hat bereits
die korrekte Symmetrie). Fiir Fermionen besetzt man dagegen die N niedrigsten
Niveaus mit je einem Teilchen und antisymmetrisiert (bildet die Slaterdetermi-
nante). Das hochste besetzte Niveau bezeichnet man als das Ferminiveau, die
zugehorige Einteilchenenergie als die Fermienergie. Es ist wichtig festzustellen,
daB die Antisymmetrisierung (Symmetrisierung) nur dann physikalische Konse-
quenzen (z.B. in quantenmechanischen Erwartungswerten) hat, wenn die Wel-
lenfunktionen der betrachteten Teilchen raumlich {iberlappen. Sind also Teilchen
hinreichend (hdngt vom Problem ab!) weit voneinander entfernt, so kann man auf
die Antisymmetrisierung (Symmetrisierung) verzichten. Die Symmetrieforderung

fithrt dazu, dafl die Frage, welches Teilchen sich in welchem Einteilchenzustand
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innerhalb des Vielteilchenzustandes befindet nicht sinnvoll ist! Nur auf die Fra-
ge, ob sich ein Teilchen in einem bestimmten Einteilchenzustand befindet (fiir
Fermionen) bzw. wieviele Teilchen sich in diesem befinden (fiir Bosonen) gibt es

einen Antwort.

2.2 Zweite Quantisierung

Wir wollen nun eine aus der quantenmechanischen Vielteilchentheorie nicht mehr
wegzudenkende Methode vorstellen das “Symmetriepostulat” elegant in die For-
mulierungen einzubauen — die zweite QuantisierungH Dabei beginnen wir mit
einer ausfiihrlichen Darstellung fiir den Fall der Fermionen und werden die re-
levanten Ergebnisse fiir die Bosonen ohne detaillierte Herleitung weiter unten
angeben.

Fiir eine fest vorgegebene Zahl von Fermionen N findet die physikalische Be-
schreibung im Raum H statt. Wir fithren nun einen neuen Hilbertraum — den
Fockraum F — ein, der sich als direkte Summe aller H((IN), mit N =0,1,2,...

ergibt

F=H%HYoHP o HP .. 0 HM ®.... (2.15)
Der Raum H® wird dabei von einem Zustand |vac) = |0) aufgespannt, den

man als den Vakuumzustand bezeichnet. Der Fockraum enthilt die antisymme-
trischen Zustdnde mit beliebiger Teilchenzahl. Das Skalarprodukt in F ergibt
sich auf natiirliche Weise aus den Skalarprodukten auf den Unterrdumen zu fe-

ster Teilchenzahl, wenn wir zusétzlich
0= a<k1,k2,...,kNl |k'1,k§,...,k§\,2>a (2.16)

fiir N1 # N, definieren. Bilden die |k) ein vollstdndiges Orthonormalsystem auf
HW, so ergibt sich fiir jedes |¢) € F die Zerlegung

6) = |0)(0] ¢>+i k) al 6) + i ot ko) ot ol ) + .

k1 ki1<ko
+ i KBy ) (ke k] 6) e (217)

ki<ko<..<kn

4Der Name hat historische Griinde, auf die wir hier nicht weiter eingehen werden.
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Dabei haben wir unsere Notation auf den Fall verallgemeinert, dafl die mit k
bezeichneten Quantenzahlen sowohl diskret, wie auch kontinuierlich sein kénnen
(sieche die QM I Vorlesung). Da k im allgemeinen fiir mehrere Quantenzahlen
steht (also keine reelle Zahl ist), miissen wir genauer spezifizieren, was wir mit
ki < ko meinen. Dazu legen wir wieder eine (beliebige) feste Reihenfolge der
Einteilchenquantenzahlen k fest. ky < ko heifit dann, dafl k; in dieser Reihenfolge
links von ks steht.

Wir definieren in einem néchsten Schritt Operatoren CL die vom Raum HgN)

zum Raum HELNH) fiihren

k) = c}|0)
|k k1), = cf|k)
ke, ki k), = b [k, ko),

ke, Ky ks k), = b |k ks k),
— (2.18)

und angewandt auf einen total antisymmetrischen Zustand einen ebensolchen er-
geben. Der Erzeugungsoperator CL erzeugt somit einen antisymmetrischen N + 1-
Teilchenzustand der durch die einfach besetzten Einteilchenzustidnde mit Quan-
tenzahlen ki, ko, ..., kx und den besetzten Einteilchenzustand mit & charakteri-

siert ist. Die Existenz von c/,TC werden wir konstruktiv beweisen:

cL = cL]L;

— |o><0|+2 k) (k| + 2 et ko) (s o]

k‘l k:l <k‘2

+ i ey, Ky ko), (et B o] o

ki1<ko<..<kn

= |k><ow+i ey k) (a + 2 ey ks ) (ool

k1 k1<ko
v i [ SUUUY T S Y SOUUUY ' IR

ki<ko<..<kn
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Aus der Antisymmetrie der Zusténde folgt
chel [k ko, kn), = K Kk ke, kN,
= — |k, K ki, ko, ..o kN,
= —clel [k ko, RN,
und damit, da |k, ko, .. ., ky), beliebig ist,
{C;L, CJ]L,} =clel, + el =0, (2.19)
d.h. der Antikommutator {...,...} zweier “Erzeuger” verschwindet. Speziell gilt
(CL)z = 0, was das Pauliprinzip zum Ausdruck bringt.
Aus der expliziten Konstruktion von clz sieht man, dafl der zu cL adjungierte

T _
Operator ¢, = (c,t) , von HN nach HO Y fithrt. Also “vernichtet” cp ein

Teilchen und heifit Vernichtungsoperator. Wir wollen nun berechnen, wie ¢, auf
einen Zustand |k, ko, ..., ky), wirkt. Dazu nehmen wir 0.B.d.A. an, da k; <

ky < ... < kyn gemédf der oben beschriebenen Ordnung gilt:

o Lk ko k) = ) z K, Ky k),

N’=0
ky<kh<..<k',

Xa<kll, ]{Z;, Cee kﬁvl‘ Cr |]{Z1, ]{ZQ, Cee kN>a
_ z <k1,k2,...,kN’cl’ki,ké,...,k&fly}ki,k;,...,kﬁvfﬁa

ki <kh<..<kl_,
2’: ! ! / *
— a<k:1,k:2,...,kN| k7k17k27"'7kN71>a

ki <khi<..<kly_,

B Ky K

Damit das auftretende Skalarprodukt nicht verschwindet, miissen im rechten und
linken Zustand dieselben Einteilchenzustidnde vorkommen. Deshalb mufl £ mit
einem der k; iibereinstimmen und die k; mit den anderen k;. Da sowohl die k; wie
auch die k; der “Grofie” nach sortiert sind, stellt sich nur noch das Problem, wo
sich k relativ zu den k; einordnet. Gilt k£ < £}, so miissen wir keine Vertauschung
vornehmen um & an die “richtige Stelle” zu bringen. Gilt k] < k < &, so miissen
wir eine Vertauschung vornehmen, was ein Minuszeichen produziert. Gilt &k <
k < ki, so ergeben sich zwei Minuszeichen. Diese Systematik 148t sich beliebig

fortfithren. Wir erhalten somit
Ck |k’1, k’g, ceey k:N>a = 5(]{?, k’l) |k’2, ceey k:N>a - 5(k?, k’g) |k’1, k’g, ceey kN)a
+5(k,k3)|k’1,k2,k4...,k’N>a:F... . (220)
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Dabei bezeichnet 0(k, k;) je nach der in k auftretenden Quantenzahl ein Kronecker-
0 oder eine 9-Funktion. Mit Hilfe dieser Relation konnen wir den Antikommutator
zwischen ¢, und C]TC/ berechnen. Dazu betrachten wir
el |k ko k), = e K kKo RN,
= O(k, k') k1, ko, ... kn), — O(k, k1) |K Koy Een),
+0(k, ko) |K' ey, ks, . RN), F - -

und

chep [k ko, o kN, = b [0k, k) Koy .o k), — 0(K, ko) |y, Ks, -, k),
6 (K, ks) [k, ko ka o k), Tl
= 6(k, k) [K ko, k), — Ok Ko) |k K, Kesy o Ry,
6 (K, k) [K ey kg g k), o

Summieren dieser beiden Gleichungen liefert
(ckcg, n c;ck> by, Koy ko), = 60k, K) or, oy - Ko,
und damit die Antivertauschungsrelation
{ck, CL,} = cpel, 4 clen = 6(k, k) (2.21)

Zusammen mit Glg. (ZI9) und der sich aus dieser Gleichung ergebenden Bezie-
hung {cx, v} = 0 sind somit alle Antikommutatorrelationen der Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren bestimmt.

Die Basiszusténde |ky, k2, ..., ky), lassen sich durch wiederholtes Anwenden

der Erzeugungsoperatoren aus dem Vakuumzustand generieren

N
ki, Ko, . k), = cp ek, - ocf |0) = (H c;) 0) . (2.22)
=1

Auf der rechten Seite dieser Gleichung wird die Frage beantwortet, ob ein Zustand
besetzt ist. Die fiir ununterscheidbare Teilchen unphysikalische Frage welches
Elektron in einem spezifischen Zustand ist tritt jedoch nicht auf.

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren haben wir beziiglich einer festen
Basis {|k) } des Einteilchenproblems definiert. Wir héitten natiirlich auch von jeder
anderen Basis {|p)} mit

o) = z k) (| ) = z Qo ) (2.23)

k k
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(t)
k

starten konnen. Um zu zeigen, wie man von den ¢’ zu den zu {|p)} gehorigen

cg ) iibergeht, betrachten wir zunéchst einen speziellen Fall, ndmlich

ci,|o>=\so>=i \k><w>=z (k [¢)l[0) .

k k

Es ist daher plausibel anzunehmen, daf}

=3 tlad . ¢=3 elha. (2.24)

k k

Um diese Relationen zu beweisen, betrachten wir das Matrixelement

<9017§027'--7Q0N—1 Cgo_i <§0|k>ck k17k27"'7kN>

k a
= a<S0790178027"'780N71 |k17k27"'7k]\7>a

- [<90 |k1> a<80179027"'790N*1 |k27k37"'7k]\7>a

— (@ | k2) (o102, on-1 | ki ks, ... kN),
L]

Das Skalarprodukt (¢, ¢1, 92, ..., on-1 | k1, k2,. .., kn), kann durch eine Deter-
minante ausgedriickt werden (siche Glg. (2I0)). Entwickelt man diese nach der
ersten Spalte, so ergibt sich exakt der Ausdruck in [...], so dafl das Matrixelement
verschwindet. Damit sind die Relationen Glg. (224]) bewiesen.

Sehr oft treten die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beziiglich der
Einteilchenbasis aus Orts- und Spineigenzusténden {|x, o)} auf. Diese bezeichnet
man fiir den Fall von Kontinuumsmodellen (wir werden spéter auch Modelle be-
trachten, die so vereinfacht sind, dafl die Fermionen auf diskreten “Gitterplédtzen”
lokalisiert sind) auch als Feldoperatoren und schreibt @Z)S)(m) Fiir sie gelten die

Antivertauschungsrelationen

{to@), 0l @)} = dumil@—a!)
[t(@) Vo(@)} = 0
{vl@. el @)} = 0. (2.25)

Wir wollen nun Observable des Systems von N identischen Fermionen (de-

finiert auf H((IN)) auf den Fockraum erweitern und durch die Erzeugungs- und
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Vernichtungsoperatoren ausdriicken. Dazu ist es wichtig festzustellen, daf jede
solche Observable O (definiert auf HC(LN)) aufgrund der Ununterscheidbarkeit der
Teilchen symmetrisch unter Vertauschung eines beliebigen Paares von Teilchen-
nummern ist. Damit folgt [O,.A] = 0. Somit ergibt sich fiir jeden beliebigen
Zustand |¢) aus HY

1
06) = i O ki, kg o (ki Koy ] )
k1,k2,.... kN
Vv N!
- NI i OAlky, kg, ... kn) (ks ko, k| @)
k1,k2,... kN

i AO [kykay oo k) (KoK k| 6)  (2.26)

k1 ko,....kNn

so daf} es reicht, die Wirkung von O auf den Produktzustand |ky, ko, ..., ky) zu

kennen.

Beginnen wir die Diskussion mit dem Fall, dal O ein Einteilchenoperator
O =", 0(i) ist, wobei o(i) nur auf die “Koordinaten” des i-ten Teilchens wirkt.
Es gilt dann

(i) |k) ) = i W) (oK) |

k/

mit o = o(1). Letzteres gilt, da alle o(7) identische Form haben. Zusétzlich haben
wir im Matrixelement (k’|o|k) an den Zustdnden den Teilchenindes i wegge-
lassen, da er keine Rolle mehr spielt. Wenden wir das gerade gelernte auf den

Produktzustand an, so ergibt sich

N
O|/{?1,l{72,...,]€]\[> = ZO |]{Z1,]{Z2,...,]€N>

i=1

N
= Zz |k |k17k27~~~>ki—1>k3>k3i+1a---kN>'
k

=1
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Eingesetzt in Glg. (Z20) folgt

Ole) = z AO [k Koy o) (s Koo )

k1 ko,....kn

w L XY
Ey— l{?| |]{Z A‘]{Zl, Z 1,]€ kl+17---kN> a<l€1,...,/€N|¢>
7 ;

.....

_ i i Rl 0 k) 1K1y st K Kt oo ) (Rt B )

-----

N
1 %
:NZ <k|0|kl>m2 (—1) Ck‘kla---akiflaki+17---kN>a

i=1 : Lyekim1,Kig 1, kN

X a<k17 ey ki*h ki+1, ceey kN‘ (-1)ZC]€Z (b)

woraus sich unter Ausnutzen der Vollstéindigkeitsrelation in HN Y fiir jedes feste
i=1,2,...,N

0l6) = 3 tkloW) clew o)
k&
also
0= i (k| 0| ¢l (2.27)
k&
fiir die Wirkung von O auf dem Fockraum F ergibt.

Betrachten wir dazu einige wichtige Beispiele:

a) Kinetische Energie (Kontinuum, periodische Randbedingungen):
Es gilt auf HN

2

i :

und damit auf F
p2 1
T=) 57 Cpopo
o p

da (p',d'|p|p”,0") = 6pror P’ dp . wenn |p, o) die Einteilchenzustinde

in der Impuls-Spin-Darstellung bezeichnet.
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b) Teilchendichte:
Aus
N
pla) = oz — &)
i=1

auf H ergibt sich
pl@) = vi(@), ()

auf F, da (2, 0’| 0(x — &) |x",0") = dp ond(x' — 2")d(x — ') in der Orts-

Spin-Darstellung.

Einteilchenanteil des Hamiltonian Hy = ), h(i):
Fiir diesen gilt auf HN)

N ~2
D; -
=1

Nutzen wir aus, da3 (', 0’| p|x”,0") = —ihdy oV zd(x' — "), so folgt
auf F

= [ e i@) (v +ul@) ) ale). @29

Eleganter schreibt man H, in der Basis {|k)} von Eigenzustédnden zu h (die

k seien diskret) als

_ T
Hy = E ERCLCEL = ExNE
k k

mit dem Besetzungszahloperator n, = chk. Geméaf der Definition der
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren gilt ny, |k, ..., kn), = |k1, ..., kn),

falls der Einteilchenzustand mit Quantenzahl k (einfach) besetzt ist und

ny |k, ..., kn), = 0 sonst, was den Namen des Operators rechtfertigt.

Betrachten wir in einem néchsten Schritt Paarwechselwirkungen der Form

1 N
V=352 VG.J)
1,3721
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auf HSY). Ein wichtiges Beispiel im Falle von Teilchen mit Ladung @) ist die

Coulombwechselwirkung
N

1 Q?
VZ:ou =35 N N .
! 2 Z |ml — $j|
i,7=1
i#]
In einer Ubungsaufgabe werden wir zeigen, daf

1 o
V= 3 E Uky ki ks a Chy Choy Chia Chi
k1,k2,k3,kq

Mit Vi, ko koks = (K1, k2| V(1,2) |ks, kg) auf F gilt. In der Orts-Spin-Darstellung
ergibt sich

Veou = Z /d:p1 /d932 |@/) (@1)9h, (€2) 0, (B2) 0o, (1) .

Geschrieben in der Basis von Eigenzustianden {|k)} zu h (die k seien diskret)
ergibt sich H = Hy+V zu

=Y el 1 P
H = ELCLCE + 5 Ukl,k27k3,k4cklck26k4ck3 .
k k1,k2,k3,ka

Nachdem wir den Fall der Fermionen ausfiihrlich diskutiert haben, wollen wir
nun die wichtigsten Resultate der zweiten Quantisierung fiir Bosonen zusammen-
stellen, wobei wir speziell auf die Unterschiede zwischen der Konstruktion fiir
Fermionen und Bosonen eingehen werden. Analog zum Fockraum definieren wir

den Raum
B=HO%oHYoHP oHPa..oH ea....

Das Skalarprodukt auf den H™ 148t sich wie fiir Fermionen auf B erweitern.
Verwenden wir Glg. (1)), so ergibt sich fiir die Vollstdndigkeitsrelation auf B

(geschrieben in total symmetrischen Besetzungszahlzustéinden)

o0 oo o0
Z Z Z coney e,y ) (R, e g, = 1

n0=0n1=0 nm=0
Die Nebenbedingung ) n, = N aus Glg. [ZI4) entfillt auf B. Die Zusténde
|ng, n1, ..., ny,...) mit Teilchenzahl N = )" n, konnen gema8
1 1/2
m0s 5P ) = (Nlnolnll nm')
XZP |l<;0,... koo ki, oooikty s K
—_—— —_———

no- mal ni-mal Nym-mal
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geschrieben werden. Dabei bezeichnet ky die erste “Quantenzahl”, k; die zweite,
usw. in der von uns vorgegebenen Ordnung. Wegen des komplizierten Normie-
rungsfaktors der Besetzungszahlzustdnde miissen solche Faktoren auch bei der
Definition von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beriicksichtigt werden
— was sie bereits von den Auf- und Absteigeoperatoren des harmonischen Os-
zillators kennen. Im Gegensatz zu unser bisherigen Notation unterscheiden wir
im Folgenden nicht mehr zwischen der Quantenzahl k und der Position dieser
Quantenzahl beziiglich unserer festen Ordnung, d.h. wir identifizieren k£ mit der
Position (also von nun an k£ =0, 1,2,...). Wir betrachten einen Operator by, der

die Besetzungszahl des k-ten Niveaus um eins erniedrigt
bi |no, na, ..oy Nk, ..y = c(ng) [no,na, .o — 1,000

Wir wéhlen die Normierungskonstante c(ny) so, dal der Operator ny = bzbk bei

Anwenden auf |ng,nq,...,ng,...) die Besetzungszahl liefert, d.h.
Tk |10y My e oy Mgy e o) = Mg |0, My e e ey My e )
Damit ergibt sich
\c(nk)|2 = (ng, N1,y Mgy - - | Z)Lbk |0, Ny ey gy o) = Ty

also c¢(ng) = /ng. Ist das k-te Niveau in |ng,nq,...,ng,...) unbesetzt, gilt al-
so ni = 0, so folgt automatisch by |ng,n1,...,nk,...) = 0 (siche harmonischer
Oszillator). Unter Ausnutzen der Vollstandigkeitsrelation auf B zeigt man damit

leicht, daf fiir den zu by adjungierten Operator

bz|n0,n1,...,nk,...> =vng+ 1|ng,ny,...,np+1,...)

gilt (siche harmonischer Oszillator). Die total symmterischen Besetzungszahl-

zustéande lassen sich geméaf

1 VA
|n0’n1"“’nk"”>:(nolnll nm') H<bk> 2

i}

aus dem Vakuumzustand erzeugen. Fiir die Kommutatorrelationen erhélt man

wie im Fall des harmonischen Oszillators
[bk,bg,] — S(k, k)
b, br] = 0
phol] = 0.
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Fiir eine Basiswechsel der zugrundeliegenden Einteilchenbasis gelten dieselben
Regeln wie fiir Fermionen. Gleiches gilt fiir das Erweitern von Operatoren auf B
und Ausdriicken durch b und b' (siehe Ubungen)ﬁ

°Bei der Herleitung mufl man wieder Faktoren nj beriicksichtigen, die sich am Ende aber
wegheben.
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3 Formale Eigenschaften Greenscher Funktio-
nen und allgemeine Zusammenhinge

Nachdem in Kapitel [l erlautert wurde, welche Rolle Greensche Funktionen in
der Vielteilchentheorie spielen, stellt sich natiirlich die Frage, ob und wie man
diese Wundergroflen nun eigentlich ausrechnen kann. Zunéchst garantiert einem
die Definition einer Gréfle ja noch nicht automatisch deren Berechenbarkeit, ja
nicht einmal ihre Existenz. Aulerdem ist die Berechnung einer beliebigen Green-
schen Funktion fiir ein vorgegebenes System mit Hamiltonoperator H dasselbe
wie die Diagonalisierung des Hamiltonoperators. Der wesentliche Punkt ist, dafl
die Greensche Funktion eines Operatorpaares A, B nur bestimmte, durch die
Eigenschaften der Operatoren festgelegte Teile des Spektrums von H ., mifit“,
z.B. Einteilchenanregungen mit einem bestimmten Impuls. Diese Vereinfachung
ermoglicht es in der Tat vielfach, Greensche Funktionen auszurechnen, bzw. zu-
mindest physikalisch und mathematisch wohlbegriindete Naherungen aufzustel-
len. Bevor wir uns mit der storungstheoretischen Berechnung von Greenschen
Funktionen beschéftigen, sollen einige wichtige, immer wieder gebrauchte forma-
le Eigenschaften Greenscher Funktionen behandelt werden. Aulerdem wollen wir
ein paar Beispiele fiir Greensche Funktionen bringen. Ab diesem Kapitel wer-
den wir Einheiten verwenden, in denen h nicht explizit vorkommt, d.h. Frequenz,

reziproke Zeit und Energie haben dieselbe Dimension.

3.1 Bewegungsgleichungen

Wir betrachten ein System, dessen Zeitabhéngigkeit und statistischer Operator
durch eine nicht néher spezifizierten zeitunabhédngigen Hamiltonoperator H ge-
geben sei. Fiir zwei beliebige in dem System definierte Operatoren A, B ist die

retardierte Greensche Funktion definiert durch
Gap(t) = (A, B)), := —iO(t) ([A(t), B(0)]), (3.1)

wobei der Antikommutator zu nehmen ist, wenn es sich bei A, B um Fermion-
Erzeugungs- oder Vernichtungsoperatoren handelt, der Kommutator in allen an-
deren Féllen (diese Definition wird sich spéter als zweckmiflig erweisen). (...)

bedeutet einen thermischen Erwartungswert gebildet mit H. Die Zeitabhingig-
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keit der Operatoren ist gegeben durch
A(t) = et Ao ! (3.2)

Ab hier lassen wir die Faktoren A weg, um Schreibarbeit zu sparen, und da es
keine einheitliche Definition gibt. In wichtigen Fallen fiigen wir sie im Endergebnis
wieder ein. Im Allgmeinen erhélt man die richtige physikalische Antwortfunktion,
wenn man die Energien F durch E/h ersetzt, und das Ergebnis durch £ dividiert.

Bildet man die Zeitableitung der Greenschen Funktion, dann erhélt man:

%«A, B)), = —iO(t){[A(1), B(0))x) — id(t)([A(t), B(0)]) (3.3)
= (A, B)): — id(t)([A(1), B(0)))

Wenden wir hierauf die Laplace-Transformation an:

oo

Gap(z) = (A, BY, = / dte*t (A, BY), Smz >0, (3.4)

0

so erhalten wir mit einer partiellen IntegrationH

/dtem@«fl, B):y = —{(A, B))j—o+ —zz/dtem (3.5)
0 0

= —iz((A, B)). +i{[A, B],)
und daraus schlieBliChH:

mit LA := [H, A] (“Liouville-Operator”).

Aus der berechneten Laplace-Transformierten erhélt man die zeitabhéngige

Greensche Funktion durch die Laplace-Riicktransformation:

. +oo+ib
Gap(t) = o / dze "'G 4p(2) (3.7)
—00+id

6Wegen der Stufenfunktion in der Definition ([BI) ist die untere Grenze als 611{1%) zu lesen;

daher tragt auch die §-Funktion auf der rechten Seite nicht bei!
TAufgrund von ([A(t), Bl+) = ([A, B(—t)]+) kann man die Zeitentwicklung auch auf B
anwenden. Die Bewegungsgleichung lautet dann z{(A, B)), — (A, LB)), = ([A, B]1).
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oder
—+o0

Gag(t) = % / dwe ™ WT G p(w +id) . (3.8)

Die Bewegungsgleichung fiir die Greensche Funktion (A, B)), ist eine exakte
Beziehung und hat — wie in solchen Féllen {iblich — den Schénheitsfehler, daf sie
bei der Berechnung meist nicht weiterhilft, da sie im Allgemeinen auf neue kom-
pliziertere Greensche Funktion fithrt. In einigen im folgenden zu besprechenden
Spezialfdllen von nicht wechselwirkenden Teilchen lassen sich diese Bewegungs-
gleichungen direkt auswerten. In anderen Féllen lassen sich durch Faktorisierung
Néherungslosungen aufstellen. In den meisten Féllen sind jedoch die im néchsten

Kapitel zu besprechenden stérungstheoretischen Verfahren praktischer.

Ein einfaches Beispiele: Freie Elektronen

Hier lautet der Hamiltonoperator:
H = Z €L cLackU (3.9)
ko

Da der statistische Operator im groflkanonischen Ensemble mit dem Operator
K = H — uN gebildet wird, ist es auch zweckméfig, die Zeitabhingigkeit der

Fermioperatoren mit K zu definieren, d.h.

Cro(t) = el cp e K (3.10)
mit
K = Z(ek — 1) chcro - (3.11)
ko

Wir wollen die Einteilchen-Greensche Funktion berechnen:
Gk, K, z) = (chor cly )2 (3.12)
Dazu brauchen wir den Antikommutator:
[Chos ]+ = Okt oo (3.13)
und den Kommutator

Ly = [K, |- = —(€ — 1) Cho - (3.14)
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Fiir die Bewegungsgleichung erhalten wir damit:

z<<ck0'7 CLIJ/ >>z - <€k: - lu) <<Ck:07 CJ]LIJ/ >>z = 5k,k/5¢7,¢7/ (315>

und daraus das Ergebnis:

01 1005 o

T k,k'Yo,0
oy Cpt 1 /]2 — . 3.16
(onrscl) = e (3.16)

Zur Berechnung der Laplace-Riicktransformation
17 Bt

T/ - d —z(w-i—zé)t kyk/ 070/ 317
(onrsclog e = 5o [ dwemiort—ZRESE - (3a7)

kénnen wir das Integral durch einen Kreisbogen im Unendlichen schliefen und
dann den Residuensatz anwenden. Damit der Kreisbogen keinen Beitrag liefert,

mufl man fiir ¢ < 0 in der oberen Halbebene schlieflen, fiir ¢ > 0 in der unteren

Halbebene (Abb. Bl). Das Ergebnis ist

reelle Achse

Abbildung 3.1: Integrationsweq zur Berechnung der retardierten Green-
schen Funktion.

(Chos e = —1O(t) O g0 re ™ (BTHE (3.18)
Dieses Ergebnis hdtte man auch direkt im Zeitraum mit
Cro(t) = ePlep e Bt = Cpoe BT (3.19)

erhalten.

Bemerkung: Fiir ein wechselwirkendes Elektronensystem gilt exakt:

Ck:a(t) — ez‘KtckJe—iKt — eiutethckUe—th (320)
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solange der Teilchenzahloperator N mit H vertauscht. Das heifit, der Gebrauch
des groflkanonischen Operators verursacht einfach eine Energieverschiebung um u
im Einteilchen- Anregungsspektrum der Greenschen Funktion auch fiir ein wech-

selwirkendes Elektronensystem.

3.2 Spektraldarstellung und Dissipations-Fluktuations-The-
orem

Im Folgenden sollen einige grundlegende Eigenschaften von Greenschen Funktio-
nen diskutiert werden: zunédchst die sogenannte Spektraldarstellung, nach der sich
die Laplacetransformierte der Greenschen Funktion als analytische Funktion in je-
weils einer Halbebene darstellt, dann das Dissipations-Fluktuations-Theorem, das
eine Zusammenhang zwischen Antwortfunktion und Korrelationsfunktion her-
stellt, und schliellich die Kramers-Kronig-Relationen, die sich ebenfalls aus den
analytischen Eigenschaften der Greenschen Funktionen ergeben und einen Zu-

sammenhang zwischen Real- und Imaginérteil darstellent.

a) Spektraldarstellung

Wir starten von der Definition der retardierten Greenschen Funktion
Gag(t) = —iO(t)([A(?), B) (3.21)

mit € = +1 falls A und B fermionische Erzeuger bzw. Vernichter sind, e = —1

sonst. Wir definieren zwei Korrelationsfunktionen
Cap(t) = (A(t)B) (3.22)

Cip(t) = (BA(1)) (3.23)

und ihre Fourier-Transformierten:

o0

Cip (W)= /dtei“’t Cri (). (3.24)

—00

Damit 148t sich die Greensche Funktion schreiben als

Gap(t) = —iO(t)(C7p(t) + eChp(t) . (3.25)

8Eine ausfiihrlichere Diskussion dieser Themen findet sich z.B. in Referenz [23.
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und fiir ihre Laplace-Transformierte erhédlt man:

Gap(z) = / dt ™" G op(t) (3.26)
0
= —i [ dte™ d—we’m(C> (w) + eCip(w)) (3.27)
27T AB AB ° :
0 —o0

Nach Ausfiihrung der Zeit-Integration erhalt man:

[e.e]

Can(z) = / dwp;‘%(z) (3.28)
mit
pan(@) = 5-(Cip(w) + Cinlw)). (329)

So etwas nennt man eine Spektraldarstellung und die Grofie pap(w) heifit
Spektralfunktion. Aus dieser Form ergibt sich eine Darstellung der Greenschen
Funktion als analytische Funktion in der oberen (3mz > 0), bzw. der unteren
(Smz < 0) komplexen Halbebene. Die Spektralfunktion ergibt sich hierbei als

Sprungfunktion der Greenschen Funktion an der reellen Achse:

pan(w) = —%«;AB(Q} +i0) — Gaplw — i6)) = —%G;@B(w) o (3.30)

Unter bestimmten Voraussetzungen, die wir demnéchst diskutieren werden, ist

die Sprungfunktion G’)z(w) eine reelle Funktion.

b) Dissipations-Fluktuations-Theorem

Nun zeigen wir folgenden wichtigen Zusammenhang zwischen der Korrelati-

onsfunktion und der Spektralfunktion der Greenschen Funktion:

o0

“ws) -~ [

—00

dv ;. Ghp(w)
— e Wt A2 3.31
s ¢ 1+ee b ( )

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafl gilt:

Cip(w) = e Cipw). (3.32)
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Dazu verwenden wir eine spektrale Zerlegung der zeitlichen Entwicklung des

Heisenberg-Operators nach einem vollstandigen Funktionensystem von H:

Cialt) = (¢ Ae™H1B)
= Y puAum B Pt (3.33)

nm

Fiir die Fourier-Transformierte erhalten wir dann:

nm

fiir die andere Funktion entsprechend:

Cip(@) = D Bun Anm276(w + Ep — Ep) . (3.35)

nm

Setzt man fiir das Verhaltnis der Boltzmann-Faktoren ein:

P = e O Em=Enyy (3.36)

dann erhélt man unter Verwendung der §-Funktion die Behauptung.

Aus der Spektraldarstellung erhélt man fiir die Spektralfunktion G’ 5z(w) der

Greenschen Funktion (Lehmann-Darstellung):

p(W) = =T Y PuAumBund(w + B, — Ep)(1 4 ee™™) (3.37)
Daraus folgen sofort zwei niitzliche Relationen:
1. GYp(—w) = eG4 (w), bzw. Gap(—2z) = —eGpa(z). Dies zeigt man, indem
man die Summationsindizes in der Spektralfunktion umbenennt.
2. Fiir A = BT ist G} 5(w) ist eine reelle Funktion und gleich dem Imaginirteil
SmG ap(w+id) der Greenschen Funktion. Insbesondere folgt daraus fiir den wich-

tigen Spezialfall B = A hermitesch: G”) ,(—w) = —G"} 4(w) reell und ungerade.

Aus der Riicktransformation der Funktion C'z(w) erhilt man die wichtige

Beziehung zwischen Korrelationsfunktion und Spektralfunktion:

[e o]

“ws) -~ [

—00

dw ;. G'g(w)
—e W2 L 3.38
T ¢ 1+ ee B ( )
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Ist die Greensche Funktion eine Antwort-Funktion mit B = AT, x a4t = —Gaat,
dann gilt fiir t = 0:
[ dw Xy ()
AAYYy = [ = 2AATTL 3.39
( ) / m 14 ee P ( )

Dies ist das sogenannte Dissipations-Fluktuations-Theorem, das die thermischen
Fluktuationen einer Variablen A mit der Spektralfunktion y”(w) verbindet, die

etwas mit der Energieabsorption durch eine &uflere Storung zu tun hat.

c¢) Kramers-Kronig-Relationen:

Die Kramers-Kronig-Relationen stellen einen Zusammenhang zwischen Real-
teil und Imaginérteil der Greenschen Funktion her. Etwas allgemeiner gilt: Defi-

niert man eine Funktion G'(w) durch

1 it GI/(wl)
! =——P [ do——2 A4
Gw) = 1P [T (3.40)
dann gilt umgekehrt:
17 G'(W)
g =—P [ dv'——= ; A1
6'(w) =P [T (3.41)

hierbei ist P [ das Hauptwertintegral.
Der Beweis geht folgendermafien: Zunéchst ist nach der Spektralzerlegung

s 14 /
OO " /
_ _lp/dw'G (“’3 +iG" (w)
T

w—w

—00

= G'(w) +iG"(w). (3.42)

Andererseits a8t sich G(z) fiir Smz > 0 auch folgendermaflen als Cauchy-Integral

Glz) = —— / PRI (3.43)

2mi 2 —z’

darstellen:

c
wobei C einen Weg entlang der reellen Achse beschreibt, der durch eine Halbkreis

in der oberen Halbebene geschlossen wird und natiirlich z umschlieit (dhnlich wie
in Abb. Bl). Verschiebt man den Halbkreis ins Unendliche, dann gibt er keinen



3.2 Spektraldarstellung und Dissipations-Fluktuations-Theorem 45

Beitrag zum Integral, da die Greensche Funktion sich fiir |z| — oo mindestens wie
271 verhilt (das kann man aus der Bewegungsgleichung herleiten). Dann erhélt

man:

1[G +id)
= — [ d/——= A4
G(z) 2me / R (3:44)
Verwendet man wiederum
L _p 1 imsw—w) (3.45)
W—w—1i0 W —w molw mw '
dann findet man
| 1[G i) 1 |
=——P == 4 4
Gl +ib) = 5 / Ao = 4 G+ ) (3.46)

woraus mit G(w +i0) = G'(w) + iG"(w), auf der linken und rechten Seite einge-
setzt, die Behauptung folgt.

d) Energieabsorption

Hier wollen wir noch kurz den Zusammenhang zwischen dem Imaginérteil der
Suszeptibilitdt und der durch eine dufleren Storung verursachten Energieabsorp-
tion erlautern.

Wir betrachten ein System beschrieben durch den Hamilton-Operator H, an-
getrieben durch ein dufleres Feld iiber den Kopplungsterm W, = —Bf(t), wobei
B eine Observable des Systems sei.

Die aus dem dufleren Feld aufgenommene Leistung ist

d -

P =—(H) (3.47)

mit H, = H + W,. Wir miissen nun die Zeitableitung des thermischen Erwar-
tungswertes eines Operators bilden, der selbst von der Zeit abhéingt. Hierfiir gilt

allgemein:
d , 0A;
Gl =i ad+ (5. (3.49

in diesem Fall:

%(Fm =i ([, 1)) + <%> = _<B>t§_]; = P. (3.49)
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Hierbei wurde die Berechnung der Leistung auf die Berechnung des Erwartungs-
wertes der Observablen (in Gegenwart der Storung) zuriickgefiihrt, an die die
auBere Storung ankoppelt.

Zur Berechnung kénnen wir solange die Storung “schwach” ist, die Lineare

Antworttheorie verwenden:

(Bl=B)+ [ dt xaslt— 1) 110) (3.50)
damit .
Py = -T2 () + [ at st -0 1) (3.51)

Uns interessiert der zeitliche Mittelwert der Leistung fiir eine Stérung durch
ein Wechselfeld mit .
f(t) = ife‘;t(e’m +e™t) | (3.52)

Der zeitlich gemittelte Beitrag des ersten Terms (B)df/dt in Glg. (BXl) ver-
schwindet. Wir benétigen daher nur 6(B); welches durch

§(B), = g(eithBB (w+i6) + e“'xpp(—w +i6)) (3.53)

gegeben ist. Zusétzlich gilt

%(tt) = %f(—iwem + qwe™") . (3.54)

Fiir den zeitlichen Mittelwert erhalten wir dann

2

P = —fz[inBB(ijié)—inBB(—w+i5)]

=~ wlssW) +ixppw) — iwXpp(—w) +ixps(-w))] - (3.55)

Unter Ausniitzung der Symmetrierelationen fiir Antwort-Funktionen hermite-
scher Variabler erhalten wir dann fiir die mittlere absorbierte Leistung bei der

Frequenz w
2
P= wang(w) (3.56)

oder

P = wxpp(w)f*(t). (3.57)
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3.3 Thermodynamische Greensche Funktion

Neben der bisher diskutierten retardierten Greenschen Funktion erweist es sich
als giinstig, eine weitere Definition einer Greenschen Funktion einzufiihren: die
thermodynamische Greensche Funktion. Diese Funktion erlaubt eine besonders
einfache storungstheoretische Berechnung mit Hilfe von Feynman-Graphen. Auch
wenn diese Greensche Funktion keine direkte physikalische Interpretation erlaubt,
1Bt sich daraus jedoch leicht die physikalische retardierte Greensche Funktion
berechnen.

Wir definieren:

—(A[r]B) fiir T >0
= —(TA|7T|B) = 3.58
Gap(T) (TA[7]B) {:F<BA[T]> fiir 7 < 0 (3.58)
mit einem Heisenberg-Operator fiir quasi-imaginére Zeiten
Alr] = e Ae ™. (3.59)

Diese Greensche Funktion wird im Intervall —(3 < 7 < [ definiert. Das obe-
re Vorzeichen gilt fiir Bose-Operatoren und fiir Reponse-Funktionen, das unte-
re Vorzeichen mit Vorzeichenwechsel des Zeitordnungsoperators 7 gilt nur fiir
Fermi-Operatoren. Der Vorteil dieser Greensche Funktion liegt darin, dafl die
Zeitvariable 7 dhnlich wie die reziproke Temperatur [ im statistischen Operator

e P der in der Definition des thermischen Erwartungswertes steckt, behandelt

wird.
Wegen
(A[T + 5]B) = (BA[1]) (3.60)
gilt fir - <7 <0:
Gap(T+ ) = £Gap(T). (3.61)

Dies beweist man leicht durch zyklische Permutation der Operatoren unter der

Spur:
1 1
(Alr+0]B) = - Tr(e el 9 4o (471 B) = —Ty(e B Ae~™™) . (3.62)

Zu dieser im Intervall —(3 < 7 < [ definierten periodischen Funktion fiihrt

man die Fourier-Transformation ein:

B
1 )
QAB(iwn) = é/dre“"”gAB(T) (363)
—p
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mit den Matsubara-Frequenzen w, = nr/3. Wegen der Symmetrie der Green-
schen Funktion (BBl zwischen positiven und negativen Werten fiir 5 kann man

auch schreiben:

B
G itwn) = / A7 G a5 (7) (3.64)
0

mit w,, = 2nm /[ fir Greensche Funktionen ohne Vorzeichen-Wechsel in 7 (Ant-
wort-Funktionen und Bose-Operatoren) und w,, = (2n + 1)7/3 bei Vorzeichen-
wechsel (Fermi-Operatoren).

Die Umkehrung lautet dann:
1 ‘ »
Gap(7) = 3 D e Gupliw,) . (3.65)

Die Verbindung zu der frither definierten retardierten Greenschen Funktion

G ap(z) wird durch folgende Beziehung geliefert:

Gap(z =iw,) = Gapliw,) , (3.66)

d.h. die Werte der retardierten Greenschen Funktion im Frequenzraum fiir Fre-
quenzen auf der imagindren Achse bei z = iw, sind identisch mit den Fourier-
Komponenten der thermodynamischen Greenschen Funktion. Das bedeutet, die
retardierte Greensche Funktion fiir Frequenzen auf der reellen Achse ergibt sich
aus der analytischen Fortsetzung der thermodynamischen Greenschen Funktion.
Diese analytische Fortsetzung stellt kein Problem dar, solange die thermodyna-
mische Greensche Funktion durch analytische Ausdriicke gegeben ist (wir werden
Beispiele kennenlernen). Falls die Werte nur numerisch bekannt sind, z.B. durch
numerische Integration oder durch Quanten-Monte-Carlo berechnet, dann stellt
die analytische Fortsetzung ein schwieriges numerisches Problem dar.

Der Beweis der Beziehung (B.60) folgt aus der Identitéat der Spektralfunktion
fiir die beiden Funktionen. Durch Einsetzen von Eigenzustinden zu H erhilt

man:

nm

B
gAB(iws) = _/dTeinTanAntmneT(EnEm)
0

+ef(Bn=Em) 1
iw, + B, — E,,

nm
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Hierbei wurde die Beziehung ¢™*? = +1 verwendet.

Das Ergebnis 148t sich auch schreiben als

[ pas@)
Gapliws) = /dwm (3.68)
mit
pas(@) =Y PuAum B (1 F e ™)o(w + E, — Ey,). (3.69)

Dies ist die gleiche Spektralfunktion, wie wir sie fiir die retardierte Greensche
Funktion gefunden haben. Insbesondere gilt der Zusammenhang mit der Sprung-

funktion: )
pap(w) = —;G'AB(W) : (3.70)

Im Folgenden werden wir im Frequenzraum keinen Notations-Unterschied zwi-
schen der thermodynamischen Greenschen Funktion und der retardierten Green-

schen Funktion mehr machen, d.h. wir schreiben:
Gap(iw,) = Gap(iwy,) . (3.71)
Im Zeitraum notieren wir die thermodynamische Greensche Funktion als
Gap(T) = Gap(T) (3.72)

und deuten durch den griechischen Buchstaben fiir die Variable 7 die thermodynami-

sche Greensche Funktion an.

Beispiel: Freie Elektronen

K =H—uN =2 (e = p)c}, ¢y, (3.73)
ko
G(ko,7) = (¢}, (T)cl,), 7>0. (3.74)
Mit,
Cho(T) = e~ (W7 (3.75)
findet man wegen exp(iw,3) = —1 fiir ungerade Matsubara-Frequenzen fiir die

Fourier-Transformierte:

) e_ﬂ(gk_ﬂ/) _|_ 1
G(ko,iwy,) = m@kocld : (3.76)
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Andererseits kennen wir von frither das Ergebnis fiir die Laplace-Transformierte

der retardierten Greenschen Funktion:

1
Gko,z =iw,) = ————. (3.77)
W, — €+ 1
Daraus ergibt sich durch Vergleich:
R S 3.78
<Ckgcko> - e*ﬁ(ekfﬂ) +1 : ( : )

Natiirlich kann man den Erwartungswert fiir freie Elektronen auch direkt berech-
nen. Einen niitzlichen Trick dazu werden wir beim Wickschen Theorem kennen-

lernen.

3.4 Poissonsche Summenformel

Wir werden im néchsten Kapitel eine Stérungstheorie fiir die thermodynamische
Greensche Funktion entwicklen. Bei deren expliziter Auswertung miissen wir oft
Summen iiber Matsubara-Frequenzen der Form % >, F(iw,) ausrechnen. Solche
Summen lassen sich immer auf Integrale zuriickfithren. Der Trick besteht darin,
eine meromorphe Funktion g(z) zu finden, die auf der imaginédren Achse bei den
Matsubara-Frequenzen z = iw, einfache Pole mit einem festen Residuum —1/
besitzt. Dann gilt:

1 , 1

3 ; Fliv,) = —=— [ dzF(2) g(2), (3.79)

271
C

wobei die Kontur C alle Pole der Funktion g(z) umkreist. Im Falle von ungeraden
Matsubara-Frequenzen w,, = (2n+1)7/f3, den wir im Folgenden allein diskutieren
wollen, ist die Kontur in Abb. gezeigt. Um daraus ein berechenbares Integral
zu machen, muf} die Kontur noch geeignet deformiert werden, wie in den folgenden
Beispielen gezeigt wird.

Die Residuen erzeugende Funktion g(z) ist im wesentlichen die Fermi-Funktion.

Wir fithren ein:

9 = = 1), (3.0
g2(2) = —ﬁ = f(z) -1, (3.81)
1 Bz 1

g3(z) = —5 tanh — = f(z) — <. (3.82)
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Die Wahl richtet sich nach dem asymptotischen Verhalten der Funktion F'(z) fiir

grofle z.

Beispiele:

1. Berechne (¢} _c, ) fiir freie Elektronen. Aus

G(ko,7) = —(T ey, [7lck,) = (ChociolT]), T <0 (3.83)
folgt
(el c,.) = G(ko,—08), & — +0. (3.84)
Andererseits ist
an5
ko, — G (k _ )
G(ko, ﬁz G(ko, iwy) ﬁzl%_eﬁu (3.85)
Mittels der Poissonschen Summenformel erhalten wir daraus
1 eSz
i - = - -
(ChoChio) = 5 dz ppm—— g(2). (3.86)

C

Die zu summierende Funktion F(z) hat einen Pol auf der reellen Achse. De-
formieren wir die Kontur in der in Abb. angegebenen Weise, dann 148t sich
das Integral leicht berechnen, wenn der Kreis im Unendlichen keinen Beitrag lie-
fert. Dies ist der Fall, wenn man fiir die Funktion g(z) = ¢1(z) = f(z) wébhlt.
Dann verschwindet der Integrand auf dem rechten Halbkreis hinreichend stark
durch die Fermi-Funktion; auf dem linken Halbkreis durch die Exponentialfunk-

tion exp(dz). Als Ergebnis erhalten wir nach dem Residuensatz:

(ChoCro) = fex — ). (3.87)

Man beachte, dafl wir bei umgekehrtem Vorzeichen von § als Residuen erzeu-
gende Funktion die Funktion go(z ) = f(2) — 1 brauchen. Dies ist z.B. der Fall,
wenn wir auf dhnliche Weise (¢, _cl. ) berechnen wollen (Ubungsaufgabe). Falls
der Konvergenzfaktor ganz fehlt, erhalten wir dagegen das aus der Funktionen-

theorie bekannte Ergebnis:

%Z RN S [N S N (3.88)

W, —a 2m1 )] z—a 2 2
" C

Hier heben sich die Beitrdage der Kreise im Unendlichen gegenseitig auf.
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Abbildung 3.2: Integrationswege fiir die Poissonsche Summenformel.

2. Das Ergebnis der Berechnung der thermischen Besetzungszahl fiir Elektronen
im k-Raum l&sst sich auch leicht auf wechselwirkende Elektronensysteme verall-

gemeinern.

1 .
(cl cp) = BZG(IM, iwy,) en?

+oo
_ _QLM dw f(w) e [Gko,w +i8') — G(ko,w — i6')]
1 = T
= 1 [ @) E ke = [dof@pmke).  @35)

Hier haben wir die Kontur zu einer Integration oberhalb und unterhalb der
reellen Achse deformiert (siehe Abb. B)). Dabei haben wir verwendet, dafl die
Greensche Funktion eine analytische Funktion in jeweils einer Halbebene ist. Das
Ergebnis 1&8t sich ganz allgemein durch ein Integral iiber die Sprungfunktion

G"(ko,w) ausdriicken. Diese Spektralfunktion hat fiir wechselwirkende Elektro-
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Abbildung 3.3: Umwandlung der Frequenzsumme in ein Spektralinte-
gral.

nen anstelle einer J-Funktion bei w = ¢, — pu eine Energie-Verbreiterung, die

entsprechend durch die Fermifunktion gewichtet wird.

3. Beispiel:
1 1
F(iw,) = - (3.90)

Wy, — a1 Wy, — Ay

Ergebnis:

%%:F(iwn) _ flar) = flaz) (3.91)

ay — ag

Hier braucht man sich iiber die Konvergenz im Unendlichen keine Gedanken zu
machen, da die Funktion F(z) wie 1/2? hinreichend stark abfillt. Es ist des-
halb auch egal, welche der Funktionen g¢;(z), die sich ja nur um eine Konstante

unterscheiden, man verwendet.
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4 Storungstheorie und Feynman-Graphen

Im folgenden Kapitel soll die Storungstheorie fiir thermodynamische Greensche
Funktionen dargestellt werden. Die thermodynamische Greensche Funktion hat
gegeniiber der retardierten Greenschen Funktion den Vorteil, daf} sich fiir sie auch
eine Storungstheorie fiir endliche Temperatur entwickeln 1a8t. Wir konnten zwar
eine Storungstheorie fiir die retardierte Greensche Funktion bei 7' = 0 behandeln,
es ist jedoch eleganter, direkt die Storungstheorie auch fiir 7' > 0 zu entwickeln.
Ferner wirkt eine endliche inverse Temperatur § < oo regularisierend, so dafl wir
in dem Formalismus bei endlicher Temperatur Divergenzen der Storungstheorie
vermeiden kénnen.

Wir werden uns auf den Fall von Elektronen mit einer Zweiteilchen-Wechsel-
wirkung konzentrieren. Hierbei wird exemplarisch die Theorie der Feynman-
Graphen entwickelt. Verunreinigungsstreuung und Elektron-Phonon-Wechselwir-

kung lassen sich dhnlich behandeln.
4.1 Storungstheorie fiir thermodynamische Greensche Funk-
tionen
Wir wollen die thermodynamische Greensche Funktion
Gap(t) = —(T A[T]B) (4.1)
mit
Alr] = e™F Ae™™F (4.2)
und die groffkanonische Zustandssumme
Z = Tr(exp(—fK) (4.3)
storungstheoretisch berechnen. Dazu teilen wir den Hamilton-Operator auf in
K=Ky+ H;=Hy— uN+ H; . (4.4)

Wir nehmen an, daf§ wir das System mit K 16sen und H, als Stérung ansehen
konnen. Typischerweise beschreibt H, die Wechselwirkung der Teilchen in dem
System. Beide Teile des Hamilton-Operators seien zeitunabhéngig.

Wir gehen in das Wechselwirkungsbild

Alr]o = e™0 Ae" 0 (4.5)
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uber. Mit der Definition
Slr, 7] = e Ko (1=K o —"Ko (4.6)
ergibt sich
Alr] = 5[0, 7] A[r]oS[T, 0] . (4.7)

Fiir den Operator S gelten die folgenden wichtigen Relationen, die man mit Hilfe

der Definition leicht nachrechnen kann:
(a) Slr7] =1,
(b) S ist nicht unitér (Imaginérzeit!), aber S~![r, 0] = S0, 7],
(¢) S|, 1] S[r2, 3] = S[m, 13].

Durch Anwenden der Produktregel erhélt man fir S[r,7'] die Differentialglei-

chung (vgl. (CID)) 5
ES[T, 7'l = —H,[7]oS[r, 7] . (4.8)

Die Losung ergibt sich mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes zu (vgl. (LI9))

S[r, 7] = Z(—l)"/dﬁ/dﬁ... / droHlm]o - - - H[Tn)o (4.9)
n=0 f e -

n=0

_ i <_n1!)" / dr / dry. .. / drT (H[mo ... Holrlo) (4.10)

= Texp —/dT”Hs[T”]O , (4.11)

T

wobei die vorletzte Zeile gerade die letzte Zeile definiert. Anders gesagt: Die
letzte Zeile ist eine Kurzschreibweise fiir die vorletzte Zeile. Damit 1483t sich die

grolkanonische Zustandssumme schreiben als

7 = Tr (e %) = Tr {e P50 5[5, 0]}

= Z(—l)na

dr . .. / dr, Tr {e PKoT H, [0 H [0 . . . Hy[n]o}
n=0 0

=7y (-1

8 B
i O/dﬁ . 0/ dro (T Hs[m)oHs[m2]o - - - Hs[Talo)o, (4.12)
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dabei ist Zy; = Tr{exp(—FKy)} die Zustandssumme fiir das nicht-wechselwir-
kende System. Diese stammt aus der Erweiterung beim Ubergang von der Spur
zum thermischen Erwartungswert (...)o gebildet mit K.

In &hnlicher Weise erhélt man fiir die Greensche Funktion die Entwicklung:

Gap(T) = —%Tr {G_BKOS[ﬁ,T]A[T]OS[T, 0] B} (4.13)
. 8 8
_ _% 0(4)1@%/(171.../dTnUHs[ﬁ]OHS[TQ]O...Hs[rn]oA[r]om().

Dabei haben wir ausgenutzt, dafl sich A[r]y an die vorletzte Position bringen 148t
(Beweis: siche Vorlesung).
Ganz allgemein 148t sich damit die storungstheoretische Entwicklung der
Greenschen Funktion als Quotient schreiben
Zahler

= — 4.14
Gan(7) Nenner ( )
mit
° 1 B B
Zéihler = Z(—l)ng / dTl .. / dTn<THS[Tl]OHS[TQ]Q e HS[Tn]QA[T]QB>Q s
n=0 T V0 0
(4.15)
o 1 B B
Nenner = Z(—l)n—' / dTl .. / dTn<THS[Tl]OHs[T2]O c. Hs[Tn]O>O . (416)
n=0 n-Jo 0

4.2 Storungstheorie fiir eine Zweiteilchen-Wechselwirkung

Im Folgenden soll die allgemeine Storungstheorie auf die Berechnung der Green-

schen Funktion fiir ein System mit Zweiteilchen-Wechselwirkung angewendet

werden, d.h. der Hamiltonoperator des Systems setzt sich zusammen aus H =

Hy + H,, wobei Hy der Hamiltonoperator ohne Wechselwirkung bilinear in den

Fermionen-Operatoren ist, und H; die Zweiteilchen-Wechselwirkung beschreibt.
Im allgemeinen hat Hy die Form (vgl. (22]))

Hy = Z/d3xwl(w)Ho(:c)1/}U(w), mit  Hy(x) = ™ +U(x). (4.17)

Die Wechselwirkung von zwei Teilchen iiber ein Potential V' (zx, x2) lautet in

zweiter Quantisierung:

H, = %Z /d3x1 /dggm ¢21($1)¢22 (2)V (21, )1, (X2)0,, (1) . (4.18)

0102
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Dabei erzeugt 1! (x) ein Elektron mit Spin o am Ort 2. Der Vorteil dieser Schreib-
weise ist, dafl sie unabhéngig von einem eventuell spéter verwendeten Basissystem
ist, nach dem die Fermionen-Operatoren entwickelt werden.

In der Stérungstheorie brauchen wir wiederholt den Operator H[7]. Deshalb

lohnt es sich, folgende Kurzschreibweise einzufiihren:

1
i =5 [a [ edoeevesieeen, @)
bei dem der Index 1 Orts-, Zeit-, und Spinvariable zusammenfaft:

V(1) = Yy (T1,m), (4.20)
V(1,2;7) = V(xy,x2)d(m —7) (12 — 7), (4.21)

/ i = ) j dry / APy . (4.22)

Die é-Funktion in der Wechselwirkung erzwingt, dafl die Operatoren alle die glei-
che Zeitvariable 7 trotz der zusétzlichen 7 o-Integrationen haben.

Wir wollen die Greensche Funktion

G(2101T1, T209T2) = _<Tw01 (1, 71)7/122 (%2, 72)) (4.23)

oder kiirzer
G(1,2) = —(T¢(1)91(2)) (4.24)

berechnen, wobei hier die Zeitabhéngigkeit der Operatoren mit dem vollen Ha-
miltonoperator des Systems zu bilden ist.
Nach der im letzten Kapitel entwickelten Storungstheorie 148t sich die Green-

sche Funktion schreiben als

Zahler
1,2) = — 4.25
G(1,2) Nenner ( )
mit
Zihler = Zihler™ + Zahler™®™ + .. (4.26)

Nenner = Nenner® + Nenner®™ + . .. (4.27)
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Zihler® = (Ty(1)ow!(2)0)o

B
—1 1
Zihler) = Q/dTi d3 [ d4V(3,4;7)
0

Nenner® =

B
1
Nenner® = —/d7'§ d3 [ daV(3,4;7)
0

(TP (3)0y" (4)ov(4)0v(3)o)o (4.29)

wobei hier die Zeitabhéngigkeit und der thermische Erwartungswert nur mit H

gebildet werden.

Hier stellt sich die Frage, wie die komplizierten Erwartungswerte iiber viele

Operatoren ausgerechnet werden konnen. Dabei hilft das Wicksche Theorem:

Wicksches Theorem: Sei Ky bilinear in Fermi-Operatoren c¢;, C;r oder Bose-Opera-

toren b;, bZT. Sei «; eine beliebige Linear-Kombination von Fermi- oder von Bose-

Operatoren, sei ferner

a;i[t]o = e™Foae O (4.30)

Dann gilt folgende Zerlegung in Greensche Funktionen von je zwei Operatoren:

<TQ1[71]0(IQ [7’2]0 e Ozn[Tn]0>0 = Z (—1)P(Tozn1[7'n1]oozn2 [Tn2]0>0

Perm.

(T sl Tus]otma[Tnalo)o - - - - (4.31)

Die Summe erstreckt sich iiber alle méglichen Zweier-Kombinationen mit allen
moglichen Permutationen der Operatoren. P ist die Zahl der Permutationen von
Fermi-Operatoren, die notwendig ist, um aus der urspriinglichen Reihenfolge der

Indizes (1,2,...n) die Reihenfolge (n1,ns,...) herzustellen.

Ein Beispiel: Sei Hy = ), eicTo dann ist

1)

(Tl [mlochimlocs[mslocalmalodo = (Tl mloch[ralo)o(Tes[mslocslalo)o
—(T e} [r]ocs[3)o)o(T c}[m]ocy[ma)o)o
H(T el [ri)ocy[ralo)o(T chlmalocs[slo)o . (4.32)
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wobei hier die Erwartungswerte mit zwei Erzeugern oder zwei Vernichtern ver-
schwinden.

Im Folgenden soll nur die Beweis-Idee fiir das Wicksche Theorem skizziert
werden. Der vollstindige Beweis wurde in der Vorlesung vorgefiihrt und ist z.B.
in Kapitel 24 (S. 237-241) von Referenz [I0] zu finden. Wir betrachten den Fall von
Fermionen und eines diagonalen Hamiltonoperators Hy = ). eicjci. Auflerdem
lassen wir die Zeitabhéngigkeit weg, d.h. wir setzen alle Zeiten 7, = 0. Mit dem

statistischen Operator p = exp(—FH,)/Zy erhalten wir:

Tr {pelchesest = Triplel, cllsesest — T {pelciese,)
= Te{plel, bl csea} — Tr {pehlel, cslse}
T {peleylel, e} — Trfpchesescl} . (4.33)

Ferner erhélt man durch zyklische Permutation unter der Spur:
Tr {pchese,cl} = Tr{clpclege, ) (4.34)
Nun gilt (unter Verwendung der Diagonalform des Hamiltonoperators):

1
! —cle™PHo — petPHo T o=BHy — pefercl (4.35)

c,o:ZO

Damit 148t sich der letzte Term von (f33)) mit dem Ausgangsterm zusammen-

fassen, und wir erhalten:

(1+ ") Tr {peicieses} =[], el Tr{pesey)
—[el, es] s Tr {pches} + [e], el Tr {pefes} . (4.36)
Da die Anti-Kommutatoren komplexe Zahlen sind, kénnen wir diese aus den

thermischen Erwartungswerten herausziehen.

Ferner gilt:

Tr{pcies) = Tr{ple],csls} — Tr {pesel}
= [el el — ™ Tr {pcles} (4.37)

oder
(1+ ") Tr {pcles} = [e], ¢yl - (4.38)
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Damit konnen wir die Antikommutatoren durch Einteilchen-Greensche Funktio-

nen ausdriicken. Der Faktor (1 4 ) kiirzt sich heraus, und wir erhalten:

Tr {pclclese,} = Tr{pclcl}Tr {peye,}
“Tr {pcfes) T {pcbe,} + Tr {pcle, ) Te {pcles} . (4.39)

Damit ist das Wicksche Theorem fiir diesen Spezialfall bewiesen. Der Beweis 143t
sich einfach auf jede beliebige gerade Zahl von Einteilchen-Operatoren ausdehnen.
Offenbar verschwindet der Ausdruck fiir eine ungerade Zahl von Operatoren.

Die Beriicksichtigung der Zeitabhéngigkeit der Operatoren stellt kein Pro-
blem dar, da fiir diese einfache Form des Hamilton-Operators die Zeitabh&n-
gigkeit durch Faktoren mit zeitabhéngigen Exponentialfunktionen gegeben ist
(siehe (B7H)).

Die Zeitordnung der Operatoren beriicksichtigt man einfach, indem man in
dem Ausgangsterm die Operatoren entsprechend ihrer aktuellen Zeitordnung an-
ordnet. Diese Ordnung wird, wie man sieht, auch bei der Faktorisierung in den
Produkten aus je zwei Operatoren beibehalten.

Falls der Hamilton-Operator nicht Diagonalform besitzt, kann man ihn durch
eine lineare Transformation in den Einteilchen-Operatoren diagonalisieren. Die
einzelnen Schritte lassen sich dann wie oben durchfiihren. Da sich die Faktoren
mit den Einteilchen-Energien wieder herauskiirzen, 14t sich das Ergebnis wieder

durch Produkte von Greenschen Funktionen ausdriicken.

Mit Hilfe des Wickschen Theorems kénnen wir nun den Erwartungswert (B2
tiber 6 Fermionen-Operatoren in Zweier-Kombinationen zerlegen (wir lassen im

Folgenden den Index 0 an den Zeitentwicklungen weg):
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(4.40)

Diese Terme lassen sich in iibersichtlicher und eindeutiger Weise durch Graphen,
sogenannte Feynman-Diagramme, darstellenH. Multipliziert man die sechs Terme
noch mit der entsprechenden Wechselwirkung V(3,4), dann erhdlt man die in
Abb. ET] dargestellten Graphen. Eine durchgezogene Linie mit Pfeil bedeutet
eine Greensche Funktion Gy, die gestrichelte Linie die Wechselwirkung V.

In Abb. ET] gibt es offenbar verbundene und unverbundene Graphen. Die
unverbundenen Graphen lassen sich (nach Ausfithrung der Integration iiber die
internen Variablen (3,4)) als Produkt einer Einteilchen-Greenschen Funktion mit
den duBeren Variablen (1,2) und einem Rest darstellen. Dieser Rest erscheint in
gleicher Weise in der Entwicklung der Zustandssumme und kiirzt sich gerade ge-
gen den Nenner der Greenschen Funktion. Dies ist auch in h6heren Ordnungen so.
Das bedeutet, wir brauchen bei der stérungstheoretischen Entwicklung im Fol-
genden nur noch den Zéhler zu betrachten. Der Beweis dieses “Linked-Cluster”
Theorems wurde in der Vorlesung vorgefiihrt und ist z.B. in Kapitel 9 (S. 95 und
96) von Referenz [10], Kapitel 8.3 von Referenz [I] oder Kapitel 3.2 von Referenz
[31] zu finden. Die Greensche Funktion G(1,2) beschreibt in gewissem Sinne die
Propagation eines Teilchens von 2 nach 1. Bei der Berechnung dieser Propagation
miissen wir andere Teilchen nur insoweit beriicksichtigen, wie sie explizit mit dem
Teilchen wechselwirken. Dies ist eine besondere Eigenschaft dieser Stérungstheo-
rie fiir Fermionen- und Bosonensysteme. Somit gilt das Linked-Cluster Theorem
in dieser Form z.B. nicht fiir Spinsysteme.

Wenden wir uns also den verbundenen Graphen zu: Bei dem obigen Beispiel
tritt jeder Graph zweimal mit vertauschten internen Variablen auf. Da iiber die
internen Variablen integriert wird, liefern sie den gleichen Beitrag. Dieser Faktor

2 kompensiert gerade den Faktor 1/2 in der Wechselwirkung. Dies bleibt auch

9Neben vielen Lehrbiichern findet sich eine ausfiihrliche Darstellung von Feynman-
Diagrammen in dem Buch [25].
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Abbildung 4.1: Feynman-Graphen bei einer Zweiteilchen-Wechselwir-
kung.
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in hoheren Ordnungen richtig, so dafl wir zu den folgenden Feynmanschen Gra-
phenregeln fiir die stérungstheoretische Entwicklung der Einteilchen-Greenschen

Funktion gelangen:

Feynman-Regeln im Orts-Zeit-Raum:

1. Zeichne alle topologisch verschiedenen verbundenen Graphen.
2. Summiere, integriere iiber alle internen Variablen (Ort, Zeit, Spin).

3. Multipliziere den analytischen Ausdruck jedes Graphen mit einem Faktor
(—1)"(—=1)F. Dabei ist n die Ordnung in V, F die Zahl der geschlossenen

Fermionen-Schleifen.

4. Bei Greenschen Funktionen mit gleichen Zeiten ist

(wll (21, 7)1y, (22, 7))o = Go(T2, 02,7 — 0; 21, 01, T) einzusetzen.

Die gleichen Zeitargumente stammen aus der Wechselwirkung H,[7], in der
vier Operatoren mit gleichen Zeitargumenten auftreten. In Abb. sind alle
Graphen bis zur zweiten Ordnung in der Wechselwirkung V aufgelistet (es ist
sicher eine gute Ubung, sich anhand der Feynman-Regeln davon zu iiberzeugen,
daB in der 2. Ordnung genau die 10 angegebenen Diagramme auftauchen). In der
zweiten Ordnung haben wir die Pfeile von rechts nach links an den Greenschen
Funktionen G, weggelassen; unter Beriicksichtigung dieser Pfeile sind insbeson-
dere das zweite und dritte Diagramm der 2. Ordnung indquivalent. Graphen mit
einer geschlossenen Fermionenschleife mit /' = 1 sind z.B. der erste Graph 1. Ord-
nung und der letzte Graph 2. Ordnung. F' = 2 gilt z.B. fiir den ersten Graphen

zweiter Ordnung.

4.3 Dyson-Gleichung und irreduzible Selbstenergie

Die storungstheoretische Entwicklung der Greenschen Funktion 148t sich noch ein
Stiick vereinfachen, wenn man beachtet, dafl sich Graphen hoherer Ordnung zum
Teil aus Graphen niedrigerer Ordnung zusammensetzen, und wenn man iterierte
Graphen geeignet zusammenfaft.
a) Summation iterierter Graphen:

Wie man schon in Abb. erkennen kann, erhélt man einen Teil der Gra-

phen héherer Ordnung dadurch, dafl sich an einen Graphen erster Ordnung eine
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Abbildung 4.2: Feynman-Graphen bis zur zweiten Ordnung in der
Wechselwirkung.
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Abbildung 4.3: a) Dyson-Gleichung, b) irreduzible Selbstenergie-
Beitrige, ¢) Renormierung der Selbstenergie-Beitrige.

vollsténdige Graphenentwicklung der Greenschen Funktion anschliefft. Dies 148t
sich verallgemeinern und fiihrt uns zum Begriff der irreduziblen Selbstenergie.
Selbstenergie nennen wir den Teil eines Graphen, der {ibrig bleibt, wenn man
die beiden Greenschen Funktionen, die mit den dufleren Variablen verbunden
sind, weglafit. Irreduzibel ist ein Selbstenergie-Graph, wenn er nicht in zwei Tei-
le zerfallt, wenn man eine interne Greensche Funktion zerschneidet (reduzibel
sind alle Graphen der zweiten Reihe von Abb. EE2). Eine vollstdndige Graphen-
Entwicklung der Greenschen Funktion erhélt man offenbar, wenn man, wie in
Abb. E3k.b dargestellt, nur die irreduziblen Graphen in der Selbstenergie X
beriicksichtigt, dafiir aber eine der beiden mit einer dufleren Variablen verbunde-
nen nackten Greenschen Funktion durch eine volle Greensche Funktion ersetzt.
Das Ergebnis 148t sich in Form einer Integral-Gleichung, der Dyson-Gleichung fiir

die Greensche Funktion schreiben:
G(1,2) = Go(1,2) + /d3/d4 Go(1,3) X(3,4) G(4,2) . (4.41)

Man iiberzeugt sich leicht, daf§ durch iterative Losung von (EEZTl) die Graphen-
Entwicklung von Abb. vollstandig generiert wird.
b) Selbstkonsistente Berechnung der Selbstenergie:

Man kann noch einen Schritt weitergehen. Bei der Berechnung der irreduziblen
Selbstenergie treten unter der Wechselwirkung wieder Reihen-Entwicklungen von
Greenschen Funktionen auf, die man durch eine volle Greensche Funktion aus-

driicken kann. Zur Berechnung aller expliziten Graphen zweiter Ordnung mufl
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man deshalb nur die vier in Abb. B3k gezeigten Graphen auszurechnen. Die irre-
duzible Selbstenergie ist ein Funktional der renormierten Greenschem Funktion.
Zusammen mit der Dyson-Gleichung erhélt man damit eine nichtlineare Integral-
gleichung zur Berechnung der renormierten Greenschen Funktion. Im Folgenden

werden wir uns der Losung dieser Integralgleichung zuwenden.
¢) Dyson-Gleichung im Frequenzraum:

Eine Vereinfachung ergibt sich sofort, wenn man beriicksichtigt, dafl die Green-
sche Funktion G(1,2) im thermodynamischen Gleichgewicht nur von der Zeitdif-
ferenz 7 — 75 abhéngt (dies zeigt man leicht durch zyklische Permutation unter
der Spur). Das gleiche gilt fiir die Selbstenergie. Da die Integralgleichung in der
Zeitvariablen eine Faltung darstellt, 18t sich diese durch Fourier-Transformation

vereinfachen.

Wir schreiben:
G(m10'17'1; mQO'QTQ) = G(m1017'1 — To, X207, O) = G(azlcrl, ro09,T1 — 7'2) (442)

und transformieren

B
G($101,£E202,’iwn) = /dTeiw"TG<ID10'1,ID20'2,T> (443)
0
1 .
G(.fClO'l,IDQO'Q,T) = BZe’W"TG(wlal,wQJQ,iwn). (444)

Die Integrale in der Dyson-Gleichung sind von der Form

B
f(r) = /dTl g1(T = 711) ga(T1) - (4.45)
0
Durch Fourier-Transformation erhélt man
fliwn) = /ﬁd ZAw”/ﬁal lz (iwy) —Wl(T—Tl)lZ (iwy) ™2™
Wy —0 Te J TlﬁmglMle ﬁngzwge
= g1(iwy,) g2(iwy,) , (4.46)

dabei wurde

B
/dre“” - {ﬁ’ © T (4.47)
0, sonst
0
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Abbildung 4.4: Feynman-Graphen im Frequenzraum.

verwendet. Damit schreibt sich die Dyson-Gleichung;:

G(IElUl,IEQUQ,iwn) = G0<w101,w202,iwn> (448)

—+ Z /d3$3d3$4 GQ(.’BlO'l, 303, an) E(IEgO’g, Ly04, an) G(IE40’4, o909, an) .

0304

Die Feynman-Graphen lassen sich auch im Frequenzraum darstellen und ent-
sprechende Regeln formulieren. Anstelle der Integration iiber interne Zeitvariable
tritt nun eine Summation iiber interne Matsubara-Frequenzen, wobei an jedem
Vertex die Summe der ein- und auslaufenden Frequenzen der Greenschen Funk-
tionen und Wechselwirkungslinien erhalten ist. Beispiele sind in Abb. B4 gezeigt.

In unserem Fall ist die Wechselwirkung instantan, d.h. die Fourier-Transfor-
mierte der Wechselwirkung hé&ngt nicht von der Frequenz ab, auch wenn die
Wechselwirkungslinie formal eine Frequenzvariable tragt. Dies ist anders z.B. bei
der Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Berechnet man hier die Renormierung der
elektronischen Greenschen Funktion, dann erhilt man &hnliche Graphen. Die
Wechselwirkungslinien sind hierbei durch Phonon-Propagatoren ersetzt, die von
der Frequenz abhéngen und im Zeitraum eine retardierte Wechselwirkung dar-

stellen.

d) Selbstenergie als effektives Potential

Die irreduzible Selbstenergie 148t sich in gewissem Sinne als effektives (nicht-
lokales, retardiertes) Potential auffassen. Dies sieht man, wenn man von der Be-

wegungsgleichung der Greenschen Funktion ausgeht.
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Zunéchst geniigt die Greensche Funktion Gg(1,2) der Bewegungsgleichung

{_diﬁ — Ho(@1) + M} Go(1,2) =6(1,2) = 6(11 — 72) 0(1 — 2) Oy - (4.49)

Durch Differenzieren der Integralgleichung (E41]) nach 71 erhédlt man

{_diﬁ — Ho(xq) + ,u} G(1,2) — /d4 ¥(1,4)G(4,2) = 0(1,2). (4.50)

Nach Fourier-Transformation in den Frequenzraum folgt daraus

(twy, — Ho(x1) + 1) G(x1071, X209, iw,) (4.51)
— Z/d?’:c' Y(xro1, 20’ iw,) G(x'0', 909, iwy,) = d(1 — 2) 0510, -

Wenn die Selbstenergie in (ER0) instantan, d.h. proportional zu §(m —74) ist,
bzw. in (ERI]) nicht von der Frequenz w,, abhéngt, dann kann man die Selbstener-
gie als ein im allgemeinen nichtlokales Potential ansehen. Eine frequenzabhéngige
Selbstenergie beschreibt eine zeitlich verzogerte Wechselwirkung.

Man kann noch einen Schritt weitergehen, indem man die Greensche Funktion

nach einem vollstéindigen Orthogonalsystem entwickelt. Schreiben wir
Y(@) = i) (4.52)
J
(zur Vereinfachung der Notation denken wir uns den Spin in der Koordinate z

und dem Zustandsindex j integriert), dann erhalten wir

G(z, 2’5 iw,) Zgbl G(l, m;iw,) (4.53)

mit G(I,m;iw,) = {c;; ¢l Vi, -
Setzt man diesen Ansatz in die Dyson-Gleichung (EER1]) ein und verwendet die

Orthogonalitdt der Basis-Funktionen, so findet man
> lliwn — Ho — % + plj) G(j, m; iwn) = 61m (4.54)
J
Dabei ist

(1) = [ do [ do’o7(0) S, n) 05(a) (4.55)
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das Matrixelement des Selbstenergie-Operators. In der im néchsten Abschnitt
diskutierten Hartree-Fock-Naherung verwendet man Eigenfunktionen zu Hy + X,

d.h.
(Ho +X)|j) = Ejl7) - (4.56)

Dann ist die Greensche Funktion diagonal:

OLm

e) Dyson-Gleichung fiir translationsinvariante Systeme

Eine nochmalige Vereinfachung tritt fiir translationsinvariante Systeme auf,
wenn die Greensche Funktion nur von der rdumlichen Differenz @, — x5 abhéingt.

Wenn, wie in vielen Féllen, iiberdies der Spin erhalten ist, dann schreiben wir
G(x10, X0, iw,) = G(x1 — X9, 0, iwy,) (4.58)
und fithren eine rdumliche Fourier-Transformation ein:
G(k,o,iw,) = /d3:c e R Q(x, 0,iw,) . (4.59)
Dann erhalten wir fiir die Dyson-Gleichung
G(k,o,iw,) = Go(k, 0,iw,) + Go(k, 0,iw,) X(k, 0,iw,) G(k,0,iw,)  (4.60)

oder

Gk, 0,iw,) = Gy (k,0,iw,) — X(k, 0, iw,) . (4.61)

Hier ist die Integralgleichung zu einer algebraischen Gleichung geworden. Man
beachte, dafl in den Feynman-Diagrammen nun iiber interne Impulse k integriert
werden mufl in dhnlicher Weise wie die Summation {iber interne Matsubara-
Frequenzen in Abb. L4l An den Vertizes gilt Impulserhaltung, d.h. die Summen
der ein- und auslaufenden Impulse sind gleich.

Im einfachsten Fall, z.B. in der Hartree-Fock-Nédherung, die im néchsten Ab-
schnitt diskutiert werden soll, ist die Selbstenergie eine frequenzunabhéngige Kon-

stante X (k, 0,iw, ) = ag. Dann erhalten wir

Gk, 0,iw,) = iw, — € + jt — ag . (4.62)
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Nun kann man die Selbstenergie als Energieverschiebung durch die Wechselwir-
kung interpretieren: man erhélt eine neue Quasiteilchenenergie Ejy = € + ag.
Falls die Selbstenergie auch einen Imaginérteil enthélt, im einfachsten Fall

(bei Verunreinigungsstreuung):
Y(k,o0,iw,) = ag + iy sign(wy) (4.63)
erhédlt man nach analytischer Fortsetzung in der oberen Halbebene:
Gk,0,2)=2— FEx+p+iy (4.64)

und fiir die Spektralfunktion

1" Y
k = _ ) 4.
G ( 7an) (w _ Ek: +M)2 +72 ( 65)

v kann demnach als Energie-Verbreiterung des Quasiteilchen-Zustandes aufgefafit

werden, bzw. nach Riicktransformation in den Zeitraum:
G(k,o,t) = —i O(t) e "Frl=t (4.66)

als reziproke Lebensdauer.

4.4 Hartree-Fock-Niherung

Im Folgenden soll eine wichtige Nidherung fiir die Selbstenergie, bei der wir uns
auf die selbstkonsistente Berechnung der ersten beiden Graphen in Abb. B3¢
beschranken, diskutiert werden.

Nach den Graphenregeln erhalten wir fiir die Selbstenergie im Orts-Zeit-Raum
in Hartee-Fock-(HF-)N&herung:

Yur(L,2) = 6(n — ) d(z1 — ®2) 6510 Z/d3f€3 V(@ @5) (0] (23)0,, (x3))

—0(T1 — T2) 0010 V (1, 2) (W], (21)0),,, (2)) - (4.67)

Der erste Term (Hartree-Term) beschreibt die Wechselwirkung des Teilchens,
dessen Propagation durch die Einteilchen-Greensche Funktion verfolgt wird, mit
der Ladungsdichte der iibrigen Elektronen. Der zweite Term (Fock-Term) ist die
sogenannte Austauschwechselwirkung. Da die Selbstenergie in dieser Naherung
instantan ist, kann sie als effektives Potential aufgefafit werden (siehe die Diskus-
sion in Kapitel E3)).
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Im Frequenzraum erhélt man entsprechend:

EHF<IE101,IE202,iwn) = 5(:61—:112 UIUQZ/CZ?)SL’?,V .’Bl,wg <1/JT (.’Bg)lp (IE3)>
bV (@, @) (0, (1)1, (@2) (4.68)

wobei der thermische Erwartungswert auch als
1 : w
<1/1<T71(5U1)¢02 (x2)) = B ZG(fE20’2, x101, iwn,) e m (4.69)

mit 6 — +0 geschrieben werden kann. Die Selbstenergie hiangt selbst nicht von
der Frequenz w,, ab.

Im Folgenden wollen wir wieder die Bewegung von Elektronen in einem Po-
tential U () mit einer Zwei-Teilchen-Wechselwirkung V' (x;, «2) betrachten. Dann

geniigt die Greensche Funktion der Bewegungsgleichung

2
fin = |5+ V@) b oleo oo = [ @ Surte.a) Glao. /0.0

2m

Hier haben wir schon verwendet, dafl die Greensche Funktion in HF-Né&herung

diagonal im Spin ist.

a) Entwicklung nach vollstdndigem Orthogonalsystem
Eine besonders durchsichtige Form ergibt sich, wenn wir die Greensche Funk-

tion nach einem vollstdndigen Orhogonalsystem entwickeln: Wir setzen:
Vo(®) =) Ciotjo(@) . (4.71)
J
Wihlen wir die Basisfunktionen als Eigenfunktionen der folgenden Integro-Diffe-

rentialgleichung:

[ 0@ bolo) + [ @ Surlmoa'0) 6u(e) = Eyla). (072

dann wird die Greensche Funktion diagonal:

Ojo (®) 9], (2)
Z LA A Al

) 4.73
iwn — Ej -+ 1% ( )

G(xo,x'o;iw,) =
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Fiir die Selbstenergie erhélt man dann:
Ypr(xo,x'c) = d(x—x) /d%”V(w,w") Z |pron (") fi
Ve, Z b (@) (x (4.74)

Diese Summen erstrecken sich iiber alle besetzten Zusténde nach Mafigabe der
Fermi-Besetzungszahl f; = f(E; — u) = 1/(exp(B(E; — p)) + 1). Diese Fermi-

Besetzungszahlen erhélt man formal aus der Greenschen Funktion (siche Glg.

BXD)) durch

an5

t S
f] <C_]O'C]O' /8 Z an . E + [L (475)

Die Selbstenergie enthélt zwei Terme: der erste beschreibt eine Wechselwir-
kung des Elektrons im Zustand j mit der Ladungsdichte aller anderen Elektro-
nen (Hartree-Term), der zweite Term beschreibt die Austausch-Wechselwirkung
(Fock-Term).

d) Spezialfall: Translationsinvariantes Elektronensystem
Hier sind die Wellenfunktionen unabhéingig von der Stdrke und Form der
Zwei-Teilchen-Wechselwirkung ebene Wellen

() = x) = 1 eik:~m
Djo(x) = dro () Vol : (4.76)

Fiir die Selbstenergie erhélt man in Hartree-Fock-Néherung:

Sur(k, o) 122 fo (V — 0o V(k — K)) (4.77)
Hier ist
V(k:)—/d3 Vig)e ko = © L (4.78)
= X Xr)e = o /{32 .

die Fourier-Transformierte des Coulomb-Potentials.

Als Ergebnis fiir die Greensche Funktion erhalten wir damit
G ko;iw,) = iw, — By + 1 (4.79)

Der erste Term der Selbstenergie, der die Wechselwirkung eines Elektrons mit

der (negativen) Ladungsdichte der anderen Elektronen beschreibt, ist divergent.
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a(y)

Abbildung 4.5: Lindhard-Funktion.

Das liegt an der langen Reichweite der Coulomb-Wechselwirkung. In einem elek-
trisch neutralen Metall wird dieser Term gerade durch die Wechselwirkung des
Elektrons mit dem positiven Ionenhintergrund kompensiert und braucht deshalb
im folgenden nicht weiter beriicksichtigt werden.

Der zweite Term 18t sich fiir ein homogenes Elektronengas mit €, = k?/(2m)
bei T' = 0 leicht analytisch berechnen (siehe z.B. Kapitel 5.1.3 von Referenz [21]).
Die Fermi-Besetzungszahlen héngen zwar formal von den erst noch zu berech-
nenden renormierten Quasiteilchen-Energien FEj ab, die Besetzung im k-Raum
ist aber eindeutig durch den Radius der Fermi-Kugel kp vorgegeben, der durch
die Gesamtzahl der besetzten Zustdnde und damit durch die Zahl der Elektro-
nen vorgegeben ist und durch die Wechselwirkung nicht verdndert wird. D.h.

fe =1,k <kp, fr =0,k > kr. Wir erhalten:

1 B3k e? 1 ekp
_ V k — k/ ) = ;) — — k k: 480
Vol Zk/ ( )i / (27?)3fk € |k — K| 271'2609( [kr) (4.80)
mit L ) .
—Y +y
= — | . 4.81
o) = 3+ 1w (481

Die Funktion g(y), die uns spéter noch hdufiger als Lindhard-Funktion begegnen
wird, ist in Abb. dargestellt. Sie ist bei y = 1 regulédr, hat dort aber eine
Singularitéit in der Ableitung.

Die daraus resultierende Quasiteilchen-Energie E) hat an der Fermikante ei-

ne Singularitdt in der Ableitung JF)/0k = oo, was einem Verschwinden der
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effektiven Masse entspricht. So etwas wird experimentell in Metallen nicht be-
obachtet, und dieser Effekt ist ein Artefakt der Hartree-Fock-Néherung. Verur-
sacht wird dieser Effekt durch die Divergenz der nicht-abgeschirmten Coulomb-
Wechselwirkung. Durch die im néchsten Kapitel zu diskutierende Abschirmung
der Coulomb-Wechselwirkung durch Teilchen-Lochanregungen, wie sie in Abb. 4l
dargestellt sind, wird diese Divergenz beseitigt.

Die weiteren Graphen von Abb. B3k fithren auch zu einem Imaginérteil der
Selbstenergie und damit zu einer endlichen Lebensdauer der Quasiteilchen. Eine
ausfiihrlichere Diskussion weiterer Beitrdge zur elektronischen Selbstenergie ist
z.B. in Kapitel 5.1 des Buches [21] zu finden.

Fiir allgemeine Potentiale V bzw. T' > 0 kann die HF-Selbstkonsistenz-Gleich-
ung (ETD) durch Iteration gelost werden: Man wihlt z.B. Xypo) = 0 und be-
rechnet dann iterativ aus g p@,) mit Hilfe der rechten Seite von (1) ein neues
Y HrF(m+1)- Im Regelfall erhélt man Konvergenz nach einigen Iterationen. Dabei
gilt es zu beachten, dal das chemische Potential u eigentlich erst am Ende so
gewahlt werden sollte, dafl eine gegebene Teilchendichte eingestellt wird. Eine
numerische Auswertung erfordert jedoch eine feste Wahl von pu. Das chemische
Potential ist bei der Iteration dann so nachzufiihren, dafl die Teilchendichte auf
dem vorgegebenen Wert festgehalten wird. Eine Vereinfachung tritt allerdings
fiir ein vollstdndig rotations-symmetrisches Problem auf, denn hier kann sich der
Fermi-Impuls kz nicht verschieben. In diesem Fall kann man die Verschiebung

des chemischen Potentials zu Ay = ¥(kp) ablesen.

4.5 Das thermodynamische Potential

In diesem Unterkapitel wollen wir einen Ausdruck fiir das thermodynamische
Potential vorstellen, der als Luttinger-Ward-Funktional bekannt ist [19]. Wie wir
im Abschnitt bereits angesprochen haben, besteht einer der wesentliche Ziige
der Feynmanschen Storungstheorie darin, dal bei der Berechnung Greenscher

Funktionen

(TS[B,0] A(T) B)o

(S183,0])o
die in der diagrammatischen Entwicklung auftretenden unverbundenen Beitréige
(siehe z.B. 3. Diagramm in Abb. {Tl) im Zéhler genau die GroBe (S[3, 0])o kiirzen
(,, Linked-Cluster Theorem*, vgl. die Diskussion am Ende von Abschnitt EE2). An-
dererseits ist (S[3,0])o = Z/Zy, so daBl man das Verhéltnis der Zustandssummen

GAB(T) = —
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vom System mit und ohne Wechselwirkung diagrammatisch schreiben kann als

OG-0
(S(53,0))0 = e PEF) =1 4 GeeD + + .. +..

(4.82)
Wie man in Gleichung (8Z) sieht, konnen in dieser Entwicklung selbst auch
noch unverbundene Graphen auftreten. Zusammen mit den kombinatorischen
Vorfaktoren, die bei der Stérungsentwicklung auftreten, kann man diese Struktur

mit Hilfe des sog. ,, Kumulantensatzes“ in die Form

e PE=Fo) — oxp {Z 1"2} (4.83)
i=1

bringen; die Groflen I'; stehen hierbei fiir alle topologisch verschiedenen, zusam-
menhingenden Graphen der Ordnung :. Die Storungsentwicklung fiir die freie

Energie lautet dann entsprechend

_B(F_FO): Oooo + + ... . (484)

verb.
Bei der Berechnung der Selbstenergie in Abschnitt konnten wir nun so ver-
fahren, dafl man Wechselwirkungsprozesse, die auf einer durchgehenden Elektro-
nenlinie sitzen, als Selbstenergieeinschiibe auffassen kann und die entsprechende
nackte Elektronen-Greensche Funktion durch die voll renormierte ersetzt. Wiirde
man dasselbe Verfahren naiv auf die Aufsummation der Graphen in (E84)) an-

wenden, dann landet man bei dem Ergebnis

—B(F - F) = @ _ Q (4.85)

_ _% S {Groliwn) = Giiwn) e

k,o,iwn,

=3 ({nke) = (Mko)o) = (N) = (N)o .

k,o

Damit ware

F — Fy=kgT ((N) — (N)o)
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und insbesondere

Das ist natiirlich Unsinn.

Was ist hier schiefgegangen? Die Antwort ist, dafl wegen des Fehlens externer
Linien eine sinnvolle Unterscheidung zwischen , Skeletten“ und , Selbstenergie-
einschiiben® iiberhaupt nicht moglich ist. Allerdings kann man umgekehrt die
Storungsreihe der Selbstenergie dazu beniitzen, um sich (formal) einen Ausdruck
fiir das thermodynamische Potential zu beschaffen. Um das einzusehen, machen
wir uns zunéchst einmal klar, dal man aus jedem diagrammatischen Beitrag
zur Einteilchen-Greenschen Funktion einen diagrammatischen Beitrag zur freien
Energie konstruieren kann, indem man némlich die externen Linien miteinander

verkniipft, etwa

o°°°°°o o°°°°°o
° ° ° °
N v = 0000000 . (486)

Allerdings wiirde man bei dieser naiven Vorschrift zuviel des Guten tun. Betrach-

ten wir ndmlich die Diagramme Greenscher Funktionen (keine Skelettgraphen)

° °
00°°%°%0, 000000 00%0o
° ° o° o,
o ° o °
° ° ) ) 9

° ° °
o (] o

ocoo

so stellen alle drei sicherlich verschiedene zuléssige Beitrége zur Storungsreihe der
Einteilchen-Greenschen Funktion dar. Verbindet man jedoch die dufleren Linien,
so erhélt man jedesmal ein topologisch dquivalentes Diagramm, d.h. alle drei
Graphen ergeben dasselbe verbundene Diagramm.

Um dennoch Kontakt mit der Skelettgraphenentwicklung machen zu kénnen,
mufl man sich eines Tricks bedienen. Wir multiplizieren zunéchst formal den
Wechselwirkungsanteil des Hamiltonians Hyy mit AV, wobei N die Anzahl der
Fermionenvertizes in Hy ist (N = 1 fiir Einteilchenstreuung oder Elektron-

Phonon-Kopplung, N = 2 fiir Coulombwechselwirkung, . ..).
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Betrachten wir nun Z, = Tre ?#x so ist

Az, /[ d s\
dX dX R

Verwenden wir jetzt das bei der Berechnung der statischen Suszeptibilitédt in

Abschnitt eingefithrte Verfahren zur Ableitung der Exponentialfunktion, so
findet man mit d\™ /d\ = N/X - \N

B 1
1 d\ d\
AQ = B/dT 7J\f<ﬁr3v[¢]>A :/ X = N{H)y . (4.87)

0 0

Typischerweise wird der Wechselwirkungsterm die Form
K. K
E: E: Uty ien kl Clcck"'ck’l

haben, wobei der Index k; = (k;, 0;) Impuls und Spin zusammenfafit. Betrachten

wir den nun Ausdruck

> (ckley, Hw]) = N(Hy) .

k

Die rechte Seite ergibt sich, da bei der Bildung des Kommutators sukzessive
jeweils einer der Erzeuger durch c,t ersetzt wird (wegen des Pauli-Prinzips kann

immer nur genau einer die Quantenzahlen k haben). Andererseits ist

Z(C;Tg[ck,HWD = % Z <<[CkaW]7CL>>wnei“’"5

k k,iwn

und mit der Bewegungsgleichung (B.6])

z{(cy,, Ciz»z =1+ ex((cy, Ciz»z + ([e, Hwl, CZ>>Z )

so daB man schlieBlich mit der Definition ([c,, Hw], cL)). = Sx(2){(c,, el ).

d\
Z / G(iwn; A) g (iwn; A) e (4.88)
ﬁ k,iwn 0
oder dAQ 1
Z G (iwn; ) S (iwn; A) en? (4.89)

k Jiwn,
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erhalt. Man beachte, daf§ in Gleichung (89 jeweils die volle Einteilchen-Greensche
Funktion und -selbstenergie auftreten.
Die Beziehung (EERY) ist nun allerdings fiir eine weitere Auswertung ungeeig-

net. Weiter kommt man, wenn man sich eine Hilfsfunktion

o= @
=1
definiert, mit

dd,
At
dX

1 .
= 3 E G (iwn; N) Zg)(iwn; \) giend
expl.

kiwnp,

wobei E,(Cl) (iwn; A) die Skelettgraphenbeitrage in Ordnung [ in Hy zur Einteil-
chenselbstenergie bezeichnet und d/(d\)|
A’s aufgrund der Vertizes in den Skelettgraphen bedeutet, aber nicht nach der

oxpl. die Ableitung nach den ezpliziten
impliziten A\-Abhéngigkeit der vollen Propagatoren. Da ¥ (z; A = 0) = 0 und nur
die explizit auftretenden Faktoren A in den Skelettgraphen zu beriicksichtigen

sind, d.h. E (z A) oc AV l, kann man integrieren mit dem Ergebnis

G (iwp; A i A) et 4.90

o, = ﬁ N ,; k(iw (zw e (4.90)

Die Hilfsfunktion & erhélt man also, indem man die Skelettgraphen in Ordnung

[ in Hy nimmt, die externen Vertizes mit einem vollen Einteilchenpropagator

schlieft, und, um die Multiplizitdt der so entstandenen verbundenen Diagramme
richtig zu erhalten, mit einem Symmetriefaktor 1/(NI) multipliziert.

Nun gilt zwar offensichtlich

dd
A —
d\

dAQ)
et
dx

expl.

aber sicherlich ist ® # AQ). Nehmen wir statt dessen aber die Funktion

G(O zwn) Gr(iwn; A) o s
—p_ - + N g L giend 491
2 (] - ) o

so folgt, da die Ableitung nach der expliziten A-Abhéngigkeit im letzten Term

verschwindet und

d

d\

6Gk(iwn; )\) 0
1)) OG(iwn; N)

mpl. g,
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mit
0P’ B 0P 1 RV ©-1,.
OG(iwn; X)) OGy(iwy; A) ﬁ{ Gy (iwn; A) + Gy (Wn)}
0 1
Bl ) Gorwni )
und - 1
_ 9% Iy i\
0G(twn; A) B (iwn; A)
sofort .
N =0 .

impl.
Damit kann man AQ = &' identifizieren und A\ = 1 setzen.

Bei der vorangegangenen Ableitung ist uns nebenbei ein recht wichtiger und
interessanter Sachverhalt zugekommen. Es ist ndmlich
0AQ 0P’
0Gr(iwyn)  0Gi(iwn)

Damit kann man folgendes Variationsprinzip fiir die freie Energie formulieren:

Die Freie Energie, aufgefalt als Funktional des Einteilchenpropaga-

tors, ist extremal fiir den exakten Propagator.

Ist zudem noch die Grofle ® als Funktional von G (z) bekannt, so kann man sich

die zugehorige Selbstenergie beschaffen aus

0P
ﬁéGk(z) = 3i(2) . (4.92)

Es ist klar, da§ die wirkliche Berechnung von ® mittels (Z90) die Kenntnis

der exakten Greenschen Funktion sowie der kompletten Skelettgraphenentwick-

lung der Selbstenergie voraussetzt, was natiirlich unmoglich ist. Andererseits kann
man das abgeleitete Variationsprinzip zusammen mit Gleichung (E92) dazu be-
nutzen, um innerhalb einer Klasse von N#herungen fiir 34 (z) die optimale zu
identifizieren, d.h. diejenige, fiir welche die freie Energie extremal wird.

Als Beispiel fiir dieses Vorgehen wollen wir uns eine optimale N&herung be-
stimmen, die exakt in erster Ordnung in z.B. der Coulombwechselwirkung ist.

Das Funktional ® ergibt sich dann zu

<1><”=% O-Q + === [0 )]
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Fiir die zugehorige Selbstenergie erhélt man dann mit (EL92)

d.h. die bekannte selbstkonsistente Hartree-Fock-Néherung.

Die Konstruktion einer Néherung mittels eines generierenden Funktionales
® bewirkt zudem, dafl Greensche Funktionen héherer Ordnung durch Funktio-
nalableitung nach zugehorigen dufleren Feldern generiert werden kénnen. Damit
148t sich z.B. beweisen, dafi sogenannte Ward-Identititdten [B4U37] (siehe Ab-
schnitt B.8) erfiillt werden [5]. Fiir solcherart konstruierte Ndherungen kann man

nun noch zeigen, daf} sie gewisse Summenregeln erfiillen, z.B.

7 o (1) St +16) 1) = )

T

—00

etc. Obwohl diese Aussage auf den ersten Blick trivial erscheint, ist es fiir eine
beliebige Naherung nicht a priori klar, daf§ das Integral auf der linken Seite in der
Tat die zu dieser Ndherung gehorige Besetzungszahl ergibt. Aus diesem Grunde
werden Néaherungen, die sich aus einem generierenden Funktional erzeugen las-
sen, auch als erhaltende Néherungen bezeichnet. Man beachte allerdings, dafl die
Aussage nur soweit geht, dafl das Integral auf der linken Seite physikalisch Sinn
macht, nicht jedoch, dafl die so berechnete Besetzungszahl irgend etwas mit dem

exakten Wert zu tun hat!
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5 Elektronengas

In diesem Kapitel werden wir zuerst das phianomenologische Konzept einer Fermi-
Fliissigkeit skizzieren, das eine Beziehung zwischen einem wechselwirkenden und
einem wechselwirkungsfreien Elektronengas herstellt. Dann werden wir die Dich-
teanregungen eines Elektronengases diskutieren, wobei wir zuerst den wechsel-
wirkungsfreien und anschlieBend den wechselwirkenden Fall betrachten. Als tech-
nisches Werkzeug verwenden wir hierbei die dynamische Suszeptibilitdt. Damit
konnen wir einerseits die dielektrischen Eigenschaften des Festkorpers beschrei-
ben, andererseits werden wir sehen, dafi im Fall des wechselwirkenden Elektronen-
gases neue kollektive Anregungen der Elektronendichte auftreten, die sogenannten
Plasmonen bzw. Plasma-Schwingungen. Nach einem technischen Exkurs zu den
auf Erhaltungssiatzen basierenden Ward-Identitéiten schliefit dieses Kapitel mit

Bemerkungen zu einer mikroskopischen Sichtweise der Fermi-Fliissigkeit.

5.1 Landau-Fermi-Fliissigkeit

Wir wollen zunéchst kurz das Konzept einer Fermi-Fliissigkeit kennenlernen. Die
Darstellung wird weitgehend dem Kapitel 6 des Buches [31] sowie dem Kapitel 7.5
des Skripts [7] folgen (man beachte auch Kapitel 11.2 des Skripts [35], sowie
Kapitel 6.1 und 6.2 des Buchs [28]).

Bis in die 50er-Jahre waren freie Fermionen die einzigen gut verstandenen
Fermi-Systeme. Andererseits wurde *He intensiv untersucht, das ein ideales Fermi-
System darstellt, bei dem allerdings deutliche Abweichungen vom wechselwir-
kungsfreien Fall beobachtet werden. Auf diesem Hintergrund entwickelte Landau
seine phanomenologische Theorie normaler Fermi-Fliissigkeiten [16] (eine gute
Zusammenfassung der frithen Entwicklungen findet man u.a. auch in [2]). Der
Grundgedanke ist, daf} sich schwach (oder ggfs. auch stark) wechselwirkende Elek-
tronen bei niedrigen Energien in vieler Hinsicht wie ein wechselwirkungsfreies
Fermi-Gas verhalten.

Genauer basiert Landaus Theorie normaler Fermi-Fliissigkeiten auf folgenden

Annahmen:

1. Es besteht eine eins-zu-eins Beziehung zwischen den Niederenergie-Anre-
gungen des wechselwirkenden Systems und den Anregungen des Systems

ohne Wechselwirkung. Speziell konnen die Anregungen in beiden Systemen
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mit den gleichen Quantenzahlen charakterisiert werden; fiir ein translations-

invariantes System verwendet man Impuls k£ und Spin o.

2. Die Niederenergie-Anregungen sind ,,Quasiteilchen“, die durch Angabe ih-
rer Besetzungszahlen ny, spezifiziert werden konnen. Insbesondere héngt
die Energie lediglich von den Besetzungszahlen der Quasiteilchen-Zusténde
ab, d.h. E = E[ng|.

3. Fiir niedrige Temperaturen 7" und schwache externe Storungen sind die
Anderungen in den Besetzungszahlen so klein, dafi kubische Beitrige zur
Energie vernachléssigkeit werden konnen. (Diese Annahme erlaubt es uns

insbesondere, mit linearer Antwort-Theorie zu arbeiten).

4. In Feldern, die sich rdumlich und zeitlich langsam verédndern, kann man
eine lokale instantane Energie angeben, die nur von den lokalen instantanen

Besetzungszahlen abhéngt.

Die 2. Annahme erlaubt es uns zunéchst, die Energie als
E=F [5’”]470] (51)

zu schreiben, wobei dng,, die Abweichung der Besetzungszahlen von denjenigen
im Grundzustand beschreibt. Aufgrund der 3. Annahme kénnen wir die Energie

nun wie folgt entwickeln:

1
E = ; € 0N + 3 M%o, (kK o,0") dnge ong o . (5.2)
Hierbei tritt eine neue phdnomenologische Funktion f auf, die die Wechselwir-
kungen beschreibt. Fiir ein homogenes isotropes System héngt f nur von der
Kombination k — k' ab.
Die Quasiteilchen-Energie €, ist die Energie, die benétigt wird, um die An-
zahl der Quasiteilchen mit den Quantenzahlen k und ¢ um eins zu erhchen.

Interpretiert man dng, als Dichte, so folgt aus (£.2)

oFE

gk,o = m =€k + Z f(k7 k:/7 g, OJ) 5nk’,o’ . (53)

’o
k'

Im Gleichgewicht und bei T' = 0 ist dny ,» = 0 und somit

gk:,a = €k - (54)
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Legt man den Energie-Nullpunkt relativ zum chemischen Potential fest, ist die

Fermi-Fldache im k-Raum definiert durch
€ = 0. (5.5)

Fiir ein isotropes System ist € = €, mit k = |k|, so dal man einen Fermi-Impuls
kr definieren kann durch

Macht man nun die Annahme, dal die Wechselwirkung die Anregungs-Energien

nicht umsortiert, so gilt

€ >0 fir k > kp,
(5.7)
€. <0 fir k < kp.

Aufgrund der 1. Annahme ist nun die Anzahl der Zustdnde mit k < kg gleich
der mittleren Teilchendichte n, d.h.

2
(2m)°

wobei der Faktor 2 die beiden moglichen Spin-Einstellungen beriicksichtigt.

_ ki
- 37r2’

(5.8)

n =

/d3k@ (kp — k)

Die Niederenergie-Anregungen sind ferner genau diejenigen mit k in der Ndhe

von kr. Somit entwickeln wir

m*

(k—kp) . (5.9)

€k

In dieser Entwicklung tritt ein Parameter m* auf, der ,effektive Masse* genannt
wird.

Als néchstes machen wir eine Hartree-artige Naherung: Die Besetzungszah-
len dng , unterliegen zwar thermischen und quantenmechanischen Fluktuationen.
Fiir niedrige Temperaturen ist jedoch |dng, — (0ngq)| < |[{(dnk)|, so da wir das
Funktional (E2) nach Fluktuationen entwickeln kénnen. Aufgrund der 3. Annah-

me kénnen wir wie zuvor kubische Terme vernachléssigen und erhalten

E = Z €k 0Nk, + Z f(k, K o,0") (0ng o) Onge.o

k,o kK 0,0’

_% Z f(kv klv 0, OJ) <5nk70> <5nklv‘7/>

kK o0

1
= Y ek + Uo) Onpo — 5 ; Uk.o (07.) (5.10)

k,o
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mit einem sogenannten Molekularfeld

Uko = Y_ [k, K 0,0") (g 1) . (5.11)
K o

Aufgrund von (BI0) kénnen die Quasiteilchen als Elektronen mit Energie € +

Uk, interpretiert werden. Somit gilt fiir die Besetzungszahlen bei einer endlichen

Temperatur 7" > 0

1
eﬁ(swUk,(,) 1

Es folgt zunéchst, da Uy, unabhéngig von der Richtung k/|k| und dem Spin o

gy = — O (kp— k). (5.12)

ist und somit konstant ist. Andererseits gilt aufgrund von Teilchenzahl-Erhaltung
> ko 0nko) = 0. Also ist nach (BT Uy, = 0 und fiir die Verteilungsfunktion

BEI2) gilt

1
efer +1
Dies zeigt, daf die freie Energie einer normalen Fermi-Fliissigkeit die gleiche Form

gy = — O (kp— k) . (5.13)

besitzt wie ein Gas freier Elektronen!

Spezifische Wirme:
Wir fithren zunéchst die Zustandsdichte an der Fermi-Oberfldche ein:
4w k? dk

( ) - W d—E

m* k?F

2771-2 9 (5.14)

k=kp
wobei wir dE/dk nach (B9) eingesetzt haben. Damit gilt fiir die spezifische

Wéirme

[e o]

dE d 2 d 1
- = &k =2N dee — ——— 1
C(V dT dT (27‘(‘)3 / €k f(ek) (0) / €e AT eBe +1 ) (5 5)

wobei wir die Spin-Entartung mit einem Faktor 2 beriicksichtigt haben. Mit

d 1
d 1 —eeﬁeﬁ T0¢€

_ - 5.16
AT efe+1  (efe4 1) (P4 1) (e P+ 1) (5.16)
konnen wir (BIH) auswerten:
_ i ks (36)°
Cv = QN(O)/dE (€1 1) (e Pet1)
2 i a?
= 2N(O)VKLT [ d =~T. 1
ORBT [ o= = (517)

— 00
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Hier haben wir unter dem Integral z = (3¢ substituiert. Das lineare Verhalten
der spezifischen Wérme bei tiefen Temperaturen ist ein Charakteristikum einer
Fermi-Fliissigkeit. Setzt man den Wert des Integral zu 72/3 ein, so liest man den
Koeffizienten v aus (BI7) ab zu

2
v = §7r2 N(0) k%, (5.18)

wobei daran erinnert sei, dafl die effektive Masse m* in N (0) auftritt (siehe (&14)).

Effektive Masse:

Fiir ein translationsinvariantes System ist die effektive Masse m* kein von
der phdanomenologischen Funktion f unabhéngiger Parameter. Um die Beziehung
genauer anzugeben, ist es zunéchst niitzlich, Isotropie, Translations-Invarianz und
SU(2)-Symmetrie zu verwenden, um die Funktion f nach Legendre-Polynomen

P, zu entwickeln:

2N(0) f(k, K ,0,0')=> (F/+ Zio-0') Pcosb), (5.19)
!
wobei k - k' = k k' cos @ ist.

Nun betrachtet man ein mit Geschwindigkeit v bewegtes Gesamtsystem. Ei-
nerseits ist der Gesamtimpuls gegeben durch P = N m v, wobei die Gesamtmasse
des Systems gegeben ist durch die Anzahl der Fermionen N multipliziert mit de-
ren freier Masse m. Andererseits antwortet das System auf die Bewegung mit
einer Anderung der Besetzungszahlen dng,-. Die beiden Sichtweisen hangen iiber
eine Galilei-Transformation zusammen. Wir geben hier nur das Ergebnis an (Her-
leitungen sind z.B. in Kapitel 7.5 des Skripts [7], Kapitel 11.2.1 des Skripts [35]
sowie in Kapitel 6.1(b) des Buches [31] zu finden):

m—*zl—leI. (5.20)
m 3
Magnetische Suszeptibilitdt:

Wir wollen kurz eine weitere Grofle diskutieren, ndmlich die magnetische Sus-
zeptibilitéit y. Dazu miissen wir zunéchst die Energie (22)) um einen magnetischen
Beitrag ergénzen. Verwenden wir eine zweit-quantisierte Schreibweise, so ergibt

sich ein Beitrag

Hy=3 [ #20}(@) 9o B@) v, (@ (521)
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zum Hamilton-Operator. Die magnetische Suszeptibilitdt y beschreibt nun die
Antwort der Magnetisierung auf ein konstantes dufleres Magnetfeld B. Wir ver-

zichten wiederum auf die Herleituné@ und geben lediglich das Ergebnis an:

X _Ltsh o om (5.22)
Xo 1+iZ0 m(l—i—iZo)’

wobei x( die magnetische Suszeptibilitat freier Fermionen mit Masse m ist.
Insgesamt beobachtet man folgende wesentliche Eigenschaft von Landaus Theo-

rie der Fermi-Fliissigkeiten: Die funktionalen Abhéngigkeiten thermodynamischer
Groflen sind genau wie bei freien Elektronen, allerdings mit ,,renormierten” Kon-
stanten (effektive Masse etc.). Andererseits dufert sich die Wechselwirkung dar-
in, daf die verschiedenen Konstanten voneinander unabhéngig sind. So wiére die
magnetische Suszeptibilitit freier Fermionen mit einer effektiven Masse m* ge-
geben durch x/xo = m*/m; in einer Fermi-Fliissigkeit erlaubt das Auftreten des

Wecheslwirkungs-Parameters Z; in (£22) Abweichungen von dieser Beziehung.

Da eine Fermi-Fliissigkeit sich qualitativ wie ein freies Fermi-System verhélt,
ist es in jedem Fall niitzlich, ein wechselwirkungsfreies Elektronengas zu verste-

hen.

5.2 Dichte-Suszeptibilitit als Antwortfunktion

Im folgenden werden wir den aus Kapitel [Tl bekannten allgemeinen Zusammen-
hang zwischen Antwortfunktion und dynamischer Suszeptibilitat auf Stérungen
der Dichte eines Elektronengases anwenden. Konkret interessieren wir uns fiir die
Dichtednderung d(n(x); aufgrund einer &ufleren zeit- und ortsabhéngigen Storung
Vi(z, t), die an die Elektronendichte angreift:

Hw:—/ffm@wm@y (5.23)
Dann ist
+o00
d(n(x)) = /d3:1:’ / dt' x(z, 't — ') V,(x', 1) (5.24)
mit der dynamischen Dichte-Suszeptibilitét

X(z, 2’ t) = i0(t) ([n(z,t),n(x',0)]) . (5.25)

10An dieser Stelle geht schlieBlich die 4. Annahme ein. Rechnungen findet man z.B. in Kapitel
6.1(d,e) des Buches [31] und Kapitel I1.2.2 des Skripts [35].
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Wir definieren die rdumliche Fourier-Transformierte als

n(q) = /d%eiq'“’n(w) (5.26)

n(z) = % zq: 1% n(q) (5.27)
und entsprechend
Vi(g,t) = /d%emvs(m,t). (5.28)
Dann erhalten wir )
Hyp = =55 3 n'(q) Vi(q',t) (5.29)
und .
Stnia) =Y [ dt a.d.t~)Vild 1) (5.30)
7
mit
X(a.4.1) = i0(1) o (In(a.). ' () (531)

Fiir translationsinvariante Systeme hangt die Suszeptibilitdt nur von der Dif-

ferenz & — ' ab, entsprechend ist die Suszeptibilitdt im Wellenvektor-Raum dia-

gonal:
X(q,4',t) = dqq x(a:1), (5.32)
d.h.
+oo

i@ = [ dixtat-)Via.t) (533)
mit .
Diese Grofe ist die Fourier-Transformierte der Suszeptibilitit beziiglich @ — a':

x(q,t) = / dw e @) y (@, @ 1) (5.35)

Fiir ein gitterperiodisches System ist die Suszeptibilitit diagonal in q bis auf
reziproke Gittervektoren (¢' = ¢ + Q). Die Summe in (E30) erstreckt sich dann
nur noch iiber reziproke Gittervektoren.

Im Folgenden brauchen wir haufig die Laplace-Transformierte

[e.9]

W(@.q.2) = [ dte* x(a.qu) = g lnl@m' @) (530)
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5.3 Dynamische Suszeptibilitit fiir freies Elektronengas

Wir wollen zunéchst die dynamische Suszeptibilitdt fiir ein freies Elektronen-
gas ohne Coulombwechselwirkung, die sogenannte Lindhard-Funktion berechnen.
Wir werden dieses wichtige Resultat auf zwei Weisen herleiten: einmal mit Hil-
fe der Bewegungsgleichung und dann mit der Technik Greenscher Funktionen.
Die zweite Methode ist zweckméfig und notwendig, wenn man systematisch die

Wechselwirkung beriicksichtigen will.

a) Bewegungsgleichung
Durch Feldoperatoren ausgedriickt schreibt sich die Elektronendichte

n(@) =Y Pi(@),(z). (5.37)

Setzen wir dafiir eine Zerlegung nach ebenen Wellen ein

Y () = \/\% P (5.38)
k

dann lautet die Dichte

1 —iky-x ika-x
n(x) = ﬁk; chckWe ki@ gika (5.39)

n(q) = /dgx e T () = Z chckJrqg =nl(—q). (5.40)

ko
Fiir die dynamische Suszeptibilitéit erhalten wir dann

1 1
x(g.q',2) = —W«TL(Q); n'(q)). = Vol «C;LackJrqa; CL/+q/U/Cka/>>z-

(5.41)
Wir wenden die Bewegungsgleichung (B auf jeden einzelnen Term der Sum-

me an (nur dann erhélt man ein einfach auswertbares Ergebnis):

2(ChoCht go CL,Jrq/U,Ck,J/))z + (Lo cL,Jrq/U,ck,o/))z
= <[CTk:o'Ck:+qg-7 CL/+q/0./Ck/O,/]> . (542)

Dabei ist £ der Kommutator mit dem Hamilton-Operator der freien Leitungs-
elektronen, H = Y. el ¢, (vgl. Kapitel B).
ko
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Fiithrt man die Kommutatoren aus, dann erhélt man
‘CCLJCkJqu = (& — 6k+¢1)c£ock+qa (5.43)
[CLUCkJqu, C;[c/-i-q’o"ckt'o"] = 500/ 5kz+q7kz+q’ C;Lock:’o' — 500/ 5k,k/ C;rc’—i—q’aCkJqu . (544)
Mit (¢l _c o) = Ok it fior fro = (exp(B(ex — p) + 1)~ erhélt man

(2 + e — €k+q)<<c;rcack:+qa; CL/+qlglck/J/ )z = G0 Onr (fre — fkf—f—q) (5.45)

und daraus durch Summation die dynamische Suszeptibilitét:

fk+q
! E 5.46
X0(9:9',2) = daq Vol Z+ € — ek+q (5.46)

Der Faktor 2 stammt aus der Spinsumme. Die Diagonalitdt der dynamischen

Suszeptibilitédt folgt hier aus der Diagonalitdat der Erwartungswerte <c;rwck,0).

b) Mit thermodynamischen Greenschen Funktionen

Wir definieren eine Zweiteilchen-Greensche Funktion

Gy(z,x',7) = —(Tn(x,7)n(z',0))
= - Z(Twi(wa 7-)1/}0("137 T)wl/ (IE/, 0)%/ (IE/, 0)) : (547>

Fiir ein System ohne Wechselwirkung kénnen wir diesen Ausdruck mit Hilfe des

Wickschen Theorems exakt auswerten:
Go(z, @', 7) = =) (Tei(x, 7). (@, 0)(Te,(z,7)v! (@, 0)

—nla, ) (n(a, 0))
= 2Go(x' —x,—7)Go(x — ', 7) — (n(x))(n(x")). (5.43)

Der erste Term ist der so genannte Polarisations-Propagator (der Faktor 2 stammt

wieder aus der Spinsumme)
Ho(x — ', 7) =2Go(x' — ¢, —7) Go(x — &', 7), (5.49)

dargestellt in Abb. Bl als Propagation von einem Teilchen-Loch-Paar von (2, 0)
nach (&, 7). Der zweite Term tritt auf bei der Zerlegung der thermodynamischen
Greenschen Funktion, spielt aber keine Rolle in der entsprechenden Antwort-

funktion. Man iiberzeugt sich leicht, daf3 der Polarisationspropagator gerade die
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Abbildung 5.1: Zweiteilchen-Propagator fiir freie Elektronen.

Korrelationsfunktion der Dichteschwankungen dn(x) = n(x)— (n(x)) beschreibt.
Nur diese GroBe spielt eine Rolle im Kommutator der Antwortfunktion.
Wir gehen iiber zur Fourier-Transformierten:
B
o(q,iws) = /d3:c el (@) /dT e T Ily(x — ', 7). (5.50)
0

Dabei ist wegen des Kommutators in der Antwortfunktion wy = 2s7/3 eine gerade
Matsubara-Frequenz. Setzen wir die Fourier-Zerlegung der Greenschen Funktio-

nen ein (mit ungeraden Matsubara-Frequenzen)
1 , N1 _
R _ ik-(x—a') ~ —iwn T .
Go(lx —x',7) = Vel Ek e 3 é e Go(k,iwy) , (5.51)

dann erhalten wir:
) 2 1 . ) )
Ho(q, 'st) = W ; B WZ Go(k’, an) GO(k + q, Wy + 'st) . (552)

Die Frequenzsumme konnen wir mit der Poissonschen Summenformel ausfiihren

(siehe Kapitel B4l insbesondere (B90) und (B.91)):

2 1 1 1
H ] S = — a
(g, iws) Vol;ﬁwziwn—ek—l—,uiwn+iws—€k+q+ﬂ

2 flew — 1) = flersq — p — iwy)
Z (e — 1) = (Ekrq — B — iws)

2 Je = Jriq :
RS _ ), 5.53
Vol £~ iw + € — €riq Xo(g, iws) (5:53)

wobei exp(iws3) = 1 verwendet wurde. Nach analytischer Fortsetzung der Fre-
quenz iws; — z = w + 19 erhalten wir das gleiche Resultat (£40) wie zuvor. Man
beachte, daf die analytische Fortsetzung erst dann ausgefiihrt wird, nachdem vor-
her exp(iws3) = 1 gesetzt wurde. Die Diagonalitdt in q ergibt sich hier daraus,

dafl die Einteilchen-Greenschen Funktionen nur von & — &’ abhéngen.
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Abbildung 5.2: Mdgliche Teilchen-Loch-Anregungszustinde.

Bevor wir die Wechselwirkung einbauen, wollen wir kurz das Ergebnis fiir die

dynamische Suszeptibilitit des freien Elektronengases diskutieren.

Imagindrteil der dynamischen Suszeptibilitit bei T = 0:

&k
(27)?

Die Spektralfunktion enthélt Beitrdge von den wirklichen Anregungen des Sy-

Xo(g,w) = Smyo(q,w +id) = —27T/ (firq — fr) O(w+ € — €xrq) - (5.54)

stems (im Gegensatz zum Realteil der Suszeptibilitéit, zu dem auch virtuelle An-
regungen beitragen). Anregungen sind moglich, wenn die Energie w der dufleren
Storung der Anregungsenergie wy q = €x+q — €k eines Teilchen-Loch-Paares ent-
spricht. Ferner mufl der Ausgangszustand besetzt und der Endzustand unbesetzt
sein. Die moglichen Anregungszustinde sind in Abb. fiir die beiden Fille
q < 2kp und q > 2k dargestellt.

Fiir die Anregungsenergie eines Teilchen-Loch-Paares erhalten wir mit der

quadratischen Einteilchen-Dispersion e, = k*/(2m)

(k+q)?-k 2k-q+q°
2m N 2m '

Wk,q =

(5.55)

Bei einem besetzten Anfangszustand k und fiir einen gegebenen Vektor g erhéilt
man die hochste Anregungsenergie, wenn k parallel zu q ist und auf der Fermi-

kante liegt:
m ( )

Die Minimalenergie ist dagegen:

0 firg <2k
Wmin = { ua £ (557)

—%+i fir ¢ > 2 kp.

2m
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0 \/ - w

Abbildung 5.3: Dynamische Suszeptibilitit fiir ein freies Elektronengas.

Grundsitzlich ist x”(q,w) # 0 nur wenn wp, < w < wWhpax. Dieser Bereich ist im
unteren Teil von Abb. schraffiert dargestellt.

Ein weiterer leicht zu diskutierender Grenzfall ist die

Statische Suszeptiblitat ber T=0:
Fiir den Realteil der Suszeptibilitdt erhélt man

Pk friq — fr
"q,w) = 2 / s . 5.58
XO(q w) (27T)2 W+ €k — Chiq ( )

Hier tragen auch virtuelle Prozesse mit w # wy, q bei.

Bei T'= 0 und w = 0 148t sich das Integral leicht ausrechnen (analytische
Resultate fiir w # 0 findet man z.B. in Kapitel 3.5 (S. 144) des Buches [30]), und

man erhalt

W(@.0) = 2N (1) g (%) (5.59)

mit der Zustandsdichte an der Fermikante

N(p) =

m k?F
272

(5.60)
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und der Lindhard-Funktion (EET]) (siehe Abb. E0l). Bei z = 0 hat sie den Wert 1,
bei x = 1 einen scharfen Abfall mit unendlicher Steigung. Dieser Punkt entspricht
dem Wert q¢ = 2kp.

Nebenrechnung zu (BE59):

Bk forg—fe Bk e Pk i
_2/(%)3 €hiq— €k 4/(2ﬂ)3ek+q—ek_4/(2W)3q2/(2m)+q-k/m

]CF +1

4 ) 1
= @y / dkk / W 2m) + zqk/m

-1

4 y 1
m
— = fakk | de——n-
(2r)? q/ / Y/
0 —1
kr
_ 4 T/dkkln L+q/2k
(27)* q 1—q/2k
0
4 m ¢ ke +q/2|  krq
— = 2 -1 )
LR q< ( 4)“ch—q/2+ 2
mkp 1 1—x2 1+
_ 1 61
27?2 <2 dx 1—:10) (5:61)

mit © = q/2kp.
Den Wert der Suszeptibilitdt bei ¢ = 0 berechnet man auch leicht bei endli-

chen Temperaturen aus

w00 =2 [ B (L) Ly favo (<) G

Bei T' = 0 wird die Ableitung der Fermifunktion zur §-Funktion, und man erhalt
1(0,0) = 2 N(s) (5.63)

Dieser Wert beschreibt die Anderung der Teilchendichte auf eine Verschiebung
des chemischen Potentials, An = 2N (u)Ap. Man beachte die Reihenfolge der
Limites: erst w — 0 dann ¢ — 0, d.h.

lim hm x(g,w) =2N(u). (5.64)

qg—0w—0
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Setzt man dagegen q = 0 bei endlichem w, dann ist die Antwort 0:

lim lim x(q,w) =0. (5.65)

w—0g—0

Auf eine zeitliche Anderung eines rdumlich homogenen Potentials kann die Dich-
te wegen der Erhaltung der Teilchenzahl nicht reagieren, im Unterschied zu der
Reaktion auf ein rdumlich variables Potential mit ¢ # 0, wo ein Ausgleich zwi-
schen Gebieten mit hoherem Potential zu Gebieten mit niedrigerem Potential
moglich ist. Ist dagegen w = 0 exakt (oder setzt man iws, = 0 vor der analy-
tischen Fortsetzung auf die reelle Achse), dann beschreibt x(q,0) die isotherme
Suszeptibilitat. Hier kann sich die Teilchendichte &ndern, da der Ausgleich iiber
den Kontakt mit einem Teilchen-Reservoir erfolgt. Diese Aussagen, die auf Erhal-
tungsséitzen beruhen, behalten ihre Giiltigkeit auch bei Verunreinigungsstreuung
und Zweiteilchen-Wechselwirkung (beachte aber den Sonderfall der langreichwei-

tigen Coulombwechselwirkung im néchsten Abschnitt).

Antwort auf eine punktformige Storung:
Exakt berechenbar ist auch die Antwort auf eine punktformige Stérung. Setzen
wir
V(z)=vdo(x), V(q)=wv, (5.66)
dann finden wir fiir die induzierte Dichteénderung (eine Strategie zur Berechnung
der dabei auftretenden Integrale findet man z.B. in Kapitel 14 (S. 178-179) von
Referenz [10]):

d? A
Sn(e)) = [ 5tix(a.0) e = avF (2kya) (5.67)
mit ] ”
siny — ycosy mki
F =<7 g7 = . 5.68
(y) y4 ) 27T3 ( )

Bemerkenswert sind die rdumlichen Ladungsoszillationen (sognenannte Friedel-
Oszillationen), die durch den scharfen Abbruch der Lindhard-Funktion bei ¢ =
2kp verursacht werden. Sie treten in dhnlicher Form auch in einem geladenen
Elektronensystem mit Coulombwechselwirkung auf. In der vorliegenden Form be-
schreiben sie die Antwort der Spindichte auf die Wechselwirkung mit einem loka-
len Moment. Die Spinsuszeptibilitdt wird ebenfalls durch die Lindhard-Funktion
beschrieben und hier spielt die Coulombwechselwirkung keine entscheidende Rol-
le. Setzen wir

Hy,=—j 8§ s(0) (5.69)
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fiir die Austauschwechselwirkung j der Spindichte s(x) der Leitungselektronen
(s.(x) = 2(ny(x) — n)(x)) mit einem lokalen Moment S am Ort = 0, dann
erhalten wir fiir die Antwort der Spindichte

§(s(z)) = aj S F(2kpz). (5.70)

Daraus lat sich die effektive Wechselwirkungsenergie von zwei lokalen Mo-
menten S, S9 an den Orten a1, x5 berechnen: Fiir die Wechselwirkungs-Energie

des Momentes S5 mit der Leitungselektronen-Spindichte am Ort x, gilt:

Setzen wir fiir s(xy) die durch das Moment am Ort @, induzierte Spindichte ein,

dann finden wir

Hierbei ist J(r) = j2a F(2kpr) die so genannte Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida
(RKKY)-Wechselwirkung [T43238], die oszillierend vom Abstand r = |2y — |
der beiden Momente abhéngt. Damit 148t sich (teilweise) erkldren, warum metal-
lische Legierungen mit magnetischen Ionen je nach Abstand der lokalen Momente

mal ferromagnetisch und mal antiferromagnetisch ordnen.

5.4 Dynamische Suszeptibilitét fiir Elektronengas mit Cou-
lombwechselwirkung

Im letzten Kapitel hatten wir gesehen, wie man die dynamische Suszeptibilitét
eines freien Elektronengases durch eine Zweiteilchen-Greensche Funktion aus-
driickt. Die Beriicksichtigung der Coulombwechselwirkung als Storung erfolgt
hier nach den gleichen Regeln wie fiir die Einteilchen-Greensche Funktion: Wir
konstruieren alle topologisch verschiedenen zusammenhéngende Graphen, fiir je-
de Wechselwirkungslinie gibt es einen Faktor (—1), ebenso fiir jede zusétzliche
Fermionen-Schleife (der nackte Polarisations-Propagator ist eine solche Schleife).
Uber alle internen Variablen ist zu summieren (integrieren), dabei gilt an jedem
Vertex Impuls- und Frequenz-Erhaltung. Zur Berechnung der dynamischen Sus-
zeptibilitat mit dem Wellenvektor g und der Frequenz iws werden die entsprechen
Werte bei den dufleren Vertizes zu- bzw. abgefiihrt. Die dynamische Suszeptibi-
litdt fiir Frequenzen auf der reellen Achse erhéilt man durch eine entsprechende

analytische Fortsetzung iws — z = w + 70 des Endresultats.



98 5 Elektronengas

Abbildung 5.4: Graphen fiir den Polarisations-Propagator.

Eine repréasentative Auswahl von Graphen fiir den Polarisation-Propagator
sind in Abb. B4 gezeigt. Graphen, die lediglich zu einer Renormierung der Ein-
teilchen-Greenschen Funktion fiithren, sind nicht extra aufgefiihrt, d.h. die durch-
gezogene Linie entspricht einer renormierten Greenschen Funktion.

Die Graphen zerfallen in zwei Kategorien: reduzible Graphen, die in zwei
Teile zerfallen, wenn man eine Coulomb-Linie durchschneidet, und den Rest. Die
reduziblen Graphen kann man mit Hilfe einer Dyson-Gleichung (im Sinne einer
geometrischen Reihe in der Coulombwechselwirkung) aufsummieren. Im Impuls-

und Frequenz-Raum erhélt man:

II(q, iws)

(g, iw) = ) (5.73)
1—V(q) (g, iws)
bzw. nach analytischer Fortsetzung:
I
T(gq, 2) = a.2) (5.74)

1-V(g)Ti(q,2)

Dabei ist f[(q, iws) die Summe aller irreduziblen Polarisations-Propagatoren. Eine
Auswahl davon ist in Abb. gezeigt. Soweit ist dieses Ergebnis exakt.

Eine Néherung, die unter dem Namen Random Phase Approximation (RPA)
bekannt ist, erhélt man, wenn man II(q,z) durch den nackten Polarisations-
Propagator Ily(g, z) ersetzt. Das bedeutet insbesondere, dafi man Austausch-
und Korrelationseffekte in der Elektron-Elektron-Wechselwirkung vernachléssigt.
Wechselwirkungseffekte durch die Coulombwechselwirkung werden insoweit be-
riicksichtigt, wie sie durch elektrische Felder ausdriickbar sind. In dem Sinne ist

die RPA eine Molekularfeld-Nédherung. Der Name Random Phase Approximation
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Abbildung 5.5: Dyson-Gleichung (oben) und irreduzible Polarisations-
Graphen (unten).

Abbildung 5.6: Effektives Potential.

hat historische Griinde und stammt aus einer Naherung, die man bei der Fak-
torisierung der Bewegungsgleichung fiir die Elektronendichte macht (siehe z.B.
Kapitel 12 des Buches [20]).

In vielen Fiéllen ist es sinnvoll, mittels der Reihe Abb. eine renormierte

frequenzabhéngige Wechselwirkung einzufiihren. Hierfiir erhélt man:

B V(q)
Verld:2) = 1~ V(g)1l(q,2) (579)
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Damit 148t sich eine (longitudinale) Dielektrizitatsfunktion fiir das Elektronengas

definieren: V(g
q
Ver(q, 2) = 5.76
9= g >:70)
mit
In RPA erhilt man dann:
€RPA<q7 Z) =1- V(Q) Ho(% Z) =1+ V(Q) Xo(q, Z) . (5-78>

Die gleiche Funktion dient auch zur Abschirmung einer dufleren Potential-
Storung: Fir Vs(x,t) = Vs(q, 2) exp(iq -  — izt) gilt
Vs(x,t)
c(g,z)
Zu zeigen bleibt, dafl diese Dielektrizitatsfunktion auch Dielektrizitatskon-

stante im Sinne der Elektrodynamik ist. Bei dem folgenden Beweis lassen wir

5(n(z)), = —T(q, 2) (5.79)

zur schreibtechnischen Vereinfachung die Zeitabhingigkeit weg (fiir die longitu-
dinale Dielektrizitatskonstante ist das keine Einschrankung, fiir die transversale
Dielektrizitéitskonstante braucht man dagegen die Zeitabhingigkeit):

Wir definieren (longitudinale) Felder durch

V-D(2) = pula) (5.80)
OV - B@) = pel@)+ pula). (5.81)

wobei py, die durch die duBlere Ladungsdichte pey im Elektronengas induzierte
Ladungsdichte ist.

Fiir die Fourier-transformierten Felder
D(q) = /d%D(fB) e % = e4e(q) E(q) (5.82)
1 .
D = — D e .
) = gD (583)

definieren wir eine Dielektrizitédtskonstante im Sinne der Elektrodynamik durch

D(q) = «e(q)E(q) . (5.84)

Daraus folgt:

iq - D(q) = pex(q) = €0¢1(q) iq - E(q) = €1(q)(pex(q) + pin(q)) - (5.85)
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Hier bleibt nur der longitudinale Anteil. Damit erhalten wir die im Sinne der
Elektrodynamik exakte Relation fiir die longitudinale Dielektrizitédtskonstante:
1 in
_ el
EL(Q) peX(Q)
Diesen Quotienten berechnen wir nun mit Hilfe der Linearen Antworttheorie.

(5.86)

Die Wechselwirkung der Ladungsdichte p(x) = —en(x) des Elektronengases

mit einem externen elektrischen Storpotential hat die Form

Eh:i/dﬁp@ﬂéﬁmﬂ:—1/J%n@0Vﬂm% (5.87)

d.h. das Storpotential im Sinne des letzten Kapitels ist Vg(x) = e oy (). Fiir die

induzierte Ladungsdichte erhalten wir dann nach der Linearen Antworttheorie

Pin(@) = —€* Xun(q) Pex(q) - (5.88)

Das elektrische Storpotential hangt iiber die Poisson-Gleichung mit der externen

Ladungsdichte zusammen:

1 1
A(I)e)((w) = __peX<w)v q2q)eX<q) = _peX<q) (5-89)
€o €0
oder .
D (@) = —pex(q) - 5.90
() = — 5reda) (5.90)
Daraus folgt fiir die induzierte Ladungsdichte nach Linearer Antworttheorie:
Pin(9) e?
@) ad (q) (@) xnn(q) (5.91)

wobei wir €2/(e9q?) mit Hilfe von ([EETS) durch die Coulomb-Wechselwirkung aus-
gedriickt haben. Ein Vergleich mit (B.80) ergibt fiir die longitudinale Dielektri-

zitatskonstante
1

er(q)
Mit der exakten Relation fiir die Darstellung des Polarisationspropagators durch

=1-V(q) xun(q) =1+ V(q)Il(q). (5.92)

den irreduziblen Anteil aus der Storungstheorie

_ I(qg)
H@%_l—V@ﬂﬂm

(5.93)

erhalten wir
er(q) = 1—V(g)Ti(q) (5.94)
und daraus das RPA-Ergebnis, wenn wir IT durch den nackten Propagator fiir ein

freies Elektronengas ersetzen.
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5.5 Statische Dielektrizitidtskonstante

Fiir die Dielektrizitatskonstante bei w = 0 gilt in RPA:

2

‘ 5X0(q,0). (5.95)

E(q,O):1+a

Mit (EE3) erhélt man fiir kleine ¢
¢
€(q,0) ~ 1+ % (5.96)
mit dem Thomas-Fermi-Wellenvektor

2
2 e

Grp = —2N(er).
€0

Wir wollen damit die Abschirmung des Potentials einer Storstelle mit Punktla-

dung Ze untersuchen:

Ze

>
€oq

ponlm) = 221

Ameg 1’

bex(q) = (5.97)

Die Langreichweitigkeit des Coulomb-Potentials fithrt hier zur Singularitdat bei

q = 0. Fiir das effektive Potential findet man

_ 9ex(q)  Ze 1

Pett(q) = = — 5.98
@ €(q,0) € ¢*+dip 599
Die Singularitét ist verschwunden! Im Ortsraum erhélt man
Je e T4TF
. = 5.99
Dot () Admey 1 ( )

Dieses Potential hat nur eine kurze Reichweite. Dieses effektive Potential wird
durch die Punktladung zusammen mit der induzierten Ladungsdichte der Metall-

elektronen aufgebaut. Tatséchlich findet man

/d%pin(w) = —Ze, (5.100)

d.h. die induzierte Ladungsdichte schirmt die Punktladung der Storstelle voll-
standig ab.
Bei der Berechnung der g-Abhéngigkeit der Dielektrizitdtskonstante wurde

nur die Entwicklung fiir kleine ¢ verwendet. Eine genauere Rechnung mit der
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g-abhéngigen Suszeptibilitdt (B59) ergibt fiir grofe Abstéinde fiir die induzierte
Dichte (siche z.B. Kapitel 14, S. 179 von Referenz [10])

27¢  cos(2kpr)

L P B

(5.101)

mit £ = ¢4,/(2k%). Diese sogenannten Friedel-Oszillationen sind wieder eine
Konsequenz der scharfen Kante der Suszeptibilitat (Lindhard-Funktion) bei g =
2kp. Diese Ostzillationen beobachtet man z.B. bei der Quadrupol-Resonanz in
Kupfer. Inzwischen kann man sie auch mit dem Raster-Tunnelmikroskop in der

Umgebung von Storstellen an Metalloberflichen sehen.

Literatur zur dynamischen Suszeptibilitéit: Kapitel 5.5.1 und 5.5.2 von [21], Ka-
pitel 3 von [30], Kapitel 6.4 und 6.5 von [9], Kapitel 5.1 von [31], Kapitel 14 und
15 von [10].

5.6 Kollektive Anregung im Elektronengas

Mit einem zeitabhéngigen Storpotential der Form
V(x,t) = vear it
erhédlt man eine induzierte Dichteschwankung im Elektronengas
d(n(x)): = x(q,w+ i) V(x,t). (5.102)

In RPA ist

. Xo(q, 2)
X2 =5V ) vola o) (5.103)

Im Allgemeinen erhélt man das Anregungs-Spektrum durch den Imaginérteil

der entsprechenden Antwortfunktion. Im Fall der Dichteanregungen des Elek-
tronengases ohne Coulomb-Wechelwirkung sind das die durch den Polarisations-
Propagator xo(g, z) beschriebenen Teilchen-Loch-Anregungen. Im Falle des wech-
selwirkenden Elektronengases erhilt man neue kollektive Anregungen durch Null-
stellen des Nenners, d.h. den Nullstellen der Dielektrizitdtskonstante. In RPA:

2

e(q,w+1id) =1+ Xo(q,w+1id) =0.

2
€oq

Wie man der Frequenzabhingigkeit von xg(q,w) und xg(g,w) bei kleinen
q < qrr entnimmt (siehe Abb. B3, oben), hat € (q,w) zwei Nullstellen, aber nur
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bei der Nullstelle mit der hoheren Frequenz ist ebenfalls €’(q,w) = 0. Bei dieser
Frequenz erhélt man eine ungedampfte kollektive Anregung des Elektronengases,
die sogenannte Plasma-Schwingung.

Zur Berechnung der Plasma-Frequenz entwickelt man x;(q,w) fiir grofie Fre-
quenzen nach Potenzen von qug/w mit vp = hkp/m. Fir ¢ < qrp und T = 0
erhélt man in fithrender Ordnung;:

¢ ki ¢
mw?3n2  mw?

Xo(qw) =~ — (5.104)

mit der Elektronendichte n = N/Vol. Damit erhélt man fir die Dielektrizitéts-
konstante in RPA:

2 ¢ WIZ)
und damit fiir die Plasma-Frequenz
2
, ne
= —. 5.106
Y= e (5.106)

Fiir die Dichte-Oszillation findet man damit:

st =~ Vit (5.107)
n(x)) = —— ex(, 1) . .
! m (w+i6)? — w2
In néchster Ordnung in qup/w erhilt man:
2
qn 3 (UFq)2
= — 1+-(— q
Xo(q,w) p— < + A + (5.108)

und damit fiir die Dispersion der Plasma-Frequenz

W2 (q) = w2 (1 + % (qTiF)z> . (5.109)

Fiir kleine ¢ sind die Plasma-Schwingungen ungeddmpfte Eigenschwingun-
gen des Systems. Im Gegensatz zu den Teilchen-Loch-Anregungen {iberlebt die-
se kollektive Anregung auch im Grenzfall g — 0. Fiir groflere Werte von ¢ ist
die Plasma-Frequenz energetisch entartet mit Teilchen-Loch-Angregungen. In der
hier betrachteten Ndherung sind die Plasma-Schwingungen ungeddmpft; bei einer
genaueren Betrachtung erhélt man jedoch die aufgrund einer Ankopplung an das

Teilchen-Loch-Kontinuum erwartete Dampfung.
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Die Plasma-Schwingung kann man auch durch eine klassische Betrachtung der
Schwingung eines homogenen Elektronengases gegeniiber dem positiven lonen-
Hintergrund verstehen. Die riicktreibende Kraft ist hierbei das durch die La-
dungen an den Réndern aufgebaute elektrische Feld. Bei ¢ # 0 entsteht die
riicktreibende Kraft durch die Ladungsdichte-Schwankungen des Elektronenga-
ses selbst. Den Wert der Plasma-Frequenz erhélt man bei dieser Betrachtung als
Eigenfrequenz der Schwingungen der Elektronen-Dichte. Insbesondere kann das
Auftreten solcher kollektiven Anregungen auch im Rahmen einer Fermi-Fliissig-
keit beschrieben werden, da fiir ihre Zustandekommen eine Wechselwirkung in

der Elektronen-Dichte ausschlaggebend ist.
5.7 Inelastische Streuung von schnellen Elektronen an Me-
tallen

Nach der Streutheorie erhélt man fiir die Streuung von Elektronen an Dichte-

schwankungen des Elektronengases in Metallen den Ausdruck:

d*c _k/( m

dQdhw ~ k \27h2

)2 V2(q) (g, w) (5.110)

mit dem dynamischen Strukturfaktor

=5 dt (n(q,t)n(—q,0)) ™" (5.111)

—00

S(q,w)

und dem Coulomb-Potential V(q) = €*/eyq*.
Mit Hilfe des Dissipations-Fluktuations-Theorems (B31]) 148t sich die Korre-
lationsfunktion der Elektronendichte durch den Imaginérteil der Dichtesuszepti-

bilitat ausdriicken: Vol v"(q,w)
_ Vol x'(q,w
S(q,w) = T (5.112)
Dabei ist

X'(@,) = Smx(g.0+id), x(a5) =~ (n(@):n(-a))-.

Verwendet man den (exakten) Zusammenhang mit der longitudinalen Dielektri-

zitatskonstante des Elektronengases

=1-"V(q) x(q,2), (5.113)
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dann erhalt man
I 1
Sm ,
Vig)  e(q,w+1d)

d.h. Resonanzen im Streuquerschnitt erhélt man bei den Nullstellen der longitu-

X'(qw) = — (5.114)

dinalen Dielektrizitdtskonstante, das sind die Plasma-Schwingungen.

Verwenden wir die Entwicklung in der Ndhe der Plasma-Resonanz

w2(q)

i) 1 — —2
e(q,w +1i0) PRk

(5.115)

dann finden wir die Pol-Néherung;:

1 N wo(q)
e(qw+10)  (w+1id)? —w(q)
 wy(q) ( 1 1

w6 —wy(q)  w+id+wy(q

—

)) (5.116)

wp(q) (6(w —wy(g) — d(w + wy(q)) - (5.117)

Sm——m= =

2
1 T
e(q,w + 1) 2

Wegen hw,(q) > kpT und damit e #™» < 1 sind nur Prozesse mit Energieverlust

moglich und man erhélt

Vol (52) Vi) M (e — hyla). (5.118)

Energieverlust-Spektren fiir die Streuung schneller Elektronen (20 kV) an diinnen
Metallfolien findet man z.B. in [24] (beachte insbesondere Fig. 10 der Referenz).
Durch das Coulomb-Potential als Vorfaktor ist die Streuung vorwérts gerichtet
und es werden Plasmonen mit g ~ 0 bevorzugt angeregt. Durch die hohe Energie
werden mehrfach Plasmonen angeregt, dementsprechend findet man Peaks im

inelastischen Streuquerschnitt bei Energieverlusten von hw = nwy,.

5.8 Ward-Identititen

Bei der Berechnung der dynamischen Suszeptibilitdt mufiten wir ganz generell

einen sogenannten Teilchen-Loch-Propagator

GQ(th T1, L2, T2, L3, T3, L4, 74) = —<T¢gl (3’31, 71)1/122 (fL'27 7'2)1503(51537 73)1/124(334, T4)>
(5.119)
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berechnen. Im nichtwechselwirkenden System ergibt sich im Impuls-Frequenz-

Raum fiir diese Grofle aufgrund des Wickschen Theorems

k

GV = = G(k) G(k + q) (5.120)
k+q

wobei k = (k,iw,) und ¢ = (g,iv) sind. Die Suszeptibilitdt erhélt man dann
aus dem Teilchen-Loch-Propagator, indem man @y, = x3, 71 = 7 und T3 = x4,
73 = T3 setzt, bzw. im Endergebnis iiber die internen Impulse und Frequenzen

summiert, d.h. im obigen Fall ist
1
O (jv) = N7 ’;; G (iwn) Gl qoliwon + i) .

Mit Wechselwirkung wird man allgemein auf die als Bethe-Salpeter-Gleichung
bekannte Struktur

K K K
_._ - 7
k+q k+gq K +q

gefithrt, wobei der schattierte Kasten die irreduzible Zweiteilchenselbstenergie
darstellen soll. Wie schon im Einteilchenfall ist die Berechnung dieser Grofie eine
harte Nuf}, insbesondere weil sie von insgesamt drei unabhéngigen Impulsen und
Frequenzen abhéngt. Auch ist die Zahl der moglichen Diagrammtypen um ein
vielfaches grofler als im Fall der Einteilchenselbstenergie. Allerdings werden wir
in den wenigsten Féllen die volle Information aus der Zweiteilchenselbstenergie
benotigen; bei der Berechnung der Suszeptibilitdten zum Beispiel wird, nach Auf-
summation der Bethe-Salpeter-Gleichung (L120]) nur die iiber £ und &’ summierte
Funktion benétigt. Summiert man das Endergebnis fiir Gy z.B. nur iiber &’ und
kiirzt die freien Propagatoren auf der linken Seite, so erhédlt man die generelle
Struktur

1.k+q

1
e — Golk. k kK =I'(k. k 5.122
G<k)G(k+q);ak ok k+q, K K +q) =T (k, k+q) (5.122)

1.k
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mit einer Vertexfunktion (schattiertes Dreieck) I'(k, k+¢). Man beachte, dafl diese
Vertexfunktion nicht identisch mit der Zweiteilchenselbstenergie ist, sondern erst
nach der Aufsummation der vollen Bethe-Salpeter-Gleichung und Kontraktion
der beiden rechten dufleren Beine mit einer vom Problem abhingigen Funktion
oy, entsteht!

Wir wollen nun, zunéchst einmal fiir G5 und daraus fiir I', einen exakten Zu-
sammenhang mit Einteilchen-Greenschen Funktionen herleiten. Solche Zusam-
menhénge werden allgemein als Ward-Takahashi-Identitdten [34)37] bezeichnet
und basieren auf Erhaltungssétzen. Im Falle der urspriinglichen Ward-Takahashi-
Identitéat war das die Eichinvarianz der QED und als Konsequenz ergibt sich, dafl
die Renormierung der elektrischen Ladung nur durch den Photonenpropagator
passiert.

Generell 148t sich eine (kontinuierliche) Symmetrie iiber das Noethertheorem

mit einem Erhaltungssatz der Form

d(qv t) - 'Lq ’ jd(q7 t) =0 (5123)

in Verbindung bringen. Im Falle der Eichsymmetrie wire d(g, t) die Teilchendichte
n(qg,t) und j,(q,t) die iibliche Teilchenstromdichte. Der Einfachheit halber lassen

wir in der weiteren Diskussion den Spin weg. Weiterhin nehmen wir an, daf§ man
d(g,t) =D ok D)y o (1)
k
und
Jalg,t) = Z Vi CJIL,(t)Ck:Jrq(t)
k
schreiben kann. Betrachten wir nun die Kombination
od(q, T 0
e e~ CNCACRCA )
+3(r = )T {[d(a,7), (1)l (72)}
+3(r = )T, { o, (m)ld(a, 7). ¢}, ()]}

so gilt mit dem Erhaltungssatz (I23), 0; — i0,, thermischer Mittelung und

unter Berticksichtigung von [d(q), ¢, | = —aw, ¢y, 4 Dzw. [d(q), CLQ] = O‘kz—qCqu

1 0
S E — —q-v | Go(k k k + k =
N k <ak87' q k’) 2( 1, T1, K2, T2, q, T3, 77_4)

g, (T — 11)G (k1 + @, ko; 7 — 7o) — Qpy1q0 (T — 72) G(Kk1, k2 — q; 7 — 1) .



5.8 Ward-Identitdaten 109

Das Minuszeichen auf der linken Seite stammt daher, daf bei den aus d(q) bzw.
Ja(q) stammenden Operatoren die Reihenfolge zu vertauschen ist, um die Kom-
bination gem#f Gleichung (EIT9) zu erhalten. Aufgrund der rdumlichen Transla-
tionsinvarianz erhilt man auf beiden Seiten einen Faktor §(k; — k2 + q), d.h. auf
beiden Seiten kann man ko = k1 + q setzen. Schliellich findet sich nach zeitlicher

Fouriertransformation
1 .
~ N5 Z (iva — q - vi) Ga(k — ¢, kK + ¢, k') = a—qG(k) — ag1q G(k — q) .
k.l

(5.124)
Dieses Ergebnis ist die Ward-Identitét fiir den vollen Zweiteilchenpropagator. Die

Ward-Identitat fiir die Vertexfunktionen erhilt man unter Beachtung von
1

1
Ak —q k) = Gk — q,k, k' + g, K
und ) .
T(k—q k) = awGolk — q. kK +q k'
7zu
. (6] A
wl(k—q, k) —q-Alk—q, k) = G’z;; —G(k’“_qq) . (5.125)

Man beachte, dafl die skalare und vektorielle Vertexfunktion nicht einzeln, son-
dern als Linearkombination auftauchen. Daher kann Gleichung (E2120) nicht zur
Berechnung von I' und A benutzt werden.

Als Beispiel zur Anwendung von Ward-Identitdten wollen wir den Fall ag =
1 und 7, = Vger betrachten, d.h. d ist die iibliche Teilchendichte und j der
zugehorige Strom. Aussagen iiber die Vertexfunktionen kann man nun in gewissen

Limites erhalten.

1. Statischer Grenzfall iv = 0:
Hier reduziert sich Gleichung (B123) auf

q- Ak —q,iwy; k,iw,) = 1/Gr_gliw,) — 1/Grlivy,)
und mit
1/Grliwy,) = iw, + 1 — € — 2g(iwy,)
erhélt man im Limes g — 0

Ak, iwy; k,iw,) = Vi (ex + Zg(iwy,))

= vV + Vka(zwn) .
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2. Langwelliger Grenzfall ¢ — 0:
Fiir diesen Fall erhilt man aus (B.12H)

wl(k,iw, —iv; k,iw,) = 1/Gg(iw,) — 1/Gg(iw, —iv)
=i — (Zg(iw,) — Lg(iw, —iv))

Im Grenzfall v — 0 und nach analytischer Fortsetzun erhédlt man damit

_ O%g(w + i)
Ow

Fiir k ~ kr und w = 0 heifit das fiir eine Fermi—Flﬁssigkei

Ik,w+id; k,w+i0) =1

*

F<kF7257 kF725) ~ = )

Me

d.h. die reine Dichte-Antwort wird durch die effektive Masse der Quasiteil-

chen bestimmt.

5.9 Mikroskopische Sicht einer Landau-Fermi-Fliissigkeit

Zum Abschlufl dieses Kapitels sollen einige Aspekte einer mikroskopischen Sicht
der Fermi-Fliissigkeit erwahnt werden.

Storungstheorie erlaubt es, die Aussagen von Kapitel Bl aus einem mikrosko-
pischen Bild wechselwirkender Elektronen herzuleiten. Eine wesentliche Voraus-
setzung fiir die perturbative Sichtweise ist selbstverstédndlich, dafl die Storungs-
reihe konvergiert. Im Rahmen der Storungstheorie ergibt sich eine natiirliche
eins-zu-eins Beziehung zwischen den Zusténden des freien und wechselwirkenden
Fermi-Gases, d.h. der 1. Grundannahme. Insbesondere lassen sich die Quasiteil-
chen als mit perturbativen Korrekturen versehene Elektronen auffassen. Fiir eine
Formalisierung dieser Sichtweise mit Hilfe von Stérungstheorie beliebiger Ord-
nung sei auf die Literatur verwiesen, insbesondere Kapitel 6.2 von [31] und [19].
In der folgenden Diskussion werden wir uns hingegen auf die niedrigsten Ordnun-
gen der Storungstheorie beschrénken. Die Darstellung wird dabei im wesentlichen
den Kapiteln 11.3.2 und I1.3.3 des Skripts [35] folgen (eine @hnliche Diskussion
findet man auch in Kapitel 5.3 des Buches [28]).

"Vorsicht: Erst v — 0, dann iw, — w + 4.

12Wie wir im niichsten Unterkapitel sehen werden (Glg. (BI39)), gilt dies genaugenommen
nur bis auf einen Faktor 1+ 7 a%zk ~(0). Fiir Metalle kann dieser Faktor jedoch normalerweise
vernachléssigt werden.
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Abbildung 5.7: Ndherung der Selbstenergie zur Beschreibung der
Quasiteilchen-Lebensdauer.

Ausgangspunkt fiir die Betrachtungen ist die Darstellung (E6T]) fiir die Green-

sche Funktion, d.h.
1

Z—Ek—E(k,Z)‘i‘/i
mit der irreduziblen Selbstenergie ¥(k, z). Die Fermi-Fliche ist dadurch definiert,
daB die Anregungen auf ihr Energie Null besitzen:

Gk, z) = (5.126)

w=0= ¢k, —p+ RNeX(kp,0). (5.127)

Es ist nun giinstig, den Energie-Nullpunkt so zu wihlen, dal eg, = 0 ist. Auf-
grund der Definition der Fermi-Fliche ist diese Annahme &quivalent zu p =
ReX(kr,0). |eg| ist dann ein Maf fiir den Abstand von der Fermi-Fldche.

Quasitetlchen-Lebensdauer:

Im Rahmen einer mikroskopischen Theorie ist zunéchst zu zeigen, daf {iber-
haupt stabile Quasiteilchen als Niederenergie-Anregungen existieren. Definieren
wir die Quasiteilchen tiber die Pole der Greenschen Funktion (BI26), so ist deren
inverse Lebensdauer gegeben durch —3m¥(k, w). Eine wesentliche Voraussetzung

fiir die Giiltigkeit des Fermi-Fliissigkeit-Bildes ist nun die Beziehung
— SmY(k,w) x € . (5.128)

Dies stellt sicher, daf§ die Quasiteilchen tatséchlich in der Ndhe der Fermi-Fliche
stabil sind.

Die Beziehung (BI28) kann auf verschiedene Weisen begriindet werden. Eine
Moglichkeit ist die Analyse des in Abb. B skizzierten Fock-Diagramms, wobei
man anstelle des nackten Potentials V' das in (70) definierte effektive Potential
Ve = V/e einsetzt. Aufgrund der Kapitel und B4 wissen wir, dafi Vg fiir
kleine Energien einen Imaginérteil besitzt und somit zur Dampfung der Quasi-
teilchen fiihrt. Ferner enthélt diese Naherung insbesondere das letzte Diagramm

aus Abb. der Beitrage zweiter Ordnung zu der Greenschen Funktion. Dieses
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besetzte
Zustande

Fermi—Flache

Abbildung 5.8: Streuprozefs, der zur Lebensdauer eines Quasiteilchens
mat Impuls k beitrdgt.

Diagramm liefert den fithrenden Beitrag der Kopplung eines freien Elektrons an
das Teilchen-Loch-Kontinuum und somit den wichtigsten Beitrag zur Dédmpfung.
Explizite Berechnung des in Abb. B angegebenen Diagramms (vgl. z.B. Kapitel
5.2 von [31])) bestitigt (BI2]). Der wesentliche Punkt ist hierbei, dafi der Pha-
senraum fiir einen Streuprozefl immer kleiner wird, je ndher sich das Teilchen an
der Fermi-Fléche befindet (vgl. auch Kapitel 5.3 von [2§]).

Deutlicher wird die Rolle des Phasenraum-Volumens vielleicht in einem an-
deren Zugang. Wendet man Fermis goldene Regel auf die Streuung eines besetz-
ten Zustandes €, auflerhalb der Fermi-Flache bei gleichzeitiger Erzeugung eines
Teilchen-Loch-Paares an (siche Abb. B.H), so erhélt man folgenden Beitrag zu der

Lebensdauer:

- Z V(@)I” f(ew) (1= flerta) (1= flew—q))
X0 (W — (€ptq + € —q — €x')) - (5.129)

Nun sind —e€g, €xr—_q und €g44 allesamt positive Grofien, deren Summe w ergeben
soll. Zu der Summe in ([EIZ9) tragen daher nur solche Zustdnde bei, fiir die
—w < ey <0,0<ep_g <wund 0 < €y q < w gilt. Offensichtlich tragen immer
weniger Terme bei, je kleiner w wird. Eine explizite Abschédtzung der Summe
(ET29) (siehe z.B. Kapitel 11.3.2 von [35]) ergibt tatsichlich —SmX(k,w) oc w?.
Setzt man in dieses Ergebnis w = ¢ ein, findet man (I28) bestétigt.
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Quasiteilchen-
Peak

-ImG(k,w)

Abbildung 5.9: Illustration des Gewichts Zy, des Quasiteilchen-Pols.

Quasiteilchen-Gewicht:
Wir entwickeln zunéchst die Selbstenergie in erster Ordnung in w und k um

die Fermi-Oberflache:

E(ki, w) — U= E(kip, O) — —|—Vk,2<k§F, 0) . (kﬁ — kF) +aw2<kp, 0) Ww+... (5130)
=0

Man beachte, dafl in dieser linearen Nédherung keine Beitrdge zur Lebensdauer

der Quasiteilchen auftreten, da der fithrende Beitrag zur Lebensdauer von der

Ordnung w? ist.
Einsetzen von (BI30) in die Greensche Funktion (B2128) fithrt auf

1
Gk ~
ko) ™ S 0)) = er — (b — kor) - Vs (k. 0) — iSm5(k, o)
Z
w—Zi, (e + (k—kp) - Vi2(kr,0)) —i Zy, SmE(k,w)
wobei wir
1
(5.132)

D = 1 5 e 0)
gesetzt haben. Man erkennt an (2I31), dafl 7y, als Residuum des Quasiteilchen-
Pols in der Greenschen Funktion auftritt. Daher wird Zj, auch ,Quasiteilchen-
Gewicht“ genannt.

Zur Verdeutlichung der Bedeutung des Quasiteilchen-Gewichts betrachten wir
die in Abb. B9 skizzierte spektrale Dichte —SmG(k, w) /7 (siehe (B30)). Zunéchst
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F k

Abbildung 5.10: Impulsverteilung fiir eine Fermi-Flissigkeit. Man be-
achte den Sprung der Héhe Zy, bei kp.

folgt mit Hilfe der Spektraldarstellung aus Kapitel B2 dafl die spektrale Dichte
positiv ist, d.h. —SmG(k,w) > 0. Ferner kann man eine Summenregel fiir die
spektrale Dichte herleiten:

[e.e]

_ % / do SMG(k,w) = ([em ], ) = 1. (5.133)

— 00

Fiir ein wechselwirkendes System tritt im Regelfall wie in Abb. skizziert ein
inkohérenter Anteil in der spektralen Dichte auf. Aufgrund der Summenregel
(ET133) geht das zu Lasten des Quasiteilchen-Pols, dessen Gewicht somit um

einen Faktor Zj, < 1 reduziert sein muf.

Impulsverteilung:

Eine weitere wichtige Grofle ist die Impulsverteilung

n(k) = (chex) = lim G(k,7)

7—07"
1 1]
= ——/dwf(w) SmG(k,w) '=" —= /dwsmG(k,w). (5.134)
s ™

Aufgrund von (EI28) und (EI3T) wissen wir, dal —SmG(k,w)/m im Grenzfall
k — kp in Zy, §(w) iibergeht. Setzt man dies in (EEI34) ein, so erhélt man einen
Sprung in n(k) an der Fermi-Fldche. Genauer ist fiir k& < kpr der Quasiteilchen-
Pol im Integrationsbereich von (I34), fir k£ > kp liegt er auflerhalb. Man erhélt
somit

kl}llrch n(k) — kl{%F n(k) = Z, , (5.135)
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d.h. die Hohe des Sprungs ist genau durch das Quasiteilchen-Gewicht Zj, gege-
ben! Dies ist in Abb. skizziert. Zwar ist aufgrund der Wechselwirkung die
Impulsverteilung n(k) keine Fermi-Verteilung mehr (d.h. bei 7" = 0 eine Stufen-
funktion n(k) = ©(—ex)), dennoch iiberlebt ein Sprung an der Fermi-Oberfléche

als Charakteristikum einer Fermi-Fliissigkeit.

Effektive Masse:
Wir betrachten nun eine quadratische Dispersion e, = k°/(2m) + C und

entwickeln diese um kg
1
T m

(k—kp) kp. (5.136)

€k

Ferner schreiben wir (I3 in der Form

Zip
. 5.137
w— € — 1 Ly, SME(k,w) ( )

G(k,w) =

Hieraus lesen wir die Energie des Quasiteilchen-Pols ab:

gk: = ka (Ek + (k - kF) . VkZ(kF, 0))

_ kr-(k—kr) (5.138)
m* ’ '

wobei wir in der zweiten Zeile nur den Anteil ||kr des Gradienten der Selbstener-
gie X behalten haben.
Durch Vergleich der beiden Seiten von (BI38) folgt schlieBlich fiir die effektive

Masse

m* ]_ |r.‘w| 1 - 8w2(k'p, O) (5 139)

T m 0 .
UL/ (1+%%2(kp,0)) L+ 75 or2(kr, 0)

Ohne dafl wir darauf nidher eingehen wollen, sei erwéhnt, daf§ die komplette
phanomenologische Funktion f in (B2) im Rahmen einer Storungstheorie aus
einer mikroskopischen Theorie hergeleitet werden kann [I7] (fiir eine Zusammen-

fassung siehe z.B. Kapitel 6.3 von [2§]).

Luttinger-Theorem [18]:
SchlieBlich soll eine Aussage iiber die Fermi-Fliche erwéhnt werden, die als

Luttinger-Theorem bekannt ist. Zunéchst betrachten wir die ungestorte Fermi-
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Fléache, d.h. die Fermi-Flédche eines freien Fermi-Systems. Mit der eingangs ge-

troffenen Wahl des Energie-Nullpunkts (uo = 0) gilt fiir ihr Volumen

Vi = /d3k O(—er) . (5.140)
Ferner gilt fiir die Anzahl der Elektronen (pro Spin-Projektion) in einem endlichen
Volumen
Vol Vol
N = —€p) = PhO(—ep) = —= Vig - 141
g @( Ek) (27T)3 / @( Ek) (27T)3 VFS (5 )

Wenden wir uns nun dem System mit Wechselwirkung zu. Uber den Sprung in
der Impulsverteilung n(k) kann auch in dem gestorten System eine Fermi-Fléche
definiert werden. Mit (EE1217) gilt fiir das Volumen der gestorten Fermi-Fliache

Vis — / FhO( — e, — RSk, 0)). (5.142)

Im gestorten Fall berechnet man die Teilchenanzahl nun im groflkanonischen En-
semble iiber N = 9®/Ju, wobei ® das thermodynamische Potential aus Kapi-
tel ist. Der entscheidende Schritt in Luttingers Argumentation [I§] ist, daf
er unter Verwendung von Ergebnissen aus [19] folgende Darstellung fiir die so

definierte Teilchenanzahl herleiten konnte:
N = ) O(u— ep, — ReS(kr,0))
k

Vol Vol

- ErO( — e, — ReX(kp, 0)) = —

(27T)3/ (1 — €, — ReX(kp, 0)) (27

Durch Vergleich von (BEEI40l) und (EE143) liest man ab, dal die Volumina der

Fermi-Flachen mit und ohne Wechselwirkung gleich sind:

Ves.  (5.143)

Vis = Vi - (5.144)

Dies ist die Kern-Aussage des Luttinger-Theorems. Fiir eine kugelsymmetrische
Situation folgt insbesondere, dafl die Wechselwirkung die Fermi-Flache nicht
verdndern kann. Die Aussage (BI44]) ist insofern nicht-trivial, als sie die Defi-
nition der Fermi-Fldche iiber den Sprung in der Impuls-Verteilung n(k) und ei-
ne groBkanonische Definition der Elektronen-Anzahl iiber das thermodynamische
Potential verwendet. Als wesentliche Annahme geht ein, dafy das wechselwirkende
System eine Fermi-Fliissigkeit ist, die iiber Storungstheorie mit dem wechselwir-
kungsfreien System verbunden ist. Insbesondere gilt das Luttinger-Theorem nur

fiir Fermi-Fliissigkeiten.
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6 Phononen

6.1 Phonon-Greensche Funktionen

Sel uq(lk) = Xo(lk) — Ry (k) die Auslenkung eines Gitterbausteins x in der Zelle
[ in Richtung « aus der Ruhelage R, (lk), dann kénnen wir eine Auslenkungs-

Greensche Funktion
Gow (I, UK 1) = —iO(t) ([ua(lr, t), ue (I's’,0)] ) (6.1)

definieren, welche die lineare Antwort der Auslenkung wu,(lx) auf eine Stérung,
die an u,/ (k") angreift, beschreibt. Diese Definition ist unabhéngig von der Natur
des Systems (harmonisch oder anharmonisch, mit oder ohne Elektron-Phonon-
Wechselwirkungen usw.). Die Auslenkungen spielen hier eine dhnliche darstel-
lungsunabhéngige Rolle wie die Feldoperatoren v (x) bei den Elektronen. Von
Phononen im engeren Sinne spricht man, wenn man die Auslenkungsbewegung
durch eine Uberlagerung von harmonischen Gitterschwingungen beschreiben kann.
Die entsprechenden Greenschen Funktionen der Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren fiir die Gitterschwingungen sind die Phonon-Greenschen Funktio-
nen. Letztere bilden die Bausteine einer stérungstheoretischen Entwicklung in
Feynman-Graphen.

Zunichst wollen wir die wichtigsten Formeln fiir die Zerlegung von Gitter-
schwingungen nach Normalkoordinaten (rein klassisch) und dann ihre Darstellung
durch Phonon-Operatoren zusammenstellen.

Wir starten von einem Hamilton-Operator fiir Gitterschwingungen

_ N Palls)
H= M—FV(---UQ(ZH)---) (6.2)

alk

den wir nach Auslenkungen entwickeln

H = Hy + Rest (6.3)
(k) 1
HO - alk péxj(wﬁ) + 5 aa%in/ (I)ao/(l/{a l/’%,)ua(l’%)ua/(l,’%,) (64)
dabei sind 9
O p— (6.5)

 Ou(IK)Oue (U'K)
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die zweiten Ableitungen der potentiellen Energie nach den Auslenkungen (die er-
sten Ableitungen verwinden im Gleichgewicht). Der Rest enthéilt anharmonische
Beitrage und die eventuelle Ankopplung an Elektronen.
Durch Einfithrung von Normalkoordinaten 148t sich Hy auf Diagonalform brin-
gen. Fiir ein Gitter mit Translationssymmetrie gilt:
1

Ho =5 ) (P (@\)P(@)) +wp@Q (a)Q(aN) (6.6)

vallr) =y N;@ ;eaw)ew'm“)@(w) (6.7)

Pa(lr) = \/% Y calslgn) e RO P(g). (6.8)

Dabei ist Q(g)\) die Normalkoordinate fiir eine Gitterschwingung mit Wellenvek-

tor g und Polarisationsrichtung A, P(g\) = Q*(g\) der entsprechende kanonische

Impuls, N die Zahl der Elementarzellen im Periodizitdtvolumen. Die Eigenvek-
toren e(k|g\) und Eigenfrequenzen w,, erhélt man durch Diagonalisieren der
dynamischen Matrix

Z (I)ao/(qa 'L{'K’/)eoz’('l{qq)‘) = Wg/\ea("ﬂq)‘) (69)
mit

aar (15, UK )@ (BUR)=RUR)) (6.10)

Do (q, kE') = Z
v

Es gelten die Konventionen

1
——
VM M,y

Q(—q)\) = Q" (q)) (6.11)
ea(k| —qM) = €, (k|g)) (6.12)

und die Orthogonalitétsrelationen

> en(klghealklgN) = oy (6.13)

lae%

> en(klgN)ea (K|qN) = baas G - (6.14)
A

Im néchsten Schritt ersetzen wir u,(lk), po(lk) durch quantenmechanische

Operatoren mit den Vertauschungsrelationen

[ua(l/{),pa/(l'ﬁ')]_ = ihdll/(smﬁ/éaa/ (615)
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woraus fiir die Normalkoordinaten folgt:
[P(Q)\), P(q,A,)]_ = ih5qq/ 5)\)\/ . (616)

Schliefflich fithren wir Phonon-Operatoren ein durch:

h

PlgN) = iy " b, b ) (6.18)

mit den Vertauschungs-Relationen:

[qu7 b;’)\/]— = 5qq’5)\>\’ . (619)

Dann erhélt man fiir den Hamilton-Operator:

1
Hy =Y hw <b2quk + 5) : (6.20)
qA

Im Folgenden haben wir es nur mit Korrelationsfunktionen der Auslenkungen
zu tun, in denen die Phonon-Operatoren immer in der Kombination ¢,y = b +

bi A auftreten. Daher definieren wir die Phonon-Greensche Funktion als

Dix(q,t) = —iO(t) ([par(t), 0l y]-) - (6.21)

Fiir den Hamiltonoperator Hy in harmonischer Naherung 148t sich die Phonon-

Greensche Funktion leicht berechnen mit Hilfe von
bor(t) = e by (6.22)
Dann erhélt man:
Dixv(g,t) = —iO(t) (e7nt —et™nl) 6, (6.23)

und fiir die Laplace-Transformierte:

1 1 2w
Dix (g, 2) = o < - ) = O 22_7(1)\2 (6.24)

Z — Wy Z + Wgx Wax

mit Polen bei den Frequenzen zur Erzeugung und Vernichtung von Phononen. In
harmonischer Naherung sind die Phonon-Greensche Funktionen immer diagonal
in den Polarisationsrichtungen. In Anwesenheit von anharmonischen Wechselwir-

kungen ist das nicht notwendigerweise der Fall.
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6.2 Inelastische Neutronenstreuung an Gitterschwingungen

In Kapitel hatten wir einen allgemeinen Ausdruck fiir den inelastischen Streu-

querschnitt hergeleitet:

d*o k' a?
= —— 2
mit dem dynamischen Strukturfaktor
1 [t
SQuw) =5 [ de(n(@.0n'(Qu0) (6.26)

ausgedriickt als Dichte-Korrelationsfunktion. Dabei ist Q = k — k" der Streuvek-
tor der Neutronen, der auch auflerhalb der ersten Brillouin-Zone liegen kann, a
die Streuldnge, ein Maf} fiir die Stiarke der Wechselwirkung mit den Atomkernen.

Fiir einatomige Gitter, auf die wir uns hier beschréanken wollen, ist
((Q.)n'(Q.0)) = Y (e @@ Xi0) (6.27)
j
wobei X(t) der Heisenberg-Operator fiir die momentane Position des Gitter-

atoms ist

Xl(t) =R, + ul(t), (628)

ausgedriickt durch Ruhelage und Auslenkung.
Entwickeln wir die Korrelationsfunktion nach den Auslenkungen (wir werden

das spéter besser machen), dann finden wir
(e™QX () HQX1(0)) — GiQ(Ri=Ry) (o=iQus(8) o +iQui(0)
< , 1 1
~ IR - (Q uy)?) — S((Q - w)?) +((Q - w;(1)(Q - wi(0))) (6.29)

Die linearen Terme in den Auslenkungen tragen nicht bei.
Die Summe iiber den ersten Term, die 0-Phononen-Prozesse, ergeben die

Bragg-Peaks:

D @R = N2A(Q) (6.30)
5l
mit
AQ) = {1 fir @ =Gn (6.31)
0 sonst

dabei ist G,, ein reziproker Gittervektor.
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Die statischen Terme lassen wir vorldufig weg. Die Auslenkungs-Korrelations-

funktion driicken wir durch Phononen aus:

(@)@ wl(0) = 5y 0 Q- e(a)) Q- e*(qA)e o R
L(e*iwqxt(n(p\ + 1) + e+iwq)\tnq)\) (632)

qu)\

mit der Bose-Funktion
ng = 1/(e™x —1). (6.33)

Nach Ausfithrung der Zeit-Integration erhalten wir fiir den Strukturfaktor

S(Q,w) = N?A(Q)d(w) + 77 Xop AQ — q)Qe(qN)Qe’(g))
x%(é(w—wq)\)(nq,\+ 1) 4+ 6(w + wgr)ngn) - (6.34)

Der Beitrag mit positiver Frequenz §(w —w,, ), dem entspricht Energieverlust
bei der Streuung, existiert auch bei tiefen Temperaturen (Stokes-Prozefl), dage-
gen verschwindet der Beitrag bei negativen Frequenzen (Anti-Stokes-Prozefl) bei
tiefen Temperaturen.

Durch den Faktor @ - e sollten longitudinale Phononen bevorzugt angeregt
werden. Das ist nicht so, wenn man mittels eines reziproken Gittervektors Q =
g+ G, aus der ersten Brillouinzone hinausgeht. Davon wird bei der inelastischen
Neutronenstreuung viel Gebrauch gemacht.

Bei der Entwicklung nach kleinen Auslenkungen waren wir nicht ganz konse-
quent: da die linearen Terme in der Auslenkung verschwinden, haben wir Terme
zweiter Ordnung in der Korrelationsfunktion beriicksichtigt, aber nicht die sta-
tischen Terme zweiter Ordnung mitgenommen. Wie man sieht, fithren diese zu
einer Verminderung der Intensitat der Bragg-Peaks. Die systematische Mitnahme

dieser Korrekturen fiihrt zu
S(Q,w) = eV 5(Q,w). (6.35)
Dabei ist e 2" der Debye-Wallerfaktor mit
W(Q) = S((Q w)?). (6.36)

Beweis:

Verwende:

a) etef = eA+Be3[AB] falls [A,B] € C, und
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b) (e?) = e2¢4” falls A lincar und H bilinear in Bose-Operatoren.

Der Beweis von a) ergibt sich aus einem Vergleich der Reihenentwicklung, der
Beweis von b) folgt aus dem Wickschen Theorem (siehe unten).
Setze nun

A=—-iQ - u;(t), B=1iQ - u/(0) (6.37)

und betrachte die Korrelationsfunktion (e~#@%i(®) ¢+i@ () Tn harmonischer Niihe-
rung sind die Voraussetzungen von a) und b) erfiillt.
Mit a) erhédlt man

<eAeB> _ <eA+B>e%[A,B} _ <eA+B>e%<AB—BA) (638)

Mit b) folgt daraus:
<eAeB> — o3 ((A%)+(B?)+(AB) (6.39)

In unserem konkreten Fall ergibt sich daraus:

(e™QuI1) gHQu(O)y  — o= 5((Qui(1)?) o= 3{(Qu(0)?)o(Qui(1)(Qur(0)
— o 2W o{(Qu;(1)(Qw(0)

Entwickelt man nun nach der Korrelationsfunktion, dann erhélt man
(e @ HQuO) = oW (1 4 ((Q - u;(1)(Q - wi(0)))), (6.40)

oder

S(Q,w) =e?"5(Q,w). (6.41)

6.3 Elektron-Phonon-Wechselwirkung in Metallen

In diesem Kapitel leiten wir einen Ausdruck fiir die Elektron-Phonon-Wechsel-
wirkung her. Wir betrachten dabei insbesondere einatomige Metalle.

Wir starten von einem Hamilton-Operator in Schrodinger-Ortsdarstellung,
der die Bewegung der Elektronen im Potential der positiven Ionen und anderer-

seits auch die Wechselwirkung der Tonen untereinander enthélt:

2

? e
He STV X0 Y
(2 1,J7F1

2
+;2P_](4+%ZZ¢ZVEOH(X_X”I). (642)
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Hier bezeichnen x;, p, Ortskoordinaten und Impulse der Elektronen, X, P; die
entsprechenden Koordinaten der Ionen. Die lon-lon-Wechselwirkung V' enthalt
neben kurzreichweitigen Kréften zwischen den Ionenriimpfen auch die langreich-
weitige Wechselwirkung durch die Coulombkréfte. Im Gleichgewicht wird diese
unendlich grofle Wechselwirkungsenergie ebenso wie die Wechselwirkungsenergie
der Elektronen durch die Wechselwirkung U zwischen Elektronen und Ionen zum

grofiten Teil kompensiert. Durch die Bedingung

ain {/d%n(m)U(m X))+ Y V(X — Xm)}

l,m#l

=0  (6.43)

X =R,
erhélt man im Allgemeinen stabile Gleichgewichtslagen R, fiir die Ionen.

Das bedeutet aber nicht, daf§ damit die langreichweitigen Krifte abgeschirmt
sind. Vielmehr gibt es fiir die Ionen ebenso wie fiir die Elektronen longitudinale

Plasmaschwingungen, d.h. der Hamilton-Operator fiir die Ionen,

1
H, = Z Qq}\(b;)\qu + 5)7 (6.44)

g

den man durch Entwicklung von

P 1

Hion = ; ﬁ + 5 ZZ7£ %on<Xl - Xm) + /dst<w - Xl)Tl(fE) (645)

bis zur zweiten Ordnung in den Auslenkungen w; = X; — R; erhilt, hat einen

longitudinalen Zweig, dessen Frequenz fiir ¢ — 0 nicht verschwindet, vielmehr
von der Grofenordnung

e?Z:N

Q2 = : 6.46

P egMVol ( )

Diese ionische Plasmaschwingung tritt in Wirklichkeit in Metallen nicht auf. Sie

wird durch die Mitbewegung der Elektronen abgeschirmt. Im Rahmen dieser For-
mulierung ist sie eine Folge der kiinstlichen Aufteilung des Hamilton-Operators.
(Bei einer Entwicklung der Gesamtenergie des gekoppelten Systems nach Ionen-
Auslenkungen tritt sie nicht auf). Wir werden aber sehen, daf§ auch im Rahmen
dieses Formalismus die Plasmaschwingung zu ein akustischen Zweig renormiert
wird.

Als Elektron-Phonon-Wechselwirkung definieren wir

> Ulxi— X)) - Uz — Ry) (6.47)
il
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bzw. dessen Entwicklung nach Ionen—Auslenkungen'

Hep = Z aum Z aumauw ulaulﬁ . (648)

ila
Im Folgenden wird uns nur der erste Term interessieren, den man auch als Ab-

leitung nach den Elektron-Koordinaten schreiben kann:
> ViU(zi - R) . (6.49)
il

Der zweite Term multipliziert mit der elektronischen Gleichgewichtsdichte ist
schon in H, enthalten. Ansonsten ist dieser Term z.B. von Bedeutung bei der
thermischen Renormierung der elektronischen Bandstruktur. In zweiter Quanti-

sierung erhalten wir daraus:
Hy=-) / Pr Ul (2)VU(x — R) - w P, (x) (6.50)
lo

Zur weiteren Analyse zerlegen wir die elektronischen Feldoperatoren nach
Bloch-Funktionen

= our(@)cnko (6.51)
nk

und die ionischen Auslenkungen nach Phononen-Operatoren:

1 .
_— _— )\ ZQ'R[ A . 2
w qu 2NMQqu(q e A (6.52)

mit Agy = bgr + b o Dabel beziehen sich die Frequenzen und Operatoren auf
die “nackten” durch H, definierten Phononen.

Setzt man diese Ausdriicke in H,, ein, dann erhélt man:

ZZ/d%ZZ%%' )VU(x — R)) ()

ol g\ n'k’ nk

/ 1
x QNMQ A <q)\) @ RlAq)\C 'k'o nka . (653>
q

Das elektronische Matrixelement kann man noch weiter auswerten:

/d%¢m¢wvv@—fm@M@
_
~ Vol

.y 1 (k'
=5““”mv1/fm@MMVU@mm@MﬂW*m (6.54)
O

Pz ul () VU (2 — Rl)unk(m)e_ik/'m”k'w
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mit den gitterperiodischen Funktionen w,(x).

Die Ausfiihrung der Gittersumme ergibt:

Z it Ry —i(k' —k) Ry _ NA(q—FK +k). (6.55)
l

Damit erhalt man schliefilich

Hey= Y MK nk, g )A(q — K + k) Apch o€ (6.56)

kk'ogh

mit dem Matrixelement

N o
M(’I’L,]{j/’ nka q)‘) = _ﬁ dgfL‘ uz/k,(a,‘)VU(m)unk(w)e_l(k’ —ik)-x
(6]
1
e(q)) e (6.57)
2N MQ,y

Hier sieht man, dal die Elektron-Phonon-Wechselwirkung bis auf Umklapp-Pro-
zesse den Impuls erhélt, d.h. der Impuls g wird von dem Phonon auf das Elek-
tronsystem iibertragen.

Beschrénkt man sich auf ebene Wellen und vernachléssigt Umklapp-Prozesse,

dann vereinfacht sich das Matrixelement noch weiter. Mit w,,(x) = 1 erhdlt man:
/ Bre * R (x) = — / PrVe F R (x) = i(k' — k)UK — k) (6.58)

mit der Fouriertransformierten U(q) des Potentials und damit

1 . ,
Hep = \/ﬁ % ngrq,k(q)‘)Aq)\ck—i—qacka (659>
mit
0@V = ¢°(qA) = —ige(q\)U () — L (6.60)
Jk1q.:\dA) = g (dA) = —1q€e(q qul\/m .

und der Massendichte p = M N/Vol.
Eine Abschétzung der Stiarke der Elektron-Phonon-Wechselwirkung fiir lon-
gitudinale Phononen erhalten wir, wenn wir fiir U die Coulomb-Wechselwirkung

und fiir €2, die ionische Plasmafrequenz einsetzen:

27 1 N

q;qQ w/Qprﬁ'

9°(q)) = —i

(6.61)
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+

e s

Abbildung 6.1: Dyson-Gleichung fiir die Phonon-Greensche Funktion.

Damit ist ¢g° ~ 1/¢ singulér bei ¢ — 0. Das ist auch richtig fiir die Kopplung
an LO-Phononen in Halbleitern. In Metallen wird diese Kopplung abgeschirmt,
wie wir im néchsten Kapitel sehen werden. Eine niitzliche Relation, die wir noch
brauchen werden, ist

2l9°qN* _ €

= . 6.62
Q, €0q ( )

6.4 Phononen in Metallen

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, wie die “nackten” longitudinalen Phononen
durch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung zu einem akustischen Zweig renor-
miert werden.

Wir definieren eine Phonon-Greensche Funktion durch
D(g\, z) = ((Ag; AL (6.63)

mit Agy = b, + bT_q - Mit dem Hamiltonoperator fiir die “nackten” Phononen

1
H =" Qb + 5) (6.64)
g\
erhalten wir 00
DOg\, 2) = —— 6.65
(gX, 2) RN (6.65)

Mittels der Elektron-Phonon-Wechselwirkung erhalten wir eine storungstheo-
retische Entwicklung fiir die renormierte Phonon-Greensche Funktion. Durch
Teilsummation der reduziblen Graphen 148t sich dhnlich wie bei den Elektro-
nen eine Dyson-Gleichung mit einer irreduziblen Selbstenergie formulieren (siehe
Abb. BTl). Die wichtigsten Graphen sind in Abb. aufgefiihrt. Im wesentlichen
besteht die Phonon-Selbstenergie aus der elektronischen Polarisation, die von der

Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen abhingt

Sre(q.2) = 19°(@)]"I(q, 2) = 1g°(q)|? (6.66)
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gO gO
D OO
go gO
Vei(9:2)
@ =0
go go

Abbildung 6.2: Wichtigste Graphen fiir die Phonon-Selbstenergie.

mit (g, z) = 1 -V (q)II(q, z). Als Niherung wird meist die RPA verwendet, d.h.

I1(q, z) wird durch die einfache Polarisationsblase I1y(q, z) ersetzt.
Die Dyson-Gleichung

D(g\, z) = Do(qX, z) + Do(gX, 2)E,e(qA, 2)D(gA, 2) (6.67)
laB3t sich leicht auflosen:

D7l g\, 2) =

00 (22 = Q2 — 200 T (q))) - (6.68)

Da die typischen elektronischen Anregungen meist weit oberhalb der Phonon-

Frequenzen liegen, definieren wir eine renormierte Phonon-Frequenz w,, durch
Wg)\ - Qg)\ + 2Qq)\2pe(qv 0) - ng + 2Qq)\|go(q>‘)|21_‘[(qv 0) (669)
dann lautet die Phonon-Greensche Funktion

D7l g\, 2) =

o (7 — W+ 20 @V P(TT(g, 5) ~ (g, 0)).  (6.70)
qA

Der letzte Term tréigt im wesentlichen zur Phonon-Dampfung bei.
Zunéchst wollen wir zeigen, dafl tatséchlich die renormierte Frequenz sich wie

wgx = qu fiir kleine Wellenvektoren g verhalt.
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Fiir den longitudinalen Zweig gilt:
QL = L+0() (6.71)

wp = Q1+

Iy (g, 0)
- P(1+V o +0(¢ 6.72
0+ V(O )+ O (6.72)
d.h. )

w2 = —2—+0(¢%). 6.73
qL 6RPA<q7 0) (q ) ( )

Fiir die elektronische Suszeptibilitit gilt fiir kleine g:

2

enpa =1+ V(a)xo(g,0) = 1+ (6.74)

mit dem Thomas-Fermi-Wellenvektor g%, = 2N (0)e?/ey. Damit erhalten wir

L =0 ‘12/<QTF +O(q )) (6.75)

d.h. wyr, ~ q.

Die ganze Renormiererei hétten wir uns sparen konnen, wenn wir bei der
Definition der dynamischen Matrix die statische Abschirmung durch die Elektro-
nen von vornherein beriicksichtigt und als elektronischen Teil der dynamischen
Matrix definiert hétten:

2
o L) = b / d?’xn(a:)%

+ //d3 d*x O gule) (w,m’,())%wm. (6.76)
Der erste Term beschreibt die riicktreibende Kraft auf die Ionenauslenkung im
Potential der ungestorten Elektronendichte, der zweite Term beschreibt den Re-
sponse der elektronischen Dichte auf die Gitterauslenkung, der dann letztlich zur
Abschirmung der ionischen Coulombkriifte fithrt. Dabei ist x(x,2’,0) die volle
statische Suszeptibilitiat, welche die Coulomb-Wechselwirkung mit enthélt (ent-
spricht der oben verwendeten vollen Polarisation I1(q,0)).

Denken wir uns also die renormierten Phonon-Frequenzen durch Diagonalisie-
rung dieser dynamischen Matrix berechnet, dann konnen wir iiberall die “nack-
ten” Phononenfrequenzen durch die renormierten realistischen Phononfrequenzen
ersetzen. Fiir den Phonon-Propagator erhalten wir dann:

2wq)\
(2% — wiy — 2walg(gM)*(I1(g, 2) — 1I(g,0))

D(g\, z) = (6.77)
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mit
N 1

Vol \/ 2pwgx '

In einer vollstdndigen Theorie ist dann noch die k-Abhéngigkeit der Matrixele-

9(q\) = —iq - e(g\) U(q) (6.78)

mente zu beriicksichtigen.
Aus der Frequenzabhingigkeit der Selbstenergie konnen wir die Linienbreite
der Phononen berechnen, und zwar aus dem Imaginérteil der Selbstenergie. Damit

erhalten wir fiir die Linienbreite
v(g,w) = —Smlg(q)*TI(q, w +id) . (6.79)

Schreiben wir o )
q,z

(g, 2) = 0 6.80

42 =T V(g Tio(a,7) (6:50)

dann folgt fiir den Imaginérteil

" "
H/I(q’w> - /HO(q’(;}) " 2 = HQO(q’W) : (681>
(1=V(g)Il'(q,w))* + (Il5(q,w))*  €(q,0)
Damit schreibt sich die Linienbreite
(g w) = |9(a)]*x5(q. w) (6.82)
mit der abgeschirmten Elektron-Phonon-Wechselwirkung
9(q) = g(q)/e(q,0), (6.83)

die sich wie g(q) ~ /g in Metallen verhélt.
Fiir den Imaginérteil der elektronischen Suszeptibilitét (Lindhard-Funktion)

3
Glaw) =20 [ = fu)iera—aw)  (650)

erhélt man fiir tiefe Temperaturen und w < qug:
Xo(q,w) = TN(0)w/(qur). (6.85)

Damit folgt fiir die Linienbreite von longitudinalen akustischen Phononen:

(g, w) ~w (6.86)

Dieses Ergebnis wird fiir einfache Metalle recht gut bestatigt (sieche Abb. B3).
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Abbildung 6.3: Phononendispersion und gerechnete Linienbreiten von

Al und Au [).
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7 Storstellenleitfahigkeit

7.1 Mikroskopische Definition der Leitfahigkeit

Wir betrachten im Folgenden einen Festkorper, dem wir von auflen eine Strom-

dichte J(r,t) aufprédgen, und fragen uns, welche Spannung iiber der Probe an-

U

liegt. Der durch die Probe flielende Strom wird in unserem Festkorper geméafl
den Maxwell’schen Gleichungen Felder und Strome etc. induzieren, welche nach
uns hier nicht weiter interessierenden Einschwingvorgéingen dann schliefflich im
System ein totales elektrisches Feld E(r,t) erzeugen.

Sind die erzeugten Felder nicht zu stark, so ist es verniinftig, von einem linea-

ren Zusammenhang

t
Jo(T, 1) :/dBT//dtlaaﬁ('f’,'f’/;t—t/)Eﬁ(T’/,t/) (7.1)

auszugehen. Man beachte, dal aufgrund der atomistischen Struktur des Fest-
korpers 1.A. ou5(r, vt —t') # oup(r —r';t — '), d.h. der Versuch, Glg. ([ZT]) per

Fouriertransformation zu losen fithrt auf

Ja(qv W, G) = Z O-Oéﬁ(qa ) G7 G/)Eﬁ(qa ) G/) .
G/
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Dabei ist q in der ersten Brillouin-Zone und G, G’ € R.G. Es ist offensichtlich,
dal man hier ein ziemlich unhandliches Matrixproblem vorliegen ha.

Der Ausweg aus dem Dilemma kommt auf natiirliche Weise daher, daf§ man
meistens nur an gemessen an atomaren Skalen rdumlich langsam variierenden

Feldern interessiert ist. Der beobachtete Strom wird dann ein Mittelwert tiber

E(r)

einen viele Elementarzellen enthaltenden Teilbereich des Festkorpers sein. Somit

spielt die detaillierte mikroskopische Struktur keine Rolle mehr, d.h. das System

erscheint als ndherungsweise homogen (aber nicht notwendigerweise isotrop!).
Keine Probleme hingegen bereitet die zeitliche Homogenitét, d.h. wir kénnen

uns von vorherein auf harmonische Zeitabhéngigkeiten beschréanken:
E(r,t)=E(r)e ™", J(r,t)=J(r)e ™.

Weiterhin nehmen wir an, daf§ unser System im Gleichgewicht durch einen Hamil-
tonian H beschrieben werde, welcher alle Arten von Wechselwirkungen enthalten
kann (Coulomb, Storstellenstreueung, etc.). Die Ankopplung des im System herr-
schenden Feldes E(7,t) beschreiben wir durchi'4

" - —/d3rj(r)~A(r,t), Alr,1) = iE(r,t) (7.2)

in einer Eichun, fiir die das skalare Potential ®(r,t) = 0. Die Grofe j(r) stellt
dabei den quantenmechanischen Stromoperato

) e

J(r)=—5—=) (@d(r—r)+di(r—rip) (7.3)

sz

ohne dufSere Felder da und die Summe erstreckt sich iiber alle Teilchen im

System. Der gemessene Strom J(r,t) ergibt sich nun aus dem Mittelwert der

13Details einer mikroskopischen dielektrischen Theorie des Festkérpers finden sich z.B. in
dem Buch [13].

14Wir setzen ¢ = 1.

5Natiirlich ist das Ergebnis von der speziellen Eichung unabhingig.

16¢ ist der Betrag der elektrischen Ladung, d.h. Elektronen haben die Ladung —e.

"Diese Aufteilung ist im Sinne der zu entwickelnden linearen Antwortniherung gerechtfer-
tigt.
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Geschwindigkeit der Teilchen im System in Anwesenheit der &ufleren Felder, v; =

(p; + eA(r;, 1)) /m:
T(r.t) = =5 > (wid(r =) +(r — r)v)

e e
— —% i <pz'5(’l° — ’Pi) + 5(7“ — T@')pi> - % ;(A(’ri, t)é(fr — m))
2
. e
= (i(r.1) - — > (A(ri, t)o(r — ).
(7.4)
Unter der zuvor getroffenen Annahme raumlich langsam variierender Felder konnen
wir
(A(ri, )o(r — 1)) = A(r, t)(d(r — 1;))
setzen und

S =) =5 3 o=

ausnutzen. Damit erhalten wir schlieflich fiir den makroskopisch beobachteten

Strom die Beziehung

e’n,

J(r,t) = (g(rt)) — - A(r,t) . (7.5)

Den ersten Term (j(r,t)) berechnen wir nun in linearer Ndherung. Ohne &uflere
Felder sei das System stromfrei, d.h. mit der Kuboformel aus Kapitel 1 erhalten
wir (h=1)

t

Gl 1)) = —i / 0t 1), H'()])

=i [t [ e g ) A1)

Im langwelligen Limes werden im eingeschwungenen Zustand Feld und Strom mit

derselben Wellenldnge rdumlich variieren, d.h.
A(r 1)~ AcTae) (1)~ jelran)
Damit folgt

Ja =i / 'Ot —t')el=emiam / &1 ([ja(r, 1), ja(r', 1)) Ag
= / (t—te

i [ dt'e(t —t)e“ " [j.(q,t), js(—q.t)))As .
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Diese Beziehung zwischen Strom und Vektorpotential A(r,t) ist noch allgemein
giiltig. Um den zur Bestimmung der Leitfahigkeit eigentlich benttigten Zusam-
menhang zwischen Strom und Feld zu erhalten, miissen wir nur noch A geméaf
Glg. ([C2) ersetzen, was auf

nee?

7
O-aﬂ(qaw) = ; [Haﬁ(qaw) + 75046
(7.6)

Mo (g, w) = —i / dEOt — 1), ), jo(—q, 1))

fithrt. Im Folgenden werden wir ¢ = 0 annehmen und einfach die Abhéangigkeit
von q in allen Groflen weglassen. Diese Vorgehensweise wird sicherlich solange
verniinftig sein, wie keine langwelligen Ladungsdichtefluktuationen im System
vorherrschen. Andererseits ist die Durchfithrung des Limes g — 0 notwendig, um
den Limes w — 0 fiir die Gleichstromleitfdhigkeit ausfithren zu kénnen: Wiirde
man umgekehrt fiir festes q zuerst w — 0 gehen lassen, so lige am System
ein statisches, rdumlich variierendes elektrisches Feld an. Die Elektronen wiirden
einem diesem Potential angemessenen Zustand einnehmen und letztlich wiirde
kein Strom flielen, d.h. 0,3(q,0) = 0. Man beachte, daf hier die Argumentation
genau umgekehrt wie bei der magnetischen Suszeptibilitéit ist.

Ein anderer Aspekt der Glg. ([CH) ist im zweiten Term —”EWeQA(r, t) enthalten.
Dieser ,,diamagnetische“ Anteil wird wichtig, wenn z.B. Rell,,(w — 0) = 0, da
er dann auf die London’sche Gleichung j o A fiihrt, d.h. wir hétten unendliche
Leitfahigkeit. Man kann sich jedoch davon iiberzeugen, daf fiir wechselwirkende
Systeme im normalleitenden Zustand Rell,,(w) = —"5762 gilt, so dafl hier keine
Konsistenzprobleme entstehen.

Fiir die weiteren Uberlegungen méchte ich mich zusétzlich auf den Fall o = 3
beschrénken, d.h. der Strom fliet in Richtung des angelegten Feldes. Dies ent-
spricht dem géngigen experimentellen Aufbau, transversale Leitfahigkeiten sind
i.a. nur in Verbindung mit dem Hall-Effekt von Interesse. Im Folgenden werden
daher alle Indizes und Abhéngigkeiten aufler w weggelassen.

Eine noch offene Frage ist, ob der erhaltene Ausdruck fiir o(w) auch fiir w — 0,

d.h. fiir die Gleichstromleitfahigkeit, verniinftig ist. Anders ausgedriickt: Existiert

lim Reo(w) = — lim
w—0 w—0 w
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iiberhaupt? Um diese Frage zu kléaren, schreiben wir

efﬁEn
—Smll(w) =7 = I
nm _ﬁEn

PR (1 8 3 S i) 6w + B B

nm

nljlm)[? (1 — e 2 EnE) 5w + B, — Ey)

Im letzten Ausdruck ist nun der Grenzwert einfach durchzufiihren, denn

_ o Bw
lim 1-e™ 3
w—0 w
also
. e Pbm
70 = lim Reo(w) =763 (nljlm) PS(E, — Bn)  (77)

Bleibt zuletzt noch ein Ausdruck fiir den Stromoperator bei ¢ = 0
: @3 e
j I/dga('r) =" ——> p,

anzugeben. Da wir im Weiteren das duflere Feld als Storung behandeln werden,
ist der Stromoperator fiir das freie System anzugeben, d.h. p, = mwv;. Es ist nun
aulerdem bequem, als Basis fiir die Rechnungen eine geeignete Einteilchenbasis
zu wahlen. Da wir Storstellenstreuung ebenfalls als Storung hinzunehmen wollen,

kénnen wir zudem von einem reguldren Gitter ausgehen und Einteilchenopera-

toren cgjg sowie zugehorige Entwicklungskoeffizienten gbg:)(r) einfithren. Damit
erhélt man letztlich
Jj= —BZ CLngavk (7.8)
ko

als Ausdruck fiir den Stromoperato@. vy stellt dabei die Gruppengeschwin-
digkeit der zur Quantenzahl k gehorenden Bandzusténde dar und ist durch
v, = Ve, mit der Dispersion der Bandzusténde verkniipft.

Um die Bedeutung des diamagnetischen Terms in Glg. (ZH) zu verdeutlichen,
mochte ich zum Abschlufl kurz den Fall nichtwechselwirkender Elektronen disku-

tieren. Unser System wird dann durch einen Hamiltonian der Form

_ T
H = E EkChyCko
ko

18Bei mehreren Biandern tritt natiirlich noch ein Bandindex hinzu.
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beschrieben. Wegen [H, j,] = 0 folgt sofort II(w) = 0 und die Antwort des
Systems wird durch den diamagnetischen Term alleine beschrieben. Dieser ent-
spricht jedoch einer unendlichen Leitfahigkeit, wie fiir ein translationsinvariantes

System nichtwechselwirkender Elektronen zu erwarten.

7.2 Storstellen im Festkorper
7.2.1 Allgemeines

Jeder Festkorper enthélt Storstellen — Gitterdefekte, Fremdatome etc. — die sta-
tistisch verteilt sind und an denen die Elektronen im System streuen. Die sta-
tistische Verteilung sorgt dafiir, dafl die Gittertranslationsinvarianz gebrochen
wird und die Elektronen, deren Impuls andernfalls erhalten wére, durch Stofe
Impuls verlieren konnen. Storstellen sind daher verantwortlich fiir einen endliche
Restwiderstand fiir 7' = 0.

Andererseits ist die Zahl der Storstellen meist sehr klein und fiir die meisten
Materialien gut kontrollierbar. Diese kleine Zahl ¢; = N;/N bietet sich daher als
ein Parameter fiir eine Storungsentwicklung an. Vorteilhaft ist zudem, daf} die

Streuung an Storstellen

(i) oft ein Einteilcheneffekt ist (im Gegensatz zur Coulombwechselwirkung)

und
(ii) keine interne Dynamik besitzt (im Gegensatz zur Elektron-Phonon-Streuung).

Der statistischen Verteilung der Storstellen tridgt man dadurch Rechnung, dafl
man iiber deren rdumliche Position mittelt.
Ist also {R;} eine vorgegebene Verteilung von Storstellen. Die Streuung der

Elektronen wird dann beschrieben durch durch einen Term
H =3 [Ervie=Riotr)  plr) = 3 w00
=> p(@V(-q)r(q) p(@) = ChoCriqo prlq) =) eTF
ko i
Der Vektor q ist hierbei nicht notwendig aus der ersten Brillouin-Zone!
Bei der Berechnung z.B. der Einteilchen-Greenschen Funktion im Rahmen

einer Storungsentwicklung tauchen infolge der Potenzen von H; Beitrige der

Form
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auf. Dabei bedeutet jede durchgezogene Linie wie iiblich einen Bandelektronen-
propagato G;fg)(z), wéahrend die gestrichelte senkrechte Linie mit dem Kreuz
einen Streuprozess V(—q) pr(q) darstellt. Die analytische Auswertung erfolgt
geméfl der in Kapitel Bl angegebenen Regeln. Zusitzlich tritt allerdings noch
ein Faktor (—1)~! hinzu, wobei G die Gesamtzahl der Bandpropagatoren im

Diagramm ist. Damit liefert z.B. das erste Diagramm einen Beitrag

(1> (=)'CD )o@V (~q) G (2)

und der zweite

(1) N (=1)’Col(2)pr( @)V (=) Gl g o (2)01(@2)V (—02) Gl g 1ar0 ()

etc. Man beachte, daf sich die gebrochene Gittertranslationsinvarianz durch ver-
schiedene Impulse in der einlaufenden und auslaufenden Linie manifestiert, d.h.

auf dieser Stufe ist
Gkk’,o(z) #* 5k,k/ .

Letztlich ist diese volle Stérungsentwicklung fiir feste Positionen der Storstel-
lenatome aber undurchfiihrbar. Eine Vereinfachung ergibt sich, indem man dem
statistischen Charakter der Storstellenverteilung dadurch Rechnung trigt, dafl
man iiber die Position der Storstellen mittelt. In der Stérungsreihe treten nun
Produkte

p1(qy) pr(qs) -~ pi1(q,)

auf, die man dann iiber die Position der R; zu mitteln hat. Man wird so auf eine

Funktion

flay, a5, -, q,) = pr(a1)pi(qs) - pi(q,)

9Djie (0) bezieht sich auf die Ordnung in der Stérstellenstreuung.



138 7 Storstellenleitfihigkeit

gefiihrt, wobei pr(q,) - - - p1(q,,) die Mittelung iiber alle Storstellenpositionen be-
schreibt. Als weitere Vereinfachung wollen wir jetzt noch annehmen, daf§ die De-
fekte im Festkorper homogen verteilt sind, also nicht unbedingt auf Gitterplatzen

liegen miissen. Damit folgt
> eiaRi = Nidgg .

Wie sieht nun unter diesen Voraussetzungen die Funktion f(...) aus? Den Fall

n = 1 haben wir eben diskutiert. Fiir n = 2 ergibt sich

Z ei(QrR/HrQQ'Rj) = Z ei(q1+fI2)'Rfi + Z eiq1'RrieiQQ'Rj
ij i i#]
= Ni10g,+q,=0 + N1(N1 — 1)d4,-00g,=0 -
Generell findet man [15]
f(qh qs,. .., qn) = NI(S(Z q)
+Ni(Nr—1)6(>-9)6(>-q)

NN = DN, = 252 @) S(E @) (S q) + -

Die verkiirzte Schreibweise 6(>q)0(>_q) ---0(>_ q) bedeutet, dal man die q; auf
alle moglichen Arten auf die J-Funktionen zu verteilen hat. AbschlieBend kann
man noch ausnutzen, dafl — selbst wenn N; < N gilt — immer noch N; > 1

angenommen werden kann (10?* Teilchen gegeniiber 10'° Defekten), d.h.

fla1,q2,---,q,) = Nio(>_q)
+N76(>-q)d(>q)
+NP(q) (> q)o(>-q) + - ..

Diese symbolische Schreibweise &8t sich schon mit Hilfe von Diagrammen

erfassen. Betrachten wir z.B. den Fall mit drei q’s. Das formale Ergebnis lautet
f(qh q,, q3) = N?5Q1:05QQ:05‘13:0
+N12 (5111:05(124-(13:0 + 5‘12:05‘11+Q3:0 + 5‘13:05‘11+‘I2:0) +

N15111+112+‘I3:0 :
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Zur diagrammatischen Auswertung dieses Ausdrucks mufl man sich zunéchst ein
Symbol fiir den ,,Streuprozess“ N;d(> q) definieren. Es macht Sinn, den Proze§
N;6(> q) durch einen Vertex der Form

qp, +qm,1 +...+ QQ+ q;

zu reprasentieren. Dabei stellt jede gestrichelte Linie das Streupotential V' (—g;)
dar und jedes Kreuz liefert einen Faktor N;. Mit der iiblichen Definition der

Greenschen Funktion fiir die Bandelektronen

1
—_— ﬁG o =
ko k (Z) 2 — €g

wird f(qy,q,,q;) also durch folgende Diagramme

b - - =X
e = — =X
b - - =X

fa1,a9,q3) =

+
\\
//

- - —x

+

b - - —x
\\
//
+
~

- - —x
’

dargestellt. Fiir alle Linien, die im selben Kreuz enden, gilt Impulserhaltung.
Die Mittelung fiihrt also zu einem ,,Zusammenziehen“ der Streuprozesse, wobei

zudem noch eine Art Translationsinvarianz wiederhergestellt wird.

7.2.2 Einteilchenselbstenergie

Die GroBe N;o(> q) 1aBit sich jetzt also interpretieren als Streuprozess eines Teil-
chens an Storstellen. Der Faktor (> q) bedeutet dabei, dafi der Impuls des Teil-

chens iiber den gesamten Streuprozess erhalten bleibt. Diese Impulserhaltung ist
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natiirlich eine Folge der Naherung, iiber die (statistisch verteilten) Positionen der
Storstellen zu mitteln. In einem realen System mit fester Storstellenverteilung ist
der Kristallimpuls der Elektronen selbstverstéindlich keine Erhaltungsgrofie mehr.
Dennoch ist die hier eingefiithrte Naherung ausreichend, um die dominierenden
Effekte, ndmlich Erzeugung einer endlichen mittleren freien Weglénge bzw. einer
endlichen Lebensdauer, zu beschreiben.

In der Storungsreihe fiir die Einteilchen-Greensche Funktion erhélt man mit

den Definitionen des vorigen Abschnitts Diagramme vom Typ

- ——x
~
rd
~

x
P
~

x
-,

~
=
~
=

Wihrend in Diagramm 1 & 2 jeweils nur ein Streuprozess auftritt, représen-
tieren die Diagramme 3 & 4 solche mit mehreren. Diese entsprechen z.B. dem
Term N26(>° q)d(> q), wobei jeweils zwei Impulse pro J-Funktion auftreten.
Das liefert die Kombinationen q; + q, = 0 g5 + g, = 0 bzw. g, + g; = 0 und
g, + g, = 0. Letztere Kombination fiihrt zu Diagramm 3 mit sich kreuzenden
Potentiallinien, d.h. wir haben eine Interferenz der beiden Streuereignisse vor-
liegen. Wie zu Anfang bereits angedeutet, wollen wir davon ausgehen, daf eine
— am Gesamtvolumen des Systems gemessen — kleine Storstellenkonzentration
vorliegt. Sinnvoll ist in diesem Zusammenhang auch die Annahme, dafl die Aus-
dehnung des Storstellenpotentials sehr viel kleiner ist als der mittlere Abstand
der Storstellen. Unter diesen Bedingungen tritt dann ein Prozess vom Typ 3 nur
mit vernachlédssigbarer Wahrscheinlichkeit auf.

An den vier Diagrammen 148t sich bereits wieder erkennen, dafl die Diagram-
me in zwei Klassen, ndmlich reduzible, welche sich durch zerschneiden einer Ban-
delektronenlinie in zwei Teile zerschneiden lassen (Diagramm 4), und irreduzible
(Diagramm 1-3) zerfallen. Auflerdem lassen sich selbstversténdlich auch solche

vom Typ

/x\ 7/ \
/ \
X X
V2 BN AVANAN
| \ 7 7 v NN
/7 7 7\ NN
1 L A N
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konstruieren, die zu Partitionierungen g, +gq4 = 0 und g, = 0 etc. gehoren. Offen-
sichtlich lassen sich also zwischen jeweils zwei Impulslinien wieder alle moglichen
Diagramme unterbringen, so dafl man wie iiblich eine Skelettgraphenentwicklung
aufbauen kann, d.h. alle Bandlinien werden durch voll renormierte Propagatoren
ersetzt, GY_(2) — Gio(2), und Diagramme vom obigen Typ weggelassen.

Die reduziblen Diagramme liefern jeweils Produkte ihrer irreduziblen Bestand-

teile, so daB sich analog zur Coulombwechselwirkung eine Dysongleichung
Gro(2) = G (2) + G (2) S0 (2)G
ko (2) = Gig (2) + Gig (2) Vo (2) Gio (2)

mit einer irreduziblen Selbstenergie

x x X X
| n AWA
_ ! 1\ /I vV
Yro(2) = ] + PR +ee A+ AR =+
1 L lalal e

aufstellen 1a8t. In hoheren Ordnungen treten natiirlich auch Interferenzterme (4.
Diagramm) auf. Solche Diagramme wollen wir, wie bereits angedeutet, als im
Limes N;/N < 1 unwichtig weglassen.

Der erste Term der Stérungsreihe fiir die Selbstenergie lautet ausgeschrieben@

chlg(z) = % Z5q:0V(—q) = C[V(O) .

In der niedrigsten Ordnung geht also die Storstellenstreuung einfach iiber das
gemittelte Potential ein, d.h. wir erhalten einfach eine Verschiebung der Energie.

Der Term zweiter Ordung ist schon interessanter:

N
i (2) = 355 D Oara,-0V (~a1) V(~ao) Grerg, o(2)

q1492

= Cl% Z V(—q) V(Q) sz—f—q,a(z)

= e SV~ @)Via — F)Gao(2)

Hier kann und wird bereits ein endlicher Imaginérteil fiir ¥, (2) auftreten, d.h.

Démpfung und endliche Lebensdauer fiir die Einteilchenanregungen im System,

20Beachte, dafl man fiir Yg,(z) in den Vorzeichenregeln G — G — 1 zu setzen hat.
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denn mit pg(w) = —1ImMGye(w + id) folgt

. 1
Sm¥j (@ +i0) = —merzz D |V (k — )P pg(w)
q

Vig)—V

~ —mel|[VPN(w) #0 .

Bevor man nun anféngt, der Reihe nach alle Terme der obigen Stérungsreihe
auszurechnen, ist es lohnend, sich die Terme etwas eingehender zu betrachten.
Offensichtlich 148t sich die Reihe fiir ¥, (z) folgendermafien abkiirzen:

,l‘ /x\
Yko(2)= 1+ PR
[ LA
mit
! ]
F \Z) = | — + /
kkz( ) | : /, \‘:

Setzt man diese Definition in die verkiirzte Schreibweise der Selbstenergiereihe
ein, so werden sukzessive alle Diagramme mit nichtkreuzenden Linien generiert.

Der analytische Ausdruck fiir die ,,Vertexfunktion“ lautet
T(2) = V(k —K) + 1 Z V(b ~ )G (=) g (2 (79)
und die Selbstenergie

Yo (2) = ¢,V (0) + cf% > V(k = q)Gao(2)Tqu(2) = cili(2) -

Somit haben wir eine formal exakte Aufsummation der Selbstenergiebeitrige li-
near in ¢y erhalten!

Man beachte, daf§ das System {¥g,(2), gr(2)} ein nichtlineares Gleichungs-
system darstellt, da 'y (z) tiber die Einteilchen-Greensche Funktion selbst wie-
der von Y, (z) abhéngt. Die Losung des Problems vereinfacht sich in zwei Grenz-
fallen. Zunéchst kann man einmal annehmen, dafl das Streupotential streng lokal
ist, d.h. V(r) = Vpd(r). In diesem Fall ist V (k) = V, und ([CH) vereinfacht sich

zu

D (2) = Vo + — Z Gao(2) qu (2
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Aus der Struktur dieser Gleichung ist offensichtlich, dafl 'y (2) gar nicht von k
und k' abhingt, d.h.

r(z) =V (1 r Zan<z>r<z>>

oder
__ W _ 1
- 1—‘/0GO-(Z) ) GO’(’Z>_ N;qu(z) :

Man sieht dal die Annahme einer lokalen Potentialstreuung zusammen mit der

()

eingefithrten Mittelung zu einer rein lokalen Einteilchenselbstenergie

Vo

Yo(2) = ciT'(2) = Clm

und zu einem lokalen Selbstkonsistenzproblem fiihrt. Diese Ndherung fiir die Be-
handlung von Storstellenstreuung wird in der Literatur auch unter dem Namen
Coherent Potential Approximation (CPA) haufig benutzt.

Eine zumindest formale Losung des Problems mit nichtlokaler Streuung a8t
sich erreichen, wenn man auf die Selbstkonsistenz beziiglich ¥y, (2) verzichtet,

d.h. Gy (2) — Ggl)(z) setzt und die Dispersion freier Teilchen € = k?/(2m) — p

(0)

() lautet dann

ansetzt. Die Gleichung fiir das so gendherte I

O () — Vik — k' &g Vk—qT)(2)
M) = Vik—k)+ [ 55 |

Z — €q

Mit Hilfe der Hilfsfunktion

dq T (2)
H(r,k;z):/<27r)3 e,

148t sich die Gleichung fiir die Vertexfunktion schreiben als

F;f,i/(z) = /d3r e TV (1) [e’k/"" + (r, K z)] ,

womit der Ausdruck fiir die Selbstenergie

Yko(2) = ¢1 [V(O) + / d*r eik"’V(r)H(r,k;z)]
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lautet. Fiir unsere Hilfsgréfie kann man nun folgende Differentialgleichung ablei-

ten: .
1 d d €g — 2 jqrmr(0
{—%VQ — = z} (r, k; z) = / 2n)? 7;_ qu q Ffﬂz(z)
dgq ig-r1(0
_ / e TR E)
=-V(r) [e’k"" + (r, k; 2)]
oder

[—ﬁw +V(r)—p— 2} (r, k; 2) = =V (r)e*™ .

Nehmen wir nun an, wir kennen die Lésungen des Eigenwertproblems

|:—LV2 + V(T‘) — [L:| \I/)\ = gA\I/)\ .

2m

Dann gilt offensichtlich

H(r, k; z) _ /d37’/V(’I‘/) ez'k:-'r’ Z \Ili(r/)\l]%<r> ; Z T:k\I[A<T) .

3 z =& X z =&

Im letzten Schritt wurde das durch den ,,Hamiltomian® H = —ﬁVQ +V(r)—pu
beschrieben System als Streuproblem fiir die Elektronen mit der Wellenfunktion

dr(r) oc e=*7 identifiziert und durch Angabe der Streumatrix

Tk>\ = /d37‘ gf)k,(’l")V(T)\I/)\(’l")

gelost. Fiir die gesuchte Einteilchenselbstenergie findet man dann

Eko(z) =Cr

| Thor|”
— QA

V(0)+Zz

in linearer Ordung in ¢;.

Mit dieser Darstellung der Selbstenergie iiber die Streumatrix des durch V(r)
definierten Streuproblems lassen sich nun eine Reihe interessanter Beziehungen
ableiten. Unter anderem kann man damit eine wichtige physikalische Interpreta-

tion des Imaginarteils der Selbstenergie motivieren. Es ist ndmlich

—Sm ko (w + i6) = mer 3 [Tia*d(w — &)
A
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Setzt man nun noch w = €, so kann man das optische Theorem
—%mTkk = WZ ‘Tk:)\‘25<€k: - f)\)
A

ausnutzen und schreiben
—%m2k0<€k + Z(S) = —C[%mTkk .

Andererseits gilt fiir den totalen Streuquerschnitt des Potential V(1) die Bezie-

hung o = —i%mTkk, so daf
—%m2k0<€k -+ 2(5) = CjVULO

gilt. Die Grofle cjug ist nun aber genau die Zahl der Storstellen pro Zeit und
Flacheneinheit, die die Elektronen mit Impuls k ,,sehen“. Multipliziert mit dem
Streuquerschnitt stellt die rechte Seite also die inverse Lebensdauer des durch

den Impuls k charakterisierten Zustandes unter Einwirkung der Streupotentiale

dar, d.h.
1 1

—QmYpy (e +10) = —, Tp~— —00 (¢; —0) .
Tk Cr
Wir haben hier also ein sehr schénes Beispiel dafiir, dal der Imaginérteil der
Einteilchenselbstenergie direkt mit der Lebensdauer der Einteilchenanregungen

im System verkniipft ist.

7.2.3 Berechnung der Leitfihigkeit

Unsere Aufgabe besteht nun darin, mit den im vorangegangenen Teil abgeleiteten
Techniken die Grofle

[e o]

Hmw+ww>4/ﬁ@m€W%menwm>

—00

fiir das System mit Storstellen zu berechnen. ZweckméafBigerweise arbeiten wir

dabei im Matusbararaum, d.h. wir bestimmen zunéchst

B 2mn

8
Hw@m:_/mfwmz%mmm»,%— 5
0

und fiithren zum Schluf} die analytische Fortsetzung iv, — w + 7 aus.
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Um die folgenden Rechnungen einfach zu halten, nehmen wir jetzt aulerdem

I[sotropie beziiglich der Raumrichtungen an, d.h.

B
(iv,) = ZH‘M i) = —%/dTei”"T(];j(r) -3(0)) .
0
Fiir die diagrammatische Stérungsentwicklung benotigen wir jetzt noch ein Sym-
bol fiir die Wirkung des Stromoperators. Hierbei legen wir die Darstellung (IZS)
zugrunde, d.h. die Korrelationsfunktion II(z) entspricht im wesentlichen der aus

Kapitel Bl bekannten Dichte-Dichteresponsefunktion. Entsprechend findet man

k,iwn,

(2n+ 1)m

y Wn =

k,iwn+ivn

Ohne Mittelung iiber die Positionen der Storstellen hétte man — da es sich bei

H; um einen reinen Einteilchenterm handelt — folgende Typen von Graphen:

(7.10)

Betrachten wir zunéchst den ersten Graphen. Seine analytischer Ausdruck ist

(% Z % Z vk’choa) (iwn)eiwn(S) ' <_ Z Z 'Uk,/G Zwm zwm )

k

Die Ausdriicke in der Klammer sind nach ausfithren der Frequenzsummen

1 .
N Y vklch ) = (3) =0
k
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Gleiches gilt auch, wie man leicht nachrechnet, fiir jeden Term im zweiten Gra-
phen sowie auch fiir alle hoheren Ordnungen in der Storstellenstreuung in diesem
Typ von Graphen. Physikalischer Hintergrund fiir das identische Verschwinden
dieser Klasse von Graphen ist, daf sie alle proportional zu (7) sind und, da ohne
auferes Feld kein Strom flieflen soll, verschwinden miissen.

Zur Auswertung bleiben also Graphen vom Typ der Blasen. Hier macht es
wieder Sinn, vor der weiteren Rechnung iiber die Storstellenpositionen zu mitteln.
Dabei werden zum einen im oberen und unteren Teil der Blase unabhéngig die
im vorigen Abschnitt behandelten Selbstenergiegraphen generiert, so dal man in
diesem Sinne die freien Greenschen Funktionen durch die renormierten ersetzen
kann.

Das einfachste Diagramm ist dann die Blase

k,iw
k iwtiv
mit dem analytischen Ausdruc@
2e? 1
o (iv) = 2~ Z Z|vk| o (i, + 1) G (i) - (7.11)

Die Frequenzsumme in (IZT1)) uberfuhren wir analog zur Poissonscher Summen-
formel mittels der in der Abbildung gezeigten Deformation der Integrationscon-
tour in ein Spektralintegral, mit dem FErgebnis

2¢? 1

(i) = = 3 oo / ()Gl +0)Gaalz) + () = 1

- F 2w kP/ 19

Gk0<€ -+ iV)GkU<E —+ Z5)

—Gro (€ 4+ 1) Gro (e — 19)

+Gro(€ — 1) Gy (€ + 06)

—Go (€ — i) Gy (€ — 00)

21Der Faktor 2 stammt von der Spinsumme.
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Nach analytischer Fortsetzung iv — w + id und Zusammenfassung der kom-
plex konjugierten Partner folgt mit der Definition der Spektralfunktion Ag(e) =

—1Q3mGp(€ + i6) fiir den Imaginérteil der Blase
) 2¢% 1 9
SO (w+id) = ——— Z Uk fle) = fle+w)] Ap(edw)Agle) (7.12)

und schlieSlich fiir die Leitfdhigkeit

SmII©
a((]o)__hm\sml_[ (w+19) _27T6 IZ| k‘2/ l &q A . (7.13)

w—0 w

Fiir tiefe Temperaturen ist —a—f ~ 0(€), so daBl mit den Abkiirzungen A, =
—%mZk(zé) und fk, = € + %62]& 5) —EF

0) o2me? 1 |vk|2A?g
oy = — — = k
3 NS m2(e2 + A2’

(7.14)

folgt. ep bezeichnet hierbei die Fermienergie. Wegen limO Ap = 0 ist bei der
cr—

Interpretation des Integranden Vorsicht angebracht. Unter Beachtung von

AQ T AQ T
d k - li _ B
/ x(ng + A’Qg>2 2Ak: = c,@g <§2 + AQ) 2Ak5(€kz €F)

findet sich schlieBlich

2
e
ol = §|vkp|2mF/\/(gF) . (7.15)
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Im letzten Schritt wurde noch die Beziehung Ay = 7, I aus dem letzten Kapitel
benutzt. Dieses Ergebnis sieht schon recht vertrauenerweckend aus, ist doch oy ~
7, wie bereits aus der Drudetheorie bekannt. Man kann die Analogie nun noch
weiter treiben. Fiir freie Elektronen ist V(ep) = 3ne/(2er). Mit ep = muy /2
schreibt sich ([LTH) endlich als

oy = - Thp (7.16)

was genau das Ergebnis der Drudetheorie ist. Als Relaxationszeit tritt in dieser
Néherung die Lebensdauer der Einteilchenanregungen im System auf. Die Frage
ist, inwieweit hohere Ordnungen in der Storungstheorie dieses physikalisch an
sich sehr ansprechende Ergebnis &ndern koénnen.

Das Ergebnis ([LT0) ist wegen des Faktors 7 offensichtlich von der Ordnung
c;'. Zu untersuchen ist also, ob noch weitere Klassen von Diagrammen in der-
selben Ordnung existieren. Die Mittelung iiber die Storstellenpositionen erzeugt

aus Graphen wie dem vierten in ([.T0) Diagramme vom Typ

M@v
- Q -

Das letzte Diagramm sieht schon einigermaflen hafilich aus. Allerdings wird es
sicherlich nicht in fithrender Ordnung in ¢; beitragen, so dafl wir im folgenden

Diagramme dieses Typs vernachlédssigen wollen.
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Die einfachsten Strukturen weisen die beiden obersten Diagramme auf. Be-

trachten wir also zunéchst das folgende System:

M\@W_FVV\A@\’V_F_F”.

v 0 127

(7.17)
Die an den Stromvertizes vorliegende Impulserhaltung bedeutet zusammen mit
der Impulserhaltung iiber alle auftretenden Potentialstreulinien, dal der Im-
pulsiibertrag iiber die Streuungen in der oberen Hélfte eines der Diagramme exakt
der umgekehrte sein mufl wie in der unteren Hélfte. Die zwischen der ersten und
letzten Streulinie liegenden Impulse sind dabei fiir die obere und untere Hélfte
jeweils getrennt frei summierbar. Fiir die Raute, welche alle diese Streuprozesse
symbolisch zusammenfaflt, heiffit das, dal die Prozesse in der oberen und unteren

Diagrammhélfte unabhéngig aufsummiert werden kénnen:

kK
————— T kK k K k K 7
| —T ~ T~ ~rr~
| \ Ny
T =y [ + \ + \1 +...| x  (7.18)
| | \/ \U
_.;._
k k/ L -

Erinnern wir uns jetzt einmal, wie die Storungsreihe fiir die Einteilchenselbstener-
gie im vorigen Abschnitt aussah (s. S.[Zl): Sie lief sich durch eine Vertexfunktion

[ (2) ausdriicken, die formal dieselbe diagrammatische Struktur hatte, wie die
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einzelnen Faktoren in ([ZI8). Wir kénnen daher sofort anschreiben

k K
}
P = el (iwn + i) Dulin) = Wi (i, +iv,iw,) . (7.19)
}

k 154

Da T’y (2) selbst keinen weiteren Faktor ¢; trigt, ist dieser effektive Streupro-
zess insgesamt wieder proportional zu c;. Die Frage ist nun, ob dieser Term und
eventuell noch solche héherer Ordnung im Limes ¢; — 0 iiberhaupt eine Rolle
spielen. Dazu mufl man beriicksichtigen, dafi in der GroBe I1(iv) auch noch Fak-
toren G, (z) auftreten, deren Selbstenergien jede ein explizites ¢; aufweisen. Wie
wir bei der Berechnung der einfachen Blase gesehen haben, tragen diese am Ende
Faktoren ¢;* bei, so da8 die endgiiltige Ordnung der Diagramme von vornherein
nicht feststeht. Wie wir gleich sehen werden, sind die soeben diskutierten und

Beitrdge vom Leitertyp

OO

G D L D

von derselben GroSenordnung c;*. Diese , Leitergraphen® lassen sich aufsummie-
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ren zu
k
I(iv) = M/\Q'\M
k
(7.20)
k k k K
[}
k k K
bzw. (Faktor 2 kommt von der Spinsumme)
(iv) = 3Nﬁ Z G (iw, + i) G (iw, ) vk - Ag(iw, + v, iwy,) (7.21)
mit der Vertexfunktion
Ap(z,2) = v + — Zqu 2,2")Gq(2)Gq(2)Ag(2, 2') . (7.22)

Dieses Gleichungssystem ist schon relativ komplex, beinhaltet aber selbstverstéand-
lich nicht alles Beitrdge zur Stérungsreihe. Neben solchen, die von hoherer Ord-

nung in c; sind, treten auch noch Prozesse vom Typ

auf (sog. maximal kreuzende Graphen). Im ersten Moment wiirde man denken,
daB sie ebenfalls in hoherer Ordnung in ¢; sind. Man kann die Diagramme aber

auch in der folgenden Weise schreiben:

v v v v
_'_
N N
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In diesen Diagrammen hat man dann eine , Teilchen—Teilchen—Leiter* (,,Coope-

ron*)
—~T e
| 11
¥+ ¥¥ 4
I 1

——7— e Bt
| [
¥ —+ ¥ ¥ +
| [

der bislang aufsummierten Diagramme. Der wesentliche Unterschied bei den
Teilchen-Teilchen—Leitern ist, daf iiber die Potentiallinien nicht k — k', son-
dern aufgrund der formal durchgefithrten Teilchen-Loch—Transformation (d.h.
in den Fourierkomponenten der unteren Bandlinien mufl e *7 — ¢™*7 gesetzt
werden) k + k' auftritt. Dieser Unterschied sorgt nun dafiir, daff die Beitrige die-
ser Diagramme in Dimensionen d > 3 vernachléssigt werden kénnen, obwohl sie
offensichtlich von derselben Groflenordnung in c¢; sind. Genauer gesagt hat der
entsprechende Beitrag einen zusétzlichen Vorfaktor 7% mit o > 0. Interessant
werden sie allerdings in d < 2 fiir T" — 0: Hier sorgen sie fiir einen negativen
Beitrag zur Leitfdhigkeit ~ In(7) (d = 2) bzw. ~ T7* mit &« > 0 (d = 1).
Die Leitfahigkeit nimmt also fiir tiefe Temperaturen ab! Der physikalische Hin-
tergrund dieser Abnahme ist, dafi die Teilchen—Teilchen—Leitern eng verkniipft
sind mit der Wiederkehrwahrscheinlichkeit eines Elektrons an seinen Ausgangs-
punkt. Ist diese grof3, so entspricht das einer Lokalisierung des Teilchens, d.h. die
Leitfdhigkeit nimmt ab (das ist der Hintergrund der sog. schwachen Lokalisie-
rung).

Diese qualitative Diskussion soll geniigen, um zu zeigen, dafl man bei der
,» Vernachlissigung per Augenmafi“ unter Umsténden wesentliche bzw. physika-
lisch interessante Beitrige weglassen kann. Im Zweifelsfalle mufl man eventuell
die Rechnung mit einem erweiterten Satz von Diagrammen wiederholen.

Kehren wir nach diesem Exkurs zur Berechnung der Leitfahigkeit in der einfa-
chen Leiterndherung zuriick. Zunéchst einmal ist zu bemerken, dafl die Beziehung
(IZZ2) unter der Annahme einer lokalen Streuung wegen Wi (2, 2') — ¢/I'(2)I'(2)
(siehe S.[I43) und der unterschiedlichen Paritét von e, und vg in ((L22) alle Bei-
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trage aufler dem nackten Vertex verschwinden. In diesem Fall (s-Wellenstreuung)
ist also das Ergebnis der nackten Blase (ZI5) korrekt bis in O(c; ).
Kommen wir nun zu ausgedehnten Streupotentialen. Es ist sinnvoll, zur Ab-

kiirzung eine Hilfsgrofie
Pl 2) = 253 G2 Cul2 o - Aulz ) = P(.2)
) 3N 5 k k k k\~ )
einzufiithren. Die gesuchte Korrelationsfunktion schreibt sich dann
w) = — Wy + W, twy) .
B
Die Frequenzsumme wandeln wir in der iiblichen Weise in ein Spektralintegral

um, wobei die Konturen analog zum Bild auf Seite gewihlt werden. Das

Ergebnis ist

mw=f§m>

— 00

P(e+1i0,e +iv) — P(e — id,e +iv)

+P(e —iv, e +1i0) — P(e —iv, € — i0)

An dieser Stelle kann man jetzt die analytische Fortsetzung iv — w+1id ausfithren
und nach einer Transformation der Integrationsgrenzen in den letzten beiden

Termen erhilt man

[e.e]

H(iy):/j—;{ fle)[P(e+id, e +w+id) — Ple —id, € + w + id)]

— 00

+f(e+w) [P(e—i5,6+w+i5)—P(e—z’5,e+w—z’5)]} .

Aus der Struktur der Gleichung ([Z22) kann man ablesen, dafl der erste und der

vierte Term komplex konjugierte Partner sind, d.h.
fle)P(e+ 16, e +w+id) — f(e +w)P(e — i, € + w — i0)
= [f(e) — f(e4+ w)| ReP(e +id, e +w +i0)+

i[f(e) + f(e+w)] SmP (e +id, € + w + i) .
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Damit gilt fiir den in der Leitfahigkeit benotigten Imaginérteil der Strom-Strom-

Korrelationsfunktion
. r de . .
Smll(w +id) = / 5 [f(e) — fe +w)] { ReP (e + 10, € +w + i6)

1
+Qm—P(e —id, e +w + 25)} ,
i

und schlieflich

Cx y i
aoZ—IimM:—/E [—8f(6)] { ReP (e + 10, e + i9)
w—0 w 2T Oe

]

+SmlP(e — 10, €+ 25)} .

Als letztes stellen wir noch fest, daf

P(e —id,e +1i0) = P(e+id,e —id) = (P(e —id,e +i9))" € R

so daf}
oo = / ;i—; l— a‘g(;)} {P(e+1id,e —id) — ReP(e +id, e +1i0)} . (7.23)

Kimmern wir uns zunédchst um den Term P(e + id, € + id). Die wichtigen, im
Grenzfall ¢; dominierenden singuldren Beitrdge kommen von den Faktoren (zu
den Abkiirzungen siehe Seite [45])

1
(& +iAg)
1 JAVS . WA

= -2 7 .
GHAL (@+ADT (A

G]W(E + Z5)2 =

Der erste Term fiithrt im Limes ¢; — 0 auf mAg(w)/Ag, wihrend der zwei-
te und der dritte in Analogie zur Diskussion auf Seite jeweils einen Term
mAg(w)/(2Ag) beisteuern. Damit ergibt sich

i, G (4 0 = iy | T0(64) ~ 1-0(60) i 3560060

cr—0 cr—0

= — lim [Algkszé(gk)] -

cr—0
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Der Faktor A,;Z im Ergebnis wiirde bedeuten, dafl der Beitrag von der Ordnung
c;* wire. Wegen z6(z) = 0 verschwindet dieser Anteil jedoch und der Gesamt-
beitrag von P(e + id, € + i9) ist hochstens von der Ordnung ¢?. Da die fiihrende
Ordnung — die Blase — jedoch 01_1 war, kann man diesen Term im Limes ¢; — 0
vernachléssigen. Eine genauere Analyse der hoheren Ordnungen dieses Terms
kann man mit Hilfe der Ward-Identitdten durchfithren, die wir allgemein aus Ka-
pitel kennen (fiir die Anwendung im vorliegenden Zusammenhang siehe z.B.

Kapitel 8.1.2 von [21]). Es gilt ndmlich
Ak(e + Z(S, €+ Z(;) = Vg + Vka(e —+ 25) .

Der zweite Term ist offensichtlich O(cy), so daB fiir ¢; — 0 in der Tat Ag(e +
i0,€ + i0) ~ vg, und daher nach der obigen Diskussion der Beitrag von P(e +
id, € + i0) vernachlissigt werden kann. Man beachte, dafl fiir die Kombination
Ak (e +id, € — 15) keine solche Beziehung existiert!

Als néchstes geht es also um den Term
2 2
P(e+id,e — 1) = - Z Gr(e +10)Gr(e —id)vg - Ag(e +1i0,e — i) .
3N -

Als erstes stellen wir fest, dal das Produkt Gg(e 4 i0)Gg(e — i) € R, genauer

1 . Ak<€)

Gr(e+1i0)Gr(e —id) = R = AL

Damit folgt

2
P(e+1id,e —1d) = me” Z 'vk Ag(e+1id, e — 1)) .

In der Vertexfunktion (ZZJ) taucht nun dieselbe Kombination von Greenschen

Funktionen auf. Da auflerdem —0f/0¢ =% (€) interessiert hier nur

Aq(0)
Aq(0)

Ay(i6, —i6) = vy, + % zq: Wieq(i8, —i8) A (i0, —id)

Im Folgenden lasse ich der Einfachheit halber die Argumente i weg. Eine weitere
Vereinfachung ergibt sich dadurch, dafl im Limes ¢; — 0 Ag(0) =~ 0(ex —ep) gilt.

Dann ist
T = k kl qk:/ =T .
K NZ 6F—eq+z5 Kk
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Der letztere Zusammenhang ist eine einfache Konsequenz der Lippmann—Schwing-
er Gleichung der Streutheorie und der Definition der Streumatrix Ty, . Fir die

Vertexfunktion ergibt sich somit

Aq(0
Ak = Vg + CI—W Z |Tk:q|2 q( )Ak . (724)
q

Die einzige explizite Vektorgrofe in ([L24) ist v, d.h. es muf} zwingend Ay =
vk gelten. Damit 148t sich Gleichung ([LZ4)) in eine Bestimmungsgleichung fiir
den Skalar A\ iiberfiithren

4(0)
Ak::1-+513 § \7}42 Y0 ) V- Y95, (7.25)
k:

und es ergibt sich im Limes 7" — 0, ¢; — 0

62 Ak<0)
~ P(i, —id) = — Ak - 7.26

00 ('L y 1 ) 3N kaAk(O) k ( )

In Gleichungen ([£2H) und ([ZZ8) kann man noch ausnutzen, dafl aufgrund der
Faktoren Ag(0) ~ d(ex — ) und A4(0) =~ 0(eq — €¢) alle vorkommenden Impul-
se auf der Fermi-Flache liegen. Fiir eine annéhernd isotrope Fermi-Fléche wird

auflerdem mit guter Naherung g, = A\;, = Ap und A = Ay, = Ap sein, d.h.

crm
Ap ! Z Tigl20(cq — £7) 22925 (7.27)
Ui
gelten. Mit der Definition
Ccrm Vv
Ar = N zq: Thq|*6(eq — €r) <1 ) q) (7.28)
finden wir A A
Ap =14 Ap— =L (7.29)
Ap
und mithin A
Ap = & .
F=RA (7.30)

Man beachte, dafl, obwohl die individuellen Beitrage zu den Vertexkorrekturen
einen expliziten Vorfaktor c; tragen, das aufsummierte Endergebnis aufgrund der

aus den Bandlinien kommenden Faktoren ¢;' von der Ordnung ¢? ist!
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Fiir die Leitfahigkeit erhalten wir schliellich

e? 1 JO0(ew —er) €%, 1
oo TN gk Ui, Ar(h) 3vFTTN(5F), T Ar (7.31)
Nee>

= 7r fiir freie Elektronen.
m

Dieses Ergebnis ist zu vergleichen mit dem fiir die einfache Blase ([Z1H). Man
sieht, daf beide identische Form haben, allerdings wurde in (Z31]) die Einteil-
chenlebensdauer durch die Transportrelaxationszeit 7r ersetzt. Beide sind von
der Ordnung ¢; ', so daB fiir ¢; — 0 auch oy = oo herauskommt.

Untersuchen wir die Transportrelaxationszeit etwas genauer. Fiir annédhernd
isotrope Fermi-Fliche und k ~ k' ~ kp ist vy, o< k, d.h. mit cos? = (k- k') /k%

erhalt man

cym
e = 5 lueoles ) (1 cont)
im Gegensatz zu
cym
Ar = IW Xk: | T [0 (e — <) -

Man sieht, dafl in A7 noch ein Wichtungsfaktor cos ¥ auftritt, wobei ¢ der Streu-
winkel zwischen einfallenden und auslaufenden Teilchen ist. Offensichtlich werden
Streuprozesse mit Vorwértsstreuung unterdriickt. Dieses Ergebnis ist physikalisch
durchaus sinnvoll, da solche Prozesse zum Widerstand ¢ = 1/0¢ ~ Az nur wenig,

solche mit Riickwértsstreuung aber besonders stark beitragen werden.
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8 Mikroskopische Theorie der Supraleitung

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen der mikroskopischen Theorie der Supra-
leitung, der BCS-Theorie (benannt nach ihren Erfindern Bardeen, Cooper und
Schrieffer [3], Physik-Nobelpreis 1972), behandelt werden. Zwei spezielle Unter-
kapitel zur Leitfahigeit und Eliashberg-Theorie fithren dabei in die Technik der

Greenschen Funktionen fiir Supraleiter ein.

8.1 Cooper-Instabilitéit

Bereits 1911 hatte Heike Kamerlingh Onnes (Physik-Nobelpreis 1913) die Su-
praleitung bei Widerstandsmessungen an Quecksilber entdeckt. Zu einem mi-
kroskopischen Verstdndnis des Phédnomens gelangte man jedoch erst, nachdem
Cooper 1956 zeigen konnte [§], dal der Grundzustand eines Elektronengases mit
beliebig schwacher attraktiver Wechselwirkung nicht durch eine Fermiverteilung
mit scharfer Fermikante beschrieben werden kann. Diese Entdeckung bildet die
Grundlage der BCS-Theorie [3], der ersten giiltigen mikroskopischen Theorie der
Supraleitung.

Diese Cooper-Instabilitidt kann man am einfachsten mit folgendem kiinstli-
chen Modell verstehen: Man betrachtet eine Wechselwirkung, die konstant und
attraktiv ist fiir Elektronenzusténde in einem endlichen Energiebereich oberhalb
der Fermikante und sonst verschwindet, d.h. man verwendet einen Hamilton-

Operator der Form

1
H = Z EkcLacka —+ 5 Z <k1 -+ q, k2 — q|V|k1, k2>c;rcl+qalCJlrcz—qagck’QUQCk’lUl
ko kik2qoi02

(8.1)
mit

v<0 firep <eég,...<eéep+ hw,

(k1 +q,ks—q|V|ks, ky) = { (8.2)

0 sonst.

Beweis der Cooper-Instabilitét: Sei
Fy= J] c.l0). (8.3)
ko,ep<ep

dann gilt
H|F) = Ho|F) = Eo|F), Eo= Y . (8.4)

koep<ep


http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1972
http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1913/

160 8 Mikroskopische Theorie der Supraleitung

Wir fiigen nun zwei Elektronen mit entgegengesetztem Impuls und Spin hinzu

und definieren:

| =k LK) =y ey F), (8.5)

dann erhalt man:

H —k k1) = Qe+ E)—kLET)+0Y |-k LET) (86
k/
mit )

2= 2

k kep<erp<ep—+hwc

Durch die Wechselwirkung wird das Paar | — k |,k 1) in das Paar | — k' |, k' T)
gestreut. Dieser Zustand ist demnach kein Eigenzustand zu H. Um einen Eigen-

zustand zu finden, machen wir den Ansatz:

L) =D gk) |-k |EkT) (8.7)

mit noch zu bestimmender Funktion g¢(k). Wir suchen eine Losung von

Zg(kl)@% + Eo)| — ki Lk T) +UZg(k1)Z | — k2 | k2 T)
k1 k1 ko

=EY g(ks)| — ks ks 1). (88)

ks
Durch Ausniitzung der Orthonormalitidt der Zusténde | — k |,k 1) finden wir:
/
g(k)(2er + Eo) +v Y _ g(ki) = E g(k). (8.9)
k1

Fiir eine konstante Wechselwirkung v lésst sich diese Integralgleichung leicht

losen. Setzt man

C=-v) g(k) (8.10)

dann ist

C C
_ SN RS v 11
Ik =T © v %p + By — E (8.11)
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und fiir C' # 0 gilt

1
1= S~ 8.12
U%:Qek+EO—E (8.12)

Fiir ein diskretes k-Spektrum hat diese Eigenwert-Gleichung eine Unzahl von
Losungen fiir E, die im Allgemeinen leicht verschobenen Zweiteilchen-Anregungs-
energien entsprechen (das sieht man, wenn man die rechte Seite als Funktion von
E zeichnet). Wir suchen die Losung mit £ < Ey+2¢p, der Mindestenergie fiir zwei
zusétzliche Teilchen an der Fermikante. Wir setzen £ = € —ep, AE = F — (Ey+
2¢r). Nach Umwandlung der k-Summe in ein Integral (N(ep) Zustandsdichte an

der Fermikante) erhalten wir

hwe
1 1. |hw, — AE/2
1——UN(€F)/d§m——UN(EF)§ID TM‘
0
1 hw
~ —uN —In— AFE]. 1
v <€F>2 n‘_AE/2|7 hw0>>‘ | (8 3)

Hier sieht man: eine Losung exisitiert nur fiir v < 0. Die Auflosung nach AE < 0

liefert fiir die Energieabsenkung:
AE = —2hw.e™ Y, E = Ey+ 2ep — 2hw, e 2, (8.14)

d.h. ein Paarzustand gebildet aus Elektronzusténden mit Wechselwirkung ober-
halb der Fermikante hat niedrigere Energie als ein Zustand mit zwei zuséatzlichen
Elektronen ohne Wechselwirkung an der Fermikante. Das hat die Konsequenz,
daB die Gesamtenergie des Elektronensystems abgesenkt wird, wenn man zwei
Elektronen direkt unterhalb der Fermikante in einen Paarzustand oberhalb der
Fermikante bringt. Damit ist die Instabilitdt der Fermiverteilung gegeniiber einer
(beliebig kleinen) attraktiven Wechselwirkung fiir dieses Modell nachgewiesen.
Damit ist allerdings noch nicht gezeigt, was passiert, wenn sich mehrere Paar-
zustdnde bilden. Diese Paarbildung bildet die Grundlage der BCS-Theorie, bei
der man von einer Wechselwirkung ausgeht, die attraktiv oberhalb und unterhalb
der Fermikante ist.

Da exp(—2/]) keine analytische Funktion von A bei A = 0 ist, kann man dieses
Resultat nicht durch eine stérungstheoretische Entwicklung nach der Wechselwir-
kung v erhalten. Das ist sicherlich ein Grund dafiir, warum es 50 Jahre nach der
Entdeckung der Supraleitung gedauert hat, bis eine giiltige mikroskopische Theo-

rie gefunden wurde.
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Zwei Fragen stellen sich noch: 1. Warum paart man Elektronen mit entgegen-
gesetztem Impuls? 2. Warum verwendet man entgegengesetzte Spins? Paart man
Elektronen mit einem endlichen Schwerpunktsimpuls g, dann ist die Energie-
Absenkung durch die Paar-Wechselwirkung nicht so grof. Andererseits braucht
man solche Paarzustédnde, um einen Zustand mit endlichem Suprastrom zu be-
schreiben. Die Antwort auf die zweite Frage ist nicht so offensichtlich. Auf den
ersten Blick spielt die Spinorientierung bei der Berechnung der Energieabsenkung
keine Rolle. Da8 trotzdem eine Paarung mit parallelem Spin (fiir diese Form der
Wechselwirkung) nicht moglich ist, ist eine Konsequenz des Pauliprinzips, d.h.
der Antisymmetrie der Wellenfunktion zweier Fermionen. Dafl im obigen Fall ein
»Spin-Singlet* (antiparallele Spins) benétigt wird, sieht man folgendermaflen:

Definiert man

1.1 =) gk -k T,k1), (8.15)

dann erhélt man fiir die Funktion g(k) die gleiche Formel wie oben. Insbesondere
ist fiir eine konstante Wechselwirkung g(—k) = g(k). Andererseits gilt fiir den Zu-
stand nach Konstruktion |-k T,k T) = —|+k T, —k 7). Deshalb ist g(k) = 0. Fiir
eine k-abhingige Wechselwirkung der Form v(k, k') mit v(—k, —k') = —v(k, k')
wére auch g(—k) = —g(k), und damit eine Paarung mit parallelem Spin moglich.
Diese Art von Paarung findet man bei suprafliissigem *He; hier koppeln die Spin-
Freiheitsgrade zu einem Gesamtspin 1 und die Antisymmetrie der Wellenfunktion
wird durch einen Ortsanteil mit Bahndrehimpuls 1 hergestellt. Aufgrund der Sym-
metrie der Ortswellenfunktion spricht man in einem solchen Fall von p-Wellen-
Supraleitung. In dem zuvor diskutierten Fall hat der Ortsanteil (im wesentlichen)

den Bahndrehimpuls 0 und man spricht von s-Wellen-Supraleitung.

8.2 Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)-Theorie

In der BCS-Theorie der Supraleitung verwendet man einen Hamilton-Operator
der Form (). Hierbei wird angenommen, daf die effektive Zweiteilchen-Wechsel-
wirkung attraktiv ist fiir Elektronenzusténde in der Ndhe der Fermikante, und
zwar fiir Zusténde oberhalb und unterhalb der Fermikante. Seit Cooper weifl man,
daBl die Fermiverteilung bei einer attraktiven Wechselwirkung instabil gegeniiber
der Bildung von Paarzustédnden (k T, —k |) ist. Wir erwarten deshalb, dal Matri-

xelemente der Form (N — 2, G|Cky0yCyioy |V, G) im Grundzustand makroskopisch
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grof sind fiir ks = —k1, 09 = —0o;. Die Existenz solcher Matrixelemente lasst sich
am einfachsten im Rahmen einer Hartree-Fock-dhnlichen Molekularfeld-Theorie
behandeln. ZweckméBig ist es auBlerdem, ein groflkanonisches Ensemble zu ver-
wenden, weil sich dann diese Matrixelemente, bei der die Teilchenzahl nicht er-
halten ist, als Erwartungswerte schreiben lassen. Man ersetzt K = H —uN durch
den Molekularfeld-Operator

Kyp = Z kaLUCko + Z(AkCT_leLT + AZCchfki) . (8-16>
ko k

Die Parameter dieses Molekularfeld-Hamilton-Operators lassen sich selbstkonsi-
stent bestimmen, indem man je zwei Operatoren des urspriinglichen Hamilton-
Operators durch ihren Erwartungswert ersetzt. Beriicksichtigt man nur die an-
omalen Erwartungswerte (cgjc_g|) und <C};TCT_,CL> (der Rest ergibt Hartree-Fock-

Korrekturen zu den Einteilchen-Energien), dann erhélt man die Selbstkonsistenz-

Gleichung:
A= V(k.K)(cwic_i) (8.17)
o
mit
V(k, k') = (—k,k|V| - K K (8.18)
und
§k =€ — 1L (8.19)

Die Details der Herleitung wollen wir hier nicht weiter diskutieren, da wir spéter
mit der Technik der Greenschen Funktionen einen systematischeren Weg ken-
nenlernen werden. Bevor wir den allgemeinen Fall mit der echten Zweiteilchen-
Wechselwirkung behandeln, wollen wir die Struktur der Anregungen mit Hilfe des
Molekularfeld-Hamiltonians analysieren. Dazu miissen wir K,z diagonalisieren,

d.h. in folgende Form bringen:

Kyf = Z Bk Vo Vi - (8.20)
ko

Die Operatoren 7, sind Linear-Kombinationen der urspiinglichen elektronischen
Operatoren cg, und miissen ebenfalls die Fermi-Vertauschungsregeln erfiillen. Die
eleganteste Weise, diese Diagonalisierung durchzufiithren, besteht in der Analyse

der Bewegungsgleichungen der Operatoren. Fiir Kj;r in Diagonalform gilt:

[K](\i/i[aﬁga ’Yk:a] = _Ekzaq/kza . (821)
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Hier kann FEg, kann als Quasiteilchen-Energie interpretiert werden, 7,10 als Er-
zeuger fiir ein Quasiteilchen. In der urspriinglichen Form von K,;r erhalten wir

fiir den Kommutator mit cg;:

[Knr, cki] = —Erery + Ak:CT_kl : (8.22)

Hier werden Operatoren mit entgegengesetztem Spin und Impuls gemischt. Fiir

den Kommutator mit ¢ k, finden wir analog:
[KMF, CT—kzl] = _'_gk:CT_k,l —+ A:;Ck:T . (823)
Daher machen wir folgenden Ansatz fiir die Quasiteilchen-Operatoren
¥ = xCRp + ycT_,Cl (8.24)

und fordern
K7 = =\ (8.25)

Mit dem obigen Ansatz finden wir

[Knr] = x(—Ekcrr + Ach_kl) + y(kaT_kl + Akcrr)
= —xcr + yCikl) . (8.26)

Vergleicht man die Koeffizienten der elektronischen Operatoren, dann erhélt man

das folgende Gleichungssystem

(A=&)z+ Ay = 0 (8.27)
Apr+(A+&)y = 0. (8.28)

Die Eigenwerte sind
die zwei Losungen fiir die Quasiteilchen-Operatoren sind:

1. )\1 = "—Ek : Y1 = Vel = UkCr] — Uk:CT_kl (830)
2. N = —Ep: =9 =vioe +upcly, (8.31)
mit

1 1 A
|uk|® = 3 <1 + &> , owl* = 3 (1 - 5—k) , UgUk = 2—13;; (8.32)
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Wegen des Vorzeichens des Eigenwertes ist v, ein Vernichter, v; ein Erzeuger.
Die Bezeichung ist so gewihlt, dafl sie weit oberhalb der Fermikante mit der
Bezeichnung der Elektronen-Operatoren iibereinstimmt.

Die Absolutwerte der Koeffizienten ug, vy sind durch die Forderung bestimmt,

dafl die Quasiteilchen-Operatoren Fermi-Vertauschungsregeln geniigen miissen:

7;20/7"’/‘7/ + fyklU/fy;La = 5kk’5¢70/ (833)
Vo Vo + Vo Ths = 0. (8.34)

Daraus folgt
Jug]® + o> = 1. (8.35)

O.B.d.A. kann ug reell und positiv gewdhlt werden. Die Phase von vy ist dann
durch die Phase von Ay = |Ag| exp(ipg) bestimmt. Beachte: durch die Selbstkon-
sistenz-Gleichung sind die Phasen ¢ miteinander gekoppelt. Fiir s-Wellen-Supra-
leiter sind alle Phasen gleich. Fiir einen einzelnen Supraleiter (ohne dufleres Ma-
gnetfeld und Strome) kann diese globale Phase Null gesetzt werden.

Im Allgemeinen kann die Transformation zwischen Elektronen-Operatoren

und Quasiteilchen-Operatoren in der kompakten Form geschrieben werden:
Vio = UkClko — vksign(cr)cik,ﬂ7 (8.36)

Cko = UpVko + v,:sign(a)fyik’_a : (8.37)

Damit schreibt sich der Molekularfeld-Hamilton-Operator

Kyr =Y Ep (Vs — 1) (8.38)
ko
Die Konstante (—1) wird meist weggelassen, da sie fiir das Anregungsspektrum
nicht von Bedeutung ist. In diesem Hamilton-Operator (der H — N entspricht)
kommen nur positive Energien Ej vor. Das sind die Energien der Quasiteilchen
(Einteilchen-Anregungen). Der Grundzustand ist ein Zustand ohne Anregungen,
d.h. ohne Quasiteilchen.

Das Anregungsspektrum ist in Abb. fiir konstantes A gezeigt. Es hat
eine Energieliicke von A an der Fermikante. Abb. zeigt auch die sogenann-
ten Kohérenzfaktoren wuy, vg. Fiir k-Werte weit oberhalb der Fermikante hat die
Anregung Teilchen-Charakter, fiir k-Werte weit unterhalb der Fermikante Loch-
Charakter und in der Ndhe der Fermikante gemischten Teilchen-Loch-Charakter
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Ex
g~ M
0 Al
Ke k
vZ u2
X
ke ik

Abbildung 8.1: Anregungsspektrum fiir Quasiteilchen und Kohdrenzfak-
toren im supraleitenden Zustand.

(genau so lassen sich auch Anregungen des Fermisees im Normalzustand charak-

terisieren, dann sind wug, v Stufenfunktionen).

Berechnung der Ordnungsparameter-Funktion A

Der Ordnungsparameter Ay, der in diesem Fall (keine magnetischen Felder,
keine magnetischen Storstellen) auch die Energieliicke bestimmt, erhélt man aus
der Selbstkonsistenz-Gleichung [81IQ), d.h. A, = >, V(k, k') (cirrc_p)). Den Erx-
wartungswert auf der rechten Seite berechnet man mit Hilfe des Molekularfeld-
Hamilton-Operators, der diagonal in den Quasiteilchen-Operatoren ist. Driickt
man die Elektron-Operatoren durch die Quasiteilchen-Operatoren aus und ver-

wendet deren Fermi-Statistik:

1

P (8:39)

<’VLU’Yk’o'> = 5k,k’5oo’f<Ek:)v f(Ex) =

<7k:z7’7/k:/0’> =0 ) (840)

dann findet man (wir beschrédnken uns im Folgenden auf reelle Ay, ug, vg):

(crreny) = —urvr{vhy) + wkvoe(y g vky) = —uko(1 = 2f(Ex))  (8:41)

oder
Ay BEk
<CkTC,kl> = —2—E1k tanh T . (842)
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Die Selbstkonsistenz-Gleichung lautet dann

BEy

Ay
_ / k
Ap = — gk/ V(k, k )ZEl/g tanh 5 (8.43)
mit B = \/&; 4 |Akl?, & = ex — p. Da Ay die Bedeutung einer Energieliicke

besitzt, spricht man bei (8Z3) auch von einer ,, Gap-Gleichung*.

Diese Gleichung hat immer die triviale Losung Ay = 0. Dies entspricht dem
Normalzustand. Nichtriviale Losungen sind moglich fiir tiefe Temperaturen, falls
die Wechselwirkung V(k, k') < 0 ist in der Nihe der Fermikante. Je nach Form
und Symmetrie dieser Wechselwirkung findet man unterschiedliche Paarzustinde
(s-Wellen, p-Wellen, d-Wellen-Paarung).

Das einfachste Modell erhélt man fiir eine in einer Umgebung +hAw,. um die
Fermikante konstante attraktive Wechselwirkung (oder etwas allgemeiner: fiir eine
in k, k' faktorisierbare Wechselwirkung):

v <0 fir e, — p| < hwe

V(k, k) = { (8.44)

0 sonst.

Fiir eine durch Phononen induzierte Wechselwirkung entspricht der cut-off hw,

der Debye-Energy. Dann lautet die Selbstkonsistenz-Gleichung

A
A=— h . 4
v Z By tan 5 (8.45)

Hier bedeutet der Strich ein Abschneiden der Summe bei der Cut-off Energie Aw..
Innerhalb diese Energiebereichs ist A unabhéingig von k, auflerhalb Null. Eine
nichttriviale Losung findet man offenbar nur fiir v < 0.

Wir nehmen an, dafl die cut-off Energie klein gegeniiber der Bandbreite der
Elektronenzustidnde ist und die Zustandsdichte der Elektronen in diesem Bereich

durch eine Konstante N(er) approximiert werden kann, dann erhalten wir:

hwe

1=A / % tanh ﬁET(g)df (8.46)

mit £(§) = /2 + A? and A = N(ep)|v|. Diese Gleichung bestimmt A als Funk-
tion von 7" (sieche Abb. B2).

In den folgenden beiden Féllen findet man eine analytische Losung;:
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A(T)

Te

Abbildung 8.2: Temperaturabhdingigkeit der Energieliicke.

a) T = 0,A(T = 0) = A

Dann ist
hwe . i,
1:)\/d§7:)\1n(§+\/§2+A2> 8.47
0 \/m " 0 ( )
Meist ist die cut-off Energie grof§ im Vergleich zu Ag. Dann gilt
2hw,
1=2A1 4
Aln ( A ) : (8.48)
woraus man den Gap-Wert bei T" = 0 erhélt:
Ay = 2hwexp(—1/A). (8.49)
b) T —T.,,A—0.
In diesem Grenzfall gilt
hwe .
1=A / dé’g tanh ﬁ;f (8.50)

0

mit §. = 1/(kgT.). Eine grobe Ndherung fiir das Integral erhélt man, wenn man

die tanh-Funktion durch eine Konstante fiir & > kgT, approximiert:

Fwe
1 hew,
1=\ / dég = Aln (kBTc) . (8.51)

k;B Te
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Einen genaueres Resultat erhélt man wie folgt: Wir substitutieren in dem Integral
®50) x = B.£/2 und setzen A = hw, 3./2. Man integriert nun zunéchst partiell

und l&Bt dann A — oo gehen:

A A e’
A tanh — 1
/d:cltanhx = Inz tanhx‘ —/dxilni S lnA—/da: lnyg
T 0 cosh” x cosh” x
0 0 0
4 2" hw
= InA—In| — | =1 °) . 8.52
N n(ﬁe“f) n(kaTc) (8:52)

Hierbei tritt die Eulersche Konstante v = 0.577 ... auf. Glg. (820) ergibt schlief3-
lich Wert von T, fir hw,. > kgT.:

kT = 2 i o U i34, e ! (8.53)
c— — c €X -5 ) = L e €X N . :
5 - P PA7A

Man beachte, dafl in der BCS-Theorie das Verhéltnis 2Aq/(kgT.) = 3.527. ..
unabhéngig von den Material-Parametern ist. Ay kann nicht durch Stérungstheo-

rie in v berechnet werden, weil das Resultat nicht-analytisch in v ist.

8.3 BCS-Theorie mit Greenschen Funktionen

Im Falle einer frequenzabhéngigen Wechselwirkung, wie sie der Austausch von
Phononen darstellt, und bei Verunreinigungs-Streuung, kann man die elementa-
ren Anregungen nicht mehr durch reelle Quasiteilchen-Energien ausdriicken. Zur
Behandlung solcher Effekte braucht man eine auf Greenschen Funktionen ba-
sierende Technik, die im Folgenden eingefiithrt werden soll. Ein weiterer Vorteil
dieser Methode ist, daf§ wir nach Einfiihrung sogenannter anomaler Greenscher
Funktionen die Paarwechselwirkung storungstheoretisch als Selbstenergie berech-
nen kénnen. Wir kénnen damit auf die Molekularfeld-Faktorisierung verzichten
und diese durch eine Auswahl von Graphen ersetzen.
Wir starten von der Einteilchen-Greenschen Funktion (vgl. (B1I))

Gk, t) = —iO(t)([ex; (1), iy )+) = (engs cha e (8.54)

und deren Laplace-Transformierten (B.4)

o0

Gk, z) = / dt e G(k,t) = (cppichy)zy  Smz > 0. (8.55)
0
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Die Bewegungsgleichung hat im Frequenzraum die aus (B.6]) bekannte allgemeine

Form

2(A; B) + (LA; B) = ([4, Bly) - (8.56)

In unserem Fall ergibt der Kommutator mit dem Molekularfeld-Hamilton-Ope-

rator (B10):

Larrcyy = [Karp, ] = =&l + Ancl (8.57)

Die Bewegungsgleichung lautet damit (wir beschrinken uns im folgenden auf
reelle Ag):

(2 = &) ewps ) + Dllel i) = 1. (8.58)

Damit koppelt die normale Greensche Funktion an eine anomale Greensche Funk-

tion mit zwei Erzeugern. Stellt man dafiir die analoge Bewegungsgleichung auf,

dann erhalt man:

(2 + &) el lp) + Arllcgi iy ) = 0. (8.60)

Hier wird man also wieder auf die normale Greensche Funktion zuriickgefiihrt.

Durch Einsetzen erhélt man die Losung:

fewick) = Fgrrga (5.61)
A
(el = _ﬁik—ﬁc. (8.62)

Kompakter lassen sich die Bewegungsgleichungen formulieren, wenn man die

Operatoren ¢y, o k) Zu einem Nambu-Spinor zusammenfaft:

U, = ( k1 ) (8.63)

mit Wy = Crts Wor = cikl und eine entsprechende Matrix-Greensche Funktion
definiert:
Gk, 2) = (U, V1,00 (8.64)

Der Molekularfeld-Hamilton-Operator 148t sich mit Hilfe der Pauli-Matrizen

1 0 01 1 0
7'0:(0 1), 7'1:(1 0), 7'3:(0 _1), (865)
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umschreiben in:
Kur =Y &ULmsle— > ApUfrl;. (8.66)
k k
Damit erhélt man die Bewegungsgleichungen in kompakter Form:
(270 — &3 + Am1)G(K, 2) = 7 (8.67)

mit der Losung:

(8.68)

Die oben hergeleitete normale Greensche Funktion ist die (11)-Komponente, die
anomale Greensche Funktion die (21)-Komponente dieser Matrix. Alle Kompo-
nenten haben Pole bei den Quasiteilchenenergien +FEy, mit Fy = \/m (vgl.
®2Z9)), wobei Ay die Rolle einer Energieliicke spielt.

Fiir die normale Greensche Funktion erhélt man insbesondere die Partial-

bruch-Zerlegung:

Z—i—fk 2 1 2 1
k = .69
Gk, 2) 22— E2 U T R R T B (8.69)
mit . ¢ . ¢
2 = = 1 —k 2 = — 1 — _k i )
U = ( + B ) Ve = 5 z, (8.70)

Die Koeffizienten ug, vy sind bereits in (830) und (83T]) aufgetreten und somit ein
Maf fiir den Teilchen- bzw. Loch-Charakter der Anregung. Diese Interpretation
ist auch damit konsistent, da ui das Gewicht des Poles bei + Ej, ist und vi das
Gewicht des Poles bei —E},.

Bisher haben wir nur die Bewegungsgleichungen fiir den Ersatz-Hamilon-
Operator untersucht. Im Folgenden soll nun die echte Zweiteilchen-Wechselwir-
kung verwendet werden. Von den Ergebnissen mit dem Ersatz-Hamilton-Operator
iibernehmen wir nur die Struktur der Greenschen Funktionen, d.h. die Existenz
einer anomalen Greenschen Funktion mit Paarung zwischen Elektronen mit ent-
gegengesetztem Impuls und Spin.

Die Bewegungsgleichung fiir den echten Hamilton-Operator K = H — uN

lautet (fiir eine konstante Wechselwirkung v):

(K, ] = 1) Cpp — Zvc g0 ko et - (8.71)

k' qo’
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Néhern wir diese in Molekularfeld-Manier, indem wir zwei Operatoren durch ihre

Erwartungswerte ersetzen, dann finden wir:
[, el = — (€ — p)cgy — ZU<CLLCk'l>CkT — Zv(cik,lck%)clkl . (8.72)
K K

Durch Vergleich mit der entsprechenden Bewegungsgleichung fiir den Ersatz-
Hamilton-Operator lassen sich die Parameter des letzteren selbstkonsistent be-

stimmen:
b = € — -+ Zv(cLlck,l) (8.73)
kl

A = ZMCMC*HL)' (8.74)
k/

Diese Herleitung ist etwas unbefriedigend, da wir eine unkontrollierte Néhe-
rung in der Bewegungsgleichung machen. Viel systematischer gehen wir vor,
wenn wir eine formale Entwicklung nach Feynman-Graphen in der Zweiteilchen-
Wechselwirkung vornehmen und uns dann auf eine bestimmte Graphenklasse
konzentrieren.

Der Hamilton-Operator K = H — uN lautet in Nambu-Notation fiir das in
(B1)) angegebene H und eine konstante Wechselwirkung:

K=> (a—p)Um¥U,+ > o) w0, ) (U, _ Y,,) . (8.75)
k ki,k2.q

Wir definieren die Matrix-Greensche Funktion:
G (k, 7) = —(TW (7)1, (0)) (8.76)

und deren Fourier-Transformierte:

kzwn =

8
/ e Gk, 7). (8.77)
0

QIH

Fiir die Zweiteilchen-Wechselwirkung soll im Folgenden die Selbstenergie S be-
rechnet werden. Mit dieser Selbstenergie erhalten wir als Verallgemeinerung von
(EATI) eine Dyson-Gleichung fiir die Nambu-Matrizen der Greenschen Funktion:

G =Gy + G2, (8.78)
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beziehungsweise

Gl=Gyl-%, (8.79)

deren Struktur wir zunéchst analysieren wollen. Fiir die Greensche Funktion ohne

Wechselwirkung Gy gilt:

~

Gyt = iw,mo — (€ — )73 . (8.80)
Die Selbstenergie zerlegen wir nach Anteilen der Pauli-Matrizen:
i = 207'0 + 237'3 + 217'1 . (881)

Damit erhalten wir

G = (iwy, —30)T0 — (€ — p43) T3 — 171 = i@y 7o — s+ Ak, iwy) 11, (8.82)
wobei A(k, iw,) lediglich eine andere Bezeichnung fiir —33; ist und iw,,, & Abkiir-
zungen fiir die entsprechenden Ausdriicke sind.

Zur Berechnung der Selbstenergie konnen wir die aus Kapitel Bl bekannten
Feynman-Graphenregeln verwenden. Wir miissen allerdings an geeigneter Stelle
die Nambu-Matrizen 7; einfiigen. Insbesondere tritt an jedem Vertex, der eine
Elektron-Linie mit einer Potential-Linie verbindet, ein Faktor 73 auf. Der Grund
hierfiir ist, dafl die Wechselwirkungsterme in (873) von der Form W3 W sind.

Wir beschranken wir uns hier auf die Berechnung der Hartree-Fock-&hnlichen
Graphen (siehe Abb. B3k, die ersten beiden Diagramme). Der Hartree-Graph,
welcher die Wechselwirkung des propagierenden Teilchens mit der Teilchen-Dichte
der anderen Teilchen enthélt, ergibt im supraleitenden Zustand kein wesentlich
anderes Ergebnis als im Normalzustand. Wir lassen diesen Beitrag hier weg. In-

teressanter ist der Fock-Graph. Die Auswertung nach den Graphenregeln ergibt

A

S (k,iw,) = _% D) omGK iwn)Ts . (8.83)
wm k'

Setzen wir N .
10T + &3 + A(K iwp,) T

(i0n)? = & — A2(K iwy,)

in den Ausdruck fiir die Selbstenergie ein, dann stellen wir fest, dafl die Beitriage zu

7'3@(’{3/, iwm)Tg =

(8.84)

Yo verschwinden. Y3 gibt nur einen kleinen konstanten Beitrag, der bei Teilchen-

Loch-Symmetrie ebenfalls verschwindet, d.h. £ = €, — p. Fiir A = —3J; erhalten
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wir dagegen:

k ,iwm)
Ak, iw,,) ZU—Z (i, A ) (8.85)

Dies ist die Selbstkonsistenz-Gleichung zur Bestimmung des Gap-Parameters
Ak, iw,).

Zunéchst erkennen wir, dafl A(k,iw,) nicht von w, abhingt. Bei konstan-
ter Wechselwirkung V' ist auch die k-Abhéngigkeit nicht vorhanden, bis auf den
cut-off in der Wechselwirkung im k-Raum, den wir bei der Auswertung beriick-
sichtigen miissen.

Auswertung der Frequenz-Summe mit Hilfe der Poissonschen Summenformel

ergibt (vgl. (B00) und (BI))

Ay BE,
Ay = _ZUQE’; tanh 2’“ , (8.86)
kl

wobei sich die Summe nur {iber Zustdnde mit |ex — p| < hw, erstreckt. Damit sind
wir wieder bei bekannten Resultaten angelangt (siehe (84H)). Die Auswertung der
Greenschen Funktion im Nambu-Raum in Hartree-Ndherung ist damit dquivalent
zu der vorher verwendeten Molekularfeld-Néaherung.

Alternativ konnen wir auch zunéchst die Integration iiber k ausfithren und

dann die Frequenz-Summation durchfithren. Mit A,, := A(iw,,) erhalten wir:

An:—%WZv/dSN(f)£2+2m+A%I: ﬁZvﬂN €r \/uﬂA—l—iA?
" (8.87)
Nun miissen wir einen cut-off in der Frequenz einfithren. Mit |w,,| < w, erhalten
wir das gleiche Resultat fiir A wie oben. Eine Verallgemeinerung dieser Formel
fiir eine frequenzabhéngige Wechselwirkung v (iw,, — iw,, ) mit frequenzabhéngiger

Gap-Funktion werden wir in der Eliashberg-Theorie kennenlernen.

8.4 Leitfahigkeit und Meifiner-Effekt

Fir ein elektrisches Feld der Form

E(x,t) = E'™ "
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ist eine Leitfdhigkeit definiert durch die Antwort des Stromes auf das elektrische
Feld

(Ja(@))e =Y gap(q,w) Es(x.t). (8.88)
8

Fiir isotrope Systeme ist der Tensor diagonal. Da das elektrische Feld im Hamilton-
Operator nicht direkt vorkommt, schreiben wir es um als Antwort auf die Poten-

tiale:

E(x,t) = —-V&(x,t) — %A(az,t) : (8.89)

In der Eichung V- A = 0 beschreibt der Gradient des Potentials die longitudinale
Komponente, die Zeitableitung des Vektorpotentials die transversale Komponente
des elektrischen Feldes beziiglich des Wellenvektors q. Entsprechend unterscheidet

man eine longitudinale und eine transversale Leitfahigkeit. Sei g||e,, dann ist

<‘]$(m)>t = OT(qa w) Ex(qv t) = _K(q7 w) Ax(qv w) (890)

mit K(q,w) = —iwor(q,w). Es geniigt hier, die transversale Leitfdhigkeit zu
betrachten. Im Supraleiter beschreibt sie die Antwort auf ein zeitabhéngiges ma-
gnetisches Feld und damit den Meifinereffekt. Im Normalfall sind o und o, gleich

fiir kleine q.

Ergebnisse:
Im normalen Metall erhalten wir fiir ¢ — 0 ein Drude-Verhalten fiir die
Leitfdhigkeit (7 Streuzeit)

2
0‘((,()) _ ne T

(8.91)

m 1 —iwr’

d.h. lim,,_o K(g,w) = 0. Im Supraleiter ist dagegen lim,,_.o K(q,w) # 0 und man
erhélt (fiir kleine ¢ und w) die London-Gleichung

J(xz,t) = —K(q,w) UHOA(:c,t) = Tooe

Az, 1) (8.92)

Fiir ein Vektorpotential, das langsam eingeschaltet wird und dann auf einem kon-
stanten Wert stehenbleibt, erhilt man wéihrend des Einschaltvorgangs ein elektri-
sches Feld und damit einen Induktionsstrom, der im Normalzustand wihrend der
Zeit T wieder abklingt. Im supraleitenden Zustand bleibt dagegen der induzierte

Strom erhalten: man erhalt einen Dauerstrom.
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Da die London-Geichung insbesondere auch fiir ein zeitlich konstantes Feld
gilt, liefert sie den Meifinereffekt: ein magnetisches Feld wird teilweise aus dem

Supraleiter verdréngt. Das sieht man so: Mit Hilfe der Maxwell-Gleichung
V xB= ,qu

erhélt man aus der London-Gleichung

1
Vx(VxB):—pB.
Fiir ein Feld in x-Richtung, das in z-Richtung variiert, erhélt man

0? 1
@ng(z) = ﬁBx(Z)

mit der Losung fiir einen supraleitenden Halbraum z > 0

B(x) = Byey e/,
d.h. X\ beschreibt die Eindringtiefe des magnetischen Feldes. Mit dem magneti-
schen Feld sind entsprechende Abschirmstrome verkniipft:

J = —ﬁ e, Bye /.
Achtung: Ein Metall mit unendlicher Leitfdhigkeit wiirde durch Induktion beim
Einschalten des Magnetfeldes nach der Lenzschen Regel &hnliche Abschirmstréme
erzeugen. Im Supraleiter findet die Feldverdringung auch beim Abkiihlen im
konstanten Feld (also ohne Induktion) beim Phaseniibergang statt und ist deshalb
ein unabhéngiger Effekt.

Als Ergebnis dieser Diskussion sehen wir, dafl es sich lohnt, die Antwort-

Funktion K(q,w) genauer anzuschauen.

Antwort-Theorie:

Der Hamilton-Operator fiir Elektronen im Magnetfeld lautet:

1 3, a0t , 2
H = %Z/d V! (x)(—ihV + eA(x, 1))V, (x)
= Hy+ H, + H,, (8.93)
dabei ist H; linear, H, quadratisch in A. Fiir den Strom-Operator erhalten wir:
e
- T _
J(x) = szq’a(w)( ihV + eA)U,(x)

= Jp(®) +34(x), (8.94)
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mit der sogenannten paramagnetischen Stromdichte

iyf@) = S (W (V) - (VU )

_Zm(7

und dem diamagnetischen Anteil
CAY wlu, — A
) = —— o= —— ’t .
dule) = = AW, =~ A 01

Bei der Berechnung des Stromes miissen wir beide Anteile beriicksichtigen.
Fiir den diamagnetischen Anteil brauchen wir nur die Elektronendichte im Gleich-
gewichtszustand. Fiir den paramagnetischen Anteil miissen wir die Antwort auf
die Storung durch das Vektorpotential ausrechnen. Hier geniigt uns der lineare
Term H; als Storoperator, der sich durch den paramagnetischen Strom-Operator

ausdriicken lasst:

H, = —/d%jp(m) C Az, t). (8.95)
Damit erhalten wir fiir die Strom-Antwort mit der anfangs genannten Orts- und
Zeitabhangigkeit
e’n
Ual@)e =3 (vasla @) = Z2005) Asa, 1) (8.96)
B
mit -
= i i(w+id)t i D D
oalaw) = 5 [t (g - o) (597

0
Driicken wir die Strom-Suszeptiblitdt durch die entsprechende retardierte Green-

sche Funktion aus, dann erhalten wir schlieflich fiir isotrope Systeme:

1 e’n

K(a.2) = [ nl@)it-a-+ 52 (599

Im Normalzustand wird der konstante diamagnetische Term e?n/m durch einen
gleich groflen konstanten Term in der Korrelationsfunktion gerade kompensiert.

Das ist nicht so im supraleitenden Zustand.

Berechnung der Strom-Korrelationsfunktion im Normalzustand

Im Falle g = 0 erhélt man:

eh
(0) = —— k.l : .99
.] ( ) m % Ckocko (8 9 )
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Wir wollen die Leitfahgikeit fiir ein System mit statistisch verteilten Verun-
reinigungen berechnen@ Durch die Streuung an Verunreinigungen ist die Ein-
teilchen-Greensche Funktion nicht mehr diagonal in k. Durch Mittelung iiber
die Position der Verunreinigung wird die Translationsinvarianz wieder hergestellt

und wir erhalten

i Ok, i/
Gk, K iw,) = 0p 1w G(k,iws) = - — 8.100
( ) k.k ( ) iw, + ’L’)/S(’I’L) _ gkz ( )
mit &, = €, — p, ¥ = 1/27 = 7N (ep)V? bei Streuung in Bornscher Niherung an
einem punktférmigen Storstellen-Potential V' und s(n) := sign(w,,).
Eine analoge Ndherung machen wir auch bei der Berechnung der Strom-
Korrelationsfunktion und erhalten dann (bei Vernachlissigung der Vertex-Kor-

rekturen):

(iv) = %« 04

2 :
m2 3 Z Vel Z ki G(k,iw, + iws) G(k, iw,) (8.101)

Q

einen ganz dhnlichen Ausdruck wie die Dichte-Korrelations-Funktion. Im Folgen-
den werden wir unter dem Integral k2 durch k?/3 ersetzen und die k-Summe
durch ein Integral iiber die Energie &, ersetzen.

Am einfachsten wire es, wenn wir zuerst iiber & integrieren. Das ist aber
gefiahrlich, wenn wir dabei die Integration von —oo bis +oo erstrecken wegen der

schlechten Kovergenz des Integrals. Das sieht man an folgendem Beispiel:
1 1
— df———. 8.102

Wenn wir zuerst iiber £ integrieren, erhalten wir 0, weil die Pole auf der gleichen
Seite der reellen Achse liegen. Summieren wir zuerst iiber w,, dann erhalten wir

mit der Poissonschen Summenformel:

1 1 1
B%:/d%wn—aﬁ - hmﬁz/df (i — €~ Niwn 1)

_— flCrOSE=0 gy

22Der entsprechende Formalismus ist ausfiihrlich in Kapitel [ diskutiert. Hier wollen wir uns
auf die wesentlichen Aspekte beschrinken.
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und sehen gleichzeitig, dafl nur das Verhalten an der Fermikante wichtig ist.
Korrekt ist es, wenn wir zuerst iiber w, summieren. Das ist umstédndlich bei
endlicher Verunreinigungsstreuung. Wir konnen das umgehen, indem wir in dem
Integranden einen Term mit dem gleichen asymptotischen Verhalten subtrahieren
und dessen exaktes Ergebnis wieder dazu adddieren:

2e%k2,

m2

Miws) = N(er)

3
1 1
[ﬁ ; / df((z’wn +iws +iys(n + s) — &) (iw, + iys(n) — &)
1

(8.104)

erog) "\

Dann konnen wir sorglos zuerst iiber & mit dem Residuensatz integrieren und

erhalten mit (fiir ws > 0)

1
d
WZ/ g (twp, + iws + 1ys(n + s) — &) (iwy, +iys(n) — &)
1 W
= > mi———=- “"2, (8.105)
—iws <wn <0 Ws 21y s 2y
das Resultat: 022 »
e iw
Miws) = T Nlew) | ——5——1], 8.106
oder nach analytischer Fortsetzung auf die reelle Achse (von oben):
2¢%k? w
M(w) = = N(er) | -1]. 1
() 3m? (r) w+i/T (8.107)
Nun ist N(er) = mkp/27%, n = k3 /37?, damit ist der Vorfaktor genau
2e2k2, e*n
2 N(ep) = g (8.108)

und hebt den diamagnetischen Term weg. Fiir die Antwort-Funktion erhalten wir

damit

en w nexr 1

o(w) =

m w+i/7’ m 1 —iwr’

K(0,w) =

(8.109)

Berechnung der Strom-Korrelationsfunktion im supraleitenden Zustand

Zunéchst ohne Verunreinigungsstreuung fiir w = 0,q = 0:
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Wir schreiben den Strom-Operator fiir g = 0 im Nambu-Raum:
eh eh
i (0)=——3 k.l =Y kU (k) U(k) . 8.110
3n(0) = =T D bl = =20 ST KW (R (k) (8.110)
Dann erhalten wir fiir die Strom-Korrelationsfunktion bei der Frequenz iwy = 0:

e 1 2 . . . .
I1(0) = PRy ; Vi Xk: k2 (G (R, iwn) Gy (K, i) + Gha(k, iwn) G (K, iw,)) -

(8.111)
Mit Hilfe der Partialbruch-Zerlegungen
Gu(k,iw,) = u} ! + Vi ! (8.112)
T " N kiwn — Ek kiwn + Ek ’
1 1
Gk, iw,) = — — — 8.113
12( y 0 ) UkUk iwn — Ek, + UkUk iwn + Ek ( )

und mit Hilfe der Poissonschen Summenformel

1 1 o1 1
B ; (iwn — Eg) (iw, — Ek) - 11—{% B ; (iwy, — Ex — €)(iw, — Ex + ¢€)
f(Ex+e€)— f(Ex—¢€)  Of(Ekx)

_ _ 8.114
" 2 OFL (8.114)

und dhnlichen Termen erhalten wir das einfache Resultat (die ug, vg kombinieren

sich zu 1)
0(0) = 5 " oF, (8.115)

und damit

_én of(E)

K(0,0) = W(lJr/dfaT)
e r E of (E)
= —|1-2 dEm(— 55 ) (8.116)
A

ausgedriickt durch die Tunnel-Zustandsdichte Ng(E) = (Re)E/v E? — A%, Bei
T = 0 ist der zweite Term 0. Bei T — T, verschwindet der gesamte Ausdruck.
Der Term in der Klammer kann auch als temperaturabhigige Kondensatdichte

interpretiert werden
e?n,(T) 1

m poA2(T)
Damit erhalten wir die Temperaturabhéngigkeit der magnetischen Eindringtiefe.

K(0,0) = (8.117)
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Bei Streuung an statistisch verteilten Verunreinigungen &ndert sich an dem
Verhalten der Strom-Korrelationsfunktion qualitativ nichts. Zur Berechnung miis-

sen wir die Greenschen Funktionen mit Verunreinigungsstreuung verwenden:

ia)nTO + §k7-3 - An7-1

(8.118)

mit
Wy, A

dann konnen wir nicht mehr so leicht zuerst die w,,-Summe ausfithren. Bei Inte-

Wy = iwy, + A=A+~

gration iiber & erhalten wir

62’/’L

K(0,0) —7TT]€B
m

(8.119)

)3 >
(W24 A2)(VwZ + A% )

8.5 Elektron-Phonon-Wechselwirkung in Metallen

Zunéchst leiten wir einen Ausdruck fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung in
Metallen heT@ Wir betrachten dabei insbesondere einatomige Metalle.
Wir starten mit der Wechselwirkung der elektronischen Dichte mit dem Po-

tential der Ionen-Riimpfe in Feld-Darstellung

Hion.el _Z/d%U z—X)) Z/d?’:c\IfT U(z—X )V, (x). (8.120)

Befinden sich die Ionen in ihren Gleichgewichtspositionen R;, dann bilden sie
ein periodisches Potential fiir die Leitungselektronen, das deren Bandstruktur
bestimmt. Zur eigentlichen Elektron-Phonon-Wechselwirkung tragen deshalb nur
die Verschiebungen der Potentiale bei. Entwickeln wir das Potential bis zur ersten

Ordnung in den Auslenkungen X; — R; =: u;:
U(IE — Xl) — U(IE — Rl) >~ V1U<IE — Rl) U = —VmU(.’B — Rl) U, (8121)

dann erhalten wir fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung:

-2 / I’z U (2)VU(z — Ry) - w ¥, (). (8.122)

23Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion vergleiche Kapitel Bl
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Zur weiteren Analyse zerlegen wir die elektronischen Feldoperatoren nach
Bloch-Funktionen

= ouk(@) Coko (8.123)

und die ionischen Auslenkungen nach Phononen-Operatoren:

Z QNMMA e(g)\) eI g (8.124)
q

mit Agy = bgx + b > Setzt man diese Ausdriicke in H., ein, dann erhélt man:

= =3 [ #E Y @) VU - Riule)

ol g\ n'k’ nk

/ 1
e iaR A , . 12
QNqu)\ e<q)\> q)\C 'k o-cnktO' (8 5)

Dabei sollen sich die Frequenzen und Operatoren der Phononen auf die realen
Phononen im Metall beziehen, deren dynamische Matrix eine durch die Leitungs-
elektronen abgeschirmte ionische Wechselwirkung enthélt. Geht man von einem
Ionensystem ohne die Leitungselektronen aus, dann erhélt man als Eigenschwin-
gungen ionische Plasmaschwingungen. Realistische akustische Phononen, deren
Frequenz fiir ¢ — 0 verschwindet, erhélt man erst durch die elektronische Ab-
schirmung (siehe z.B. das Buch [33]).

Das elektronische Matrixelement kann man noch weiter auswerten, wenn man
die elektronischen Wellenfunktionen in ebene Welle und gitterperiodischen Anteil
zerlegt:

k(@) = * U (), (8.126)

dann findet man:
[ 2 i@ VU@ - Rypue)
_ / Pt (@) VU (@ — R)upg(@) e * @ +ike
— o K-k R /d3x U (2) VU ()t (2)e 7 F 0= (8.127)
Die Ausfithrung der Gittersumme ergibt:

Z eiQ-Rl e*i(k/*k)'Rl — NA(q — kK + k:) (8.128)
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mit A(q) = 1, falls q reziproker Gitter-Vektor, A(qg) = 0 sonst. Damit erhilt

man schlieBlich

Hy, = — > N / B, () VU ()t () F R
kk'og\
1
ce(q\) ————— A(q— Kk + kA c',,, ¢, . (8.129
(q ) SN My (q ) Ak o Cnko ( )

Hier sieht man, dafl die Elektron-Phonon-Wechselwirkung bis auf Umklapp-Pro-
zesse den Impuls erhélt, d.h. der Impuls g wird von dem Phonon auf das Elek-
tronensystem iibertragen.

Beschrénkt man sich auf ein Band und ebene Wellen fiir die Leitungselektro-
nen (d.h. setzt u,(x) = 1/v/Vol) und vernachlissigt Umklapp-Prozesse, dann
vereinfacht sich das Matrixelement noch weiter und 148t sich durch die Fourier-

transformierte U(q) des Potentials ausdriicken:

/ Pre W R gU(g) = — / BPr Ve FR2r(p) — (K — k)UK — k).

(8.130)
Damit erhélt man schliellich fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung:
1
H., = i > Ghrar(@N) Agrch g0 (8.131)
kg\
mit
(@) = (@) = ~ig - e(a\)U (@) —— (8.132)
= = —1 . — .
Ik+q,k q glq q q q Vol \/m

und der Massendichte p = M N/Vol.

Man sieht, dafl in dieser Ndherung nur longitudinale Phononen ankoppeln. Das
liegt aber u.a. an den vernachléssigten Umklapp-Prozessen. Man kénnte meinen,
daB die Elektron-Phonon-Wechselwirkung wegen der Singularitéit des Coulomb-
Potentials, U(q) ~ 1/¢* bei kleinen q-Werten besonders grof ist. In der hier
verwendeten Theorie der renormierten Phononen werden alle Potentiale durch
die Elektronen abgeschirmt. Daher ist die nackte Coulomb-Wechselwirkung durch
eine abgeschirmte Wechselwirkung U(q) — U(q)/e(q) zu ersetzen. Fiir akustische
Phononen mit w, ~ ¢ wird dann g(q) ~ \/q.
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D(q)

g < g
G(k—q)

Abbildung 8.3: Niedrigster phononischer Beitrag zur Elektronen-
Selbstenergie.

8.6 Berechnung der elektronischen Selbstenergie im Nor-
malzustand

Zunéchst wollen wir als Vorbereitung auf die Behandlung der Elektron-Phonon-
Wechselwirkung im supraleitenden Zustand die elektronische Selbstenergie im
Normalzustand berechnen. In zweiter Ordnung in der Elektron-Phonon-Wechsel-
wirkung ist diese durch den Graphen in Abb. gegeben:

, 1 1 . . .
Y(k,iw,) = 3 Z Vol Z l9(q, M|? G(k — q,iwn)D(qA, iw, — iwy,) . (8.133)
Wm 22

Dabei ist

D(gA iws) = (Agr; A-qn))

- ! S (8.134)

iws —wgn  ws +wgn (Iws)? — waa

der Propagator fiir ein Phonon mit Wellenvekor g und Polarisation A, wy ist eine
gerade Matsubara-Frequenz. Im Folgenden werden lassen wir den Polarisations-
index weg.

Die Poisson-Summen iiber die ungerade Matsubara-Frequenz w,, lassen sich

leicht ausfiihren:

Bw W — €g—q + 14 1wy, — 1wy, F Wy Wy — €p—q+ 1L Fwgn ’

Mit exp(iw,) = —1 folgt

1+ n(wq,\)

—n(wqn)

fliwn Fwgn) = { (8.136)
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Abbildung 8.4: FEmissions- und Absorptions-Prozesse eines Phonons
mat Wellenvektor £q.

mit der Bosefunktion n(x) = 1/(exp(fz) — 1). Damit erhélt man fiir die Selbst-

energie der Elektronen:

. 1 1 + MNg — fk:— n + fk:—
Sk, ion) = iy Dlot@)f (e ey et ),
q

Wy — €g—gqt Il —Wqg Wy — €g_gq+ I+ wq
(8.137)

Die Terme der Selbstenergie entsprechen den 4 verschiedenen Streuprozessen in

Abb. von Elektronen mit Erzeugung und Vernichtung von Phononen mit

Wellenvektor +£q. Das wird deutlicher, wenn wir die Zéhler in der Form

1+ng— fe—q=(1+ng) (1= fo—q) +71g fiq
Ng + fr-q = (1 +ng) fe—q + g (1 = fr—q) (8.138)

schreiben und den Imaginérteil der Selbstenergie betrachten, welche zu einer en-
dichen Lebensdauer des Elektronenzustandes k fiihrt. Hierzu tragen nur reelle

Prozesse mit Energie-Erhaltung bei:
1
— SmY(k 9) = — 2 1
Sm¥(k,w+id) = Z l9(a) (8.139)
[((1 + ”q) (1- fk—q) + ng fk—q) O(w — €k—q T [t — Wq)
+((1+ ng) fimgq + g (1= frq)) 0(w — €gq + 1+ wq) | -

Fiir w = €, — p beschreibt der erste Prozess eine Streuung des Elektrons von

k nach kK — q mit Erzeugung eines Phonons. Dieser Prozess ist nur moglich,



186 8 Mikroskopische Theorie der Supraleitung

wenn der elektronische Endzustand unbesetzt (Faktor (1 — fix_q) ist und ist auch
moglich bei 7" = 0, wenn keine Phononen vorhanden sind (Faktor (1 4+ ng)). In
entsprechende Weise lassen sich die anderen Prozesse interpretieren. Der Realteil
der Selbstenergie beschreibt eine Energieverschiebung der Elektronenzusténde.

Um die Selbstenergie auszurechnen, muf} iiber das Phononenspektrum sum-
miert werden. Im Falle der Wechselwirkung mit longitudinalen akustischen Pho-
none konnen wir einen Trick verwenden, welcher fiir dreidimensionale Systeme
faktisch zu einer Entkopplung der Integration iiber die Energien der Elektronen
und Phononen fiithrt und auch im supraleitenden Zustand verwendet wird.

Wir schreiben k' := k — q und ersetzen die Summe iiber q durch eine Summe
iiber k' bei festem k. Diese zerlegen wir in eine Integration iiber den Betrag k'
von k' und die beiden Winkel 6 (zwischen k' und k) und ¢ (um k):

1 1 1 2
— = BK = — dK'E“ded ). 14
Vol; (27)2/ (27T>3/ wd(cos 6) (8.140)

Den Winkel § konnen wir durch den Betrag von g mittels

qdq’
kk'

¢ =k + K — 2k cosf, d(cosf) = (8.141)

ausdriicken. Damit erhalten wir:

Qmax
1 1 E'dk'
ﬁz = (27r)3/ ’ / qdq/dgp (8.142)
k/

Gmin

Mit ¢ax = k+k, ¢min = |k—K'|. Diese Umformung ist soweit exakt. Die Niherung
besteht darin, daf fiir kleine Frequenzen und k ~ kp die wichtigen Beitrage zum

Integral auch von der Fermikante kommen. Deshalb setzen wir
Gmax =~ 2kp , Gmin = 0. (8.143)

Ferner Verwenden wir
mkp
272

und erhalten damit fiir die Selbstenergie fiir & ~ kr und kleine Frequenzen (und

d¢' = K'dk'm, N(ep) =

falls die Phononen nicht von der Richtung von g abhéngen):

2k
1 d
(ki) =~ S0 Nler) [ d€ GOk i) [ 3 0(0)PDla. i = ).
wm 0

(8.144)
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Fiir den Imaginérteil der Selbstenergie finden wir damit bei 7" = 0 und fiir

w>0:

| 1
Sm¥(k,w +i0) = —m= > lg(@) (1= fir)d(w — ew + p = wy)

Hierbei haben wir w, = vqg und |g(q)|*

(8.145)

~ ¢ fiir akustische Phonen verwendet. Die

Streurate der Elektronen wiichst wie w? und ist damit proportional zur integrier-

ten Zustandsdichte der Phononen. Beachte: Bei der Berechnung des elektrischen

Widerstandes mufl man Vertex-Korrekturen beriicksichtigen. Dann erhélt man

einen Beitrag proportional zu w® bzw. T° zum Widerstand.

8.7 Eliashberg-Theorie

Fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung in Nambu-Schreibweise erhélt man:

1
Hy=—=Y 74U} 0, A
Nol - Va* k+q"3% k/lq

U, = <ﬁ’”), Ag=0b,+0l,.

Die Dyson-Gleichung lautet:

~

Gk, iwy,) = Gk, iw,) — B(k, iw,)
mit

Gal(ka an) = iwn - 7_3(€k: - :u) .
Der Beitrag der Phononen zur Selbstenergie ist

~

. 1 1 2 A ;7 - .
S (k,iwn) = 3 WZ Vol ; Vel T3 G(K', iwm) T3 D(q, 1w;)

mit Wy = Wy, — W, g =k — k.

(8.146)

(8.147)

(8.148)

(8.149)

(8.150)
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Wir verwenden nun die Zerlegung (BXT]) der Selbstenergie nach Beitragen der
einzelnen Nambu-Matrizen. Fiir die meisten Systeme kann man die k-Abhéngig-

keit der Selbstenergie vernachléssigen, aulerdem ist 3; klein. Mit
1y = Wy — 20, A, 1= =3

kann man fiir die volle Greensche Funktion schreiben:

~

Gk, iwy) = im0 — (€1 — p1)75 + A7y . (8.151)

Fiir den Phonon-Beitrag zur m-Komponente der Selbstenergie findet man dann

. 1 1 A
A== — 2  __D(q,iws 8.152

mit g =k — k' und w, = w,, — wp,.
Zur Ausfithrung der k’-Summation verwenden wir den gleichen Trick zur Se-

paration der elektronischen und phononischen Energie wie im Normalzustand:

2k

~ 1 A, qdq, 2wq
A, =—— N d = . 8.153
ﬁ WZ (€F>/ f(:)gn + §2 n A%L / 2]{:% |7q‘ (iws)Q — w2 ( )

0 q

Nach Integration iiber die Elektronenergie erhélt man schliefilich die Selbstkon-

sistenz-Gleichung fiir die Ordnungsparameter-Funktion

N 1 A
Ap = —mN(ep)= Y ————v(iwy — iwy) (8.154)
ﬁ N ~

mit der effektiven Wechselwirkung

2k

, qdq 2w
vliw) = [ St bl 7t (8.155)

2 - 2
/ 2k iws)? — w?

Das Ergebnis (BI54) ist zu vergleichen mit der entsprechenden Gleichung
(®X7) im Rahmen der BCS-Theorie. Dort haben wir eine konstante attraktive
Wechselwirkung in einem begrenzten Energie-Intervall. Ein &hnliches Resultat
erhalten wir auch hier: die durch Phononen vermittelte Wechselwirkung v (iws)
ist attraktiv (< 0) fiir alle Frequenzen (auf der imaginidren Achse). Sie geht stark

gegen Null fiir wy > (wWy)max. Ein dhnliches Resultat wie in der BCS-Theorie
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erhalten wir insbesondere dann, wenn die wesentlichen Beitrdge von Phononen
mit hohen Frequenzen kommen.

Was kann man mit dem Ergebnis anfangen? Man kann damit die Ubergangs-
temperatur berechnen. Man kann damit Tunnelspektren berechnen und mit dem
Experiment vergleichen. Auf diese Weise erhilt man detaillierte Informationen
iiber den Beitrag der verschiedenen Phononen zur Paar-Wechselwirkung. Um
einigermaflen realistische Ergebnisse zu erhalten, ist es allerdings notwendig,
den kurzreichweitigen Beitrag U der abstoflenden Coulomb-Wechselwirkung zu
beriicksichtigen. An und fiir sich ist die Coulomb-Wechselwirkung U sehr stark,
wirkt aber nur iiber kurze Distanz, bzw. iiber die kurze Zeit, in der sich zwei Elek-
tronen nahekommmen. Projeziert man die Coulomb-Wechselwirkung auf den Fre-
quenzraum der Phonon-Wechselwirkung, dann erhélt man (Details vgl. das Buch
[33]) eine effektive Wechselwirung U* der Stérke p* := N(ep)U* ~ 0.1,
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9 Korrelationseffekte im Festkorper

9.1 Das Hubbardmodell

Abgesehen von der in Kapitel B besprochenen Supraleitung, wo die (effektive)
Elektron-Elektron-Wechselwirkung zu einer Instabilitdt des Fermisees und zur
Ausbildung von Cooperpaaren fithrte, haben wir bislang stillschweigend vorausge-
setzt, dafl auch das wechselwirkende System fiir die meisten Rechnungen in guter
Néaherung durch ein (effektives) Einteilchenbild beschrieben werden kann. Die-
se Annahme liegt ganz in der Tradition von Landaus Fermi-Fliissigkeits-Theorie
(siehe Kapitel B1I), wonach im wechselwirkenden System die niederenergetischen
Anregungen in der Tat adiabatisch mit denen des nichtwechselwirkenden Systems
zusammenhéngen. Wie in Kapitel zusammengefafit, kann man die Storungs-

theorie dann im Sinne einer Fermi-Fliissigkeit interpretieren.

Ob man tatséchlich eine Fermi-Fliissigkeit erhilt, ist allerdings im Prinzip
fiir jedes System nachzupriifen. Auflerdem stellt sich natiirlich die Frage, inwie-
weit die Fermi-Fliissigkeit stabil gegeniiber residuellen Wechselwirkungen (,,Qua-
siteilchenwechselwirkungen®) ist. Als Beispiel einer solchen Instabilitdt haben wir
bereits in Kapitel die Cooperpaarbildung kennengelernt, fiir die eine belie-
big kleine attraktive Wechselwirkung ausreichend ist. Andere Moglichkeiten sind
Magnetismus, Ladungsordnung etc. Nun ist es offensichtlich hoffnungslos, fiir
jedes Material explizit nachpriifen zu wollen, ob die Annahmen hinter der Fermi-
Fliissigkeits-Beschreibung zutreffen oder nicht. Aus Erfahrung weil man jedoch,
dafl Systeme, bei denen die Physik durch s- oder p-Elektronen (Alkali-, Erdal-
kalimetalle, Halbleiter) bestimmt wird, sehr gut in dieser Theorie beschrieben
werden konnen. Anders hingegen Verbindungen, welche partiell gefiillte d- bzw.
f-Orbitale enthalten, also Ubergangsmetalle und Lanthanide bzw. Actinide. Hier
héangt es im Allgemeinen sehr stark von der Verbindung ab, ob das System sich
noch als Fermi-Fliissigkeit beschreiben léf3t. Ein paar Beispiele sind in Tabelle @11
aufgefiihrt.

Die generelle Annahme ist, daf§ die andiskutierten Effekte wesentlich mit der
Existenz vergleichsweise lokalisierter d- bzw. f-Zustédnde zusammenhéngen. Bei-
spielweise ist LaCug isostrukturell mit CeCug aber vollig ,,langweilig® in seinen
physikalische Eigenschaften. Stérkere Lokalisierung von Zustdnden bedeutet ei-

nerseits, dafl die Beweglichkeit der Elektronen in diesen Zustéinden drastisch re-
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Material | Erwartet Experiment
CeCug, CeAls | Magnetismus lokalisierter  f- | Fermi-Fliissigkeit mit m*/m =
Spins 103
LagCuOy | Metall (ungerade Anzahl von | Antiferromagnetischer Isolator
Elektronen/Elementarzelle) fir T < Ty ~ 300K
Paramagnetischer Isolator fiir
T>TyN
(Vi—2,Cry)203 | Metall (ungerade Anzahl von | Antiferromagnetischer Isolator
Elektronen /Elementarzelle) fir T < Ty = 170K

Paramagnetischer Isolator fiir
T>Tyundz =0
Paramagnetisches Metall fiir
T>Tyund x 2 1%

Tabelle 9.1: Korrelierte Elektronensysteme.

duziert sein wird, was sich in einer schmaéleren Verteilung der Energieniveaus
dieser Zustédnde im Festkorper ausdriickt (,Bandbreite“). Andererseits werden
aufgrund desselben Effekts sich Elektronen in diesen Zusténden vergleichswei-
se héufig auf atomarer Skala nahekommen, so dal die ansonsten abgeschirmte
CoulombabstoBung wieder an EinfluB gewinnen wird. Auf diesen Uberlegungen
basiert das einfachste Modell zur Beschreibung von Wechselwirkungseffekten in
Festkorpern, das Hubbardmodell.
Die Philosophie hinter dem Hubbardmodell ist folgende:

e Es treten nur wenige, vergleichsweise schmale Energiebénder an der Fermi-

energie auf.

e Die zugehorigen Zustédnde sind relativ stark am Atom (in der Elementar-

zelle) lokalisiert.

In diesem Fall ist es sinnvoll, die Zustdnde in der Wannierbasis
1 )
Uo(Ri—7) = —= > e*Tup (R —7)
N %

auszudriicken, wobei R; die Position des i-ten Atoms (Elementarzelle), k in der
ersten Brillouin-Zone, und ug,(R; — ) der gitterperiodische Anteil der Bloch-

funktion ist. Damit ergibt sich z.B. fiir das Coulombmatrixelemen

Usjuirst :/dgrd?’r'\If*(RZ-—r)\I/*(Rj—r’)f/(r—r’)\If(Ri/—’r)\If(Rj/—r’) . (9.1)

24Den Index « lassen wir im Folgenden weg, d.h. wir beschriinken uns auf einen relevanten
Zustand pro Elementarzelle.
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Wesentlich ist, dafl

e aufgrund der Abschirmung V nurmehr kurzreichweitig ist und

e die Wellenfunktionen (. ..) selber ebenfalls stark um die jeweiligen Zentren

lokalisiert sind.

In diesem Fall wird der dominierende Beitrag Uj;.;; = U sein. Die anderen, nicht-
lokalen Coulombmatrixelemente werden deutlich kleiner sein und zudem extrem
schnell mit dem Abstand der Zentren voneinander abfallen. Ahnliche Argumente
lassen sich fiir den kinetischen Anteil des Hamiltonians benutzen. Allerdings muf}
man, da dieser nichtlokal ist, zumindest das Matrixelement zwischen néchsten
Nachbarn im Gitter beriicksichtigen, d.h.
—t, falls 7 und j néchste Nachbarn
/d?’r U*(R; — 7)Hyin(r)V(R; — 1) =
0 sonst

Faft man diese Uberlegungen zusammen, so ergibt sich das Hubbardmodell

H = —tE g cwcjaJr g g cwcw,cw/cw
i

‘X‘S’a

= —t Z Z CisCio + = Z chlgcwcza (92)
= —t Z Z CivCio + UZ UL
(i) © :
i

c), erzeugt dabei ein Elektron am Atom R; mit Spin ¢ (genauer: in der Einheits-
zelle i und in dem relevanten Band an der Fermienergie) und (i, j) bezeichnet

Summation iiber nachste Nachbarn.

9.2 Symmetrien des Hubbardmodells

Bevor wir uns den Eigenschaften des Hubbardmodells in den Grenzfillen schwa-
cher bzw. starker Kopplung zuwenden, sollen einige interessante Symmetrieeigen-

schaften des Modells diskutiert werden.

1. SU(2), Spinrotationsinvarianz

Der lokale Spinoperator S; kann mit Hilfe der Pauli-Spinmatrizen als

1 01 0 —1 1 0
S; 5 E CiaTaBCip ; 01 < 10 ) , 09 < i 0 ) , O3 < 0 1

af

)
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ausgedriickt werden. Fiir z.B. S7 erhélt man die Standardform S? = (n;; —
n;;)/2. Eine Drehung der lokalen Spinbasis wird beschrieben durch eine

Matrix U € SU(2) geméf

/

G

o Uso' Cig -
Der Spinoperator transformiert sich dann geméf

1 1 _
S, = 3 Zc;aTaagcéﬁ =3 zﬁ:cja (U IUU)W cig

af
D1 . .
Loy (D ) 5= DS,
= c! o) cpg= i .
2 aﬁ (104 aﬁ ﬁ

Die Transformation U der Spinbasis induziert also eine Rotation D des
Spinoperators, d.h. eine Drehung der Quantisierungsachse. Nun ist offen-
sichtlich ohne &ufleres Feld die Wahl der Quantisierungsachse beliebig, d.h.
das Hubbardmodell sollte invariant geniiber der obigen Transformation sein.
Wegen der expliziten Spinsumme gilt dies trivialerweise fiir den Hiipfterm.

Wie steht es aber mit der Wechselwirkung
H[ = Z Uz ? (93)
Dies wird klar, wenn man (@3)) als
2U 1
H =—-— 24 _N, 4
1= Z i+ 5NU (9.4)

schreibt.

Beweis: Zuniachst einmal ist

Tap * Ty = 200008y = OapOyn - (9.5)
Damit folgt
487 = Z Cgaciﬁcj'ycin Gap ™ Oy
aByn
= Z {2 cgacwcgvcm — nmnw} =6n; — 3 annw
= [l — ¢y cin)cia —

= 2ngniy + (1) + (ngy)”

= Njo + CiaCinCiaCivy — mn 4
= i1T) i

_ T T
= Nja + Cia [5047 - CiOéCi'y]Ci’Y
= Ny + niadaﬁ/ — NiaNiy
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Abbildung 9.1: FEinheitszelle des fec-Gitters.

und schlielich (@4).

Diese spezielle Form des Hubbardmodells zeigt auch sofort, daf fiir U > 0
die Wechselwirkungsenergie minimal wird, wenn der Spin pro Gitterplatz
maximal ist. Man erkennt hier bereits, dafl das Hubbardmodell zumindest
fiir den Fall N, = N (d.h. ein Teilchen pro Gitterplatz) einen magnetisch

geordneten Zustand favorisiert.

2. Teilchen—Loch—Symmetrie
Gitterstrukturen, die man so in zwei Untergitter ¢ und B aufteilen kann,
daB jeder Gitterplatz ¢ € A nur Gitterplatze j € B als n#chste Nach-
barn hat, nennt man bipartite Gitter. Gitter diesen Typs sind z.B. einfach
kubische und kubisch-raumzentrierte Gitter, aber nicht kubisch-flachenzen-
trierte (vgl. Abb. @T): Der Punkt A hat sowohl schwarze (,,Gitter A“) als
auch graue (,Gitter B“) néchste Nachbarn.

Fiir bipartite Gitter hat das Hubbardmodell noch zwei weitere interessan-
te Symmetrien. Diese werden besonders einfach deutlich, wenn man den

Wechselwirkungsterm als

H =U Z <nm - %) (nu - %) + %UN (n - %) (9.6)

schreibt, wobei N die Zahl der Gitterplidtze und n = N,/N die mittlere
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Besetzungszahl ist. Betrachten wir nun folgende Transformation

dl firie A,
Cig — (97)
—d!_fiiri € B.

Die Operatoren dZTU erzeugen ein Loch am Gitterplatz ¢, d.h. die Transfor-
mation vertauscht Teilchen- und Lochbild. Der Hubbardhamiltonian geht

unter dieser Transformation iiber in
UN
!/ . _
H _+t<;dw +UZ(sz )(zld ) (dew
i,])0
1 UN 1
_ t d d d
_—t<z>dwdjg+UZ(nzT—§)<11—5) 7( —n—é)
1,])0 7

Insbesondere ist fiir den halbgefiillten Fall N, = N bzw. n = 1 das Modell
invariant gegeniiber der Transformation (1) und man findet eine Sym-
metrie beziiglich Teilchen- (n > 1) und Lochdotierung (n < 1), d.h. die
Energien in den Sektoren mit einer gegebenen Teilchen- bzw. Loch-Anzahl

sind bis auf eine globale additive Konstante gleich.

. Vorzeichen von U

Eine letzte Symmetrie auf bipartiten Gittern kann man sich mittels der
Transformation
cip = diy
dl, firie A (9.8)
G| —
—d}| firie B

erschlieffen. Unter dieser Transformation erhalt man
1 1 UN 1
r__ T d d
H = —t (Z; diade—UZ <n” - 5) (nu - 5) — (n — 5) +UN; .
1,])0 1

Abgesehen von dem letzten Term, der wegen [N,, H]| = 0 eine Konstante ist,
wird also lediglich U — —U. In diesem Sinne sind also das Hubbardmodell
mit U > 0 und das Hubbardmodell mit U < 0 &quivalent, wobei aber
N, — 257+ N und S* — (N, — N)/2 abgebildet wird. Im Hubbardmodell
mit U < 0 vertauschen also Spin und Ladung ihre Rolle!
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Abbildung 9.2: Dispersion des Hubbardmodells fir U = 0.

9.3 Der Grenzfall schwacher Kopplung

Wir wollen uns das Modell zunéchst fiir den Fall U/t < 1 ndher anschauen. Der
Einfachheit halber beschrénken wir uns zudem auf ein einfach kubisches Gitter

in d Dimensionen. Die Fouriertransformation des Hiipfterms fiithrt dann auf

d
H, = Z €kCh Cho € = —2t Z cos(kia) . (9.9)
ko =1

Das Spektrum dieses Terms (“Bandbreite”) erstreckt sich iiber einen Bereich
W = 4dt und hat schematisch die in Abbildung gezeigte Form. Interessant
sind auch die Linien konstanter Energie, die in Abbildung fiir ein zweidimen-
sionales Gitter gezeigt ist. Das etwas dicker gezeichnete Quadrat entspricht der
Fermi-Fliache des Systems fiir n = 1. Sie hat die spezielle Eigenschaft, dafl ge-
geniiberliegende Teile parallel verlaufen und durch einen Impulsvektor verbunden
sind, welche rationale Vielfache von reziproken Gittervektoren sind (,,Nesting*).
Im vorliegenden Fall sind dies die Vektoren Q = (£m, +m). Wie wir spiter sehen
werden, ist das System in einem solchen Fall instabil gegeniiber langreichweitiger
Ordnung mit diesem Vektor als Modulation des Ordnungsparameters.

Wiéhrend der Hiipfterm im Impulsraum sehr einfach wird, ist die Struktur der
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Abbildung 9.3: Fldchen konstanter Energie fir ein Quadratgitter.

Wechselwirkung entsprechend kompliziert:

= n@n(-a) . po(a) = 3 choenrar (9.10)
q k

Damit konnen wir die fiir eine Storungstheorie notwendigen Gréfien angeben:

e Den freien Propagator

GO (k, iw,)

e und den fundamentalen Vertex

k

L
Qi
0000000
|
Q
Qi

S
q
by
+
Q
9

(9.11)
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Die Diagrammregeln sind ansonsten identisch mit denen fiir die normale Cou-
lombwechselwirkung. Man beachte jedoch, daf fiir das Hubbardmodell aufgrund
der Form der Wechselwirkung die Spins am oberen und unteren Ende der Cou-
lomblinie verschieden sein miissen.

Damit ergeben sich in niedrigster Ordnung in U fiir die Einteilchenselbstener-

kla’ O

gie als Beitrage:

00000

1 ,
S0 (ki) = =Ugyg 22 GO (K iwn) 7 = Ulng)

/
k' wn

&
q

5

©00000O0CO0OO0CO

k+qo

0000000

Zf) (k,iw,) =

2
- __NUZ—ﬁQ SN GO+ giwn + i) GY (K i) GP (K = g, i, — i)

’
k',q wm,Vn

2
= _][\j:—ﬁ Z G((TO)(k +q,iw, + iVn)H(O)(q’ iVm)

q;Vn

1
1% (q, ivy) = N5 S GV (k,iwn) G (K + g, iwn + ivy)

k,wm

Bei der Definition von II(®) wurden noch die Summationen so umbenannt, daf
die Form in Kapitel B, Glg. (E52) entsteht.

Der erste Term " (k, iw,) ist eine rein statische Energieverschiebung (Hartree-
Term). Man beachte, dafl wegen der unterschiedlichen Spins an beiden Enden der
Coulomblinie hier kein Fockterm auftritt. Damit stammen die Renormierungen
in niedrigster Ordnung fiir Dispersion und Quasiteilchenddmpfung vom Term
Z((,Z)(k,iwn), der leider bereits so kompliziert ist, dafl eine weitere analytische
Auswertung nicht mehr moglich ist.

Es ist aber recht illustrativ, sich die fiir die Berechnung von 2572)(143, iwy) noti-
ge Grofe 110 (q, iv) etwas niher zu betrachten. Analog zu Kapitel B, Glg. (552)



200 9 Korrelationseffekte im Festkorper

erhalten wir nach Auswertung der Frequenzsumme mittels der Poissonschen Sum-

menformel

€ — ek+q + v

Firn=1,dh. p=0,und T'— 0 folgt mit iv — w + 10 am Wellenvektor ¢ = Q

WegeN €prQ = —€k

flew) — f(—ex) tanh (%)
V(Qw+id) = NZ 26k+w—|—25 n NZQEk—irw—l—zé

x ln(maX(T, w)) -

Fir T'= 0 haben wir hier also eine logarithmische Singularitét fiir kleine Ener-
gietibertrage (Infrarotdivergenz). Hierin deutet sich bereits an, dafi eine partielle
Aufsummation der Stérungsreihe fiir das Hubbardmodell zumindest in diesem
Parameterbereich schief gehen kann. Zu beachten ist, da} diese Divergenz eng
verkniipft ist mit der Nestingeigenschaft der Fermi-Fliche fiir n = 1 in bipar-
titen Gittern. Geht man beispielsweise zu endlicher Dotierung n # 1 oder be-
trachtet man nicht-bipartite Gitter (z.B. fcc), so wird diese Divergenz infolge
des fehlenden Nestings zumindest in Dimensionen d > 1 abgeschnitten. Der Fall
d = 1 bildet eine Ausnahme, da hier in gewissen Sinne immer Nesting vorliegt
(die ,,Fermi-Fliache“ besteht nur aus zwei Punkten symmetrisch zu k& = 0). Das
hat zur Konsequenz, dafl in d = 1 diese Infrarotdivergenzen bei k = kp erhalten
bleiben. Das gilt auch noch fiir héhere Ordnungen Stérungstheorie, d.h. jede end-
liche Storungstheorie in d = 1 divergiert! Die Losung dieses Problems liegt darin,
daB zumindest in d = 1 die Annahme der Existenz von Quasiteilchen falsch ist.
Die niederenergetischen Anregungen eines wechselwirkenden Elektronensystems
in d = 1 haben keinen Einteilchencharakter, sondern sind kollektive Moden des
Systems wie z.B. Spindichtewellen oder Ladungsdichtewellen. Enstprechend an-
ders sind natiirlich auch die physikalischen Eigenschaften dieser Systeme. Das
fiir sie generische Modell ist nicht das Fermigas, sondern das sog. Tomonaga-
Luttinger-Modell. Entsprechend nennt man diese Systeme ,,Luttinger-Fliissigkei-
ten® (siehe z.B. [35]).

Kehren wir nun zuriick zu unserer Stérungstheorie in d > 1. Die Divergenz
von IT1( signalisert auch hier, daf8 die Fermi-Fliissigkeit moglicherweise instabil ist
und man zumindest in d > 2 mit einem langreichweitig geordneten Grundzustand

zu rechnen hat. Aus unseren Symmetrieiiberlegungen wissen wir weiterhin, dafl
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der geeignete Kandidat eine magnetische Ordnung sein wird. Daher werden wir

uns nun mit der magnetischen Suszeptibilitét
Mg iv) = —(ST(@); ST (=@, 5@ =) Chatkiga (9.13)
k

beschiéftigen. Analog zur Dichte-Dichte-Suszeptibilitat in Kapitel Bl beschreibt die
GroBe (II3) die Antwort des Systems auf eine dufleres (in diesem Fall transver-
sales) magnetisches Feld. Eine Divergenz dieser Groflie zeigt analog an, dafi das
System eine Spindichtewelle mit der Modulation g ausbilden will. Geschieht das
Ganze noch fiir v = 0, so wird dies bei der Temperatur, bei der die Divergenz
auftritt, spontan stattfinden. Da die Form der Operatoren S(q), abgesehen vom
unterschiedlichen Spin in Erzeuger und Vernichter, &hnlich den Dichteoperatoren
in Kapitel Bl ist, kann man die meisten Ergebnisse von dort direkt iibernehmen.
Insbesondere 148t sich das Ergebnis der diagrammatischen Analyse in der Form

einer Blase

7,k+q
T(iv) = -<>w (9.14)
Lk
schreiben. Die Vertexfunktion
1,k+q
Lk

(9.15)

wollen wir wieder in einer RPA-N#herung auswerten. Dabei mufl man allerdings
beachten, daf der Vertex ([@I1) an den beiden Enden der Coulomblinie jeweils
unterschiedliche Spins aufweist. Da andererseits die ein bzw. auslaufenden Linien
in (TH) unterschiedliche Spins haben, kénnen diejenigen Graphen, in denen zwei
Blasen durch eine Coulomblinie verbunden sind (z.B. oberste Zeile Bild (B4)), S.
OY), nicht auftreten. Die Graphen fiihrender Ordnung sind Leitergraphen, wie sie
auch in der Storstellenstreuung (Glg. [L20) auftraten (s.a. untere Zeile Bild (&4),
S. BY). Als letztes mufl man noch die definierte Pfeilrichtung im Vertex (G@I1)
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beachten. Damit wird man letztlich auf folgende RPA-Struktur gefiihrt:

k+q
1.k+q T
L.k
(-]
(]
= >vw + } (9.16)
(-]
1.k+q
1.k L.k

Zu beachten ist im letzten Diagramm in (8.16l), dafl hier nicht der urspriingliche
Vertex (@IT]) auftritt, sondern am unteren Ende der Coulomblinie die ein- und

auslaufende Linien bzw. die zugehorigen Operatoren vertauscht wurden und wir

so ein zusatzliches Vorzeichen erhalten:

k' k' —qo

Q
q

(9.17)

0000000
0000000

ko k—qo ko k+qo

Der analytische Ausdruck der Gleichung (LI6) lautet
Ly (k, k+ q;iwy,iw, +iv) = 1 — Nlﬁ dowa, Gik+q—K v, +iv —iy)x

Gi(k — K iw, — i) %
Ly (k—K k+q—FK;iw, —iv,iw, +iv —iv) .
(9.18)

Durch Umbenennung der Summationen iw,, = iw, — iv; und k' — k — k' erhilt

man

U
Ly (k, k+q;iwy,, iw,+iv) = I_N—ﬁ kZ G (K + q,iw, +iv)X (9.19)

GT(k‘/, Zu)m) X

Ty (K K + q;iwn, iwn, + V).
In (@T9) gibt es keine explizite Abhéngigkeit vom Vektor k und der Frequenz wy,,
so dafB letztlich I'y| (k, k + q; iwy, iw, +1v) = I’y (g, iv) gilt. Die Gleichung (ZI19)
kollabiert dann zu
i@ ir) = 1— o S Gy(K + it + )Gy (K, )Ty (@) (9.20)
NB

/
k' wm
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mit der Losung

1
r
g iv) =5 +UH(0 @)
(9.21)
1 (q,iv) = NG kz G (K + q, iwn, + )G (K iwy,) .
Das Ergebnis fiir die Suszeptibilitidt (@I4) ist dann
O (qg.q
: . X (q,iv
Hg.v) = I (g iv) = T (9:22)

1-UxO(q,iv)
Man beachte das Vorzeichen im Nenner! Da x(%)(q,0) > 0, kann man fiir entspre-
chend groBes U immer eine Instabilitit y*(q) fiir geeignetes q finden.

Wir sind nun in der Lage, die magnetischen Eigenschaften des Hubbardmo-
dells bei schwacher Kopplung zu studieren. Der Einfachheit halber beschrinken
wir uns auf den Fall n = 1 und die beiden Félle ferromagnetischer (g = 0) und

antiferromagnetischer (g = Q) Ordnung.

1. Ferromagnetismus

Fiir n = 1 gilt mit (@12)

a —
(g =0,0) ———Z fT " po(0)

wobei po(€) die Zustandsdichte des nichtwechselwirkenden Systems ist. Eine

ferromagnetische Instabilitat tritt also dann auf, wenn
1—-Upo(0)=0 (Stoner-Kriterium). (9.23)

Ublicherweise ist p(0) ~ 1/Bandbreite, so da8 fiir d = 3 Ferromagnetismus
fiir U > U, =~ 12t zu erwarten wére, d.h. wir sind hier schon weit auflerhalb

der Giiltigkeit unserer Theorie.

2. Antiferromagnetismus
Gemif der Diskussion nach Gleichung (@12 gilt fiir ¢ = Q

tanh 2¢

tanh BE’“
( § : 2
N / depole)—5

w
TLS tanh % tanh %
L / depo() % = pof0) / de

€
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Par amagnet

Antiferromagnet
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c

Abbildung 9.4: Weak-coupling Phasendiagramm des Hubbardmodells.

Bei der Rechnung wurde die Teilchen-Loch-Symmetrie (TLS) benutzt, die
Zustandsdichte durch eine Konstante innerhalb einer Cutoffs W ersetzt und
das Ergebnis der BCS-Theorie benutzt (S. 69, Glg. (853)). Somit folgt als

Kriterium fiir Antiferromagnetismus

- v (22) o

fiir das es offensichtlich fiir beliebig kleine Werte von U immer eine Losung
gibt, wenn die Temperatur kleiner als
T(U) = 2L e 1/ Wro(0)
™
ist. Man erkennt hier die fiir Infrarotdivergenzen typische nichtanalytische

Abhingigkeit der Ubergangstemperatur von der Wechselwirkung.

Fiir das Phasendiagramm des Hubbardmodells erhalten wir also in erster
Néaherung das in Abbildung gezeigte Bild: Das System ordnet fiir alle
U > 0 antiferromagnetisch, wobei fiir U — 0 die Néel-Temperatur nicht-
analytisch von U abhéngt, wihrend sie fiir U — oo gegen eine Konstante
geht. Natiirlich ist zu erwarten, dafl bei groBem U das hier berechnete Ty
nicht mehr stimmen wird. In der Tat werden wir beim Studium des Grenz-
falls starker Kopplung sehen, da§ Ty (U) fiir U — oo nicht konstant wird,

sondern in charakteristischer Weise wieder abnimmt.
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Abbildung 9.5: Der Néel-Zustand.

Ein interessanter Punkt ist nun, welche Eigenschaften das System in der
geordneten Phase aufweist. Hierfiir ist es sinnvoll, die durch die Ordnung
induzierte Symmetriebrechung explizit im Hamiltonian einzubauen. Was
passiert beim Ubergang? Das System oberhalb und unterhalb des Pha-
seniibergangs zeigt Abbildung @3 Die grauen Kreise stellen dabei den para-
magnetischen Zustand dar, die weiflen bzw. schwarzen Kreise symbolisieren
Gitterplitze, auf denen ein Spin nach oben bzw. Spin nach unten ausge-
richtet ist. Offensichtlich bricht also der Néel-Zustand neben der lokalen
Rotationsinvarianz auch noch die Translationsinvarianz, d.h. wir miissen
von der Elementarzelle im ungeordneten System (gestricheltes Quadrat im
linken Bild) zu einer groferen im geordneten (gestricheltes Quadrat im rech-
ten Bild) tibergehen. Entsprechend der gréfieren Einheitszelle reduziert sich

natiirlich dann die Brillouinzone. Es ist nun notwendig, den Hamiltonian

0 e ~
I G S TR
k

zu formulieren, wobei die ,,Spinoren®

Cko; A
\I[k!O' =
Cko;B

eingefithrt wurden. Der zusétzliche Index A bzw. B kennzeichnet dabei,

als Matrix

ob der Operator auf dem schwarzen (A) oder weiBen (B) Untergitter wirkt.
Wie in der BCS-Theorie kann man dann die Greensche Funktion als Matrix

schreiben, wobei man fiir U = 0

0 € !
A . Iy _ k
Gro(iwy,) = [zwnl ( e 0 )]
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erhélt, und baut die Storungstheorie mit diesen Matrizen auf. Fiir die nied-

rigste Ordnung (Hartree-Term) ergibt sich als Selbstenergie

25610) (i) = U < 7185 0 )

nNps

Eine offensichtliche Symmetrie des Néel-Zustandes ist
Gip(2) = G(2)

und insbesondere n 4, = ngs. Damit ist

-1
z—Unys €k
€k z—Uny,

Gro(iwy) = (

und speziell
z—Uny,

AA( Y
o (2) = (z—=Unans)(z — Una,) — €5~

Es ist nun geschickt, n4, = (1 + omyg)/2 zu schreiben, wobei my(Ty) = 0

und mg(0) = 1 der Ordnungsparameter des Néel-Zustandes ist. Damit wird

U
(z = Unas)(z — Uny,) — €5 = (2 — 5)2 — B}

U2 2
Ek:\l€k+ in(]

und die Greensche Funktion erhilt nach einigen einfachen Umformungen

die Form )

_ 1
Gﬁf(z)zvkiﬂLU;m
2

Z—%—Ek

a 1 moU
U =g\t agg

Wie schon bei der BCS-Theorie 6ffnet sich auch hier eine Liicke im Spek-

trum, sobald das System eine endliche Untergittermagnetisierung mqg # 0

mit

aufbaut, d.h. der Antiferromagnet bei halber Bandfiillung in bipatiten Git-
tern ist ein Isolator. Dieses Verhalten wird in Abbildung deutlich, wo
die Dispersion FEj als Funktion von k schematisch dargestellt ist. Wir ha-
ben hier also im Prinzip eine mogliche Erkldarung fiir die isolierende Phase
solcher Materialien wie LaCuO,4 oder V503 gefunden, da beide Systeme

antiferromagnetische Ordnung aufweisen.
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Abbildung 9.6: Dispersion im Néel-Zustand.

Die bisherige Rechnung bezog sich auf den Fall U/t < 1. Im Prinzip stellt
sich daher Frage, ob die dort beobachtete isolierende Phase eine Spezialitit
dieses Grenzfalls ist. Wir mochten kurz ein Symmetrieargument angeben,
das zeigt, dafl der Isolator eine generische Eigenschaft des Grundzustandes
des Hubbardmodells fiir ein bipartites Gitter bei n = 1 ist. Dazu verge-
genwartigen wir uns nochmals die in dieser Struktur mdégliche Erweiterung
der Elementarzelle aus Abbildung und die zugehorige reduzierte Bril-
louinzone (hervorgehobenes Quadrat in Abbildung @3). Wie man sieht,
entspricht die ,magnetische“ erste Brillouin-Zone genau der Fermi-Fléche
des nichtwechselwirkenden Systems ohne Symmetriebrechung. Fiir U = 0
wére die Dispersion in der solchermaflen kiinstlich reduzierten Symmetrie
diejenige in Abb. @7, wobei die gestrichelte Linie die urspriingliche Di-
spersion aus Abb. zeigt und die vollen die beziiglich der verkleinerten
Brillouinzone. Offensichtlich findet man eine Entartung zweier Bander am
Brillouinzonenrand, d.h. infolge der Bragg-Streuung wird jede beliebig klei-
ne Wechselwirkung diese Entartung aufheben und somit zu einer Stabilisie-

rung der reduzierten Symmetrie fiithren.

Dieses Argument zeigt aber auch noch einmal deutlich, dafl der hier gefun-
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94
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Abbildung 9.7: Dispersion in reduzierter Symmetrie.

dene Isolator aufgrund einer sehr speziellen Geometrie des Systems auftritt

und auf keinen Fall als generisch fiir reale Systeme gelten kann.

Der Grenzfall starker Kopplung

Halbe Fiillung, (n) =1
Bei der Diskussion der SU(2)-Invarianz des Hubbardmodells haben wir be-

reits die Form
2 Z 2

kennengelernt. Es ist klar, daf} fiir ¢/U — 0, d.h. U — oo, das System
im Falle (n) = 1 genau dann die niedrigste Energie einnimmt, wenn S
mazximal fir jeden Gitterplatz ist; lokal spielen mithin nur die Zustéande | 1),
| |) eine Rolle, die beiden anderen, |0) (leer) und |2) (doppelt besetzt), sind
energetisch extrem ungiinstig. Vernachléssigt man zunéchst den Hiipfterm

vollsténdig, so ist jeder Zustand
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ein Eigenzustand zu H; mit der Energie E = —2U Y S;(S; + 1), d.h. das

System ist hochgradig entartet (2-fach). Ein endlicher Hiipfterm wird diese

Entartung aufheben, und wir wollen uns jetzt anschauen, auf welche Weise.

Betrachten wir dazu zwei der 2V entarteten Eigenzustinde von Hi:

<“---> -

t
b

E, Ey+U E,

“— —> «— —>
—> «— —» -
“— —> «— —>
— «— — <
<“— —> «— —>
-+—
“— —»> «— —>
— —> —
<+ 4— C— —>
—> «— —>

Die beiden Zusténde links und rechts kénnen bei endlichem ¢ durch einen
Hiipfprozess vom Typ in der Mitte ineinander iiberfithrt werden. Die Ener-
giedifferenz zwischen Anfangs- und Zwischenzustand ist dabei U, so dafl in
2. Ordnung Stérungstheorie dieser Prozess mit t*/U zu Buche schligt. Au-
Berdem unterscheiden sich Anfangs und Endzustand hochstens durch einen
vertauschten Spin, so dal man ganz natiirlich auf einen effektiven Hamil-

tonoperator

t2
Hy oo ~ 55 Z S;-S; (9.24)

gefiihrt wird. Formal erhélt man dieses Ergebnis aus der Tatsache, dafl in
2. Ordnung in t/U die Energie des Systems durch einen Hamiltonian (bzw.

dessen Matrixelemente)

H = ——H2 ZZZCW Jac,w,cla

i.j) (k1) o
gegeben ist. Da der Endzustand keine leeren oder doppelt besetzten Plétze

enthalten soll, mufl zwingend k& = j und ¢ = [ sein, d.h.
2 2 T T
=1 Z Z CZO'C](TC]O' io! T =—t Z Z (Czacwcjoc]a - Czocwcjocw)

Nunlsth ¢ Choc = 575745, S*unch CinCigCl = M= Nigjy =

1010 jo jo 1010 jo - jo

n; — %(nn niy)(njr —mngy) — 5 (ni +nil)(nﬂ+njl) = —25757 —

(&

1
5NN +n;
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und damit

1 1
2 2 z Qz — - 2
HY = -4y {Si Si+5 (SFS; +575F) - anj} — K*N, .
(.4
Die GroBe K bezeichnet die Zahl der nichsten Nachbarn (K = 2d fiir ein

kubisches Gitter in d Dimensionen). Fiir den effektiven Hamiltonoperator

im Limes U — oo gilt also (die Konstante ~ N, lassen wir weg)

, A2 1

(,9)

In der Tat ist also der Limes starker Kopplung des Hubbardmodells fiir

(n) = 1 dquivalent zum Heisenbergmodell
Hl - —J Z Sl . Sj
(i,3)

mit Austauschkonstante J = —4¢?/U, also einer antiferromagnetischen

Kopplung!

An diesem Ergebnis kann man zweierlei erkennen: Erstens beschreibt die-
ses effektive Modell lokalisierte Spins, d.h. man hat mit dem Hubbardmo-
dell einer physikalisch sinnvolle Verallgemeinerung des Heisenbergmodells
auf itinerante Elektronen eingefiihrt. Gleichzeitig bedeutet diese Aquivalenz
aber auch, daf zwischen U = 0 (Metall) und U — oo (Isolator!) ein Metall-
Isolator-Ubergang als Funktion der Coulombwechselwirkung U auftreten
muB (Mott-Hubbard-Ubergang).

Zweitens sieht man, dafl in d = 3 auch fiir U > t der Grundzustand des
Systems ein antiferromagnetischer Isolator ist, wobei hier jedoch Ty ~ J ~
1/U gilt. Das Phasendiagramm in Bild @4 welches wir fiir schwache Kopp-

lung erhalten haben, muf} also in etwa geméafl Bild erweitert werden.

Abseits halber Bandfiillung, (n) <1

Auch hier 148t sich das storungstheoretische Argument benutzen, nur muf
man zumindest noch die Moglichkeit beriicksichtigen, dafl es leere Plitze
im System geben kann ((n) < 1 !). Man wird schlieBlich auf ein effektives

Modell der Form (auch fiir weiterfithrende Referenzen siehe z.B. Kapitel
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T

-1/(p(0
e (POOV)

AF | solator

\/

Abbildung 9.8: Schematisches Phasendiagramm des Hubbardmodells.

14.3.2 von [11])

H = —t Z égaéja + 4—;2 Z (Si -8 = inznj)

(i.5)o (i,5) (9.26)
2 s s _ab ot oa
U (Cz‘a”j&cka - Ckacj6cjaci6)

(i.5.k)o

gefiihrt. Die Klammer (i, j, k) steht hier fir 7, & néchste Nachbarn zu j.
Wichtig ist, dafl in Gleichung (@26) die Operatoren ¢;, = ¢;r (1 — ny5) kei-
ne fermionischen Erzeuger und Vernichter mehr sind, sondern nur auf dem
Unterraum ohne Doppelbesetzungen wirken! Ublicherweise vernachlissigt
man den Term in der 2. Zeile in Gleichung (26) und wird somit zu dem
sogenannten t-J-Modell gefiihrt, das im Hinblick auf die Hochtemperatur-
supraleiter einige Beriihmtheit erlangt hat. In jedem Fall kann man von
der Struktur des Modells (@20) ein delikates Wechselspiel zwischen me-
tallischem Verhalten und Magnetismus erwarten. Mehr als diese Platitude

148t sich allerdings ohne gehorigen (numerischen) Aufwand nicht sagen, we-
der fiir das Hubbardmodell selber noch das t-J-Modell. Besonders letzteres
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erweist sich als duflerst kompliziert, und zwar aufgrund der Projektionsei-
genschaften der Operatoren ¢;,. Da diese Operatoren namlich drei fermioni-
sche Standardoperatoren enthalten, gibt es im Modell (226) keinen Anteil
mehr, der bilinear in Erzeugern und Vernichtern ist. Das bedeutet, daf§ die
Grundlage der ganzen Feynmanschen Stérungstheorie, wie wir sie in Kapi-
tel @ kennengelernt haben, ndmlich das Wicksche Theorem (E39) (s. Seite
1), nicht mehr anwendbar ist.
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Dieses Skript ist in grolen Teilen mit der Vorlage von Volker Meden und Thomas
Pruschke [26] identisch. Ich habe in erster Linie satztechnische Details modifiziert
und mich bemiiht, Tippfehler zu korrigieren sowie stellenweise die Présentation
zu verbessern. Neu hinzugekommen sind vor allem die Unterkapitel Bl und B9
Auf eine Anderung der Struktur des Skripts zur Anpassung an die Vorlesung im
Wintersemester 2006 /07 habe ich jedoch verzichtet. Diese Vorlesung war wie folgt
aufgebaut: Zuerst wurden kurz einige einleitende Bemerkungen nach dem Anfang
von Kapitel 2 von [29] gemacht, anschlieBend die Kapitel B, [l (unter Auslassung
des Unterkapitels [[3), Bl B (unter Auslassung des Unterkapitels EE0) und Bl (unter
Auslassung der Unterkapitel B und 28] dieses Skripts in der genannten Reihen-
folge behandelt. Den Abschlufl der Vorlesung bildete die BCS-Theorie mit einer
komprimierten Fassung der Unterkapitel bis B4l Die Kapitel @ [ und @ liegen
hier zwar in einer iiberarbeiteten Fassung vor, sind aber nicht durchgesehen, also
mit besonderer Vorsicht zu behandeln.

Dieses Skript erhebt in keiner Weise den Anspruch, ein Lehrbuch zu ersetzen.
Unter den Lehrbiichern ist [21] sicher eine umfassende Referenz. Zum Hausge-
brauch eignet sich auch unter dem Gesichtspunkt des Preises und der Verfiighar-
keit wahrscheinlich am ehesten [29]. Ein anderes neueres und eingermaflen er-
schwingliches Lehrbuch ist [6]. Als weitere niitzliche Referenzen seien [TOT228/3T]
erwiahnt; der Klassiker [T] ist vor allem von historischem Interesse. Kostenlos,
neueren Datums und ein wenig unkonventionell sind die Skripten von Piers Co-
leman [7] und Chetan Nayak [27]. Weitere Referenzen zu konkreten Themen sind
an geeigneter Stelle im Text zu finden.

Gottingen, 1. Februar 2007

Andreas Honecker

Die Fassung vom 20. Méarz 2009 korrigiert satztechnische Details und einige Tipp-
fehler insbesondere in Kapitel @ Dies bedeutet allerdings immer noch keine sy-

stematische Durchsicht.
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