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1 Allgemeine Bemerkungen
+ Die �Ubungen �nden Freitags 14:00-15:30in HS 65.2 des Rechenzentrumsstatt.
+ Bitte besorgen Sie sich hierzu einen Account am Rechenzentrum (Y-Nummer), falls noch nicht vorhanden !
+ Sie lernen nur durch Mitmachen { scheuen Sie sich also nicht vor Fra-gen !Skript:
+ Die neueste Version dieses Skripts �nden Sie immer auf der Web-Seitehttp://www.tu-bs.de/~honecker/comp
+ Kommentare zum Programmieren werden mit Serifen (Times), zur Phy-sik und Algorithmen ohne Serifen (Helvetica) geschrieben.A1.1 �Ubungsaufgaben werden wie hier durchnummeriert und kursiv geschrie-ben.A1.2? Aufgaben, die nicht wesentlich sind, werden mit Sternchen ? markiert(je mehr Sternchen, desto anspruchsvoller bzw. unwichtiger). Alle an-deren Aufgaben sollte jeder bearbeiten und (mit Hilfe) l�osen.
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2 Freier FallA2.1 Ein Teilchen liege (~v0 = 0) bei t = 0 in einer H�ohe z = 20m. Geben Siedie H�ohe z des frei fallenden Teilchens unter Verwendung der explizitenL�osung (2.3) in den ersten zwei Sekunden (0 � t � 2s) im Abstand von0; 02 Sekunden aus !A2.2 Behandeln Sie das Problem aus A2.1, indem Sie die Newton'sche Be-wegungsgleichung mit dem Euler-Verfahren l�osen ! Vergleichen Sie dienumerische L�osung mit der exakten ! Wie klein mu� man �t w�ahlen,damit der numerische Wert f�ur z bei t = 2s um weniger als 1mm vonder exakten L�osung abweicht ?A2.3 L�osen Sie das Problem aus A2.1 noch einmal, aber jetzt mit dem Euler-Richardson-Algorithmus (ansonsten wie in A2.2) ! Wie klein m�ussenSie jetzt �t w�ahlen, um bei t = 2s eine Abweichung besser als 1mm zuerhalten ?F�allt Ihnen etwas auf ?A2.4 Nun betrachten wir den Fall eines Teilchens aus z = 1km H�ohe unterEinu� der Reibungskraft (2.10) mit � = 0; 7s�1, d.h. bei t = 0 gilt~v0 = 0. L�osen Sie die Bewegungsgleichung mit dem Euler-Richardson-Algorithmus f�ur �t = 0; 1s !Bestimmen Sie den Aufschlagzeitpunkt und vergleichen Sie die Falldau-er mit dem Ergebnis ohne Reibung !Wie hoch ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt des Aufschlags ? Ver-gleichen Sie dies mit dem nach (2.11) bestimmten Wert von ~vmax !A2.5? Bestimmen Sie im Fall von A2.4, nach welcher Fallstrecke und -zeit dieGeschwindigkeit 0; 98~vmax erreicht, mit einer Genauigkeit von minde-stens 1cm bzw. 0; 05s !K�onnen Sie das hierzu erforderliche �t auch absch�atzen, ohne zu pro-grammieren ?
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2.1 Elementare Mechanik und Euler-VerfahrenDie Newton'sche Bewegungsgleichung lautet bekanntlichm d2dt2 ~r = ~F ; (2.1)wobei ~F die Summe aller auf das Teilchen wirkenden Kr�afte ist. Die Gravitati-onskraft kann in der N�ahe der Erdober�ache approximiert werden durch~F = �mg~ez : (2.2)F�ur diesen Fall ist (2.1) leicht l�osbar. Man �ndet, da� die Bahnkurve im Gravi-tationsfeld der Erde lautet:~r(t) = ~r0 + ~v0 t� 12 g t2~ez : (2.3)Zwecks Vergleichbarkeit der Ergebnisse verwenden wir bitte alleg = 9; 80665 ms2 ! (2.4)Die Masse m k�urzt sich �ubrigens beim Einsetzen von (2.2) in (2.1) heraus undman erh�alt die Bewegungsgleichungd2dt2 ~r(t) = ~a (~r(t); ~v(t); t) (2.5)(mit ~a (~r(t); ~v(t); t) = �g ~ez).Das Euler-Verfahren ist eine (die wohl einfachste) Methode, Di�erentialgleichun-gen vom Typ (2.5) numerisch zu l�osen. Dazu betrachtet man zuerst diskreteZeiten mit Abst�anden �t. tn = t0 + n�t : (2.6)Ist ~an = ~a(tn) bekannt, kann man f�ur die Werte ~vn = ~v(tn) und ~rn = ~r(tn)mit n > 0 und bekannten ~v0 und ~r0 die Approximation des Euler-Verfahrensverwenden: ~vn+1 = ~vn + ~an�t ;~rn+1 = ~rn + ~vn�t : (2.7)3



Dies ergibt sich einfach, indem man die Ableitung bei tn durch einen Di�eren-zenquotienten von den Zeiten tn+1 und tn ersetzt und umformt.Beachte: Die Werte am Ende des Zeitintervals ~vn+1, ~rn+1 werden ausschlie�lichdurch die Werte an dessen Anfang ~an, ~vn und ~rn bestimmt.Genau an dieser Stelle kann man ansetzen, um das Verfahren zu verbessern,d.h. bei gleichem Rechenaufwand genauere Ergebnisse zu erhalten. Die Euler-Richardson-Methode (eng verwandt mit dem Runge-Kutta-Verfahren) ist einesolche Vebesserung: Man bestimmt zuerst mit dem Euler-Verfahren Werte f�ureine mittlere Geschwindigkeit ~vmid und Position ~rmid zu einem mittleren Zeitpunkttmid = t+�t=2. Die neuen Werte ~vn+1 und ~rn+1 werden dann unter Verwendungvon ~amid = ~F (~rmid; ~vmid; tn +�t=2) =m, ~vmid und ~rmid bestimmt. Wir fassen dasEuler-Richardson-Verfahren zusammen:~an = ~F (~rn; ~vn; tn) =m ;~vmid = ~vn + ~an �t2 ;~rmid = ~rn + ~vn �t2 ;~amid = ~F �~rmid; ~vmid; tn + �t2 � =m (2.8)und ~vn+1 = ~vn + ~amid�t ;~rn+1 = ~rn + ~vmid�t : (2.9)Zwar m�ussen wir jetzt doppelt so viele Operationen pro Zeitschritt ausf�uhren,meistens ist der Euler-Richardson-Algorithmus aber trotzdem deutlich schnellerals der einfache Euler-Algorithmus, da wir gr�o�ere Zeitschritte �t verwendenk�onnen.Bemerkung: Im Euler-Algorithmus erh�alt man Abweichungen der Ordnung�t2, beim Euler-Richardson-Algorithmus sind die Abweichungen von der Ord-nung �t3.Zur�uck zur Physik. Reibungskr�afte sind geschwindigkeitsabh�angig. F�ur Fl�ussig-keiten und Gase gilt f�ur nicht allzu gro�e Geschwindigkeiten in guter N�aherung~FR = ��m~v ; (2.10)4



wobei die Konstante � von der Geometrie und Masse des K�orpers abh�angt unddie Einheit 1=s besitzt.Die Reibung f�uhrt zu einer wichtigen �Anderung im Vergleich zum idealen frei-en Fall. Nun k�onnen sich die Erdanziehung und Reibung aufheben ! Dies f�uhrtzu einer maximalen Geschwindigkeit ~vmax, die sich leicht aus (2.2) und (2.10)herleiten l�a�t: ~vmax = � g� ~ez : (2.11)

5



2.2 Erste Schritte im Programmieren unter C++Unser erstes Programm soll first.cc hei�en:#include <iostream>int main(){cout << "Ein allererstes Programm in C++\n";}Bemerkungen:1. Jedes C/C++-Programm mu� eine Funktion main enthalten (erkenn-bar an den Argument-Klammern `()'), bei der das Programm startet.2. In C/C++ schlie�t jede Anweisung mit einem `;' ab.3. Bl�ocke (d.h. auch jede Funktion) werden mit geschweiften Klammern`{}' zusammengefa�t.4. Wir wollen hier `nur' etwas anzeigen (eigentlich ist das bereits ziemlichanspruchsvoll). Dazu verwenden wir die C++-Bibliothek iostream:(a) #include <iostream>liest die De�nitionen f�ur diese Bibliothek ein.(b) `<<' leitet alles dahinter auf die Standard-Ausgabe `cout'.(c) Die Anf�uhrungszeichen `""' umschlie�en eine Zeichenkette (String).(d) Das `\n' sorgt f�ur einen Zeilenvorschub. Eine andere h�au�g ver-wendete Kontrollsequenz ist `\t', sie erzeugt einen Tabulator.Dieser Programm-Quelltext mu� nun in eine ausf�uhrbare Datei �ubersetztwerden. Dies wird `Compilieren' genannt und von einem `Compiler' aus-gef�uhrt. Es gibt verschiedene C++-Compiler, die sich in Details (u.a. derProgramm-Optimierung) unterscheiden, aber Standardprogramme alle an-standslos verarbeiten sollten. Wir verwenden den freien Gnu-C++-Compiler.Unser Programm-Quelltext first.cc wird durch folgenden Compiler-Aufruf�ubersetzt: g++ -o first first.cc6



Wir haben nun ein ausf�uhrbares Programm first. Dies kann man wie folgtausf�uhren: ./firstJe nach De�nition des Pfades kann man das `./' auch weglassen und einfachnur `first' eingeben. Hat man alles richtig gemacht, erscheint die folgendeAusgabe: Ein allererstes Programm in C++Weitere Sprachbestandteile von C++ und insbesondere die elementarstenRechenoperationen illustriert das folgende Programm:// Alles, was in der Zeile nach `//' steht, ist ein Kommentar// und wird von dem Compiler ignoriert.#include <iostream>int main(){ // Bis hierher kennen wir das schoncout << 2*3+4 << "\n"; // Eine einfache Berechnung// Das nachgestellte "\n" sorgt// fuer einen Zeilenvorschubcout << (2*3+4)/7 << "\n"; // Hier sieht man, dass die// Berechnung mit ganzen Zahlen// (Integers) ausgefuehrt wirdcout << (2*3+4)/7.0 << "\n"; // Wollen wir hingegen ein Fliess-// komma-Ergebnis, muessen wir das// irgendwie signalisieren - z.B.,// indem wir eine Zahl in Fliess-// kommadarstellung angeben}Die Ausgabe dieses Programms sieht wie folgt aus:1011.42857Damit haben nun auch gesehen: 7



1. Wie man Kommentare mit `//' einf�ugt.2. Das Aneinanderf�ugen mehrerer Ausgabe-Elemente mit `<<'.3. Die Grundrechenarten `+', `-', `*' und `/' kenngelernt.4. Den Unterschied beim Rechnen mit ganzen Zahlen (Integers) und Flie�-kommazahlen.Nun werden wir noch etwas anspruchsvoller: Wir wollen die SummeSN = NXk=1 1k4 (2.12)f�ur N = 100 auswerten. Eine L�osung ist das folgende Programm:#include <iostream>int main(){int N=100; // Wir definieren eine Integer-// Variable "N", die den Wert 100// erhaeltdouble summe=0; // und eine Fliesskomma-Variable// "summe", die den Wert 0 erhaeltfor(int k=1; k<=N; k+=1) // Nun eine Schleife ueber k von 0// bis N in Schritten von 1{double ksq = k*k; // k^2 berechnensumme += 1/(ksq*ksq); // 1/k^4 zu "summe" addieren}cout.precision(11); // Ausgabe auf 11 Stellencout << "Summe = " << summe << "\n"; // das Ergebnis anzeigen}Das Ergebnis lautet dann11N = 100 ist schon eine ziemlich gute Approximation an N = 1, denn S1 = �490 �1; 082323234. 8



Summe = 1.0823229053Und wieder haben wir einiges gelernt:1. Die De�nition von Integer-Variablen mit `int' sowie die von Flie�-komma-Variablen mit `double' (aufgrund der numerischen Stabilit�atverwenden wir grunds�atzlich doppelte Genauigkeit).2. Die Zuweisung von Variablen-Inhalten mit `='.3. Die Addition eines vorgegebenen Wertes zum Variablen-Inhalt mit Hilfevon `+='.4. Den Vergleich von zwei Zahlen mit `<=' (es gibt auch `<', `>', `>=', gleich`==' und ungleich `!=').Achtung: Der Test auf Gleichheit erfolgt mit `==' { `=' bewirkt eineZuweisung !5. Wie man eine Schleife mittelsfor(Initialisierung; Abbruchbedingung; Inkrementierung)konstruiert. Die Schleife wird dabei so lange durchlaufen, bis die `Ab-bruchbedingung' falsch wird.Achtung: In der for-Anweisung kommt nach dem `)' kein Semikolon`;' ! Das w�urde dann als Schleife ohne Kommando interpretiert (istauch manchmal sinnvoll).6. Da� man bei der Berechnung von 1=k4 aufpassen mu�, damit f�ur k > 1nicht 0 herauskommt, d.h. rechtzeitig vom Integer- in den Flie�komma-Datentyp konvertieren mu�.Eigentlich w�urde k2 noch richtig berechnet, wenn wir bis dahin nochInteger-Arithmetik verwenden, aber probieren Sie mal aus, was pas-siert, wenn Sie statt `double ksq = k*k;' schreiben `int ksq = k*k;' !).7. Da� man mit cout.precision(n);die Genauigkeit der Ausgabe ver�andern {und damit auch erh�ohen{kann. 9



3 Schiefer Wurf
θ

z

x

z

v

m g
FR’

0

A3.1 Ein Ball werde in einer H�ohe von z = 1; 6m mit einer Anfangsgeschwin-digkeit j~v0j = 24ms unter einem Winkel � = 45� abgeworfen. L�osenSie die Bewegungsgleichung mit dem Euler-Richardson-Verfahren mit�t = 0; 002s unter Einbeziehung der Erdanziehung (2.2) und ph�ano-menologischen Reibungskraft (3.4) mit C = 10�2m�1 !a. Der Aufschlagszeitpunkt sei gegeben durch z(t) = 0. BestimmenSie Flugstrecke und -zeit und vergleichen Sie diese mit der exaktenL�osung f�ur den Fall ohne Reibung !b. Bestimmen Sie den Ort xmax, zmax des Maximums der Flugbahnund vergleichen Sie diese Koordinaten mit der exakten L�osung f�urden Fall ohne Reibung !A3.2? Nehmen wir an, da� der Ball bei z(t) = 0 elastisch reektiert wird(vz ! �vz). Nach wievielen solchen H�upfern erreicht ein wie in A3.1abgeworfener Ball noch eine H�ohe von 2; 5m, bevor er wieder auf denBoden auftri�t ?A3.3?? Maximieren Sie die Wurfweite (Flugstrecke) durch Variation von � beiansonsten gleichen Bedingungen wie in A3.1 !Um wieviel k�onnen Sie die Wurfweite durch diese Optimierung ver-gr�o�ern ? 10



3.1 Mehr elementare MechanikF�ur den schiefen Wurf betrachten wir die x-z-Ebene. Die L�osung (2.3) f�ur denFall ohne Reibung lautet dannx(t) = x0 + vx;0 t ;z(t) = z0 + vz;0 t� 12 g t2 : (3.1)Hieraus berechnet sich leicht die Zeit t, nach der das Teilchen eine H�ohe z1erreicht: g t = vz;0 +qv2z;0 + 2 g (z0 � z1) : (3.2)Die zugeh�orige Flugstrecke folgt sofort aus (3.1) zu x = x0 + vx;0 t.F�ur das Maximum der Bahn (3.1) folgt mit vz(tmax) = vz;0 � g tmax = 0:tmax = vz;0g ; xmax = x0 + vx;0 vz;0g ; zmax = z0 + v2z;02g : (3.3)In diesem Kapitel wollen wir anstatt des Reibungsgesetzes (2.10) eine andereph�anomenologische Formel verwenden, die f�ur h�ohere Geschwindigkeiten einebessere Beschreibung darstellt:~FR0 = �C m j~vj ~v ; (3.4)wobei auch die Konstante C von der Geometrie und Masse des K�orpers abh�angtund nun die Einheit 1=m besitzt.Eine wichtige Konsequenz der Reibungsraft (3.4) ist eine Kopplung der Bewe-gungsgleichung f�ur die verschiedenen Koordinaten (�uber j~vj) { mit der Reibungs-kraft (2.10) entkoppeln die einzelnen Komponenten der Bewegungsgleichung.Durch Nullsetzen der Summe von (2.2) und (3.4) erhalten wir auch hier einemaximale Geschwindigkeit ~v0max, die nun durch folgenden Ausdruck gegeben ist:v0x;max = v0y;max = 0 ; v0z;max = �r gC : (3.5)
11



3.2 Die n�achsten Schritte mit C++H�au�g brauchen wir elementare Funktionen, wie z.B. in folgendem Beispiel-programm:#include <iostream>#include <cmath> // Zugriff auf mathematische Funktionenconst double Pi = 3.14159265358979323846264;// Pi wird leider nicht von C++ definiertint main(){cout.precision(9);cout << cos(Pi/4) << "\t"<< sin(Pi/4) << "\t"<< 1/sqrt(2) << "\n";cout << cos(Pi/3) << "\t" << sin(Pi/3) << "\n";cout << 1/2.0 << "\t" << sqrt(3)/2 << "\n";}Die Ausgabe dieses Beispiels lautet:0.707106781 0.707106781 0.7071067810.5 0.8660254040.5 0.866025404Diese Ergebnisse sind Ausdruck folgender Identit�atencos 45� = sin 45� = 1p2 ; cos 60� = 12 ; sin 60� = p32 :Bemerkungen:1. Beim Programmieren k�onnen wir nicht die Grad-Schreibweise f�ur tri-gonometrische Funktionen verwenden, sondern m�ussen in Radian um-wandeln, also z.B. cos �4 statt cos 45� schreiben.2. Leider m�ussen wir � von Hand eingeben. Es emp�ehlt sich, diesen Wertals Konstante zu de�nieren. In C++ wird eine solche Konstante wie ei-ne Variable de�niert und initialisiert, nur da� man der Deklaration12



ein `const' voranstellt. Konstante k�onnen nachtr�aglich nicht ver�andertwerden, m�ussen deswegen also auch bei der Deklaration initialisiertwerden. Der Compiler ersetzt beim �Ubersetzen jedes Auftauchen derKonstante direkt durch deren Wert. Obwohl Konstanten also genausowirken, als w�aren sie �uberall eingesetzt, bieten sie doch mehrere Vor-teile:� Weniger Tipparbeit (zumindest manchmal).� Die M�oglichkeit, den Wert der Konstante einfach an einer Stellezu �andern, auch wenn sie mehrfach im Programm verwendet wird.� Bessere Lesbarkeit des Programms, wenn ein bedeutungsvoller Na-me gew�ahlt wird.Man sollte auch nicht einfach eine Variable sondern wirklich `const'f�ur diesen Zweck verwenden, um z.B. das unbeabsichtigte �Andern derKonstante im Programm zu vermeiden.3. Wenn Sie#include <cmath>weglassen, l�auft das Programm vermutlich genauso gut. Sie solltentrotzdem diese De�nitionen einlesen, um sicherzustellen, da� jeder Com-piler das gew�unschte Ergebnis produziert.Ein weiteres Beispiel ist der folgende Primzahlentest:#include <iostream>int main(){for(int num=3; num<100; num+=2){bool isprime = true; // Ein Flag, ob diese Zahl// eine Primzahl istint teiler = 3; // Wir testen Teilerwhile((teiler*teiler <= num) // von 3 bis sqrt(num),&& isprime) // hoeren aber auch auf{ // wenn wir einen Teiler haben13



if(num % teiler == 0) // % ist Modulo-Operation{cout << "\t" << teiler << " teilt " << num << "\n";isprime = false; // doch keine Primzahl}teiler += 2; // Wir testen weder geradeif((teiler % 3) == 0) // noch durch 3 teilbareteiler += 2; // Teiler (ausser 3)}if(isprime) // am Ende wissen wir, obcout << num << " ist prim\n";// die Zahl prim war}}Dieser Test ist zwar keineswegs optimiert, er soll aber auch nur weitereC/C++-Sprachelemente illustrieren:1. Mit `if' kann man Programmteile (Anweisungen) nur dann ausf�uhrenlassen, wenn eine Bedingung erf�ullt ist:if(Bedingung) Anweisungen;Manchmal will man eine Fallunterscheidung machen. Dann mag `else'n�utzlich sein:if(Bedingung) Anweisungen; else Andere Anweisungen;Dies f�uhrt die ersten Anweisungen aus, wenn die Bedingung erf�ullt ist.Ist die Bedingung nicht erf�ullt, werden die Anderen Anweisungen ausdem zweiten Teil ausgef�uhrt.2. Es kann vorkommen, da� die Initialisierung einer Schleife besser vor ihrerfolgt und auch die Inkrementierung nat�urlicher in ihr duchgef�uhrt ist.F�ur diesen Fall bietet die Konstruktion mit `while' eine Alternative zuder mit `for'.while(Abbruchbedingung) Anweisungen;14



f�uhrt die Anweisungen so lange aus, wie die Abbruchbedingung wahrist, ist also �aquivalent zufor(; Abbruchbedingung;) Anweisungen;3. % ist die modulo-Operation f�ur ganze Zahlen, d.h. `a % b' liefert denRest, der bei der ganzzahligen Division `a / b' �ubrig bleibt.4. Ergebnisse von Vergleichen haben den C++-Datentyp `bool'. Ein bool-Datentyp kann nur die Werte `true' (wahr) und `false' (falsch) an-nehmen2.5. Eine logische Und-Verkn�upfung wird mit `&&' durchgef�uhrt.1. Bedingung && 2. Bedingungist nur dann wahr, wenn sowohl die 1. Bedingung als auch die 2. Be-dingung wahr sind.Eine logische Oder-Verkn�upfung wird mit `||' durchgef�uhrt.`!' negiert eine logische Aussage. Also werden z.B. beiif(! Bedingung) Anweisungen;die Anweisungen nur dann ausgef�uhrt, wenn die Bedingung nicht erf�ulltist.

2`true' und `false' werden in C++ durch bestimmte ganze Zahlen de�niert-15



3.3 ProzedurenEinige Beispiele f�ur Prozeduren (auch Funktionen oder Unterroutinen ge-nannt) haben wir bereits kennengelernt: main(), cos(), sin(), sqrt(), ...Das folgende Beispielprogramm de�niert die Fakult�at n! und einen verallge-meinerten Binomialkoe�zienten �xn�:#include <iostream>long factorial(int n){ // Die Fakultaetif(n < 0) // Bei negativem nreturn 0; // mit 0 antwortenlong nfac=1; // nfac auf 1 initialisierenfor(int i=2; i<=n; i++) // Schleife von i=2 bis nnfac *= i; // Produkte sammelnreturn nfac; // Wert zurueckgeben}double binomial(double x, int n){ // verallg. Binomialkoeffizient n aus xif(n < 0) // Bei negativem nreturn 0; // mit 0 antwortendouble res=1; // res auf 1 initialisierenfor(int i=0; i<n; i++) // Schleife von i=0 bis n-1res *= ((x-i)/double(i+1)); // Faktoren sammelnreturn res; // Wert zurueckgeben}int main(){ for(int i=0; i<18; i++) // Die ersten paar i!cout << i << "! = " << factorial(i) << "\n";cout << binomial(12, 6) << "\n"; // Binomialkoeffizientcout << binomial(120, 3) << "\t" // Symmetrie testen<< binomial(120, 117) << "\n";cout << binomial(12.34, 5) << "\n";} 16



Bemerkungen:1. Es ist nicht nur n�utzlich, h�au�g verwendete Programmteile als Pro-zeduren zu programmieren, sondern steigert (zumindest bei l�angerenProgrammen) die �Ubersichtlichkeit.2. Jede Prozedur hat einen R�uckgabewert, der bei ihrer De�nition alsDatentyp vor den Namen gestellt wird. Gibt eine Prozedur keinen Wertzur�uck, sollte sie als `void' deklariert werden.3. Die Argumente einer Prozedur werden von Klammern `()' eingeschlos-sen und durch Kommas `,' getrennt. Der Datentyp jedes Argumentssollte in der De�nition der Prozedur deklariert werden.4. Werte der Argumente werden von einer Prozedur nicht ver�andert.5. Der R�uckgabewert r wird mit `return r;' zur�uckgegeben.6. Der Inhalt der Prozedur steht in geschweiften Klammern `{}'.7. Der Datentyp `long' de�niert eine ganze Zahl mit mindestens sovie-len Stellen wie `int'. Die Fakult�at liefert selbst f�ur kleine Argumenteschnell Ergebnisse au�erhalb des Bereichs ganzer Zahlen. Somit sindm�oglichst viele Stellen n�utzlich.8. `n++' erh�oht den Wert von n um 1, nachdem er ggfs. in einer Berechnungausgelesen wurde. Die Schleife in der Funktion `factorial()' k�onntealso auch wie folgt aussehen:for(int i=2; i<=n; ) nfac *= i++;Allerdings w�are dies deutlich un�ubersichtlicher. Hingegen liefertfor(int i=2; i<=n; ) nfac *= ++i;nicht das gew�unschte Ergebnis, denn `++n' erh�oht den Wert von n um1 und verwendet anschlie�end diesen Wert in der Berechnung.9. `*=' multipliziert den Wert einer Variablen mit dem Ausdruck auf derrechten Seite. 17



10. Man kann sich �uberzeugen, da� der verallgemeinerte Binomialkoe�zi-ent folgende Beziehung zur verallgemeinerten Fakult�at n! = �(n + 1)besitzt:  xn! = �(x+ 1)�(n + 1) �(x� n+ 1) : (3.6)Als physikalische Anwendung wollen wir vielleicht die Erdanziehung (2.2) alleinebzw. unter Einbeziehung der Reibungskr�afte (2.10) und (3.4) als Prozedurenprogrammieren:#include <cmath>const double g=9.80665;const double lambda=0.7;const double C=0.01;double b_frei(double v){ // Freier Fallreturn -g;}double b_lin(double v){ // Reibung nach (2.10)return -g-lambda*v;}double b_quad(double v){ // Reibung nach (3.4)return -g-C*abs(v)*v; // Die Funktion abs() liefert Betrag}3.4 Einfache gra�sche AusgabeWahrscheinlich brennen Sie l�angst darauf, Ihre Ergebnisse endlich auf demBildschirm darzustellen. Am schnellsten geht das mit einem Plot-Programm.Dazu m�ussen aber erst die Ergebnisse in Dateien geschrieben werden. Dasfolgende Programm simuliert eine eindimensionale Bewegung unter Verwen-dung der Unterroutinen aus Kapitel 3.3 und schreibt die Ergebnisse f�ur Zeit18



t und Geschwindigkeit v spaltenweise in eine Ausgabedatei:#include <iostream>#include <fstream>const double deltaT = 0.01;int main(){ofstream datei("v_frei.dat",ios::out); // Ausgabedatei oeffnendouble v=0; // Anfangsgeschwindigkeit 0for(double t=0; t<10.0001; t += deltaT){datei << t << "\t" << v << "\n";double a = b_frei(v); // Euler-Richardson Schrittdouble vmid = v + a*deltaT/2;double amid = b_frei(vmid);double vneu = v + amid*deltaT;v = vneu; // aktuellen Wert uebernehmen}datei.close(); // Datei schliessen (optional)}Zum Befehl, der die Ausgabedatei �o�netofstream datei("v_frei.dat", ios::out);sei hier nur bemerkt, da� `v_frei.dat' der Name der Datei und `datei'ein Objekt ist, das hinterher genau wie `cout' verwendet werden kann. Da-teien werden bei Beendigung des Programmes automatisch geschlossen, imobigen Beispiel k�onnte also die explizite Schlie�anweisung `datei.close();'weggelassen werden.Nehmen wir an, da� wir mit obigem Programm neben `v_frei.dat' auch Da-teien `v_lin.dat' und `v_quad.dat' f�ur die beiden anderen Kr�afte erzeugthaben. Diese Dateien k�onnen nun mit einem Plot-Programm dargestellt wer-den. Wir verwenden als Beispiel gnuplot. Die folgenden Eingaben19



gnuplot> set xlabel "t [s]"gnuplot> set ylabel "v [m/s]"gnuplot> set yrange [-32:0]gnuplot> plot "v_frei.dat" t "Freier Fall" w lgnuplot> replot "v_lin.dat" t "mit (2.10)" w lgnuplot> replot "v_quad.dat" t "mit (3.4)" w lf�uhren zu einer Ausgabe, die ungef�ahr wie folgt aussieht:
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Dabei� setzt `set xlabel' die Bezeichnung der x-Achse,� `set ylabel' die Bezeichnung der y-Achse,� `set yrange' den Bereich auf der y-Achse,� `plot "v_frei.dat"' plottet die Datei `v_frei.dat' mit einem Titel-text (`t') `Freier Fall' und unter Verwendung von Linien (`w l'),� `replot "v_lin.dat"' plottet den zweiten Fall dazu und� `replot "v_quad.dat"' plottet den dritten Fall zu den beiden anderenhinzu. 20



In diesem Beispiel beobachten wir, da� die lineare Reibungskraft (2.10) bereitsdeutlich fr�uher zu merklichen Abweichungen von der reibungsfreien Bewegungf�uhrt als die quadratische (3.4), wie ja auch zu erwarten ist.
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4 Kepler-ProblemeA4.1 Wir betrachten einen Satelliten im Erdumlauf. In diesem Fall ist es be-quem, Abst�ande in Einheiten des Erdradius RE = 6; 37 106m zu messenund die Zeit in Stunden h. Der Wert der Gravitationskonstante G istin diesen Erdeinheiten (EU)G = 6; 67 10�11 m3kg s2  1EU6; 37 106m!3 �3; 6 103 sh�2= 3; 34 10�24 EU 3kg h2 : (4.1)Die Kraft auf den Satelliten ist proportional zu GM , wobei M die Erd-masse ist. Diese berechnen wir zuGM = 3; 34 10�24 EU3kg h2 5; 99 1024kg= 20; 0EU3h2 : (4.2)Wir nehmen ferner an, da� die Reibungskraft proportional zum Qua-drat der Geschwindigkeit des Satelliten ist (3.4). Um in vern�unftigerZeit einen E�ekt zu beobachten, setzen wir f�ur C einen Wert ein, soda� die Reibungskraft ungef�ahr 1=10 der Gravitationskraft betr�agt.W�ahlen Sie Anfangsbedingungen, so da� Sie ohne Luftwiderstand einekreisf�ormige Umlaufbahn erhalten ! Erlauben Sie mindestens einen Um-lauf, bevor Sie den Luftwiderstand `einschalten' ! Beschreiben Sie quali-tativ die �Anderung der Umlaufbahn aufgrund der Reibung ! Wie �andernsich Gesamtenergie und Geschwindigkeit des Satelliten aufgrund derReibung ?A4.2? Wir wollen einen vereinfachten Raketenug in eine Mondumlaufbahnsimulieren. Dazu brauchen wir den MondradiusRM = 1; 738 106m = 0; 27EU ; (4.3)die Masse m des Mondes, bzw. die KombinationGm = 0; 0123GM = 0; 246EU3h2 (4.4)22



und den (mittleren) Abstand Mond-ErdedE�M = 3; 84 108m = 60; 3EU : (4.5)Wir vernachl�assigen die Bewegung von Erde und Mond, nehmen alsoan, da� der Mond an einem festen Punkt im Abstand dE�M von derErde steht.F�ur die Rakete mit Masse mR nehmen wir an, da� wir einen Schubvom Betragj~aj = ���~F ���mR = 150ms2 = 150ms2 1EU6; 37 106m �3; 6 103 sh�2 = 305EUh2 (4.6)nach Belieben ein- und ausschalten k�onnen3. Ferner nehmen wir ver-einfachend an, da� wir die Richtung dieses Schubes in jedem Zeitpunktfrei w�ahlen k�onnen.Starten Sie die Rakete an einem geeigneten Ort senkrecht zur Erd-ober�ache ! Bringen Sie die Rakete durch geeignete Steuerung in einestabile Mondumlaufbahn, d.h. umkreisen Sie den Mond mindestens 10mal ohne Schub anzuschalten !Optimieren Sie Ihre Steuerung so, da� Sie mit einer m�oglichst geringenAntriebszeit hinkommen4 !
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A4.3?? L�osen Sie A4.2, indem Sie bei den Anfangsbedingungen ber�ucksichtigen,da� sich die Erde in 24h einmal um sich selbst dreht (Position von Erdeund Mond seien weiterhin fest) !3Dies entspricht etwa dem maximalen Schub der 1. Stufe einer Saturn V-Rakete.4Eine Saturn V-Rakete hatte eine Gesamtbrenndauer von 0; 29h.23



4.1 Planetare Uml�aufeF�ur die Planetenbahnen gelten die bekannten Keplerschen Gesetze:1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen. Die Sonne steht in einem Brennpunktdieser Ellipsen.2. Die Geschwindigkeit eines Planeten erh�oht sich bei der Ann�aherung an dieSonne so, da� die Verbindungslinie von der Sonne zum Planten gleicheFl�achen in gleichen Zeiten �uberstreicht.3. Die Quadrate T 2 der Umlaufzeiten der Planeten verhalten sich wie diedritten Potenzen a3 der gro�en Bahnhalbachsen (T 2=a3 ist konstant).Die Bewegung der Erde um die Sonne ist ein Bespiel f�ur ein Zweik�orperproblem,bei dem die potentielle Energie nur von der relativen Distanz abh�angt. Ein solchesProblem l�a�t sich durch Einf�uhrung von Schwerpunkt- und Relativkoordinate aufein e�ektives Eink�orperproblem zur�uckf�uhren. Sind m und M die Massen derbeiden K�orper, so tritt hierbei die reduzierte Masse� = M mm+M (4.7)auf. Die Masse der Erde m = 5; 99 1024kg ist viel kleiner als die Masse der SonneM = 1; 99 1030kg. Man kann deswegen f�ur die meisten praktischen Anwendungendie reduzierte Masse des Sonne-Erde Systems durch die der Erde alleine n�ahern� = m und die Sonne als station�ar annehmen.Ein K�orper der Masse M zieht einen anderen K�orper der Masse m mit derGravitationskraft an: ~F = �GM mr3 ~r : (4.8)Hierbei ist r der Vektor, der von M nach m zeigt, und r = j~rj = p~r � ~r dessenL�ange. F�ur den Wert der Gravitationskonstanten G verwenden wirG = 6; 67 10�11 m3kg s2 : (4.9)Das Kraftgesetz (4.8) ist ein Beispiel f�ur eine Zentralkraft, bei der die potentielleEnergie V nur von dem Abstand ~r abh�angt. Bei Zentralkr�aften ist der Drehimpuls~L = ~r � ~p (4.10)24



(~p = m~v) erhalten. Man kann deswegen das Koordinatensystem so w�ahlen, da�~L in z-Richtung zeigt: ~L = ���~L���~ez. Die Bewegung verl�auft dann in der x-y-Ebene.Wir wollen deswegen die Planetenbewegungen grunds�atzlich als zweidimensionalansehen und die z-Koordinate nicht betrachten.Ist der K�orper mit der Masse M fest, so ist die GesamtenergieE = m v22 � GMr ! : (4.11)Aus dem Kraftgesetz (4.8) folgt mit (2.1) die Bewegungsgleichungd2dt2 ~r = �GMr3 ~r : (4.12)Diese Bewegungsgleichung l�a�t sich bekanntlich geschlossen l�osen. Man �ndetim allgemeinen Kegelschnitte und f�ur E < 0 Ellipsen (1. Keplersches Gesetz).H�au�g k�onnen die Planetenbahnen gut durch Kreisbahnen approximiert werden.So schwankt z.B. der Abstand Erde-Sonne lediglich um 1-2%. Wir wollen deswe-gen kurz Kreisbahnen betrachten. Man �uberzeugt sich leicht, da� in diesem Fallder Betrag der Beschleunigung ����� d2dt2 ~r ����� = v2r (4.13)ist. Durch Einsetzen in (4.12) �ndet man damitv = sGMr : (4.14)F�ur die Umlaufdauer T = 2� rv folgt alsoT 2 = 4�2GM r3 : (4.15)Diese Beziehung ist die Aussage des 3. Keplerschen Gesetzes f�ur den speziellenFall einer Kreisbahn, wobei der Radius r gleich der gro�en Halbachse a ist.Die Bewegungsgleichung (4.12) ist ein Spezialfall der gekoppelten Bewegungs-gleichungen f�ur N K�orper der Massen mi, die miteinander gravitativ wechselwir-ken: d2dt2 ~ri = �G NXj=1j 6=i mj ~ri � ~rjj~ri � ~rjj3 : (4.16)25



4.2 Einheiten im SonnensystemF�ur eine numerische L�osung emp�ehlt es sich grunds�atzlich, an das Problemangepa�te Einheiten zu verwenden. Bei einem Zentralkraftproblem sollten dieseso gew�ahlt werden, da� der Zahlenwert von GM in der N�ahe von 1 liegt. ZurBeschreibung des Sonnensystems verwendet man als L�angeneinheit die astrono-mische Einheit (AU), die gleich der gro�en Halbachse der Erdumlaufbahn (d.h.im wesentlichen deren mitteleren Radius) gesetzt wird:1AU = 1; 496 1011m : (4.17)Als Zeiteinheit verwendet man das Jahr, 1 yr � 3; 15 107s. Nun kann man leichtdie dem 3. Keplerschen Gesetz entsprechende Beziehung (4.15) nach dem Pro-dukt von Gravitationskonstante und Sonnenmasse au�osen:GM = 4�2 AU 3yr2 : (4.18)
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4.3 VektorenBei der numerischen L�osung der Bewegungsleichungen (4.12) und (4.16) ist esbequemer, mit Vektoren zu arbeiten, als wie z.B. im Kapitel 3 f�ur jede Kom-ponente eine eigene Variable zu verwenden. Wir verwenden dazu C-Arrays5.Zur Illustration diene das folgende Programm, das in drei Dimensionen dasKreuzprodukt (vgl. die De�nition des Drehimpulses (4.10)) und das Skalar-produkt implementiert:#include <iostream>const int dim=3; // Nur Dimension 3double skalar(double a[dim], double b[dim]){ // Skalarprodukt der Vektoren a und bdouble summe=0;for(int i=0; i<dim; i++)summe += a[i]*b[i];return summe;}void kreuz(double a[dim], double b[dim], double r[dim]){ // r = a x bfor(int k=0; k<dim; k++){ // Schleife ueber Zielkomponentenint i = (k+1) % dim;int j = (k+2) % dim;r[k] = a[i]*b[j] - b[i]*a[j];}}5C++ stellt eine vector-Klasse zur Verf�ugung, die f�ur echte Vektoren vorzuziehenw�are. Wir verwenden sie aber nicht, da wir mit C-Arrays einfacher zu mehr als einemIndex �ubergehen k�onnen.
27



int main(){double e1[dim] = {1, 0, 0}; // 1. Einheitsvektordouble e2[dim] = {0, 1, 0}; // 2. Einheitsvektordouble a[dim] = {2, -3, -4}; // a definieren und initialisierendouble b[dim] = {6, 5, 1}; // b definierendouble r[dim]; // r definieren, aber nicht// initialisierencout << "e1 * e2 = " << skalar(e1, e2) << "\n";cout << "e1 * b = " << skalar(e1, b) << "\n";cout << "a * b = " << skalar(a, b) << "\n";kreuz(e1, e2, r);cout << "e1 x e2 = [" << r[0] << ", " << r[1]<< ", " << r[2]<<"]\n";kreuz(a, b, r);cout << "a x b = [" << r[0] << ", " << r[1]<< ", " << r[2]<<"]\n";cout << "(a x b) * (a x b) = " << skalar(r, r) << "\n";}Dieses Programm gibt folgende (nicht sehr tiefsch�urfende) Ergebnisse aus:e1 * e2 = 0e1 * b = 6a * b = -7e1 x e2 = [0, 0, 1]a x b = [17, -26, 28](a x b) * (a x b) = 1749Damit haben wir prim�ar folgendes f�ur den Umgang mit Vektoren illustriert:1. Ein Vektor wird �uber Datentyp Name[n];deklariert. Dabei mu� die Dimension n eine ganze Zahl sein, die aberz.B. auch als `const int' de�niert sein kann.2. In C/C++ fangen die Indizes von Vektoren (und Arrays) bei 0 an,laufen also bis n� 1, wenn n die Dimension ist.28



3. Name[i]bezeichnet das ite Element eines Vektors mit dem angegebenen Namen.Ein solcher Ausdruck kann genauso wie ein einfacher Variablennamedes gleichen Datentyps verwendet werden.4. Vektoren k�onnen bei der Deklaration komplett initialisiert werden. Da-zu werden die Werte f�ur die einzelnen Elemente nacheinander durchKommas `,' getrennt in geschweiften Klammern `{}' angegeben.Achtung: Die Anzahl der bei der Initialisierung angegebenen Wertemu� nicht (sollte aber in der Regel) mit der L�ange des Vektors �uber-einstimmen.5. Der Compiler reserviert bei der Deklaration ausreichend Speicherplatzf�ur alle Elemente, die Dimension ist danach nicht ver�anderbar. DieElemente werden in aufsteigender Reihenfolge abgelegt.6. Der Name des Arrays zeigt auf die Startadresse des Arrays, d.h. aufdas erste (mit 0 indizierte) Element. Im obigen Beispielprogramm siehtdas f�ur die Vektoren a und b wie folgt aus:
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17. Bei einem Funktionsaufruf wird nur der Name des Arrays �ubergeben.Die Prozedur erh�alt damit nur den Zeiger auf den Speicherplatz, dieeinzelnen Elemente des Arrays werden bei der �Ubergabe nicht kopiert.8. Bei der Deklaration einer Prozedur m�ussen den Namen der Arrayseckige Klammern `[]' nachgestellt werden, damit diese erkannt wer-den. Die Dimension eines Vektors kann an dieser Stelle weggelassenwerden und wird, falls angegeben, tats�achlich vom Compiler ignoriert.Wir h�atten also die Prozedur f�ur das Skalarprodukt auch wie folgt de-klarieren k�onnen: 29



double skalar(double a[], double b[])9. Da bei einem Funktionsaufruf nur der Zeiger auf den Speicherplatz�ubergeben wird, kann die Prozedur den Inhalt des Arrays ver�andern {im Gegensatz zu `normalen' Variablen, die als Kopie �ubergeben wer-den und deren Wert an der aufrufenden Stelle also von der Unterrou-tine nicht direkt ge�andert werden kann. Dies nutzen wir in der Proze-dur `kreuz' aus, um den Wert des Kreuzproduktes in dem Vektor `r'zur�uckzugeben6.Achtung: Hat ein Array bei einem Funktionsaufruf noch keinen sinn-vollen Inhalt, so mu� es doch vor dem Aufruf deklariert werden, damitder n�otige Speicher reserviert wird.

6Die R�uckgabe kompletter Arrays aus Prozeduren mittels `return' ist nicht m�oglich.30



4.4 Ein Programm f�ur unser SonnensystemAls Beispiel sei hier ein Programm kepler.cc angegeben, das die Bewe-gungsgleichung (4.16) mit dem Euler-Richardson-Algorithmus (2.8,2.9) f�urN = nobj K�orper l�ost, von denen aktZahl aktualisiert werden (d.h. nobj�aktZahl K�orper werden festgehalten)7. Zuerst kommen einige De�nitionen:const double Pi = 3.14159265358979323846264;const int rdim = 2; // 2 raeumliche Dimensionenconst int nobj = 3; // Die Anzahl der Objektedouble Gm[nobj] = { // Die Produkte G m in AU4*Pi*Pi, // Sonne0.000119, // Erde0.037789 // Jupiter};const int aktZahl = 2; // Zahl der zu aktualisiernden// Koerperint akt[aktZahl] = {1, 2}; // und deren Indizeschar *name[aktZahl] = { // die "Datei"-Namen"erde.dat", "jupiter.dat" }; // dazudouble r0[nobj] = {0, 1, 5.2}; // Bahnradien von Sonne, Erde, Jupiterconst double deltaT = 0.005; // Die Schrittweiteconst double Tgesamt = 10*11.86; // 10 Jupiter-UmlaeufeNeu sind hier zwei Kleinigkeiten:1. Der C/C++-Datentyp `char', der f�ur Zeichen steht (eine Zeichenketteist ein Array von Zeichen).7Eine erweiterte Version des Quellcodes steht auf der Kurs-Homepage zum Downloadzur Verf�ugung.C++-Kenner m�ogen den C-artigen Stil verzeihen. Wenn man C++ gut beherrscht, gehtes sicher eleganter, aber wir wollen schnell zu Ergebnissen kommen.31



2. Das `*' vor dem Variablennamen signalisiert einen Zeiger auf Daten desangegebenen Typs. Hier verwenden wir es, um ein Array zu de�nieren,das mehrere Zeichenketten enth�alt.Als n�achstes kommt die erste Prozedur des eigentlichen Programms. Sie be-rechnet die Beschleunigung, die der K�orper i nach (4.16) durch die anderenerf�ahrt:#include <cmath>void beschl(int i, double r[nobj][rdim], double b[rdim]){double rij[rdim];double rabs, temp;for(int n=0; n<rdim; n++) // b auf Nullb[n] = 0; // initialisierenfor(int j=0; j<nobj; j++) // Schleife ueber alleif(j != i) // ANDEREN Objekte{ temp = 0; // temp auf Null initialisierenfor(int n=0; n<rdim; n++){ rij[n] = r[i][n] - r[j][n]; // Differenzvektor bestimmentemp += (rij[n]*rij[n]); // Quadrat in temp}rabs = sqrt(temp); // Wurzel ziehentemp *= rabs; // davon die 3. Potenz in tempfor(int n=0; n<rdim; n++) // Schliesslich zu b addierenb[n] -= (Gm[j]*rij[n])/temp;}}Hier tauchen nun erstmalig Arrays mit mehreren Indizes auf. Diese werdenmit mehreren eckigen Klammern `[]' angegeben (eine Trennung durch Kom-mas ist nicht zul�assig !). Damit die Prozedur korrekt mit den Arrays umgehenkann, m�ussen alle Dimensionen (mit Ausnahme der ersten) bei der Dekla-ration angegeben werden. Statt `double r[nobj][rdim]' d�urfte man also32



auch `double r[][rdim]' verwenden, das `rdim' darf aber nicht auch nochweggelassen werden.Die Prozedur beschl() wird von der n�achsten verwendet, die einen Euler-Richardson-Schritt mit �t = deltaT nach (2.8) und (2.9) implementiert:void eulerRichardson(double r[nobj][rdim],double v[nobj][rdim], double deltaT){double be[aktZahl][rdim], bmid[aktZahl][rdim];double rmid[nobj][rdim], vmid[nobj][rdim];for(int i=0; i<aktZahl; i++) // Erst einmal allebeschl(akt[i], r, be[i]); // Beschleunigungen berechnenfor(int i=0; i<nobj; i++)for(int n=0; n<rdim; n++){ // Sicherheitshalberrmid[i][n] = r[i][n]; // r undvmid[i][n] = v[i][n]; // v in rmid und vmid} // kopierenfor(int i=0; i<aktZahl; i++) // Dann ein Euler-Schrittfor(int n=0; n<rdim; n++) // mit deltaT/2{rmid[akt[i]][n] += v[akt[i]][n]*deltaT/2;vmid[akt[i]][n] += be[i][n]*deltaT/2;}for(int i=0; i<aktZahl; i++) // Beschleunigungen nochbeschl(akt[i], rmid, bmid[i]); // einmal berechnenfor(int i=0; i<aktZahl; i++) // Und schliesslichfor(int n=0; n<rdim; n++) // der Schritt ueber deltaT{ // unter Verwendung vonr[akt[i]][n] += vmid[akt[i]][n]*deltaT; // vmidv[akt[i]][n] += bmid[i][n]*deltaT; // und bmid}} 33



Hier sei nur darauf hingewiesen, da� z.B. bei dem ersten Aufruf von beschl(),durch das Argument `be[i]' ein Zeiger auf ein Array mit einem Index wenigerals be �ubergeben wird, also ein Vektor.Schlie�lich kommt das Hauptprogramm:#include <iostream>#include <fstream>int main(){double r[nobj][rdim], v[nobj][rdim];ofstream ausgabe[aktZahl];for(int i=0; i<aktZahl; i++) // Ausgabedateien oeffnenausgabe[i].open(name[i], ios::out);for(int i=0; i<nobj; i++) // Initialisierung{r[i][0] = r0[i]; // x-Koordinate von rr[i][1] = 0; // y-Koordinate auf 0v[i][0] = 0; // Anfangsgeschwindigkeitif(! i) // so, dass es eine Kreis-v[i][1] = 0; // bahn um die Sonne gibtelsev[i][1] = sqrt(Gm[0]/r0[i]);}for(double t=0; t<=Tgesamt; t += deltaT){eulerRichardson(r, v, deltaT); // Zuerst ein Euler-// Richardson-Schrittfor(int i=0; i<aktZahl; i++) // Dann die x-ausgabe[i] << r[akt[i]][0] // und y-Koordinaten<< "\t" // ausgeben<< r[akt[i]][1] << "\n";} 34



for(int i=0; i<aktZahl; i++)ausgabe[i].close(); // Ausgabedateien schliessen}In diesem Programmteil wird ein Array von Ausgabedateien angelegt, damitdie Bahnkurven der sich bewegenden K�orper in separate Ausgabedateiengeschrieben werden k�onnen { im Beispiel in `erde.dat' und `jupiter.dat'.Das Hauptprogramm initialisiert zuerst Ort und Geschwindigkeit unter Verwen-dung von (4.14) so, da� sich unter Vernachl�assigung der Wechselwirkung zwi-schen K�orpern i und j mit i; j > 0 Kreisbahnen um den K�orper i = 0 bei ~r0 = 0ergeben w�urden (im Beispiel die Sonne). Dann wird f�ur einige Zeit die Bewegungder ausgew�ahlten K�orper simuliert.Wird die Schrittweite �t zu klein gew�ahlt, wird ein K�orper nach au�en wegge-schleudert. Dies wird besonders augenf�allig, wenn man z.B. anstelle des Euler-Richardson-Algorithmus (2.8,2.9) das einfache Euler-Verfahren (2.7) mit demgleichen �t verwendet. Die Tatsache, da� der K�orper nach au�en wegiegt, istanschaulich einsichtig, da die lineare bzw. quadratische Approximation an dieBahnkurve in jedem Fall deren Kr�ummung untersch�atzt.
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5 Dreik�orperproblemA5.1 Wir betrachten das System Erde-Mond und w�ahlen ein Koordinatensy-stem, dessen Ursprung im Erdmittelpunkt liegt. Die potentielle Energieeiner ProbemassemP ist dann entlang der Erde-Mond VerbindungslinieV (r) = �GM mPr � GmmPdE�M � r : (5.1)a. Verwenden Sie Java, um V (r)=mP von der Erd- bis zur Mond-ober�ache in Schritten von 0; 1EU auszugeben !b. Bestimmen Sie auf dieser Linie die Position rmax des Maximumsvon V (d.h. die Potentialschwelle, die es beim Mondug zu �uber-winden gilt) !Zur Erinnerung:RE = 1EU , RM = 0; 27EU, dE�M = 60; 3EU ,Erde: GM = 20; 0EU3=h2, Mond8: Gm = 0; 246EU3=h2.A5.2 Die Informationen von A5.1 sollen nun gra�sch dargestellt werden.Verwenden Sie 15 Pixel f�ur 1EU !a. �O�nen Sie ein Fenster der Gr�o�e 930� 300 mit wei�em Hinter-grund !b. Malen Sie an dessen linken Rand in der Mitte einen ausgef�ulltenblauen Kreis, der die Erde ma�stabsgerecht darstellt !c. Zeichen Sie an den rechten Rand in der Mitte einen ausgef�ulltengelben Kreis, der den Mond ma�stabsgerecht darstellt !d. Schreiben Sie jeweils dar�uber in Schwarz an den oberen Rand desFensters die Texte `Erde' bzw. `Mond'.e. Plotten Sie zwischen den beiden Kreisen gr�un das Potential (5.1)unter Verwendung einer geeigneten Skala f�ur V !f. Zeichen Sie um das Maximum von V einen roten Kreis mit einemDurchmesser von 7 Pixeln !8Dieser Zahlenwert war leider in einer fr�uheren Version des Skriptes um den Faktor 10zu gro�. 36



A5.3?? Programmieren Sie ausgehend von dem Programm aus A5.2 eine Ani-mation des Raketenugs zum Mond nach A4.2 bzw. A4.3 !A5.4 Simulieren Sie die Bewegung des Dreik�orper-Systems Sonne-Erde-Mondund stellen Sie die Bewegung der drei K�orper gra�sch dar ! SetzenSie zu Beginn die Sonne mit ~v0 = 0 ins Zentrum ~r0 = 0, l�osen aberanschlie�end auch ihre Bewegungsgleichung ! W�ahlen Sie die �ubrigenAnfangsbedingungen so, da� die Erde eine Kreisbahn um die Sonne be-schreibt und der Mond eine Kreisbahn um die Erde ausf�uhrt.Zahlenwerte (in astronomischen Einheiten):Abstand Sonne-Erde: rE = 1AU , (vgl. (4.17))Abstand Erde-Mond: dE�M = 2; 57 10�3AUSonnemasse: GM = 4�2 AU3yr2 (vgl. (4.18))Erdmasse: GmE = 1; 19 10�4 AU3yr2Mondmasse: GmM = 1; 46 10�6 AU3yr2A5.5? Erweitern Sie das Programm aus A5.4 so, da� Sie 3 Ansichten haben:a. Das Gesamtsystem Sonne-Erde-Mond,b. das System Erde-Mond im Ruhesystem der Erde (damit man dieBewegung des Mondes genau verfolgen kann) undc. die Sonne, bzw. deren Schwerpunkt (damit man die Bewegung derSonne verfolgen kann, bzw. den Anteil, der durch die Erde undden Mond verursacht wird).Zahlenwerte zur ma�stabsgerechten Darstellung:Sonnenradius: RS = 4; 65 10�3AUErdradius: RE = 4; 26 10�5AUMondradius: RM = 1; 61 10�5AU
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5.1 Ganz grundlegende Bemerkungen zu JavaJava ist C bzw. C++ sehr �ahnlich, so da� wir viel von dem bisher Gelernteneinfach �ubertragen k�onnen. Leider gibt es im Detail aber auch einige Un-terschiede, wie wir bereits in unserem ersten Beispiel sehen werden. AndereKonstruktionen gibt es im Prinzip auch in C++, nur haben wir sie bishernoch nicht kennengelernt.Zuerst betrachten wir eine Java-Variante des ersten Programms aus Kapitel2.2. Das Programm soll first.java hei�en:public class first {public static void main(String[] args){System.out.println("Ein allererstes Programm in Java");}}Auch in Java mu� der Programm-Quelltext compiliert werden. Das Kom-mando f�ur den Compiler-Aufruf hei�t nun:javac first.javaNun haben wir eine Datei first.class. Allgemeiner erzeugt javac aus einerDatei `Name.java' eine Datei `Name.class'. Dieses Java-Programm kannman wie folgt ausf�uhren: java firstNun sollte in der Konsole die folgende Ausgabe erscheinen:Ein allererstes Programm in JavaJava hat einen fundamentalen Unterschied zu C/C++ und anderen Compi-lern. So erzeugt C/C++ ein Programm (z.B. first), das von dem Prozessordes Computers direkt ausgef�uhrt wird:
Computer

Prozessor

Programm

C/C++:
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Java hingegen erzeugt einen speziellen Bytecode (z.B. first.class), zudessen Ausf�uhrung ein weiteres Programm, eine Virtuelle Java-Maschineben�otigt wird. Das Kommando java ruft die Virtuelle Java-Maschine auf,die dann den Bytecode interpretiert und ausf�uhrt:

Computer

Prozessor

Virtuelle Java−Maschine

Java:

Programm

Diese Konzeption mit einer virtuellen Maschine und einem Bytecode hatverschiedene Vorteile, so z.B.:1. Portabilit�atIst er einmal auf einem Entwicklungsrechner erzeugt worden, kann derBytecode auf jede beliebige Plattform kopiert werden (vorausgesetzt esgibt dort eine Virtuelle Java-Maschine) und verh�alt sich immer gleich.Es gibt f�ur Java auch verschiedene Schnittstellen, die die gleiche Por-tabilit�at besitzen.So gibt es Pakete, die einen einfachen und Betriebssystemunabh�angi-gen Zugri� auf Gra�k erm�oglichen. Der einfache Zugri� auf Gra�k istauch der Hauptgrund, warum wir uns hier mit Java besch�aftigen { inKapitel 5.4 wird das Abstract Window Toolkit eingef�uhrt.2. SicherheitDer Java-Bytecode besitzt keinen direkten Zugri� auf den Computer,sondern l�auft in einer Art Sandkasten. Die virtuelle Maschine kanndann so eingestellt werden, da� sie den Zugri� auf bestimmte Kompo-nenten des Systems (wie z.B. Dateien) einschr�ankt oder ganz verbietet.Diese beiden Punkte sind besonders im Zusammenhang mit Internet undWWW wichtig. Internet und WWW sind somit sicher auch ein wichtigerGrund f�ur die Popularit�at der verschiedenen Java-Varianten.39



Neben den erw�ahnten Vorteilen hat Java aber auch einen gravierenden Nach-teil:1. E�zienzDas Interpretieren des Bytecodes ist im Regelfall (deutlich) langsa-mer als die direkte Ausf�uhrung eines vergleichbaren Programmes vondem Prozessor. Auch ist Java nicht f�ur die Ausnutzung aller System-Resourcen (z.B. Speicher) gedacht.Rechen- oder Speicher-intensive Programme, d.h. L�osungen f�ur numerischanspruchsvolle Probleme, werden deswegen besser nicht in Java, sondern z.B.in C++ geschrieben. Dies ist auch der Grund, warum wir nicht gleich mitJava, sondern zuerst mit C/C++ angefangen haben.Zur Illustration der Gemeinsamkeiten und Unterschiede von C/C++ undJava betrachten wir folgende L�osung von A2.2 in Java:public class a2_2 { // Die Datei MUSS a2_2.java heissenfinal static double deltaT = 0.0001; // Diese Zahlen koennenfinal static double g=9.80665; // vom Programm nichtfinal static double z0=20, v0=0; // geaendert werdenpublic static void main(String[] args) // Das Hauptprogramm MUSS so{ // deklariert werdendouble v = v0;double z = z0;System.out.println("t\tz (exakt)\tz (Euler)\tDifferenz");// Ausgabe einer Kopfzeilefor(double t=0; t<=2; t += deltaT) // In Java funktioniert diese{ // Abbruchbedingung wie gewuenschtdouble zexakt = z0-1/((double) 2) // Achtung mit Datentyp !*t*t*g; // Glg. (2.3)System.out.println(t + "s\t" + zexakt + "m\t" + z + "\t"+ (1000*(z-zexakt)) + "mm");// Ausgabe der Ergebnissez += v*deltaT; // Glg. (2.7)v -= g*deltaT; // (Euler-Schritt)40



}}}Java-spezi�sche Konstruktionen sind:1. Eine Ausgabe auf die Konsole erfolgt mitSystem.out.println(Ausgabe);Dies gibt eine Zeile aus, erzeugt also automatisch nach der Ausgabeeinen Zeilenvorschub (`System.out.print(Ausgabe);' erzeugt keinenZeilenvorschub).2. Verschiedene Ausgabe-Elemente werden mit `+' aneinander geh�angt.3. Die explizite Umwandlung eines Datentyps erfolgt mit `('Typ`)' { imBeispiel macht `((double) 2)' aus der ganzen Zahl 2 eine Flie�komma-zahl. Diese Konstruktion unterscheidet sich etwas von der in Anhang Bvorgestellten C++-Variante, ist aber mit mit der C-Konvention iden-tisch, kann also auch in C++ verwendet werden.4. Bei der Deklaration �ubernimmt `final' in etwa die Rolle, die `const'in C++ spielt (in Java gibt es letzeres nicht).Die Bedeutung von `String[] args' illustriert folgendes Programmpublic class argumente { // Die Datei MUSS argumente.java// heissenpublic static voidmain(String[] args) // args ist ein Array von Zeichenketten{for(int i=0; i<args.length; i++) // args.length enthaelt AnzahlSystem.out.println((i+1) + ". Argument: "+ args[i]); // i-tes Argument ausgeben}}Ein Aufruf nach dem Compilieren z.B. mitjava argumente 1 Zwei C41



sollte selbsterkl�arend sein.Dann sind da nat�urlich noch die Deklarationen `public', `class' und `static',deren Bedeutung in Kapitel 5.3 erkl�art wird.5.2 Arrays in JavaZur Illustration von Besonderenheiten beim Umgang mit Arrays in Java dienefolgendes Fragment des Programmes kepler.java9, das einen Euler-Schrittmit �t = deltaT nach (2.7) implementiert:public void euler(double[][] r, double[][] v, double deltaT){double[][] be = new double[aktZahl][v[0].length];for(int i=0; i<aktZahl; i++) // Zuerst alle benoetigtenbeschl(akt[i], r, be[i]); // Beschleunigungen berechnenfor(int i=0; i<aktZahl; i++) // Dann diefor(int n=0; n<v[0].length; n++){r[akt[i]][n] += v[akt[i]][n]*deltaT; // Orte undv[akt[i]][n] += be[i][n]*deltaT; // Geschwindigkeiten} // aktualisieren}1. Ein Array wird �uber Datentyp[]...[] Name;deklariert. Die Anzahl der eckigen Klammern gibt die Anzahl der In-dizes an.2. Zur Erzeugung eines Arrays wird `new' verwendet:new Datentyp[n1]...[nr]9Der vollst�andige Quellcode steht auf der Kurs-Homepage zum Download zurVerf�ugung. 42



n1 bis nr legen hierbei die Gr�o�e fest und m�ussen ganzzahlige Ausdr�uckesein. Deklaration und Erzeugung k�onnen zusammengefa�t werden (sie-he obiges Beispiel).3. Die Anzahl der Elemente eines Arrays wird gespeichert und kann mit`Name.length' abgefragt werden. Diese Speicherung der Elementzahlhat zur Folge, da�:a. Dimensionen von Arrays bei Prozeduren nicht deklariert werdenm�ussen (und auch nicht d�urfen).b. Java die Einhaltung der Array-Grenzen zur Laufzeit testen kannund dies auch tut.Im �Ubrigen (Indizierung von 0 bis n� 1, Initialisierung bei Deklaration mit`{ Werte }', ...) verhalten sich Java-Arrays wie die bekannten C-Arrays.Folgende Hinweise w�aren noch zu anderen Teilen von kepler.java zu er-g�anzen:1. Mathematische Funktionen geh�oren zur Klasse Math und werden z.B.mit `Math.sqrt()', `Math.cos()' und `Math.sin()' aufgerufen.2. Die Klasse Math enth�alt auch die Konstante � als `Math.PI'.
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5.3 Objektorientierte ProgrammierungIn C++ kann man objektorientiert programmieren (auch wenn wir dies bis-her nicht wirklich getan haben), in Java f�uhrt kein Weg daran vorbei. Dieswar bereits daran zu erkennen, da� Programme jeweils als Klassen deklariertwerden mu�ten. Ganz o�ensichtlich wird die Objektorientierung, sobald manGra�k verwendet. Deswegen schieben wir an dieser Stelle eine kurze Diskus-sion der Objektorientierung ein.5.3.1 Klassen und ObjekteEine Klasse ist ganz allgemein ein Bauplan f�ur die Erzeugung von konkretenAuspr�agungen von Dingen, die allgemeing�ultig beschrieben werden k�onnen.Die Auspr�agungen einer Klasse werden alsObjekte bzw. Instanzen bezeichnet.Eine Klasse besteht aus Attributen (Variablen) und Funktionen, welche denProzeduren entsprechen.Hier verwenden wir folgenden allgemeinen Aufbau einer Klasse10:[Modi�zierer] class Klassenname[extends Basisklasse] {AttributdeklarationenFunktionsdeklarationen}Die Einheiten in eckigen Klammern sind optional. Die Modi�zierer schr�ankendie Verwendung der Klasse ein; die Basisklasse ist die Klasse, von der die neude�nierte Klasse bei Vererbung (siehe Kapitel 5.3.3) abgeleitet wird.Jede Quelldatei sollte nur eine Klassende�nition enthalten. Der Name derDatei mu� (abgesehen von der Endung `.java') mit dem Namen der Klasseidentisch sein. Sollten mehrere Klassen in einer Datei de�niert sein, so darfnur eine den Modi�zierer `public' besitzen { diese Klasse bestimmt dannden Dateinamen.Eine Instanz einer Klasse wird erzeugt, indem eine Variable vom Typ derKlasse deklariert wird (Klassen sind Datentypen !) und anschlie�end mit Hilfedes Operators `new' ein neu angelegtes Objekt dieser Variablen zugewiesenwird:10Zus�atzlich zu dem angegebenen Aufbau kann eine Klasse auch Schnittstellenimplementieren. 44



Klasse Variable = new Klasse();Dabei ist `Klasse();' eine spezielle Funktion (der Konstruktor), mit derenHilfe Speicherplatz f�ur ein neues Objekt vom Typ `Klasse' reserviert undinitialisiert wird. Die Variable enth�alt dabei nur einen Zeiger auf den Spei-cherplatz, in dem das neue Objekt abgelegt wurde.Auf Attribute oder Funktionen wird mit Hilfe der Punktnotation zugegri�en:Zeiger.AttributZeiger.Funktion()5.3.2 FunktionenOperationen auf Objekten werden mit Funktionen ausgef�uhrt. Funktionenk�onnen nur innerhalb von Klassen de�niert werden. Die De�nition von Funk-tionen ist aber sonst fast mit der aus C/C++ bekannten Struktur identisch.Bemerkung: Innerhalb von Funktionen kann man Objekte und andere kom-plexe Datenstrukturen mittles `new' erzeugen. Der Zeiger auf dieses Objektkann dann mit `return' zur�uckgegeben werden. Damit kann man z.B. dieKreuzprodukt-Funktion aus Kaptitel 4.3 eleganter implementieren:double[] kreuz(double[] a, double[] b){if((a.length != 3) || (b.length != 3)){System.out.println("Dimensionsfehler in kreuz()");double[] r = new double[0]; // Leeren Vektor anlegenreturn r; // und zurueckgeben}double[] r = new double[3]; // Vektor r neu anlegenfor(int k=0; k<3; k++){ // Schleife ueber Zielkomponentenint i = (k+1) % 3, j = (k+2) % 3;r[k] = a[i]*b[j] - b[i]*a[j];}return r; // Zeiger zurueckgeben} 45



`this' ist ein Zeiger, der auf das aktuelle Objekt verweist. Er wird von Funk-tionen verwendet, um auf Elemente der eigenen Klasse zuzugreifen, die eige-ne Instanz als Wert zur�uckzugeben oder sie als Argument beim Aufruf vonFunktionen anderer Klassen zu �ubergeben.5.3.3 Konstruktoren und VererbungKonstruktoren sind spezielle Funktionen, die bei der Erzeugung eines Objek-tes aufgerufen werden und der Initialisierung dienen. Ein Konstruktor hatden gleichen Namen wie die Klasse und besitzt keinen R�uckgabetyp. DerCompiler baut einen Standardkonstruktor ein, sofern kein Konstruktor ex-plizit deklariert ist.Vererbung ist ein Mechanismus, der es erlaubt, neue Klassen als Erweite-rungen bereits vorhandener Klassen zu de�nieren. Um eine neue Klasse auseiner bestehenden abzuleiten, wird das Schl�usselwort `extends' in der class-Deklaration verwendet. Die neue Klasse ist eine Subklasse der anderen Klasse(Superklasse) und �ubernimmt automatisch alle deren Attribute und Funk-tionen mit Ausnahme der Konstruktoren. Innerhalb eine Konstruktors derSubklasse kann der Konstruktor der Superklasse mittels `super()' als ersteAnweisung aufgerufen werden. Fehlt ein solcher Aufruf, setzt der Compilerautomatisch ein `super()' ohne Parameter ein (was nat�urlich zu Fehlernf�uhren kann).5.3.4 Modi�ziererDer Modi�zierer `final' wurde bereits in Kapitel 5.1 erw�ahnt. Wir ben�otigenzwei weitere wichtige Modi�zierer:Mit `static' k�onnen Attribute und Funktionen deklariert werden, deren Nut-zung nicht an die Existenz von Objekten gebunden ist. Von als `static' de-klarierten Variablen existiert w�ahrend der gesamten Programmlaufzeit nurein Exemplar (unabh�angig von der Anzahl der Instanzen). Als `static' de-klarierte Funktionen k�onnen von au�en sowohl �uber den Klassennamen alsauch �uber einen Instanzennamen aufgerufen werden. Man braucht keine In-stanz der Klasse, um sie aufrufen zu k�onnen.Klassen, die mit `public' gekennzeichnet sind, k�onnen �uberall benutzt wer-den. Attribute, die als `public' vereinbart werden, k�onnen von �uberall gelesen46



und geschrieben werden. Funktionen und Konstruktoren, deren Deklarationmit `public' beginnt, k�onnen von allen Klassen benutzt werden.Eine beliebige Klasse wird durch Hinzuf�ugen einer Funktionpublic static void main(String[] args)zu einer Java-Anwendung. main() ist als statische Funktion deklariert, dazum Startzeitpunkt noch kein Objekt existiert.5.4 Gra�k in JavaNun kommen wir endlich zur versprochenen Gra�k mit Java. Das folgendeProgramm fenster.java illustriert das �O�nen eines Fensters und einigeelementare Zeichen-Funktionen:import java.awt.*; // Abstract Window Toolkit (awt)// einbindenpublic class fenster extends Frame { // Die Datei "fenster.java"// erweitert die Klasse Framepublic static void main(String[] args){ fenster frame = new fenster(); // Ein Object "frame" dieser Klasse} // erzeugenpublic fenster() // Der Konstruktor dieser Klasse{ super("Fenster"); // Ein Objekt der Superklasse "Frame"// erzeugensetSize(200,300); // Groesse: 200*300 PixelsetLocation(50, 100); // Position 50,100 auf BildschirmsetBackground(Color.white); // Weissen Hintergrund undsetForeground(Color.black); // schwarzen Vordergrund setzensetVisible(true); // Dieses Fenster auch anzeigen}public void paint(Graphics g) // Diese Routine wird zum Neuzeichnen{ // des Fensterinhalts aufgerufeng.drawRect(100,100,50,70); // Rechteck zeichneng.setFont(new Font("SansSerif", Font.PLAIN, 14)); // Schrift waehlen47



g.drawString("Ein Text", 20, 80); // Text ausgebeng.fillRect(120,200,50,50); // Ausgefuelltes Rechteck zeichneng.setColor(Color.red); // Farbe Rot waehleng.fillOval(120,200,50,50); // Ausgefuellten Kreis zeichneng.setColor(Color.green); // Farbe Gruen waehleng.drawLine(10,30,190,290); // Linie von (10,30) nach (190,290)} // zeichnen}Auf einer SUN (Solaris und CDE) erzeugt dieses Programm ein Fenster, daswie folgt aussieht:

Das Aussehen des Rahmens h�angt hier vom Betriebssystem bzw. Window-manager ab, das Aussehen des Fenster-Inhalts wird allerdings von Java sy-stemunabh�angig de�niert.Da das Programm keine Funktionalit�at enth�alt, um das Fenster ordnungs-gem�a� zu schlie�en, mu� es vom Benutzer abgebrochen werden, z.B. durchEingabe von `Strg-C' in dem Fenster, aus dem das Programm gestartet wur-de.Weitere Bemerkungen zu fenster.java:1. import java.awt.*;bindet alle Klassen (`*') des Abstract Window Toolkit ein.48



2. Ein Fenster ist ein Objekt der Klasse `Frame'. Deswegen m�ussen wirdiese Klasse erweitern.3. Das Hauptprogramm main ruft lediglich den Konstruktor unserer neu-en Klasse fenster auf. Letztere Funktion �o�net dann tats�achlich einFenster unter Benutzung folgender Funktionen:(a) Der Konstruktor der Klasse Frame kann mit einer Zeichenkette(`String') als Argument aufgerufen werden, die dann den Titeldes Fensters de�niert. Im Beispielprogramm handelt es sich umeinen Aufruf des Konstruktors der Superklasse. Deswegen kommt`super()' zum Einsatz.(b) `setSize(b,h)' de�niert die Breite b und H�ohe h des Fensters.(c) `setLocation(x,y)' plaziert die linke obere Ecke des Fensters anPosition (x; y) (auf dem Bildschirm).(d) `setVisible(true)' macht das Fenster sichtbar.`setVisible(false)' w�urde es schlie�en.(e) `setBackground()' und `setForeground()' setzen die Farbe f�urden Hinter- bzw. Vordergrund des Fensters.Die Klasse Color enth�alt einige Konstanten (Attribute) f�ur Farben{ das Beispielprogramm verwendet `white', `black', `red' sowie`green'.4. Der Ursprung des Koordinatensystem (0; 0) liegt links oben. Die y-Koordinaten werden nach unten positiv gez�ahlt, x-Koordinaten sindwie gewohnt nach rechts positiv.5. Um etwas in einem Fenster auszugeben, mu� eine Funktion paint de-�niert werden. paint wird immer dann automatisch aufgerufen, wenndie Gra�k aktualisiert werden mu�, z.B. weil das Fenster verdeckt waroder, weil das Fenster zum ersten Mal angezeigt wird.Der Funktion paint wird vom Virtuellen Java-Maschine ein Objektder Klasse `Graphics' �ubergeben. Wir verwenden hier vor allem diefolgenden Zeichen-Funktionen aus dieser Klasse:(a) `setColor()' setzt die Farbe, die von den folgenden Zeichenope-rationen verwendet wird.(b) `drawLine(x1,y1,x2,y2)' zeichnet eine Linie von (x1; y1) nach (x2; y2).49



(c) `drawRect(x,y,b,h)' zeichnet ein Rechteck der Breite b + 1 undH�ohe h + 1 und der linken oberen Ecke (x; y).`drawOval(x,y,b,h)' zeichnet ein Oval innerhalb des durch dieArgumente de�nierten Rechtecks. Ist b = h (wie in unserem Bei-spiel), so entsteht ein Kreis.Ersetzt man den Anfang `draw' des Namens dieser Funktionendurch `fill', so erh�alt man ausgef�ullte Varianten.(d) `Font(Schriftart, Stil,Gr�o�e)' ist der Konstruktor der Font-Klasse(Font = Zeichensatz). M�ogliche Schriftarten sind z.B. das hier ver-wendete "SansSerif", "Serif", "Monospaced" und "Dialog".Der Stil ist ein Attribut der Klasse `Font' und kann `PLAIN' (Nor-mal { wie in diesem Beispiel), `BOLD' (Fett) und `ITALIC' (Kursiv)sein11.Die Gr�o�e ist die Schrifth�ohe in Pixeln.(e) `setFont(Zeichensatz)' w�ahlt den Zeichensatz, der dann bei al-len sp�ateren Textausgaben verwenden wird. Das Argument dieserFunktion mu� ein Font-Objekt sein.(f) `drawString(Text,x,y)' zeichnet den angegebenen Text, wobei(x; y) der linke Rand der Grundlinie ist.6. Achtung: Ein Teil der Zeichen�ache eines Fensters wird von seinemRahmen verwendet.Zum Schlu� dieses Kapitels stellen wir ein Programm animation.java vor,das eine einfache Bewegung darstellt, n�amlich einen kleinen Kreis entgegenden Uhrzeigersinn um einen gro�en Kreis kreisen l�a�t:import java.awt.*;public class animation extends Frame {static double x=90, y=0; // Koordinaten des kleinen Kreisespublic static void main(String[] args){ animation frame = new animation(); // Fenster mit Animation erzeugen}11`BOLD' und `ITALIC' k�onnen mittels Addition `+' kombiniert werden.50



public animation(){ super("Ein Fenster mit Animation");setSize(250,250);setLocation(50, 100);setBackground(Color.white);setForeground(Color.black);setVisible(true); // Elegant ist es zwar nicht,while(true) // aber die Animation kann hierhinfor(int phi=0; phi<360; phi++) // Schleife ueber Winkel phi{x=90*Math.cos(phi*Math.PI/180); // x- und y- Koordinate aktualisiereny=90*Math.sin(phi*Math.PI/180); // Java kennt Pi !repaint((int) (118+x), // Neu zeichnen -> Animation (!)(int) (118-y), // Nur einen kleinen Bereich neu14, 14); // zeichnen, sonst flackert's argwarte(50); // 50 Millisekunden warten}}public void paint(Graphics g){g.fillOval(100,100,50,50); // Grossen Kreis in Mitte zeicheng.fillOval((int) (120+x), // und kleinen Kreis darum(int) (120-y), 10, 10);}public static void warte(long ms) // Prozedur zum Warten von{ // ms Millisekundentry // - ohne weitere Erklaerung{ Thread.sleep(ms); }catch(InterruptedException e) {}}}
51



Folgende Elemente dieses Programms sind neu bzw. bed�urfen der Erkl�arung:1. Die Animation kann in dem Konstruktor laufen12. In unserem Beispielenth�alt dieser dann eine Endlosschleife, kehrt also nie zur�uck.2. `repaint()' erzwingt die sofortige Aktualisierung einer Zeichnung.repaint ruft die vorde�nierte Funktion update auf, die die Zeichen-�ache l�oscht und dann ihrerseits die Funktion paint aufruft.Um Flackern zu reduzieren, kann mitrepaint(x,y,b,h)das Neuzeichnen auf das �uber die Argumente de�nierte Rechteck ein-geschr�ankt werden.Probieren Sie ruhig einmal aus, was passiert, wenn Sie im Programmanimation.java erst die warte-Schleife herausnehmen, und in einemzweiten Schritt dann die Argumente von repaint l�oschen !3. Die letzte Funktion `warte(ms)' wartet die angegebene Anzahl vonMillisekunden. Sie dient zum Steuern der Geschwindigkeit der Anima-tion.Hier wird die Funktion `sleep()' der Thread-Klasse verwendet. Da die-se nicht ohne Ausnahmebehandlung verwendet werden darf, kommenhier auch Ausnahmeklassen (`try', `catch') zum Einsatz. Beides sollhier nicht weiter erkl�art werden { verwenden Sie die Funktion warte()bei Bedarf einfach in der angegebenen Form !

12Eigentlich w�are es besser, diese in einem speziellen Thread laufen zu lassen. DieserEinstieg in den internen Proze�-Ablauf w�urde aber hier zu weit f�uhren.52



6 Runge-Kutta-Verfahren & Sonnensystem6.1 Runge-Kutta-VerfahrenIm folgenden werden die in Kapitel 2.1 angegebenen Verfahren etwas genauerdiskutiert und erweitert.6.1.1 Systeme nter OrdnungWir betrachten ein System gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen nter Ordnungdn uldtn = fl  t; u1; : : : ; um; d u1dt ; : : : ; d umdt ; : : : dn�1 u1dtn�1 ; : : : ; dn�1 umdtn�1 ! (6.1)f�ur die m Funktionen ul(t) (l = 1; : : : ; m). Die Bewegungsgleichungen (2.5) und(4.16) sind Beispiele mit n = 2.Eine Di�erentialgleichungssystem vom Typ (6.1) l�a�t sich immer auf ein Systemgew�ohnlicher Di�erentialgleichungen erster Ordnung zur�uckf�uhren. Dazu f�uhrtman Variablen zk;l(t) = dk ul(t)dtk�1 (6.2)mit k = 0; : : : ; n�1, k = l; : : : ; m ein. Mit diesen Variablen ist das System (6.1)�aquivalent zu dem folgenden System 1. Ordnung:d zn�1;ldt = fl (t; z0;0; : : : ; z0;m; z1;1; : : : ; z1;m; zn�1;1; : : : ; zn�1;m) ;d zk;ldt = zk+1;l ; f�ur k = 0; : : : ; n� 2 : (6.3)Die gesuchten Funktionen erh�alt man dann nach (6.2) als ul(t) = z0;l(t). Auf-grund dieser �Uberlegung kann man sich bei der Konstruktion von numerischenVerfahren auf Gleichungen 1. Ordnung beschr�anken:d xrdt = fr (t; x1; : : : ; xN) : (6.4)Genaugenommen haben wir dies sowohl beim Euler-Verfahren (2.7) wie auchbeim Euler-Richardson-Algorithmus (2.8,2.9) bereits getan, indem wir die Varia-blen ~v (entsprechend z1;l) und ~r (entsprechend ul = z0;l) verwendet haben.53



6.1.2 Runge-Kutta-Verfahren zweiter OrdnungDie einfachste N�aherungsl�osung f�ur eine Gleichung vom Typ (6.4) zu diskretenZeiten tn = t0 + n�t ist durch das Euler-Verfahren gegebenxr(tn) ! xr;n+1 = xr;n +�t fr (tn; x1;n; : : : ; xN;n) : (6.5)Dies ist o�ensichtlich eine Approximation, die genau ist bis zur Ordnung �t.Nach Einsetzen der Variablen-Identi�kationen erkennt man tats�achlich schnelldie bereits fr�uher angegebene Form (2.7) des Euler-Verfahrens.Eigentlich gibt es keinen Grund, warum man bei der Berechnung von fr auf derrechten Seiten von (6.5) ausgerechnet den Anfangspunkt des Intervalls [tn; tn+1[verwendet. Tats�achlich kann man nicht nur andere Zeiten w�ahlen, sondern durchLinearkombination die Genauigkeit des Verfahrens verbessern. Speziell k�onnenwir unter Verwendung von zwei Zeitpunkten den Ansatz machen, da� wir zweiZeitschritte der L�ange ��t und (1 � �)�t nacheinander ausf�uhren und dasErgebnis dann zu einem direkten Zeitschritt �uber �t addieren:kr = �t fr (tn; x1;n; : : : ; xN;n) ;xr;n+1 = xr;n +�t�w1 fr (tn; x1;n; : : : ; xN;n) (6.6)+w2 fr (tn + ��t; x1;n + � k1; : : : ; xN;n + � kN)� :Dieser Ansatz soll nun die Taylor-Entwicklung f�ur xr(t) bis zur zweiten Ordnungreproduzieren:xr(t+�t)� xr(t) = �t d xrdt + �t22 d2 xrdt2 +O(�t3)= �t fr + �t22 d frdt +O(�t3) : (6.7)Hierbei ist d frdt = @ fr@t +Xs @ fr@xs d xsdt = @ fr@t +Xs @ fr@xs fs ; (6.8)wobei wir im zweiten Schritt die Di�erentialgleichung (6.5) eingesetzt haben.Andererseits lautet die Taylor-Entwicklung von (6.6)xr;n+1 � xr;n = w1�t fr + w2�t fr+w2�t2 � @ fr@t + w2�t2 �Xs @ fr@xs fs+O(�t3) ; (6.9)54



mit fr = fr (tn; x1;n; : : : ; xN;n).Durch Vergleich der Koe�zienten von (6.7) und (6.9) folgtw1 + w2 = 1 ; w2 � = 12 : (6.10)Diese Bedingungen besitzen eine einparametrige Schar von L�osungen, unter de-nen keine ausgezeichnet ist. Eine einfache Wahl ist� = 12 ; w2 = 1 ; w1 = 0 : (6.11)Wir erhalten damit das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung, das bis zur Ordnung�t2 genau ist:kr = �t fr (tn; x1;n; : : : ; xN;n) ;xr;n+1 = xr;n +�t fr  tn + �t2 ; x1;n + k12 ; : : : ; xN;n + kN2 ! : (6.12)Nach Transformation auf die Variablen ~r und ~v erkennt man den Euler-Richardson-Algorithmus (2.8,2.9) wieder.6.1.3 Runge-Kutta-Verfahren vierter OrdnungUnter Verwendung von mehr Zeitschritten kann man ganz �ahnlich wie in demletzten Kapitel auch Runge-Kutta-Verfahren h�oherer Ordnung konstruieren. Einh�au�g verwendetes Verfahren ist das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung,das bis zur Ordnung �t4 genau ist:k1;r = �t fr (tn; x1;n; : : : ; xN;n) ;k2;r = �t fr  tn + �t2 ; x1;n + k1;12 ; : : : ; xN;n + k1;N2 ! ;k3;r = �t fr  tn + �t2 ; x1;n + k2;12 ; : : : ; xN;n + k2;N2 ! ;k4;r = �t fr (tn +�t; x1;n + k3;1; : : : ; xN;n + k3;N) ;xr;n+1 = xr;n + k1;r6 + k2;r3 + k3;r3 + k4;r6 : (6.13)Dieses Verfahren soll hier nicht hergeleitet werden. Stattdessen wollen wir es unsgra�sch veranschaulichen: 55
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t∆Das Verfahren (6.13) ist inzwischen als Funktion rk4() sowohl in den Pro-grammen kepler.cc als auch in kepler.java implementiert, die beide vonder Kurs-Homepage heruntergeladen werden k�onnen.Denken wir nun z.B. an das System Sonne-Erde-Mond oder alle Planeten inunserem Sonnensystem. In beiden F�allen treten Umlaufdauern auf, die sich ummehr als eine Gr�o�enordnung unterscheiden. Vielleicht haben Sie bereits gemerkt,da� Sie hier �t sehr klein w�ahlen m�ussen, um eine stabile L�osung zu erhalten.In solchen F�allen lohnt sich meist die Verwendung des Runge-Kutta-Verfahrensvierter Ordnung trotz der gr�o�eren Anzahl an Rechenoperationen im Vergleichzum Euler-Richardson-Algorithmus/Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung.
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6.2 Schrittweitenanpassung und FehlerkontrolleEs gibt Probleme, wie z.B. der Flug einer Rakete zum Mond, in der sowohl Phasenmit schnellen �Anderungen (Raketenstart, Einschwenken in Mondumlaufbahn, ...)solchen mit einer recht �ubersichtlichen Zeitentwicklung (z.B. Flugphase der Ra-kete von der Erde zum Mond) gegen�uberstehen. In solchen F�allen ist es sinnvoll,nicht das gesamte Problem mit einer so kleinen Schrittweite �t zu rechnen, da�zu allen Zeiten die gew�unschte Genauigkeit erreicht wird, sondern eine Anpassungder Schrittweite im Verlauf des Verfahrens vorzunehmen.Am elegantesten ist eine adaptive Steuerung der Schrittweite, die gleichzeitigauch eine Absch�atzung des Fehlers erlaubt. Eine M�oglichkeit den Fehler zu kon-trollieren erh�alt man, wenn man jeden Schritt doppelt ausf�uhrt, und zwar einmaldirekt und einmal als zwei halbe Schritte13:xr;n ! xr;n+1 = X1 ;xr;n ! xr �tn + �t2 � ! xr;n+1 = X2 : (6.14)F�ur ein Verfahren mter Ordnung gilt nunxr (tn +�t) = X1 + c�tm+1 +O ��tm+2�= X2 + 2 c ��t2 �m+1 +O ��tm+2� : (6.15)Wir haben also X2 �X1 � c�tm+1 �1� 2�m� : (6.16)Wir k�onnen nun eine Schrittweite ~�t so bestimmen, da� der Fehler mit dieserSchrittweite in einem Schritt nach (6.14) einen vorgegebenen Wert � annimmt��� ~X2 � ~X1��� = � : (6.17)Aus (6.16) folgt � = jcj ~�tm+1 �1� 2�m� ;jX2 �X1j = jcj �tm+1 �1� 2�m� : (6.18)13Der einfache und doppelte Schritt teilen zumindest den Anfangspunkt. Durch Wiederver-wenden solchen �Uberlapps kann der zus�atzliche Rechenaufwand auf weniger als 50% reduziertwerden. 57



Dies kann nach ~�t aufgel�ost werden:~�t = �t m+1s �jX2 �X1j : (6.19)War der Fehler gr�o�er als gew�unscht, mu� der letzte Schritt mit der Schrittweite(6.19) wiederholt werden. Ist der Fehler geringer als gefordert, kann im n�achstenSchritt die gr�o�ere Schrittweite (6.19) verwendet werden14.Da man c kennt, kann man au�erdem eine sogenannte lokale Extrapolationausf�uhren, die den Fehlerterm der Ordnung m + 1 korrigiert. Dazu kombiniertman (6.15) so, da� der Term m + 1ter Ordnung eliminiert wird und verwendetals Sch�atzwert xr;n+1 = X2 + X2 �X12m � 1 : (6.20)Ob man dies tut oder l�a�t, ist Geschmackssache. In jedem Fall darf man nichtvergessen, da� man auch bei dieser Korrektur der m + 1ten Ordnung nur denFehler der mten Ordnung kontrolliert.

14Es emp�ehlt sich, die Schrittweite �t grunds�atzlich etwas kleiner zu w�ahlen, als die `ge-naue' Formel nahelegt. 58



6.3 Elliptische BahnenDa eine gebundene Bahn in dem GravitationspotentialV (r) = �GM mr (6.21)im allgemeinen eine Ellipse ist, und wir im folgenden eine einigermassen reali-stische Simulation des Sonnensystems durchf�uhren wollen, fassen wir nun kurzelliptische Bahnen zusammen. Dazu betrachten wir zuerst die folgende Skizze:
b

r r1 2

ε a a

B1 B2

Hierbei sind B1 und B2 die beiden Brennpunkte, a die gro�e Halbachse undb die kleine Halbachse. Eine m�ogliche Charakterisierung einer Ellipse ist, da�die Summe der Abst�ande von den beiden Brennpunkten B1 und B2 zu einembeliebigen Punkt auf ihr konstant ist. Mit den Bezeichnungen in der Skizze kannman daraus folgern, da� b = ap1� �2 : (6.22)Hierbei ist � � 0 die sogenannte Exzentrizit�at. F�ur � = 0 �ndet man a = b unddie beiden Brennpunkte fallen zusammen { also eine Kreisbahn. F�ur eine Ellipseist � < 1; � = 1 entspricht einer Parabel, � > 1 einer Hyperbel.59



Das Kraftzentrum (und damit auch der Koordinatenursprung) be�ndet sich indem Brennpunkt, den wir B1 genannt haben. Die Orte mit den minimalen undmaximalen Bahnradien (r1 bzw. r2) werden Apsiden genannt. Aus obiger Skizzeliest man ab: r1 = (1� �) a r2 = (1 + �) a : (6.23)Dies ist �ubrigens auch konsistent mit der De�nition der gro�en Halbachse a =(r1 + r2)=2.Aus der expliziten L�osung (vgl. die Theoretische Mechanik) der Bewegungsglei-chung f�ur das Zentralpotential (6.21) folgta = r1 + r22 = �GM m2E ; (6.24)mit der Gesamtenergie E = 12 mv2 + V (r) : (6.25)Diese De�nition von E kann man nun nach v(r) au�osen. Man �ndet mit Hilfevon (6.21) und (6.24) v(r) = sGM �2r � 1a� : (6.26)F�ur eine Kreisbahn ist r = a. In diesem Fall reduziert sich (6.26) auf die bereitsbekannte Beziehung (4.14).Da man au�er dem Betrag der Geschwindigkeit auch ihre Richtung kennen mu�,emp�ehlt es sich, (6.26) auf Werte von r anzuwenden bei denen d r=dt ver-schwindet. Dies gilt insbesondere f�ur die beiden Apsiden r1 und r2; in diesenF�allen ist ~v ? ~r.
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6.4 AufgabenA6.1 Simulieren Sie das gesamte Planetensystem bestehend aus der Sonneund allen 9 Planeten �uber mindestens einen Pluto-Umlauf ! BetrachtenSie das Problem als eben (nur zwei Dimensionen), aber w�ahlen Sie dieAnfangsbedingung so, da� Sie f�ur jeden Planeten einzeln und bei Ver-nachl�assigung der Sonnen-Mitbewegung eine elliptische Bahn um dieSonne mit der bekannten gro�en Bahnhalbachse a und Exzentrizit�at �erhalten w�urden !Fertigen Sie zwei Gra�ken an, von denen eine alle Planeten zeigt unddie zweite nur die inneren 4 (bis einschlie�lich Mars) !Hinweis: Damit Ihnen das Sonnensystem w�ahrend der Simulation nichtwegl�auft, sollten Sie die Anfangsgeschwindigkeit der Sonne so w�ahlen,da� der Gesamtimpuls des Sonnensystems verschwindet.A6.2? F�uhren Sie eine volle dreidimensionale Simulation des Sonnensystemsdurch unter Ber�ucksichtigung der bekannten Neigung der Bahn-Ebenen !Fertigen Sie mehrere Gra�ken an, die die Projektionen der Bahnkurvenauf die x-y- und x-z-Ebenen zeigen !A6.3? Berechnen Sie w�ahrend der Simulation nach A6.1 oder A6.2 den Bahn-radius der Sonne rS(t) = j~rS(t)j und schreiben Sie die Zeit t und rS(t)in eine Datei ! Plotten Sie rS(t) und interpretieren Sie das Ergebnis !
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7 Elektrostatik & Partielle Di�erentialgleichun-gen7.1 Grundgleichungen der ElektrostatikDie Elektrostatik im Vakuum ist durch die Maxwellgleichungen f�ur das elektrischeFeld ~E festgelegt, die in CGS-Einheiten lauten~r � ~E = 4 � � ; (7.1)~r� ~E = 0 : (7.2)In einem endlichen Gebiet sind diese Gleichungen nat�urlich noch durch geeigneteRandbedingungen zu erg�anzen. Aufgrund von (7.2) existiert ein Potential �, soda� ~E = �~r� : (7.3)Einsetzen in (7.1) f�uhrt auf die Poisson-Gleichung��� = 4 � � ; (7.4)mit dem Laplace-Operator � = ~r � ~r = dXi=1 @2@x2i : (7.5)Im leeren Raum ist � = 0 und (7.4) reduziert sich auf die Laplace-Gleichung�� = 0 : (7.6)Nun soll beispielhaft eine zweidimensionale Variante (d = 2) von (7.6) nochetwas ausf�uhrlicher diskutiert werden. Dazu betrachten wir ein Rechteck x 2[�Lx=2; Lx=2], y 2 [�Ly=2; Ly=2], auf dessen Kanten wir das Potential � vor-geben wollen. In diesem Fall kann der Separationsansatz�(x; y) = X(x)Y (y) (7.7)zur L�osung benutzt werden. Mit dem Ansatz (7.7) f�uhrt die Laplace-Gleichung(7.6) auf 1X(x) d2dx2X(x) = � 1Y (y) d2dy2Y (y) = �k2 : (7.8)63



Da die linke und die rechte Seite Funktionen verschiedener Variablen sind, k�onnendiese nur dann gleich sein, wenn sie konstant sind. Diese Konstante haben wir hierbereits auf �k2 gesetzt, wobei zu beachten ist, da� k durchaus auch imagin�arsein kann. Nun kann eine L�osung von (7.8) sofort angegeben werden:X(x) = Sx sin(k x) + Cx cos(k x) ;Y (y) = Sy sinh(k y) + Cy cosh(k y) : (7.9)Die L�osung f�ur gegebene Randbedingungen erh�alt man durch eine geeignete�Uberlagerung von L�osungen vom Typ (7.9). Lauten die Randbedingungen z.B.���Lx2 ; y� = 0 ; ��x;�Ly2 � = �0 ; (7.10)so folgt aus Symmetrie-Gr�unden Sx = Sy = 0. Wegen �(�Lx=2; y) = 0 gilt nuncos(k Lx=2) = 0, also kn = (2n+ 1) �Lx (7.11)mit n � 0 ganzzahlig. Damit haben wir f�ur die L�osung dieses Randwertproblems�(x; y) = 1Xn=0Cn cos(kn x) cosh(kn y) : (7.12)Man kann nun einfach zeigen, da�Cn = (�1)n 4�0(2n+ 1) � cosh(kn Ly=2) ; (7.13)also �(x; y) = 4�0� 1Xn=0 cos(kn x) (�1)n cosh(kn y)(2n+ 1) cosh(kn Ly=2)= 4�0Lx 1Xn=0(�1)n cos(kn x) cosh(kn y)kn cosh(kn Ly=2) : (7.14)
64



7.2 Diskretisierung partieller Di�erentialgleichungenBei (7.4) und (7.6) handelt es sich um partielle Di�erentialgleichungen, die f�ureine numerische Behandlung geeignet diskretisiert werden m�ussen. Eine M�oglich-keit, eine partielle Di�erentialgleichung f�ur eine Funktion f(~x) zu diskretisieren,ist die Betrachtung eines Gitters von Punkten. Eine einfache Wahl ist~x~r = ~x0 + dXi=1�xi ri ~ei (7.15)mit ganzzahligen ri. F�ur die Funktionswerte an diesen Punkten schreiben wirf~r = f (~x~r) : (7.16)Wir betrachten nun die partiellen Ableitungen @m@xmi f(~x) und tun der Einfachheithalber so, als ob dies die einzige Variable w�are. F�ur die erste partielle Ableitungan der Stelle ~xr liegen zwei De�nitionen nahe:fxi(~xr) = @@xi f(~xr) = fr � fr�1�xi +O(�xi)= fr+1 � fr�xi +O(�xi) : (7.17)Durch eine geschickte symmetrische Kombination der beiden M�oglichkeiten (7.17)kann man die Ordnung verbessern:fxi(~xr) = fr+1 � fr�12�xi +O(�x2i ) : (7.18)Analog kann man die zweite partielle Ableitung konstruieren. Eine geschickteKombination istfxixi(~xr) = @2@x2i f(~xr) = fr+1 � 2 fr + fr�1�x2i +O(�x2i ) : (7.19)Wir m�ussen nun noch unsere Randbedingungen unterbringen. Bei DirichletschenRandbedingungen ist die Funktion f auf dem Rand des zu untersuchenden Ge-biets bekannt. Dem l�a�t sich leicht Rechnung tragen, indem man f�ur die Ableitun-gen direkt neben dem Rand in (7.18) oder (7.19) einfach f�ur die entsprechendenfr�1 die vorgegebenen Werte einsetzt. Bei Neumannschen Randbedingungen isthingegen die Ableitung der Funktion f in Normalenrichtung des Randes auf die-sem bekannt. Auch dies l�a�t sich unterbringen, z.B. indem man fr�fr�1�xi in (7.19)an den entsprechenden Randpunkten durch die vorgegebene Funktion ersetzt.65



7.3 Jacobi-VerfahrenDie Diskretisierung (7.19) hat auf einem d-dimensionalen hyperkubischen Gittereine bemerkenswerte Folgerung f�ur die Laplace-Gleichung �� = 0:� (~x~r) = 12 d dXi=1 f� (~x~r +�x~ei) + � (~x~r ��x~ei)g+O(�x4) ; (7.20)d.h. das Potential am Platz ~x~r ist gleich dem Mittelwert �uber seine Werte anden 2 d Nachbarpl�atzen !Diese Beobachtung legt ein einfaches L�osungsverfahren f�ur die Laplace-Gleichung(7.6) nahe, das unter dem Namen Jacobi-Verfahren bekannt ist:1. W�ahle eine beliebige Start-Potential-Kon�guration � (~x~r), die allerdingsdie geforderten Randbedingungen erf�ullt.2. Berechne�neu (~x~r) = 12 d dXi=1 f� (~x~r +�x~ei) + � (~x~r ��x~ei)g ; (7.21)bzw. bestimme �neu (~x~r) f�ur Randpl�atze ~x~r aus den Randbedingungen.3. Berechne �� = max~x~r j�neu (~x~r)� � (~x~r)j : (7.22)4. Ersetze � (~x~r) durch �neu (~x~r).5. Fahre bei 2. fort, wenn �� eine vorgegebene Schwelle �uberschreitet. An-dernfalls h�ore auf.

66



7.4 Lineare GleichungssystemeMit der Diskretisierung (7.19) nimmt z.B. die Poisson-Gleichung (7.4) die FormdXi=1 � (~x~r +�xi ~ei) + � (~x~r ��xi ~ei)� 2� (~x~r)�x2i = �4 � � (~x~r) (7.23)an. Bringt man alle bekannte Information in (7.23) auf die rechte Seite, so erh�altman eine Gleichung der Form A ~� = ~b : (7.24)Dies ist ein Spezialfall der allgemeineren Aussage, da� die Diskretisierung ei-ner partiellen Di�erentialgleichung auf ein lineares Gleichungssystem f�uhrt. DieseBeobachtung wollen wir zum Anla� nehmen, Verfahren zur L�osung linearer Glei-chungssysteme zu diskutieren. Normalerweise hat A in (7.24) zus�atzliche n�utzli-che Eigenschaften, insbesondere1. F�ur vern�unftige Di�erentialgleichungen ist A symmetrisch (bzw. hermi-tesch) A = Ay : (7.25)2. A ist d�unn besetzt, d.h. die meisten Matrixelemente ars von A verschwin-den. Im Fall von (7.23) gilt in jeder Spalte s, da� ars 6= 0 nur f�ur h�ochstens2 d + 1 Werte von r, und zwar unabh�angig von der Gr�o�e des gew�ahltenGitters.3. �� ist positiv de�nit, d.h.� Z ddx f(~x)?� f(~x) > 0 ; (7.26)f�ur geeignete Funktionen f(~x). Gleichung (7.26) l�a�t sich leicht durchpartielle Integration motivieren (zumindest, wenn man sich nicht besondersum die Randterme k�ummert):� Z ddx f(~x)?� f(~x) = Z ddx ���~r f(~x)���2 > 0 : (7.27)Bevor wir uns nun linearen Gleichungssystemen zuwenden, sei allerdings an-gemerkt, da� die direkte L�osung des Gleichungssystems (7.24) zumindest f�urdie Diskretisierung der Laplace-Gleichung (7.6) auf einem hyperkubischen Gitterkeineswegs das e�zienteste Verfahren ist, sondern f�ur diesen Fall das Jacobi-Verfahren aus dem letzten Kapitel und dessen Verallgemeinerungen deutlich bes-ser sind. 67



7.4.1 Gau�-EliminationEin lineares Gleichungssystem A~x = ~b : (7.28)hat u.a. folgende bekannte Eigenschaften:1. Das Vertauschen zweier beliebiger Zeilen von A und der entsprechenden`Zeilen' von~b hat keinen Einu� auf die L�osung ~x. Eine solche Vertauschungentspricht lediglich einer Vertauschung der Reihenfolge beim Aufschreibender linearen Gleichungen f�ur ~x.2. Die L�osung ~x bleibt genauso unver�andert, wenn man eine Zeile von Adurch eine Linearkombination ihrer selbst und einer beliebigen anderen Zeileersetzt, so lange die gleiche Linearkombination in den `Zeilen' von~b gebildetwird.Diese Eigenschaften werden von dem wohl bekanntesten L�osungsverfahren f�urlineare Gleichungssysteme ausgenutzt, der sogenannten Gau�-Elimination15.Sei A eine n � n-Matrix mit Matrixelementen ars. Dann besteht eine Varianteder Gau�-Elimination aus folgenden Schritten:1. F�ur alle Spalten s = 1; : : : ; n(a) (Pivotisierung) Suche das Matrixelement mit dem gr�o�ten jarsj. Ver-tausche dann die Zeilen r und s von A und ~b.(b) (Elimination) F�ur alle Zeilen r = 1; : : : ; n mit r 6= s und ars 6= 0ersetze art = art � arsass ast f�ur t = s; : : : ; n ;br = br � arsass bs : (7.29)2. Die L�osung von (7.28) ist nun gegeben durchxr = brarr : (7.30)15L�ost man ein lineares Gleichungssystem mit Papier und Bleistift, so verwendet man mei-stens dieses oder zumindest ein �ahnliches Verfahren, auch wenn man nicht bewu�t den Gau�-Algorithmus anwendet. 68



Bemerkungen:1. Das komplette Verfahren ben�otigt O(n3) Operationen.2. Man kann das Gau�-Verfahren durchaus weiter optimieren. Allerdings istdie obige Variante besonders einfach zu programmieren.3. F�ur die Diskretisierung der Poisson-Gleichung (7.23) steht das gr�o�te Ma-trixelement bereits auf der Diagonalen r = s. Wir k�onnen also in diesemFall auf die Pivot-Suche verzichten16.7.4.2 Conjugate Gradient VerfahrenDie direkte L�osung eines linearen Gleichungssystems (7.28) z.B. mit dem Gau�-Verfahren f�uhrt f�ur Matrizen moderater Gr�o�e (n einige Tausend) zu folgendenProblemen:1. Der Speicherbedarf f�ur die Matrix A w�achst mit n2. Zum Beispiel f�urn = 10 000 braucht man fast 800MByte Speicher um die Matrixelementeals double-Zahlen (zu 8 Byte) zu speichern.2. F�ur gro�e Matrizen w�achst der CPU-Zeit-Bedarf stark (bei der Gau�-Elimination mit n3).3. Da die L�osung durch viele aufeinanderfolgende Rechenoperationen be-stimmt wird, sammeln sich Rundungsfehler an. Direkte L�osungsverfahrensind deswegen f�ur gro�e Matrizen weder besonders stabil noch genau.Alle diese Probleme k�onnen mit iterativen Verfahren zumindest in speziellenF�allen gleichzeitig gel�ost werden. Die endliche Maschinengenauigkeit kann manz.B. so ausnutzen, da� man mit weniger als n3 Operationen eine L�osung dergew�unschten Genauigkeit approximiert. Vermeidet man dabei Transformationender Matrix, so kann man auch die Speicherung der ganzen Matrix f�ur d�unn besetz-te Ursprungsmatrizen vermeiden und so den Speicherbedarf erheblich reduzieren.Das Conjugate Gradient Verfahren (Konjugierte Gradienten-Verfahren) ist einsolches iteratives Verfahren. Es basiert auf dem Gedanken, die Funktionf(~x) = 12 ~x � A~x�~b � ~x (7.31)16Da das Diagonal-Element verschwinden kann, ist die Pivotisierung im allgemeinen zwin-gend erforderlich, um in (7.29) die Division durch ass = 0 zu vermeiden.69



zu minimieren. In einem Extremal- oder Sattelpunkt gilt f�ur symmetrische Ma-trizen A ~0 = ~r f(~x) = A~x�~b ; (7.32)d.h. ein Extremal- oder Sattelpunkt ~x der Funktion (7.31) ist automatisch eineL�osung des linearen Gleichungssystems (7.28).Beim Conjugate Gradient (CG) Verfahren nimmt man nun an, da� die Matrix Asymmetrisch und positiv de�nit ist (beides gilt f�ur Diskretisierungen des Operators��). Sei ~x0 die L�osung von (7.32), d.h. A~x0 �~b = ~0. Dann kann man unterAusnutzung der Symmetrie von A zeigen, da�f(~x0 + ~x0) = 12 ~x0 � A~x0 + c (7.33)mit c = 12 ~x0 � A~x0 �~b � ~x0 : (7.34)Da A positiv de�nit ist, gilt ~x0 � A~x0 > 0 f�ur ~x0 6= ~0. Folglich ist ~x0 = ~0 daseindeutige Minimum der Funktion (7.33).Wir haben somit gezeigt, da� f�ur symmetrische positiv de�nite Matrizen A dieL�osung des Gleichungssystems (7.28) �aquivalent ist zur Bestimmung des Mini-mums der Funktion (7.31).Dieses Minimum kann nun iterativ bestimmt werden. Ein sehr einfaches Verfah-ren, ist die sogenannte Methode des steilsten Abstiegs, bei der man jeweils dieFunktion f entlang ihrer maximalen Steigung nach unten l�auft. Die Richtung dermaximalen Steigung an einem Punkt ~xk ist durch den Gradienten~r f(~xk) = A~xk �~b = �~rk (7.35)gegeben. Man bestimmt nun einen neuen Punkt~xk+1 = ~xk + �k ~rk (7.36)so, da� f(~xk+1) bzgl. �k minimal ist. Eine Formel f�ur �k kann leicht angegebenwerden, worauf wir aber hier verzichten wollen. Stattdessen soll das Verfahrendes steilsten Abstiegs mit dem folgenden Bild f�ur ein zweidimensionales Beispielillustriert werden: 70
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Man sieht, da� sich die Vektoren ~xk allm�ahlich dem Minimum entlang einer Zick-Zack-Bahn ann�ahren, wobei auch bereits in Richtung des Minimums gelaufeneSchritte teilweise wieder r�uckw�arts gelaufen werden.Eine bessere Wahl ist, wenn man nicht einfach immer in Richtung des Gradientenl�auft, sondern eine Folge von Vektoren ~pk w�ahlt, die diese steilste Abstiegsrich-tung m�oglichst gut unter der Nebenbedingung approximieren, da� die Vektoren~pk paarweise konjugiert sind. Hierbei bedeutet `konjugiert', da� die Vektoren bzgl.A paarweise orthogonal sind: ~pi � A~pj = 0 (7.37)f�ur i 6= j.Man kann zeigen, da� die folgende Iterationsvorschrift des CG Verfahrens diegew�unschten Eigenschaften hat:~uk = A~pk ;�k = ~rk � ~rk~pk � ~uk ;~xk+1 = ~xk + �k ~pk ;~rk+1 = ~rk � �k ~uk ; (7.38)�k = ~rk+1 � ~rk+1~rk � ~rk ;~pk+1 = ~rk+1 + �k ~pk :71



F�ur einen gegebenen Startvektor ~x0 sind dabei die folgenden Anfangswerte zuw�ahlen: ~p0 = ~r0 = ~b� A~x0 : (7.39)Aufgrund der Orthogonalit�atsrelation (7.37) der ~pk �ndet das CG Verfahren theo-retisch die exakte L�osung in n Schritten. Zur Veranschaulichung sei das Verfahrenan dem obigen zweidimensionalen Beispiel (n = 2) mit demselben ~x0 illustriert:
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Richtige Lösung

In diesem Fall haben wir die richtige L�osung bereits nach dem 2. Schritt !F�ur gro�e Matrizen kommt man sogar meistens mit deutlich weniger als n Schrit-ten aus, um die L�osung mit einer gew�unschten Genauigkeit zu approximieren.Man kann zeigen, da� sich das Quadrat der Fehlerfunktion im Schritt k + 1 umden folgenden Betrag reduziert: �k ~rk � ~rk : (7.40)Das CG Verfahren kann somit abgebrochen werden, wenn (7.40) eine vorgegebeneFehlerschwelle unterschreitet.Bemerkungen:1. Auch beim CG Verfahren summieren sich die Fehler im Verlauf der Ite-ration. Dies hat zur Folge, da� die Orthogonalit�atsrelation (7.37) umsoschlechter erf�ullt ist, je gr�o�er ji� jj ist. Damit es diese Rundungsfeh-ler vergi�t, sollte man das CG Verfahren nach einigen Iterationen j neu72



starten, d.h. ~xj als Startvektor betrachten und mit diesem neue Anfangs-bedingungen nach (7.39) berechnen.2. Die Matrix A wird im CG Verfahren nicht ver�andert { man braucht le-diglich eine Matrix-Vektor Multiplikation. Deswegen kann man spezielleAlgorithmen f�ur d�unn besetzte Matrizen verwenden, wie sie z.B. bei derDiskretisierung partieller Di�erentialgleichungen auftreten. Eine M�oglich-keit ist, auf die Speicherung der Matrix A zu verzichten und das ProduktA~x f�ur das gegebene Problem als Funktion zu programmieren.3. Ein gut implementiertes CG Verfahren ist f�ur die L�osung der Diskretisierungeiner partiellen Di�erentialgleichung bei gegebener Genauigkeit mindestensso e�zient wie das Jacobi-Verfahren aus Kapitel 7.3.Das CG Verfahren und seine Verallgemeinerungen k�onnen allerdings auchbei zahlreichen anderen Problemen verwendet werden.7.4.3 Beispiel f�ur Conjugate Gradient VerfahrenDie Poisson-Gleichung ���(x; y) = r(x; y) (7.41)soll f�ur x 2 [�1; 1], y 2 [�1; 1] mit Hilfe des CG Verfahrens gel�ost werden f�ur� r(x; y) = � 1 f�ur jxj � 1=2, jyj � 1=2,0 sonst.� � (�1; y) = 0 (Dirichlet-Randbedingungen in x-Richtung).� @�(x;�1)@y = 0 (Neumann-Randbedingungen in y-Richtung).Zur Implementation der Neumannschen Randbedingungen lesen wir aus (7.18)ab, da� fr+1 = fr�1, wenn r ein Randpunkt ist. Man erh�alt somit eine Variantevon (7.19) am Rand, f�ur die man unter Verwendung von @@xi f(~xr) = 0 leichtzeigt, da� @2@x2i f(~xr) = 2 (fr�1 � fr)�x2i +O(�xi) : (7.42)Dieses Problem ist in dem Programm cg-demo.cc implementiert, das auf derKurs-Homepage zum Download zur Verf�ugung steht. Die Ausgabe-Datei die-ses Programms kann z.B. mit gnuplot durch Eingabe der folgenden Befehle73



geplottet werden:gnuplot> set xlabel "x"gnuplot> set ylabel "y"gnuplot> set zlabel "Phi"gnuplot> set xrange [0:1]gnuplot> set yrange [-1:0]gnuplot> set ticslevel 0gnuplot> splot "PhiCGdemo.dat" t "" w lMan erh�alt damit eine Ausgabe, die ungef�ahr wie folgt aussieht:
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7.5 Aufgaben
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A7.1 Wir betrachten die Laplace-Gleichung (7.6) auf einem Quadrat derGr�o�e L = Lx = Ly = 2. Als Randbedingung seien die DirichletschenRandbedingungen (7.10) gegeben, d.h. der Rand ist bei x = �L=2 = �1geerdet (� = 0) und bei y = �L=2 = �1 sei ein Potential �(x;�1) =�0 = 1 vorgegeben.Berechnen Sie �(~x~r) und ��� ~E(~x~r)��� auf einem N+2�N+2-Gitter, indemSie die Summanden der exakten L�osung (7.14) mit n � n0 aufsummie-ren ! Untersuchen Sie die F�alle N = 25, n0 = 100; 500; 2000 ! Plotten,vergleichen und diskutieren Sie die Ergebnisse f�ur �(~x) und ��� ~E(~x)��� !A7.2 L�osen Sie das Randwertproblem aus A7.1 mit dem Jacobi-Verfahrenf�ur die N � N inneren Gitterpunkte ! Starten Sie im Inneren mit� (~x~r) = �0=2 = 1=2 und betrachten Sie die F�alle N = 11; 25; 51 !Wie oft m�ussen Sie das Jacobi-Verfahren durchlaufen, um eine Genau-igkeit von �� = 10�4 zu erreichen ?Berechnen Sie aus Ihrer numerischen L�osung f�ur � (~x~r) numerisch���~E (~x~r)��� unter Verwendung von (7.18) !Plotten Sie die Ergebnisse f�ur � und ���~E��� und vergleichen Sie sie unter-einander sowie mit der exakten L�osung !75



A7.3? Formulieren Sie das Randwertproblem aus A7.1 als lineares Gleichungs-system f�ur die n = N2 inneren Gitterpunkte und l�osen Sie dieses mitHilfe der Gau�-Elimination ! Betrachten Sie nacheinander die F�alleN = 11, 25 und 51 und vergleichen Sie den Rechenaufwand sowie IhreErgebnisse f�ur � und ���~E��� mit denen aus A7.2 !A7.4 Formulieren Sie genau wie in A7.3 das Randwertproblem aus A7.1 alslineares Gleichungssystem f�ur die n = N2 inneren Gitterpunkte undl�osen Sie dieses mit Hilfe des Conjugate Gradient Verfahrens f�ur A =�� und N = 11, 25 und 51 ! Nutzen Sie aus, da� die Diskretisierungvon �� auf eine d�unn besetzte Matrix f�uhrt, d.h. vermeiden Sie es, alleMatrixelemente von A = �� zu speichern !Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse f�ur � und ��� ~E��� mit denen aus A7.2 bzw.A7.3 ! Wie gro� ist nun der Rechenaufwand im Vergleich mit demJacobi-Verfahren (A7.2) bzw. der Gau�-Elimination (A7.3) ?A7.5?? L�osen Sie die Laplace-Gleichung ���(x; y) = 0 auf dem unten skiz-zierten L-f�ormigen Gebiet mit Hilfe des Conjugate Gradient Verfah-rens ! Setzen Sie bei den angebebenen Randbedingungen �0 = 1 ! Be-rechnen Sie numerisch ~E und plotten Sie die Ergebnisse f�ur � und���~E��� ! 6
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DankIch danke dem Rechenzentrum f�ur die Bereitstellung eines �Ubungsraumes.Ganz besonders danke ich allen Kursteilnehmern f�ur die Begeisterung beider Teilnahme und insbesondere f�ur Hilfe beim Au�nden von Fehlern in�alteren Versionen dieses Skripts.
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A Zur Ablage der �UbungsaufgabenIm Verlauf dieses Kurses werden Sie viele kleine Programme schreiben. Des-wegen rate ich Ihnen dringendHalten Sie Ordnung !Dazu geh�oren1. Die Verwendung von Dateinamen, die Ihnen auch nach Wochen, Mo-naten oder gar Jahren noch etwas sagen. Dabei mag es durchaus vonNutzen sein, da� UNIX Dateinamen praktisch unbeschr�ankter L�angezul�a�t, auch wenn die Faulheit die Verwendung eines kurzen standar-disierten Namens nahelegt.2. Die Verwendung von Unterverzeichnissen f�ur Ihre Projekte, deren Na-men ebenfalls bedeutungsvoll sein sollten. Eigentlich geh�ort jedes Pro-gramm in ein eigenes Unterverzeichnis. Bei k�urzeren Programmen istes aber auch zul�assig, diese z.B. in einem Verzeichnis pro Kapitel zu-sammenzufassen. In keinem Fall geh�oren die Programme in Ihr Haupt-verzeichnis.Bemerkung: Unter UNIX werden Verzeichnis- und Dateinamen mit`/' aneinandergef�ugt. Ihr Hauptverzeichnis k�onnen Sie mit `~' erreichen.So bezeichnet ~/programme/kapitel2/first.ccdie Datei first.cc im Unterverzeichnis kapitel2 des Verzeichnissesprogramme, das wiederum in Ihrem Hauptverzeichnis liegt.Im folgenden erw�ahnen wir kurz einige Kommandos, mit deren Hilfe SieOrdnung scha�en k�onnen (jeweils in eine Konsole {`Shell'{ einzutippen):
+ cd Verzeichnisw�ahlt `Verzeichnis' als das aktuelle Arbeitsverzeichnis an. Ein leerer`Verzeichnis'-Text bezeichnet Ihr Hauptverzeichnis, d.h. mit `cd' gelan-gen Sie zur�uck in Ihr Hauptverzeichnis.
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+ ls Namezeigt alle Dateien mit dem Namen `Name' an. Ist `Name' ein Verzeich-nis, so wird dessen Inhalt angezeigt. Ein leerer Text `Name' bezeichnetdas aktuelle Verzeichnis, d.h. mit `ls' sehen Sie den Inhalt des aktuellenVerzeichnisses.
+ mkdir Namelegt ein Unterverzeichnis des Namens `Name' im aktuellen Verzeichnisan.
+ mv -i Quelle Zielverschiebt eine Datei oder ein Verzeichnis mit Namen `Quelle'. Sind`Quelle' und `Ziel' Dateinamen, so wird die Datei mit Namen `Quelle'in `Ziel' umbenannt. Ist `Ziel' ein Verzeichnis, so wird `Quelle' in dasVerzeichnis `Ziel' verschoben.Achtung: Die Option `-i' wird empfohlen, damit Sie vor dem �Uber-schreiben bereits existenter Dateinamen gefragt werden und so das un-beabsichtige und unwiderbringliche L�oschen von Daten und Program-men vermeiden.
+ cp -p -i Quelle Zielkopiert eine Datei oder ein Verzeichnis von `Quelle' nach `Ziel'.Die Option `-p' sorgt daf�ur, da� Eigenschaften wie z.B. der letzte �Ande-rungszeitpunkt von `Quelle' mit kopiert werden. Ansonsten ist der cp-Befehl dem mv-Befehl sehr �ahnlich.
+ rm -i Datei(en)l�oscht eine (oder mehrere) Datei(en) mit den angegebenen Namen.Achtung: Die Option `-i' wird dringend empfohlen, damit Sie nichtunbeabsichtigt Daten oder Programme unwiderbringlich l�oschen.
+ rm -r -i Verzeichnis(se)mu� f�ur das L�oschen von Verzeichnissen einschlie�lich ihres Inhaltes(Dateien und Unterzeichnisse) verwendet werden.Sogenannte `Wildcards' sind n�utzliche Verweise auf mehrere Namen gleich-zeitig und werden mit einem `*' gebildet.Beispiel: `fi*' bezeichnet sowohl `first', `first.cc' wie auch `filename'(sollten Dateien dieses Namens existieren). Verwenden Sie `mv', `cp' oder `rm'79



zusammen mit Wildcards, so lege ich Ihnen die Option `-i' besonders ansHerz.F�ur weitere Details seien ein UNIX-Handbuch oder die man-pages empfohlen.KDE2 wie auch die meisten anderen gra�schen Ober�achen bieten IhnenAlternativen f�ur diese Ordnungsaufgaben, die aber hier nicht n�aher erl�autertwerden sollen.
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B RundungsfehlerDie von C/C++ verwendeten Flie�kommazahlen bestehen aus einem Expo-nenten und einer gewissen Anzahl von Nachkommastellen. Somit werden diemeisten Ergebnisse vom Programm automatisch auf die Zahl der verf�ugba-ren Stellen gerundet. Dies f�uhrt zu Rundungsfehlern, die sich im Verlauf derRechnung auch erheblich verst�arken k�onnen. Betrachten wir z.B. die folgen-den Ausdr�ucke17:(2.0 + 5e-16) - 2.0((2.0 + 5e-16 + 5e-16 + 5e-16) - 1.5e-15) - 2.0(2.0 + (5e-16 + 5e-16 + 5e-16 - 1.5e-15)) - 2.0Diese Ausdr�ucke k�onnen z.B. zu folgenden Ergebnissen f�uhren18:4.44089e-16-2.22045e-160Wir sehen an diesem Beispiel erstens, da� das Flie�komma-Ergebnis vondem exakten abweichen kann. Zweitens sehen wir, da� diese Rundungsfehlerauch dazu f�uhren, da� die Flie�komma-Implementation der Grundrechenar-ten nicht mehr assoziativ ist, sondern es auf die Reihenfolge der Rechenope-rationen ankommt !Verwenden wir ausschlie�lich Flie�komma-Zahlen vom Datentyp double, som�ussen wir uns �uber diese Rundungsfehler normalerweise keine Sorgen ma-chen. Anders sieht es bei Benutzung des weniger genauen Datentyps floataus. Die Genauigkeit von float im Vergleich zu double wird durch folgendesBeispiel illustriert:#include <iostream>int main(){double a = 2/double(3); // Nebenbei lernen wir hierfloat b = 2/double(3); // eine alternative Moeglichkeit// kennen, in C++ die Umwandlung17aeb ist die C/C++-Syntax f�ur die Flie�kommazahl a 10b.18Das tats�achliche Ergebnis kann vom Compiler und der Flie�komma-Verarbeitung desProzessors abh�angen ! 81



cout.precision(17); // von einem Integer- in einen// Fliesskomma-Datentyp zucout << a << "\n"; // erzwingencout << b << "\n";}Die Ausgabe dieses Beispiels kann die folgende sein (auch hier k�onnen Im-plementationsunterschiede zu kleinen Abweichungen f�uhren):0.666666666666666630.66666668653488159Fr�uher war die Rechnung mit float deutlich schneller als mit double. Da diesauf modernen Rechnern nicht mehr der Fall ist, rate ich dazu, im Regelfallausschlie�lich double zu verwenden.Unabh�angig von der Genauigkeit f�uhren Rundungsfehler dazu, da� Tests aufGleichheit bei Flie�kommazahlen zu anderen als den erwarteten Ergebnis-sen f�uhren k�onnen, selbst dann, wenn dies anhand einer Bildschirmausgabenicht erkennbar ist. Der Grund ist, da� kleinste Abweichungen am Randeder numerischen Genauigkeit fast automatisch durch Rundungsfehler enste-hen. Der Computer kennt aber nun kein `fast gleich', so da� er auf `ungleich'schlie�t. Am besten ist es, Tests auf exakte Gleichheit bei Flie�kommazahlenzu vermeiden.
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C new und delete in C++Mit Hilfe des Operators `new' k�onnen in C++ dynamische Datenobjekteangelegt werden, d.h. Objekte, f�ur die Speicher erst zur Programmlaufzeitreserviert wird. Damit ist es auch m�oglich, mit Objekten variabler Gr�o�ezu arbeiten. Die Verwendung von new ist in C++ �ahnlich wie in Java (vgl.Kapitel 5.1). Im Gegensatz zu Java gibt es in C++ auch einen Operator`delete', mit dem man den Speicherplatz freigeben kann, sobald er nichtmehr ben�otigt wird.Zur Illustration betrachten wir die folgende Variante des Programmes ausKapitel 4.3, das das Kreuzprodukt analog zu dem Java-Programm aus Ka-pitel 5.3.2 eleganter implementiert:#include <iostream>const int dim=3; // Nur Dimension 3double *kreuz(double a[dim], double b[dim]){double *r = new double[dim]; // Vektor r neu anlegenfor(int k=0; k<dim; k++){ // Schleife ueber Zielkomponentenint i = (k+1) % dim;int j = (k+2) % dim;r[k] = a[i]*b[j] - b[i]*a[j];}return r; // Zeiger zurueckgeben}int main(){double e1[dim] = {1, 0, 0}; // 1. Einheitsvektordouble e2[dim] = {0, 1, 0}; // 2. Einheitsvektordouble a[dim] = {2, -3, -4}; // a definieren und initialisierendouble b[dim] = {6, 5, 1}; // b definieren83



double *r = kreuz(e1, e2);cout << "e1 x e2 = [" << r[0] << ", " << r[1]<< ", " << r[2]<<"]\n";delete[] r; // r wieder freigebenr = kreuz(a, b);cout << "a x b = [" << r[0] << ", " << r[1]<< ", " << r[2]<<"]\n";delete[] r; // r wieder freigeben}Erl�auterungen:1. `new Datentyp' reserviert ausreichend Speicher f�ur den angegebenenDatentyp. Der Datentyp kann auch ein Vektor sein (siehe oben).2. new gibt einen Zeiger auf den Speicher zur�uck. Deswegen mu� das Er-gebnis von new an eine Zeiger-Variable zugewiesen werden (erkennbaran dem `*' vor dem Variablen-Namen).3. new kann auch in einer Funktion ausgef�uhrt werden. Das Beispiel ver-wendet es zur R�uckgabe eines Vektors. Der R�uckgabe-Datentyp dieserFunktion ist dann ein Zeiger.4. `delete Zeiger' gibt den von dem Zeiger belegten Speicher wieder frei.Achtung: Zur Freigabe von Vektoren solltedelete[] Zeigerverwendet werden. Andernfalls w�urde nur ein einziges Element freige-geben; der von dem Vektor belegte Speicher w�are immer noch belegt,ohne jedoch zug�anglich zu sein.
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D O�-Screen Images in JavaO�-Screen Images sind n�utzlich, wenn man Flackern ganz vermeiden will,oder aber einmal gezeichnete Elemente auf Dauer in der Ausgabe behaltenm�ochte (Beispiel: Eine Bahnkurve soll insgesamt sichtbar sein). Dazu werdenalle oder ein Teil der Zeichenfunktionen in ein O�-Screen Image ausgef�uhrt,d.h. ein Bild, das nicht direkt auf dem Bildschirm erscheint, sondern erstauf Wunsch dorthin kopiert wird. Da die Funktion update immer zuerstdas Fenster l�oscht (oder zumindest einen Teil davon), mu� sie �uberschriebenwerden. Meist wird man in ihr das O�-Screen Image aktualisieren (z.B. durchAufruf der Funktion paint) und es dann auf den Bildschirm kopieren.Zur Illustration betrachten wir das folgende Programm offscreen.java,einer Variante des Programms animation.java aus Kapitel 5.4:import java.awt.*;public class offscreen extends Frame {double x=180, y=0; // aktuelle Koordinatendouble lastx=180, lasty=0; // und die alten des kleinen KreisesImage hintergrund; // HintergrundbildGraphics hg; // Grafik-Kontext dafuerboolean initflag = false; // Schon initialisiert ?public static void main(String[] args){ offscreen frame = new offscreen(); // Fenster mit Animation erzeugen}offscreen(){ super("Illustration von Off-Screen Images");setSize(500,500);setLocation(50, 100);setBackground(Color.white);setForeground(Color.black);setVisible(true);while(true) // Endlosschleife fuer Animation85



for(int phi=0; phi<360; phi++) // Schleife ueber Winkel phi{x=180*Math.cos(phi*Math.PI/180); // x- und y-Koordinatey=180*Math.sin(phi*Math.PI/180); // aktualisierenrepaint(); // Neu zeichnenwarte(50); // 50 Millisekunden warten}}public void draw_hintergrund() // Hintergrundbild zeichnen{ hintergrund = createImage(500,500); // Hintergrundbild erzeugenhg = hintergrund.getGraphics(); // Grafik-Kontext dafuerfor(int r=354; r>=26; r--) // Bild vom Rand aus mit Kreisen{ // fuellen// Graustufen proportional zu 1/r berechnenint c = (int) (7155*(1/((double) r) - 1.0/354.0));hg.setColor(new Color(c, c, c)); // Entsprechendes Grau erzeugenhg.fillOval(250-r, 250-r, 2*r, 2*r); // und Kreis zeichnen}hg.setColor(Color.yellow); // Farbe gelbhg.fillOval(225,225,50,50); // Grossen Kreis in Mitte zeicheninitflag = true; // Flag fuer Initialisierung setzen}public void paint(Graphics g) // Direkt ins Fenster zeichnen{if(! initflag) // Hintergrund erzeugen, fallsdraw_hintergrund(); // noch nicht gescheheng.setColor(Color.blue); // Mit der Farbe blaug.fillOval((int) (245+x), // den kleinen Kreis zeichnen(int) (245-y), 10, 10);86



// Weg des kleinen Kreises im Hintergrund einzeichnenhg.setColor(Color.blue); // Farbe blau// Zurueckgelegten Weg zeichnenhg.drawLine((int) (250+lastx), (int) (250-lasty),(int) (250+x), (int) (250-y));lastx = x; // x und y in lastxlasty = y; // und lasty speichern}public void update(Graphics g) // Fenster-Inhalt aktualisieren{if(! initflag) // Hintergrund erzeugen, fallsdraw_hintergrund(); // noch nicht geschehen// Hintergrundbild ins aktuelle Fenster kopiereng.drawImage(hintergrund, 0, 0, this);// und den Rest der Zeichenfunktionen ausfuehrenpaint(g);}public static void warte(long ms) // Warte ms Millisekunden{ try { Thread.sleep(ms); }catch(InterruptedException e) {}}}Dieses Programm erzeugt zuerst ein Hintergrundbild, das um einen gelbenKreis in der Mitte radial Graustufen enth�alt, die proportional zu 1=r von wei�(direkt am gelben Kreis) bis zu schwarz am Rand des Fensters abfallen. Dannl�a�t offscreen.java einen kleineren blauen Kreis um den inneren gelbenkreisen. Dabei wird die Bahnkurve mit blauen Linien in das Hintergrundbildgezeichnet, die blaue Kreisscheibe hingegen direkt in das Fenster, nachdemder Hintergrund dorthin kopiert worden ist.Nach einer gewissen Zeit sieht das Bild wie folgt aus (der Rahmen des Fen-sters wurde in diesem Fall von KDE2 unter Linux erzeugt):87



Folgende Elemente des Programmes offscreen.java sind noch zu erkl�aren:1. `createImage(b,h)' erzeugt ein O�-Screen Image (Datentyp `Image')der Breite b und H�ohe h.2. `getGraphics()' liefert den Gra�kkontext (Datentyp `Graphics') ei-nes Image-Objektes. Mit diesem Gra�kkontext k�onnen u.a. die in Kapi-tel 5.4 beschriebenen Zeichenfunktionen in der dort angegebenen Weiseausgef�uhrt werden.3. `drawImage(i,x,y,o) zeichnet ein Image i mit der linken oberen Eckean der Position (x; y) in das Graphics-Objekt. o hat den Typ Image-Observer { meistens kann hier einfach `this' eingesetzt werden.4. `update(g)' ist eine vorde�nierte Funktion, die immer zum Neuzeich-nen des Fensterinhalts aufgerufen wird (z.B. durch Aufruf von repaint).Hier wird die Funktion update �uberschrieben, um den Ablauf des Fen-ster-Neuzeichnens umzude�nieren. g ist ein Graphics-Objekt.5. `Color(r,g,b)' ist der Konstruktor der Klasse Color. r, g und b sinddie Rot-, Gr�un-, bzw. Blau-Anteile der neuen Farbe. Die ganzen Zahlenr, g und b laufen von 0 (dunkel) bis 255 (maximale Intensit�at). r = g =b = 255 liefert Wei� und r = g = b = 0 f�uhrt zu Schwarz.6. Der Java-Datentyp `boolean' entspricht dem C++-Datentyp `bool'.88
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