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H

åF� >*ÿNø�@cû½ü�ýräKßoø�ß�å¸æ IQáãäKß  �ß�ûãä��¿ârþìä �JÿQß�ßoÿNþìû½é
ù�ø�áãü�ýM�`écþçëcäKßrù�äKß J écþ¸æ�ú&�eÿQßrß=�5ÿ��Tæ�écá¶âiä�û½ü�ý�áãåìäKâ9äKß�÷©äKá½ùräKß�/

P (H)dH = const exp−
(

1

2
βN tr(HH†)

) N
∏

i=1

dHii ×
∏

i≤j≤N

d<Hijd=Hij,
í;V.ö

÷©écâiä�å«ù�äKá �Nécß�ûãæ�ÿQßTæ�äG(Yécá��5ÿ.�Iæ½écá¿ûãé ú�øf÷ IQý�þçäKßFåìû�æ	óù1ÿNû½û ù�åìä (Yä�áãæ½äKåìþçø�ß�ëÝß�éQá��îåìäKá�æ!åìû�æ	óørß�ù
÷©écâiä�å

N
å5�  ���iéQß�äKßTæ�ä�ß�äKåìßrëcä&�P"�ëNæ¶÷©écá½ù�ä�ßDåìû�æ	óIù1ÿ��îåçæ©ÿQß#û��UINæ½äKá½ä�á �Bæ½äKþìþçä�â9ä � ø�ä&� ùräKá¶æ½ý�äKáD9

�îé=ù=Bß1ÿ.�7åçû½ü�ý�ä��xå5�îäKû
N → ∞ ÿQø�û½ëQä&�P"�ý�á�æ�÷¶ä�á½ù�ä�ßB�JÿQß�ß��

Þ�ßFï��Nò�÷�åçá½ùÝù�åçä �,ø=�5ÿQþçþìû��7ÿNæ½á½åìú�äKßTæ�ýräKécáãåìä*ÿQø�û;�P"�ý�á½þçåìü�ý�â9äKý�ÿQß�ù�ä�þçæ��iý�åìä�á�û½éQþìþ@ßBørß ÿNþìþìä�á½ù�åçß�ëcû�ù�åìä
�,ø�û�æ�ÿQß�ùrû½ù�åçü�ýIæ½äB"�â9äKáîäKåçß�äKß3ëTÿQß�ú}ÿQß�ùräKá½ä�ßmê äKë]â9äKáãäKü�ý�ßrä�æ#÷©äKáãù�äKß���ù1ÿ.�P"rá7â9ä�æ½á�ÿQü�ýTæ�ä�ßm÷�åìá
ßIø�ß#ù�åçä
	�äKûãécþçèQäKßTæ�ä

(z−H)−1 �IÞ�ý�á©ëcä�÷�åçü�ýIæ½ä�æ½äKû �}å¸æ½æ½äKþGû½écþçþçæ½ä�åçßTèQÿNá½å»ÿNßIæ�ø�ßTæ½äKáXÿNþìþìä�ß7ørß�åçæ#IQá½ä�ßN@á�ÿQß�û;�`écá��7ÿNæ½åìécß�ä�ß�û½ä�åìßEó�ù1ÿ�÷�åìá�û½ü�ý�þçåìä�@Qþìåìü�ý �QäKåçß�ä�	�ÿQø��îá½åìü�ýTæ½ø�ß�ëÝÿQørû½ëcú�äKåìü�ýrß�ä�æîý1ÿQâ9äKß;ørß�ù
ßIø�á�ù�åìä1��äKá��7å¸æ�åìú�æ INæ!�`écá½ùräKá½ß �S�Æåìä�û��JÿQßrß}ßIø�á�äKåçß�ä1�ÆåìÿQëcécß1ÿNþ5�7ÿNæ�áãå��îäKá;�P"�þìþçäKß�/

〈

(

1

z − H

)

jk

〉

= δjkF (z).
í*TQö

��ÿQá½ÿQø�ûO�`écþçëQæ«é�:iäKß�ûãåìü�ýTæ�þçåìü�ý�/
NF (z) =

〈

tr
1

z − H

〉

.
í +Tö

Y "�á«ùråìäA�îåçæ½æ½þìä�á½ä1�,ø�û�æ�ÿQßrù�û½ù�åçü�ýTæ�ä
ρ(λ)

ëcåìþ¸æ«ßIø�ß�/

ρ(λ) =
1

N

〈

N
∑

i=1

δ(λ − λi)

〉

= lim
α→0

1

Nπ

〈

N
∑

i=1

α

(λ − λi)2 + α2

〉

= − lim
α→0

1

Nπ
=

〈

N
∑

i=1

1

(λ + iα) − λi

〉

= − lim
α→0

1

Nπ
=

〈

tr
1

(λ + iα) − H

〉

= − lim
α→0

1

π
=F (λ + iα).

í�Iö
��ßrû½äKáA�,åìäKþ@åìû�æ�ä�û�ÿQþìûãé#ßIø�ßEó

F (z)
ú�øÝâiä�á½äKü�ýrß�äKß��iêoåìá�÷©écþçþìäKß�ù�åìä�	�ä�û½écþ¸ècäKßTæ½ä ÿQþìû8>*ÿNø�@cû½ü�ýräKû

Þ�ßTæ�ä�ëcá�ÿQþxûãü�ý�á½ä�åìâ9äKß��GÞ � Y1écþçëcäKßrù�äKßDûãäKå =z > 0
��àÆþçû«äKáãûãæ�ä�û�û�æ�ä�þìþìä�ßD÷�åìá �`äKû�æ	ó1ù1ÿNû½û

I+ =

∫ N
∏

j=1

(

d<xj d=xj

π

)

exp i

{

∑

1≤k,l≤N

x̄k(z − H)klxl

}

=

∫ N
∏

j=1

(

d<xj d=xj

π

)

∏

1≤k,l≤N

exp i {<xk(z − H)kl<xl} exp i{=xk(z − H)kl=xl}

=
iN

det(z − H)
.

í*Qcö
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��ÿQâ9äKåi÷�ø�á½ù�äÖÿNß�ûãæ½äKþìþçä�ù�ä�û«ëcä�÷©écý�ßTæ�ä�ß �ÑåìßIø�û½ú�äKåçü�ý�äKß�û�äKåçß
i
ëcä�û½ü�ý�áãåìäKâ9äKß,ó1ù1ÿ��îåçæ©ù1ÿQû«Þ�ßTæ�ä�ëcá�ÿQþ

ÿQø�ü�ýPù1ÿNß�ß��QécßTècä�á½ëcåçäKá�æ	óE÷©äKß�ß
H

ß�åìü�ýTæA�9écûãåçæ�å¸è�åçûãæKó,ù1ÿ =z > 0
ûãäKåìßPûãécþìþ ���,ø�� àÆørû½á½ä�ü�ý�ß�ä�ß

ù�ä�ûXÞ�ßTæ�äKëQá�ÿQþçû¶÷�ø�á½ùrä�äKåçß�ä ��ÿQø��ræ�ÿQü�ý�û½ä�ßTæ�á�ÿNß�û��`écá��eÿJæ�åìéQßDù�ø�á½ü�ýrëcä&�P"�ýráãæ �Bêoåìá�÷¶écþçþìä�ß#ÿQâ9äKá
(z −

H)−1 âiä�á½ä�ü�ý�ß�äKß,óXù1ÿQú�ø �P"�ëcä�ßm÷�åìáîþìåçß�ä	ÿQáãäMN@äKá��7ä}åìß3ù�äKß  ���9écß�äKßTæ½äKßoäKåçßmø�ß�ù?þ��cû½ä�ß �îåçæ
� ø1ÿQù�á½ÿNæ�åçû½ü�ý�ä�á� Yáãë[IQß�ú�ø�ß�ë�í ui ∈ C

ö�/

I+ =

∫ N
∏

j=1

(

d<xj d=xj

π

)

exp i

{

∑

1≤k,l≤N

x̄k(z − H)klxl +
∑

1≤k≤N

(ūkxk + x̄kuk)

}

=

∫ N
∏

j=1

(

d<xj d=xj

π

)

exp i
{

(x̄t + ūt(z − H)−1)(z − H)(x + (z − H)−1u) − ūt(z − H)−1u
}

=
iN exp −i {u · (z − H)−1u}

det(z − H)
.

í �Tö

�Æø�áãü�ý�ú�÷¶ä�å5�7ÿQþìåçëcäKû ��ÿQáãæ½åìäKþçþìä�û �Æå�:,ä�á½äKßrúKåìä�á½ä�ß}ä�á½ý1ÿQþ¸æ�ä�ßÑ÷�åçá«ù�åìä�Þ�ù�ä�ßTæ�åçæ#INæ	ó

∂2I+

∂ūqup

∣

∣

∣

∣

u=0

= −
∫ N

∏

j=1

(

d<xj d=xj

π

)

x̄pxq exp i

{

∑

1≤k,l≤N

x̄k(z − H)klxl

}

= − iN+1

det(z − H)
(z − H)−1

q,p,
í��cö

÷©é	�7å¸æ«ù�ø�áãü�ý �}å¸æ½æ½äKþìørß�ë "�â9äKá�ÿQþìþçä1��ÿNæ½á½åçúKäKß�ß1ÿNü�ý;í;V&ö

F (z) = − i−N+1

N

〈

det(z − H)

∫ N
∏

j=1

(

d<xj d=xj

π

)

x · x exp i {x · (z − H)x}
〉

íLðTö

�`écþçëQæ �6��åçäKá��7å¸æeûãåìß�ù ÷�åçá#ÿQþçþìäKáãù�åìßrëcû7ßIø�ß?èQécá½ä�á½ûãæ�åçß äKåçß�äKá �rÿQü �IëTÿQûãû½äÝëcä�þ»ÿQß�ùrä�æ	ó©ù1ÿ]÷�åìá7ù�åìä
�Æä�æ�äKá��7åçß1ÿQßTæ�äÆäKåìßräKáO�,ø��5ÿQþìþçû��7ÿNæ�áãå��!â9äKáãäKü�ý�ßräKßG�E"�ûãûãæ�ä�ß��U �û¶÷�åçá½ùDû½åçü�ý#úKä�åìëcä�ßEórù�ÿQû½û �îåçæ ��åçþF�`ä
äKåçß�äKûON@á½åçü �Iû�ùråìäKûãäKû���á½écârþìä�� ø��îëTÿQß�ëQäKßD÷¶ä�á½ù�ä�ßM�JÿQßrß��U��ÿ.�P"ráO�E"�û½ûãäKßB>Öá½ÿ�@	�7ÿQß�ß�9*(�ÿQá½åìÿQâ�þçäKß
äKåçß�ëcä��P"�ý�áãæ«÷©äKáãù�äKß �

� � Ù�Ë	� × Ë*ÏÑÏ�
� Ë�Ù�Î�Ë	��Õ�Û�Ï
>�á�ÿ�@	�7ÿQß�ß#í5ù�ä�øræ�ûãü�ý�äKá6> ��7ß�ÿQû½åìÿQþìþçäKý�áãäKá²å5� V&ô����cÿQý�áãýIø�ß�ù�ä�áãæ{ö �P"�ý�áãæ½äXù�åçä¶ß1ÿQü�ý!åçý�� âiä�ß1ÿQß�ßTæ½ä
ÿQßTæ�åF�Qé	�$�¿øræ�ÿNæ�å¸ècäîàÆþçëcäKâ�á½ÿ�äKåçßEó@ø���ù�ÿQû¿äKâ9äKß��5ÿQþìþçû¿ÿQßTæ�åF�Qé	�$�¿øræ�ÿNæ�å¸ècä ècä&�Iæ½écá½åçäKþçþìä L�áãäKø�ú&��á½é.9
ù�ø��Tæ�ëcä�ß1ÿQø�ä�á«úKøÑø�ßTæ�äKáãû½ø�ü�ýräKß��Gê IQý�áãäKß�ùÑû½ä�åìß�ä�à�ßI÷©äKßrù�ø�ß�ëcä�ß�û½é��7å¸æXý1ÿQø=�ræ�û�IQü�ý�þìåçü�ý}ëQäKé	�îä�9
æ�áãåìûãü�ý�äKá���ÿNæ�ø�á�÷XÿQáãäKßEóN÷�ø�á½ù�ä�ß �Ñåçæ½æ½äXù�ä�û6T��=���cÿNý�á½ýIø�ß�ùräKáãæ½û�ècécß J ä�á½äKú�åìß ÿQørü�ýîÞ�ßTæ½äKëcá½ÿQþìä "râiä�á>�á�ÿ�@	�7ÿQß�ß�9 (�ÿQáãå»ÿQâ�þçäKß7äKåìßrëcä&�P"�ýráãæ íãï VKòLóxï,TJòºö0�

����� ����� �"!$#&%��(')��*,+-*/.10324.��5�7698;:&<"��=)*/.?>)�5'@+;*/>)�5')ABC!DE:&#&F/G5�HA
 �û7ûãäKå {ζi}, i = 1..r

äKåìßräB�ÑäKß�ëcä�ècéQß (�ÿQáãå»ÿQâ�þçäKß��4��ÿQßfù�äJI1ßråìäKáãä}ùråìäM�}ø�þ¸æ#��þçå5�JÿNæ�åçécß�ø�ßTæ½äKá
åìýrß�äKßEó1ûãé ù1ÿQû½û

ζiζj = −ζjζi.
íLôTö

+



��ÿ��îåçæ �`écþìëQæXß1ÿNæ#"rá½þìåçü�ýDû½é��`éQáãæ �1ù�ÿQû½û
ζi

2 = 0
í;V �cö

�ÆåçäKû½ä
ζi

ý�ä�å5@cä�ß >�á�ÿ�@	�7ÿQß�ß�9 (�ÿQáãå»ÿQâ�þçäKß��.�Æåçä J ÿNû½åìûYù�ä�áO>�á�ÿ�@��eÿQßrß�9�à�þìëcä�â�á�ÿÆûãécþìþGù�åçäO�`écþìëcä�ß�ù�ä�ß �þìä&�7ä�ßIæ�ä�ßTæ�ý1ÿQþ¸æ�ä�ß�/

1

ζi i = 1...r

ζiζj i < j

...

ζ1ζ2...ζr.

�}å¸æ$��åìþ��`ä#ècécþçþìû�æ IQß�ùråìëcä�á!Þ�ß�ù�ø��Tæ�åçécßfþpIQûãûãæîäKûîû½åçü�ý3þçäKåìü�ýTæ$"�â9äKáãþìäKëQäKßEó�ù1ÿNû½ûîäKû
2r

û½écþçü�ý�äKá J ÿ79û½åçû½ä�þìä��îäKßTæ½ä!ëcåìâræ��e�Æåçä  Yþçä��îäKßTæ�ä!ùräKáÖàÆþçëcäKâ�á½ÿDû½äKåçäKß��Qé��
��þçä��=ä �xåìß�äKÿQá��Né	�¿â�åçß1ÿNæ�åçécß�ä�ß�ù�åìä�û½ä�á
(Yä��Tæ½écá½ä�ß��GàÆþìûãé!þpIQûãûãæ�û½åçü�ý W ä�ù�äKû� �þìä&�7ä�ßTæ�ûãü�ý�á½ä�åìâ9äKß}ÿQþìû

a = a(0) +
∑

i

a
(1)
i ζi +

∑

i<j

a
(2)
ij ζiζj + ... , a

(m)
i1i2..im

∈ C
í;V	V&ö

�Æåçä$�}ø�þçæ���þìåF�JÿNæ�åçécßÑ÷�åçá½ù �`écþçëcäKß�ùräKá��7ÿ�@cä�ß�äKåçß�ëcä��P"�ý�áãæ�/eY "�áA�}écß�é	�îä
a = a(k)ζi1ζi2...ζik

ørß�ù
b = b(l)ζj1ζj2...ζjl

ëQåìþçæXÿQþìû (YéQá½û½ü�ýrá½åF�ºæ

ab = a(k)b(l)ζi1ζi2...ζikζj1ζj2...ζjl
.

í;V'Tcö
�Æåçä �Ñø�þçæ���þìåF�NÿJæ�åìéQßeècécß �xåìß�äKÿQá��Né	�¿â�åçß1ÿNæ½åìécß�ä�ßDäKá;�`écþìëQæ�ûãé�ó1ù1ÿQûãû�ù�ÿQû��Æåìû�æ�á½åçâ�øræ½åçèBëcäKûãä�æ½ú*ä�á��P"�þçþçæ
÷�åìáãù�����ÿ��îåçæY÷�åìáãùeù1ÿNß�ßDÿQø�ü�ýeù1ÿQû¶à�û½ûãécúKåìÿNæ�å¸è=ëQäKû½ä�æ�ú�äKá��P"rþìþçæKóTû½é¿ù�ÿQû½û¶ÿQþìþçä? �åçëcäKß�ûãü�ý1ÿ.�ºæ½äKßDäKåçß�äKá
àÆþçëcäKârá�ÿPäKá��P"rþìþçæîûãåìß�ù��6��ÿNû��Qé��
��þçä�� L�écß W ø�ëcåçäKá�æ�ä

ā
äKåçß�äKû� Yþçä��îäKßTæ�û

a
û½éQþìþ�ÿQø�ü�ý ú�ømù�åçäKûãäKá

àÆþçëcäKârá�ÿ!ëcäKý$�cá½ä�ß}ø�ßrùÑ÷�åçá½ù �P"�á7��éQþFBß�é	�îäA�7å¸æ ��åçþF�`äÆèQécß

ζi1ζi2...ζil = ζ̄i1 ζ̄i2 ...ζ̄il

í;Vg+Tö
ù�ä I1ß�åìä�áãæ��

ζ̄i

÷�åçá½ùÑßIø�á�ÿQþçû«÷¶ä�åçæ�ä�á½ä�û  �þìä&�7ä�ßIæ�ù�ä�á�à�þìëcä�â�á�ÿ ëcä&�`éQá½ù�ä�áãæ	óS�7ÿQßX�NÿNß�ß�ä�ûÆß�åçü�ýIæ�÷�åìä
â9äKåxù�ä�ßM�Né	�
�rþìä��=ä�ß �EÿQýrþìäKß�â9äKáãäKü�ý�ß�ä�ß��1êoåìá«ù�ä I1ß�åçäKá½ä�ß�ÿNâiä�á

ζ̄i

�`écþçëcäKßrù�äKá��eÿ�@QäKß�/

ζ̄ i = −ζi

í;V��Iö
�ÆåçäKû½ä��Æä I1ß�å¸æ�åìéQßÑåçûãæ�ûãåìß�ßTècéQþìþ órù1ÿ!ú�� J �½ßIø�ß

ζ̄iζi = −ζiζ̄i = ζ̄iζi

í;V'Qcö
ÿQþçû@áãäKä�þìþIâiä�æ�á½ÿQü�ýTæ�ä�æ�÷¶ä�á½ù�ä�ßE�JÿQß�ß ø�ß�ù�ä�åìß àÆß1ÿQþçécëcécßÖú�ø�� J ä�æ½á�ÿQëcû � ø1ÿQù�á½ÿNæH�P"ráH�Né	�
�rþìä��=ä �EÿQý�9þìä�ß!ù1ÿQáãûãæ�ä�þìþ¸æ �.êoåìáû�æ�äKþçþìä�ßE�`äKûãæKócù1ÿQûãûYù�åìäXà�þìëcä�â�á�ÿ�ûãécþìü�ýrä  Yþçä��îäKßTæ�ä¶äKßTæ�ýUINþçæ	óQù�åìäXørßIæ½äKáãäKåìß�ÿQß�ù�ä�á
�Qé��
�¿ø=æ�åìä�á½ä�ßEócø�ß�ù7û½écþçü�ý�äQóTùråìä�ø�ßTæ�ä�á½äKåçß1ÿQß�ùräKá©ÿQßTæ�å5�Né	�$�¿øræ�åçäKáãäKß�� �²ä�æ�ú�æ�äKáãä�ûãåìß�ùîß1ÿNæ�"�á½þçåìü�ý �xå�9
ß�äKÿQá��Né	�¿â�åçß1ÿNæ�åçécß�ä�ß�ècécß �}écß�é��7ä�ß ørß�ëcäKá½ÿQù�ä�ß 	�ÿQß�ëcä�ûKóxù�åçä¿ù�åçä$�}äKß�ëQä A−

â�åçþìù�ä�ßEó,ä�á½û�æ�äKáãä
û½åçß�ù �²åçß�ä	ÿNá��Qé��¿â�åìß�ÿNæ�åçécß�äKßÖëcä�á�ÿQùräKß 	�ÿQß�ëQäKûKó.ù�åçä�ÿQß1ÿQþçécë�ù�åìä!�}ä�ß�ëcä A+

â�åçþìù�ä�ß��g��ÿQû ��éQþFBß�é	�
a
íDV	V.ö¶þ5IQû½û�æ�û½åìü�ý}ÿQþçû½é!äKåçß�ù�ä�øræ�åçëîûãü�ý�á½ä�åìâ9äKß�ÿQþìû

a = a+ + a− , a± ∈ A±

í;V �Tö
�



 �û�åìû�æ�þçäKåìü�ýTæ}ß1ÿQü�ýTècéQþìþìú�åìä�ýBâ�ÿQáKó�ù1ÿQûãûÝÿQþìþçä  �þçä��îäKßTæ�ä]ÿQø�û A+

ø�ßTæ�äKáãäKåçß1ÿQß�ù�ä�á �Qé��
�¿ø=æ�åìä�á½ä�ß
ø�ß�ùPÿNþìþìäC �þìä&�7ä�ßIæ½ä!ÿQø�û A−

ÿQßTæ�åF�Qé	�$�¿øræ½åìäKáãäKß��Gà�ø=�`ëcá½ørß�ùÝù�åìä�û½ä�áA �åìßTæ�ä�åìþìørß�ëeß�ä�ß�ßTæ1�eÿNß�ù�åìä
>�á�ÿ�@	�$�7ÿQß�ß�9 àÆþìëQäKâ�á½ÿ�ÿQø�ü�ý ëQá�ÿQù�øråìäKá�æ�ä�àÆþçëcäKârá�ÿ=�3�QäKùräKû  �þçä��îäKßTæeþ5IQû½û�æîû½åìü�ýmß�é=ü�ýmÿQø=��ä�åìß�ä
ÿQß�ùräKá½ä à�áãæ*ø�ß�ùPê]ä�åìûãäeÿQø��ºæ�äKåçþìä�ßÝø�ß�ù ú�÷¶ÿQá â9äKú�äKåçü�ý�ß�ä�æC�7ÿQß

a(0) åìß3íDV	V.ö�ÿQþçû�ëcä�÷3�cý�ß�þçåìü�ý�ä�ß
àÆßTæ½äKåìþ

ord(a)
ø�ß�ùmùräKß 	�äKû�æ#ÿNþìû ß�åìþF�iéNæ�äKßTæ½äKßfàÆßTæ�ä�åìþ

nil(a) = a − a(0) ó�ù1ÿ é.:,ä�ß�û½åçü�ýIæ½þìåçü�ýëcåçþçæ
nil(a)r+1 = 0

���}å¸æ ��åìþ��`ä ù�åçäKûãäKáÆà�ø=�ºæ�ä�åìþçø�ß�ëeþìÿQû½ûãäKß�ûãåìü�ýÝûãåìß�ßTècéQþìþHYGørß��Tæ�åìéQß�äKß�ÿQø=�Yù�åçäKû½ä�á
àÆþçëcäKârá�ÿ!ù�äJI�ß�åìä�á½äKß �-�=äKå

f : C → C
ý�åçß�á½ä�åìü�ý�ä�ß�ù}é.�ºæ�ù�åF:iäKáãäKß�ú�åìäKáãâ1ÿQá�ó�ù1ÿQß�ßÑû½ü�ýrá½äKåçâiä�ßÑ÷�åçá

f(a) = f(a(0)) + f ′(a(0))nil(a) +
1

2
f ′′(a(0))nil(a)2 + ... .

í;V9�Qö

��� � ��# � ��*$�H�3!#&.1!#&%��(>)�5'�� �3!�H<1*/.C!#&%"�
�=ä�å

f(ζ1, ..., ζn)
äKåçß�ä�Y1ø�ß��Tæ�åçécß �7å¸æ

ζ1, ..., ζn ∈ A−

�TäKûYåìû�æYé�:,ä�ß�û½åçü�ýTæ�þìåçü�ýEóTù1ÿQûãû
ζi

ßIø�á©åçß äKá½û�æ�ä�á
� á½ù�ßIø�ßrëeÿQø��ºæ�á½ä�æ�ä�ßM�JÿQß�ß �S�,ø�á J åìþçù�ø�ß�ë!ùräKû��ÆåF:iäKáãäKßTæ�åìÿQþ � ø�éNæ�åìä�ßTæ�äKßG�JÿQß�ßG�7ÿQßÑÿQþìûãé ζi

ù�ø�áãü�ý
∆ζi

äKáãû½ä�æ½úKä�ß������
∆ζi

ú�øB��"�áãúKäKß,ó��JÿQß�ßM�eÿNß}ä�ûÆäKßTæ�÷©äKù�ä�á�ß1ÿQü�ý}þìåçß��Iû�éBù�ä�á�ß1ÿNü�ý�á½ä�ü�ýIæ½û�ÿQørû
ù�ä&� W ä�÷©äKåçþìåìëQäKßM�}écß�é��Íý�ä�á�ÿQø�ûãúKåçäKý�ä�ß��Gù�åìä�û�þçåìä��`äKáãæXå*�½àC��ø�ßTæ�ä�á½ûãü�ý�åìä�ù�þìåçü�ý�ä  �áãëcäKâ�ßråìû½ûãä�/

f(ζ1, ..., ζn) = f(0) + ζifl = f(0) + frζi.
í;V&ðTö

�=é	�îåçæ¶ý1ÿQâ9äKß�÷�åìáXä�åìß�ä�þçåìß��Iûãû½äKå¸æ�åçëcä ∂
∂ζi

ø�ß�ù�ä�åìß�ä�áãäKü�ýTæ�ûãû½äKå¸æ�åçëcäÖàÆâ�þçäKåçæ½ø�ß�ë
∂/∂ζi

ù�ä I1ß�åìä�áãæ��U �û
ëcåçþçæXûãé	�îåçæ /

∂f

∂ζi

= fl

∂f/∂ζi = fr.
í;V&ôTö

êoåìá�÷©äKáãù�äKß�ýråìäKáÖßIø�ß ÷¶ä�åçæ�ä�áC�îåçæÖùräKá �²åçß��Iû�ÿQârþìäKå¸æ�ø�ßrë}ÿNá½â9äKåçæ½äKßEóxù�ÿQý�äKáÖûãü�ý�á½ä�åìâ9äKß]÷�åçá ÿNø�ü�ý
â9äKå5� Þ�ßTæ�ä�ëcá½åçäKáãäKß;ù�åçä �Æå�:,ä�á½äKßTæ½å»ÿQþçäeþìåçß��Iû ùräKá Y1ø�ß��Tæ½åìécß��H�Æåçä#àÆâ�þçäKå¸æ�ø�ß�ëQäKß]ß�ÿQü�ýFø�ß�ëcä�á�ÿQù�ä�ß
(�ÿQáãå»ÿQâ�þçäKß�ÿQßTæ½å5�Qé��
�¿ø=æ�åìä�á½ä�ß�ÿQø�ü�ýEó�÷�åçä��7ÿQßDûãåìü�ýÑþìäKåçü�ýTæ �BþìÿQáO�7ÿQü�ýTæ /

∂2f

∂ζi∂ζj

= − ∂2f

∂ζj∂ζi

.
í*T��Tö

Y "�á«à�â�þìä�åçæ½ø�ß�ë ß1ÿQü�ý
z ∈ A+

�jIQþçþçæ¶ù�åìä�û½ä ��ßTæ�ä�á½ûãü�ý�äKåçù�ø�ß�ë7âiä�åxù�äKá��Æå�:,ä�á½äKßTæ½å»ÿNæ½åìécßDß�åçü�ýTæ�ÿQß��
Y "�á«â9äKû�æ�å5�$��æ½ä�Þ�ßTæ�äKëQá�ÿQþçäA"�âiä�á �Qé	�$�¿øræ½åìäKáãäKß�ùrä (�ÿQá½åìÿQâ�þìä�ëcåìþ¸æXâ9ä��JÿQß�ßTæ½þìåìü�ýGN@á�ÿQßrû½þ»ÿJæ�åìéQß�û;9

åìßTèNÿQáãå»ÿQß�ú!í
x, a ∈ A+

ö
∫ ∞

−∞

dx f(x) =

∫ ∞

−∞

dx f(x + a).
í T�V.ö

�ÆåçäKû�û½écþçþEù�åìäÖù�ä I1ß�åçäKá½ä�ß�ù�ä  YåçëcäKßrû½ü�ý1ÿ.�ºæ�ècéQß�Þ�ßTæ�ä�ëcá�ÿQþçäKßX"�â9äKá�ø�ß�ëcä�á�ÿQù�ä1(�ÿQáãå»ÿQâ�þçäKß�û½ä�åìß��-�}ÿQß
�`écáãù�äKá�æ í

ζ, a ∈ A−

ö�/
∫

dζ f(ζ) =

∫

dζ f(ζ + a).
í T	Tcö

�ÆåçäKû �JÿQß�ßÑßBørá�ä�á��P"�þçþçæX÷©äKáãù�äKß,óS�5ÿNþìþìû ∫

a dζ = 0
�S��ÿQý�ä�á�ù�äJI1ßråìäKá�æ��eÿQß /

∫

dζ = 0
í*T.+Tö

∫

dζ ζ = 1.
í*T �Iö
í*T	Qcö

Q



àÆørû©ù�åçäKûãäKá6�ÆäJI�ßIæ½åìécß �`écþçëQæ	óNù1ÿQû½û�Þ�ßTæ�ä�ëcá�ÿNæ½åìécß ø�ßrù �xåìß��Iûãù�åF:iäKáãäKßTæ�åìÿNæ�åçécßÑí`÷�åçäX÷�åìá�ø�ß�û�ëcä�äKåìßråìëQæ
ý1ÿQâ9äKß1öO"râiä�á½äKåçß�ûãæ½å5�$�7ä�ß�/

∫

dζ f(ζ) =
df

dζ
.

í*T �Tö
�Qä�æ½ú�æ�÷©écþçþìäKßÑ÷�åìá�ó9÷�åçä¿écâ9äKß�â9äKáãäKåçæ½û?�P"�á8�Qé	�$��þìä0�=ä �EÿQý�þçäKß�ârú�÷1�EÿNþìþìëQä��îäKåìßräKáO�P"�áÆëQäKá�ÿNù�äC(�ÿ79
á½åçâ1ÿQþçäKßFëcä�æ�ÿQßEó6>ÖÿQø�@cåçßTæ�äKëQá�ÿQþçä "�âiä�á7ørß�ëcäKá½ÿQù�äG(�ÿQá½åìÿQâ�þçäKß;â9äKá½ä�ü�ý�ß�ä�ß�� ��ÿNû7ú�ømâ9äKá½ä�ü�ý�ß�ä�ß�ù�ä
Þ�ßTæ�ä�ëcá�ÿQþxþìÿQøræ½ä�æ

I− =

∫

∏

1≤k≤N

(dζkdζ̄k) exp i

{

∑

1≤k,l≤N

ζ̄k(z − H)klζl

}

,
í*T �cö

÷©écâiä�å¶÷�åìá�ßBørá!åìß;àÆß�ÿQþìécëQåìäeú�øFù�äKßFÞ�ßTæ�ä�ëcá�ÿQþçäKß "�â9äKá!ëcä�á�ÿQùrä (�ÿQá½åìÿQâ�þìäîù1ÿQû L�é	�$��þìä0�=�Nécß W ø�9
ëcåçäKáãæ½ä�ÿNþìûîú�÷©äKåçæ½ä�Þ�ßTæ�ä�ëcá�ÿJæ�åìéQß�ûãèNÿQáãå»ÿQâ�þçäDècäKá�÷¶ä�ß�ù�ä�ß��«Þ�ß ù�ä�á >�á�ÿ�@	�7ÿQß�ß�9�àÆþçëcäKârá�ÿ �eÿNü�ýIæ½ä�ä�û
�Qä�åìß�ä�ß ��ßTæ�äKáãû½ü�ý�åçäKùEó�äKåçß�äPÿQß�ùräKá½äPÞ�ßTæ�ä�ëcá�ÿJæ�åìéQß�ûãèNÿQáãå»ÿQâ�þçä�ú�ø�ß�ä�ý��îäKß�� �ÆåçäKûãäKûÑÞ�ßIæ½äKëcá½ÿQþ�þpINû½ûãæ
û½åçü�ýÝåìß�ùrø��Tæ�åçèÑâ9äKáãäKü�ý�ß�ä�ß��Eêoåìá�âiä�ëcåìßrß�äKß�ùråìä�Þ�ßrù�ø��Tæ�åçécß �7å¸æ

N = 1
ø�ß�ù � �cß�ß�ä�ßPù�åìä  ���9é.9

ß�ä�ßIæ½å»ÿQþ��`ø�ß��Tæ�åçécßDß1ÿQü�ý]í;V �cö¶û½ü�ý�áãäKåçâiä�ß�ÿQþçû�/
∫

dζ1dζ̄1 exp iζ̄1(z − H)11ζ1 =

∫

dζ1dζ̄1(1 + iζ̄1(z − H)11ζ1) = i(z − H)11.
í*TQðTö

��ørß � �cß�ß�ä�ß ÷�åçáPí*T��cö7ß1ÿQü�ý
ζ̄N

ù�åF:iäKáãäKß�ú�åìä�á½äKß,ó¶÷XÿNûDëcþìä�åìü�ý�ú�äKåçæ½åìë W ÿ;ÿNø�ü�ýoù�äKáDÞ�ßTæ�ä�ëcá�ÿJæ�åìéQß
äKßTæ½û���áãåìü�ýTæ	óGø�ß�ùÑäKáãý1ÿQþ¸æ�äKß /

I− =

∫

∏

1≤k≤(N−1)

(dζkdζ̄k)dζN

∑

1≤n≤N

ζni(z − H)Nn exp i











∑

1≤k≤(N−1)
1≤l≤N

ζ̄k(z − H)klζl











.
í*TQôTö

�Æä�á ßUINü�ý�ûãæ½äG�=ü�ý�áãåçæ½æ*ûãécþìþ¸æ�ä ß1ÿNæ�"�á½þçåìü�ýPÞ�ßTæ�äKëQá�ÿNæ½åìécß ß1ÿQü�ý
ζn

û½ä�åìß��²ù1ÿQâ9äKå%�¿ørû½û ÿQþìþçäKá½ùråìß�ëcû�â9ä�9
ÿQü�ýTæ�ä�æ�÷©äKáãù�äKß,ó9ù�ÿQû½û�ÿQø�ü�ý}ù�åìä1��åF:iäKá½ä�ßTæ�å»ÿNþìä�ø�ßrëcäKá½ÿQù�äKáO(�ÿQáãå»ÿQârþìäKß �Né	�$�¿øræ�åçäKáãäKß�/

I− =
∑

1≤n≤N

(−1)N+ni(z−H)Nn

∫

∏

1≤k

≤(n−1)

(dζkdζ̄k)
∏

(n+1)≤k

≤N

(dζkdζ̄k−1) exp i











∑

k 6=N

l6=n

ζ̄k(z − H)klζl











.

í + �Tö
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N = 1
ù1ÿNû*Þ�ßTæ½äKëcá½ÿQþYëcäKá½ÿQù�ä ù�äKá��Æä�æ�ä�á��îåìß1ÿQßTæ½äîùräKá

1 × 1
9D��ÿNæ½á½å���äKßTæ½û���áãåìü�ýTæ	ó@ûãæ½äKþìþ¸æ

ù�åçä«écâ�åìëQä�>ÖþçäKåìü�ýIø�ßrë�ù�äKß �²ÿ���þ»ÿNüKäKûãü�ý�äKß� �ßIæ�÷�åçü �Iþìø�ß�ëQû½û�ÿJæ�ú �P"�á!��ÿNæ�áãåìú�äKß ß1ÿQü�ýîù�äKá"��æ�äKß��,äKåçþìä
ù1ÿQá&�U��ÿQû? �á½ëcä�â�ß�åçû�þìÿQøræ½ä�æ�ÿQþçû½é�/

I− =

∫

∏

1≤k≤N

(dζkdζ̄k) exp i

{

∑

1≤k,l≤N

ζ̄k(z − H)klζl

}

= iN det(z − H),
í +�V.ö
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F (z) = − i

N

〈

∫ N
∏

j=1

(

d<xj d=xj dζjdζ̄j

π

)

x · x exp i {x · (z − H)x + ζ · (z − H)ζ}
〉

.

í +[Tcö
�
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ø�ß�ùC(YäKá½ßråìü�ýTæ�ø�ßrëcû½é	�9äKá½ÿNæ�éQá½äKß!ùräKß�ûãäKþìâ9äKßE(Yä�áãæ�ÿQø�û½ü�ýIø�ßrëcû½áãäKëcä�þìß!÷�åìä >Öá½ÿ�@	�7ÿQß�ß�9*(�ÿQá½åìÿQâ�þìä�ß�ëcä�9
ý�écáãü�ý�äKß ���ÆåçäÆäKåçß�úKåçëcä�úKø �îåçæãæ�äKþçß�ù�ä?>�á �	@cä�åìû�æ¶ùråìä  ���9écß�äKßTæ½å»ÿQþ��`ø�ß��Tæ�åçécß
�îåçæ�ù�ä&� ��ÿ��îåìþçæ½écß�å 9
ÿQßEóGÿNþìû½é!ä�á½ëcåçâræ�û½åçü�ý�/

F (z) = − i

N

∫ N
∏

j=1

(

d<xj d=xj dζjdζ̄j

π

)

x·x exp iz {x · x + ζ · ζ} 〈exp −i {x · Hx + ζ · Hζ}〉 .

í +	+Tö
�ÆåçäKû½äX�Ñåçæ½æ½äKþçø�ß�ë�þ5IQû½û�æ¿û½åçü�ýfÿQâiä�á¿ÿQørû��P"�ý�áãäKß��êoåçá�ûãü�ý�á½ä�åìâ9äKßFù�äKß;ú�ø �7å¸æ½æ�ä�þìß�ùräKß N@äKá�� �îåçæ
��åçþF�`ä�ùräKá?��ÿNæ½á½å��

Kjk = xjx̄k − ζj ζ̄k

ø��ÍúKø

〈exp −i {x · Hx + ζ · Hζ}〉 =

〈

exp −i

{

∑

1≤j,k≤N

Hkj(xjx̄k − ζj ζ̄k)

}〉

= 〈exp −i tr(HK)〉 .

í + �Iö
��ÿ��îåçæXäKá½ëQåìâræ�ûãåìü�ýÑß1ÿQü�ýB>ÖþçäKåìü�ýIø�ßrëXV�/

〈exp −i tr(HK)〉 = const

∫

∏

1≤i≤N

dHii ×
∏

i≤j≤N

d<Hijd=Hij exp−1

2
βN tr(HH†) exp −i tr(HK)

= const

∫

∏

1≤i≤N

dHii ×
∏

i≤j≤N

d<Hijd=Hij exp−1

2
βN Hii

2 exp −i HiiKii

exp−βN
(

|<Hij|2 + |=Hij|2
)

exp − i {<Hij(Kij + Kji) + i=Hij(Kij − Kji)}

= exp− 1

2βN

∑

1≤i≤N

i<j≤N

(

Kii
2 +

(Kij + Kji)
2

2
− (Kij − Kji)

2

2

)

= exp− 1

2βN

∑

1≤i,j≤N

KijKji

= exp− 1

2βN
trK2.

íj+[Qcö
�}å¸æ�ù�äKß W ä�÷©äKåçþìåìëQäKß (YäKá�æ�ÿQørû½ü�ýIø�ß�ëcûãá½ä�ëcäKþçß�äKáãëcåìâræ�ûãåìü�ý

tr K2 =
∑

1≤j,k≤N

(xjx̄k − ζj ζ̄k)(xkx̄j − ζkζ̄j) = (x · x)2 − (ζ · ζ)2 + 2(ζ · x)(x · ζ),
íj+ �Tö

û½éîù1ÿQûãû«÷�åìá*í +�+Tö¶û½ü�ý�áãäKåçâiä�ßB���Qß�ß�äKß /

F (z) = − i

N

∫ N
∏

j=1

(

d<xj d=xj dζjdζ̄j

π

)

x · x exp iz {x · x + ζ · ζ}

exp − 1

2βN

{

(x · x)2 − (ζ · ζ)2 + 2(ζ · x)(x · ζ)
}

.
í + �cö

 �åìß YGÿ��Tæ�écá!ùräKû Þ�ßTæ�äKëQá�ÿQß�ùräKßmþ5IQû½û�æ û½åçü�ý "�â9äKá!ä�åìß�äX��ø�â�â1ÿQáãù�9;�Iæ�á�ÿJæ�écß�é&èBåìü�ý�9 N@á�ÿQß�û;�`écá��7ÿNæ½åìécß
ø��îû½ü�ý�áãäKåçâiä�ß�/

exp
1

2βN
(ζ · ζ)2 =

√

βN

2π

∫

dµ exp −
{

µζ · ζ +
1

2
βNµ2

}

.
í +cðTö

�



�Æø�áãü�ý  �åìß��P"�ý�á½ä�ß}ùräKá?��ÿNæ½á½å��

Mjk = (µ − iz)δjk +
1

βN
xjx̄k

í +côTö

�JÿQß�ß �7ÿQß#ßIø�ßÑÿQþçþìä?Y9ÿ.�Iæ½écá½ä�ßEórùråìä1>�á�ÿ�@��eÿQßrß�9 (�ÿQáãå»ÿQârþìäKß ä�ßIæ½ý1ÿQþ¸æ�äKß,ó�ÿQþçû¶äKåçßX>*ÿNø�@cû½ü�ýräKû«Þ�ßTæ�ä09
ëcá½ÿQþxÿQø�ûãù�á�"rü �QäKß /

F (z) = − i

N

√

βN

2π

∫

dµ

N
∏

j=1

(

d<xj d=xj dζjdζ̄j

π

)

exp−(ζ · Mζ) x · x exp

{

iz x · x − 1

2βN
(x · x)2 − 1

2
βNµ2

}

.
í � �Tö

�ÆÿNü�ý >�þìäKåçü�ýIø�ß�ë�+=VG���cßrß�äKßm÷�åçá!ù1ÿQûîÞ�ßTæ�äKëQá�ÿQþO"�â9äKá
>�á�ÿ�@��eÿQßrß�9 (�ÿQáãå»ÿQârþìäKß�ÿQø�û½áãäKü�ý�ßräKß��! �û
ëcåçþçæ /

∫ N
∏

j=1

(

dζjdζ̄j

)

exp−(ζ · Mζ) = det M.
í ��V.ö

�Æåçä �Æä�æ�ä�á��îåìß1ÿQßTæ½ä©åçûãæ@þìä�åìü�ýTæ�ú�ø�â9äKû�æ�å5�$�îäKß�/
M

åçûãæ@ù�åçä �=ø=�
�îäYäKåìßräKû (�åìä�þF�5ÿQü�ýräKß*ù�äKá�Þ�ù�äKßTæ�å¸æ INæ
ø�ß�ù?ä�åìß�ä�û ��á½é W ä��Tæ�åçécß�û½é��iä�á�ÿNæ½écá½û&�  �åìß  �åçëcäKßTècä&�Tæ�écá#åçûãæeù1ÿ��îåçæ7û½åìü�ýräKáeùräKá�(Yä&�Iæ½écáKó¶ÿQø=�Öù�ä�ß
��áãé W åìú�åìäKá�æ¶÷�åçá½ùEóBßUI��îþìåçü�ý

x
�rùräKáO �åìëQäKßT÷¶ä�áãæ�ä�á½á½ä�ü�ý�ß�ä�æ�û½åìü�ýDú�ø

µ− iz + 1
βN

x · x ��àÆþçþìä�"�â�áãåìëcä�ß �åìëcä�ßTècä��Tæ½écá½ä�ß ûãåìß�ù
(n − 1)

9*�5ÿQü�ý�úKø=�2 �åìëQäKßT÷¶ä�áãæ
µ − iz

äKßTæ�ÿQáãæ½ä�æ �E�ÆÿQü�ý N@á½åìÿQëcécß�ÿQþìåçû½åìä�á½ø�ßrë
â9äKá½ä�ü�ý�ß�ä�æÆûãåìü�ýÑù�åìä1�Æä�æ�ä�á��îåìß1ÿQßTæ½ä ÿNþìû½é!ú�ø

det M = (µ − iz)N−1

(

µ − iz +
1

βN
x · x

)

.
í ��Tcö

��ÿ��îåçæXû½åìßrù�÷�åçäKù�ä�á�ÿQþìþçä1>Öá½ÿ�@	�7ÿQß�ß�9*(�ÿQá½åìÿQâ�þçäKß#ÿNø�û�ù�äKá 	�äKü�ý�ßIø�ß�ëîècä�á½û½ü�ýT÷�ø�ßrù�äKß�/

F (z) = − i

N

√

βN

2π

∫

dµ

N
∏

j=1

(

d<xj d=xj

π

)

x · x (µ − iz)N−1

(

µ − iz +
1

βN
x · x

)

exp

{

iz x · x − 1

2βN
(x · x)2 − 1

2
βNµ2

}

.
í �[+Tö

Þ�ßfù�åìä�û½ä�� Þ�ßIæ½äKëcá½ÿQþO�Qé��
��æ ßIø�á ß�éBü�ýfù1ÿQû J ä�æ½á�ÿQëQû � ø1ÿQù�á½ÿNæ ècécß x
èQécáKó�ä�ûîâråìä�æ½ä�æîû½åçü�ýmÿNþìû½é

ÿQßEóQåìß
2n
9�ù�åF�7ä�ß�û½åçécß1ÿQþçä �@écþ»ÿQá��QéBécá½ùråìß1ÿNæ½äKß!ú�øîæ½á�ÿQß�û;�`écá��îåìä�á½ä�ß��	�Æåçä��cÿQüKéQâ�å�9 �Æä�æ½äKá��îåìß�ÿQßTæ�äXù�ä�á

N@á�ÿQß�û;�`écá��7ÿNæ½åìécßDþìÿQøræ�ä�æ*í
x · x ≡ ν

ö�/

N
∏

j=1

d<xj d=xj = dν 2N
πN

NΓ(N)
νN−1 = dν

2πN

(N − 1)!
νN−1,

í � �Iö

û½éîù1ÿQûãû�ù1ÿQû�Þ�ßTæ�äKëQá�ÿQþxú�ø

F (z) = − 2i

N !

√

βN

2π

∫ ∞

−∞

dµ

∫ ∞

0

dν νN (µ − iz)N−1

(

µ − iz +
ν

βN

)

exp

{

iz ν − 1

2βN
ν2 − 1

2
βNµ2

} í ��Qcö

ð
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â9äKåìùrä�Þ�ßTæ½äKëcá½ÿQþìä �9äKá!�rÿNæãæ�äKþF��ø�ß��Tæ½û��îä�æ�ýré=ù�ä�ÿQø�ûãëcä�÷©äKá�æ�ä�æ¶÷©äKá½ùräKß��=�}åçæ6��åìþ��`ä«ù�äKá �Bæ�åçá½þçåìß�ëcûãü�ý�äKß
Y1écá��îäKþ��P"rá¶ëcáãé	@cä

N N ! ≈
√

2πNNN exp −N
ø�ß�ùeù�äKá �=ø�â�û�æ�åçæ½øræ�åçécß

ν ≡ Nu
û½ü�ý�áãäKåçâiä�ße÷�åìá

ù�ä�ß}Þ�ßTæ�ä�ëcá�ÿNß�ù�äKß}ø��X/

F (z) = − 2i

N !

√

βN

2π
exp −N

∫ ∞

−∞

dµ

∫ ∞

0

Ndu (Nu)N(µ − iz)N−1

(

µ − iz +
u

β

)

exp N

{

iz u − 1

2β
u2 − 1

2
βµ2 + 1

}

= − iN
√

β

π

∫ ∞

−∞

dµ

∫ ∞

0

du
µ − iz + u

β

µ − iz

exp N

{

iz u − 1

2β
u2 − 1

2
βµ2 + 1 + ln u + ln(µ − iz)

}

.
í � �Tö
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F (z) =
1

2
β

(

z −
√

z2 − 4/β
)

.
í � �cö
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ρ(λ) = − lim
α→0

1

π
=F (λ + iα)

= − lim
α→0

1

π
=1

2
β

(

λ + iα −
√

(λ + iα)2 − 4/β
)

= lim
α→0

β

2π
=

√

(λ + iα)2 − 4/β

= lim
α→0

β

2π
= i

√

4/β − λ2 + α2 − 2iαλ

= lim
α→0

β

2π
= i

√

|4/β − λ2 + α2 − 2iαλ| exp i arg(4/β − λ2 + α2 − 2iαλ)/2

= lim
α→0

β

2π

√

|4/β − λ2 + α2 − 2iαλ| cos arg(4/β − λ2 + α2 − 2iαλ)/2

=
β

2π

√

4/β − λ2 · Θ(4/β − λ2)

=
2

πλ0

√

1 − λ2

λ0
2
· Θ

(

1 − λ2

λ0
2

)

,
í �TðTö
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