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Zusammenfassung

In dieser Ausarbeitung soll das gemittelte Spektrum einer Zufallsmatrix berech-
net werden, genauer die Zustandsdichte im Gaufschen unitdren Ensemble. Das Pro-
blem soll unter Benutzung von Grafmann-Variablen mit Hilfe der fermionischen Me-
thode, die z. B. in [4], S. 694ff, zu finden ist, gelést werden. Daher wird ein Abschnitt
iiber die Grafmann-Variable eingeschoben.

1 Was sind Zufallsmatrizen?

In Arbeiten von Wigner ([8], [9]) wurde zuerst vorgeschlagen, das Spektrum komplexer
Systeme, beschrieben durch einen Hamiltonoperator H;; in Matrixdarstellung, mit dem
von Zufallsmatrizen zu vergleichen. Dabei sollen diese Matrizen normalverteilte Elemente
enthalten, die natiirlich auch die Symmetrie des Systems widerspiegeln sollen. Es sind drei
Symmmetrien zu unterscheiden (Vgl. [3], S. 89f):

e Der Hamiltonoperator sei invariant unter Zeitumkehr, dann sind nach einem Satz
der Quantenmechanik alle Eigenfunktionen reell darstellbar. Die entsprechende Ma-
trix ist offensichtlich reell und symmetrisch. Die entsprechenden Zufallsmatrizen
bilden das Gaufssche orthogonale Ensemble.

e In Gegenwart magnetischer Wechselwirkungen wird die Zeitumkehrsymmetrie ver-
letzt und der Hamiltonoperator ist im Allgemeinen eine hermitesche Matrix. Die
entsprechenden Zufallsmatrizen bilden das Gaufische unitire Ensemble.

e Bei halbzahligem Gesamtspin liegt nach Kramers Theorem (Vgl. z. B. [5], S. 215ff)
jeder Zustand zweifach entartet vor, also muss in diesem Fall jeder Eigenwert die
Vielfachheit 2 haben. Die Menge der Zufallsmatrizen, die diese Symmetrie aufweist,
heiflen Gaufssches symplektisches Ensemble.

*Email-Adresse: mail@georg-mueller.net



Das statistische Gewicht einer Matrix H im Gaufischen unitdren Ensemble kann also
durch folgenden Boltzmannfaktor beschrieben werden:

N
1
P(H)dH = const exp — <§ﬁN tr(HHT)) [[am: x [] arHdsH; (1)

i=1 i<j<N

wobei der konstante Vorfaktor so zu wihlen ist, dass die Verteilung normiert ist, und
wobei N im Exponenten eingefiigt worden ist, damit an spéterer Stelle bequem der ther-
modynamische Limes N — oo ausgefiihrt werden kann.

In [6] wird die Zufallsmatrizentheorie ausfiihrlich behandelt; hier soll nun allerdings die
Zustandsdichte iiber einen ganz anderen Weg berechnet werden; dafiir betrachten wir
nun die Resolvente (2 — H)~!. Ihr gewichtetes Mittel sollte invariant unter allen unitéiren
Transformationen sein, da wir schlieflich keine Raumrichtung ausgzeichnet haben und
nur die Hermitiztit fordern. Dies kann nur eine Diagonalmatrix erfiillen:

<(Z_1 H)jk> —5uF (). o)

NF() = <trz_1H>. (3)

Fiir die mittlere Zustandsdichte p(\) gilt nun:

() = %<25<A—A,~>>

Daraus folgt offensichtlich:

— _ T & y

= ilil%) 7T\SF()\ +ia). (4)
Unser Ziel ist es also nun, F'(z) zu berechnen. Wir wollen die Resolvente als Gaufsches
Integral schreiben. Im Folgenden sei &z > 0. Als erstes stellen wir fest, dass

N A
Iy = /H(w)expi{ Z $k(z_H)klel}
j=1

1<k,I<N

N ARy dSw;
= /H (7] j) H exp 1 {Rzr(z — H)pRz } exp i{Sz(z — H)uSz}
Jj=1 T 1<k, I<N

Z'N

- det(z — H)’ 5)



Dabei wurde anstelle des gewohnten Minuszeichens ein ¢ geschrieben, damit das Integral
auch dann konvergiert, wenn H nicht positiv ist, da &z > 0 sein soll. Zum Ausrechnen
des Integrals wurde eine Hauptachsentransformation durchgefiihrt. Wir wollen aber (z —
H)~! berechnen, dazu fiigen wir lineare Terme in den Exponenten ein und lésen mit
quadratischer Ergénzung (u; € C):

N ARy dSw;
I, = /H (#) exp 1 Z jk(z — H)klffl + Z (ﬂkxk + ffkuk)
j=1 L

<kJ<N 1<k<N

_ /ﬂl (M) exp i {(#' + (2 — H) ) (z — H)(x + (2 — H)'u) — @'z — H)"u}

iNexp —i{u- (2 — H) u}
det(z — H)

(6)

Durch zweimaliges partielles Differenzieren erhalten wir die Identitét,

I, /ﬂ (dmj d%xj) | { }
— = — — :prq exp 1 a‘:k(z — H)klﬂfl
Quguy |, _q j=1 T 1§;1§N
’iN+1 1
A
det(z — H) (= i ™

womit durch Mittelung iiber alle Matrizen nach (1)

F(z) = J;“ <det(z —H) /ﬁl <m) v-zexpi{z-(z— H)x}> (8)

T

folgt. Hiermit sind wir allerdings nun vorerst in einer Sackgasse gelandet, da wir die
Determinante einer Zufallsmatrix berechnen miissten. Es wird sich zeigen, dass mit Hilfe
eines Tricks dieses Problem umgangen werden kann. Dafiir miissen Gralkmann-Variablen
eingefiihrt werden.

2 Gralbmann-Variablen

Grakmann (deutscher Gymnasiallehrer im 19. Jahrhundert) fithrte die nach ihm benannte
antikommutative Algebra ein, um das ebenfalls antikommutative vektorielle Kreuzpro-
dukt genauer zu untersuchen. Wahrend seine Anwendungen somit hauptséichlich geome-
trischer Natur waren, wurden Mitte des 20. Jahrhunderts von Berezin auch Integrale {iber
Grakmann-Variablen eingefiihrt ([1], [2]).

2.1 Defintion der Grafimann-Algebra und Grundsatzliches

Es sei {¢;}, i = 1..r eine Menge von Variablen. Man definiere die Multplikation unter
ihnen, so dass

GG = —G;Gi- (9)
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Damit folgt natiirlich sofort. dass
¢* =0 (10)

Diese (; heifen Grafsmann-Variablen. Die Basis der Grakmann-Algebra soll die folgenden
Element enthalten:

1
GG 1<
C1C2---<r-

Mit Hilfe vollstandiger Induktion lasst es sich leicht iiberlegen, dass es 2" solcher Ba-
siselemente gibt. Die Elemente der Algebra seien komplexe Linearkombinationen dieser
Vektoren. Also lédsst sich jedes Element schreiben als

a = a(O) + Z al(-l)g} —+ Z CLE?CZCJ =+ ... s Clg?zgzm & C (11)

i<j

Die Multplikation wird folgendermaRen eingefiihrt: Fiir Monome a = a®)¢;,(;,...¢;, und
b= b"¢; (,...¢j, gilt als Vorschrift

ab = a(k)b(l)CilgiQ"'gikCﬁCjQ'“gjl' (12)

Die Multplikation von Linearkombinationen erfolgt so, dass das Distributivgesetz erfiillt
wird. Damit wird dann auch das Assoziativgesetz erfiillt, so dass alle Eigenschaften einer
Algebra erfiillt sind. Das komplex Konjugierte a eines Elements a soll auch zu dieser
Algebra gehéren und wird fiir Polynome mit Hilfe von

Cilg’lé"'gil = 5@'1@2"'@1 (13)

definiert. ; wird nur als weiteres Element der Algebra gefordert, man kann es nicht wie
bei den komplexen Zahlen berechnen. Wir definieren aber (; folgendermafen:

Gi=—G (14)

Diese Definition ist sinnvoll, da z. B. nun

als reell betrachtet werden kann und ein Analogon zum Betragsquadrat fiir komplexe Zah-
len darstellt. Wir stellen fest, dass die Algebra solche Elemente enthélt, die untereinander
kommutieren, und solche, die untereinander antikommutieren. Letztere sind natiirlich Li-
nearkombinationen von Monomen ungeraden Ranges, die die Menge .A_ bilden, erstere
sind Linearkombinationen geraden Ranges, die analog die Menge A, bilden. Das Polynom
a (11) lasst sich also eindeutig schreiben als

a=a;+a_, ar € Ay (16)
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Es ist leicht nachvollziehbar, dass alle Elemente aus .4, untereinander kommutieren
und alle Elemente aus .A_ antikommutieren. Aufgrund dieser Einteilung nennt man die
Grafmmann-Algebra auch graduierte Algebra. Jedes Element lédsst sich noch auf eine
andere Art und Weise aufteilen und zwar bezeichnet man a(®) in (11) als gewShnlichen
Anteil ord(a) und den Rest als nilpotenten Anteil nil(a) = a — a'”), da offensichtlich
gilt nil(a)"™! = 0. Mit Hilfe dieser Aufteilung lassen sich sinnvoll Funktionen auf dieser
Algebra definieren. Sei f : C — C hinreichend oft differenzierbar, dann schreiben wir

Fla) = F(@®) + P @®mita) + 3 7 (@nila)? + .. (17)

2.2 Differentiation und Integration

Sei f((1, ..., () eine Funktion mit ¢y, ..., (, € A_; es ist offensichtlich, dass ¢; nur in erster
Ordnung auftreten kann. Zur Bildung des Differentialquotienten kann man also (; durch
A(; ersetzen. Um A(; zu kiirzen, kann man es entweder nach links oder nach rechts aus
dem jeweiligen Monom herausziehen; dies liefert i. A. unterschiedliche Ergebnisse:

f(Gy e G) = f(O0) + G fi = £(0) + frGi. (18)

Somit haben wir eine linksseitige a% und eine rechtsseitige Ableitung 0/9¢; definiert. Es
gilt somit:

af
ac, f
of/0G = [ (19)

Wir werden hier nun weiter mit der Linksableitung arbeiten, daher schreiben wir auch
beim Integrieren die Differentiale links der Funktion. Die Ableitungen nach ungeraden
Variablen antikommutieren auch, wie man sich leicht klar macht:
>*Pf B 0?f
9GOG; 9¢;0G;
Fiir Ableitung nach z € A, fillt diese Unterscheidung bei der Differentiation nicht an.

(20)

Fiir bestimmte Integrale iber kommutierende Variable gilt bekanntlich Translations-
invarianz (z,a € A,)

/Oo iz f(z) = /oo do f(z + a). (21)

Dies soll die definierende Eigenschaft von Integralen iiber ungerade Variablen sein. Man
fordert ((,a € A_):

[acsor= [acricva (22)

Dies kann nur erfiillt werden, falls [ ad¢ = 0. Daher definiert man:
/ i = 0 (23)
/ ac¢ = 1. (24)



Aus dieser Defintion folgt, dass Integration und Linksdifferentiation (wie wir uns geeinigt
haben) iibereinstimmen: ’
d,
[acro=4 (26)
Jetzt wollen wir, wie oben bereits fiir komplexe Zahlen bzw. allgemeiner fiir gerade Va-
ribalen getan, Gaufintegrale iiber ungerade Variablen berechnen. Das zu berechnende
Integral lautet

1<k<N 1<k,I<N

wobei wir nur in Analogie zu den Integralen iiber gerade Variable das Komplexkonju-
gierte als zweite Integrationsvariable verwenden. In der Grakmann-Algebra machte es
keinen Unterschied, eine andere Integrationsvariable zu nehmen. Dieses Integral lasst
sich induktiv berechnen. Wir beginnen die Induktion mit N = 1 und kénnen die Expo-
nentialfunktion nach (17) schreiben als:

/d€1d<1 exp 251(2 — H)llCl = /d(ldgl(]_ + 251(2 — H)11C1) = Z(Z — H)ll- (28)

Nun kénnen wir (27) nach (y differenzieren, was gleichzeitig ja auch der Integration
entspricht, und erhalten:

r-/ GGy S Gils— Hxwespid S Gle— HyuG b . (29)
1<k<(N-1) 1<n<N 1§f<§z(§1\71)

Der nichste Schritt sollte natiirlich Integration nach (,, sein; dabei muss allerdings be-
achtet werden, dass auch die Differentiale ungerader Variablen kommutieren:

= > (—1)N+ni(2—H)Nn/ [T dc) [T (dGudle)expi$ > Gz — Hud
1<n<N 1<k (n+1)<k k#N

<(n-1) I#n

(30)
Da fiir N = 1 das Integral gerade der Determinante der 1 x 1-Matrix entspricht, stellt
die obige Gleichung den Laplaceschen Entwicklungssatz fiir Matrizen nach der Nten Zeile
dar. Das Ergebnis lautet also:

I = / 1T (dgkdék)expi{ > Glz— H)MQ} =V det(z — H), (31)

1<k<N 1<k,I<N

somit konnen wir (8) umschreiben.

3 Die Fermionische Methode

In (8) kann man die Determinante mit Hilfe von (31) ersetzen:

Fz) = _L]'V </1]j1 (d%x]’d%l’jdgjd@)x_wexpi{x_(z_H)w+C.(z_H)C}>.

™

(32)



Dieser Losungsweg wird in [4] als fermionische Methode bezeichnet, da die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren denselben Vertauschungsregeln wie Graffmann-Variablen ge-
horchen. Die einzige zu mittelnde Grofse ist die Exponentialfunktion mit dem Hamiltoni-
an, also ergibt sich:

' N Az dCadE
F(z) = _%/H (d%x] a5z, dg; CJ) vrexpiz{r-x+(-(}{exp —i{x-Hr+ (- H(}).
T
j=1
(33)
Diese Mittelung lasst sich aber ausfiihren. Wir schreiben den zu mittelnden Term mit
Hilfe der Matrix K, = 2,7 — (;¢x um zu

(exp —i{z-Hx + (- H(}) = <exp —i{ Z Hyj(x;z), — C]th)}> = (exp —itr(HK)).

1<j,k<N
(34)
Damit ergibt sich nach Gleichung 1:

1
(exp —itr(HK)) = const / IT dm:x ] dafeHijd%Hijexp—§5Ntr(HHT)exp —i tr(HK)
1<i<N i<j<N
1 .
= COTLSt/ H dH” X H déRH”d%H” eXp_§ﬁNHn‘2 exp —1 HZZK”
1<i<N 1<j<N

exp —ON (|RH;;|” + |SHy;|*) exp — i {RH;(Ky;; + Kji) + iSHy (K — Kji)}
1 K+ K;)? (K — K;;)?
— eXp— § (Kzz2+( ]+ J) _( J J) )

28N S 2 2
i<j<N
1
1<i,j<N
= exp—zﬁNtrKQ. (35)

Mit den jeweiligen Vertauschungsregeln ergibt sich

tr K2 = Z (l‘jfk — C]ék)(xkj] — Ckgj) = (l‘ . l‘)Q - (C : C)Q + Q(C : $)<1L' ’ C)v (36)

1<j,k<N

so dass wir (33) schreiben koénnen:

; N S déades
F(z) = _%/H(d%xjd\sxjd@dc])l‘-xexpiz{x-x+C'C}
j=1

™

exp 5 ({2 = (¢ O +2(C-a)(a-0)}. (37)

Ein Faktor des Integranden ldsst sich iiber eine Hubbard-Stratonovich-Transformation

umschreiben:
N 1
exp QBLN(C-C)QZ\/%/W@IP—{MC-C+§BNMQ}- (38)
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Durch Einfiihren der Matrix

1
—— ;T (39)

M = (= i2)85 + N

kann man nun alle Faktoren, die Gralkmann-Variablen enthalten, als ein Gaufssches Inte-
gral ausdriicken:

i [BN N ARz dSa; dCdd
- w5/ d“jHl( .

exp—(¢ - M() x - xexp {zzx x—i( )2—%5]\7#2}. (40)

26N

Nach Gleichung 31 kénnen wir das Integral {iber Grafimann-Variablen ausrechnen. Es
gilt:

/H (dG;dG;) exp—(C - M¢) = det M. (41)

Die Determinante ist leicht zu bestimmen: M ist die Summe eines Vielfachen der Identitét
und eines Projektionsoperators. Ein FEigenvektor ist damit sicher der Vektor, auf den
projiziert wird, ndmlich z; der Eigenwert errechnet sich zu p — iz + BLNLIZ - x. Alle iibrigen
Eigenvektoren sind (n — 1)-fach zum Eigenwert p — iz entartet. Nach Triagonalisierung
berechnet sich die Determinante also zu

det M = (p—iz)N 7! (,u — iz + ﬁiNx x) (42)

Damit sind wieder alle Grafmann-Variablen aus der Rechnung verschwunden:

\/ﬁN/duH<d§Rx]d\mJ)x x(p—iz)V 1(;1—@2—1-5%:6 x)

e {izaea - ote o - gon | (43)

In diesem Integral kommt nur noch das Betragsquadrat von x vor, es bietet sich also
an, in 2n-dimensionale Polarkoordinaten zu transformieren. Die Jacobi-Determinante der
Transformation lautet (z -z = v):

N
[[ dRe; dSz; = dv 2N

J=1

e A (44)

NT(N) (N —1)!

so dass das Integral zu

\/BN/ d,u/ dvv™N (p—iz)V 1(u—iz+ﬁLN)
exp {ZZV_QﬁNV ——ﬁ u} (45)
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wird. Da uns, wie anfangs erwdhnt, nur der thermodynamische Limes interessiert, konnen
beide Integrale per Sattelpunktsmethode ausgewertet werden. Mit Hilfe der Stirlingschen
Formel fiir grofe N N! ~ v/2r NN¥ exp —N und der Substitution v = Nu schreiben wir
den Integranden um:

F(z) = —%\ﬁexp N/ dﬂ/ Ndu (Nu)™(p — iz)™ 1@—%%)

exp N{zzu— —u? — —ﬁu —1—1}

26
B ZN\/_ —zz—l—ﬁ
S A e
exp N{zzu—%u ——ﬁ,u +1+1In u+In(u —zz)} (46)

Durch Umlegen der Kontur erhilt man nach der Sattelpunktsmethode:
1
F(z) = 50 (z /2= 4/5) . (47)
Nach Gleichung 4 kénnen wir daraus die Zustandsdichte berechnen:

1
p(A) = —lim —=QF(\ +ia)

a—0 77

T 1%%5 (At ia— /O ¥ )2~ 4/5)

a—>0 T

= lim —\s\/ A+ia)2—4/p

a—0 27

— i B 2 02 9
= ilir%)%\sz\/él/ﬁ—/\ + a? — 2ia\

= lim ﬁ%z\/|4/ﬁ — A2+ a2 — 2ia\ exp iarg(4/8 — A2+ a® — 2ia)) /2

= hm —\/|4/5 A2 4+ a? — 2ia)| cos arg(4/3 — A\* + a® — 2ia)\)/2

- gm-@w—w

2 A2 A2
= —1-=.e(1-2 4
7T)\0 )\02 ( )\02) ’ ( 8)
wobei \g = % Dieser Ausdruck fiir das gemittelte Spektrum wird als Wignersches Halb-
kreisgesetz (vgl. [9]) bezeichnet.
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