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1. Einleitung

In der Thermodynamik haben wir Phasentibergdnge kennengelernt und beschrieben, wie wir sie in
der physikalischen Realitat beobachten, wenn Wasser zu Eis gefriert oder verdampft. Ein Ordnungs-
grad andert sich dabei sprunghaft, beim Verdampfen von Wasser zum Beispiel die Dichte. Auch aus
anderen physikalischen System wie den Ferromagneten sind uns Phasenubergange bekannt. Phasen-
Ubergéange kénnen jedoch auch bei nicht physikalischen Systemen auftreten, beispielsweise bei Un-
tersuchungsobjekten der Mathematik, den Zahlenmengen.

In diesem Vortrag werden wir sehen, dass die bekannten Werkzeuge der Thermodynamik auf ein
typisches Problem aus der Numerik, das Zahlenaufteilungsproblem, anwendbar sind. ¥)Vaain |
gestellt werden wir Bedingungen fiir den Phasenlbergang zwischen einfach und schwer zu I6sen-
den Situationen analytisch herleiten und die Phasenlibergange in Computerexperimenten nachweisen.
Hierzu bendtigen wir effiziente Algorithmen. Leider gehért das Zahlenaufteilungsproblem, wie wir
sehen werden, eigentlich zu der Gruppe der ,harten* Computerprobleme. Wir werden darauf ein-
gehen, warum es trotzdem mdglich ist, einen relativ schnellen Algorithmus zu finden und was die
Bereiche auszeichnet, die der Phasenlbergang trennt.

Anwendungen fur das Zahlenaufteilungsproblem finden sich bei Optimierungsaufgaben wie der
Aufgabenverteilung auf Mehrprozessorcomputern oder in der Industrie bei der Entwicklung von hoch
integrierten Schaltungen (VLSI = Very Large Scale Integration), um nur zwei Beispiele zu nennen.

1.1. Definition des Number Patitioning Problems (  NPP)

Bei dem Zahlenaufteilungsproblem handelt es sich um eine recht einfach zu formulierende Optimie-
rungsaufgabe:

Es sei eine Mengel von N natlrlichen ZahlenA = {(a;), a; € N\{0}, ¢ = 1,..., N} gegeben.

Die Aufgabe besteht nun darin, die Zahlen so in zwei Teilmengen zu unterteilen, dass die Summen
der Zahlenwerte in beiden Teilmengen mdglichst wenig voneinander abweichen. Mathematisch for-
muliert man dies so, dass eine Teilmeg§ye A zu finden ist, so dass sich die Summe der Elemente
der MengeB und die Summe der Elemente ihres Komplementdjd = A\, sich um moglichst

wenig unterscheiden.

Die Differenz der beiden Summen liefert die Kostenfunktion

N

FE = a; — a;| . (1)

-

1=

1 i=1
a;€B a; € A\B

Hieraus leiten wir nun einige Definitionen ab:

Definition  Eine perfekte Aufteilundpezeichnet die grundsatzlich ,bestmogliche* Unterteilung der
Menge.A bei gegebener Summe aller Zahlen aus

Wir mussen hier zwei Falle unterscheiden. Ist die Summe aller Zahlet gerade, so ist die
minimale Kostenfunktion? = 0. Ist die Summe ungerade, so ist eine Unterteilung in zwei Halften
mit betragsgleichen Summen von vornherein nicht moglich. Ist die Differenz jedoch minimal, d. h. ist
E =1, so spricht man auch hier von einegrfekten Aufteilung
In unserem Vortrag wird in diesem Zusammenhang ein weiterer Terminus eine Rolle spielen, und
zwar der dermusgewogenen Aufteilun§o werden Partitionen bezeichnet, in denen die Anzahl der
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Zahlen in beiden Teilmengen tbereinstimmt, bzw. sich im Falle ungerader Gesamtanzahl um maximal
1 unterscheidet. Mathematisch erhélt man daraus folgende

Definition  Falls|B| — | A\B| = n mod 2, so heil3t eine Aufteilung ausgewogen.

DasN PP kann beliebig auf nicht ganzzahlige Verteilungen oder die Verteilung der Zahlemauf
2 Untergruppen ausgeweitet werden. Wir wollen uns in unserer Arbeit an die obige (eingeschrénkte)
Definition halten.

2. Komplexitatstheorie (Computational Complexity)

Damit wir uns vertieft mit der Materie de§’PP beschaftigen konnen, missen wir uns zunachst mit
einigen Klassifikationen der Informatik beschaftigen.

Die Zeitkomplexitatsoll eine quantitative Aussage Uber die Zeit liefern, die ein Algorithmus zur
Ldsung eines konkreten Problems bendétigt. Es liegt nahe, bei der Definition der Zeitkomplexitat eines
Problems, das auf einem Computer geldst werden soll, die benétigte Rechenzeit als Maf3 heranzuzie-
hen. Man kann die Rechenzeit dabei jedoch nicht einfach mit einer Stoppuhr messen, da man sonst
fur denselben Algorithmus auf jedem Computer aufgrund der verschiedenen Rechenleistungen eine
unterschiedliche Zeitkomplexitat erhielte. Auch kann es fur ein und dieselbe Aufgabe wie zum Bei-
spiel das Sortieren von Zahlen unterschiedlich schnelle Algorithmen geben. Schlichte (dafiir meist
sehr intuitive) Algorithmen, wie z.B. Bubblesort oder Selectsort, haben eine Laufze?«ot), d.h.
sie bendtigen eine Rechenzeit, die quadratisch mit der Anzder zu sortierenden Zahlen wachst.

Zu den schnellsten Algorithmen zum Sortieren von Zahlen gehéren Mergesort und Heapsort mit einer
Laufzeit vonO(n logn).

Was genau eine Laufzeit vaf(z) heil3en soll, daruber werden wir uns im nachsten Abschnitt
Gedanken machen. Klar ist, dass wir eine Mdglichkeit finden missen, eine vimmlementation
des Algorithmus und Rechenleistung unabhéangige Klassifikd@oomplexitat eines Problems zu
erreichen. Eine sehr gut lesbare Einfihrung hierzu bigtet [

2.1. Leicht und schwer losbare Probleme

Allgemein héngt die Laufzeit eines Algorithmus von der Gro3e der Eingabe ab, also von der Grof3e
des Problems an sich und der Gréf3e der Darstellung der Daten. Man nennt diéss&nedes
Problems. Um die Abhangigkeit der Komplexitat von der konkreten Instanz unabh&angig zu machen,
wéhlt man als Mal3 fiir die Zeitkomplexitat ein ,worst-case Szenario®. Wir definieren:

T(n) = ‘m|ax t(z) (2)
Hierin ist t(x) die Laufzeit des Algorithmus fiir eine Instanz x mit der Lange n. Man erhalt also mit
T'(n) ein Mal3, das nur noch von der Lange der Eingabe abhangt, und betrachtet nun den Grenzfall
n — oo. In der Komplexitatstheorie hat man sich auf eine auf den ersten Blick sehr grobe Einteilung
geeinigt: Probleme mit polynomialer (worst case) Laufzeit, furldie) = O(n°) fur irgendeinc ist,
heiRenleicht, solche mit einer Laufzeit ohne polynomiale obere Schranke, alsdZB. = O(2")
oderT'(n) = O(n!) heiRenschwerldsbar. Die Wahl der Bezeichnung wird klar, wenn man bedenkt,
was passiert, wenn nur um eins grof3er wird: Fir einen schwer I6sbaren Algorithmus der Ordnung
2™ verdoppelt sich die Laufzeit bei Erhéhung der SystemgréfZe um eins schlagartig, wodurch man
man schnell an die Grenzen der zur Verfigung stehenden Rechenleistung sto(3t.
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2.2. Die P-und die NP-Klasse

Eine Fragestellung, die sich eindeutig mit ,ja“ oder ,nein“ beantworten lasst, bezeichnet man als
Entscheidungsprobleniusgehend von der oben getroffenen Unterscheidung der Probleme in leicht
l6sbar und schwer l6sbar leitet man nun eine Unterteilung in zwei Klagsand AP, ab:

Definition  Ein Entscheidungsproblefd gehdrt zuiKlasseP genau dann, wenn es einen Algorith-
mus gibt, welcher es in polynomialer Laufzeit 16st.

Wir werden in Abschnitt2.3) einige Beispiele kennenlernen. Auch das Sortieren von Zahlen z&hit
zur KlasseP , auch wenn es sich hierbei nicht um ein Entscheidungsproblem handelt. Alle leichten
Probleme gehéren nach der obigen Definition zur Klg8sechwer sind alle diejenigen, die nicht in
P liegen. Es ware nun einfach zu sagen N® gehért alles Ubrige. Die tatsachliche Definition ist
jedoch anders. Wir bendétigen fir sie den Konzeptmiebt-deterministischen Algorithmuaelcher
den Ublichen Befehlssatz um eine Anweisung erweitert, die allerdings nur theoretisch vorstellbar ist:

goto bothlabell, label2

Dies ist sozusagen eine ,gleichzeitige Verzweigung“ (siehe auch Apb.Oer Algorithmus soll

an dieser Stelle gleichzeitig an zwei verschiedene Stellen verzweigen. Die CPUs unserer Rechner
arbeiten Befehle linear ab, d.h. einen nach dem anderen. Um die ,,goto both“-Anweisung ausfiihren zu
kénnen, musste sich also die Anzahl der CPUs schlagartig verdoppeln, damit der Prozess gleichzeitig
an beiden Stellen, an die verzweigt wurde, fortgesetzt werden kann. Durch diese Anweisung ware
es moglich, beliebig viele Verzweigungen in einem Suchbaum gleichzeitig zu durchsuchen, praktisch
umsetzbar ist sie zum heutigen Zeitpunkt nicht, da sich die Rechenleistung nicht auf Knopfdruck
verdoppeln lasst. Sie fuhrt uns aber zu folgender Definition:

Definition  Ein Entscheidungsproblem P gehért zur KlagdéP genau dann, wenn es einen nicht-
deterministischen Algorithmus gibt, der es in polynomialer Laufzeit I6st.

Es lasst sich zeigen, dass diese Definition zu folgender aquivalent ist (88he [

Definition  Ein Entscheidungsproblem P gehért zur Klas&E genau dann, wenn ein Losungskan-
didat fur eine ,ja“-Antwort in polynomialer Zeit mit einem deterministischen Algorithmus Uberprift
und bestatigt werden kann.

Ein Problem liegt also in der Klass€P , wenn man ein Problem dadurch in polynomialer Zeit
l6sen kann, dass man die Zweige eines Suchbaumes (vgl. Abbild)rgldichzeitig abarbeitet. Hat
man eine Losung gefunden, so muss die Uberpriifung durch einen deterministischen Algorithmus in
polynomialer Zeit méglich sein. Sie kann dadurch erfolgen, dass der Algorithmus an jeder Verzwei-
gung diejenige wabhlt, die ihn zur ,ja“-Antwort fuhrt. Die Ausfihrungszeit bleibt dabei linear in der
Baumtiefe, auch wenn der Suchbaum beliebig in die Breite geht und dadurch eine ausfiihrliche Suche
eine exponentielle Laufzeit hat. Es ist offensichtliehC NP, denn falls ein Problems in polyno-
mialer Zeit gelést werden kanm € P), so folgt, dass die Lésung auch in polynomialer Zeit Giberprift
werden kann£ = € N'P).
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verstrichene
Zeit

nein  nein

nein

nein
nein  nein

nein  nein

nein  ja

Abbildung 1:Beispiel fur die Ausfiihrungsweise eines nicht-deterministischen Algorithmus.5Rus [

2.2.1. Erlauchte Gesellschaft: N P-vollstandige Probleme

Innerhalb depV’P-Probleme gibt es eine Klasse, die sich durch eine besondere Eigenschaft auszeich-
net: Wirde es gelingen, ein Problem aus dieser Klasseallstandigen\P-Problemezu losen, so
kdnnte man den entsprechenden Algorithmus auf alle anderen Problethérd&ttasse (ibertragen

und somit ware bewiesen, daBs= NP. Diese Maglichkeit des Ubertragens sei wie folgt definiert:

Definition  Ein ProblemP; heil3tpolynomial riickfuhrbamuf ein anderes Problei®,, wenn eine
vollstandige mit polynomialer Zeitkomplexitat berechenbare Funkfign) existiert, so dass =
Ja-Instanz fur Problem 1% ¢(x) = ,ja-Instanz fur Problem 2“. Wir schreiben dafiy <, P,.

In anderen WortenP; <, P» soll heil3en, dass das Problef nicht schwieriger zu I6sen sein
kann als das Problem®,. Damit kénnen wir die Klasse dey P-vollstandigen Probleme wie folgt
definieren:

Definition  Ein ProblemP heiBt\/P-vollstandig wennP € NP und@Q < PVQ € NP.

Die N'P-vollstandigen Probleme sind die hartesten aN&P-Probleme. Jedes von ihnen kénnte
der Schlissel zu der ganzen Klasse sein. Auch das Zahlenaufteilungsproblem gehdrt in die besondere
Klasse derV/P-vollstandigen Probleme. Zum Abschluss noch eine letzte Definition:

Definition  Ein ProblemP heiBt\/P-hart, wenn seine Entscheidungsvariak®-vollstandig ist.

Als Entscheidungsvariante eines Problems bezeichnet man die Abwandlung der entsprechenden
Fragestellung auf eine Entscheidungsfrage, d.h. eine Frage, die sich mit ja oder nein beantworten
lasst. Geht es zum Beispiel beiMPP darum, eine Aufteilung einer Zahlenmenge zu finden bzw.
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die Differenz der bestmoglichen Aufteilung, so kénnte eine EntscheidungsvarianmtéRiBsso aus-
sehen: ,Gibt es eine perfekte Aufteilung?“ oder ,Lasst sich eine ausgewogene Aufteilung finden, die
eine Differenz von weniger als 10 aufweist?*

Wichtig wird fir uns sein, dass auch dASPP ein Vertreter der Klasse deyP-vollstandigen
Probleme ist. Der Beweis hierfir findet sich 0] und erfolgt durch Rickfihrung auf das 3-SAT-
Problem, was einfacher als der ,direkte” Beweis ist.

2.2.2. Die sechs grundlegenden NP-complete Probleme

Garey und Johnson listen in ihrem Bud®] sechs grundlegende Probleme aus der Klassgvder
vollstandigen Probleme auf, mit denen wir den Uberblick tiber die Thematik der Komplexitatstheorie
abrunden wollen. Alle sechs sind Entscheidungsprobleme.

3-dimensional matching Gegeben sei eine Mengd € W x X x Y, wobei X, Y und W
disjunkte Mengen mitX| = |Y| = |W| = ¢ Elementen sind. Die Frage ist: Gibt es eine Teilmenge
M’ C M, sodas$M’| = q und keine zwei Elemente val’ in irgendeiner Koordinate ibereinstim-
men?

Vertex Cover  Gegeben sei ein Graghi(V, E)! und eine ZahlK € Z*, K < |V|. Die Frage ist:
Gibt es einen Teilmenge (genannt vertex covéf)C V' mit |V’/| < K, so dass von jeder Kante
{u,v} € E mindestens einer der Endpunki®derv zu V' gehort?

Clique Gegeben sei ein Graghi(V, F) und eine ZahlK € Z*, K < |V|. Die Frage ist: Gibt es
eine Teilmenge (genannt cliqu&) C V mit |V’| > K, so dass jedes Paar von Knoterlihdurch
eine Kante inF verbunden ist?

Hamiltonian Circuit ~ Gegeben sei ein Grapgh(V, E'). Die Frage ist: Gibt es eine Anordnurg
vi,...,v, > aller KnoteninV, so dass die Kantefy,,, v1} € Eund{v;,v;41} € B, 1 <i<n-1
enthalten sind?

Die anderen beiden sind das Zahlenaufteilungsproblem und das wichtige ,3-SAT“-Problem, mit
dem wir uns in AbschnitR.3ausfuhrlich beschéftigen wollen.

223. PLNP

Es stellt sich natrlich die Frage, ob man Giberhaupt zwis¢hend NP unterscheiden muss. Kénnte

es nicht sein, dass sich jed&$P-Problem in polynomialer Zeit I6sen lasst und bloR noch niemand den
richtigen Algorithmus gefunden hat? Wirde man einen Algorithmus finden, der irgendein Problem
aus der Klasse der vollstandig&P-Probleme in polynomialer Zeit I6sen kénnte, so kdnnte man

ihn auf alle anderen Probleme dieser Klasse (ibertragen und es wére bewies@h=dAS® (siehe
Abschnitt .2.1)). Obwohl diese Herausforderung schon einige Jahrzehnte besteht, ist es bisher noch
niemandem gelungen, einen solchen Algorithmus zu finden. Andererseits war es bisher auch nicht
moglich, das Gegenteil zu beweisen, dass &#sg N P. Aufgrund der gesammelten Erfahrungen

und der unzahligen vergeblichen Versuche, einen polynomialen Algorithmus fHProbleme zu
finden, liegt es nahe anzunehmen, dass die Vermuirg NP falsch ist. Letztendlich muss man

aber eingestehen, dass diese Frage noch nicht endgultig geklart ist.

!Bei Graphen soll bei ung immer die Menge der Knoten (vertices) uRidie Menge der Kanten (edges) bezeichnen.
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Das Clay Mathematics Institutd 2] hat die Klarung der Frage, B = NP ist, zu einem ihrer
sieben ,Millenium Problems* ernannt und auf ihre L6suf§0000 Dollar ausgelobt.

2.3. SAT als einfaches Beispiel fir ein  A/P-Problem

Nachdem wir nun die Theorie kennengelernt haben, wollen wir unser Wissen auf zwei Beispiele

anwenden. Wir beginnen mit dem Satisfiability-Problem (kurz SAT), das sich wie folgt darstellt:
SeiF(xy,...,x,) : {0,1}" — {0,1} eine gegebene Boolsche Funktion in deBoolschen Varia-

bler? z;. Sie stellt eine logische Verkniipfung dieser Variablen dar, d.h. einen Ausdruck, in dem die

x; durch die bindren Operatoren UND und ODER und die Negatioerknipft sind. Die Variablen

x; und ihre Verneinungen x; = T; heil3en Literale, ihre Verknipfungen nennt man Klauseln. Die

logischen Operatoren sind gegeben durch:

e UND A: Der Ausdruckg; A g2 ist WAHR genau dann, wenpy WAHR ist und ¢, WAHR. ist

e ODERV: Der Ausdrucky; V ¢2 ist WAHR genau dann, wenpn WAHR ist oder go WAHR ist
oder wenn beide WAHR sind.

e Negation: Der Ausdruckg; ist WAHR genau dann, wenpy FALSCH ist.

Jede Boolsche Funktion lasst sich in #enjunktiven Normalforndarstellen (engl. conjunctive nor-

mal form, CNF), die aus ein oder mehreren Klauseln besteht, die ausschlie3lich durch UND-Operato-
ren verknupft sind, wahrend in jeder der Klauseln die Literale ausschlie3lich durch ODER-Operatoren
verknupft sind. Ein Beispiel fur eine CNF wére also

F=(@Vae)A(eVaeE)

(Fur dieses Beispiel ist es naturlich einfach, eine Lésung ,durch Hinsehen® zu finden.) Die SAT ist ein
wichtiges Problem in der Informatik. Ein Schaltkreis aus logischen Gattern kann z.B. als SAT-Problem
aufgefasst werden.

Wir wollen nun alsn-SAT-Problenein SAT-Problem bezeichnen, dessen Klauseln immer genau
n Literale enthalten. Die 1-SAT ist langweilig und lasst sich in linearer Zeit I6sen, wie man selbst
schnell rausfindet. Auch fir die 2-SAT lasst sich ein Algorithmus mit linearer Zeitkomplexitét finden
(siehe B]). Damit hort es aber auch schon auf. Bisher ist fur die 3-SAT kein Algorithmus bekannt,
der wesentlich effizientérist als das sture Durchprobieren al®r mdglichen Kombinationen der
Wahrheitswerte in den Variablen. In der Tat gehort die 3-SAT zu/déhvollstandigen Problemen.

2.4. Zweites Beispiel: Das MST-Problem

Nachdem wir eben ein Problem gesehen haben, dass trotz seiner Schlichtheit schon\z@-den
vollstadndigen Problemen gehdort, werden wir nun noch einen Vertreter aus der Klags®dasleme
kennenlernen:

Angenommen wir waren Manager eines grol3en Energiekonzerns und wollten unsere Kraftwerke
vernetzen, damit bei einem Ausfall nicht gleich eine ganze Region und Tausende unserer teuren Kun-
den ohne Strom sind. Die dafiir ndtigen Uberlandleitungen sind sehr teuer und deshalb begniigen
wir uns damit, dass jedes Kraftwerk mit irgendeinem anderen verbunden wird. Zusétzlich hangen
die Kosten fir eine Verbindung davon ab, wie weit die Kraftwerke voneinander entfernt sind und ob

%Boolsche Variablen kénnen nur zwei Werte annehmen: 0 (= falsch) und 1 (= wahr).
SWesentlich effizienter im Sinne einer polynomialen statt einer exponentiellen Zeitkomplexitét.
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ein Gebirge im Weg ist und so weiter. Unser Problem ist jetzt, die billigste Vernetzung zu finden.
Dazu zeichnen wir uns die mdglichen Verbindungen und ihre Kosten in einem Graph auf, wie er in
Abbildung @) zu sehen ist.

Abbildung 2:Ein gewichteter Graph als Beispiel fur das MST-Problem

Die allgemeine mathematische Formulierung dieses Problems ist die: Gegeben seien didKnoten
und die Kanter¥ in einem gewichteten Grapgh(V, F). Gesucht ist derjenige Teilgragh< G, der
alle Knoten verbindet und das geringste Gesamtgewicht hat. Das Problem wiiSalgminimum
spanning treepezeichnet.

Wie beim SAT wirde auch hier das Durchprobieren aller mdglichen Graphen exponentiell viel Zeit
verschlingen, denn es gibt—2 verschiedene Maéglichkeiten,Knoten zu verbinden. Anders als beim
SAT lasst sich aber ein einfacher Algorithmus finden, der in Abbild@hgdrgestellt ist. Er wird mit
einem gewichteten Graphénhaufgerufen und Iasst i nach und nach den Teilgraphen wachsen, bis
daraus der MST entstanden ist. In Abbildu@y<gind die Linien, die zum MST gehéren, durchgehend
gezeichnet. Die Zeitkomplexitat variiert je nachdem, wie man die Datenstruktur gestaltet, die den
Graphen reprasentiert. Eine obere Grenze ist éher’ logn) (siehe p]). Damit gehort das MST-
Problem in dieP-Klasse der leichten Probleme.

1: procedure PRIM’'S ALGORITHMUS(G)

2 T < beliebiger Knoten ausG; > Initialisierung des Teilgrapheh
3 while T" verbindet weniger ala Knotendo

4 Finde die Kante mit den geringsten Kosten, dliendT — G verbindet;

5 Fuge diese Kante ZII hinzu;

6 end while

7: end procedure

Abbildung 3:Prim’s Algorithmus zur Losung des MST-Problems



3. Analytischer Teil

3. Analytischer Teill

3.1. Das N'PP als ,easy” und ,hard“ Problem

Obwohl dasNVPP Problem zu der Klasse dé&vP-vollstandigen Probleme gehort, gibt es eine Rei-

he von Beispielen, in denen man mit einfachen Algorithmen Losungen finden kann (vgl. Abschnitt
(4). Vor dem Hintergrund dieser Erfahrungen hat sich vor einigen Jahren eine Forschungskampagne,
zusammengesetzt aus Physikern, Mathematikern und Informatikern, mit dem Zahlenaufteilungspro-
blem beschéftigt. Man fand heraus, dass es beim Zahlenaufteilungsproblem sowohl einfach als auch
schwer zu l6sende Falle gibt. Bei der StandardklassifikatioR imd AP nimmt man an, dass die
Schwierigkeit, ein Problem zu I6sen als Funktion der Grof3e des Problems anwéchst.

Beim APP bestimmen zwei Faktoren die GroRe eines speziellen Problems, die Anzahl und die Gro-
Re der aufzuteilenden Zahlen. Die GroR3e eines bestimmten Problems ist definiert durch die Anzahl
von Bits, die zu dessen Darstellung noétig sind. Diese hangt wiederum von der Anzahl der (Integer-)
ZahlenN und der Anzahl von Bits zur Reprasentation der jeweiligen Zahfeab.

Fur eine Menge aus 100 Integerzahlen mit einer durchschnittlichen GroReYoist beispielsweise

N = M = 100 und die GroRe des Problems ergibt sich damit@tibits. Nun kénnte man anneh-

men, dass die Losbarkeit des Problems schwieriger wird, wenn das Produktungs) anwachst.

Dies ist zwar nicht ganz falsch, da Algorithmen aufgrund der Einlesezeit generell mehr Zeit fir gro-
Rere Probleme bendtigen, Uberraschenderweise gibt jedoch nicht das Prddukt sondern das
VerhéltnisM /N die beste Auskunft Uber die Losbarkeit des Problems.

Dies sieht man wie folgt ein: Hat man viele kleine Zahlen gegeben, so besteht eine sehr gro3e Flexi-
bilitét bei der Suche nach perfekten Partitionen, denn es kann viele verschiedene Verteilungen geben,
welche die Kostenfunktio®w minimieren. Mit grol3er werdenden Zahlen nimmt diese Flexibilitéat ab.
Sind wenige grof3e Zahlen gegeben, so reduziert sich die Anzahl der moglichen perfekten Konfigura-
tionen immer weiter, unter Umsténden gibt es gar keine.

Argumentativ kann man schon im Vorhinein eine recht gute Abschatzung fur den Ort des Phasen-
Ubergangs finden. Gehen wir davon aus, dass der Phaseniibergang genau dann stattfindet, wenn die
Anzahl moglicher Kostenfunktionen (Diskrepanzen) gerade gleich der Anzahl méglicher Verteilun-
gen ist. Die Anzahl der Konfigurationen betragt BeGewichter2? . Man erhélt nun eine Bedingung

fur die Existenz einer perfekten Partition: Die Anzahl der potentiellen Diskrepanzen muss kleiner sein
als die Anzahl der mdglichen Partitionen (vergleicp.[

Wir betrachten eine aufzuteilende Mendebestehend aus naturlichen, gleichverteilten Zufallszahlen

a; kleiner oder gleichu, ., = 2*:

N
Zj:l a;

o1 o< 2V
i=0
N
log, 1+Zaj < N. 3)
j=1

Mit a; ~ %amax = %QM folgt

N
log, (22M) < N

M < N —log, (g) (4)
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3.2. Phaseniiberginge

Falls die Anzahl der Zahlew gegen unendlich geht, findet man perfekte Partitionen, solange die
Zahl der Bits, die zur Kodierung der Zahlen notwendig sind, kleiner als N ist. Fur endliche N erhalt
man logarithmische Korrekturen.

Koénnen wir jedoch fiir eine gegebene Anzahund feste ,Bitgo3e” der Zahlen keine perfekte Lésung
finden, so gibt es immer genau eine Lésung, welche die minimale Abweichung von einer gleichmagi-
gen Aufteilung in zwei Halften angibt.

Das VerhaltnisM/N teilt also den Raum de& PP in zwei Gebiete ein, wobei in dem einen eine
Vielfalt an perfekten Lésungsmaoglichkeiten, in dem anderen gar keine perfekte Losung existiert. Es
muss also ein Ubergangsgebiet existieren, in denPhaseniiberganstattfindet.

3.2. Phasenubergange

Das Phanomen der Phaseniibergédnge ist uns aus dem Alltag gut bekannt. Andert sich beispielsweise
die Temperatur von Wasser, so andert sich bei bestimmten Temperaturen sprunghatft die Dichte. All-
gemein ist ein Phaseniibergang erster Ordnung durch die sprunghafte Anderung eines sogenannten
Ordnungsparameters (in unserem Beispiel die Dichte, allgemein ein Ordnungsgrad) charakterisiert,
wenn einKontrollparameters (z. B. die Temperatur) einen kritischen Wertliberschreitet.

Es existieren vielgVP-vollstandige Probleme, fiir die man einen Phaseniibergang nachweisen kann.
Ob der in Abschnitt3.1) proklamierte Phaseniibergang beWfPP tatsachlich stattfindet, war lange

Zeit umstritten. Yaotian Fu untersuchte (ilj)[ die thermodynamischen Eigenschaften des Zahlen-
aufteilungsproblems und erklarte, dass es sich hier umv@mvollstandiges Problem ohne Phasen-
Ubergang handele. Merterd fand jedoch heraus, dass man auch bei dem Zahlenaufteilungsproblem
einen Phasenlbergang feststellen kann. In der einen Phase existieren exponentiell viele, in der ande-
ren Phase keine perfekten Partitionen, entsprechend einer einfach zu Idsenden und einer sehr schwer
l6sbaren Phase. Im Folgenden wollen wir diese Phasen mit ,easy” und ,hard“ bezeichnen.

Der Ordnungsparameter ist beim Zahlenaufteilungsproblem gegeben durch die Wahrscheinlichkeit,
dass eine perfekte Partition existiert. Der Kontrollparameter muss dabei, wie in Abs8hbithe-
schrieben, eine Funktion sein, die von der Gré3e und der Anzahl der Zahlen abhangt.

3.3. ,Antimagnetische” Zahlen

Um zu verstehen, was ein Phasenibergang bei einem Problem ohne direkten physikalischen Bezug
bedeutet, schlagen wir einen Bogen und ziehen einen Vergleich zum Modell eines physikalischen Sys-
tems. Hierzu &ndern wir unsere Vorgehensweise bei der Verteilung der Zahlen (mathematisch) etwas
ab. Anstatt eine Menge von Zahlen in zwei separate Mengen zu unterteilen, bleiben wir bei der einen
urspringlichen Menge und multiplizieren eine Teilmenge davon-aiit Die Aufgabe ist nun, gerade

die zu negierende Teilmenge zu finden, so dass sich die Gesamtsumme gerade mdglichst wenig von
Null unterscheidet. Der Bezug zur Physik ist nun dadurch gegeben, dass sich die Ansammlung von
positiven und negativen Zahlen vergleichen lasst mit der Anordnung von Atomen in magnetischer
Materie, wobei ,plus* und ,minus* gerade ,spin up“, bzw. ,spin down" entsprechen. Konkret spie-
gelt unser System einen unendlich dimensionalen Antiferromagneten wieder, in dem jedes Atom den
Einfluss des anderen Atoms spurt und in welchem die angestrebte Anordnung gerade derart ist, dass
alle Spins in entgegengesetzte Richtungen orientiert sind.

Mathematisch kénnen wir diese Situation mit folgender Hamiltonfunktion ausdriicken:

N
H = E2 = Z siaiajsj (5)

i,j=1

11



3. Analytischer Teil

Mit Hilfe der statistischen Mechanik kbnnen nun anhand des Wechselspiels zwischen Entropie und
Energie Aussagen Uber den Gleichgewichtszustand des Spinsystems getroffen werden. Die Energie
stammt von dem Zusammenspiel der Atomspins, bzw. in unserem Fall zwischen den Zahlen unter-
schiedlichen Vorzeichens. Sie wird minimiert, wenn die verschiedenen Spins gerade entgegengesetzt
ausgerichtet sind, bzw. die Summe der Teilmengen Null ergibt. Die Entropie ist ein MaR fir die Anzahl
der Realisierungsmdglichkeiten, welche zu dieser Grundzustandsenergie gehodren. Fir ein System mit
einem eindeutigen Grundzustand (oder einer einzigen perfekten Unterteilung) ist die Entropie Null,
wahrend bei einer gro3en Lésungsvielfalt die Entropie grof3 wird.

Wie in Abschnitt 8.2) bereits erlautert, muss der Kontrollparameter eine Funktion von Anzahl und
GroRe der Zahlen sein, wobei insbesonders gilt

f=M/N (6)

(M = Anzahl der Bits,N = Anzahl der Integers). In Anlehnung an Mertefd$ feigen wir in den
folgenden Abschnitten, dass der Phaseniibergang hgi® im Limes groRerNV bei dem Verhaltnis
M/N =1 liegt. Der etwas geringere Wert vor96 in vorangegangen Arbeiten von Gent und Walsh
[2] entstand dadurch, dass der Limes Nir— oo nicht streng genug Gberpruft wurde.

g 100,000 :m

g %“"“Q;"\

=]

z Up, 2,

£ 10000 %’@g:;"

= [

9] % Yo,

Q 9

: =N,

3 1,000 %

2 N

% )

g 100+ o

S

_8‘ B0y

=

o} 109 %ﬁ

i Cols,

= ol [ooe

ﬁ oo

g ©Tmee 0 - comseus
1 T T T T T 1

T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Abbildung 4:Anzahl der moglichen perfekten Partitionen in Abhangigkeit WdiiN' (entnommen
aus f])
Hierbei istN = 25 und M € [5,...,125], wobei jeder Punkt der Mittelung tiber 1000
Instanzen entspricht. Ausgeflllte Punkte stehen fiir eine Summendifferenz von 1, leere
Punkte fur eine Summendifferenz von 0.

3.4. Die Bedeutung der Zustandssumme fur Optimierungsprobleme

Fur Optimierungsprobleme, wie das Zahlenaufteilungsproblem, ist vor allem der Grundzustand des
Systems interessant. Dieses System habe diskrete Energieeigenziigténdg < E-> < ... mitden
Multiplizitatenng, n1, na, ....

Die freie Energie enthdlt die Information Gber samtliche mégliche Mikrozustande. Bezeiclthen
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3.5. Kanonische Behandlung des Zahlenaufteilungsproblems

Nebenbedingungen unddie Anzahl moglicher Mikrozustande, so ergibt sie sich zu

F(T) = Tz
H(s,x)
— _as2)
nzexp< ’ )
ses
E Ei— E
= —Tln <noexp <_TO> <1+ Z—;exp <_1To> -|->>
Ei— FE
= EoTlnnoTln(Hnlexp(1°>+...>. @)
no T

Somit erhalten wir fur die Grundzustandsenetfieund deren Multiplizitat:

Ey = %1% F(T) (8)
und 5
Inng = %%_7F(T) = %1130 S(T), 9)

wobei S ist die (kanonische) Entropie ist.

3.5. Kanonische Behandlung des Zahlenaufteilungsproblems

Um auf das Zahlenaufteilungsproblem den Formalismus der statistischen Mechanik anwenden zu
kdnnen, mussen wir zunachst eine Hamilton-Funktion angeben:

N

j=1

Die Wahl dieser Funktion ist dabei nicht eindeutig. Man beschrankt sich bei ihrer Wahl jeweils auf
ein bestimmtes Phasenraumvolumen.

Wir wollen die thermodynamischen Eigenschaften dieses Problems, in Analogie zu den von Mertens
in [7] verdffentlichten Ergebnissen, im kanonischen Formalismus betrachten. Hierzu muss kinstlich
eine Temperatur eingefiihrt werden. Das Tieftemperaturverhalten beschreibt dann die optimalen Par-
titionen des\VPP.

Aus der Hamilton-Funktion (s. GI1()) berechnen wir zun&chst die Zustandssurhme

E
7 = —B-E)= _=
Y exp(=fE) =) exp(—) (11)
{si} {si}
= Z/ood:cexp(—]x\)é x—TZajsj , (12)
{Si} Jj=1
wobei wir died—Funktion Uber ihr Fourierintegral definieren:
L[~ . A
d(x) = / dz exp (ixk) . (13)
2 J_ &

4vgl. Anhang, AbschnittA.2)
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3. Analytischer Teil

Damit erhalten wir

Z

N
) 1
{z%/ exp(—|z]) - / exp | i x—TZajsj k| dkdx

Jj=1

1 [ 00
B 2/ >_exp _*Zaasa / exp (—|z| + ikx) dx dk (14)
T J—co Si —00

:=b

=a

Wir berechnen die Terme undb getrennt. Umformen ergibt flr:

. N
0« = Zexp _Z;?Zajsj :ZHexp< am)

s; j=1
= HZexp( ajsj> = QNHZeXp< ajs]>
J=1 s j=1 s;

N k
= 2N H CoS (Taj> ) (15)
j=1
Zur Auswertung des Integrals

b:/ exp (—|z| + ikz) dx (16)

—0o0

schreiben wir

0 0
b = / dz exp(zx + ikz) —I—/ dx exp(zx + ikx)

I S
144k 1—ik
2
= 17
1+ k2 (17)
Substituieren wir nun
k=tany = dk = dy (1 + tan? y) , (18)
so ergibt sich fur die Zustandssumme
R 7r/21—|—tanyH (jt > 00 (||+'k)dd
= _W/2727T L 1cos T any _ooexp —|x| + k) dxay
w2 N a;
_ oN - aj
= 2 /_ﬂpﬂHCOS(Ttany). (29)
7=1
Wir schreibenZ in der Form
N /2 1
2=2" [ ew(NGW)dy (20)
—7r/2 T
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3.5. Kanonische Behandlung des Zahlenaufteilungsproblems

mit
G = ;Ej:ln cos (a?j tan y) . (22)

Das Integral in Gleichungdl) lasst sich mit Hilfe der Sattelpunktmethode auswetten.

Um die Sattelpunkte zu finden, nehmen wir vereinfachend an,«dass Werte annehmen kann, die
sich als Vielfaches einer bestimmten reellen ZAhl darstellen lasserAa kann als ein Mal3 fur die
Auflésung angesehen werden. Fir ganzzahlige Verteilungekdist 1, fur FlieRkommazahlvertei-
lungen istAa die kleinste Zahl, die durch die zur Verfigung stehende Anzahl an Bits ausgedrickt
werden kann.

Die Sattelpunkte liegen dann bei

T
Y = arctan (Wk> , k=0,+1,£2,.... (22)
Aa

Fur die Ableitungen voids nachy erhalten wir

’ 1 1 ]
G = S () (e &
J
" 1 2 (% o 2,))’
G = Zj:—N (1—|—tan (Ttany)) (T (1+tan y))
% tan (2 tany) (2tany (1-+ ) @9
und damit
1 7T \? a; ?
i o N - n- 7]
G (yr) =2 ; N<1+(Aak> T) . (25)

Die Zustandssumme ergibt sich zu einer Reihe von Gaul3integralen:

- 2 ﬂ 1" _ 2
z = 205 [ew(F6mw-w?)a
k=0,£1,£2
2T
NG//
2

GauR g Z
a s
2T 1
= 2N N : . (26)
k=0,§i27 (DY aJQ' L+ (Z%k)Q

k=0,+1,42,...
1
Y ——5=Tcoth” (27)
k04T o LT (k) v r

2. Aa? Aa
Z=2N =" . coth—. 28
\/Za?'w oM (28)

Mit Hilfe der Identitat

erhalten wir

Svgl. Anhang, AbschnittA.3)
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3. Analytischer Teil
Daraus ergibt sich die mittlere Energjimit

5(; coth(Aap) = (1 — coth?(Aap)) Aa (29)
ZU

1 9

) L s N |2 Aad?
= 7' In (coth(Aaﬁ) -2 \/;)

2 A
p=1/T Aa coth” 5 —1

N

(30)
Aa
T coth5%
Fir die Entropie gilt
E—-F
= 31
S T (31)
wobei die freie Energié¢” gegeben ist duréh
1
F=—InZ
5,
Einsetzen von Gleichun@8) ergibt
1 2Aa? A
F=-T|{Nh2+-In|—— In coth —
( n +2 H<W2ja§> +Inco T)
und damit folgt fir die Entropie aus Beziehur&f)
1 Ty a2 ~ (Aa
=Nhn2- -1 17 2
S n 2n<2Aa2>+S<2T)’ (32)
mit
~(Aa A AacothQ%—l
S <ﬂ> = IHCOthf + TW (33)

Im Limes kleiner Temperaturefl, — 0 bei endlichen Werten voa geht§ gegen Null. Um dies
einzusehen, driicken wir denth mit Hilfe der Exponentialfunktion aus:

s exp(2z) + 1 exp(2z) +1  exp(2z) —1
71}13() 5 = zlin;o n (exp(Zm) - 1) T <exp(2x) -1 exp(2z)+1
-0 (34)

®vgl. Anhang, Abschnitt4.2)
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3.5. Kanonische Behandlung des Zahlenaufteilungsproblems

Im Folgenden soll die Entropie ndher diskutiert werden.

Ty . a? -
S = Nln2—;ln< Ej j)—FS

2Aa?
1 TN Z.a2. ~
= Nln2—--1 —_ J_J
n 5 n( 5 3Aa2N> + S
3
— N2 1—1n(76rN)—1n<A“2NZja§> +5
- N In 2 9N In 2
Ke(N) k(Aa, N)
= NIn2- (ke—k)+ S (35)
mit ( )
In(ZN
1 _ 6
FelN) = 1= 582 (36)
und ( )
In iZaz
Aa?2N 77
k(Aa, N) = SN o2 . (37)

Dass diese Umformung sinnvoll ist, sieht man folgendermaf3en ein. Betrachten wir zun&chst den Fall
k < k.. FUrT = 0 ist die Entropie hier eindeutig extensiv. Die Energie ist nach Gleich@fy (

Null. Nach Gleichung) berechnet sich die Anzahl perfekter Verteilungen in Ubereinstimmung mit
numerischen Experimenten2) (fe—+).

Im Bereichx > k. ergébe sich bel" = 0 nach Gleichung35) jedoch eine negative Entropie, was

der minimal moglichen Entropie (im Limé — 0), in unserem konkreten Beispi#l,,;, = In2,
widerspricht.

Nach Gleichung36) und @37) ist x > k. gleichbedeutend mit

3 9 0
2
2~V > }ln 28a 3
2wy af

2
o~ N Aay | —=—- 38
> a W'Zja? (38)

SomitistAa = O (277), das bedeuteha — 0 fir N — oo, und fiir endlichel” istS = O(N).

S aa) lcoth&—kﬁicothz_1
o) — T T T com e

= In

Aa Aa : Aa

cosh T  Aa <COSh T sinh v )
: Aa

sinh 5¢ T

p L Aa(T Aa
Aa T \ Aa T

T Aa\?
= IDACL+1+O(<T> ) (39)
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3. Analytischer Teil

Hierbei wurde die Taylorentwicklung degh, bzw.cosh in erster Ordnung verwendet.
Wir sehen also, dasS fir endliche Temperaturen nicht mehr vernachlassigt werden kann. Man be-
ricksichtigt diesen Term durch Einfuhren eieéektiverNulltemperaturly.

Aus
~ T
Smin =In2=NIn2(k. — k) + S 39 N(ke—k)In2+1n <A(()1) (40)
folgt
T
In2(1+4+ N(k — ke = In—
n2(1+ N(k—ke)) no
T
In2+mn2Nt—re) — -2
n2z2-+In nAa

und somit ergibt sich die effektive Nulltemperatur durch Einsetzenwond . zu

Ty = 2Aa2V kel = [og Z a?2_N. (41)
J

Daraus folgt unmittelbar die Grundzustandsenergie:fii x..

Ey = Tp= 2nza§2*N
\/ j

= 27 <aj2> -N27N, (42)

Durch das Einfiihren der effektiven Nulltemperatur erhalten wir eine positive Entropie. Dies zeigt,
dass unser Ansatz in sich stimmig ist und der scheinbare Widerspruch sich als nichtig erweist.
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4. Numerische Darstellung

Da N'PP ein N'P-Problem ist, kdnnen wir nicht erwarten, einen Algorithmus zu finden, der das
Entscheidungsproblem daé§PP, die Frage ob eine perfekte Aufteilung Uberhaupt existiert, in poly-
nomialer Zeit 16st. Wie wir schon in AbschnitB.(l) angedeutet haben, gibt es aber durchaus Algo-
rithmen, die gute Naherungslésungen déBP in polynomialer Zeit finden. Diese sind fiir konkrete
Anwendungen ausreichend, bei denen es weniger darauf ankommt, irgendwann die perfekte Losung
zu finden, sondern bei denen schnell eine gute Losung gefunden werden soll. Eine solche Vorge-
hensweise nennt man Heuristik. Wichtig ist, jeweils zu unterscheiden, ob die von einem Algorithmus
gefundenen Aufteilungen ausgewogen sind oder nicht. Im Folgenden wollen wir einige dieser Algo-
rithmen vorstellen.

4.1. Algorithmen

Greedy-Algorithmus Der einfachste Algorithmus, mit dem sich eine vorgegebene Menge von
Zahlen aufteilen lasst, ist der ,greedy-Algorithmus”. Er erinnert an das Verfahren, wie die Mann-
schaftsaufteilung in der Schule zustandezukommen pflegte: Es werden zwei Mannschaftskapitéane er-
nannt, die solange abwechselnd einen Spieler in ihre Mannschaft wahlen dirfen, bis jeder einen Platz
gefunden hat. Dabei werden die Mannschaftskapitdne — abgesehen von ihren persénlichen Sympathien
und Antipathien — wahrscheinlich immer den stérksten der verbliebenen Spieler auswahlen. Genauso
arbeitet der greedy-Algorithmus, mit einer kleinen Ausnahme. Wéhrend die Mannschaften meist auch
von der Anzahl der Spieler her gleich stark sein sollen, kimmert sich der greedy-Algorithmus nicht
um eine ausgewogene Aufteilung.

1: procedure GREEDY(z[1..k])

2 SORT(z[1..k]); > Aufsteigend sortieren
3 fori«—k,...,1do

4: if > Haufen 1< ) Haufen 2then

5: Legex; auf Haufen 1

6 else

7 Legex; auf Haufen 2

8 end if

9 end for

10: end procedure

Abbildung 5:Der greedy-Algorithmus

Ein Blick auf Abbildung @) zeigt, dass der Greedy-Algorithmus noch weit vom Optimum entfernt
ist. Die wichtigste Grundidee bei der Suche nach besseren Algorithmen besteht in der sogenannten
Differenzoperation, bei der zwei der zu verteilenden Zahlen durch ihre Differenz ersetzt werden, da
wir uns nur fir die Summendifferenz der beiden Halften interessieren. Dies entspricht der Entschei-
dung, diese beiden Zahlen auf unterschiedliche Haufen zu verteilen. Wir betrachten im folgenden
zwei Algorithmen, die auf diesem Prinzip beruhen.

Paired Differencing Method Bei der,Paired Differencing Method“(PDM) mussen diex auf-
zuteilenden Zahlen sortiert vorliegen. Man fihrt fur' 2 | Differenzoperationen durch, und zwar auf
die beiden gré3ten Zahlen, auf die dritt- und viertgréf3te Zahl, etc. Es wird immer die kleinere von der
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4. Numerische Darstellung

groRReren abgezogen. Dadurch erhélt maf2| neue Elementer — x2, x3 — x4, €tc.), die sortiert
werden, und mit denen man diese Prozedur wiederholt, bis man nur noch ein Element tbrig behalt.
Dessen Wert entspricht dann der Differenz der gefundenen Aufteilung. Welche Zahlen auf welchem
Haufen gelandet sind, kann man danach aus den durchgefiihrten Operationen schlussfolgern. In Ta-
belle (1) ist ein Beispiel dargestellt, welches das Vorgehen der PDM veranschaulicht. T2pe#éayf

die Rekonstruktion der Aufteilung der Zahlen auf die beiden Teilmengen, von unten beginnend.

aufzuteilende Zahlenmenge Operation

@ @ @ @ @ @ 24-21=3, 15-7=8, 4-3=1. Sortieren.
@ @ @ 8-3=5, 2-1=1. Sortieren.
OXO, 5-1=4

@ Dies ist die gefundene Aufteilungsdifferen

N

Tabelle 1:Beispiel fur den Ablauf der PDM fiin = 7 Zahlen.
Jeweils zwei Zahlen werden durch ihre Differenz ersetzt. Da wir zunéchst eine ungerade
Anzahl von Zahlen haben, wird die Uberschiissige 2 unverandert in den 2. Schritt ibernom-
men. Dort haben wir danm /2] = 4 Zahlen.

MengeB; MengeB, Ersetzungsschritt

@ Die @ entstand au@ und @ :
@ @ @aus und@,...
@ @ ...@aus@ und@.
@ @ @ Und so weiter ...
@ @ @ @ @ @ Differenz der Teilmengent) — 36 = 4 v/

Tabelle 2:Die Aufteilung der Zahlen auf die beiden Teilmengen ergibt sich aus Taligliadem von
unten beginnend jede Zahl wieder durch die beiden Zahlen ersetzt wird, aus deren Differenz
sie gebildet wurde. Die groRere der beiden kommt in die Menge, in der die Differenz steht,
die kleine in die andere.

Largest Differencing Method Die ,Largest Differencing Methode(LDM) basiert ebenso wie

die PDM auf der Differenzoperation. Auch hier werden die Zahlen der Grofl3e nach behandelt: Die
beiden groRten Zahlen werden durch ihre Differenz ersetzt und dann wird - im Unterschied zur PDM
- sofort neu einsortiert. Man fahrt solange fort, bis nur noch ein Element tbrig ist, das wieder der
Teilungsdifferenz entspricht. Die eigentliche Verteilung der Zahlen erhalt man wie bei der PDM riick-
warts. Der Vorteil der LDM gegentber der PDM sind kleinere Summendifferenzen der entstehenden
Teilmengen. Nachteil der LDM ist, dass die entstehenden Teilmengen in Bezug auf die Anzahl der
Elemente nicht ausgewogen sind, wahrend die PDM ausschliel3lich ausgewogene Teilungen liefert.
Bei der PDM werden in jedem Schritt in beide Teilmengen Elemente hinzugefligt, anders als bei der
LDM, bei der er sein kann, dass immer wieder nur auf eine Seite neue Elemente ,abgespalten” wer-
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4.2. Vergleich der bisherigen Algorithmen

den. Man betrachte hierfiir zum Beispiel die Zahlenmefye, 4, 8, 23). Die PDM ergibt hierfur
eine Summendifferen& von 12, bei einer Anzahldifferenz von 1. (Dan = 5 ungerade ist, ist dies
»=ausgewogen®.) Die LDM ergibEl = 6 mit m = 3, die bestmogliche unausgewogene Aufteilung in
(23), (2, 3, 4, 8). Die bestmdgliche ausgewogene Aufteilung wge4, 8), (2, 23) mit £ = 10.

Balanced Largest Differencing Method Die,Balanced Largest Differencing MethodBLDM)

wurde von Yakir (siehel4]) entwickelt und ist eine Verbesserung der LDM, die darin besteht — wie

der Name schon vermuten lasst — dass sie ausgewogene Teilungen ergibt. Der Trick besteht darin, dass
zunachst ein Durchgang der PDM durchgefiuhrt wird. Die erhalténgl| Zahlen verarbeitet man

dann mit der LDM weiter, bis man wieder nur noch ein Element tbrig behalt. Die wieder rickwarts

zu erhaltende Aufteilung ist dadurch ausgewogen, aber man erhalt trotzdem eine Summendifferenz,
wie sie bei der LDM zu erwarten ist.

Angewendet auf unser obiges Beispi2l3 ,4 ,8,23) wird die optimale Aufteilung allerdings auch
von der BLDM nicht gefunden, da durch den ersten PDM-Schritt bereits die 3 und die 4 in unterschied-
liche Mengen verteilt werden. Wir sehen also, dass wir auch von der BLDM wie eingangs erwahnt nur
Naherungslosungen erwarten kénnen, sonst wirdetM#i® nicht der Klasse\VP zuordnen. Die
Zeitkomplexitat aller drei Methoden, der PDM, der LDM wie auch der BLDM, ist wegen der nétigen
Suchvorgange in der Ordnur@(n logn). Im folgenden Abschnitt werden wir einen Algorithmus
kennenlernen, der garantiert die beste Losung findet - lAsst man ihm genligend Zeit.

4.2. Vergleich der bisherigen Algorithmen

Mertens (in B]) nennt unter Verweis auf andere Quellen zu erwartende Summendifferenzen von
O(n~1) fir die PDM undn—©(°e™) fiir die LDM’. Anhand des vergleichenden Graphen in Abbildung

(6) lasst sich dies qualitativ bestéatigen. Wir sehen, dass der einfachste Algorithmus, der Greedy Al-
gorithmus, (nattrlich) am schlechtesten abschneidet. Wenig besser ist die PDM, der allerdings zugute
gehalten werden muss, dass sie im Gegensatz zum Greedy-Algorithmus auf ausgewogene Aufteilun-
gen eingeschrankt ist. Die LDM ist dies nicht und dadurch deutlich im Vorteil, aber auch die BLDM,
die wie die PDM ausgewogene Aufteilungen erzeugt, ist durch die oben beschriebene geschickte
Kombination von PDM und LDM nur wenig schlechter als die LDM. Die cBLDM, die wir als H6he-
punkt der hier behandelten Algorithmen kennenlernen werden, mit in diese Grafik aufzunehmen, ist
eigentlich unfair, denn hierbei handelt es sich nicht wie bei den anderen vier Algorithmen um einen
heuristischen Algorithmus, sondern um einen, der den gesamten Suchraum absucht. Sie benétigt also
im schlimmsten Fall wesentlich mehr Rechenzeit. Dafiir findet die cBLDM immer die bestmdglichen
Aufteilungen. Wir sehen, dass ab einem bestimmten kritischen Wei¥wie minimale Aufteilungs-
differenz auf0,5 absinkt. Dieser Wert ergibt sich aus der Mittelung Giber Zahlenmengen mit ungerader
(= Anin = 1) und gerader Summe={ A,,;, = 0). Fur kleinereN fallt die Kurve exponenti-

ell ab. Die Treppenstufen, die sich dabei bilden, begrinden sich in der Tatsache, dass die cBLDM
nur ausgewogene Aufteilungen zulasst, und wir fir eine ungerade Anzahl von aufzuteilenden Zahlen
doppelt so viele Aufteilungen als ausgewogen definiert haben, namlich solche mit Anzahldifferenzen

von Am = +1, als fur gerade Anzahlen mikm ~ 0. Daraus ergibt sich statistisch eine um einen
Faktor von etwa 2 bessere minimale Aufteilungsdifferenz.

"Er definiertf (n) = ©(g(n)) als3c1, 2,10 S.d.c1g(n) < f(n) < cag(n)vn > no.
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4. Numerische Darstellung

Vergleich der verschiedenen Algorithmen
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Abbildung 6:Vergleich der vorgestellten Algorithmen
Fir N < [2,80] zu verteilende Zahlea; € [0,10°] sind die iber 300 Durchléufe gemit-
telten Summendifferenzen der von den Algorithmen gefundenen Aufteilungen aufgetra-
gen. Der Complete BLDM-Algorithmus findet immer die bestmégliche Aufteilung.

4.3. Vollstandige Algorithmen fir das ~ NPP

Wer auf der Suche nach der bestmdglichen Aufteilung seiner Zahlenmenge ist, darf sich nicht auf die
bisher beschriebenen heuristischen Algorithmen verlassen, wie dieses einfache Beispiel zeigt:

A=1{8,175,5 5}

Alle heuristischen Algorithmen beil3en sich hieran die Zahne aus, denn sie ergeben eine Aufteilungs-
differenz vonA = 4, da sie die 8 und die 7 in unterschiedliche Zahlenmengen ordnen, dabei ist die
Ldsung doch so einfach, ausgewogen und perfekt:
A1 =8+47=15
Ay =5+4+5+5=15

Abhilfe schaffen die nun beschriebenen, ,vollstandigen“ Algorithmen. Wir kommen nicht umhin, den
gesamten Suchraum wieder in Betracht zu ziehen. Wir werden aber sehen, wir uns davor bewahren
kénnen, all2N =1 méglichen Aufteilungen durchprobieren zu miissen.
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4.4. Complete Anytime Algorithm for Balanced Number Partitioning

Korfs Complete-Verbesserung der LDM Richard Korf veroffentlichte 1998 einen Algorith-
mus, mit dem die LDM zu einem sogenannten anytime-Algorithmus erweitert werden kann. Unter
einemanytime-Algorithmusersteht man einen Algorithmus, der zun&chst eine N&herungslésung er-
gibt, d.h. eine gute, aber nicht unbedingt die beste Losung, und danach solange weiterarbeitet, wie
man ihm Zeit gibt. Er sucht nach besseren Losungen, bis er entweder angehalten wird, oder er den
gesamten Suchraum abgegrast hat. Bei speziellen Problemen, zu denen ausiRBgpEhort, lasst
sich eine einfache Bedingung fir die bestmdglich zu erreichende Lésung definieren, hier eine Diffe-
renz der beiden Teilmengen von 0 bzw. 1. In diesen Fallen kann (und sollte) der anytime-Algorithmus
die Suche beenden, sobald er eine solche beste Losung gefunden hat.

Korfs anytime-Algorithmus zur Lésung d@§PP basiert auf der LDM: An jedem Knoten werden
die beiden gré3ten Zahlen durch ihre Differenz ersetzt, was effektiv einer Einsortierung der beiden
Zahlen in verschiedene Teilmengen gleichkommt. Die einzige andere Mdglichkeit ware, die beiden
Zahlen derselben Teilmenge zuzuordnen und sie durch ihre Summe zu ersetzen. Dadurch erhalt man
einen binaren Suchbaum, dessen Basis ein Knoten mit einer Liste der zu verteilenden Zahlen ist. An
jedem Knoten spaltet sich der Baum in zwei Aste, wobei in der linken Verzweigung die beiden gréRten
verbliebenen Zahlen durch ihre Differenz ersetzt werden, in der rechten durch ihre Summe;

r1 — x|, x3,... linker Ast
T1,22,L3y...FH> ’ ! 2‘ 3 (43)
1+ T2, 23, ... rechter Ast

Korfs Algorithmus gibt zunachst die LDM-Ldsung zurlick, die dem Endknoten ganz links ent-
spricht, und beginnt von dort seine Suche. Der Suchbaum hat demnactzénlen eine Tiefe von
n — 1 und 2"~ Endknoten mit nur noch einem Element, welches als mdgliche Loésung (Summen-
differenz einer Aufteilung) in Frage kommt. Den gesamten Baum abzusuchen wirde im schlimmsten
Fall eine inn exponentielle Zeit erfordern, es sei denn, der Suchvorgang trifft auf eine perfekte Auf-
teilung, also auf einen Endknoten mit einer Differenz gleich 0 bzw. 1. Es gibt aber noch eine zweite
Moglichkeit, um Teile des Suchbaums auszuschlieen, in denen keine bessere Losung zu erwarten
ist. Trifft der Algorithmus bei seiner Suche auf einen Knoten, bei dem die Differenz zwischen dem
groiten Elements und der Summe aller anderen Elemente grof3er ist als die beste (= kleinste) bisher
gefundene AufteilungsdifferenX, so wird es in dem Teil des Baums, der von diesem Knoten ausgeht,
keine bessere Losungen geben:

2maxx; — Y x; > A = in diesem Ast keine bessere Losung zu erwarten (44)
K3 .

)

Lasst man ihm gentigend Zeit, so wird dieser Algorithmus also immer bessere Losungen bis hin
zur bestmaoglichen Losung finden. Einen Algorithmus, der wie Korfs Algorithmus alle méglichen
Aufteilungen (oder allgemeiner alle moglichen Losungen) beriicksichtigt, bezeichnet man als einen
vollstandigen Algorithmus (engtomplete algorithm Allerdings eignet sich Korfs Algorithmus nicht
fur das ausgewogen® PP, denn auf die Anzahldifferenzen der hervorgebrachten Teilmengen wird
keine Rucksicht genommen. Die Ldsung hierfir bringt der folgende, letzte hier dargestellte Algorith-
mus.

4.4. Complete Anytime Algorithm for Balanced Number Partitioning

Stephan Mertens hat Korfs Algorithmus auf die BLDM ausgeweitet und 1999 einen anytime-Algo-
rithmus fur das ausgewogenéPP vorgestellt (B]). Er beruht auf dem Gedanken, wahrend des
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4. Numerische Darstellung

Durchforstens des Suchbaums (lber die Anzahldifferenzen Buch zu fihren. Dazu fihrt er eine ,effek-
tive Kardinalitat“ ein, die wir im folgenden mit; bezeichnen und die Auskunft dartber gibt, um
wieviele Zahlen eine Teilmenge wachsen wirde, wenn ihr das Elemengeordnet wirde. Zu Be-

ginn ist fur jede Zahin; = 1. Die Differenzoperationen der beiden Verzweigungen an jedem Knoten
muissen nun auf die; erweitert werden:

(]a:l — SU2|, mi — mg) , (Ig, mg), ... linker Ast
(acl + 22, M1 —i—mg),(xg,mg),... rechter Ast

(45)

(x1,m1), (x2, m2), (x3,Mm3), ... — {

Far die in den Endknoten einzeln stehenden Elemente gibt die effektive Kardinalitat die Anzahldif-
ferenz der entsprechenden Aufteilung an. Als in Frage kommende Lésungen betrachten wir nur noch
Endknoten, in denem; gleich der gewilinschten Anzahldifferenz ist. Fir das ausgewaoyeh®
sind dies alle Endknoten mit; = n mod 2, mit diesen Algorithmus l&asst sich aber jede beliebige
Kardinalitatsdifferenz als Bedingung vorgeben.

Mithilfe der effektiven Kardinalitdten fallen erneut Teile des Suchbaums weg, weil in ihnen kei-
ne Endknoten mit der gewiinschten Anzahldifferenz zu erwarten sind, wodurch sich die Suche er-
neut beschleunigen lasst. Dazu 8gj,,, = max;{|m;|} die grote effektive Kardinalitat undt/ =
Zle |m;| die Summe der effektiven Kardinalitdten deElemente irgendeines Knotens. Die effek-
tiven Kardinalitaten aller aus diesem Knoten hervorgehenden Knoten ist beschrankt durch

2Mypae — M < |m‘ < M. (46)

Liegt die gesuchten Anzahldifferenz auf3erhalb dieses Bereiches, so braucht der Suchbaum unterhalb
dieses Knotens nicht durchsucht zu werden.

Wahrend bei Korfs Algorithmus die erste gliltige Aufteilung naciKnoten gefunden wird, so
ist dies bei dem hier vorgestellten Algorithmus nicht garantiert, da die Kardinalitadtsbedingung nicht
erfillt sein muss. Deshalb wollen wir uns jetzt auf die Suche nach ausgewogenen Aufteilungen ein-
schranken, fur die wir die BLDM-Strategie anwenden kénnen. Am Ende der PDM-Phase der BLDM
erhalten wir Knoten mifn /2] Elementen, die alle effektive Kardinalitaten ven = 0 haben (bis auf
ein einzigesn,; = 1, fallsn ungerade ist). Verfahren wir nun nach dem Korf-Algorithmus mit obigen
Erweiterungen, so erhalten wir zuerst die BLDM-L6sung und danach kann die Suche nach besseren
Ldsungen beginnen.

Abbildung @) zeigt den cBLDM-Algorithmus als Pseudocode, anhand dessen das oben gesagte be-
stimmt klarer wird. Die Trennung in PDM- und LDM-Phase wird dadurch erreicht, dass erst ab einer
Tiefe von[n/2] die Zahlen erneut sortiert werden (Zellé-18) und zuvor wéhrend der PDM-Phase
neue Elemente immer vorne eingefligt werden, wahrend nur die hinteren beiden fiir Differenzope-
rationen verwendet werden. Dadurch entsprechen die efst& Schritte dem Vorgehen bei der
PDM.

4.5. Ein N'PP-Algorithmus mit  O(n*)?

Mertens erwahnt in7], dass dasV’PP zu den pseudo-polynomialen Problemen zahlt. Wir werden
hier sehen, was es mit eingmaeudo-polynomialen Algorithmasif sich hat. Dazu wollen wir folgen-
den Vorschlag fur einen neuen Algorithmus zur Lésung des Entscheiduf®f8-betrachten:

Gegeben sei eine Instanz d&€$ P bestehend aus einer Meng&ahlenA = {ay, ..., a,}. Unser
Algorithmus soll die Frage beantworten, ob eine perfekte Aufteilung moglich ist. Der Einfachheit
halber sollen hier nur Aufteilungen ein ,ja“ ergeben, deren Summendifferenz wirklich 0 ist. Falls also
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Abbildung 7:Beispiel eines Suchbaums des cBLDM
An den gepunktet gezeichneten Knoten braucht wegen der im Text erlauterten Regeln
die Suche nicht in die Tiefe fortgesetzt zu werden. - Statt in der LDM-Phase jedes Mal
neu zu sortieren, werden die neuen Elemente gleich am richtigen Platz eingefigt.

> ;a; mod 2 # 0, so kann der Algorithmus gleich mit einer negativen Antwort beendet werden.
Sei andernfallsB = ). a;. Wir legen eine Tabelle mit Zeilen undB/2 + 1 Spalten an, deren
Eintraget(i,7), 1 < i < n, 0 < j < B/2 die Antwort auf die Frage ,Gibt es eine Teilmenge
von {a1,as,...,a;} deren Elementsumme genau j ist?" enthalten. Ein Beispiel fur die Mdnge
{1,9,5,3,8} gibt Tabelle 8), in der J fur Ja und N fur Nein steht.

Das Besondere ist nun, dass sich diese Tabelle mit einfachen Regeln flllen lasst. Die erste Zeile ist
am einfachsten: Es ist1, j) = ja genau dann, wenp = 0 oderj = a;. Jede folgende Zeile lasst
sich mit Hilfe der vorangegangenen ausftillen:

t(i,j)=ja<=tli—1,5)=jaVvj>a; Nt(i— 1,5 —a;) = ja (47)

(Man verdeutliche sich die Regeln anhand der Beispieltab@llelét die gesamte Tabelle ausgefillit,
so haben wir bereits die Losung der gegebenen Instanz, denn die Mehge genau dann eine
perfekte Teilung, went(n, B/2) = ja.

Das Ausfullen der Tabelle kann von einem Algorithmus durchgefuhrt werden, der polynomial in der
Zahl der Tabelleneintrage (also#rB) ist, womit scheinbar ein Algorithmus gefunden wurde, der die
Entscheidungsvariante d&§PP in polynomialer Zeit bewaltigen kann. Wie kann dieser Widerspruch
aufgelost werden?
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4. Numerische Darstellung

1: procedure COMPLETE-BLDM(z[1..k], m[1..k])

2 if k= 1then > Endknoten
3 if |m[1]| = (nmod) and z[1] < A then

4: A — z[1]; > neue kleinste Differenz
5: end if

6 else

7 it A= (XX, a:) then

8 return > Stop: Perfekte Lésung bereits gefunden.
9 end if
10: if 2-max;{x[i]} — >, z[i] > Athen
11: return > Stop: nur noch schlechters-Werte zu erwarten
12: end if
13: if 2-max;{|m[i]|} — >, |ml[i]| > |m|or >, |m[i]| < mthen
14: return > Stop: keine balanced-Partition mehr mdglich
15: end if
16: if £ < [n/2] then
17: SORT(xz[1..k], m[1..k]); > LDM-Abschnitt — Aufsteigend sortieren
18: end if

> Verzweigen ;- :
19: COMPLETE-BLDM (z[k] — x[k — 1], z[1..k — 2], m[k] — m[k — 1], m[1..k — 2]);
> Verzweigen ;" :

20: COMPLETE-BLDM (z[k] + z[k — 1], z[1..k — 2], m[k] + m[k — 1], m[1l..k — 2]);
21 end if

22: end procedure

Abbildung 8:Complete balanced largest differencing method algorithm
Aufruf mit einer aufsteigend sortierten Liste varZahlenzy, ..., z, mitm; =1, 1 <
i < nundA = oo. In A wird die bisher gefundene minimale Aufteilungsdifferenz
gespeichert. Wird eine perfekte Teilung gefunden, so wird der Algorithmus beendet.

Jede Zahl wurde in der Eingabe durch eine Bitfolge mit einer Lange(®/dog a;) beschrieben.
Dadurch wére die ganze Probleminstanz von der Géd(3elog B). Es gibt aber kein Polynom(x),
so dass fur fast alle = nlog B gelten wirdenB < p(nlog B). nB ist also durch keine polyno-
miale Funktion vomm log B beschrankt, weshalb der beschriebene Algorithmus kein polynomialer
Algorithmus fir das (unbeschrankte) Zahlenaufteilungsproblem ist.

Dieses Beispiel macht deutlich, dass die NP-Vollstandigkeit\d@sP stark darauf beruht, dass
extrem grol3e Eingabezahlen erlaubt sind. Gabe es von vornherein eine obere Schranke fiir die Zahlen
(selbst wenn diese polynomial in der Lange der Eingabe ware), wéare der beschriebene Algorithmus
ein polynomialer Algorithmus zur Lésung des eingeschrankten Problems. Einen solchen Algorithmus
nennt marpseudo-polynomial

4.6. Vergleich der analytischen und numerischen Ergebnisse
4.6.1. Phasenibergang in der numerischen Simulation

Die numerischen Berechnungen sind Ergebnis einer Implementation des cBLDM-Algorithmus wie in
Abbildung @) dargestellt mit der Programmiersprache C. Aufgrund des verwendeten Typs zur Dar-

26



4.6. Vergleich der analytischen und numerischen Ergebnisse

Z|Z2ZZ N

alualalao—

ol Z2Z2Z2|w
Gl 222>
Glu Gl ZZ o
gl ZIZlo
oo 222 o
[P I 3 [ Y Y Y g i (e )

ZIZZ|IZZN

[ G Y Y Y Y Y

A BN WIN |-
a2
ol Z2 22
ulu|l 222
ol 222

N

Tabelle 3:Beispiel fir den pseudo-polynomialen Algorithmus zur Losung/Xi@xP
Der Eintrag ,ja“ in Zellet(5,13) sagt uns, dass das gegebene Problém5,3,8) eine
perfekte Partition hat.

stellung der Zahlen durfte in unserer Umsetzung die Summe der zu verteilenden Zahlen 31 Bit nicht
Ubersteigen. Abbildundj zeigt eine graphische Darstellung der mittleren Anzahl der erzeugten Kno-
ten im Suchbaum in Abh&ngigkeit der Anzakilder zu verteilenden Zahlen sowie die Wahrschein-
lichkeit der Existenz einer perfekten Aufteilupgers(/N). Gemittelt wurde hierbei tber 300 Laufe.

Die Anzahl der Knoten liefert dabei ein MaR fir die Komplexitat der jeweiligen Instan2\de®.

Sie wachst exponentiell und erreicht ein Maximum am Phasenuibergang, féllt danach wieder expo-
nentiell ab, bis sie ein Minimum erreicht, wonach sie linear Mianwachst. In diesem Bereich (der
~weichen“ Phase) sind perfekte Aufteilungen so zahlreich, dass so gut wie immer die vom cBLDM
zuerst gefundene BLDM-L&sung schon perfekt ist, so dasg@ Nufnoten erzeugt werden missen. Es
sind diesN Knoten, bis die Losung gefunden wird, die weiterérerzeugten Knoten werden sofort
abgebrochen, da bereits eine bestmogliche Losung gefunden wurde.

Handelt es sich wie bei unseren Simulationen um eine ausgewogene Aufteilung, so ergibt sich eine
ahnliche Zustandssumme bzw. Entropie wie im unausgewogenen Fall, der in Abs)renitlftisch
behandelt wurde. Der einzige Unterschied liegt in den Ausdrtcken fiir die Kontrollparasnater
k.. Nach B] gilt fir ausgewogene Aufteilungen:

1 T
ke=1——=—1o —N ], 48
N 82 <\/12 ) (48)

bzw.

K= %logQ (g\/ (a?) — <a>2> ) (49)

Um die Wahrscheinlichkeit fuir die Existenz einer perfekten Aufteilung zu berechnen, werden wir die
entsprechende Formel al$§ yerwenden:

QN(HQ()—H)
pperf(IN) =~ 1 — exp BT (50)

Die aufzuteilenden Zahlesy waren gleichmaRig verteilte ganze Zufallszahlen aus dem Bereich
a; €[0,...,22% —1=8388607], 1<i<N (51)

Um den Phasentibergang bei einer ganzzahligen Verteiting=£ 1) zu finden, setzen wir die ent-
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Abbildung 9:Phaseniuibergang beid PP. Jeweils 300 Durchlaufe mit gleichverteilten zuféalligen
Ganzzahlen im Bereich vdn,2# — 1].

sprechenden Ausrticke fidgrund . gleich:

= N -log, <\/%N>
= N.—logy N. = log, <7r (a?), — (a>?) : (52)

= %logg <g (a?); — <a>?> ; 16_ %logg <\/7%2N>
)

Den Phaseniibergang erwarten wir also nach Fors@ebei N. = 27,6. Dies stimmt in zufriedenstel-

lendem MalRe mit dem numerisch gefundenen Maximum Uberein (vgl. 89bAuch in Abbildung

(6) lasst sich ein Phasentbergang beobachten. Fir die Grol3e der dort verwendeten Zufallszahlen er-

gibt sich N, = 24.,4. Allerdings ist der Phasenubergang aus der minimalen Aufteilungsdifferenz in

diesem Graphen nicht so schén deutlich ersichtlich wie aus der Anzahl der Knoten in Abb®lung (
Abbildung (L0) gibt einen Uberzeugenden Eindruck, wie sich die vom cBLDM gefundene Ldsung

A gegeniber der BLDM-LOsungg pm im Laufe der Zeit verbessert. Die Grafik wurd@ ¢ntnom-
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4.6. Vergleich der analytischen und numerischen Ergebnisse

men. Dargestellt sind 100 Instanzen dé®P mit je 100 gleichverteilten 150 Bit langen ganzen Zu-
fallszahlen. Durch die grol3e GroRRe der Zufallszahlen soll sichergestellt werden, dass der Algorithmus
nicht vorzeitig die bestmdgliche Aufteilung findet, sondern sich iber den gesamten Zeitraum Verbes-
serungen aufzeichnen lassen. Man sieht, dass sich Verbesserungen von mehreren Grof3enordnungen
ergeben.
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Abbildung 10:Verbesserung der Lésungsqualitéat des cBLDM uber die Zeit @us [

4.6.2. Uberpriifung der Grundzustandsenergie

Die analytisch gewonnenen Ergebnisse kénnen nun numerisch tberprift werden. Als Beispiel wahlen
wir reelle Zahlen aus dem Intervall,1). Aa strebt also gegen Null und wir kdnnen den Erwartungs-
wert < ajz- >=3, a?/N mit Hilfe eines Integrals nahern. Damit erhalten wir

1
1
|
0 3

N
;@:3. (53)

Die Grundzustandsenergie ergibt sich somit nach Gleich4iBgz(1

2
Eb:,/ngQ—N. (54)

In Abbildung (11) werden die analytischen Ergebnisse aus Gleich®dy rhit den numerisch be-
stimmten Werten fur diese Grundzustandsenergie verglichen. Die geringe Abweichung ist recht Giber-
zeugend.
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5. Zusammenfassung

Abbildung 11:Durchschnittliche Grundzustandsenergie 46BP mit reellen Random-Zahlet <
a; < 1im Vergleich mit dem analytischen Ergebnis aus 64) (durchgezogene Linie)

(aus [7])

4.6.3. Uberpriifung des Kontrollparameters

Um zu Uberprifen, ok (V) tatséchlich ein Kontrollparameter ist und bei dem kritischen WgtV)

ein Phasenibergang stattfindet, simulierte Mertens numerisch die Félle, bei denen beMestém
mindestens eine perfekte Unterteilung gefunden werden kahrv{]l. Abbildung12). Fir N — oo
strebtx.(N) gegen 1.

Die beiden Phasen unterscheiden sich sehr in der Komplexitat der Losbarkeit. Im Bereich.

kann immer innerhalb kurzer Zeit eine perfekte Unterteilung gefunden werden. Im Bereich,
hingegen wird flr die eindeutige beste Losung exponentiell viel Zeit benotigt.

Bei kleinen Werten vorlV und kleinenAa sind wir in derhard phaseEs existiert keine perkfekte
Ldsung und ein Suchalgorithmus braucht viel Zeit. VergroRerungNdasst den Suchraum expo-
nentiell ansteigen, ebenso wie die Laufzeit. Andererseits gelangt man mit wachsdhaech naher

an die Phasengrenze. Hinter dieser Grenze wachst die Anzahl perfekter Unterteilungen exponentiell
mit der AnzahlN und ein Suchalgorithmus wird schnell auf eine perfekte Unterteilung sto3en. Im
Vergleich mit numerischen Experimenten stellen wir fest, dass die Laufzeit nwvaniisendem N
sogar abnimmt!

5. Zusammenfassung

In diesem Vortrag haben wir gezeigt, dass die Methoden der Statistischen Mechanik auch auf nicht
physikalische Probleme - in unserem Beispiel auf das Zahlenaufteilungsproblem der theoretischen In-
formatik - Gbertragen werden kénnen. Selbst unter dem Gesichtspunkt, dass man bei weiterfihrendem
Studium desV’PP auch auf Grenzen der Methoden der Statistischen Physik stof3t, wird dieser allein
durch die Ubertragbarkeit auf nicht physikalische Systeme ein ganz neues Gewicht verliehen. Auch
wird der Begriff des Phaseniberganges, der uns bislang nur in Bezug auf physikalische Phanomene
bekannt ist, wesentlich erweitert. Schlie3lich wurden die analytischen Ergebnisse durch numerische
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Abbildung 12:Phasendiagramm dééPP(entnommen aus/]).
Die Quadrate sind numerisch gefundene Werte, die durchgezogene Linie istdurch
nach Gl. 86) gegeben. Fiit < «. ist die Nulltemperaturentropie extensiv, ein Suchal-
gorithmus findet typischerweise schnell eine @¥e") perfekte Unterteilungen. Fiir
Kk > k. existieren keine perfekten Partitionen und das Optimierungsproblem hat eine
schwer zu findende, eindeutige Lésung.

Simulationen mit effizienten Algorithmen in Uberzeugendem Mal3e bestatigt.
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A. Anhang

A. Anhang

A.1l. Grundlegende Formeln
A.2. Statistische Mechanik - Grundlegende Begriffe und Formeln

Die Statistische Mechanik versucht die makroskopischen Eigenschaften von Vielteilchensystemen aus
mikroskopischen Wechselwirkungen abzuleiten. Die Subjektive Unkenntnis Giber den Mikrozustand
erfordert die Wahrscheinlichkeitstheorie. Ein System ist vollstandig charakterisiert durch die Hamil-
tonfunktion

H:H(qla-~'7QNF7pla"'apr)a (55)

wobei dieg; fir die Orts- und diep; fur die Impulskoordinaten stehé¥.ist die Anzahl der Phasen-
raumzellen,f die Anzahl der Freiheitsgrade.

Dem Gibbschen Zugang zur Statistischen Mechanik liegt die Idee zu Grunde, dass man den Mikro-
zustand nicht genau kennt, aber eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der méglichen Mikrozustande bei
den gegebenen Bedingungen angegeben werden kann.

Ein Thermodynamisches Ensembideeine Schar von gedachten Systemen, die alle Abbild des rea-
len systems sind. Fir mogliche Mikrozustande gibt es sonfit (im Rahmen der Ergodentheorie)
gleichberechtigte Mitglieder. Stattharfe Mikrozustandbetrachtet man die Gesamtheiten von Mi-
krozustanden, die samtlich mit den Nebenbedingungen vertraglich sind, mi Wahrscheinlichkeitsinter-
pretation.

In der klassischen Mechanik beispielsweise, entspricht ein Ensemble allen Punkten im Phasenraum,
die mit den Zwangsbedingungen vertraglich sind.

Die wichtigsten Ensembles sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

konstante ParameterEnsemble physikalische Bedingungen
N,V E mikrokanonisch| abgeschlossenes System
N,V, T kanonisch Kontakt mit Warmebad
w,V, T grofR3kanonisch | Kontakt mit Warmebad
und Teilchenreservoir

Tabelle 4.Die wichtigsten Ensembles

Befindet sich ein System im thermischen Gleichgewicht mit der Umgebung, so heif3t die dazuge-
hdrige Verteilungkanonische Verteilunglie entsprechende Gesamtheaihonische GesamtheDie
konstanten Parameter sind die Temperdtudas Volumerl” und die Teilchenzahh.

Die Zustandssumme it definiert Uber die Beziehung

Z(T,V,N,..) := > exp(—0E)) (56)
l

Der Faktorg ist dabei gegeben durch
1

=—. 57
T (57)
mit der Boltzmann-Konstantes. Die Freie Energie Fberechnet sich zu
1
F(T,V,N,...):= —kgTInZ = ~3 InZ (58)
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A.3. Die Sattelpunkts-Methode

und mit der mittleren Energie

— 0
E=——InZ 59
550 (59)
erhalt man daraus dientropie S
0F FE-F
S = T T
= kBE+klnZ —klnC (60)

folgt.

A.3. Die Sattelpunkts-Methode

Die Laplace- oder Sattelpunkts-Methode ist eine Methode zur asymptotischen N& herung von Inte-
gralen der Form

/ F(B) exp (NG(k)) dk. (61)

Wir beschrénken uns hier zweckmaf3ig auf eindimensionale Integration. FUrijrafdd das Integral
von Beitragen in der Néhe der absoluten Maxikpader FunktionG (k) dominiert. Entwicklung der
FunktionG(k) umk,, in zweiter polynomialer Ordnung, liefert die N&aherung

[ 10 exp (VG (k)
2
~ 3 f (ka) exp (NG(ky, ))/exp (NG//(kn)Ug_;TJ) dk
R
2

= Zf )exp (NG(kn)) m (62)

Im letzen Schritt wurde hier das Gaul3integral
/0 exp (—a2x2) dr = \2/5 (63)

verwendet.
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