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1 Einleitung

Das Sherrington-Kirkpatrick-Modell fiir Ising-Spingldser wurde 1975 vorgestellt. Es
konnte jedoch mithilfe des Replica-Tricks nicht exakt gelost werden. In der Tieftem-
peraturphase erhédlt man unphysikalische Ergebnisse, wie eine negative Entropie. Das
Random-FEnergy-Modell wurde 1980 von Bernard Derrida vorgeschlagen. Es ist ein Mo-
dell, was exakt gelost werden kann und erstaunliche Ahnlichkeiten mit dem SK-Modell
aufweist, jedoch im Vergleich wesentlich weniger Aufwand erfordert, um Ergebnisse zu
erhalten.

Im Folgenden soll zunéchst das Sherrington-Kirkpatrick-Modell vorgestellt werden
und zum p-Spin-Modell verallgemeinert werden. Das Random-Energy-Modell wird als
Grenzfall des p-Spin-Modells eingefiihrt. Das Modell wird im mikrokanonischen Forma-
lismus gel6st. Im kanonischen Ensemble wird gezeigt, dass der Replika-Trick nur in der
Hochtemperaturphase die korrekte Freie Energie liefert und in der Tieftemperaturphase
die Replika-Symmetrie gebrochen ist. Anschliefend wird das REM im externen Magnet-
feld betrachtet, was durch die Abhéngigkeit der kritischen Temperatur vom Feld am
Phaseniibergang ein Phasendiagramm liefert. Ebenso wird das Phasendiagramm des
REMs mit zusétzlichen ferromagnetischen Wechselwirkungen diskutiert.

2 Verwandte Modelle des REM

2.1 Das Sherrington-Kirkpatrick-Modell

Das Sherrington-Kirkpatrick-Modell (SK-Modell) ist ein Modell fiir ein Ising-Spinglas,
in dem alle Spins paarweise miteinander wechselwirken. Die Wechselwirkung ist also
nicht auf die nidchsten Nachbarn beschrankt, wie beim Edwards-Anderson-Modell. In
gewisser Weise ist die Wechselwirkung damit oo-dimensional, da jeder Spin oo viele
nédchste Nachbarn hat, mit denen er wechselwirkt. Die Wechselwirkung héngt nicht

vom raumlichen Abstand der Spins ab (,,infinite-range*).
Die Hamiltonfunktion des SK-Modells ist

H= _Zjijaio—j (1)
1<J

mit der Gauflschen Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Austauschkonstanten:

P =g ( N, ) @)

o .J2 EYE

2.2 Die p-Spin-Modelle

Nun kann man sich aber auch ein Spinglas-Modell vorstellen, bei dem eine Gruppe von
p Spins miteinander wechselwirkt, anstatt der Paare o, 0;. Diese Klasse von Spinglas-
Modellen wurde von Bernard Derrida eingefiihrt.

Die Hamiltonfunktion des Random-p-Spinglas-Modells lautet

Hyp) = — Z Jir, . inTiy -+ - O (3)
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Abbildung 1: Die Féllep=2,p=3und p=5

wobei die Summation iiber alle moglichen p-Tupel lauft und die Verteilung der Aus-
tauschkonstanten gegeben ist durch:

-1 Np—1J2 '
P (Jll ..... ip) - NL exp <_$) (4)

wJ2p!

Der Fall p = 2 représentiert gerade wieder das SK-Modell. Die Unordnung des Systems
ist auch hier ,quenched”, d.h., die mittlere Freie Energie F' des Systems, die man
experimentell beobachten wiirde, berechnet sich durch

2.3 REM als Limes des p-Spin-Modells

Der Grenzfall des p — oo des p-Spinglas-Modells im thermodynamischen Limes N —
oo mit £ — 0 bezeichnet man als Random-Energy-Model (REM). Der Grund fiir diese
Bezeichnung wird spéter klar werden.

Die Spinkonfiguration sei mit o = (o7, ..., oy)bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeits-
dichte der Energie F, also die Wahrscheinlichkeit, dass das System mit Spinkonfigura-
tion ¢ die Energie F hat, ist dann:

P(E)=(6(E - H (0))) (9)

Die Mittelung (...) iiber die (gequenchede) Unordnung, also das Integral Gl. (6]) kann
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man ausrechnen, indem man die Deltafunktion als Fouriertransformierte schreibt:

P(E):/‘H ATy, P (Jir..q,) 0 (E — H(0)) (10)

—1,2
Np-1 NP J;-I ,,,,, ds —15<E+ > Jig,., z'pffilnﬂip)
T @iy e [, (1)
y !

2

15
o (15)
ds . (_N22,
:/ ﬁe%( ) (16)
1 47 —F?
“ VN eP (Nﬂ) (17)

Damit ist die Energiedichte P (E) insbesondere unabhéngig von der Spinkonfiguration
o des Systems. Bis zu diesem Punkt verhalten sich alle p-Spin-Modelle gleich.

Die Wahrscheinlichkeit P (E;, Es), dass zwei vorgegebene Spinkonfigurationen o
und oy die Energien F; und Es haben, ist:

P(Ey, Ey) = (6 (Ey — H (01)) - 6 (B2 — H (02))) (18)

Da P (E) bereits unabhéngig von der vorgegebenen Konfiguration o war, kann P (E;, Es)
nur von der Anzahl der Spins abhéngen, die in beiden Konfigurationen o1 und o9 gleich
sind, also der ,, Uberlappung® = = ~ > 01,09, € [—1,1]; mit einer dhnlichen Rechnung
wie vorangegangen erhélt man

1 _ (B1+Ey)? _ (B1—By)*
2N J2[14+(22—1)P] 2N JZ[1—(22—1)P]
N7 J2\/(1 + ar) (1 — aP)

Im Limes p — oo erhélt man das wichtige Ergebnis

P (Ey, Ey) = P (Ey) - P (E) (20)

P (Ey, Ey) =

(19)
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solange |q| # 1, die Konfigurationen also mikroskopisch voneinander zu unterschei-
den sind. Die Wahrscheinlichkeitsdichten der Energieniveaus faktorisieren also. Man
kann leicht nachrechnen, dass auch Wahrscheinlichkeitsverteilungen auch fiir mehrere
Energielevel faktorisieren. Damit sind die Energielevel im Limes p — oo unabhéngige
Zufallsvariablen (Gleichung [20] ist gerade die definierende Gleichung fiir unabhéngige
Zufallsvariablen)! Beachten muss man dabei, dass der Limes p — oo erst nach dem
thermodynamischen Limes genommen werden darf, damit p < N bleibt.

Fiir jeden Spin gibt zwei Moglichkeiten, entweder +1 oder -1. Daher gibt mit es N
Spins insgesamt 2V Konfigurationen.

Das Random-Energy-Modell definiert sich nun iiber die 2% Energieniveaus, deren
Energiedichten nach GI. faktorisieren. Damit ist auch der Name ,,Random-Energy-
Model* klar.

In gewissem Sinne liegt das SK-Modell mit p = 2 zwischen dem Fall nicht wech-
selwirkender Spins im Zufallsmagnetfeld (Hamiltonian: H,—1) = — ). J;0;) und dem
REM. Setzt man eine gewisse Stetigkeit der p-Spin-Modelle in p voraus, so kann man
probieren, aus einer Art ,Interpolation” zwischen den beiden Modellen auf Eigenschaf-
ten des SK-Modells zu schlieflen.

3 Das Random-Energy-Modell

3.1 Definition des Random-Energy-Modells

Nach den vorhergehenden Bemerkungen kann man das REM exakt durch drei Eigen-
schaften definieren:

1. Das System hat 2V Energielevel.

2. Diese Energielevel sind verteilt nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung

1 E?\ | N
P(Ez')—\/Wexp(—Nﬁ),z—l,...,Q (21)

3. Die Energielevel sind unabhéngige Zufallsvariablen.

Die ersten beiden Eigenschaften sind auch Eigenschaften anderer Spinglas-Modelle,
die dritte Eigenschaft jedoch ist die spezifische Eigenschaft des REM. Durch diese wird
das Modell so weit vereinfacht, dass es exakt gelost werden kann. In Hinsicht auf reale
Systeme ist die dritte Eigenschaft aber eine grofle Einschriankung, da Korrelationen
zwischen den Energielevels vernachlassigt werden.

3.2 Losung im mikrokanonischen Ensemble

Fiir eine vorgegebene Energie E des Systems sei n (F) die Anzahl der Energiezustinde
im Intervall (E, E + dE). Die Zahl n (E) fluktuiert von System zu System. Daher muss
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man die mittlere Zahl (n (E)) berechnen, was jedoch recht einfach ist:
(n(E)) =2"-P(E) (22)
E2
~exp (N - (In2))exp (— NJ2> (23)
E2
= NIn2— 24
e (N2 ) (24)
E\?2
= N| ln2-|-— 2
exp( (n (NJ) )) (25)
Damit ist eine kritische Energie Ej, gegeben durch die Bedingung
E\2
n2——1| = 2
n ( N J) 0 (26)
Ey
= 2 = JVIn2 (27)

N

denn im thermodynamischen Limes gilt:

e Fiir |F| < Ej ist die mittlere Zahl von Energieniveaus viel groler als 1 (N — o0),

(n(|E| < Ep)) > 1.

o Fiir |E| > E, ist die mittlere Zahl (n (F > Ej)) < 1, also ist fiir nahezu alle
Systeme n (E) = 0 und nur mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit n (E) > 1. Daher

existieren nahezu keine Energieniveaus E' mit £ > Fjy oder E < —Ej.

Wegen der statistischen Unabhéngigkeit der Energielevel sind die Fluktuationen
von n (E) um den Mittelwert von der Ordnung /(n (F)) und klein gegen (n (E)) und

damit vernachléssigbar, also n (E) ~ (n (F)) .

Also ist (mit einer Wahrscheinlichkeit von nahezu 1) die mittlere Entropie gegeben

durch:

(28)
(29)
(30)
(31)

(32)
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Fiir die Berechnung der Freien Energie nutzt man die Beziehung dd—,g = %
ds d E
2F
= (- 34
() o
r1
= = 35
- (3)
NJ?
E = — 36
= 5T (36)
NJ?
= — 37
5F (37)
Legendre-Transformation:
F=FE-TS (38)
N.J? E\?
2
NJ2 _N_Jz
=— —TN |In2— [ -2 4
2T ! ( NJ (40)
NJ? N J?
5T —TNIn2+ 2 (41)
NJ?
=—-TNIn2— 42
n2-— (42)
F J?
=—=-Th2—-— 4
I=% T (43)
Die kritische Temperatur lédsst sich damit auch angeben:
Te =T (Ey) (44)
NJ?
= — 45
2L, (45)
N 2
. »
2N J+1In?2
J
= 47
2v/1n 2 (47)

Fiir Temperaturen unterhalb von Ty existieren eigentlich keine Zustdnde mit entspre-
chenden Energieniveaus (n (E) = 0). Damit das System trotzdem ,physikalisch® ist,

muss es in einem Zustand einfrieren, der eine Energie E = —Fy hat. Daher hat die
Tieftemperaturphase Entropie Null. Die Freie Energie ist dann:

f=—Ey—TS (48)

=—JvIn2-T-0 (49)

= —JVIn2 (50)
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Damit hat man einen kontinuierlichen Phaseniibergang am Punkt mit der Temperatur
Te gefunden. Der Phaseniibergang ist also eine Folge der nicht vorhandenen Energie-
niveaus unterhalb von —Fj.

Die mittlere Freie Energie ist zusammengefasst

_ _ 2
= T In T T>1Te (51)
—JVIn2 T <Te
_ _J
und T = NV
0.5 T T T T T
0 2. Ableitung
05 |
‘I —
=
1.5
2 —
25
3 | | | | |
2 1 0 1 2 3 4

Abbildung 2: Mittlere Freie Energie f des REM am Phaseniibergang fiir J =1

3.3 Kanonische Loésung im kanonischen Ensemble, Replica-
Trick

Ein System ist gegeben durch die Angabe von 2V Energien {F;}. Die Zustandssumme

1st
2N

Z({E}) =) exp(-BE) (52)

=1
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Das Ziel ist die Berechung der mittleren Freien Energie F', gegeben durch:
F=-T{nZ) (53)
= —T/HdE P (E)InZ ({E;}) (54)

Die Berechnung der mittleren Freien Energie versucht man mithilfe des Replica-Tricks,
der folgende Beziehung ausnutzt:

z" -1
(InZ) = lim Zh-1
n—0 n

(55)

Damit ,,wélzt“ man die Berechnung iiber die eingefrorene Unordnung iiber auf die Be-
rechnung iiber eine Unordnung (und die Replicas des Systems), die wie die thermische
Unordnung vor dem Logarithmieren durchzufithren ist, was analytisch einfacher ist.
Man berechnet die Momente (Z") fiir n € N und interpoliert diese fiir n — 0. Hierbei
muss offenbar lim,, o (Z") = 1, da sonst der Grenzwert nicht existiert. Die ersten paar
Momente kann man einfach ausrechnen:

(Z) = <jz::exp (—%E>> (56)
- / jjdE,-P (Ei)jzj;exp (—%E) (57)

1 E? E
m exp (— NJ2> exp <—?> dE (58)

1
2
< NJQE - TE) dE (59)

vV N7J?

V NmJ? J2 (Nﬂ) <6O)
_ oV (4)°X (61)

und
2

<ZZ>=< 2zN:exp (—%E) > (62)

i=1
= oVeN(F) ol 2V — 1) F () (63)

Durch eine aufwéndigere Rechnung kann man zeigen, dass fiir die Replicas allgemein

gilt:

exp [Nn (n2+ 45 )| = (2)" falls T>T,

(Z7) ~
exp [N (n2+n?z)|  falls T< T,

(64)
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mit T, = /nTc. Betrachtet man den Limes n — 0, so sieht man

' . exp [0.N<1n2+%>} =z =1 falls T > T,
lim (Z") ~ 2 N (65)
n—0 exp [N <ln2+0~m>] =exp(NIn2) =2V #1 fallsT < T,

Somit kann man fiir die Tieftemperaturphase den Replica-Trick nicht anwenden. Die
Replica-Symmetrie ist gebrochen (— Vorlesung).
Wendet man nun GI. fiir die Hochtemperaturphase an, so erhalt man

o zm =1
(InZ) = 71115% — (66)
Z" =1
= lim L (67)
n—~0 n
=1In(Z) (68)
2
= In (2%e(#) ¥) (69)
N (J)®
Damit erhélt man fiir die Freie Energie:
F 1
f=5=75 (T2 ()
J2
=-Th2—-— 2
n T (72)

was mit GIL. iibereinstimmt. Der Replika-Ansatz liefert also fiir die Hochtempe-
raturphase diegleiche Freie Energie wie in der mikrokanonischen Losung. In der Tief-
temperaturphase muss man die Zustandssumme mithilfe des Ansatzes von Parisi fiir
die Replica-Symmetriebrechung berechnen, siehe [Der81]. Hier stellt sich heraus, dass
die Replika-Symmetrie einfach gebrochen ist. Damit erhédlt man auch hier korrekte
Ergebnisse.

3.4 Externes Magnetfeld

Fiir ein Spinglas mit p—Spinwechselwirkungen kann man den Hamiltonian aus Ab-
schnitt 2.2 fiir ein externes Magnetfeld schnell modifizieren:

N
Hy=H,-h) o (73)
=1

Wie zuvor kann man P (E) und P (E;, Es) berechnen. Ebenso stellt man fest, dass
P (E4, E5) wieder faktorisiert, wenn man den Limes p — oo betrachtet. Jedoch héngt
die Energieniveauverteilung nun vom Magnetfeld ab:

PB) = e (‘%) (74)
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wobei M = —g—{l = (), 0;) die Magnetisierung der Spins ist. Die Verteilung ist also

eine um Mh um die Ordinate verschobene Gauss-Verteilung. Damit héngt die Ener-
gieniveauverteilung (indirekt) von der Spinkonfiguration ab!

Wie kann man nun gewéhrleisten, dass das Energieniveau gerade die Magnetisie-
rung M hat? Die Gesamtzahl der Spins ist N = N (o0 =+1) + N (0 = —1), wih-
rend die Magnetisierung neben der Definition auch dargestellt werden kann als M =
N (o0 =+1) — N (0 = —1). Damit hat man ein lineares Gleichungssystem mit 2 unab-

N+M

hiingigen Gleichungen, aus denen sich ergibt: Ny = =5~. Aus den N Spins muss man

also w Spins auswihlen. Es gibt demnach (N]XM) Moglichkeiten, die Magnetisierung
2

M im System zu haben.
Mit zusitzlichem Magnetfeld ist das REM also ein Modell mit 2V unabhingigen
Energieniveaus, von denen ( N ) die Magnetisierung M haben. Wie im vorhergehen-
2

den Abschnitt kann man nun die Energieniveaudichte berechnen:

mE)=3 (&)ﬁ%p G%) (75)

M=—N 2

Nimmt man den thermodynamischen Limes, so braucht man nur dominante Terme
in dieser Summe zu beriicksichtigen. Dies entspricht der Sattelpunktsintegration bei
,kontinuierlichen Summen®.

Dann erhélt man

1
() = 2 2 2 2 NI ™y

max
—1<m<1

1 1 1— 1— E 2
ldm, 14m m, m_( Q)] (76)

mit m = % Der Wert von m, der das Maximum in dieser Gleichung liefert, wird
bestimmt durch die implizite Gleichung

m = — tanh [ﬂ (i + mﬁ)l (7)

Da die Energieniveaus auch hier unabhéngig voneinander sind, kann man das gleiche
Argument wie zuvor benutzen:

e Wenn + In(n(E)) > 0 (& (n(E)) > 1), dann ist die mittlere Zahl von Energie-
niveaus sehr grof}; und die mittlere Entropie ist gegeben durch

S =1In(n(E)) (78)

e Wenn + In (n (E)) <0 (& (n(E)) < 1), ist die mittlere Zahl von Energieniveaus
sehr klein, also mit nahezu Wahrscheinlichkeit 1 ist kein Energieniveau vorhanden.

Die beiden Phasen sind durch eine kritische Energie E, getrennt, die vom Magnet-

feld abhidngt. Wenn |E| > Ej (h), ist die Entropie Null, fiir |E| < Ej (h) wie oben ge-

nannt. Mit % = % und der entsprechenden Legendre-Transformation kann man wieder
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die mittlere Freie Energie berechnen. Damit erhélt man fiir die Hochtemperaturphase

T > Te (h) folgende Grofien:

h
— tanh —
m = tan T
FE J?
=Y _mh
N aor ™
s

412

1 1 2
:1n2—@1n<ﬂ)——ln(1—m2) J =s(m

und die kritische Temperatur ist diejenige, fiir die S = 0 gilt.

Fir T < T (h) friert das System wieder im Grundzustand ein:

Damit erhélt man fiir die magnetische Suszeptibilitit:

_(9m
Y= \on ),
_{ 1 (1 — tanh® 1) T>Tc

1 2 _h
m(l—tanh W) T<TC

Fiir die Linie A = 0 gilt:
% T>1To

X= { TC(}LZO) = 2‘/}“72 =const T <T¢

(82)
(83)

(84)

(85)

(86)

(87)
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(o))
[o2)
I

Abbildung 3: Auftragung der magnetischen Suszeptibilitit x beim REM mit externem Magnetfeld

frozen

phase Paramagnetic

phase

Te

Abbildung 4: Phasendiagramm des REM mit externem Magnetfeld
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3.5 Zusiatzliche ferromagnetische Wechselwirkungen

Zusétzlich zu den Zufallswechselwirkungen kann man noch ferromagnetische Paarwech-
selwirkungen im Spinglas haben. Der Hamiltonian kann dann auch wieder schnell an-
gegeben werden:

Ji
H =H,— NO > oio; (88)
(i)

wobei die Wechselwirkung nun zwischen néchsten Nachbarn exisiert (wie beim Ising-
Ferromagneten). Wieder faktorisieren die Energieniveaudichten im Limes p — oo und
es gilt:

2
P(E) o exp (-%) (89)
Das weitere Vorgehen ist analog zum letzten Abschnitt. Man erhélt vier Phasen:
e Paramagnetische Phase: m =0, f = % =-—-TIn2— %
e Ferromagnetische Phase: m = tanh (‘]"Tm) f=-TIn2— % - JO;”Q + % (1 —m?)

e Eingefrorene Phase (1): m =0, f = —JvIn2

e Eingefrorene Phase (2): m = m (Te(pma) (o)) . f = +F (T (Jo)) mit To als
Ubergangstemperatur des Ubergangs von der ferromagnetischen zur eingefrore-
nen Phase

t_I_t

Pararmagnetic

Ferromagnetic

Frozen I Frozen IT
m=0 m#0

Abbildung 5: Phasendiagramm des REM mit ferromagnetischen NN-Wechselwirkungen
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T/

SG

1 J /J
L]
Abbildung 6: Zum Vergleich das Phasendiagramm des SK-Modells

4 Zusammenfassung

Das REM ist ein einfaches Spinglas-System mit unkorrelierten Energieniveaus. Es ldsst
sich im mikrokanonischen Formalimus exakt 16sen, fiir die Berechnung im kanonischen
Ensemble benutzt man den Replika-Trick. Dieser funktioniert nur in der Hochtem-
peraturphase. In der Tieftemperaturphase braucht man 1RSB-Rechnungen, die aber
ebenfalls korrekte Ergebnisse liefern.

Qualitativ stimmen die Phasendiagramme des SK-Modells mit denen des REM
iiberein.
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