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7 Fortgeschrittene Monte Carlo Verfahren

7.1 Phaseniibergang im (ungeordneten) Ferromagneten

Feststellung des Phaseniibergangs: Binder Parameter der Magnetisierung (siehe auch Vorl.
“Computergestiitztes Wissenschaftliche Rechnen”).

Dazu Wiederholung:
Mittlere Magnetisierung:

(m) = %{E;meXp(—ﬁH@))
B =1/kgT, N = L Spins.

mit Z = ., exp(—FH(S)),
s) = =Dy sisi — BYisi—

Kleines Magnetfeld B: Hp(s)

Fiir die Suszeptibilitat gilt
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Thermodynamisches Verhalten wird durch Korrelationslange & ~ |T'—T,|™ bestimmt, v > 0:

kritischer Exponent

Annahmen:

1. T < T. Verteilung der Magnetisierung m = + >, s; (L= SystemgréBe ) ist 2-fach GauB

(fiir L > £):
= o[ e | 3
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(Kann natiirlich nie exakt richtig sein, da m € [—1,1] gilt.)
Es gilt (m?) ~ M2, (m*) = My,

sp?

2. T > T, Verteilung der Magnetisierung ist 1-fach Gaufl (L > &):

20, (T)?
N
= exp |5 (4)
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Es gilt (m?) = o2, (m*) = 30*.
[NR mit ﬁfexp(—;;x?ﬂ) =1 (z = 1/0?) folgt (z*) = 2‘1”/288—;2 [ exp(—za?/2)
= _;ﬂ/zg—;\/m = 4205052705 = 45050 (1/2)273/2 = 4205(—~1/2)(~3/2)275/% =

3. Nahe am Phaseniibergang (7' < T.): Mittlere absolute Magnetisierung per Spin M =
(|m|) zeigt (Vorlesung 2):
M(T) ~|T = T.|° (5)

Endliche Systeme: Skalenhypothese (sieche Renormierungsgruppe [1, 2]), System héngt
vom Verhéltnis L/¢ ab.



T
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— Ansatz::

M(T,L) = |T—T.|"m(L/¢)
(L /) = € Mm(L/€)

mit y = §/v.
Begriindung: mit m(z) —const fiir L — oo findet sich (5).

Fiir endliche Systeme, nahe am Phaseniibergangspunkt (7'~ T.) ist L < &, also muss
¢ herausfallen — m(z) ~27Y (z < 1) —

M(T ~T., L)=L" (7)
Aquivalenter Ansatz zu (6):
M(T, L) = L™*m(L/¢) (8)

mit m(x) —const fir z — 0 und m(z) ~ a¥ fiir £ — co.

Begriindung: Fiir L — oo (T =const) bzw. T — T, (L =const) finden sich wieder (5)
bzw. (7).

Nun: Nicht nur Mittelwert, sonder Verteilung Py (m).
Idee: es gibt typischen Wert my,,, der wie (8) skaliert — Ansatz:

P.(m) = LYP(mLY, L)) (9)

wobei Pp(m) symmetrisch in m sei.

Faktor LY wegen Normierung [ LYP(mLY, L/§)dm= LY [ L™VP(x,L/¢)dx = [ Pr(x, L/§) dx =
1.

Wenn man M damit ausrechnet erhdlt man tatséchlich (8):
M = 2/OomPL(m) dm

0

9 9 /OO mLY P(mLY, L/€) dm
0

= 2 /oo LYz IYP(x,L/§) L™Ydx (x =mLY, de = dmlLY)
0

— L2 /OO P(x, L/€) dz = L~Ym(L/€)

0
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Es gilt
(mt) = [ m*Pim)dm
_ / m2LYP(mLY, LJ€) dm
:l/LQ%%MLyP@JM®¢U(x:nm%

— LHE(Le)
Analog {(m*) = L~E,(L/).

MLJU:05<3_<mﬂ>

Nun: Binder Kumulante:

(m?)?
Es gilt:
e Aus 1: (T, L) = 1for T — 0 (T < T)
o Aus2.:b(T,L) — 0 for T'— oo (T > T)

o Aus 3.: b(T, L) = b(L/€) = b(L**(T — T,)) nahe an T}

Damit b(T =T, L) = b(0) fiir alle L: Kurven schneiden sich bei T..
Endliche Systeme sind analytisch. Entwicklung um 7.:

WIL) = b(0) + (T~ T)Sb(LY(T 1)) + O((T ~ 1))
= i)+ (-1 22 L gy yoqr -1y
= b0)+ b LV(T-T.)+0(T-T,)% (b = az;(;) )

— Kurven werden steiler an 7, mit steigendem L.

Geordneter Ferromagnet:

(10)

(11)

(12)
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Abbildung 1: Binder-Parameter der Magnetisierung fiir 2-dimensionalen Ferromagnet L =

6,8, 10,16, 20, 30 fiir T € [2,2.4].

Kurven schneiden sich am (L — oo) Phaseniibergangspunkt. Hier 7. = 2.269 (bekannt aus
exakten Rechnungen).

Ungeordneter Ferromagnet:
Eine Realisierung:
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Abbildung 2: Binder-Parameter der Magnetisierung fiir verdiinnte (p = 0.2) 2-dimensionale
Ferromagnete L = 6, 8, 10, 16, 20, 30 (jeweils eine Realisierung der Unordnung) fiir 7' € [1, 2].

Aus 9 x 10* MC Sweeps (vorher 10* Sweeps Equilibrierung, vom voll magnetisierten Zustand
gestartet).

KEIN Schnittpunkt: Grund: Realisierungen sehen fiir verschiedene Systemgroéfien vollig an-
ders aus.



Ausweg: Mittelung iiber Unordnung, dann (..) — kombiniertes Thermisches/Unordnungsmittel.
Fiir 100 Realisierungen (p = 0.2):
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Abbildung 3: Binder-Parameter der Magnetisierung fiir verdiinnte (p = 0.2) 2-dimensionale
Ferromagnete L = 6,8,10, 16, 20,30 gemittelt iiber 100 Realisierungen fiir T € [1,2]. Pro
Realisierung 9 x 10* MC Sweeps (vorher 10* Sweeps Equilibrierung, vom voll magnetisierten
Zustand gestartet).

— T.~1.5
Phasendiagramm:

Abbildung 4: Phasendiagramm des verdiinnten 2-dim Ferromagneten, soweit jetzt bekannt.

7.2 Cluster Algorithmen
Zur Erinnerung, die Akzeptanzrate fiir den Metropolis Algorithmus [3] lautet:

: (P Alz—y)
Wty =) = min (1 5 e =) (13)

Hier: einfacher (geordneter) Ising Ferromagnet (Vereinfachung auf verdiinnte Systeme ein-
fach):

H= —JZSZ'S]‘ J > 0. (14)
(,9)
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Grundidee: Mehrere Spins werden in einem Schritt geflipt — schneller, siehe Abb. 5. Hier
Wolff Algorithmus [4].
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Abbildung 5: Beispiel fiir den Wolff Cluster Algorithmus. Die dunkle Fléche markiert den
Cluster von Spins, der geflipt wird wenn der Algorithmus sich zwischen den Konfigurationen
y und z bewegt.

Cluster C' wird konstruiert:

Wiéhle ersten Spin i zuféllig, initialisiere C' = {ig}.

(alle Spins gleiche Wahrscheinlichkeit 1/N)

Nachbarspins j des Clusters mit s; = s;, werden iterativ mit Wahrscheinlichkeit p hinzu-
gefiigt:

<: Bond {4, j} zwischen j und Clusterspins ¢ werden mit Wahrscheinlichkeit p aktiviert.
Am Ende: Cluster C' = alle Spins die durch aktive Bonds verbunden sind.

Ziel: Bestimmung von p, so dass Algorithmus korrekt und schnell.

Spins s; = s;,, die k Clusterspins zum Nachbarn haben, haben k& “Chancen” auch zum
Cluster zu kommen)

— Wahrscheinlichkeit nicht zu Cluster zu gehoren: (1 — p)*.

Beispiel: Der 4 Spin innerhalb des Clusters in Fig. 5 hat k = 4.

Def. 1: ngame = |{t & C|s; = s, und 3 Nachbar j € C'}| = Anzahl der erfiillten Bindungen
an der Clustergrenze.
Bsp. in Abb. 5: der Cluster der + Spins in Konfiguration y hat ng,m. = 13.

Def. 2: ngg = [{i € C|s; =# s;, und 3 Nachbar j € C}| = Anzahl der nicht-erfiillten
Bindungen an der Clustergrenze.
(naig = 7 in y in Abb. 5).

Die Gesamtmenge der ngme nicht aktiven Bindungen wurde mit Wahrscheinlichkeit (1 —
p)"s=me nicht aktiv. — Ansatz

A(y - Z) = Ainterior X (1 — p)nsame (15)

mit Ajperior = Wahrscheinlichkeit fiir die Hinzufiigung der Clusterspins (Summe iiber alle
Moglichkeiten den Cluster zu konstruieren wird aber nicht genauer benéotigt!).
Beobachtung: ngg taucht nicht in A(y — z) auf.



Fiir umgekehrten Schritt z — y: die nicht-aktivierten/ nicht-erfiillten Bindungen tauschen
Ihre Rolle —
A(Z - Y) = Ainterior X (1 - p)ndiﬁ ) (16)

wobel Ajpterior genauso wie oben, (relative Orientierung der Cluster Spins unverdndert !!).

Zur Auswertung von Gl. (13): Energie-Berechnung der Konfigurationen y und z.
Drei Beitrage:

® Flterior zWischen Cluster Spins
® Fegterior ZzZWischen Spins nicht in C
e iiber den Rand de Clusters hinweg

Hinweis: Eiyterior UNd Feyterior andern sich bei Cluster Flip nicht.
Damit:

H(Y) = Einterior + Eexterior - nsameJ + ndiffj (]-7)
H(Z> = Einterior + Eexterior + nsarneJ - ndiffJ (18)

Einsetzen von Gl'en (15), (16), (17), und (18) in Gl. (13) ergibt (Finteriors Fexterior UNd Ajnterior
fallen heraus):

- . endiffJ/TefnsameJ/T (1 — p)ndiff
W(y — Z) = min {17 e_n(liffJ/Tensa"]eJ/T (]_ _ p)nsame }

‘ 6—2J/T Tsame 1 —p Ndiff
= mm{l, [ 1—p} |:7€_2J/T:| } (19)

Fiir p =1 — e~ %7 erhalten wir W(y — z) = 1, d.h. alle Cluster Flips werden akzeptiert! —
sehr effizient am Phaseniibergang.

Fiir T' — oo, gilt p — 0, d.h. Cluster werden kleiner — Single-Spin-Flip Dynamik

Fir T'— 0, gilt p — 1, d.h. Cluster werden sehr grofl — effektive Single-Spin-Flip Dynamik
Andere Anwendungen von Cluster Algorithmen: Gitter Quanten Systeme [5], Gase von har-
ten Teilchen [6, 7].

Hinweis: Geht im Prinzip auch fiir Spingléser ist dann aber nicht schneller [8, 9]! Ausweg:
Parallel Tempering.
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