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12 Zufallsfeldsysteme

12.1 Modell
Random-field Ising magnet (RFIM): n = L? Ising spins o = 41 auf (einfachem) Gitter:

H=-— Joio; — ZBiO'i (1)
(4,3) i

Ferromagnetische NN WW J > 0. Eingefrorene Unordnung: lokale Felder, z.B. +h, oder

GauB3-verteilt.

pr(B) = 0.56(B —h)+ 0.55(B + h) (2)
1 B?

Vermutung: Experimentelle Realisierung: Verdiinnte Antiferromagnete im &ufleren Feld.
(noch unbewiesen, viele Eigenschaften stimmen aber iiberein)

Frage: Gibt es eine geordnete (ferromagnetische) Phase fiir A klein und 7" klein?.
Heuristisches Imry-Ma Argument [1], d = Dimension des Gitters:

1. Gehe von Ferromagnetischen Zustand o; = 1V2 aus.
2. Betrachte Doméinde D mit Radius R von invertierten Spins (Abb. 1)

3. Energiednderung: AE = H ({0; = —1|i € D}U{o; =1]i ¢ D}) — H ({0; = 1})
a) Rand der Dominde: Linge R*' — Energieerhthung

ABop=2 Y  Jx1x1=2JR"! (4)
(i,j),i€D,jgD
b) Innere der Doménde: AEp = 23, ., B; x 1 = Summe von R* unabhingigen Zu-
fallszahlen — typischer Wert

AER® = (O B)? ~2hRY? (5)
€D

kann negativ sein (Energiegewinn)

Bilanz:
AFE = AEyp — AER? = 2JR*™ — 2hRY? < 0 fiir d < 2 (6)



Abbildung 1: Imry-Ma Argument: Das System is Ferromagnetisch geordnet. Eine Doméne
von Spins wird umgedreht. Die 4 und — Symbole symbolisieren einige Zufallsfelder.

Domiinen konnten aber auch beliebige (fraktale) Formen haben, d.h. Volumen D ~ R,
Rand 0D ~ R — Argument nicht exakt.

Tatsdchlich aber analytisch bewiesen: d = 2-dim RFIM: Geordnete Phase nur fiir h = 0 [2].
d > 3: Geordnete ferromagnetische Phase fiir kleine h und kleine Temperaturen 7'.[3]

Betrachte d = 3, "= 0 (Grundzustand):

h klein: Ferromagnet

h groB: o; = sgn(h;) (Paramagnet im Feld)
— Phaseniibergang bei h = h, ?

| |
h~0 h < he h > he

Analytische Losung von (1) auf d-dim bisher nicht méglich, nur fiir mean-field Modell [4, 5]
— Phasendiagramm:
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Abbildung 2: Phasendiagramm des RFIM mit Gaufischer Unordnung. Phaseniibergang 2.
Ordnung entlang der ganzen Linie.

Frage: Wie lauten die kritischen Exponenten entlang der Phasengrenze (d = 3) [iiberall
gleich aufler bei h = 0, aus Renormierungsgruppenrechungen [6, 7]]7

1. Ansatz: Monte Carlo Simulationen [8]. Problem: Schwierig zu equilibrieren — nur kleine
Systeme L = 16.

Deshalb: Berechne Grundzustdnde. Wie wir sehen werden, Vorteile:
1. Grundzustande exakt (keine Equilibrierung)
2. Grofle Systeme moglich (L = 100)

12.2 RFIM & Netzwerke

Netzwerk (G, ¢, s,t) =
e gerichteter Graph G = (V, E) mit n + 2 Knoten
e Kantengewichten c: V x V — R{ (“Kapazititen”) mit c(i, j) = 0 if (i,7) € E.
e Die Knoten s € V und t € V heiflen Quelle und Senke.

Konvention V' = {0,1,...,n,n+ 1}, s = 0 und t = n + 1, ¢;; = c(4,7). Die Knoten
V\{s,t} = {1,...,n} heien innere Knoten, Kanten (i, 7) mit ¢, j € V'\ {s, ¢} innere Kanten.

Interpretation: Netzwerk = System von Rohren (oder Einbahnstrassen).

Bedeutung: Durch das Netzwerk kann ein Fluss f;; flieen (=Fliissigeit in Liter/min oder
Verkehr in PKW/min). Der Fluf8 “entspringt” in s und “versickert” in ¢. FluBerhaltung an
inneren Knoten:

o fii<c;Vi,jeV
* fij=—Fji
« X, fy=0VieV\ {st)
Def.: (s,t)-Schnitt = Aufteilung der Knoten in zwei Teilmengen (S, S) mit
e SUS=V
e SNS=90



e scS
etcsS

Konvention: (S, S) werden als linke und rechte teilmenge bezeichnet.
Def.: Kapazitit C(S,S) des Schnitts

C(S,g) = Z Cij - (7)
i€S,jeS
Merke: Nur die Kanten von S nach S werden beriicksichtigt, nicht von S nach S!.
Beispiel:

Rd
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C
\\\ /’ 21/
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Abbildung 3: Ein Graph mit 3 inneren Knoten 1,2, 3. Ein Schnitt (S, S) = ({s,1}, {2,3,t})
wird durch die strich-punktierte Linie dargestellt. Die Kapazitdt des Schnitts ist

C({s,1},{2,3,t}) = cs2 + c13). Die Kante (1,2) tragt nicht zur Kapazitiat bei, weil sie in
Gegenrichtung zum Schnitt lauft.

Cs1

Ziel: Umformulierung von Gl. (7), so dass man den Hamiltonian erhélt.
Dazu: Schnitt < binérer Vektor X = (zg, 21, ..., Tp, Tpe1) with

1 1€8
xi:{OiGE (®)

Nur Kanten (7, j) links—rechts tragen bei, also x; = 1 und z; =0 = (> von 0 nach n+ 1)

C(X)=0(5,5) = sz — z;)cij

S Zcux z; + Z (Z cu> (9

zo = 1 und x,4, = 0 einsetzten, c¢;p = c,41,0 = 0 verwenden —

C(zy,...,x,) = — Z Cij T + Z (—COZ + Cint1 + ZCU> x;

1]1

~—

+ Z Coi + Con+1 (10)

i=1

Sieht fast wie H aus. Unterschied ¢ = 41 aber x; = 0,1 — z; = 0.5(0; + 1). Weiter
> i Cii = Dicj(cij +cji) (Da Y in H iiber alle Bonds lduft) — Endergebnis (3 von 1 bis



1
Clon,....on) = =Y 76+ ¢ji)oio;
i<j
—|—Z ( —Cp; + CZ n+1 + - Z Cij — C_]Z)) 0;
1
+Z Z(Cij +c¢j;) + 5 Z(Cm + Ciny1) + Comt1 (11)
i<j i

Abbildung auf H: Da c¢;; + c;; auftaucht:

e Quadratischer Term:
Wahl ¢;; =0 fiir ¢ > j —

(0 ifi>
Cij = { 4J else (12)

Alle inneren Kanten liegen damit fest.

e Linearer Term:
Def . .
J
— —Cpi + Cipnt1 = W;. w; kann jedes Vorzeichen haben, aber es muss ¢;; > 0 gelten —
ci =0 cCint1 =w; ifw; >0

Coi = —W; Cinr1 =0 else (14)

e Konstanter Term (mufl 0 sein)

1 1
Cont1 = 1 Z(Cij + le') -5 Z(COZ' + Cz’,nJrl) (15)

i<j i

Con+1 kKann auch negativ sein! Macht nichts, denn (0,7 + 1) muB in jedem s, t-Schnitt
sein — einfach erstmal 0 setzten und den richtigen Wert spéter auf das Ergebnis ad-
dieren.

Zusammenfassung: Gegeben RFIM mit n Spins. Konstruktion eines Netzwerks mit
n + 2 Knoten, Kapazititen gemafl Gl. (13),(14),(15), so dass jeder (s,t)-Schnitt im
Netzwerk tiber z; = 0.5(0; + 1) einer Spinkonfiguration {o;} entspricht und die Ener-
gie H({o;}) gleich der Kapzitdt C'(X) des Schnitts ist.

Gesucht: Grundzustand = minimale Energie — Schnitt mit minimaler Kapazitat (“mi-
nimaler Schnitt”).

12.3 Berechnung des Minimalen Schnitts

Ford-Fulkerson: Kapazitit des Minimalen Schnitts = Maximaler Fluss!

Beweis ist konstruktiv — Algorithmus.

Grundidee



e Starte mit “leerem” Netzwerk f;; = 0Vi, j

e Suche Pfad, entlang dessen der Flul erhtht werden kann (d.h f;; < ¢; fiir alle (¢, j)
des Pfades)

e Wiederhole bis so ein Pfad nicht mehr existiert. — maximaler Fluss

Heutzutage: Moderne Algorithmen, erhohen Flufl “parallel” auf vielen Pfaden gleichzeitig
(Wellen-Algorithmus, Preflow-Push Algorithmus) [9, 10, 11, 12] — schneller polynomialer
Algorithmus.

Fiir 3d-RFIM (experimentell): Laufzeit O(L?) fiir L3 Spins — sehr grofie Systeme bis N =
100% Spins.

12.4 Beispiel Ergebnisse

Berechne Grundzusténde fiir verschiedene Werte von h.

Zuerst: eine Realisierung: Lose Zufallszahlen ¢; aus (z.B. +1 oder Normalverteilt) und wéhle
Bi = hGC

Auswertung z.B. Magnetisierung m = |% >, 0i| als Funktion von h:

Spriinge: “kritische” Felder, wo Cluster von Spins flippen.
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Abbildung 4: Magnetistierung eines Zufallsfeld-dhnlichen Systems (4h) als Funktion der
Unordnung h.

Gemittelt iiber Realisierungen M = [m];, —, dann Skalenplot unter Aussnutzung von (analog
zum Binder-Parameter)

M = LM ((h— he) L") (16)

ergibt Werte (GauB-RFIM): h, = 2.29, v = 1.19 und 5 = 0.02.
Weitere krit. Exponenten: Siehe Aktivator.

Hautpergebnis: Es finden sich vergleichbare kritische Exponenten wie mit MC!
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Abbildung 5: Skalenplot der gemittelten Magnetisierung (mit A = h) eines Zufallsfeldsy-
stems (GauB-verteilt) L%¥ als Funktion von (A — A.)L'/”. Bei richtig gewihlten Werten
von A, = h,, (3, v sollten alle Datenpunkte auf einer Kurve liegen.
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