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10.4 Die mikrokanonische Gesamtheit4Briickenschlag
zur TD

Betrachte: isoliertes System mit U =const, V' =const, N =const.
Wegen Messungenauigkeit etc: Alle Trajektorien liegen in Energieschale der Dicke U (klass.)

' = {z|U — 6U < H(x) < U} (10.50)

mit Volumen

QUIU) ::/ dm (10.51)
bzw. (QM) im Unterraum H(U|6U), der durch Eigenzustinde mit U — U < E < U aufge-
spannt wird.
Anmerkung: I ist auch math. einfacher zu handhaben als Sy .

Bsp.: N WW-freie Teilchen im Wiirfel der Kantelénge [y: P
"= {(q,...,@sn, 01, psv)| 0= g <o,
U—-o6U L 2<U 2mU
o ;pz <U}
0 1, g
Analog: harmonische Oszillatoren P
q

Mikrokanonische Gesamtheit:
Zustande iiber Energieschale gleichverteilt. (vorurteilsfreieste Wahl, Ziel: Beweis der Postu-
late 1-3 — Wahl OK): =-mikrokanonische Verteilungsfunktion(klass.):

1 A fiirr € IV
= ———Ap(x) = ¢ &Y - 10.52
plx) QUsU) " (@) {0 sonst ( )
Ar/(m) ist die charakteristische Funktion.
QM:
W= Slpﬁ (10.53)
b

P = Projektor auf den Raum H(U|6U).
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Annahme H diagonalisiert, (H|n) = E,|n))

= P= > |n

n:U—-0U<E,<U P En

=Fn

} U
Uu-oL
Es gilt (allgemein, siche QM): Sp P = dimH (U|6U) (= SpW = 1)

EO
Da [f[, P] =0 (QM) bzw. {H, p} =0 (klass., da p(z) = f(H(x)))

10300049 G osamtheit ist stationiit (wie erforderlich fiir Gleichgewicht)

=Postulat 1 ist trivialerweise erfiillt, da hier nur U, V, N (und vernachléssigbares 6U, s.u.)
eingehen.

Noch offen: Was ist die Entropie?
Es folgt bald: Definition der statistischen Entropie + Beweis der Entropiepostulate.

Zunéchst:
gegeben: diskrete W.-Verteilung mit Wahrscheinl’en p,

Def. Information
==\ an Inp, = —\(Inp) (10.54)

quantitaives Maf fiir Unsicherheit (A: hier unbestimmter Parameter)
Maximale Sicherheit: p,, = 6, n, =1 =0

Wann wird I maximal?
=Variation der p, mit NB ) p, =1 und Lagrange-Parameter

115200 =5 (g, )

alle dp, unabhéangig
= —Alnp,—A—p=0 Vn

=p, unabhéingig von n =-alle p,, gleich
=p, = 1/n: Gleichverteilung ist maximale Unsicherheit
= = -\ Linl=>Ahn

Betrachte statistisch unabhingige Verbundexperimente:
Ereignisse (n,m) € {EL,..., Ey,} x {EZ, ..., E%} mit pu, = pip?,

112 = =\ anm lnpnm = _)‘anpm lnp:z + 1np3ﬂ)

nm

= -\ (Zp2m> > pplnp), — A (Zzﬁ) > phnpl, =1'+71
m n n m

=1 =1

= Information ist hier additiv (damit besseres Beschreibungsmaf als Varianz)



AK Hartmann, Thermodynamik und Statistische Physik 73

Fiir rein kontinuierliche Verteilungen mit Dichte w:

I=-x [ drutz)mut)

(gemischte Zufallsgrofien diskret/kontinuierlich
= Aufteilung in Y /[, da fiir w(z) = Y pd(z — &,) der Ind(z — &,) nicht definiert ist)

Def.: Entropie des mikrokanonischen Gemenges:
= Information fiir A = kg (Boltzmann Konstante) =

(ass) S, = ~kallnp) = ks [ dzp(a)npls) (10.55)
(QM) S, = —kp(lnW)=—kgSp(WInW) (10.56)

klassisch:
S 1 gy /F dn Q(U1|5U) In Q(U1|5U) = kI Q(U|AD) (10.57)

Sm héngt von U ab, S(U,V, N) aber nicht

Kein Problem: Fiir N — oo wird die 6U-Abhéngigkeit marginal:

Satz: Das Gesamtvolumens eines polydimensionalen Kompaktums ist fiir Dimension d — oo
in einer diinnen Schicht unter der Oberfliche zusammengedrangt.

(ohne Beweis, aber):

Bsp. d-dimensionale Kugel mit Radius R mit Oberfliche Fy(R)

Volumen: V;(R) = fOR dr Fy(r) = fOR dr FFR"! = LFF R

=Kugelschale von R — R bis R: Vy(R|6R) = 1FF (R — (R—6R)%) = Vy(R)(1 — (1 — &)%)

Va(RIOR) _ ¢

=limy_o Va(R)

Also: Man macht keinen Fehler, wenn man Q(U|6U) durch Q*(U) = [ H(x)<v AT ersetzt
S = ki In Q*(U) (10.58)

Zu Postulat 2

e [ Additivitét:
Betrachte System aus zwei voneinander isolierten Teilsystemen (1) (2)
=Phasenraum I' = I'! x 2

= Q*(U =U, + Ug) = dm

/OSH1SU1,0SH1SU1

= / dmy / dry
0<H1<Up 0<H><U3

= Q(U1)Q5(Us)
= Sp(U1+Uy) = kplnQ*(U; + Usy)
= kplnQi(U1) + kpInQ5(Us)
Sm(U1) + S (Us)

e II S,, differenzierbar, auch in N (wenn N = Molzahl — kontinuierlich)

o III Mit U wichst Q*(U) =-auch S,,(U) wichst mit U
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Zu Postulat 3

Betrachte weiter obiges System, Ausganszustand U = Uy + Us.

Wand nun nur wirmedurchlissig = Ausgleichsprozess (U =const, aber Energien der Teilsys-
teme nicht festgelegt).

=Es gibt Wechselwirkung zwischen (1) und (2):

H(r) = H(my,75) = Hi(my) + Ha(7,) + h(zmy, m5)

Hier nur an Gleichgewicht interessiert =sehr langsamer Ausgleichsprozess erlaubt

=h(m,, m,) vernachldssighar (WW z.B. nur durch ein Teilchen)

=Phasenraumbereich im Gleichgewicht (Annahme ; H(m;) > 0 durch Subtraktion der Grund-
zustandsenergie)

I'(U) = {z = (z1,m,)|0 < Hi(m,) + Ha(m,) < U}
Definiere fiir 0 < K, Ey < U
[(E) = {m|0 < Hi(x;) < E}
A(E) =T (E) x Ty(U — Er) S T'(U)

(Gesamtphasenteilraumbereich, (1) auf E; eingeschrinkt, (2) auf U — Ej.)
=-Phasenraumvolumen nach Ausgleichsprozess

() = / dr > / dr — / r / dmy = O(E)Q(U — By)
! A(Er) 1 (E1) 5(E2)
(10.58) 1 9

=Entropie nimmt zu durch Ausgleichsprozess

Anmerkung: Fiir N — oo wird die Energie in den Teilsystemen asymptotisch scharf (analog
Kap. 10.2, s.u.)
=Es gibt auch U?, U2, so dass S,,(U) = SL (U?) + SZ (UY).

Fiir den vollen Beweis von Postulat 3:
auch Volumen- und Teilchenaustauschprozesse

=siehe Spezialliteratur (Beweise aufwéndiger)

statistische Interpretation der Temperatur (sehr abstrakt)

1 (8s\ . 0 1)
T <8U)V’N = kagp WUY) = ke s =1

Ein frohes Fest und einen guten Rutsch ins neue Jahr !!




