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Beweis in drei Schritten:

I Betrachte reine Gesamtheit mit Zustand |Ψ〉
Wähle für Ŵ Projektor Pψ = |Ψ〉〈Ψ| (QM: P̂ Projektor ⇔ P̂+ = P̂ und P̂ 2 = P̂ ) (P̂
ist hier irreduzibel, d.h. U-Raum 1-dim.). Dann gilt:

1. 〈n|P̂+
Ψ |m〉

(10.46)
= 〈m|P̂Ψ|n〉 = 〈m|Ψ〉〈Ψ|n〉 = 〈n|Ψ〉〈Ψ|m〉 = 〈n|P̂ |m〉 also P+

Ψ = PΨ

2. P̂Ψ|Ψ〉 = |Ψ〉 〈Ψ|Ψ〉
︸ ︷︷ ︸

=1

= 1|Ψ〉

und für zu |Ψ〉 orthogonale Zustände |n〉: P̂Ψ|n〉 = |∅〉 = 0|n〉

⇒PΨ hat nur Eigenwerte 1 (zu Ψ) und 0

3. Sei {|n〉} ein vonS, dem Ψ als |0〉 angehört.⇒
SpPΨ =

∑

n≥0〈n|PΨ|n〉 = 〈Ψ|PΨ|Ψ〉
︸ ︷︷ ︸

=|Ψ〉

+
∑

n>0〈n|PΨ|n〉
︸ ︷︷ ︸

=0

= 1

4. Sp ÂP̂Ψ =
∑

n≥0〈n|ÂP̂Ψ|n〉 = 〈Ψ|ÂP̂Ψ|Ψ〉 +
∑

n>0〈n|ÂP̂Ψ|n〉 = 〈Â〉Ψ + 0 = 〈Â〉

II Betrachte gemischte Gesamtheit basierend auf vonS {|n〉}, jeder Zustand mit Wahr-
scheinlichkeit pn ≥ 0 und

∑

n pn = 1 ⇒
Wähle

Ŵ =
∑

n

pnP̂n =
∑

n

pn|n〉〈n| (10.48)

1. Ŵ+ =
∑

n pnP̂
+
n =

∑

n pnP̂n = Ŵ

2. Ŵ |m〉 =
∑

n pn|n〉 〈n|m〉
︸ ︷︷ ︸

=δn,m

= pm|m〉 (mit pm ≥ 0)

3. Sp Ŵ =
∑

m〈m|Ŵ |m〉 =
∑

n,m pn〈m|n〉 〈n|m〉
︸ ︷︷ ︸

=δn,m

=
∑

n pn = 1

4. Sp ÂŴ =
∑

m〈m|ÂŴ |m〉 =
∑

n,m pn〈m|Â|n〉 〈n|m〉
︸ ︷︷ ︸

=δn,m

=
∑

n pn〈n|Â|n〉 = 〈Â〉

III Gegeben Gemenge aus nicht-orthonormalen Zuständen {|Ψm〉}, jeder Zustand mit
Wahrscheinlichkeit qm ≥ 0 und

∑

m qm = 1

sei Q̂m = |Ψm〉〈Ψm|

Betrachte W̃ =
∑

m qmQ̂m

1. W̃ = W̃+ (da Q̂+
m = Q̂m)

2. Daher gilt (QM): Es gibt Spektralzerlegung bzgl. vonS (Eigenzustände): W̃ =
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∑

n λnP̂n. mit λn Eigenwerte: W̃ P̂n = λnP̂n (*) und

λn = Sp (λnP̂n)
(∗)
= Sp (W̃ P̂n)

=
∑

m

qm Sp (Q̂mP̂n)

(10.45)
=

∑

m

qm






∑

n′

〈n′|Ψm〉〈Ψm|n〉 〈n|n
′〉

︸ ︷︷ ︸

=δ
n,n′






=
∑

m

qm〈Ψm|n〉〈Ψm|n〉 =
∑

m

qm |〈Ψm|n〉|
2

︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0

(⇒W̃ lässt sich immer durch reine Gesamtheit wie II darstellen.)

3. (sei {|n〉} vonS)

Sp W̃ =
∑

m qm Sp Q̂m

(10.45)
=

∑

m,n qm〈n|Ψm〉〈Ψm|n〉 =
∑

m,n qm〈Ψm|n〉〈n|Ψm〉
(10.44)

=
∑

n qm 〈Ψm|Ψm〉
︸ ︷︷ ︸

=1

=
∑

m qm = 1

4.

〈Â〉
(10.41)

=
∑

m

qm〈Ψm|Â|Ψm〉

(10.44)
=

∑

m,n

qm〈Ψm|Â|n〉〈n|Ψm〉

=
∑

m,n

qm〈n |Ψm〉〈Ψm|
︸ ︷︷ ︸

=Q̂m

Â|n〉

(10.45),(10.47)
= Sp (ÂW̃ )

Es gilt: Ŵ beschreibt reine Gesamtheit ⇔ Sp Ŵ 2 = 1
Beweis:

1 = Sp Ŵ 2 (10.45)
=

∑

n

〈n|Ŵ 2|n〉

(10.48)
=

∑

n

〈n|

(
∑

m

pm|m〉〈m|

)2

|n〉

=
∑

n,m,m′

pmpm′ 〈n|m〉
︸ ︷︷ ︸

δn,m

〈m|m′〉
︸ ︷︷ ︸

=δ
m,m′

〈m′|n〉

=
∑

n

p2
n〈n|n〉 =

∑

n

p2
n

0≤pn≤1,
P

pn=1
⇔ ∃n0 : pn0

= 1, pn = 0 ∀n 6= n0

⇔ Ŵbeschreibt reine Gesamtheit

Insgesamt: Ŵ entspricht klass. Phasenraumdichte ρ(π)
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Schrödingergleichung: ∂
∂t
|n〉 = −i/~Ĥ|n〉 (∗)

⇒
∂P̂n
∂t

=
∂

∂t
|n〉〈n|

Produktregel
=

(
∂

∂t
|n〉

)

〈n| + |n〉
∂

∂t
〈n|

(∗)
= −i/~Ĥ|n〉〈n| + |n〉

(

−i/~Ĥ〈n|
)

(10.46)
= −i/~

(

Ĥ|n〉〈n| − |n〉〈n|Ĥ
)

= −
i

~
[Ĥ, P̂n]

⇒
∂Ŵ

∂t
= −

i

~
[Ĥ, Ŵ ] (10.49)

(da die pn 6= pn(t))
die quantenmechanische Liouvillegleichung.

Bewegungsgleichung für Mittelwerte (hier Â 6= Â(t))

d

dt
〈Â〉 =

d

dt
Sp (ÂŴ ) = Sp

(

Â
∂Ŵ

∂t

)

Bei stationärer Gesamtheit ∂Ŵ
∂t

= 0 ⇒Mittelwerte zeitlich konstant.

⇒
d

dt
〈Â〉

(10.49)
= −

i

~
Sp (Â[Ĥ, Ŵ ])

Def.[.,.]
= −

i

~
Sp (ÂĤŴ − ÂŴ Ĥ)

(10.47)
= −

i

~
Sp (ÂĤŴ − ĤÂŴ )

Def.[.,.]
=

i

~
Sp ([Ĥ, Â]Ŵ )

⇒falls Â Erhaltungsgröße ([Ĥ, Â] = 0)
⇒〈A〉(t) =const. (analog zur klass. Mechanik)

Anmerkung: Schrödingerbild: Zustände zeitabhängig → Projektoren P̂n zeitabhängig, aber

nicht Observablen (außer explizit Â = Â(t))
Heisenbergbild: Zustände Zeitunabhängig, aber Observablen → Bewegungsgleichung für Ob-
servablen.

Verschiedene (konjugierte) makroskopische Messwerte Â, Â′ (wieder ohne genaue Def.) können
nicht gleichzeitig scharf werden, also nicht gleichzeitig σ2

Ψ(Â(′)) := 〈(Â(′) − 〈Â(′)〉)2〉Ψ = 0
⇒betrachte relative Schwankungen (im Zustand Ψ(t))

ΓΨ(Â) =
σΨ(Â)

〈Â〉Ψ

Ergodenhypothese (QM):
Im Limes makroskopischer Systeme (N → ∞) existiert für jede beliebe makroskopische
Observable Â und (fast) alle Anfangszustände Ψ(0) die von Ψ(0) unabhängigen Grenzwerte

Ã = lim
t→∞

〈Â〉Ψ(t) und Γ̃(Â) = lim
t→∞

ΓΨ(t)(Â) = 0

→ Übergang zu Ensemblemittelwerten (analog klass. Mechanik)


