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Sei wy(x1, ..., Tyn_1,x,) W.-Dichte fiir X
=W.-Dichte fiir Untermenge durch Integration iiber iibrige Variablen, z.B.

Wp_1(T1, ..., Tpq) = /dxn w(wy, ..., Tpo1,Tp) (10.13)

Def. bedingte Wahrscheinlichkeiten/dichten:
Wijn—k(21, - -, Tl Ty, . ., xn) = W.-Dichte, dass bei Vorliegen der Werte xj1,...,z, der
Werte-Vektor xq, ...,z auftritt. Es ist

Wi (21, .o, Tn) = Wepn—k(T1,5 o5 T Thg1, - - Tp) W (T1, - - -, Tp)
wp(x1,..., 7
= Wepn—k(T1, o T Teg1, - T) = w71, 2n) (10.14)
wn—k(xk-l—la s 7xn)

Zentraler Grenzwertsatz:

Gegeben: unabhéngige Zufallsgrofien X, Xo, ..., Xy mit gleichen W.-Dichten w(z1), w(z2), ..., w(xy).
Gesucht: W.-Dichte fir Y = X; + Xo + ... + Xy fir N — oo.

(Bsp: 1-dim Random-Walk = Summe von Zufallschritten X; = +1/ — 1, Y = Position nach

N Schritten)

Wir betrachten Z = >°.(X; — (X))/VN = (Y — N(X))/VN

wy(2) (1910 /d:cl cdryw(xy).ow(zy)d <z - % + \/N()Q)
(1910 /d:cl dryw(xy) . ow(zy) / ;i—k exp (ikz — zkm + zk\/N<X>)
7T

VN
(106) /%exp (ikz +¢WN<X>) (X (%))N

(12 /% exp (ikz +ikVN(X)+ N (-z’\%@() - % <\%)2 (Az)* +O( <¢%)3)>>

Vernachlissige Terme 1/v/N und kleiner (— 0 fiir N — 00)

dk 1
= wy(z) = /%exp (ikz— 5]{;2(A3:)2)
dk

Mit [ dk exp(—a(k — ko)?) = \/7/a

wete) = o (573 ) 9 VoI - Nere (~57)

Mit W (y)dy = W(z)dz, also dz = dy/v/N =
1

W) = e P (‘ IN(Az)?

(10.15)
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Also Y — Gauf3verteilung mit

Mittwelwert (Y)y = N(X)

Standardabweichung (Schwankung) Ay = Azv/N

relative Schwankung: Ay/(Y)y = Azv/N/(N(X)) = Az/(V'N(X))
=Messwerte werden relativ gesehen scharf!

10.2 Einfaches Modellsystem

Kasten mit N Teilchen gleichverteilt im Volumen V', zwei Teil-

systeme (1), (2) mit N = Ny + No, V = Vi + Vs (1) (2)
Jedes Teilchen kann in (1) oder (2) sein
=2~ Konfigurationen (links/rechts)®. V]_ V2
Entartung: I'y(N;)= Zahl Konf’s mit N; Teilchen in (1) (und Nl N2
N2 =N — N1 n (2))
NN =1)(N—2)--- (N = N, + 1) N N N
= EONER
1! 1(N — Nl)' N1 N — N1
(10.16)

Zur Erinnerung: Binomialformel

f: Gj) a"oNF = (a + b)) (10.17)

k=0

Beweis [AKTIVATOR]: per vollstindige Induktion nach N und mit (direkt Nachrechnen)
a a a+1
(k) + (k+1) - (lcil)

Uberpriifung (10.16):

N .
I B N e e A
N1 Nl

Wahrsch. dass ein Teilchen in V; bzw. V5 ist:

h R
pl_V’ p2—v

Wahrsch. dass Ny bestimmte Teilchen in V;, die anderen Ny in V5 sind (Teilchen unabhéngig

angenommen):

PPyt =ty
Wahrsch. wy(Ny), dass irgendwelche N; Teilchen in Vi, die anderen in V5
=Summation iiber alle passenden Aufteilungen auf (1),(2)

= Multiplikation mit (10.16)
N _
= wn(MN) = (N)pi“pév i (10.18)
1
Uberpriifung der Normierung

N N

N _ 10.17
> wn() =Y (Nl)pi“pév A A S L

N1=0 N1=0
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Mittelwert:

Trick: nehme zuerst p;, p, undabhéingig an und setze zum Schluss p, =1 — p;

(M) =

Q

N
Z Niwy(Ny)  (Term Ny = 0 verschwindet)
N1=0

N

N N1 N—N-
) Nl(Nl)pl o

N1=1

N

8 N N1 N—N1
Py > (Nl)pl P

N1=1

d a N Ny, N—N;
i 2, (0

N1=0
0
pla—(pl + p2)N
D1 p1+p2=1
N—1
pN(p+p) L
Np:

p1tp2=1

p1+p2=1

p1t+p2=1

[AKTIVATOR]: Zeigen Sie analog, dass fiir die Varianz gilt

(AN1)* = Npi(1 — p1)

Hilfsmittel: Stirling-Formel: Fiir grofle m:

Beweis:

Inm!

Inm!~m(lnm — 1)

= ln1+1n2+...+lnm:Zlnn
n=1

~ / deInz = [zlnz — z["
1

= mlnm—-—m-+1

~ mlnm—m

Gesucht: Maximum N; von wy(N;)

& Maximum N 1

Inwy(Ny)

Q

von Inwy(Ny), mit (10.21) =

NI
1 N1 _N-—Np
n<N1!<N_N1)!p1 P2 )

NIHN—N—Nlthl—'—Nl—(N—Nl)ln(N—N1)+(N—N1)

—|—N1 hlpl -+ (N — Nl) lIlp2
NInN — N1 lan — (N — Nl)hl(N — Nl) + N1 lIlpl + (N — Nl)hlpg

N ndherungsweise kontinuierlich, also Max! =

0
Ny
In -
N — N,
= Nl

! d
= d—]\],lhlU}N<N1)

N

= —lnN1—1+ln(N—N1)+l+lnp1 — Inpy

D1
In —
D2

29

(10.19)

(10.20)

(10.21)

(10.22)
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Da - (V) !
a — 1N Wy 1 = —— —
dN12 Ny Ny

=tatsachlich Maximum
Also: wahrscheinlichste = mittlere Teilchenzahl!

1
N —-N,

<0
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