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Kapitel 0

Einleitung

Konforme Quantenfeldtheorie ist ein Zweig der Quantenfeldtheorie zur Beschrei-
bung von skaleninvarianten Systemen. Die Konforme Gruppe ist die Symme-
triegruppe der winkeltreuen Transformationen der MINKOWSKI-Raumzeit. Die
konforme Gruppe enthilt insbesondere die POINCARE-Gruppe z# — A*, 2" + at
und insbesondere die Gruppe der globalen Skalierungen = — Az (Dilatationen),
aber, wie wir sehen werden, wird davon nicht ausgeschépft. Damit ist die kon-
forme Quantenfeldtheorie ein Spezialfall der relativistischen Quantenfeldtheorien
mit einer grofferen Symmetriegruppe als die letztere im allgemeinen.

Die physikalische Relevanz der konformen Quantenfeldtheorie ist vielschichtig.
Zum ersten treten skaleninvariante Systeme in Modellen der Statistischen Me-
chanik auf, wenn bei einem kritischen Punkt die Korrelationslédnge (in Einheiten
der Gitterkonstanten) divergiert.

Da die Korrelationsldnge in der Regel die einzige Grofle ist, durch die eine abso-
lute Skala des Systems festgelegt ist (etwa durch die Halbwertslénge eines expo-
nentiellen Abfalls der Korrelation), geht am kritischen Punkt die absolute Skala
verloren: das kritische System ist skaleninvariant. Kritische Korrelationen fallen
mit Potenzgesetzen anstelle von Exponentialfunktionen ab. Mit der Axiomatik
der konformen Feldtheorie lassen sich in einigen Féllen die entsprechenden kriti-
schen Exponenten berechnen.

Natiirlich sind kritische Modelle der Statistischen Mechanik keine Quantenfeld-
theorien. Der Thermodynamische Limes solcher Modelle liefert jedoch eine Konti-
nuumstheorie im D-dimensionalen euklidischen Raum, die durch eine sogenannte
Wick-Rotation (z” ~ iz%) in eine Quantenfeldtheorie im MINKOWSKI-Raum
iibergeleitet werden kann. Vielfach werden Begriffe aus der einen Sprache in die
andere iibernommen (,,Zustandssumme*®). Allerdings geniigen die WICK-Rota-
tionen euklidischer Kontinuumstheorien nicht automatisch allen Anforderungen
einer echten Quantenfeldtheorie. Sie besitzt zwar die richtigen Symmetrien und
Spektraleigenschaften, jedoch ist die Wahrscheinlichkeitsinterpretation, die an
einen HILBERT-Raum mit positiv definitem Skalarprodukt gekniipft ist, in der
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Regel nicht gewihrleistet. Dafiir mufl die gegebene euklidische Theorie eine be-
sondere Eigenschaft, OSTERWALDER-SCHRADER- oder Reflexionspositivitét, be-
sitzen.

Dennoch werden vielfach auch nicht-OSTERWALDER-SCHRADER-positive eukli-
dische Theorien oder die zugehorigen WICK-rotierten nicht unitdren minkowski-
schen Theorien als ,,Quantenfeldtheorien” im weiteren Sinne bezeichnet und mit
denselben Methoden, soweit wie moglich, studiert.

Zum zweiten kann man davon ausgehen, dafl Quantenfeldtheorien der Elementar-
teilchen, deren Langenskala durch die Masse m der Teilchen (CoMPTON-Wellen-
lange) bestimmt ist, im Hochenergieverhalten, d. h. wenn die Wechselwirkungs-
Energien extrem relativistisch > mec? sind, nicht mehr wesentlich von der Masse
abhéngen. Daher wurden von den 50er bis in die 70er Jahre skaleninvariante und
insbesondere konform-invariante Theorien als Modelle fiir das Hochenergiever-
halten der Elementarteilchen studiert. Allerdings hat die Entdeckung der Renor-
mierungsgruppe gezeigt, dafl die Verhéltnisse nicht so einfach sind und das Hoch-
energieverhalten (im Falle der Quantenchromodynamik) besser mit dem Konzept
der asymptotischen Freiheit beschreibbar ist. Daher nahm das Interesse an der
konformen Quantenfeldtheorie Mitte der 70er Jahre abrupt ab.

Zehn Jahre spéter, angeregt durch bestimmte Vorstellungen aus der (Super-)
Stringtheorie, wurde das Interesse an 2-dimensionaler konformer Quantenfeld-
theorie wiederbelebt. Der entscheidende Fortschritt kam jedoch von der Seite
der Statistischen Mechanik her, mit der expliziten Ldsung einer ganzen Serie von
sogenannten ,minimalen® Modellen, die mit dem kritischen ISING-Modell be-
ginnt [2]. Diese Arbeit gab den Anstofl zu einem erneuten Interesse der Quanten-
feldtheoretiker (ganz unabhingig von Stringtheorie und Statistischer Mechanik),
denn die minimalen Modelle liefern nichttriviale und reichhaltige Beispiele fiir
nichtstorungstheoretische, exakte WIGHTMAN-Quantenfeldtheorien - an denen
seit jeher eklatanter Mangel bestand.

Der exakten Losbarkeit so vieler Modelle liegt ein ungewohnlicher Mechanismus
der Vergréferung der inneren Symmetrien aufgrund der d&ufleren Symmetrie der
Kovarianz zugrunde. Wir werden sehen, dafl eine konform-invariante Theorie mit
einem erhaltenen Strom

Oujt(t,z) =0
und nichttrivialem Generator (= erhaltene Ladung)
Q= [ @)
automatisch auch die Erhaltung des dualen Stromes
o= e, (% = 0= 1)
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erzwingt, und damit eine zweite unabhéngige erhaltene Ladung

Q:/dxjoz—/d:cjl

existiert. Mehr noch, die beiden Strome sind Kombinationen von ,,chiralen® Stro-
men, die nur von jeweils einer Lichtkegel-Koordinate ¢t -2 abhéngen, und entspre-
chend sind @ + Q die Generatoren von chiralen Symmetrien, die nur die ,,rechts-
bzw. linkslaufigen Freiheitsgrade“ der Theorie transformieren.

Die Existenz und die strukturelle Einfachheit chiraler Felder (und Symmetrien)
ist der Ursprung der Losbarkeit vieler Modelle. Dafl die Symmetrieerweiterung
auf so vielfaltige Art und Weise moglich ist, macht den besonderen Reiz der
konformen Quantenfeldtheorien aus.

Zwar beschreiben diese Modelle keine massiven Teilchen und damit keine Streu-
prozesse im engeren Sinne, jedoch sind sie hervorragend geeignet, viele konzeptio-
nelle Fragen, insbesondere Superauswahlsektoren der allgemeinen lokalen Quan-
tentheorie, an Beispielen zu studieren und zu exemplifizieren. Diese Sichtweise ist
auch die meinige, und meine Vorlesung wird im wesentlichen an ihr ausgerichtet
sein.

Es ist im gegebenen Rahmen, selbst einer vierstiindigen Vorlesung, nicht moglich,
alle modernen Entwicklungen seit 2] vorzustellen. An vielen Stellen werde ich auf
die Literatur verweisen (miissen) oder Teilgebiete ganz weglassen.

Ich werde mich in meinem Formalismus stets an die WIGHTMANsche Quanten-
feldtheorie in der 141-dimensionalen MINKOWSKIschen Raum-Zeit halten. Leider
stehe ich damit im Gegensatz zu dem Grofteil der Literatur, der in einem kon-
zeptionell nicht stets klaren Konglomerat von String- und Statistischer-Mechanik-
Interpretation in einer , Grauzone“ zwischen euklidischer und MINKOWSKIscher
Quantenfeldtheorie arbeitet. Das ist oft technisch von groflem Vorteil, aber steht
der eigentlichen quantenfeldtheoretischen Sichtweise im Wege.

Das Ziel dieser Vorlesung wird es sein, aus der Fiille der Beispiele exakt losbarer
Modelle die charakteristischen und quantenfeldtheoretisch interessantesten Struk-
turen herauszuarbeiten. An die Stelle der grotmoglichen Allgemeinheit (beliebige
Symmetriegruppen, ...) soll eher das exemplarische Verstindnis der zugrunde-
liegenden Mechanismen stehen, die man zur Not auch ,zu Fu3“ reproduzieren
kann.

Ich bedanke mich an dieser Stelle bet SOREN KOSTER, JORN SCHIMMEL und
HiLMAR TUNEKE fiir die Initiative, meine Vorlesungsniederschrift zu “TgX-en”,
und fir die darauf verwendeten Miihen, meine oft unleserlichen Notizen in das
vorliegende ordentliche Manuskript zu verwandeln.






Kapitel 1

WicHTMAN-Theorie

Die WiGHTMANsche Quantenfeldtheorie [24] ist ein axiomatischer Zugang zur
Quantenfeldtheorie, in dem die grundlegenden physikalischen Strukturen veran-
kert sind:

e Lokalitdt (Raumartig getrennte Felder sind kausal unabhéngig.)
e Kovarianz unter der Wirkung der POINCARE-Gruppe

e Stabilitdt (Es existiert ein Grundzustand der Energie.)

e Unitaritit (Es existiert eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation.)

Es gibt im wesentlichen zwei Axiomensysteme: Eines beschreibt die Felder selbst
als operatorwertige Distributionen

f s 8(f) = / & f (2)p(x)

das andere charakteristiert ihre Korrelationsfunktionen, d. h. Vakuumserwart-
ungswerte

<Q7 ¢(f1) te ¢(fn)Q> = /dSJrlxl te ds+1xnf1($l) T fn(xn)w(n)(xb ce 7xn) .

Die Vakuumdarstellung der Feldoperatoren ¢(f) kann aus den numerischen Dis-
tributionen W rekonstruiert werden, jedoch wird es in der Regel neben der
Vakuumdarstellung auch andere interessante Darstellungen derselben Algebra
geben. Eine wichtige Klasse sind die Darstellungen positiver Energie, d. h. sol-
che, in denen der Energie-Operator (Generator der Zeitentwicklung) nach unten
beschrénkt ist (,, Superauswahlsektoren® jenseits des Vakuumsektors). Eine an-
dere Klasse sind Temperaturzustinde, denen in Systemen mit unendlich vielen
Freiheitsgraden beliebig viel Energie entzogen werden kann.

Interessiert man sich fiir alle Darstellungen mit positiver Energie, so mufl man
entweder



a) die Algebra der Feldoperatoren selbst studieren
oder

b) WIGHTMAN-Distributionen nicht-observabler, ladungstragender Felder, wel-
che die Zustdnde anderer Superauswahlsektoren aus dem Vakuumsektor
erzeugen, zulassen.

Im letzten Falle wird der Rahmen der WIGHTMAN-Theorie erweitert, und man-
che der Axiome konnen/miissen abgeschwicht werden: Um Darstellungen mit
halbzahligem LORENTZ-Spin zu erzeugen, benotigt man FERMI-Felder, die die
Lokalitét verletzen (Antivertauschungsrelation); in der Eichtheorie benotigt man
Geist-Felder, welche die Unitaritéit verletzen. Die Existenz und Eigenschaften der
nichtobservablen geladenen Felder sind unabhéngige - und schwerlich a priori zu
rechtfertigende - Postulate.

Bei der ersten Alternative ist die Algebra, die gegebenenfalls aus der Vakuumdar-
stellung via WIGHTMAN-Rekonstruktion gewonnen wird, als abstraktes Objekt
zu betrachten, und es ist zu fragen, ob und welche anderen Darstellungen posi-
tiver Energie auler der Vakuumdarstellung diese besitzt. Die Antwort darauf ist
in der Regel nicht einfach zu geben und fithrt zu neuen Quantenzahlen, welche
die (Aquivalenzklassen dieser) Darstellungen beschreiben.

1.1 Axiomatik

Es folgt eine kurze Vorstellung der Axiomensysteme fiir lokale WiGHTMAN-Felder
[24].

1.1.1 Die Felder

HiLBERT-Raum und POINCARE-Gruppe: Gegeben ist ein HILBERT-Raum mit
einer unitidren Darstellung U(g) der POINCARE-Gruppe sowie einem ein-
deutigen Vektor 2 € H (das Vakuum), der unter U(g) invariant ist. Das
Spektrum der Generatoren der Translationen

U(z) = "

liegt im Abschlufl des Vorwirtskegels V+ = {p# : p,p* > 0,p° > 0} (Spek-
trumsbedingung).

Felder: Felder sind Multipletts (¢, (z)), von operatorwertigen Distributionen,
d. h. lineare Abbildungen

feoh) =Y / &1 f () ()
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Die Operatoren ¢(f) sind im allgemeinen unbeschriankt. Sie sind auf einer
unter der Wirkung der Feldalgebra invarianten und POINCARE-invarianten
dichten Doméne D C H definiert, die den Vakuum-Vektor €2 enthélt.

Die Testfunktionen f sind im allgemeinen mehrkomponentig. Die Komponenten
werden durch LORENTZ-Transformationen gemischt (s. u.). Wo es zu keinen Mi8-
verstéindnissen fiihrt, werden die Multipletts ohne Angabe des Multiplettindexes
bezeichnet: ¢ := (¢y,)m. Verschiedene Felder werden durch die Notation ¢ un-
terschieden.

Die Doméne D enthilt auf jeden Fall die WIGHTMAN-Doméne

span{o:(f1) - ¢n(fn)2}
und kann oft mit dieser gleichgesetzt werden.
Hermitizitét: Mit ¢ ist auch ¢ = ¢* ein Feld, das durch

3(f) = [o(N)]" -

definiert ist. ' bezeichnet dabei die Adjunktion beziiglich des HILBERT-
Raumes.

Ein HERMITEsches Feld erfiillt ¢ = ¢. Enthilt die Theorie verschiedene Felder
#9 . so verwenden wir auch die Notation ¢() = ¢,

Kovarianz: Die Felder transformieren sich unter der POINCARE-Gruppe

Ula, No(f)tU(a, A)* = ¢(D(A) fa)

bzw.

U(a, N)pml(a, A)* = ¢n(Ax + @) Dy (A)
mit

(D) fa)u(@) =Y DD F(ATH (& = @)

m

wobei D eine endlichdimensionale (irreduzible) Matrix-Darstellung der Lo-
RENTZ-Gruppe ist.

Lokalitédt: Wenn die Trager der Funktionen f und g raumartig getrennt sind,
so kommutieren die Feldoperatoren

(69 (). 0P (9)] = 0.
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Vollstandigkeit: Jede (unter der Anwendung der Feldoperatoren) invariante
Unterdoméne Dy C D (insbesondere die WIGHTMAN-Doméne) ist dicht in
‘H, es gibt also ausreichend viele Felder, um den ganzen HILBERT-Raum
aus dem Vakuum zu erzeugen.

Die POINCARE-Invarianz der Doméne folgt aus ihrer Invarianz unter der Anwen-
dung der Feldoperatoren.

Mit diesen Axiomen erhilt man die WIGHTMAN-Distributionen

W (0 fa) = (00 (f1) - ¢l (£)Q)
3 / Ay - A iy (21) - Fmn (@) WG (2 )

mi,..., mn

oder

Wi (@, ) = (Q, 008 (21) - @i (2)9)

mi-Mn Mmn

(im Sinne von Distributionen), deren Gesamtheit die physikalischen Aussagen
(Streuamplituden) der Theorie bestimmen.

Die Indizes ¢ bezeichnen den Typ eines Feldes, die Indizes m beziehen sich auf
die betreffende Darstellung der POINCARE-Gruppe.

1.1.2 Vakuumerwartungswerte
Umgekehrt lassen sich die WIGHTMAN-Felder aus den Distributionen W™ =
{whii)

n

} rekonstruieren, indem man zunéchst symbolische Vektoren

O (f1) - ¢ (f) 0

betrachtet, fiir diese ein Skalarprodukt

(6 (1) -0 ()9, 05(g1) -+ 69 (g)) =
W e iivdm) (7 gn L gm)

definiert, so ihre C-lineare Hiille zu einem Pra-HILBERT-Raum macht und diesen
abschliefit. Dafiir miissen die WIGHTMAN-Distributionen zunéchst den folgenden
Axiomen gentigen [24]:

Hermitizitat: Es gilt

Wik (21, ... @) = WO (g ).

Mp M1
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Positivitdt: W™ sind eine Menge von Distributionen iiber dem (R**!)*" derart,
dafl die Vektorquadrate

definiert durch die oben angegebene Formel, positiv (semi)definit sind.

2

i r (i(r)r r
S ToEI Ao O (F)0

T

>0,

Die Felder ¢(f) werden nun dicht definiert durch die Abbildung
S (f1) - 0 (f)2 = S0 (1) - 00 (fa)Q2

und erfiillen automatisch die Hermitizitat W — ¢@. Die folgenden Axiome an
die WIGHTMAN-Funktionen stellen die Giiltigkeit der iibrigen Feld-Axiome (s. o.)
sicher.

Lokalitat: Es gilt
Wbvivir) (o f ) = W) (e )
wenn supp f, raumartig zu supp f,.1 liegt.
Kovarianz: Die W sind translations- und LORENTZ-invariant:

WEI(fy o fa) = WO (DO (A) fra, ., DIIA) fra)

Die Darstellung der POINCARE-Gruppe wird nun durch das entsprechende Trans-
formationsgesetz der Felder und die Invarianz des Vakuums auf den Vektoren
A (f)) - @) (£,)Q dicht und unitér definiert.

Spektrumsbedingung: W) (x1,...,2,) sind Randwerte von in der ,, Vorwarts-
rohre® analytischen Funktionen. Die Vorwiértsrohre ist die folgende Menge:

{(Zj =Z; —Hyj)]] Vi>1:0m (Zj — ijl) € V+} .

Diese Analytizitiatseigenschaft der WIGHTMAN-Funktionen folgt aus den Axio-
men fiir die Felder als Ausdruck der Spektrumsbedingung. Die Idee dabei ist es,
zu definieren

W (2,z0) = (R (€P59(0)e ) - Q)
= (Q,--- ¢(0)\eiP(wj*xj—l)e*P(yryj—l)J¢(0) Q).
eiP(Zj—Zj_l)

Solche Ausdriicke sind wohldefiniert und analytisch in z, vorausgesetzt e ~F®i—¥i-1)
ist ein Démpfungsfaktor, d. h. falls P(y; —y;_1) > 0. Die Spektrumsbedingung ga-
rantiert dieses Vorzeichen gerade in der Vorwértsrohre. Umgekehrt garantiert die
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Analytizitdt der WIGHTMAN-Funktionen in der Vorwértsrohre die Spektrumsbe-
dingung fiir die rekonstruierten Felder.

Ein Vollstéandigkeitsaxiom ist nicht notig, da H als der Abschlul der WIGHTMAN-
Doméne definiert ist.

Definiert man die FOURIER-Transformierte von W™ (z,, ..., z,) durch

. ds+1/{?1'--ds+1k‘n S
WO (zy, ... x,) = / )0 e R W (ke k)

wobei TW® aufgrund der Translationsinvarianz die Formel
W (ky, o k) = 0(ky 4 - 4 k)W (ky - 4 Fony oo by + Ko, o)

erfiillt, so ist eine andere Formulierung der Spektrumsbedingung méglich: wm
hat Trager in {(ka+- - +kn, ..., kn_1+kn, kn) : (ka4 +kn, ... kn1+kn, k) €
— n—1

v+ oL

1.1.3 Reeh-Schlieder-Theorem

Eine wichtige Konsequenz der Axiome, die wir wiederholt verwenden werden, ist
das REEH-SCHLIEDER-Theorem [24].

Satz 1.1 (REEH-SCHLIEDER-Theorem) i) Sei O eine offene Teilmenge von
R**1. Dann spannen alle Vektoren

le(fl) s ¢n(fn)Q )

deren Testfunktionen f; Trdger in O haben, einen dichten Unterraum des Hil-
bertraumes auf. Mit anderen Worten: der Vakuumuvektor € ist zyklisch fiir die
Polynomalgebra jedes offenen Gebietes.

ii) Sei Q eine Teilmenge von RS deren kausales Komplement ein offenes Gebiet
O enthdlt. Dann gilt

PQO=0=P=0

fiir jedes Polynom P in Feldoperatoren ¢;(f;), deren Testfunktionen f; Trager in
Q haben. Mit anderen Worten: der Vakuumuvektor §2 ist separierend fir die Po-
lynomalgebra jedes Gebietes, sofern dessen kausales Komplement nur ein offenes
Gebiet enthilt.

Beweisskizze: Wir zeigen zunichst, dafi i7) eine Konsequenz von 1) ist: Sei P’
ein Polynom in der Polynomalgebra von O. Ist P2 = 0, so ist auch P'PQ) = 0,
und wegen Lokalitat PP’ = 0. Aber die Vektoren der Form P’(2 liegen dicht im
Hilbertraum wegen 7). Also ist P = 0.
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Zum Beweis von i) bemerken wir, daf§ die Spektrumsbedingung mit demselben
Argument wie fiir die Vakuumswerte (s.0.) auch auf die Ubergangs-Matrixelemente
zu einem beliebigen Hilbertraumvektor W

F(xla ce 7$n) = (\Ij7 ¢1<x1) s ¢n($n)Q) =
_ (\I/, eiPan le (O)eiP(a;Q—ac1) o eiP(acn—xn,ﬂgbn(O)Q)

anwendbar ist. F(z1,...,x,) sind daher ebenfalls Randwerte von analytischen
Funktionen, die durch

F(z1,...,2,) = (U, e, (0)eF? .. ¢, (0))

definiert sind, 2y = 1 + i1, 2; = ©; — x;_1 + in;. Das Analytizitdtsgebiet ist die

Réhre {n; € V. }.
Wir nehmen nun an, dafl ein Vektor ¥ auf allen Vektoren ¢y (f1) ... on(f,)S2 senk-

recht stehe, wenn f; Trager in O haben. Dann ist also F'(x1,...,z,) = 0, wenn
alle z; in O liegen. Wenn die Funktion F' aber auf einem offenen Gebiet des Ran-
des ihres Analyzitdtsgebietes verschwindet, dann mufl F' identisch verschwinden.
Folglich steht ¥ sogar senkrecht auf der ganzen WIGHTMAN-Doméne, und da
diese dicht ist, mufl ¥ = 0 sein.

Also ist das orthogonale Komplement der Vektoren PS2, P in der Polynomalgebra
von O, trivial, und folglich spannen diese Vektoren einen dichten Unterraum auf.
O

1.2 Beispiele

1.2.1 Freies skalares Feld der Masse m auf dem Fock-
Raum

Der bosonische FOCK-Raum ist definiert durch einen Vakuum-Vektor 2 und die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren af(k) und a(k), k € R¥*!, fiir die gilt:
a(k)Q = 0, a'(k) = a(k)*. Dabei sind die k auf die positive Massenschale zur

Masse m eingeschrinkt, d. h. k* = wm(l;) .= V/m?2 + k2. AuBerdem gelten die
kanonischen Vertauschungsrelationen:



Das skalare Feld ist gegeben durch

o(r) = /j;;;:d(ﬁ _ m2>9(k;0)1 [e_ikxa(k;) 4 eikzaT(k)}

k1

=

(27)° 2w, (k) K— oo (B)
= ¢_(x)+ ¢i(x) (Vernichter- und Erzeuger-Anteil)

¢ geniigt konstruktionsgemifl der KLEIN-GORDON-Gleichung (O + m?)¢ = 0.
Die WIGHTMAN-Distribution ist dann

WO (xy,25) = <¢($1)¢($2)>ﬁ B
[ OOTR QO TR e (o0 (155 I
-/ Y1) 2eom () 2 2 (k)07 — b)
([a(k), al (k2)])

s+1
)8

MR T
- (27"
= WO (ki k) = 8(ki + k) - (21)*26(k3 — m?)0(KY)

(.

8" (ky + ka)(K3 — m?)0(k3) e'haratham)

v~

W (k2)

Fiir x = 21 — x4 ergibt sich (bis auf numerische Faktoren)

—

W(z)(gj) -~ / ds(k_))e—i(wm(lg)t—laf)
wm(k

% s—1 I N .
|k| d|k| efi(wm(k)tf\k\\ﬂ cos ) Sin572 0do

wm (k)
0o 1
m:=0 /kS_Qdk’ /e—ik(t—|f|u)(1 _MQ)%Bd,u
0 < ,
—ik(t—|Z]) _ —i‘kf(t—i-lﬂ)
¢ - ﬁe furs=3
ik|Z|
logarithmische Divergenz fir s=1
~ —i —i —i _ 2 .. _
IEl |:<tf\i~'|fis) - (tHa‘c’Fis)] = (i) —22 fir s=3

Es gibt also kein masseloses skalares Feld in 1+ 1 Dimensionen. Der davon abge-
leitete Strom hingegen existiert. Das skalare Feld wird dennoch gerne als formale
Hilfsgrofle benutzt.
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1.2.2 Freies Dirac-Feld der Masse m

Der FERMIonische FOCK-Raum ist definiert durch den Vakuumvektor €2 und
die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bf(k), d'(k) und b(k), d(k), b (k) =
b(k)*, di(k) = d(k)*, fiir alle k € R k0 = w, (k) = VE2 4+ m?2, mit den
Anti-Vertauschungsrelationen

{Pa®). 850} = {da(k).db(D)} = (2m)"K5 (K = s

alle anderen Anti-Kommutatoren verschwinden. Es gilt b(k)Q = d(k)Q2 = 0. Das
DirAc-Feld ist

—

x — d°k 1 u(a) e—ikx t U(a) eikx
0@ = [ Gy 2 BRI+ e ]

V() + ()

¥, und ¢_ sind die Erzeugungs- und Vernichtungsanteile des Feldes. Dabei
geniigen die Spinoren v und v der Eigenwertgleichung (f —m)u =0 = (f +m)v,
wobei § = k,v* und 4" Dirac-Matrizen mit {v*,~"} = 27**1 und (#)" = 499#°
sind, so daf ¢ die DIRAC-Gleichung (i@ — m)y = 0 erfiillt.

Man kann die v-Spinoren als Elektronen- und die u-Spinoren als Positronenlésun-
gen interpretieren und b, und di, als die entsprechenden Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren. Die Indizes o bezeichnen die Spinquantenzahlen. Die Spi-
norfunktionen u(® (k)e~** und v(® (k)e’** iibernehmen die Rolle eines vollsténdi-
gen Satzes von ,ebenen Wellen“, nach denen die Losung der DIRAC-Gleichung
entwickelt wird.

Eine explizite Darstellung der Spinoren ist gegeben durch:

K+ m ()

() R e 7o g, TA0
u' (k) == 2(k0—|—m)E , ui=u'y
v (k) = —_k +m F@ 7=y

2(k° +m)

wobei E(® bzw. F(® impuls-unabhingige orthonormale Basen von Eigenvektoren
von 7° zum Eigenwert +1 bzw. —1 sind. In 3+1 Dimensionen nimmt also « zwei
Werte an, und in einer Basis, in der 4° die Form

)
Il
co o+
R )

|



hat, sind E® die beiden ersten und F® die beiden letzten Basisvektoren. Basis-
unabhéngig gelten die Identitéten

o) )t _ 1
> BIBY = S(1+19°)

o) et 1
> FOFe = 5(I=7").

Die Zwei-Punkt-Distributionen sind:

() =0= (¥*¢7)

—

«

—

_ k1 )0 gik(za—an)
- / (27)° e () [+ m)T |

Die entsprechende Impulsraumfunktion lautet:
W) = 2r)* 26k = m®)0(k°)(F +m)° .

Im masselosen Fall in D = 1+ 1 Dimensionen vereinfacht sich diese Funktion und
zerfillt in zwei unabhéngige chirale Anteile. Dies wollen wir im néchsten Kapitel
studieren.
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Kapitel 2

Masselose FErRMI-Felder 1n zweil
Dimensionen

2.1 Chirale FErMI-Felder (m = 0)

Wir betrachten nun die Zwei-Punkt-Funktion der masselosen freien DIRAC-Felder
in D = 1+ 1 Dimensionen. Wir setzen also s = 1 und m = 0, und erhalten

W(2)(x:x1_x2) = (2r )—s/%( (lg)+sz‘70+m70)e—i(wm(1§)t—1§-f)

1
=v - bl —i(|k|tFkx)
o /‘k (k] + k7)e

o0

—zkt+a¢ ’Y) /dke tr(l‘i‘/}/)

Hierbei ist
VY= =00 () =1,
und Py sind die zugehorigen Spektralprojektoren
1 5

Die Zweipunktfunktion ist eine Summe von rechts- und linkslaufenden Beitrégen,
die den beiden Eigenwerten von 7° zugeordnet sind (Chiralitit).

Wir wollen diese Zerlegung auch anhand der Operatoren verstehen.

17



Die DirAC-Gleichung fiir zwei-dimensionale masselose FERMI-Felder impliziert

(i —m)y =

=iy =

= (Yo +~'o)y =
= (9y + 017"

o O O O

Setzen wir die Eigenwertprojektoren Py = #

ein, so folgt

von +° (mit Eigenvektoren y. )
(G0 +01)Piy(t,x) =0 = Pup(t,z) =Ygt —2) - x4+
(0o — ) P-(t,2) =0 = Pap(t,x) =t + ) x-
d. h. die entsprechenden Komponenten des Spinorfeldes sind chirale Felder, und
Y(t,x) =yYr(t—x) x4 + V¥t +x) - x—.

Wir wihlen nun eine zweckméfige Darstellung der Dirac-Matrizen:

10 0 1 0 1
0o _ 1 _ 5 _
7o Lo ) e (he) ()

Im Impulsraum k* = (w, k) ist damit

o= wvo—kvlz(z _k)

—W

uk) = %(2’) v(k>=¢%<fj)

Gleichzeitig normieren wir die Erzeuger und Vernichter um: B(k) := b(k)/27+/|k|,
D(k) := d(k)/2m/|k|, sodass die Antivertauschungsrelation lauten:

(B, BU)} = (D), D) = 60k~ 1)

und

{B,B}=0, {B,D}=0, {B,D'}=0.

18



Dadurch erhalten wir die Entwicklung des Feldes

oo

W(t,z) = / % {b(k)\/%_w ( . ) gitke) +d(/~c)’f\/i2_w ( " )eiwkx)}

—tw(t—z w(t—x 1 1
(B(w)e (=) 1 D(w)fe! )) : E(l)

0

. ‘ 1 /1
B(— —iw(t+x) D(— T oiw(t+z)) |
+ (B(—w)e (—w)'e ) Ve \-1/|"
k>0 ., k=uw L _Jwt—2)
denn fiir k<0 ist E— —w , und damit gilt wt—k‘x—{ Wt +z)

Wir haben also die chiralen Anteile, die manifest nur von u = t+x bzw. v =t —x
abhéngen, isoliert:

o0

Un(v) = / dw (B(w)e ™ + D(w)'e™") ,

0

081 = J Bt Dl

Hieraus ergeben sich die Anti-Vertauschungsrelationen der chiralen Komponenten
des komplexen FERMI-Feldes in D = 1 + 1 Dimensionen:

{¥r(u),¥r(v)} = 0

)
{Yr(w),Yr()} = 0
{Vr(w), Yrp(u)} = 6(u—1)
{v(),v1 ()} = d(v—2),

d. h. ¢»g und 1, erzeugen zwei entkoppelte (chirale) CAR-Algebren.
Reelle FErRMI-Felder:

Die DirRAC-Gleichung ist eine komplexe Differentialgleichung, daher ist die Be-
dingung v = ¢* in der Regel unzuléssig, weil ¢* eine andere Differentialgleichung
16st als 1. Fiir masselose FERMI-Felder in D = 1 4+ 1 mit der Wahl der Dirac-
Matrizen wie oben wird die DIRAC-Gleichung jedoch reell. Mit ¢ sind dann auch
stets Re) = (¢ + ) und IJmep = - (v — ¢*) reelle Losungen der Differential-
gleichung (MAJORANA-FERMI-Felder).
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Ein reelles FERMI-Feld ¢ = ¢* zerfillt wieder in seine chiralen Bestandteile

it x) = Pop(t,x) + Pyt 2) = Yr(t +2) - xo + 00t —2) - x-
und liefert reelle chirale Felder wie oben mit D(k) = sign(k)B(k). Setzt man
: [ B(k) (k>0) . _ " :
hier Br(k) = { B[ (k < 0) ° sodass Bg(k)* = Bgr(—k), so erhidlt man die

Darstellung

o0

Yr(v) = / dk Br(k) e*v

—00

mit den Antivertauschungsrelationen
1 / 1 )
{Br(k), Br(D)} = [ -o(k+1)  bzw. {¥r(v), Yr(v)} = 5o(v—v).

Umgekehrt erhélt man aus zwei antikommutierenden reellen FERMI-Feldern 14
und 1, ein komplexes FERMI-Feld zuriick:

Y = +irhy .

Korrelations-Funktionen.

Aus der Bedingung, dafl die Vernichtungsoperatoren den Vakuumvektor annihi-
lieren, ergeben sich nun sofort die Vakuum-Korrelationen der chiralen FERMI-
Felder.

komplex:
() = 0
W) = 5-Al—y)
= (@)

—1

Az) = / dwe ™" =

0

T — 1€

in Ubereinstimmung mit der ersten Formel dieses Kapitels.

Fiir freie Felder gilt die Kontraktionsregel, dafl eine N-Punkt-Korrelation die
Summe aller moglichen Produkte von Zwei-Punkt-Funktionen (mit FERMI-Vor-
zeichen) ist. Z. B.:

(U1hathzhy) = (Pr1tha) (W307) —(V103) (Yathy) + (110y) (Yat3)
-0 —0

1
= (2n)2 [A14A23 — AyzAgy] .
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Dies 148t sich auf den Hauptnenner bringen:

1 A14A23A13A24

<¢1¢2w3¢4> = (277-)2 A12A34
* * 1 —o
<77ZJ1 o wn,l?bn—ﬁ—l e ¢2n> = (27’()" H(AZ]) T
1<J
wobei @ = —1 fiir ¢ und o = 1 fiir ¢*. Die Aquivalenz der letzten Formel mit

der Kontraktionsregel fiir alle n ist bekannt als CAUCHYs Determinantenformel.

reell:

W) = (500 +9)500+4))

= () + {0e)
= LA@-y)
W) = 4i>2[A12A34—A13A24+A14A23]

2.2 Chirale Skalentransformationen

Die angegebenen Zwei-(und N-)Punkt-Funktionen fiir m = 0 sind offenbar ho-
mogene Funktionen der Koordinaten-Differenzen, d. h. aufier der POINCARE-Ko-
varianz erfiillen sie auch Skaleninvarianz:

=1 masseloses Skalarfeld

masseloses FERMI-Feld |
chirales FERMI-Feld

N|

WO (z) = AW (\z)  mit d=

NI Y VA

d. h.
UN)D(x1) -+ Par)Q 1= X F G (Aay) - - (A, )Q
ist ein unitdrer Operator mit
UN DU = Np(Ax),  UNQ=Q.

Die Skalentransformation erweitert die POINCARE-Gruppe: Sie kommutiert mit
den LORENTZ-Transformationen (linear in x) und skaliert die Translationen:

U PPN = \PH

d heiflt allgemein die Skalendimension eines Operators: dessen natiirliche Einheit
ist dann [Masse]? oder [Energie]? oder [Linge] .
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Wir bemerken auch, daf allgemein in D = 1 4 1 die LORENTZ-Boosts
cosht sinht
A(t) = < sinht cosht >
auf den Lichtkegelkoordinaten wie zwei entgegengesetzte Skalierungen operieren:

(A)2)° + (At)z)' = (2 +2h)
(A(t))’ = (A(t)z)' = e'(2* —a'),

withrend Skalentransformationen A(t) = €'l = A1, natiirlich wie folgt operieren
(A2)" £ () = ef (2 £ 21) .

Daher sind chirale Skalentransformationen (z,,z_) — (e'xy,x_) baw. (x4, z_) —
(x4, e'z_) durch simultane Boosts und zweidimensionale Skalentransformationen

darstellbar. Sind M und D die Generatoren von A und A, so sind
1
Dy = §(M + D)

die Generatoren der chiralen Skalentransformationen Ay und Ar. Ein zweidimen-
sionales konformes Feld besitzt daher zwei Skalendimensionen d;, und dg, die das
Transformationsverhalten

UL N)o(t + 2t — ) ULN)* = XN LG\t + x),t — )

(und entsprechend fiir L <+ R) bestimmen. Da die zweidimensionalen Skalen-
und LORENTZ-Transformationen durch

ULMNUR(N) = U
UL MU = UA)

gegeben sind, sind dj + dg = d die Skalendimension und d; — dg = s der Spin
geméifl dem Transformationsgesetz

UNSEUN)" = e"d(Ax) .
Durch die Skalendimensionen ist die Zweipunktfunktion bereits fixiert:

((x1)Q2, P(x2)82) =
C

[i((t1 4 x1) — (ta + @2)) + P4 [i((t1 — 1) — (t2 — z2)) + €]’
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denn wegen der chiralen Skalentransformation muf W homogen in den Koor-
dinaten sein, wegen ihrer Translationsinvarianz kann sie nur von der Differenz
abhéngen, und die e-Vorschrift (Randwert einer in der Vorwértsrohre analyti-
schen Funktion!) beriicksichtigt die Spektrumsbedingung. Hier und im folgenden
ist die Distribution

1

ir+e) P =
( I'(p)

/dwe—zwx Ew p 1 —- A(Z’)p
0

stets als Randwert € \, 0 zu verstehen. Beide Skalendimensionen d;,dr miissen
positiv sein, da sonst die Korrelationen nicht fiir grofle Absténde abfallen. Wegen
der Hilbertraum-Positivitdt mufl auch die Amplitude C' > 0 sein; ist C' = 0,
so ist das Feld selbst trivial, denn nach dem REEH-SCHLIEDER-Theorem folgt
o(f)2=0=¢=0.

SchlieBllich beobachten wir, daf§ fiir = # 0 gilt:

A(—$)2d — eﬁmdA(a:)Zd ( + fiir 2 > 0 )

—firxz <0

Ist aber x; — x, raumartig, so haben (t; +z1) — (to +x2) und (¢; — 1) — (to — x2)
entgegengesetzte Vorzeichen. Damit verlangt die Lokalitat von ¢, dafl

6:t27ridL:1:27ridR =1 dL . dR c7

ist. Fiir FERMI-Felder gilt entsprechend d; — dg € Z + % Nichtlokale Felder
konnen beliebige nicht-negative Skalendimensionen haben. (Der Spin ist in 1+1
Dimensionen nicht quantisiert.) Fiir chirale Felder, die nur von einer Lichtkegel-
Variable abhéngen, ist offenbar d; = 0 oder dg = 0.

2.3 Innere Symmetrien

Die Wi1GHTMAN-Distributionen des komplexen DIRAC-Feldes erfiillen Ladungs-
erhaltung (¢ tragt die Ladung —1, ¢* die Ladung +1); N-Punkt-Funktionen
von DIRAC-Feldern mit nicht verschwindender Gesamtladung verschwinden. Die-
se Symmetrie besitzt einen Erzeuger, den sog. Ladungsoperator @):

Qv = Y@-1), QU = P(Q+1),
) [Q7¢] = _¢ ) ‘ [Q7¢*] = +w* )
echwe—ch — e—wzw , ezaQw*e—zaQ — €+W¢* )

Der Ladungsoperator ist ein Integral iiber eine Ladungsdichte j°:

a= [ @@



die die Null-Komponente eines erhaltenen Stromes ist
ot =0.
Der erhaltene Strom ist gegeben durch
o= @) (=)
insbes.: j° = :(y*):
und
= —< — . . —
" =P+ P = p(—imap) + (imp)y = 0.
In D =1+1 fithren wir den dualen Strom ein

j5,u — g,ul/ju (801 — 1) ’

fiir den die Bezeichnung j°* {iblich ist, da "7, = ~°y*. Es ist: ~°

n=-7"=9""" und —y = =" =7%9".

Die Divergenz des dualen Stroms ergibt sich aus der DIRAC-Gleichung:
0™ = —00jt — N’ = =W YY) — A (YY)
— —
= —(¢*3070)71¢ + ¢y (9 w%)_? (V)
= (=01 —imy' + Py (= Oyt —im)y — A (¥)
= —2imyy°y .

Im masselosen Fall ist offenbar auch dieser Strom erhalten, und die Ladung

Q° :/dxj50 :/dle = —/dxj1

erzeugt die Symmetrietransformationen

(@ y] = +7

Q%] = =%y
(Rechtslaufer sind entgegengesetzt zu Linksldaufern geladen), und die Linearkom-
binationen

7

Sler@] = —Pu

1

Slo-Qw] = —Puw

transformieren nur die Komponenten ¢ g und ¢:

Qr = 3(Q—-Q°), [QrYr = —g,
QL = (Q+Q5), [QR7¢L] = 0 etc.

NN |~
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In der Tat entkoppeln die rechts- und linksldufigen Freiheitsgrade schon auf dem
Niveau der Stréme: Aus 9,5 = 0 = 9,5°* folgt

@+ + ) =0 = 5"+ = jult 2
@ -0~ =0 = (") =gl +2).

und sogar auf dem Niveau der FERMI-Felder:

/A0 A 5
360+ =50 (T3 s s (50 ) s =0 P = s,

2 2 2
also
SU°(6,2)) + 31 (6,2)) = jinlt = ) = i (¢ — )
und

Jrt+x) =i (t+x).

Der hier beobachteten Verdoppelung der Symmetrie liegt ein allgemeiner Sach-
verhalt zugrunde [1]:

Satz 2.1 FEs sei j* ein erhaltener Strom in einer skalen-invarianten Theorie in
D =1+1 Dimensionen, und die Ladung Q = [ j°da' # 0 erzeuge eine Symme-
trie, die mit den Skalentransformationen kommutiert. Dann ist auch j°* := "V j,
erhalten und

i = %3 = Gr+iL.dr— 1) ,
wobei
jr=Jr(t—z) und jp=jr(t+2)
chirale Strome sind.
Beweis: Skalen-Kovarianz bedeutet ein Transformationsgesetz
U (@UN)* = N (Aa)
mit einer Skalendimension d > 0 und einem invarianten Vakuumvektor:
UNQL=Q.

Die Skaleninvarianz von @ (d. h. U(A\)QU(N)* = @) impliziert d = 1 (Substitution

2! — Az!), und die Invarianz von Q impliziert, daf§ die Zwei-Punkt-Funktion ein
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LoreENTzinvarianter Ausdruck in der Differenzvariablen ist, der homogen vom
Grade —2 ist:

WOz —y) = (Q,j"(2)]"(1)Q) = (LUN)F"JUN)Q)
= A(Q, 5" (A1) (My)Q) = MW (Nz —y)),

also
(2)pv ata” g/“’ 1
W () = A(x2)2 + B? (W als Randwerte) .
Die Divergenzfreiheit 0, W " = 0 impliziert B = —%A, und dann rechnet man

sofort nach, dafl auch
8#5““/W(2)u/” =0,
also
(Q,0,5°9,77 Q) =0 .

Aber 8,,5°" ist ein WIGHTMAN-Feld. Da seine Zwei-Punkt-Funktion verschwindet,
ist das Feld exakt Null [REEH-SCHLIEDER-Theorem|. Der Rest folgt exakt der
Diskussion bei den masselosen FERMI-Felder, d. h.

9" =0 und 9,5 =0 = "= (jr+Jr,jr — jr) -

2.4 Der Energie-Impuls-Tensor

Zu den freien Feldern assoziiert ist ein Tensorfeld 7, (x), das die physikalische
Bedeutung von Energie- und Impuls(strom-)dichten hat. Fiir das FERMI-Feld in
1+1 Dimensionen ist

. 4=
THY = gzwwaywz
_ i [dkidka 1 1
-2 2T 2T wi w2 (21)

X bf, (k)b () ul™) (ke )y# (=i) (ky + ko) "u® (ky)elkr—k2)
+ weitere Terme (b'd', db, dd') .

Das Integral

dk 1 —
pPY = / daT%(z) = / — bt (B)bg (k) u@ (k) K u® (k) +[b > d]

2 w? ol -—
E°kY 605
dk 1
_ v [t t
L B89 () + ()]

= Pbl (k) = bl (k)(P” + k")
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mifit den Impuls, insbesondere

eiPab(k:)e—ika:e—iPa — b(k)ei(P—k)ae—ika:e—iPa

= b(k)e ot

Es gilt, wobei das Symbol = signalisiert, dal die Identitdt bei Anwendung auf
Spinoren u gilt (f =m & Yu: fu = mu):

1. Der Energie-Impuls-Tensor ist erhalten, da (k1 — ko) =m — m bzw. (k; +
kg)y(k’l — ]{?2)1, = k% — k’g = m2 — m2 .

2. Er ist symmetrischin D =141, da 2k = {},7"} und f=m .
3. Er ist spurfrei fir m =0, da fy + fo=m +m .
4. Er hat Skalendimension 2 fir D =1+1,m =0 .

(Wie wir in Satz 2.2 (LUSCHER-MACK-Theorem) sechen werden, sind diese Eigen-
schaften modellunabhéngig.) 7" hat also nur zwei unabhéngige Komponenten

y TOO TOI
™ :<T01 Too) .

Zusammen mit der Energie-Erhaltung 9, 7" = 0 folgt daraus

T + T = 0
QT +0,T” = 0

und hieraus wiederum

(O + ) (TP +T) = 0
(60 - 81)(T00 - TOl) - 0 5

also haben wir chirale Felder

1
(T +T1°) = Tgr(t—ux)

2
%(TUO ~T) = Ti(t+=z).
In der Tat
Tp= (T +7%) = L:32°(@ + 0
= i : W(ge — o)
i e
= 57#}1281/}}3 da (80—81)¢L:0
T, = —(T% - T%) = % LB



Damit entkoppeln auch die rechts- und linkslaufigen Energie-Impuls-Dichten.
Zerlegen wir g = 1)1 +1i1)y in zwei reelle FERMI-Felder mit {¢1, 15} = 0, so wird

? g AP
Tr = §(i¢13¢11+1¢28¢21)=T1+T2
mit T] = 1: wjﬁwj S [T1>T2] =0,
zu einer Summe zweier Energie-Impuls-Tensoren eines reellen Feldes.

Die folgenden Relationen

T) ) = & W@ (@~ y) — /()5 — y)]

= i [—w’(yﬁ(w —y)+ %w(y)y(l’ - y)]

gelten (wg. {1(z), 0 ()} = 8(z — y) brw. {t5(w),16;(5)} = 13(z — y)) sowohl im
reellen als auch im komplexen Fall. Wir lesen davon ab, dafl nicht nur [P, ¢] =
—i1)’, sondern auch

D)) = —i [sv/(o) + (o)
wnd [K,0(2)] = i [220/(@) +20(0)] |
wobei P = [T(z)dz, D = [2T(z)dz und K = [ 2*T(x)dx den Vakuumvektor

invariant lassen:

/ v da / Y dy(T(@)T(y)) ~ / vdeydy (ﬁ)

~ /xrdx(agyr) =0 fir r=0,1,2.

Yy=xr—1€
Damit sind (neben P) auch D und K infinitesimale Generatoren von Symmetrien
e und e und durch Exponentierung der infinitesimalen Transformationen

findet man:

€itDw(l’)€_itD _ 6%t¢(6t$) (6t _ )\)
4 . 1 x
: bK —ibK
sowie e (x)e = 10 bxw (1 — bx) .

Offenbar ist die erste Transformation die Skalentransformation mit Dimension
d = % Die zweite Transformation ist (zundchst) nur wohldefiniert fir bx €
(—00, 1) (insbesondere fiir b < ﬁ) Die Gruppe der Transformationen, die hieraus
erzeugt wird, ist SL(2,R)/Zs mit

. 1 ar +b a b
uieuer = o (ZE0). a=(4 ). derg=
a9\ 2 ar +b
e B — 9 ] 9 .=
<dx) p(z?) mit a9 : e
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Beweis-Skizze:

1. Die Translationen sind von der Form z — 29 mit

(1 a) 9
g = 1 =2 =x+a

Die Dilatationen sind von der Form z — 29 mit

g:(\/X 0

0o L

>:>xg:)\x
VAN

Die speziellen konformen Transformationen sind von der Form x — 29 mit

B 1 0 9 x
9=\ - 1 T 1

2. Der Differentialquotient ist

dz?  a(cr +d) — clar + d) ad — be

dz (cx + d)? ~ (cx +d)?

3. Das Gruppengesetz ist durch die Matrixmultiplikation gegeben:
ar + b1

ag + bg

gy — _ar+d
(Z’ ) a1 x + bl

0201$+d1
as(ayz + by) + be(c1x + dy)
ca(ax + by) + do(c1x + dy)
x4+ (
x—i—(

2

(agay + bacy) ashy + bady)

= 9291
(02a1 + dQCl) Czbl + dgdl)

mit

. . (05} bg ) aq bl
92 gl - CQ d2 Cl dl
und die Differentialquotienten sind multiplikativ:

dxgl

U)ol Ul = ) (5 )éwxm)wg»*
- () (M) v
- () e
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4. Offenbar operieren g und ag, o € R\0 identisch. Daher kénnen wir die De-
terminante von g auf 1 normieren und g mit —g identifizieren. Die Symme-
triegruppe ist also SL(2,R)/Zsy, bekannt als ,MOBIUS-Gruppe®, und wird
von 3 Generatoren erzeugt. Diese sind (z.B.) die Generatoren der Transla-
tionen, Skalentransformationen und speziellen konformen Translationen p,

dund k
. 01 1/ 1 0 . 0 0
‘p_<00)’ld_§(0—4)’Zk_<—1o>’

[p,dl =ip, [p,k]=2id, [dk]=1ik.

mit

Ihre Darsteller auf dem HILBERT-Raum nennen wir P, D und K.

Die MOB1US-Gruppe enthélt auch eine SO(2)-Untergruppe

cosg sinj ) L1 0 1 _ptk
(—sinT cos%) mit dem Generator 210_2(—1 0 ,lo——2

0 1 1
1 0 s T :L"

Wir wollen uns iiberzeugen, dafl die WIGHTMAN-Funktionen der chiralen FERMI-
Felder in der Tat konform invariant sind: Es ist ndmlich

2

sowie die Inversion

ar+b ay+0

vy o= ct+d cy+d
_ (ax +b)(cy + d) — (ay + b)(cx + d)
(cx +d)(cy + d)
_ (ad — be)(z — y)
(cx +d)(cy+d)’
also
1 1

W®(d ) = WO(z,y)
= (U(g)(x)U(g)" 2 U(g)b(y)U(g)"2)

solange (cx + d)(cy + d) > 0, also zumindest fiir hinreichend kleine Transfor-
mationen. Fiir konforme Transformationen, die einen Punkt z iiber oo hinaus
transformieren (1 — bx < 0), ist im Transformationsgesetz der singuldre Vorfak-

cr+dcy+d

tor (1—1bx)2h genauer zu spezifizieren (s. Kap. 4.7).
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Auch fiir andere Testfunktionen als die fiir die Generatoren P, D und K kann
die Vertauschungsrelation mit dem FERMI-Feld als infinitesimale Koordinaten-
Transformation interpretiert werden: fiir infinitesimale Testfunktionen ¢ kann sie
nédmlich in der Form

et = () vl e - v

geschrieben werden. Der Exponent % ist die Skalendimension des FERMI-Feldes,
d.h., das Feld transformiert sich wie eine verallgemeinerte Dichte vom Gewicht
h = 5 unter der (infinitesimalen) Koordinatentransformation  +— x + ¢(x). Die
Koordinatentransformationen sind aber keine Symmetrien der Theorie, da, wie
wir gleich sehen werden, aufler den Generatoren der MOBIUS-Transformationen
alle anderen Generatoren T'(¢) den Vakuum-Vektor nicht annihilieren.

Wir haben gesehen, dafl der Energie-Impuls-Tensor des reellen oder komplexen
FERMI-Feldes selbst in zwei chirale Komponenten zerfallt und dafl diese als Dich-
ten der konformen Symmetrie-Generatoren P, D und K interpretiert werden
konnen. Auch dieser Sachverhalt ist allgemein, wie im Theorem von LUSCHER
und MACK 1976 (oder auch schon frither von FERRARA und von SCHROER) be-
wiesen wurde; das Theorem von LUSCHER und MACK ist in seiner urspriinglichen
Form [14] nie veroffentlicht worden, findet sich aber zum Beispiel in Furlan et al.

8]-

Satz 2.2 (LUSCHER-MACK-Theorem) FEs sei TH ein symmetrisches erhalte-
nes Tensorfeld in einer skaleninvarianten Theorie in D = 141 Dimensionen, so

daf P* = [ da'TH0,
Dann folgt:

1. Die Skalendimension ist d = 2.
2. TH st spurfrei.
3.
T + T = 2Tx(t —x)
T T — 9T, (t+ )
sind chirale Felder der Skalendimension dgr = 2 bzw. d, = 2.

4. Die chiralen Felder

TL(t + 23)

erfillen die Vertauschungrelation [Tr,Tr] = 0 und

(T(@), 7)) = i (~T')d(a = y) + 2T(1)3 (x —y) = 50" (x — y))

mat einer Konstanten ¢ > 0.

() = { Tr(t — )
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Beweis:

1. Da P* Skalendimension 1 hat, hat die zugeho¢rige Dichte d = 2. Wegen
LoRrRENTZ-Kovarianz haben alle Komponenten von T dieselbe Dimension.

2. Die allgemeinste Zwei-Punkt-Funktion eines symmetrischen Tensors mit
d=2ist

W/E?j?pg(l’) - (T#V(x1>Q7 TPU (‘T2)Q) = Z AiF;iy,po
A, JuwYpo +A2g,upgua + GuoGvp

(x2)2 (xz)z
GuwTpTo + GpoTply TpZyZpTy
+ A A,
’ (%) P!
+ AsED, o+ AFS,

(Die exakte Form der beiden paritiitsverletzenden Tensoren F® und F°,
die mit dem antisymmetrische Symbol £ gebildet werden kénnen, kann
in [16] nachgeschlagen werden. Ein weiterer paritétserhaltender Term der
Art (gupzx, + ...)/(2?)? taucht nicht auf, da er in D = 1+ 1 durch die

vorhandenen ausgedriickt werden kann:
guptvto + drei Permutationen o 5 1 3
(z2)3 - FMVWU 2 FW,/JU +2 FMMPU')

Die Bedingung 0*W,,, ,» = 0 impliziert

Al = 30(, A2 = —«, A3 = —40[,
A4:80./, A5: B, AGZ—QB

Setzt man diese relativen Koeflizienten ein und kontrahiert die beiden ersten
Indices, so findet man

Wt e =0=>WH, P, =0
also T,/ = 0 (REEH-SCHLIEDER-Theorem, Satz 1.1).
3. Die Behauptung folgt aus den Eigenschaften

e crhalten
e symmetrisch

e spurfrei
mit denselben Argumenten wie beim freien FERMI-Feld (s.0).

4. [Tr(t—2x),Tr(s+y)] =0,daTgr(t—z) = Tr((t+a)—(z+a)) und (t+a, z+a)
raumartig zu (s,y) ist fiir geeignetes a.
Wir betrachten nun den Kommutator

F(&y):=[T), TW)], E=z-y.
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F ist eine operatorwertige Distribution mit F(§,-) = 0 fir £ # 0, d. h. F
ist bei & = 0 lokalisiert. Wir wollen zeigen, dafl

= 5P (©)en(y)

mit numerischen J-Funktionen und lokalen Feldern ¢ (y). Dazu definieren
wir zundchst operatorwertige Distributionen

oty = S [aceroriey)

Diese sind unabhéngig von f, solange f =1 in einer Umgebung der Null.
Fiir y1 # yo sind ¢y, (y1) und @y, (y2) Integrale tiber [T'(y1 + &), T (y1)] und
[T (yo + &), T(y2)]. Wir wihlen f so, daB f(£) = 0 fiir || > |y1 — yo|- Dann
hat keiner der Operatoren in ¢; einen Uberlapp mit den Operatoren in ¢,
also [, (Y1), Pk, (y2)] = 0. Damit sind ¢ (y) selbst lokale Distributionen. Da
F' Skalendimension 2+2 = 4 hat, haben ¢, Dimensiond =4—1—k = 3—k.
Da die Skalendimension eines lokalen Feldes > 0 sein muf}, kénnen nur ¢
mit k < 3 beitragen.

Es bleibt zu zeigen, dal F({,y) keine weiteren Beitrage als die ¢, hat:
Fiir jedes Paar von Vektoren ist (¢|F'(€,y)|x) eine numerische Distribution
mit Tréger bei £ = 0, also eine Summe von Ableitungen der J-Funktion:

(, F(&y)x) = > 6W(&)M]  (y). Integration mit ¥ liefert (¥, ¢r(y)x) =
M} (y) und M* = 0 fiir k > 3. Dann gilt aber die Entwicklung

(W, F(&y)x) = }:5“ (b, 6k (y)x)
= (1, O_dM©Odem)x) Vi x

fiir alle Matrixelemente. Damit ist die behauptete Entwicklung von F' als
operatorwertige Distribution bewiesen.

Die vier Felder ¢y, . .., ¢3 sind zu bestimmen. Die Antisymmetrie des Kom-

mutators
([T (x), T(y)] = > 6®(x — y)du(y)

sowie die Identitét
!

00 = pyanta) = S (-1F ()t = ol “1)

k=0

ergeben durch Koeffizientenvergleich bzgl. 6:

do = —(¢o+ &) + &5+ 4),
o = +(p1 + 294 + 3¢%)
G = —(¢2 + 3¢3) ,
¢z = +(03) -
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¢3 hat Skalendimension 0, ist also ein Vielfaches der T: ¢3 = 51, also

@5 =0, also g2 = 0 und ¢y = —%qﬁ’lz
. _1 / _ ! _ L " o
[1(2), T(y)] = =51(y)o(z — y) + 01(y)0"(x = y) + 5—8"(z — y)
Die Forderung, da8 [ T'(z)dx = P mit [P, T(y)] = —iT"(y), ergibt schliefl-

lich —L = —iT", ¢y = 20T (y) + A.

A muf} ein konstantes und lokales Feld sein mit d = 2; die ersten beiden
Eigenschaften implizieren A = a - 1, die letzte dann a = 0.

O
Die Konstante ¢ ist unbestimmt. Sie héngt zusammen mit der Amplitude der
Zwei-Punkt-Funktion: Sei

QT@)TEQ) = A-Az—y)*  (420).
Dann ist

0w —y) = (O, [T(), T(y)] Q) = AAx —y)* = Aly — 2)")

2471
A [ L |
— —iw(z—y) _ ,—iw(y—z)
() / dww [e e }
0
AT | A
= 3 dw (i, )®e @) = E27r5'"($ — 1)

also A = g%. Insbesondere ¢ > 0. (Fiir ¢ = 0 liegt also wegen des REEH-
SCHLIEDER-Theorems die triviale Theorie mit 7" = 0 vor.)

Die LUSCHER-MACK-Vertauschungsrelationen in der Form
, c
)Tl =T(f'9g =39 f) = 5-("9 = 9"])

konnen als zentrale Erweiterung der Lie-Algebra der Diffeomorphismen (Koordi-
natentransformationen) gelesen werden. Fiir ¢ > 0 ist aber die Norm eines Vek-
tors T'(f)Q immer dann von Null verschieden, wenn f kein Polynom héchstens
zweiter Ordnung in x ist: daher ist die Symmetrie unter Koordinatentransforma-
tionen nur fiir die MOBIUS-Gruppe ungebrochen. Aus diesem Grunde wird der
Parameter ¢ auch als Anomalie bezeichnet.

Fiir reelle und komplexe FERMI-Felder:

1

@ p@ew)0) = SAE-y) (el
QU@ = 5 Ar—y)  (Komplex)
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kéonnen wir dann ¢ mit Hilfe von WIickK-Kontraktionen unter Beachtung der
FERMI-Statistik berechnen:

(QTTQ) = (Q,(i:90¢:)(i:09:)Q)
= P((YOYYoY) — (YoyYoy))
[ —! |

A A AN\ A
= (‘"*%) (%) * (a;,,a%) In

1 2 1 2\2 3
T 16n? (&) —AA") = 1672 [(=iA?)? — A(=247)]
1 4 1
- 16772A ’ also  Creen = 5 (reell)
und ahnlich
—oem oAl =1 (kompl
T T gt also  Cromplex = 1 (komplex) .
N.B.
Tkomplex = T1 + T2 — <Tk0mpleXTkomplex> = <T1T1> + <T2T2>
1 1
= Ckomplex = Creell T Creell = 5 + 5 =1.
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Kapitel 3

Die Konforme Gruppe

3.1 D >1+1 Dimensionen

Die Gruppe der konformen Transformationen umfafit definitionsgeméafl alle win-
keltreuen Koordinatentransformationen

zt =yt (x) ,s0 dafl  dy,dy” = w(r)’dr,dz"

Diese Gruppe umfafit die Translationen und LORENTZ-Transformationen mit
w(z) = 1, sowie die Skalentransformationen y = Az mit w(z) = A. Dariiber-
hinaus enthélt sie die (singuldren) speziellen Transformationen

xh — bra?
1 —2(b-x) + b2a2

yll

mit w(z) = (1—2(b-x)+b*x?)L. Die letzteren Transformationen kénnen endliche
Punkte in R¥*! nach oo abbilden, und sie kénnen raumartig getrennte Punktpaa-
re auf zeitartig getrennte Punktpaare abbilden. Hier bahnt sich ein Konflikt in
der Quantenfeldtheorie an: Wenn die Konforme Gruppe unitir implementiert
ist, so muf} sie kompakt lokalisierte Feldoperatoren in nicht-kompakt lokalisierte
Operatoren iiberfithren. Schlimmer noch: es scheint, dafl raumartige Kommuta-
tivitdt auch zeitartige Kommutativitdt impliziert und damit viele interessante
Situationen ausschliet. (Kausalitéts-Paradoxon).

Wir werden sehen, dafl dies ein voreiliger Schluf3 ist: Das konforme Transformati-
onsgesetz a8t sich so interpretieren, dafl das Kausalitdtsparadoxon nicht auftritt.
Zu diesem Zweck geht man von der euklidischen Theorie aus, die, wie wir wis-
sen, durch analytische Fortsetzung zu imagindren Zeiten mit der MINKOWSKI-
Theorie verkniipft ist. In der euklidischen Theorie tritt das Kausalitdtsparadoxon
nicht auf, weil es iiberhaupt keine Unterscheidung zwischen raum- und zeitartigen
Absténden gibt. Die MINKOWSKI-Situation lé8t sich dann aufkldren, wenn man
von der euklidischen Theorie herkommend die analytische Fortsetzung studiert.
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Zunéchst vermerken wir, dafl — wenigstens in der Umgebung der Gruppen-FEins —
die Konforme Gruppe in D Dimensionen im MINKOWSKI-Fall die Form SO(D, 2)
(mit der Untergruppe SO(D —1, 1)) bzw. im euklidischen Fall die Form SO(D +
1,1) (mit der Unterrgruppe SO(D)) hat. Dies wird offenbar, wenn man eine Ein-
bettung der Raumzeit R? in den RP*2 mit D + 2 = s+ 3 Parametern vornimmt:
Im RP+2 fithren wir die Metrik

Guv
JgaB = —1
+1
ein und betrachten zunéchst die (D + 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
Xpy1={&=(y,s,r) eRPT?: & =0,r >0},

d. h. den Mantel eines Vorwérts-Lichtkegels. Die konforme Raumzeit ist nun die
Mannigfaltigkeit der Strahlen Xp = Xp,1/Ry, d. h. wir identifizieren £ € Xp
mit \§; beispielsweise konnen wir » = 1 fixieren und erhalten

Xp={(y,s) eRP" 1 y* +s° =1}.

Im euklidischen Fall g, = diag (—1,—1,—1, —1) ist dies S?, die D-dimensionale
Einheitskugel. Diese wird mit der Stereographischen Projektion (Abb. 3.1) mit
dem kompaktifizierten RP identifiziert:

x = Y =Y (fiir r =1)
s+ 1 s+r
y/r

s/r+1

allg. :

In dieser Parametrisierung operiert die Konforme Gruppe wie die , LORENTZ-
Gruppe“ zu der Metrik gap: SO(D + 1,1), bzw. SO(D, 2).:

1. Drehungen bzw. Boosts der y-Hyperfliche (r,s = const.) = Drehungen
bzw. Boosts in x

2. Boosts in (r,s)-Fliche (y = const.) = (r £ s) — e*!(r £ s) = Skalentrans-
formation x — e~'x

3. Drehungen bzw. Boosts in y’-s und y’-r-Flichen kombinieren sich zu Trans-
lationen und speziellen konformen Transformationen in y*-Richtung (modu-
lo Skalentransformationen).

Z. B.

v’y s)
— (% cosp -yt +sinp-s,...;cos0 -5 —sinp-y' )
—  (y°, cosht(cos - y' +sing-s)+sinht-r, ...;
cos - s —sing -y, cosht -7+ sinht(cos ¢ - y' + sin g - 5))
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Abbildung 3.1: Stereographische Projektion

mit

s' 41" = (sinht cos ¢ — sin )y’ + (sinhtsing + cos ) - s + cosht - r .

Bei der Wahl der Parameter sinht = i:;‘p und cosht = —— wird §' + o/
© cos

unabhiingig von y!'; nach der stereographischen Projektion ergibt sich die
(skalierte) Translation um a = tan ¢

X' =cosg- (2,2t +a,2%..).

Ahnlich liefert die Wahl sinyp = —ig;lﬁi und cos¢p = Coih ; die spezielle
konforme Transformation um b = —sinht
0 .1 2 .2
2 xt —bx* 2t )
/ — ht . ( ) ) Y
e 1— 2ba' + b2
s = —s z
. . - . w3 1_2 . 2 _r=s
4. Die Spiegelung v fithrt z# in _i_g iiber, da x e

Um das Transformationsverhalten von Quantenfeldern zu verstehen, ist es giins-
tiger, anstelle der Parametrisierung £ = (y, s, = 1) die Parametrisierung

§€= (y0>l7, s,1) = (sinh 7,4, s, cosh 7)

fiir den euklidischen konformen Raum Xp zu wihlen: Die Nebenbedingung £2 = 0
erfordert dann ¢ + s? = cosh® 7 —sinh®7 = 1, d. h. e = (¥, s) liegt auf der D — 1-
dimensionalen Einheitskugel SP~!, und wir erhalten

1%

Xp = SP'xR>{e 1}
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mit der Zuordnung

—

0 sinh 7 . € . -~ D
r=—= r=———— e=(y,s)=(€,¢e")).
el + cosht eP + cosht (e=(7s) = ( )
Bei der analytischen Fortsetzung von der euklidischen zur MINKOWSKI-Theo-
rie ist 7 durch 7 zu ersetzen und (sinh 7, cosh7) durch (sin,cos7) [13]. Dabei
ergibt sich automatisch eine periodische Abhéngigkeit der MINKOWSKI-Raum-
Koordinaten
sin T e

t=— " §=

el +cost el + cost

von dem Parameter 7, d. h. der MINKOWSKI-Raum ist periodisch [unter (7
7+m und € —~ —¢é)] in SP~ x R eingebettet! Ein einzelnes Exemplar von M wird
beispielsweise durch den Parameterbereich

M ={(e,7): —m <71 <mcosT+e" >0}

abgedeckt (vgl. Abb. 3.2).

Bei der analytischen Fortsetzung der Wirkung der euklidischen Konformen Grup-
pe SO(D+1,1), die natiirlich stetig in der hyperbolischen Koordinate 7 operiert,
ergibt sich eine MINKOWSKIsche Konforme Gruppe, die stetig in der periodischen
Koordinate 7 operiert. Daher wird eine Transformation der Quantenfelder unter
dieser Gruppe moglicherweise den Parameterbereich M verlassen und in eine be-
nachbarte “Kopie” der MINKOWSKI-Raum-Zeit fiihren.

LUSCHER und MACK [13] haben gezeigt, daf die Uberlageru_ng M= SP1 xR
eine globale kausale Struktur besitzt und daf§ die universelle Uberlagerungsgrup-

pe SO(D,2) auf M unter Beachtung der kausalen Struktur operiert. Das Kau-
salitits-Paradoxon riithrt also daher, dal man versucht hat, die verschiedenen
Exemplare (Blatter) von M in M zu identifizieren. Ein konformes Quantenfeld
wird also in der Regel auf M = SP~1 xR definiert sein. Bestimmte Felder kénnen
dabei eine grofie oder kleine Periodizitdt aufweisen und etwa auf einer endlichen
Uberlagerung definiert sein.

SCHROER und SWIECA [20] haben diesen Sachverhalt dahingehend konkretisiert,
daf sie eine ,spektrale Zerlegung® der Feldoperatoren (bzgl. der Elemente Z €

SO(D,?2), die bei der Uberlagerung ,,itber* der I € SO(D,?2) liegen)

o(x) = e(x)
¢

angegeben haben, deren nicht-lokale Anteile ¢, sich zwar infinitesimal gleich, aber
global (unter Z) verschieden transformieren:

Z¢e(X)Z" = de(2%) = wee(x) -
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Abbildung 3.2: Die konforme Raum-Zeit M

D. h., sie représentieren ¢(Z(x)), wobei x € M, aber Z(x) ¢ M eine ,,Kopie“
desselben Punktes ist, durch eine andere Linearkombination ) we¢¢ derselben
Konstituenten ¢.

Die Bedeutung dieser Zerlegung in D = 2 und die Interpretation der Konstituen-
ten ¢¢ als ,, Austauschfelder”, die zwischen verschiedenen Superauswahl-Sektoren
einer Algebra von Observablen Ubergiinge erzeugen, werden wir spéter kennen-
lernen (Kapitel 4.8).

3.2 D =1+1 Dimensionen

In D =1+ 1 Dimensionen ist die Gruppe der winkeltreuen Abbildungen wesent-
lich groBer als die Gruppe SO(2,2). Denn es gilt

de,da” = d(t + z)d(t — z),

so daf} jeder Diffeomorphismus t+z = u — u/(u) und t—x = v — v'(v) winkeltreu
ist. Damit erhalten wir fiir jeden Lichtkegel ¢ + x die Diffeomorphismen-Gruppe
von R bzw., nach Kompaktifizierung, von S*.

Es kann aber gezeigt werden (Kapitel 4.1), daf§ die Diffeomorphismen-Gruppe
nicht mit einem invarianten Vektor dargestellt werden kann, so daf§ die unge-
brochene Symmetriegruppe (im Vakuum-Sektor von chiralen Feldern) nur die
M6BIUS-Gruppe Méb = SL(2,R)/Z, = SU(1,1)/Z, C Diff(S?) ist. Diese ergibt
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sich als Einschrinkung der Gruppe SO(D = 2,2) des vorigen Abschnitts
SO(2,2) =2 [SU(1,1) x SU(1,1)] /Z

(wobei die Zs-Identifizierung als (—1) x (—1) ~ e durchgefiihrt wird), wenn eine
der SU(1,1) trivial dargestellt ist, d. h. bei der Wirkung auf chirale Felder. Den-
noch spielt die Diffeomorphismen-Gruppe bei der exakten Losung von Modellen
eine grofie Rolle (Kapitel 4).

Wie wir im allgemein-dimensionalen Fall gesehen haben, ist aber i. a. nicht die

P

SO(2,2), sondern ihre Uberlagerung SO(2,2) in der Quantenfeldtheorie dar-
gestellt. Die Felder sind als Distributionen auf einer Uberlagerung des (1 +
1)-dimensionalen MINKOWSKI-Raumes definiert. Die Uberlagerungsgruppe ist
natiirlich das Produkt der chiralen Uberlagerungs-Gruppe Mb = SL(2,R), der

iiberlagerte Raum ist S x R = R? = S} x S}. Wir halten fest, daB—im Unter-
schied zu D > 2—auch der Anteil SP~! = S! nicht einfach zusammenhingend
ist und daher iiberlagert werden muf.

3.3 Chirale Kompaktifizierung

Die chiralen Koordinaten ¢t+x sind in der Parametrisierung des vorigen Abschnit-
tes gegeben durch

sin T sin o
t+ax= + )
COSO + COST COSOT + COST

wobei e = (€,e”) = (sino,coso) € S' durch o parametrisiert ist. Nach dem
Additionstheorem ist dies

2sin ZET cos TEC sin 7£2 T+o
t+x = 2 2 — 2_ — tan
2COST+TUCOS% cosTiT"
i(r+
1 —elr) 1 4,

T ~ T4z,
mit der Umkehrung

i(t+0o) — 1+Z(t Zl:{E) )
1—i(t+x)

24 =

Es ist oft vorteilhaft, bei der Diskussion chiraler Felder die Variablen z, mit Wer-
ten auf dem komplexen Einheitskreis zur Parametrisierung der reellen Lichtkegel-
Achse R 5 t 4+ x zu verwenden. Diese Transformation ist als CAYLEY-Transfor-
mation bekannt; sie bildet die obere Halbebene auf das Innere des Kreises (und
umgekehrt) ab. Ihrer Form nach ist sie eine komplexe MOBIUS-Transformation
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. fa b\ NERVATE N .
mit g, = ( ¢ d ) =7 ( i e ), jedoch verwenden wir sie nur als eine
Umparametrisierung der Raumzeit mit der induzierten Reparametrisierung der
Felder (Kapitel 4)

o) = (L) dete

d. h. nicht im Sinne einer Transformation

U(ge)$( U (g:) ! = (j—x) o(2(2))

Natiirlich werden i. a. die Felder auf einer UberlageruNng von S' definiert sein
(s.0.) und bestenfalls (zu bestimmende) Periodizititen ¢(e*™2) = we(z) erfiillen.
Wir stellen einige Formeln zur Umrechnung x <+ z zusammen:

R
© T 1
| —ir = 2
= 1r = Z+1
B 11—z
- = 21+z
dz 2 (2417
dr (-2 2
h
5 = () o) =2 i+ ) Hotw)
o—i%h
. 1—2 1—-w B -2
Y= Z(1+z_1+w)_(1+z)(1+w)(z_w)
i(r—y)+e = 2 (2= w) + (14 2)(1 + w)]

(14 2)(1+w)
Da z € St ist, gilt:
(1 + 2)2 — ’1 4 Z’2€iargz 7

d. h. (1 + 2)? ist ein positives Vielfaches von z. Fiir die e-Vorschrift ist nur die
Singularitét z = w interessant. Da ¢ stets als Grenzwert € 0 zu verstehen ist,
ist nur das Vorzeichen von e relevant, also

2

(r—y)+e = Z—w+ez
@~ v) ST |
z(1+e)—w
- w+eu)
= Z— W Ew| .
(o)1 +w) =0
z—(1—e)w
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Die physikalische Randwertbedingung Jmy > Jmux iibersetzt sich also in die
radiale Form |w| < |z|. Mit der Notation

Zs 1= li{%(l +e)z, T = ll{%(x —ig)

nehmen die Zwei-Punkt-Funktionen die folgende Form an:
9 —2h

(1 D(w+ 1)(Z> —w)

(B(2)p(w)) = 4*(=i)"(z+ 1) (w+1)"*"

[i(2s — w)]_zh

= Az —w)*;

dies hat die gleiche Form wie A(z — y)** = [i(z_ — y)] 72"

Lokale chirale Felder haben ganzzahlige Dimension h, und die Singularitéten ih-
rer WIGHTMAN-Funktionen bei x; = x5 sind stets von der Form A,?" (n € Z).
(Andernfalls ldge bei 1 = x5 ein Schnitt vor, und die analytischen Fortsetzun-
gen zu - - ¢1(x1)po(xs) - -+ bzw. -+ Pa(x2)p1(xy1) - - wiren verschieden.) Daher
verhalten sich die Vakuumerwartungswerte der 5 stets wie ganze Potenzen von
App an den Koinzidenzpunkten und sind anderweitig regulér. Sie sind also peri-
odische Funktionen in allen Variablen z;, und folglich kénnen die Felder ¢ selber
als periodische Distributionen, d. h. Distributionen iiber S* — ohne Uberlagerung
— angesehen werden.

Es ist wichtig anzumerken, dafl die Testfunktionen auf R in der Reparametrisie-
rung durch z € S zu den glatten Funktionen auf S! werden, die an der Stelle
—1 (dem Bild von oo) mit allen ihren Ableitungen verschwinden. Fiir die Test-
funktionen auf S* ist diese Nebenbedingung fallenzulassen, denn

of) = / Ao f(2)6(z)

Da f € S(R) bei  — 00 < z — —1 schneller als jede Potenz in z ~ (14 2)7!
abfillt, haben die entsprechenden Funktionen f die Eigenschaft

I =5

VN: ———
(z+1)N

Man definiert Teilrdume von S(S1)

S.,(Sh) = {f St = C glatt und YN: (z — 20) "V f(2)

1§
S
=
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Damit ist die Interpretation der lokalen chiralen Felder als Distributionen iiber S!
eine echte Erweiterung des Definitionsbereichs (von S(R) =2 S_;(S!) zu S(S1)).
Umgekehrt erkennt man anhand von

= (2)" fewn = P52 fewn.

]

daB die glatten Funktionen auf S* zu glatten Funktionen auf R werden, die wie
|2|?"=Y bei # — +o0o0 anwachsen diirfen. Dies deckt (im Falle der Energie-Impuls-
Tensors) genau die Integrale

P - / T (2)dx
D = / ' (x)dx
K = / 2T (x)dx

ab.
Im Falle des U(1)-Stromes j = :¢*: mit h = 1 liegt Q = [ j(z)dz = j(f) mit
f(2) =1 in dieser Erweiterung.

Die Periodizitéit der Felder ¢(z) erlaubt eine Entwicklung nach einer Basis von
periodischen Funktionen, ndmlich den Funktionen

22", nel.

Bzgl. der Winkelkoordinate (z = €#) ist dies natiirlich die FOURIER-Transfor-
mation; die Entwicklung

gh(z) = Z ¢nz_n_h

ne”

ist analog zu der Entwicklung freier Felder nach den ebenen Wellen e*(«(*)t=kz)

als Losungen der KLEIN-GORDON-Gleichung zu verstehen.
Die operatorwertigen FOURIER-Koeffizienten ¢,, sind gegeben durch die Formel

b = 5= Pz TIG()
— L / dx(1 — i) (1 4 i) (o)
m
= @) ")
f(z) = (1 —dz)" (1 4 da) 1
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Alle diese Testfunktionen liegen in der oben diskutierten Erweiterung von S(R).

Fiir FERMI-Felder gilt eine &hnliche Diskussion mit dem Unterschied, dal wegen
der Anti-Lokalitét die Singularitét am Koinzidenzpunkt zweier FERMI-Felder eine
ungerade, aber immer noch ganze Potenz von Ajs bzw. Ay sein mufl. Also sind
auch FERMI-Felder in der Vakuumdarstellung periodisch; es ist aber h € Ny + %,
daher ist die Modenentwicklung

Un(z) = Z bz "

eine Summe iiber halbzahlige n € Z + %

Wir werden spéter sehen, daf beispielsweise FERMI-Felder in anderen Darstellun-
gen als der Vakuumdarstellung andere Periodizitédtseigenschaften haben kénnen.
So besitzt das reelle Fermion ¢ eine antiperiodische Darstellung, genannt RA-
MOND-Sektor, mit der Entwicklung

TR()(2) =D b2 (= wR((e¥2)) = —ma($(2))) -

ne”L

Das allgemeine Problem der Periodizitédtseigenschaften von chiralen Feldern ist
eng an den Begriff der Superauswahl-Sektoren und ihrer Fusions-Regeln gekniipft
und kann nicht per Postulat entschieden werden. (siehe Kapitel 4.7)

Das komplexe FERMI-Feld besitzt sogar Darstellungen beliebiger Periodizitét:

Ta(P(6¥72)) = e o (4(2)) -

Wir werden sehen, dafl diese Darstellungen solche sind, in denen der Ladungs-
Operator der U(1)-Symmetrie @ = [ j(z)dz mit Q¥ = ¢(Q — 1) Eigenwerte
a+n, n € Z hat.
Wir halten noch die Vorschrift der hermitischen Konjugation fest, die aus unseren
Definitionen folgt:

—

gb(z)* = ¢*(2) mit z=2z""'.

Wir schauen uns die MOBIUS-Gruppe im kompakten Bild an: Es sei ' = gfis
Dann ist
o 1+ o az+ 3
1 —aaf Bz+a
it a = L[{d+a)+i(b—c)
B = 5l(d—a)+ib+c)]
Diese Transormation wird durch die Matrix ( % g ) € SU(1,1) beschrieben,

wobel wieder die Matrix ( 0 _01 ) eine triviale Transformation darstellt. Die
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MOoBIUS-Gruppe SL(2,R)/Z, ist also dquivalent zu SU(1,1)/Zy. Die SO(2)-

cos? sin? . ) et 0 .
2 2 wird abgebildet auf 0 e-if Dz ez,

—sin ¥ cos
entspricht also der Rotation des Einheitskreises S?.

Das Transformationsgesetz U(g)o(x)U(g)* = (d‘”/)hgb(x’) iibertriagt sich in

Untergruppe <

dz
~ ’ ~ ! ’ 2
U(g)p(2)U(g)* = (Cil—zz)hgzﬁ(z’). Im Unterschied zu 9 = (lede)2 ist 92 = (az1+3>

niemals singulir (denn 1 = det g = a@ — 38 = |a| > |3|). Damit ist der Vorfak-
tor fir h € Z (d. h. fiir lokale Felder) eindeutig definiert. Auch fiir FERMI-Felder
mit 2h ungerade ist trotz der Mehrdeutigkeit g — —¢g der Vorfaktor wohldefi-
niert, wenn man ihn von g = 1T ausgehend stetig fortsetzt; dies fithrt aber auf

2h
<621+B) = —1, wenn g = —1 wird. Mit anderen Worten, wir haben

URT)Y()URT) = —(e™z2) .
Im Vakuum-Sektor, in dem 1 periodisch ist, ist also
U2m)y = —yU(2m) .
Im anti-periodischen RAMOND-Sektor des reellen FERMI-Feldes ist
Up(2m)d = dUr(2r) .
Im Ladungssektor a des komplexen FERMI-Feldes ist

U,(2m)p = —e*™ YU, (27) .

02
Es kann also U, (27) = e2mi % gesetzt werden, wenn v die Ladung —1 tragt, denn

| @-»? @2
omi | (QZH° 9 . ,
e 7”[ 2 2 ] — 6271'1(—@-‘,—%) — _6—27r7,oz'
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Kapitel 4

Konforme Felder

4.1 Die VIRASORO-Algebra

Der Energie-Impuls-Tensor (Kapitel 2.4) ist ein lokales skaleninvariantes Feld mit
Skalendimension h = 2. Seine FOURIER-Transformation gemafl Kapitel 3.3 lautet

—2nT(2) =Y L,z ">
nez
mit
1

L, =T(f,) = 5 /dx(l — i)' (1 4 i) T ()

wobei f, := 1(1 —iz)"""(1 + iz)"™™ als Testfunktionen gew#hlt wurden. Defini-
tionsgemaf gilt LY = L_,,, und

1 P+ K .
Ly = §/daz(1 +2°)T(7) = —; = Erzeuger von z +— ¢''2
1 P—-K

sind die Erzeuger der MOBIUS-Gruppe.
Die LUSCHER-MACK-Vertauschungsrelation

~i[T(@), ()] = (D) +T)3 (e —y) ~ 58" (@ ~y)
fithrt durch Integration auf die Relation
—i[Li, T(2)] = —(fu(@)T"(x) + 2/, (2)T(x)) +
+-Sm(m? = 1)(1 — i) (1 i)

)

Vo
~ gz " (@)
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beziehungsweise

[Lm,f(z)] = 2™(z0, + 2(m+ 1))%(2) _ ﬁm(mQ _1)am?

sowie schlielich auf

(Lon, L] = (m — 1) Ly + —m(m? — 1) -

12
Diese Algebra ist als VIRASORO-Algebra Vir bekannt. Sie ist eine zentrale Er-
weiterung der WriTT-Algebra [l,,,1,] = (m — n)ly,n, die — in der Darstellung

ln, = 2™T10, — als Lie-Algebra von Diff(S') erkennbar ist. Offenbar ist eine
unitdre Darstellung mit L,,£2 = 0 nur moglich, falls ¢ = 0. Wie wir in Kapitel
2.4 gesehen haben, ist dann aber T'(x) = 0 und L,, = 0. Die Diffeomorphismen-
Symmetrie ist also in nichttrivialen Theorien durch ¢ # 0 gebrochen. Nur die
MoBIUS-Invarianz kann auf dem Vakuum-Vektor realisiert sein, da der zentrale
Term ~ m(m? — 1)c fiir m = 0, =1 verschwindet.

Eine Darstellung des Energie-Impuls-Tensors ist gegeben durch eine Darstellung
der VIRASORO-Algebra. Dabei ist nicht jede Darstellung physikalisch zuléssig: wir
interessieren uns nur fiir Darstellungen positiver Energie (Spektrums-Bedingung!).
In einer solchen ist P = %(PO + P') als Erzeuger der lichtartigen Translatio-
nen (in Vorwértsrichtung) ein positiver Operator. Dann ist aber auch K, der

Erzeuger der speziellen konformen Transformationen, positiv, denn g, € Mb,

-1
9 =1 4 , go(x) = _71 konjugiert die Translationen in die speziellen

konformen Transformationen:

1 a 1 1 0
9o 0 1 9o = —a 1 )

und damit gilt in jeder Darstellung der MOBIUS-Gruppe
U(go) PU(go) ™ = K.

Ist also P positiv, so ist auch K positiv, und folglich auch Ly = %(P + K), der
Erzeuger der kompakten Untergruppe SO(2) C Mob. Damit interessieren wir
uns nur fiir die Darstellungen der VIRASORO-Algebra, in denen L ein positiver
Operator ist. In der Vakuum-Darstellung ist natiirlich 0 ein Eigenwert von Ly,
da L()Q =0.

In der Vakuum-Darstellung des Energie-Impuls-Tensors ist e*™f0 = Y/ (27) = T,
d. h. Ly hat ganzzahliges Spektrum: specLy C Ny

4.2 Hochstgewichtsdarstellungen der VIRASORO-
Algebra

Wir nehmen an, daf§ es neben dem Energie-Impuls-Tensor ein weiteres Quanten-
feld ¢ in der Theorie gibt, das mit dem Energie-Impuls-Tensor die Vertauschungs-
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relation

—i[T'(x), 6(y)] = =¢'(y)o(z — y) + ho(y)d'(x — y) (4.1)
erfiillt. Daraus folgt insbesondere
[D,¢(x)] = —i(20: + h)p(x)
= UNS@UNT = V()

d. h. die Skalendimension von ¢ ist h. Beispiele fiir ¢ sind freie FERMI-Felder mit
h = % In der Form

d(z +¢

)00 = (LY o4 o) - o0

fiir infinitesimale Testfunktionen € bedeutet die Vertauschungsrelation, daf sich ¢
unter Koordinatentransformationen wie eine Dichte vom Gewicht A transformiert.

Wir betrachten den Vektor e/F%¢(x)Q und verwenden die Vertauschungsrelation
der MOBIUS-Gruppe

[P,D] =iP, [P, K] =2iD, [D,K] =iK
mit
1
P - §<L+1 + L_l) + LO
1
= 5;(Ler— L)
1
K = —§(L+1 +L4)+ L.
Es folgt

14 a?

Lgeipa¢(x)Q — 6z'Pa (

_ iFa (1 + (z + a)?

1
P+aD + §K) o(z)Q
0+ E(l‘ +a) | ¢(x)2
21 1
An der Stelle a =i — z ist x + a = 1, also erhalten wir die Eigenwertgleichung

LoV = hVU
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Im Gegensatz zu ¢(x)SQ fiir reelle = ist ¥ ein echter HILBERT-Raum-Vektor:

[21* = (e7"6(0)2,e™"6(0)2) = ($(0)2, e $(0))

_ hmo G 1 /dk k2h 1 72k€72k T—y) _ 1 /dk k2h71672k
zT,y—
0 0
f dk thflefk
— 272h 0 — 272h )
T(2h)

Wir schreiben auch |h) = 2" fiir den normierten Vektor.!
Dariiberhinaus gilt Vn > 0: L,V = 0, denn

Lng ()2 = [Ln, ¢(x)] Q2
_ _% {(1 — i) (1 4 i) () + b [(1— i) (1 + i:z)l+"]/¢(x)} QO
ist auch giiltig bei x = 4, und dort ist (1 + iz)™ = 9,(1 +ix)'™" = 0.
Ein konformes Feld mit der angegebenen Vertauschungsrelation (4.1) (,priméres
Feld“) macht sich also bemerkbar durch einen HILBERT-Raum-Vektor |h) mit

Lolh) = h|h) und } (4.2)

Vn>0:Lh) = 0

Solche Vektoren sind Grundzustdnde des konformen HAMILTON-Operators Ly,
denn L_,, sind fiir n > 0 Auf- und fiir n < 0 Absteigeoperatoren fiir Ly:

LoL_n=L_n(Lo+n).

Die folgende Diskussion gilt fiir Grundzustdnde |h) mit den genannten Eigen-
schaften (4.2) — unabhéngig davon, ob sie von der Art ¢(7)S2 sind.

Durch sukzessive Anwendung von L_,, (n > 0) auf |h) erhélt man Eigenvektoren
zu Eigenwerten h + k:

LoL -+ Loy |h) = (h+(ny+---+n.)) Ly, -~ Ly |h) .

Unter Verwendung der VIRASORO-Algebra sieht man leicht, dafl eine (evtl. iiber-
vollsténdige) Basis solcher Eigenvektoren durch die Nebenbedingung ny > --- >
n, > 0 gegeben ist und dafl die L,, (n € Z) aus der linearen Hiille solcher Vektoren
nicht hinausfithren. Daher ist

Vio=Span {L_p, - Lo |) s 1 > - > ny > 0)

Formal wiirde ¢(—i){) einen Eigenwert —h liefern, jedoch ist |¢(—i)Q2|? ein divergentes
Integral (e™* statt e=%).
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ein Darstellungsraum der VIRASORO-Algebra mit eindeutigem Grundzustand |h).
Man bezeichnet solche linearen Raume als Hochstgewichts-Darstellungen oder (im
konkreten Fall der VIRASORO-Algebra) als VERMA-Moduln.

Der VERMA-Modul V}, ist im allgemeinen keine HILBERT-Raum-Darstellung. Da-
mit er eine sein kann (oder zu einer vervollstandigt werden kann), mufl V}, mit
einem Skalarprodukt (-, ), . ausgestattet sein, in dem die Hermitizitatseigenschaft

Ll =1L_,

erfiillt ist. Diese Nebenbedingung fiziert aber bereits das Skalarprodukt bis auf
eine Normierung ||h)|?, denn sie impliziert

(Lo Lo B, Ly - L W) ne = (1B), Ly -+ Loy Ly =+ L |h) e

wobei der letztere ,,Ket“-Vektor mit der VIRASORO-Algebra ausgerechnet wer-
den kann. Fir Y n;, > > m; bleibt am Ende ein Absteige-Operator iibrig, der
|h) annihiliert. Fiir 3 ;n; < >_;m; bleibt ein Aufsteige-Operator iibrig, der (A
annihiliert. Insbesondere sind also die Eigenrdume

Vh(k) = Span{L—rn e L_n'r|h> PNy Ny = k}

paarweise orthogonal bzgl. (-, ).
Fiir Y n; = > m; bleibt am Ende ein Ausdruck der Art

(1R), L, - - L A )ne = ([h), P(h; c)[h)) e

tibrig, wobei P(h,c) ein Polynom in h und c ist (, das natiirlich von n; und m;
abhéngt). Bis auf die Normierung (|h), |h))s . = 1 ist damit das Skalarprodukt in
Abhéngigkeit von h und ¢ algebraisch fixiert.

Um V), zu einem HILBERT-Raum zu machen, mufl das Skalarprodukt positiv
(semi-)definit sein. Diese Bedingung an h und c liefert eine echte Quantisierung
der Parameter (siehe Satz 4.1).

Zunéchst halten wir fest, dafl es grundsétzlich drei Moglichkeiten gibt:
1. (-, *)ne ist positiv definit.
2. (-, ")n,c ist positiv semi-definit.

3. (v, *)n,c ist indefinit.
Fall 1 liefert sofort einen HILBERT-Raum H;, = Vé’")h’c. Im Fall 2 geht man
standardméfBig wie bei der GNS-Konstruktion vor. Die Menge N = {n € V}, :

(n,n)p. = 0} ist ein linearer Unterraum, der zu ganz Vj, orthogonal steht; denn
|(v,n)ne)® < Jvf?In|? = 0 impliziert (v,n)p. = 0 Vv € V;, und damit auch (n; +
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N2, N1 + Na)pe = 0.

Das Skalarprodukt (-, -) . ist daher auf dem Quotientenraum V;, /N wohldefiniert
durch ([v1], [ve])ne = (v1,v2)p fir v; € V.

Es ist auch positiv definit, da ([v], [v])pe = 0= (v,V)h.=0=v € N = [v] = 0.
Die Vervollstdndigung liefert dann einen HILBERT-Raum

Hyo = W(Hv['])h,c .

Um zu zeigen, dafi die VIRASORO-Algebra durch L,,[v] := [L,,v] dargestellt ist,
muf man nur iiberpriifen, daf§ L,, N C N. Dies folgt natiirlich aus (L,,n, Ly,n)p. =
(l;ﬂnlgnn,n)hﬁ C:(V%,fV)hﬁ = 0.

In der HILBERT-Raum-Sichtweise machen sich Nullvektoren dadurch bemerkbar,
dafl Linearkombinationen linear unabhéngiger Vektoren, z. B. Elementen der ka-
nonischen Basis des VERMA-Moduls Vj, {L_,,, ---L_,, |h) : ny > -+ > n, > 0},
als Vektoren in Hj, . verschwinden; d. h. der Grundzustand |h) wird von einem
nichttrivialen Polynom der Aufsteigeoperatoren vernichtet.

Der Fall 3 kann nicht zu einer HILBERT-Raum-Darstellung fithren, weil Hermiti-
zitdt und Positivitéit in diesem Fall offenbar nicht miteinander vertraglich sind.

4.3 Quantisierung von (h, c)

Wir haben gesehen, dafl die Existenz oder Nicht-Existenz einer unitdren Dar-
stellung des Energie-Impuls-Tensors mit niedrigstem Lg-Eigenwert h eine Eigen-
schaft des Zahlenpaares (h, ¢) ist. Dabei ist ¢ eine charakteristische Grofe, die den
Energie-Impuls-Tensor fixiert, und h ein Parameter der Darstellung, der gleich
der (chiralen) Skalendimension eines moglichen konform invarianten Feldes ist.
Die Existenz eines niedrigsten Eigenwertes driickt die Spektrumsbedingung (po-
sitive Energie) bzgl. Ly aus, die wiederum aus der fiir P folgt.

V. KAc [11] hat eine geschlossene Formel fiir die Determinante des algebraisch
fixierten Skalarproduktes (-, -)s. auf den endlichdimensionalen orthogonalen Un-

terrdumen Vh(k) des VERMA-Moduls V), in der Basis
Lp--Loglh) (m>-->n,>0 Y ni=k)
angegeben. Diese Formel lautet, bis auf irrelevante numerische Faktoren

det MW (h,c) ~ H (h— hp,q(C»P(kipq) 5

p,qEN
pq<k

wobei P(n) die Anzahl der Partitionen n = vy + - - - 4+ 1, in positive ganze Zahlen
mit der Nebenbedingung vy > --- > v, > 0 ist, und hy, 4(c) die Funktion

[(m +1)p — mg)* — 1
4m(m + 1)

hpq(c) =

Y
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wobei m eine Parametrisierung fiir c¢ ist, definiert durch

6
m(m+1)
Offenbar ist h,, , eine rationale Funktion von m(m+1), also von ¢. Fiir p # ¢ treten
hyq und hg, stets in der Kombination (h — h,,)(h — h,,) auf, was ebenfalls eine
rationale Funktion von m(m + 1), also von ¢, ist. Daher ist die Wahl der Wurzel

m = m(c) irrelevant. Sowohl h,, als auch h,, + h,, und h,, - h,, sind sogar
Polynome in c.

c=:1-—

Bevor wir die Quantisierung von (h,c) als eine Quantisierung von m und Ein-
schrankung an p und ¢ zeigen, sollen einige Beispiele berechnet werden.

k=1:
Vi =span {L1|n)},  (Lalh), Loalh)) = (b, LaLoa|h)
= (h,[Ly, L] |h)
= (h,2Lglh) = 2h

= 2(h —hu(c)) .

Offenbar muf3 A > 0 sein.

k € N:
Vi 5 Loglh), (Loklh), Loglh)) = (h, LeLy|h)
= (L L] 1)
= (h, (2k;L0+—k( —1))|h)

— k(2h+ 12(k; —1)).

Da fiir groBe k der Term 5(k* — 1) iiberwiegt, mufi ¢ > 0 sein, um Zustéinde
negativer Norm auszuschlieen. Soweit reproduzieren wir nur Bekanntes.

k=2:
V® = span {L_s|h), L_iL_4|h)} mit
(L_slh), L_slh)) = 4h+§ (s.0.)
(L—2|h), L_1L_1lh)) = (h,[La, Lo1L_1]|h) = (h,3L1L_1]h)
— 3(h,[Ly, L_ ]yh> —3.2h=6h
(LaLalh), Loy Loa|h)) = (h, Ly [Ly, Loy L] |h)

= (h, Ll(zLoL_l + L_12Lo)|h)
= (2(h+ 1) +2h)(h, Li L_y|h)
— 2h(4h+2) = 4h(2h + 1)
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Dieses sind die Eintrage einer symmetrischen Matrix mit der Determinante

4h+ £ 6h ’

o> (2 e ) :4h[(2h+1)(4h+§)—9h]

[ c—5 c
= 32h |h? —
3h_h +—3 h+16}
B 32h_h2_2m(m+1)—|—3 m(m+1) —6
B i 4m(m + 1) 16m(m + 1)
 (1—m)2—1 (m+2)% -1
YN L2 N A UL e
k 4m(m + 1) dm(m + 1)

= 32(h—hy1)(h—hi2)(h — ha1) .
Wir sehen, dafl die Determinante negativ wird in dem Intervall
0 < hia(c) <h < hgi(c) fir 0<ec<1.

Diese Determinante ist eine Unterdeterminante der zu dem Skalarprodukt auf
dem gesamten Raum gehorigen Matrix; damit das Skalarprodukt positiv semide-
finit sein kann, miissen auch alle Unterdeterminanten nicht-negativ sein. FRIE-
DAN, QIU und SHENKER [7] haben die Indefinitheit der Determinante in dieser
Weise systematisch untersucht. Ihr Argument lautet (etwas verkiirzt) so:

Im Bereich ¢ > 1,h > 0 ist h — h, 4(c) = 0 fiir keine p, ¢ € N losbar, da entweder
1 <c¢<25= hylc) € C\R oder ¢ > 25 = h,,(c) < 0. Also hat keine der
Determinanten in diesem Bereich eine Nullstelle, und wenn ein positiv definiter
Punkt darin existiert, so folgt, dal der gesamte Bereich positiv definit ist. Fiir
halb- und ganzzahlige c ist es aber ein leichtes, unitére Darstellungen mit & > 0 zu
konstruieren (mehrere freie Fermionen). Damit ist das ganze Gebiet ¢ > 1,h > 0
positiv definit. Die Randpunkte h = 0 kénnen dann hochstens semi-definit sein,
und sie sind es natiirlich auch, da beispielsweise L_1|h = 0) = 0 (MOBIUS-
Invarianz des Vakuums).

Es bleibt der Bereich 0 < ¢ < 1. In diesem Bereich wéhlen wir die positive Wurzel
2 <m(c) < oo und skizzieren den Verlauf der Funktionen h,,(c). Es ergibt sich
die folgende Systematik (Abb. 4.1):
Alle Funktionen hy,,(c) mit festem |p — ¢| treffen sich bei ¢ — 1 in dem Punkt
= @; jeder Punkt mit ¢ < 1 liegt in einem Intervall h,, < h < h,, fiir
hinreichend grofle p,q. Sei k = pq das kleinste Produkt, fiir das ein gegebenes h
in diesem Intervall liegt. Dann enthélt die Determinantenformel fiir M®*) genau
einen negativen Faktor (h — hy,)(h — hy,). Die Determinante ist also notwendig

negativ, es sei denn ein anderer Faktor ist Null.

Es folgt, dafl die Moglichkeit 1 in (A > 0, ¢ < 1) nicht auftreten kann: alle VERMA-
Moduln sind entweder indefinit oder semidefinit. Im letzteren Fall mufl & auf einer
der Kurven h = h,,(c) liegen.
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Abbildung 4.1: Kurven mit verschwindender Kac-Determinante

Aber diese Bedingung garantiert noch nicht die Semidefinitheit. Sei k& = pq das
kleinste Produkt, fiir das h = h, 4(c) gilt. Dann gibt es moglicherweise p’, ¢’ mit
p'¢ < ksodaB hy, < h < hy, ,d h der Punkt (h,c) war schon bei der Stufe
k' = p'q" als indefinit erkannt worden.

Beispiel: £k =3 (Abb. 4.2).

Der Abschnitt (o o o) war bereits bei k&' = 2 ausgeschlossen worden. Dagegen
ist der Abschnitt (+++) semidefinit bei &' = 2 und erhélt einen neuen negativen
Faktor bei k£ = 3. Es ist nicht offensichtlich, dafl dann ein negativer Eigenwert
vorliegt, denn die Determinante bei k& = 3 enthélt den verschwindenden Faktor
von der Stufe &' = 2.

Wir wissen aber, dafl der Nullzustand in Vh(2) durch weiteres Aufsteigen mit
L_,,n > 0 nur neue Nullvektoren produziert (denn L_,N C N), die alle mit
Eigenwerten 0 zur Kac-Determinante auf der Stufe k& > k' beitragen. Daher si-
gnaliseren die Faktoren (h — hyy(c))P®*) = 0 in M® nur die Normierungs-
faktoren ||h + &'}|? = 0 des Grundzustandes des eingebetteten VERMA-Moduls

. k—k . . .
Viaw in Vh( 4w - Normiert man aber dessen Grundzustand auf 1, so erweist sich

Vh(izk/) als positiv definit. Der negative Faktor in M, ,Ek) muf3 also von einem Vektor

herriihren, der nicht in Vh(f_;,k,) liegt und daher nicht zu den Nullvektoren gehort:
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Abbildung 4.2: Zur Semidefinitheit I

Es liegt also ein Vektor negativen Skalarprodukts in Vh(k) vor. Dieses Argument
eliminiert die Punkte (+++).

Man geht fiir hohere Stufen systematisch genauso vor (Abb. 4.3). Eine neu hin-
zugekommene Kurve hy,, bei k = pq startet in bisher erlaubtem Gebiet (- - -)
und schneidet an einem Punkt A erstmals eine frithere Kurve. Danach durchléuft
sie ein bereits verbotenes Gebiet (o o o), das nicht weiter diskutiert zu werden
braucht. Gleichzeitig schneidet sie von der alten Kurve ein Segment (+++) ab, das
auf niedrigerer Stufe Nullvektoren enthielt. Lings diesem Segment gibt es einen
neuen negativen Faktor in der Kac-Determinante. Dieser konnte einen Zustand
negativer Norm in dem von dem fritheren Nullzustand erzeugten Untermodul
V,f_’i;,k/) signalisieren. Eingebettet in Vh(k) wire dieser jedoch auch ein Nullzustand
und damit akzeptabel. Diese Alternative 1&8t sich numerisch durch Untersuchung
der Kac-Determinante des Untermoduls ausschlieBen. Folglich mufl der negative
Eigenwert von einem echten Zustand negativer Norm in Vh(k) herriihren. Damit
ist auch das Segment (+++) der alten Kurve verboten. Am Punkt A erhilt die
Kac-Determinante zwar einen neuen verschwindenden Eigenwert, sie bleibt je-
doch semi-definit.

Die einzigen Punkte, die nicht auf irgendeiner Stufe durch dieses Argument eli-
miniert werden, sind die Schnittpunkte A. Diese sind ,,erste Schnittpunkte“ einer
neuen Kurve, ausgehend von ¢ = 1, mit einer alten Kurve, p'q’ < pq . Diese
yersten Schnittpunkte*

g>p und p'—¢ =q—-p—1
h = hy4(c) = hyy(c) < oder
g<p und ¢ —-p' =p—q+1
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Abbildung 4.3: Zur Semidefinitheit II

sind aber genau die Punkte

6
c = 1— m m Z 2 ganzzahlig

[(m + 1)p —mq)® — 1

1
h - hpv‘](c) = 4m(m+ 1) { 1

INIA

p <m-—1
qg <m

(mit der Symmetrie p <» p' = m —p, ¢ <> ¢ = m+ 1 — q). An diesen Punkten
h = hy,4(c) = hy 4(c) gibt es zwei eingebettete VERMA-Untermoduln Vj4,,, und
Vitpq von Nullvektoren (die sich auf hoheren Stufen iiberschneiden).

Satz 4.1 [7] Fir ¢ <0 oder h <0 ist (-, )p indefinit.

Fiir (¢ > 1,h > 0) ist (-, -)n. positiv definit.

Fiir (¢ > 1,h =0) ist (-,)n. semidefinit.

Fiir (0 < ¢ < 1,h) ist (-, )n. indefinit mit Ausnahme der obigen Punkte (abzdihlbar
viele Werte von c; endlich viele Werte von h fir jeden Wert von ¢). An letzeren
ist (v, ). semidefinit.

Fiir (¢ = 1,h > 0) ist (-, )p. positiv definit mit Ausnahme von h = %,k € Np.
An diesen Stellen ist (-, -)p. semidefinit.

Die Punkte (¢ =1,h = %) sind Schnittpunkte von unendlich vielen Null-Linien.

Es erweist sich jedoch, dafl die Untermoduln der zugehorigen Null-Grundzustiande
alle ineinander geschachtelt sind, also z.B. fiir h = 0 = hy1(1) = hoo(1) = hs3(1) =

NiDODNy;DNgD--- = N =Ny,

59



bzw. allgemein

_ T (-9 _
N = N, wobei k =min< p-q h—T —2wVh+1.

Ist nédmlich A = h,, = %(p — ¢)?, so hat der entsprechende Null-Vektor n,, € V},
auf der Stufe k = pg die Energie h' = h+pg = ;(p+¢)?. Der néchste Null-Vektor
Npi1,q+1 € Vi liegt auf der Stufe (p+1)(¢ + 1). Andererseits ist A’ = 1(p + ¢)> =
hptq+1,1, sodass die Kac-Determinante des von n,, , erzeugten Untermoduls V}, 14
eine Nullstelle auf der Stufe ¥’ = p+¢g+ 1= (p+ 1)(¢+ 1) — pq besitzt. Daher
liegt mp41,441 innerhalb des Untermoduls Vi p,. Es folgt Vi pi1)(g+1) € Vatpg-

e

Die folgenden Tabellen geben die Werte h,, 4 fiir ¢ = % und ¢ = ;.

Tabelle 4.1: ¢ = %,m =3 Tabelle 4.2: ¢ = 1—70,m =4
qll 2 3 gl 1 2 3 4
p p
S L0 5 3 3
2 |3 % 0 2 1% % w0 10
I ERE R

Die Eintrdge in diesen Tabellen kann man mit bekannten kritischen Exponenten
(Skalendimensionen) des ISING-Modells (m = 3) und des trikritischen ISING-
Modells (m = 4) identifizieren. Die Tabelle fiir m = 5 liefert bekannte und
unbekannte Exponenten des 3-Zustands-PoTTs-Modells.

4.4 Charaktere der VIRASORO-Algebra

Das Spektrum von Lg in einer Darstellung 7 ist beschrieben durch die Grofle
(,Charakter” oder ,,Zustandssumme*)

Y (t) = Trpe Plo wobei t=:e7".

Zu dieser Spur trigt jeder Eigenvektor zum Eigenwert h + k mit t"** bei. Die
Entwicklung

Xﬁ(t) — Z thh-i-k?
k
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liefert also die Vielfachheit Ny des Eigenvektors h + k. Fiir eine Hochstgewichts-
darstellung mit Grundzustand |h) fingt diese Reihe mit ¢"(1 4+ O(t)) an.
Offenbar ist Ny gleich der Dimension von Vh(k) abziiglich der Dimension des Un-
terraums Vh(k) NN der Nullvektoren. Die Dimension von Vh(k) ist gleich der Anzahl
der Partitionen k = nq + -+ - 4+ n, mit n; > --- > n,. Diese Anzahl wird generiert
durch das erzeugende Funktional (die kombinatorische Zustandssumme)

pt) = =" =14+t 4224367 + 56" + 70+ 1145+ .

n=1

wovon man sich durch Entwicklung in geometrische Reihen und Kollektion aller
Terme t* {iberzeugt. Also gilt fiir die Darstellungen der Alternative 1 von Seite
53 (keine Nullvektoren) die Formel

Tritt ein Nullvektor auf der Stufe k£ erstmals auf, so ist offenbar N, um 1 zu
verringern. Gleichzeitig besteht ein ganzer Untermodul Vj; aus Nullvektoren.
Dessen Dimensionen sind durch das erzeugende Funktional t**"p(t) gegeben und
konnen durch Subtraktion t"(p) —t*p(t) = t"(1 —t*)p(t) beriicksichtigt werden.
Tritt kein weiterer Nullvektor auf, so ist also

Xx(t) = t"(1 = t*)p(t) .

Diese Formel gilt fiir c =1, h = @ ;‘”2 = 5% (s € $Np) mit einem Nullzustand auf

der Stufe & = ming,_g -2, pg = 25 + 1, also

_ s . 1
Xice(t) =t J] @—t)! s€ 5N .
n#2s+1

Die Darstellungen (h = 0, ¢ > 1) besitzen den Nullvektor L_1]0), und N = V7,
also

b =TJa -

n>2

Die Darstellungen im Bereich 0 < ¢ < 1 entsprechen Schnittpunkten von zwei
Null-Linien. Der Nullraum besteht aus zwei Untermoduln V},,; und Vj 4. Diese
haben einen nichtleeren Durchschnitt. Daher ist der Korrekturfaktor ziemlich
kompliziert und ist in der Literatur zu finden (z.B. KAC-REINA, FEIGIN-FUCHS):

2::(;1(::) (t) = th . p(t) . Z thm(m—l—l) < tn[p(m+1)—qm] . én[p(m—&-l)-‘rqm]—s—pq >
ner n=0: —1 n=0: — o
n=-—1: —?
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Der fithrende Term fiir n = 0 sowie die beiden Subtraktionen fiir n = 0 und n =
—1 ergeben den Beginn des Korrekturfaktors (1 —7 —¢'¢"), der die Nullvektoren
bei h = pq und h = p'q’ aus dem Spektrum entfernt; alle weiteren Korrekturen
entsprechen Vektoren im Uberlapp der davon erzeugten Untermoduln.

Beispiel m =3, p=q=1,p =2,¢ = 3: t"p(t)- (1 —t — 0 + 11 413 —¢20...)

Natiirlich divergieren die Charaktere fiir ¢ 1 (d. h.  \ 0, T ~ o), da sie
dort alle Basisvektoren des HILBERT-Raumes mit Gewicht 1 zéhlen (anstelle von
e Ph+k)) Das asymptotische Verhalten der Divergenz bei t 1 ist ein Maf fiir
das Anwachsen des Zustandsraumes mit wachsender konformer Energie L.

Von Interesse ist beispielsweise das Verhéltnis zum Vakuumcharakter

lim Xa(?)
t1 xo(t)

=: dys()

das als asymptotische Dimension bezeichnet wird.

Natiirlich ist dus(mo) = 1 und dus(m1 @ 7o) = das(71) + das(m2) als Summe zweier
Spuren. (Es wird vermutet, dafl d.s(7) mit der statistischen Dimension im Sinne
von DOPLICHER-HAAG-ROBERTS iibereinstimmt, jedoch existiert kein allgemei-
ner Beweis. In Spezialféllen sind die Beweise sehr indirekt.)

Wie berechnen aus den obigen Produktdarstellungen der Charaktere

o fliirec>1:
th
as =1li =
() = lim T =%
o firc=1und h e R\ (NJQZ)2 ebenso
e firc=1undh=s*sel:
1 _ f2s+1
dus(my) = lim¢*
(1) im T

= Wt (144 +1%) =25+ 1

o fir ¢ < 1 und h = h,,: erfordert die Summation der JACOBI-Reihen
tAn*+Bn+C  Eroebnis:

in 27 gip 9T
das(Th,, ) = Wingt S

as - . .
P sin mLH sin %

Die beiden Faktoren sind 1 fiir p = 1 bzw. ¢ = 1 und werden zunéchst
mit wachsenden p,q grofler, um schliefllich wieder auf 1 fiir p = m bzw.
g = m — 1 abgzufallen.
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4.5 Primére und quasiprimére Felder, OPE

Wir hatten in Kapitel 4.2 gesehen, dal Felder mit den Vertauschungsrelationen
(4.1) Grundzusténde von Ly in einer irreduziblen Darstellung der VIRASORO-
Algebra erzeugen: |h) = ¢(i)Q = e T¢(0)Q erfiillt Lo|h) = h|h) und L,|h) =
0 (n > 0). Fiir den Beweis wurden die mit (4.1) dquivalenten Vertauschungsrela-
tionen

i [Lin, ¢()] =
% {10 = i)+ i) ] 9+ R [(1 = i) (1 + i2)*]'} () (4.3)

verwendet. Felder mit diesen Vertauschungsrelationen heiflen primdre Felder.

Dasselbe Argument 148t sich auch auf konform-invariante Felder mit

i[P.¢(z)] = 0¢(z)
i[D,¢(x)] = (20 +h)o(z) (4.4)
i[K,¢(z)] = (220 + 2hx)(x)

anwenden. Die Vertauschungsrelationen (4.4) sind dquivalent zu (4.3) fiir m =
0,+1, da ja Ly = 3(P + K),Ly; = (P — K) £4D. Man findet dann, da die
Vektoren |h) = ¢(i)Q2 = e P$(0)Q Eigenvektoren zu Ly mit Eigenwert h sind
und von L., annihiliert werden (nicht aber von L,, n > 1).

Felder mit den Vertauschungsrelationen (4.4) heiflen quasiprimdre Felder. An der
Stelle x = ¢ (z = 0) erzeugen sie also Grundzusténde von Ly in einer irreduziblen
Darstellung der MOBIUS-Gruppe aus dem Vakuum. Diese Vektoren brauchen
aber keine Grundzustéinde der VIRASORO-Algebra zu sein.

Die Ableitung ¢’ eines quasipriméren Feldes erzeugt einen Vektor

—i(z=0)Q = [Polx=1)Q= G(Ll + L)+ L0> oz = )9

1
= hlh) + §L_1|h>.
Offenbar wird dieser Vektor micht von L; annihiliert. ¢’ erfiillt auch nicht die
quasiprimére Vertauschungsrelation (4.4) mit K, wovon man sich durch Differen-
tiation sofort {iberzeugt. Ableitungsfelder sind nicht quasiprimér.

Man kann zeigen, daf jeder Vektor in einem VERMA-Modul von einer Linearkom-
bination von quasipriméren und Ableitungsfeldern an der Stelle z = i aus dem Va-
kuum erzeugt wird. Diese Aussage wird als Zustand-Feld-Korrespondenz bezeich-
net. Die Gesamtheit dieser Felder wird als die sekunddren oder Deszendenten-
Felder (zu einem priméren Feld) bezeichnet. Das Auftreten eines Nullvektors ist
dann eine lineare Relation zwischen Deszendentenfeldern.

Der Charakter einer Darstellung und insbesondere die asymptotische Dimension
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ist daher ein MaB fiir das Anwachsen der Anzahl der Deszendentenfelder mit der
Skalendimension.

Die Technik aus dem Beweis des LUSCHER-MACK-Theorems (Satz 2.2, Seite 32)
ergibt die Vertauschungsrelation des Energie-Impuls-Tensors mit einem konform-
kovarianten Feld

i[T(x),6(1)] = &' W)o(x —y) —ho)d' (@ —y)+ > W (@—y)eny) , (4.5)

3<k<h+1

wobei ¢y, die verringerte Skalendimension h 4+ 1 — k < h haben. ¢ sind entweder
wieder quasiprimére Felder oder Ableitungen von Feldern noch niedrigerer Di-
mension. Das Fehlen der Zusatzterme fiir das primére Feld signalisiert natiirlich,
daf dieses schon ein Feld minimaler Dimension war. Die Beitrége ¢, sind durch
die Vertauschungsrelation nicht weiter bestimmt.

Die Deszendentenfelder eines priméren Feldes ¢ lassen sich durch Operatorpro-
duktentwicklung des Energie-Impuls-Tensors 7" mit ¢ gewinnen. Solche Opera-
torproduktentwicklung fiir zwei quasiprimére Felder haben die Form

oi(@a2 =3 [ deiray(o, 205202

wobei sich die Integration iiber das Intervall zwischen x und y erstreckt und ¢;
neue quasiprimére Felder sind. Sie lassen sich wie folgt gewinnen [15]:

Vektoren der Art ¢q(f1)p2(f2)Q2 transformieren sich unter der MOBIUS-Gruppe
in bekannter Art und Weise, indem die Wirkung der Erzeuger durch Kommuta-
torbildung zu Differentialoperatoren auf den Testfunktionen wird. Die resultie-
rende unitidre Darstellung der MOBIUS-Gruppe wird nach irreduziblen Darstel-
lungen der Form ¢;(f;)2 mit neuen quasipriméren Feldern ¢; zerlegt. (Solche
Darstellungen schopfen die unitédren Darstellungen mit positiver Energie aus!)
Die ,,CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten“ der Zerlegung von ¢1(f1)d2(f2)2 nach
¢ (f;)2 werden durch die Integralkerne K o.; gegeben, die ihrerseits bei gegebe-
nen Skalendimensionen hy, ho und h; bis auf eine absolute Normierung durch das
Transformationsverhalten der konformen Gruppe vollstéandig fixiert sind [21, 19]

h1—h2
_ — 2z -
Ky o(2,y;2) ~ Aa —y)tthethit (Z — :r;) =)z - x)]hj E

Durch geeignete Differentialoperatoren, Skalenlimes und Translationen lassen sich
daraus die Terme ¢;( f;)Q2 konstruieren [5]. Die resultierenden Operatoren ¢,( f;),
die zundchst nur auf dem Vakuumvektor definiert sind, lassen sich dann auf einen
dichten Bereich der Vakuumdarstellung des Energie-Impuls-Tensors fortsetzen
unter Ausnutzung der Lokalitét:

¢ (/)T (9)8 = T(9)¢; ()2,
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falls supp g Nsupp f = 0.

Das dynamische Problem ist die Bestimmung derjenigen Dimensionen h;, die zu
der Operatorproduktentwicklung beitragen, sowie die Amplituden dieser Beitrige
(Kapitel 4.6).

In der Literatur findet man oft Operatorproduktentwicklung an einem Punkt,
die Summen iiber sekunddre, nicht nur quasiprimére, Felder enthalten. Solche
Entwicklungen erhélt man, wenn man formal ¢;(2) um ¢,(x) oder ¢,(y) in eine
TAYLOR-Reihe entwickelt und die rein numerischen z-Integrationen ausfiihrt.
Natiirlich tragen mit ¢; dann auch alle Ableitungen von ¢; (mit leicht bestimmba-
ren relativen Amplituden) bei. Die Koeffizientenfunktionen miissen dann wegen

der Translations- und Skaleninvarianz homogene Funktionen in z — y sein, also
z.B.

1(2)62(y)2 = D Crayal(x — )" 74P ()0
j.k
Natiirlich tragen zu dieser Operatorproduktentwicklung fiir quasiprimére Felder
auch Ableitungsfelder bei. Durch Differentiation nach x und y erhélt man auch
Operatorproduktentwicklungen fiir die Ableitungsfelder selbst.

Es sei nun ¢y = T der Energie-Impuls-Tensor, ¢o = ¢ ein priméres oder quasi-
priméres Feld. Wegen der relativen Lokalitidt bei x # y kénnen nur ganzzahlige
Potenzen von A(x—vy) in der Operatorproduktentwicklung von T'¢ auftreten. Die
Dimension h; kann daher nur Werte in h + Z, h; > 0, annehmen. Aufgrund der

Identititen A(z)" — (—A(—x))" =27 (l'(izzz;!lé (x) konnen die Koeffizientenfelder
der singuldren Beitrdge mit den Feldern ¢, ¢’ und ¢y, in (4.5) identifiziert werden.
Regularisiert man die Ausdriicke ¢;(z)¢2(y)Q2 durch Subtraktion der singuléren
Terme, so bleiben nur Beitrige mit nicht-negativen ganzen Potenzen von (z — )
und Feldern ¢§k> mit h; +k > h+ 2.

Geeignete Differentiationen nach z oder y und der anschliefende Limes x — y
isoliert daher alle Terme einer festen Skalendimension h; + k& > h + 2. Die ent-

sprechenden Felder werden als

TP (x) = lim (¢1(y)¢p2(x) — singulére Beitriage)
y—)x

bezeichnet. Dabei ist die Subtraktionsvorschrift konventionsabhingig (Entwick-
lung bei = oder bei y oder bei ¥5* oder ...)! Allerdings unterscheiden sich ver-
schiedene Konventionen stets nur um Ableitungsfelder, wahrend der quasiprimére
Anteil konventionsunabhéingig ist.

Die so gewonnen Felder lassen sich erneut mit 7" und seinen Ableitungen nor-
malgeordnet multiplizieren. Man erhélt dadurch iterativ alle sekundéren Felder,
ausgehend von einem priméren Feld.

Nullvektoren in einem Sektor beschreiben also lineare Relationen zwischen nor-
malgeordneten Produkten von ¢ und seinen Ableitungen mit beliebigen Potenzen

von T und seinen Ableitungen.
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Beispiele Im Vakuum-Sektor:

h | Feld Vektor
0TI primér | |0) = Q
10,1 Null | L_;[0) =0
2| T quasiprimér | L_5|0) # 0
3.1 Ableitung | L_3|0)
(:T7?: —Abl.) quasipriméir
4 " Ableitung L2150}, L4[0)
5:171":,T" Ableitung | L_3L_5|0), L_5|0)

Im einfachsten nichttrivialen minimalen Modell (¢ = 1) tritt der erste Nullvektor
(auBler L_1]0) und seinen Deszendenten) bei Stufe 6 auf. Er ist eine Linearkom-
bination von L_6|0>, L_4L_2|0>, L_gL_3|O> und L_QL_QL_Q‘()).
Entsprechend verschwindet eine Linearkombination der Felder

" 7T"T:, :T'T": und :T%: .

Die priméren Felder dieses Modells haben h = his(c) = hop(c) = 15 und
h = hyi(c) = hsi(c) = % Das letztere Feld ist das reelle FERMI-Feld 1 des
IsiING-Modells. In diesem Sektor gibt es je einen Nullvektor (héchsten Gewichts)

auf den Stufen 2 und 3.

Wir haben

h | Feld Vektor

% (0 priméir \%)

5| Ableitung | L_4[3) # 0
(:T¢: —Abl)  quasiprimér

5 . \

2" Ableitung Losl5), L1Ll3)  (Stufe 2)
(:T": —Abl)  quasiprimér L_3|%>, L_QL_1|%>,

2| g ! - 1 (Stufe 3)

21" (T Ableitungen | L_yL_1L_4|3)

Die Nullvektoren stellen Identitdten dar zwischen : T : und " sowie zwischen
:T": und (:T%:) und ¢"”. Offenbar sind also : T : und : 7" : Vielfache von "
bzw. ¢"".

Wir erinnern uns, daf§ 7" selbst als : ¢’ : (bzgl. der FERMI-Normalordnung)
dargestellt wurde (2.1). Die Deszendentenfelder sollten daher ungerade WIck-
Polynome sein. Das niedrigste nichtlineare ungerade WICK-Polynom ist aber
2" . mit Skalendimension % +3 = %, sodaf§ fir h = g und % nur die li-
nearen Felder ¢” und " {ibrigbleiben. Dies erklart die genannten Relationen auf
elementare Weise.
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Fiir das primére Feld mit Skalendimension % gibt es entsprechende Relationen
zwischen Deszendentenfeldern der Dimension %6 + 2 und 1—16 + 4. Eine elementare
Erklarung der obigen Art gibt es hier (ebenso wie im allgemeinen Fall) nicht.

4.6 Korrelationsfunktionen und Ward-Identitéa-
ten
Die konforme Invarianz schriinkt die Form der Korrelationsfunktionen W (zy, ..., z,)

weitgehend ein. Wir hatten in Kapitel 2.2 bereits gesehen, dafl Zwei-Punkt-Funk-
tionen nur die Form

W (21, 29) = (2 ¢r(1)da(22)Q) = (hy (21)2, hoa2)2)

g 2h
~ 5h1,h2A(x1 — Z'Q)Zh = (shth (—)

xl—xQ—is

haben konnen.
Zur Erinnerung: wegen der Translationsinvarianz kann W® = W (z; — z,) nur
von x = x7 — To abhédngen. Die Skaleninvarianz verlangt

0 = ([D, ¢, (21)dny (22)] Q) = (2101 + hy + 220 + ho) WP (1, 72)
da [D, ¢;] = (x;0; + h;)¢;; und wegen 0y = —0, folgt
0= (x0; + h1 + hy) W (), also W(z) ~ A(z)th)

Die Spektrumsbedingung fixiert die ¢e-Vorschrift.
Die spezielle konforme Invarianz schlieSlich liefert

0= (Q, [K, ¢1¢2] Q) = (I%@l + 2]111‘1 + CL’%@Q + 2h21’2)W(2) s

und Einsetzen von W (x) ~ A(z)"1+h2) liefert

0 = $%(—h1 — hg) + thflfl + [L’g(hl + hg)

L1 — L2 Ty — T2
= [—(hl —+ hg)(l'l -+ .Z'Q) + 2h1$1 -+ 2h2£l§'2] W(l’)
=0 = (hl — hg)(l‘l — iL’Q)W(ZL') ,

+ 2h2[L’2 W(Qf)

also muf3 auch h; = hs sein.
Fiir ¢, = ¢ muB wegen der Positivitiit der Koeffizient vor A%" positiv sein.

Ein dhnliches Argument gilt fiir Drei-Punkt-Funktionen. Diese miissen von der
folgenden Form sein:

I

(3) (SE17 T, Ig)

= (2, p1(1)P2(72) P3(73)<2) (4.6)

. A(l’l _ xQ)hlJrhz*hsA(ml _ x3)h1+h3*h2A(ZE2 _ x3)h2+h3*h1 )
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Beweis:
Translationsinvarianz:

0 = (Q[P,¢0g] Q) = (01 + 05 + 05) W

Skaleninvarianz:

0 = (.1'181 + 1'282 + 1'383 + hl + h2 + hg)W(g)
= W® = homogen mit Gesamtgrad — (hy + hy + hs)
= Az — )" f(a)

T1—T3

mit der homogenen Variablen z = 71=78.

Spezielle konforme Invarianz:

0 = (2301 + 220 + 2205 + 211hy + 229hy + 223h3) W)
7 1 1 1 1
L = (hy—h —=)=n -
= f (i 2) r—1 = \z—1 + x

= f(:[‘) = A . (:C _ 1)h1*h2*h3x7h1+h27h3

= Az — 332)%3(351 - xg)_hl_h3+h2(x2 — $3)—h2—h3+h1

O
Im Unterschied zur Zwei-Punkt-Funktion fixiert die konforme Invarianz nur die
Form der Drei-Punkt-Funktion und macht keine Aussage iiber die beteiligten
Dimensionen.

Ein alternatives Argument geht so: Durch eine geeignete konforme Transforma-
tion kann man stets drei Punkte x1, xo, x3 auf drei beliebige andere Punkte, z.
B. 0, 1, 2 abbilden. Da die MOBIUS-Gruppe drei freie Parameter enthélt, ist das
Gruppenelement dadurch fixiert. Dann besagt die MOBIUS-Invarianz

dg(z:)\"
WO (21, 29, 23) = H( ZE:T )) w®(0,1,2) .

i

Der letzte Faktor ist von x; unabhéngig und fixiert die Amplitude. Die Abhéngig-
keit von x; steckt nur in den Differentialfaktoren, wobei g selbst von x1, xs, o3

abhéngt (d. h. % ist zu lesen als 0,9z, 4y 25 (T)|o=z;)-

Fiir hohere N-Punkt-Funktionen sind in Verallgemeinerung der obigen Diskus-
sionen die folgenden Betrachtungen zu machen: Wir bemerken zunéchst, daf fiir

mehr als drei Punkte das , konforme Verhéltnis“ z = xl% = % von je

vier Punkten MOBIUS-invariant ist. (Translations- und Skaleninvarianz ist klar,
spezielle konforme Invarianz: nachrechnen.)
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Fiir N Punkte gibt es genau N — 3 algebraisch unabhéngige solche Verhiltnisse,
z. B. gilt fiir N = 4:

(21 — 24) (22 — 73)
(21— x3) (22 — 24)

(r1 —2y)(m2 —23)  1—2 |

=l-a (1 —x9) (w3 —24) @

Y

Daher kann die MOBIUS-Invarianz die N-Punkt-Funktionen nur bis auf beliebige
Funktionen in N — 3 konformen Verhéltnissen fixieren

W(N)(l'17l'2’..., HA . pm . ( f;rin ) :
1<J

wobei die Bedingung >, pi; = 2h; sicherstellt, da§ [],_; AP allein konform in-
variant ist. Allerdings legt diese Bedingung die p;; nicht eindeutig fest: jede un-
terschiedliche Wahl unterscheidet sich um

HA(QEz — xj)‘sp” mit Z(szj =0 s
i<j i

und solche Faktoren sind wieder von der Form f({z}) und kénnen in der unbe-
stimmten Funktion F' subsumiert werden.

Die Losung eines konkreten Modells erfordert die Bestimmung

1. der zuldssigen Werte h (vgl. Abschnitt 4.3),

2. der Tripel (hy, ho, h3) mit nichtverschwindender Drei-Punkt-Funktion zu-
sammen mit den Amplituden W® = CA" A" A" und

3. der N-Tupel (hy,...,hy) mit W) = 0 zusammen mit den Funktionen
F({z}) (bei gegebener Wahl der p;;).

Fiir diese Aufgabe erweisen sich die Nullvektoren als duBerst niitzlich (wenn es
sie gibt). Sei

n) = P(L_p,)Q2
ein Nullvektor. Dann muf fiir primére Felder gelten:
In), é1- - on 2)

Q ( —nl) le QSNQ)
Q P(L+n )(bl (bNQ)

P(Lin), 61+ 6] Q) = D61+ 6x9)
= DWW

0 =

(
(
(
(62,

wobei D ein Differentialoperator ist, der sich durch die Kommutatoren [L,,, ¢] er-
gibt. Mit anderen Worten: die WIGHTMAN-Distributionen von priméren Feldern
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sind Loésungen von bestimmten linearen partiellen Differentialgleichungen, die als
WARD-Identitaten bezeichnet werden.

Fiir nicht-primére Felder sind die Kommutatoren [L,, ¢] nicht durch die Ska-
lendimension allein bestimmt, da es Beitrége niederer Deszendenten geben kann.
Daher liefern die WARD-Identitéten fiir Deszendentenfelder inhomogene Differen-
tialgleichungen, deren Inhomogenitidt WIGHTMAN-Distributionen der niedrigeren
Deszendenten enthalten. Diese kénnen rekursiv auf die priméaren Felder zuriick-
gefiihrt werden.

Alternativ kann man N-Punkt-Funktionen der Deszendentenfelder aus denen der
priméren Felder gewinnen, indem man die Definition durch regularisierte Produk-
te mit dem Energie-Impuls-Tensor 7" und seinen Ableitungen verwendet. Dazu
ist es notig, zuerst N + r-Punkt-Funktionen mit Einsetzungen von r zusétzlichen
T-Feldern zu bestimmen. Dies erreicht man durch die Entwicklung von 7" nach
L,,, die bekannten Kommutatoren der L,, mit den N priméren Feldern und der
Annihilation des Vakuums durch L,,n > —1.

Solche Rechnungen sind natiirlich in der Praxis sehr aufwendig; aber die Ar-
gumentation zeigt, dafl es prinzipell moglich ist, alle N-Punkt-Funktionen der
Deszendentenfelder auf die der priméren Felder zuriickzufithren. Daher konzen-
trieren wir uns im folgenden nur auf primére Felder.

Fir N = 2, W® ~ A% erweisen sich die WARD-Identitéiten einfach als eine
Bedingung an die Skalendimension h, die auftreten kénnen.

Beispiel: ¢ = %: Nullvektor |n) auf der Stufe 6, P = Ordnung 3, D = Ordnung 3
= kubisches Polynom fiir h.

Fir N =3, WO ~ AA"A" liefern die WARD-Identitéiten Relationen zwischen
h;, die die Bestimmung der Fusionsregeln ermdoglicht: gegeben hy und hs, welche
Werte von h; sind dann zulissig mit (€2, ¢102032) # 0?7 Die Zustédnde ¢o¢p5€2
besitzen dann nichtverschwindende Skalarprodukte mit ¢,€2, d. h. ¢, trigt zu der
Operatorproduktentwicklung von ¢9¢3 bei, oder mit anderen Worten: ¢ inter-
poliert zwischen den Teilriumen, die von ¢3Q und ¢,Q aufgespannt werden.

Fiir N > 4, W) = [TA" - F(z) erhalten wir fiir gegebene h; Differentialglei-
chungen fiir die unbestimmte Funktion F'(z) in N — 3 Variablen. Die Ordnung
der Differentialgleichung ist gleich der Ordnung des Polynoms P(L_,,), das den
Nullvektor beschreibt.

Entsprechend wird es in der Regel mehrere linear unabhéngige Losungen der
Differentialgleichung geben. Manche von diesen sind ,,unphysikalisch“ (z. B. weil
sie bei grofen Abstédnden anwachsen) und konnen eliminiert werden. Es bleiben
jedoch in der Regel mehrere Losungen iibrig, deren Bedeutung im folgenden dis-
kutiert werden soll.

Weitere WARD-Identitéten ergeben sich aus den Nullvektoren in dem Sektor ¢y .
Ist ndmlich |hy) = ¢n(7)|€2) der zugehorige Grundzustand und N = P(L_,,)|hy),
so liefert die Vertauschung der L_,, nach links eine Differentialgleichung fiir die
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Distribution

(Q, p1(z1) - (N = 1)Q) .

Wegen der Translationsinvarianz ist die WIGTHMAN-Distribution fiir beliebige
(reelle) Werte von xy durch ihre Werte bei xy = i fixiert.

Die Ordnung dieser WARD-Identitét ist in der Regel niedriger als die der Vakuum-
Nullvektoren. Schliellich hatten wir gesehen, dafl ein Nullvektor im Sektor des
priméren Feldes ¢y einem Nullfeld entspricht, d. h. einer verschwindenden Linear-
kombination von Deszendentenfeldern, die ihrerseits als normalgeordnete Produk-
te des priméren Feldes mit dem Energie-Impuls-Tensor definiert werden kénnen,
schematisch

Pol(L_,)|h) = 0 = :Pol(T)¢p: =0,

wobei die Polynome Pol und Pol dieselbe Ordnung haben. (Die exakte Relation

zwischen Pol und Pol héngt natiirlich von der Definition der Normalordnungs-
vorschrift ab.)

Jede Einsetzung eines Energie-Impuls-Tensors 7" in eine Korrelationsfunktion von
priméren Feldern fiihrt aber, nach Entwicklung von T in seine FOURIERkompo-
nenten L, und deren Kommutationen nach rechts oder links, zu einem linearen
partiellen Differentialoperator (nach den Koordinaten der iibrigen Felder). Die
Einsetzung von ﬁ(;l(T) zusammen mit der Normalordnungsvorschrift liefert al-
so einen Differentialoperator derselben Ordnung wie das Polynom, und dieser
Differentialoperator annihiliert die Korrelationsfunktion, weil : Pol(T")¢y, : ver-
schwindet.

Fiir die minimalen Modelle ist die Ordnung des Polynoms Pol(L,) im Sektor
|hpq) gleich p-q. Alle Korrelationen des priméren Feldes ¢, , 16sen also eine par-
tielle Differentialgleichung der Ordnung pq, und sind daher Linearkombinationen
von pq linear unabhéngigen Losungen der Differentialgleichung.

Nun liefert jedes Feld in einer Korrelation primérer Felder eine solche Differen-
tialgleichung, und die Korrelationsfunktion mufl im Durchschnitt der Losungen
aller Differentialgleichungen liegen. Diese Bedingung reduziert die Zahl der line-
ar unabhéngigen Losungen weiter. Sie liefert insbesondere auch die , Fusionsre-
geln“, d. h. manche Tripel von priméren Feldern kénnen iiberhaupt keine nicht-
verschwindende Drei-Punkt-Funktion besitzen.

Man schreibt [A] x [B] = Y [C], falls es eine nichtverschwindene Drei-Punkt-
Funktion (¢c€2, pa¢p2) # 0 gibt. Die Fusionsregeln der minimalen Modelle sind

[pa] x [k, 1] = [s,1]

mit [p— k| +1<s<p-+k—1in geraden Schritten, d. h. p+ k — s € 2Ny und
Im—p—k|l+1<m—-—s<m—p+k—1in geraden Schritten (und entsprechend
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fir p,k,s,m — q,l,t,m +1).
Die jeweils zweite Bedingung rithrt von der Symmetrie der Label (p,q) <> (m —
p,m+ 1 — q) her und ist dquivalent zu

p—k+1<s<m—-|m—-p—Fkl—1.

Die untere Schranke ist bereits durch die erste Bedingung ausgeschopft; die obere
ist das Minimum von p+k—1 und 2m—p—k—1. Also besagen beide Bedingungen
zusaminen:

p—k|+1<s<min(p+k,2m —p—k) —1 in geraden Schritten .

Insbesondere fiir k,1 = 1,2 folgt s =pund t =q+ 1, wobeiq—1=0fiirqg=1
sowie ¢ + 1 = m + 1 fiir ¢ = m entfallen.

Da diese Rechnungen im Allgemeinfall aber aufwendig sind, mochte ich nur ein
Beispiel vorrechnen fiir das Feld ¢5.
Der zugehorige Nullvektor auf der zweiten Stufe ist

m+1-27°-1 o om =2
dm(m+1)  dm(m+1)°

IN) = AL _5|h) + BL*,|h), h=hyo=
Da es keinen Nullvektor auf der Stufe 1 gibt, fixiert die Bedingung 0 = L|N)
das Verhéltnis A : B wie folgt:

LiIN) = A-3L_1|h) + B[(2Lo) - L1 + Ly - (2Lo)] | 1)
— (BA+(2(h+1)+20)B)L_4|h) .

m—2
Wir wihlen B=1und A = — 22 — _ mil P2 3m__ — __m_ ynd betrach-

3 3 T 3(m+1) m+1
ten die Gleichung

0 = (hia|(mLy — (m + 1)L3)pa(2)dp (w)2)

mit
[Lo, -] = 2%(20, + 2hg) + w? (w0, + 3hp)
und
[Las [y ]l = Ly, D]
= DL, |=D"

mit D = 2(20, + 2h4) + w(wd,, + 2hg).
Aufgrund der konformen Invarianz hat die Drei-Punkt-Funktion die Form
~ (1 —iz)?A(1 — iy)?hs (—i — x)~h—haths
X(—Z _ y)*h*hB‘i’hA (l' _ y)thth+h
{(1 —iz)(1 — iy)] haths=h
(z —y)

~(z— w)h*hA*hB.
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Setzen wir in der resultierenden Differentialgleichung w = 0 (OBdA), so folgt
0 = mz2(20, + 3ha) — (m + 1)z (20 + 2h4) 2(0. + 2hp)2"ha=he
N——— —

2(2024+2h4+1)

Es resultiert die polynomiale Beziehung

0 = m(h—hA—hB—i—?)hA)

—(m+1)(h—ha—hpg+2ha+1)(h—ha— hp+2h,)

= T D=9 —mlg =1+ 1)
x((m+1)(p+s) —mlg+t+1))
x((m+1)(p—s) —m(g—t—1))
X((m+1)(p+s)—m(g+t—1)) (fir ha=hyq hp = hsy) -

Diese hat fiir jeden Wert von hy (maximal) zwei Losungen hp = hg 11, da die
vier Losungen fiir s und ¢ paarweise denselben Wert h;, ergeben. Illustration:
Erster Faktor =0, p,q,s,t € Z, m,m+1 koprim = (p—s) =k-m,(¢g—t+1) =
k(m+1)0<p,s<m=k=0=>s=pt=q+1=hsy =hpen1

Zweiter Faktor = 0,p, q, s,t € Z, m, m+1 koprim = (p+s) = m, (¢+t+1) = m+1
=s=m—-pt=(m+1)—(¢+1) = hsy = hpg+1 etc.

Generell ist die Ordnung der polynomialen Beziehungen zwischen hs und hpg
bei gegebenem h = h,, , gleich der Ordnung pg der Differentialgleichung, so dafl
es maximal pg Losungen gibt. Dies ist auch die Hochstzahl der Beitrage in den
genannten Fusionsregeln.

4.7 Austauschfelder

Wir kehren zunéchst zu den Drei-Punkt-Funktionen zuriick und , iibersetzen*
(0, d1 (1) Pa(w2)P3(w3)S2) = CH A(x; — ;)P
i<j

in die Form

(2, 1 (21) da(22) h3(23)Q) = CH Az — zj)Pi |

i<j
wobei die p;; der Formel (4.6) zu entnehmen sind und A folgende Gestalt (als
Randwert einer analytischen Funktion) hat:

N —1 —1

Az —w) = =




Wir wollen die Periodizititseigenschaften studieren. Dazu betrachten wir A (e z—
w)?, wenn ¢t — t + 27 anwiichst. Der Differenzvektor nimmt eine Phase e*™ auf
und daher, bei analytischer Fortsetzung um S* herum,

A(e*™z —w)P = e ™PA(z — w)P .

In w dagegen ist A periodisch, da die Phase des Differenzvektors wieder zum
Ausgangswert zuriicklauft.
Daher gilt fiir die Drei-Punkt-Funktion

W(3)(21, Z2, 62m23) = W(s)(zl, 22, 23)
WO (21, €22, 23) = eXri=ha=hayG) (5 2o 2) (von Agg)
W(3)(62”i21, Z9,23) = e2m(h2*h1*h3+h3*hl*hQ)AW/(S)(21, Z9,23) (von Ajz und Ajp)

—4mih1 717 (3
= e MO (21, 2, 23) .

Offenbar besitzen die Felder ¢ unterschiedliche Periodizititseigenschaften, je nach-
dem ob sie auf 2 wirken, oder zu €2 hinfithren, oder zwischen Vektoren ¢{2 interpo-
lieren. Die Periodizitdat héingt nur ab von den beteiligten Skalendimensionen, d. h.
vom Spektrum von e*L0: Seien W, und W, zwei Vektoren mit e*™ oW, = 2™,
und e?™fow, = ¥ P, Beispielsweise sind alle Vektoren ¢p,(z)Q von dieser
Art. Fiir jedes Feld ¢, ¢g, o5 kann W) als ein Matrixelement zwischen solchen
Vektoren gelesen werden

W = (U, ¢(2)T;)
mit
hi = 0 , hy=hs fir ¢

hi = hg y hf:h1 fir gbg
hi = hi , hp=0 fir ¢,

da zwischen je zwei Feldoperatoren der Wert von e?™20 bekannt ist:

Q, & o ¢ Q) = ( b1 Q,02050) .
4 4 4 4 4 4
0

Dann gilt in jedem Fall die Periodizitét
(U, G (€M 2)W;) = T (W gy ()W)

Dies ist nicht iiberraschend, da ja das konforme Transformationsgesetz

U(2m) o(2) UQ2m)* = e2mihg(2mi5)
T T

627riL0 — 627rihf 6727riL0 — 6727rih,~
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lautet. Uberraschend ist dagegen, daB die WARD-Identititen fiir ein gegebenes
Feld verschiedene Drei-Punkt-Funktionen mit anderen Feldern zulassen, die ver-
schiedene Periodizitdten > == aqufweisen.
Das Feld ¢, besitzt also verschiedene Komponenten der Art

PonP; = [Qgh} ,

7 i

mit Projektoren auf die Spektralwerte von e?™f0  die unterschiedliche Periodi-
zitdten besitzen. Entsprechend besitzen diese Komponenten FOURIER-Zerlegun-
gen

Pronbi =y f[cghLZ_"_h ,

fiir die n tiber Z+ (hy — h;) 1duft. Die entsprechenden Beitriage Proyp(x)P; zu dem
Feld auf R driicken sich durch unterschiedliche e-Vorschriften in dem singulédren
Vorfaktor des Transformationsgesetzes aus:

U(g)Pro(x)PUU(g) ™"
= [e(z +ie) + d] " Je(w —die) + )T Prg (am i b) P;.

cr +d

Fiir ,kleine“ Transformationen in der Umgebung cxz 4+ d > 0 der Gruppeneins
stimmt der Vorfaktor mit den fritheren iiberein. Fiir grole Transformationen g,
die iiber g(x) = oo hinausgehen, spezifiziert er den bislang undefiniert gebliebe-
nen Faktor.

Ein priméires Feld existiert also nicht in dem naiven Sinne wie bisher angenom-
men; eine gegebene Linearkombination seiner Komponenten ist nicht stabil unter
konformen Transformationen, und durch Addition und Subtraktion einer Kom-
bination mit allen ihren konform-transformierten (an derselben Stelle x) wird es
moglich sein, die einzelnen Komponenten zu isolieren. Es ist also sinnvoller, das
Objekt ¢y (x) auf dem ganzen HILBERT-Raum aufzugeben und stattdessen inter-
polierende primére Felder ¢, : H, — Hp zwischen den verschiedenen Sektoren
(indquivalente Darstellungen von T') zu betrachten. Hierbei ist e ein Multi-Index,
der sowohl die beiden Quell- und Ziel-Sektoren als auch die konforme Familie ~
(also insbesondere die primére Dimension h) des Feldes ¢, angibt. Natiirlich sind
(cv, 8,7) durch die Fusionsregel eingeschrankt. Man spricht auch von (verallge-
meinerten) Vertexoperatoren, da ein solches Feld eine ,, Kopplung“ ¢, ¢, — ¢z be-
schreibt. Alle ¢. zu einem gegebenen v haben dieselben Vertauschungsrelationen
mit dem Energie-Impuls-Tensor, die ja nur von der Skalendimension abhéingen.
o heiflen Austauschfelder. Wir schreiben auch 6[¢7]a = ..

Schauen wir uns nun eine Vier-Punkt-Funktion an, so gibt es offenbar i. a. mehrere
Moglichkeiten, eine Kette von Austauschfeldern (mit gegebenen ~;) anzugeben,

75



die sukzessive den Vakuumsektor mit anderen Sektoren und schlieBlich wieder
mit dem Vakuumsektor verbinden: In dem Produkt von Operatoren

(o, - 0], 0], [64], Q)

ist der ,intermedidre* Sektor 7 beliebig und nur durch die Fusionsregeln von
7172 und 73 -4 eingeschrénkt. (7, ist der Sektor des konjungierten Felder (¢-,)*;
in minimalen Modellen sind aber alle Sektoren durch die primére Dimension h
eindeutig fixiert und daher automatisch selbstkonjungiert.)

Die verschiedenen Losungen der WARDidentitat-Differentialgleichungen sind mit
den verschiedenen ,,Interpolationskanélen® zu identifizieren. Die richtige Zuord-
nung erhilt man durch Einsetzen eines Operators e?™0 zwischen den Feldern,
der den intermedidren Sektor testet:

Im Sektor 7 zur Skalendimension h, ist e
Da e*lo die Transformation z +— €z erzeugt, miissen wir das entsprechende
Verhalten der Vier-Punkt-Funktionen

[T - epor (= B mlm )

i<j ) HA(Zi pr (x _ (1= 2)(zs — 24))

(21 — 23)(22 — 24)

2miLo _ p2mihy

studieren.
Wir wéahlen p;s = p3y = 0 und finden, dafl bei konstanten z; und z, und bei
der analytischen Fortsetzung zz — €*™z3, 24 +— €?™z, alle Differenzen z;» — z;

(i < j) unveréindert bleiben mit Ausnahme von z3. — 24 + €™ (235 — 24), also
transformiert sich z — e*™x.
Der erwartete Eigenwert von e?™lo = 2mih manifestiert Sich also durch einen

Schnitt der Funktion F bei # = 0 der Form F(z) ~ z"~h~"4(1 + Potenzreihe),
denn 627rz(h3+h4)F( 271 ) 27rth< )

Beipiel: m = 3, ¢ = 1 yh == und O1 = P2 = 3 = Py = P12 = ¢, (ISING-Modell).

2h
Die Differentialglelchung fur W(4 () = (%) F(z) lautet x(1—2z) f"+

2(1—4h)(1—2x)f' +4(1—4h) f = 0 mit h = . Sie hat zwei linear unabhéngige
Losungen:

W) = (S2pRiee) e v

= (A14A23A13A24>% é(l — .T) 1 1£tv1l—=z.

Die Funktion fi(x) = /14 /1 —x ist regulir bei x = 0 und 148t sich dort

in eine TAYLOR-Reihe entwickeln: f(z) = v2(1 — sz ---). Die Funktion f_ =
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v/1 — /1 — z verhalt sich bei x = 0 wie

Den beiden Losungen entsprechen die Eigenwerte e2™20 = 1 und e*™lo = ¥z =
—1, und damit diese wiederum den Fusionskanélen

(€2, 0¢1%- ¢0¢1%- $o2) und (€2, 0</5T16 ¢%¢1L6 Po2),

bzw. den Fusionsregeln [#] x [&] = [0] + [3].

4.8 Austausch-Algebra

Die WARD-Identitéten, als Differentialgleichungen formuliert, sind unabhéngig
von der Reihenfolge der Feldoperatoren, da die Kommutatoren mit L,, aufgrund
der LEIBNIZ-Regel sich einfach fiir alle Felder addieren. Dies bedeutet, daf3

(Qa ¢1(371) T ¢N(~Tn)9>
und
(€, ox () (@r(1)) - - Or () (@r()) D), 7 € Sy Permutation

dieselben Differentialgleichungen 16sen. Insbesondere ist jeder permutierte kon-
forme Block

(0, dr1) (X)) Par - - Pydrny (@r(ny)§2)

eine Linearkombination der konformen Blocks

(Q, ¢1(z1)Po -+ Py (an)L2)

Die Koeffizienten solcher Linearkombinationen bilden eine Matrix in den Index-

ketten (a---7v) bzw. (o/---7/).

Beispielsweise dndert sich in einer Drei-Punkt-Funktion bei der Vertauschung von
¢o und ¢3 nur das Vorzeichen von xy — x3 — 1€ — x3 — xo — ic. Es ist aber bei

x#0
A(—x)" = ™A (4-2)"

so dafB sich (Q, @12 (22)Ps(23)Q) ~ AT von (Q, ¢y ¢s(23)Pa(25)Q) nur um

eine Phase e™(h2th3=1) ynterscheidet, deren Vorzeichen + mit dem Vorzeichen
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von r3 — oo iibereinstimmt. Wir konnen dies als Vertauschungsrelation abstra-
hieren:

1[Ba]5 (2) - 3 [Bs] (w3) = e*m2tho =) oo, () - 5 [al (22) -

Eingesetzt in eine Vier-Punkt-Funktion mit der Ersetzung (1,2,3 — «, 3,4) mit
dem Fusionskanal o folgt W5}, = exim(hatha—ha)py(a)

Hierbei héngt das Vorzeichen im Exponenten nicht etwa vom Vorzeichen von
z ab (z ist eine kollektive Koordinate 712724 = 232;‘); vielmehr sind F(z) als
Randwerte von analytischen Funktionen in der Vorwértsrohre zu betrachten. Als
solche sind sie singulér an den Punkten x; = z;, d. h. x = 0,2 = 1 und z = oc.
Der Vergleich von konformen Blocks an der Stelle z und an der Stelle ;=% erfordert
eine analytische Fortsetzung um den Punkt 3 = x4, d. h. x = 0 herum, und diese
Fortsetzung mufl innerhalb der Vorwértsrohre verlaufen. Es stellt sich heraus, dafl
das Vorzeichen von x4 —x3 mit dem Umlaufsinn der Kurve x — = korreliert ist:
Ist etwa x1 > x5 > 23 > 24 (0 < x < 1), so verlduft die Kurve zu =% < 0 iiber
Punkte mit negativem Imaginérteil (z3 — x4 — ie bei x3 ~ x4); dies entspricht
dem negativen Umlaufsinn um z = 0 herum. In diesem Sinne ist also die oben
genannte Relation zwischen permutierten konformen Blocks zu verstehen; in der

Tat, die Funktionen
fe(x)=y\/1£V1l—2x
erfiillen

f+(1__xm) = ¢/1+ 1ix:(1—x)—i\/\/1+x+1

= (1-2) /i)

f‘<1_—xx) -\ 1ix:(1_x)_ivm_1

= 31— x)*if+(x) (+ = sign(xy — z3)) ,

wahrend der zusétzliche Faktor x_é(l — a:)_% unter analytischer Fortsetzung in
yim 11 E .
e™s (1 —z)iz=3(1 — z)~ 16 iibergeht, insgesamt

W (x1x0m3y) = R (x1791423)

+(T—iZ

W_(x1xemgmy) = €7\2 8)W,(x1x2x4x3).

Komplizierter wird es bei der Vertauschung ,,in der Mitte“ einer N-Punkt-Funk-
tion. Zunéchst sehen wir, dafi die Singularitat bei ; = x;,; unabhéngig von denen
bei x; = x;41 (j # i) ist. Da deren Struktur die Zwischensektoren bestimmdt, ist
der permutierte konforme Block

(2, (P1)a - 8(Dir1)1 ()5 - - (On)S2)
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eine Linearkombination der Blocks

(2, (@1)a - 5(0i)y (Bin1)s - - - <(On)E)

wobei nur 4/ ein variabler Sektorlabel ist (eingeschrinkt durch die Fusionsregeln
natiirlich). Die Koeffizienten dieser Matrix (in 7,~’) sind nicht allein durch die
Werte der konformen Dimension bestimmt. Vielmehr sind sie, etwa durch Be-
rechnung der konformen Blocks und Berechnung ihres Verhaltens bei x; <> x4 1,
zu bestimmen.

Beispielsweise lesen wir fiir die Vier-Punkt-Funktionen des ISING-Modells bei
xQHx;;,xH%ab:

r(h) - 1+H:xi7(F FVI=r Vi1 Vi)

f<l) ~ i1 ios “1‘\[<\/ +VI—z4+vV—i 1—@)

T

bei analytische Fortsetzung in negativem Umlaufsinn um den Schnitt bei x = 1
herum (dies entspricht zo > z3), also

1 [Qﬁ]v (23)y | L Z vy L $2) W% (3)

16 16

mit
L) b e

und der inversen Matrix fiir zo < 3.

m\a

(M’Y’Y/>7;y’€{0,%} 6

Diese nicht-lokalen Vertauschungsrelationen treten an die Stelle der Lokalitét.
Sie sind nicht Input (wie in der WIGHTMAN-Theorie der lokalen Felder), sondern
Output der expliziten Konstruktionen der Korrelationsfunktionen.

Die Matrizen M, fiir jedes Paar von Feldern und fiir jedes Paar von ,, Randsekto-
ren“ [ und ¢ unterliegen nichtlinearen Nebenbedingungen. Die wichtigste davon
folgt aus der Assoziativitéit der Felder: denn ein Produkt von drei Feldoperatoren

a(@1)pr(92) (03)5

148t sich auf zwei verschiedene Arten durch drei Vertauschungen in die Umge-
kehrte Reihenfolge

a(93)p(92) (01)5

bringen. Die resultierenden Identitédten zwischen den Vertauschungsmatrizen

MM i My = My M M
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(wobei M; die Matrix fiir die Felder in Position ¢ und ¢ + 1 einer N-Punkt-
Korrelation ist), ebenso wie die Unabhéngigkeit von Vertauschungen, an denen
keine gemeinsame Felder beteiligt sind:

M;M; = M;M; li—j]>2

definieren eine Darstellung der Zopf-Gruppe. Wir sprechen daher von Zopfgrup-
pen-Vertauschungsrelationen bzw. Zopfgruppen-Statistik. (Die zusétzliche Rela-
tion M? = 1, die hier aber nicht gilt, wiirde die Zopfgruppe auf die Permutati-
onsgruppe reduzieren. Dies wire die iibliche (Para-)Statistik, wie sie in hoheren
Dimensionen giiltig ist.)

Fiir das Feld ¢ 1 des ISING-Modells haben wir also die Darstellung der Zopfgruppe

(3 0). e (7 ) (1)

(bis auf einen gemeinsamen Faktor ¢'5) gefunden.

Eine vollstandige Klassifikation von Darstellungen der Zopfgruppe (oder auch nur
solcher des Austausch-Typs, wie hier beschrieben) liegt nicht vor. Jedoch sind
die Darstellungen fiir die minimalen Modelle (und andere) vollstindig berechnet
worden.

80



Kapitel 5

Modelle mit Eichsymmetrie

5.1 Stromalgebren

Wir wollen weitere Klassen von lokalen chiralen Quantenfeldtheorien einfiihren,
die iiber die Algebra des Energie-Impuls-Tensors (Kapitel 2.4) hinausgehen. Als
Beispiel hatten wir bereits den Strom eines geladenen chiralen Fermions j =:¢*:
kennengelernt (Kapitel 2.3). Dieser kommutiert mit dem FERMI-Feld gemaf3

(@), v()] = —v(y)é(z —y)
& U)o = —fW)e)
& eVDy(y)e ) = e Why(y) ,

d. h. W(f) =€) implementiert lokale Eichtransformationen des FERMI-Feldes,
und der Strom ist der infinitesimale Erzeuger der lokalen Eichtransformation.
Die zugehérige globale Symmetrie ist U(1): ¢ — €™, die von Q = [ j(z)dz =
J(f) mit der konstanten Testfunktion f = 1 erzeugt wird.

Diese Situation 1483t sich leicht verallgemeineren. Eine Theorie mit N komplexen
FERMI-Feldern

{vi (2),¢;(y)} =66z —y)  i,j=1,....,N
besitzt offenbar eine globale und lokale U (N )-Symmetrie
Vi = g5 g€ UN)

(g = const. oder g = g(z)).
Die Erzeuger dieser Symmetrie sind die nicht-abelschen Strome

J* =T =T gy (5.1)
wobei T% a = 0,...,dimu(N) — 1 = N? — 1, die hermiteschen Erzeuger der
Lie-Algebra u(N) sind. Es folgen die Vertauschungsrelationen

@), ¥i()] = i) T50(x —y)
© U0, %iWl = i(y)Ay)i
& WHEL@WIH™ = i)y
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und

(@), ¥i(y)] = i (y)o(x —y)
< (), biw)] = ( )i 7 ()
& WHL@WIN™ = g7 Waviv) -

Dabei ist A(y) = Zi\ﬂg ' f.(y)T* eine Lik-Algebra-wertige Funktion und j(f) :=
[ 0_1 fa(2)7%(z)dx, sowie g(y) := e*® € U(N) die entsprechende exponen-
tierte gruppenwertige Funktion und W (f) := (/).

Die Strome sind also wieder die Erzeuger der lokalen Eichtransformationen, wobei
sich das Multiplett ¢ in der (definierenden) Vektor-Darstellung von U(N) gemés
¥ +— g und ¥* in der konjugierten Vektor-Darstellung [(¢7 )i = ri] gemiB
¥ — g** transformiert.

Die Erzeuger der globalen Symmetrie sind natiirlich

so daB
Q") =T, Q¢ = —¢*T" = —T")*

gilt. Wir haben in (5.1) und allem, was folgt, die Notation gegeniiber dem abel-
schen Fall (Kapitel 2.3) leicht verandert: dort hatten wir die Strome und Ladungs-
operatoren so gewéhlt, daf das FERMI-Feld (,,Elektron®) negative Ladung tragt:
(@, ] = —1, was der konjugierten Vektor-Darstellung® von U(1) (als Spezial-
fall von U(N) betrachtet) entspricht. Diese Konvention der negativen Ladung im
allgemeinen Fall aufrechtzuerhalten, wiirde eine Unzahl von stérenden Minuszei-
chen mit sich bringen und wurde hier deswegen aufgegeben. Durch die Ersetzung
¥ — ¢* (Ladungskonjugation C') kann man jederzeit zu ihr zuriickkehren.

Wir schauen uns zunéchst eingehender den U (1)-Spezialfall an. Wir wissen bereits

jla) = ()

~ lim (w)w*@:')—M) ,

T’ —x 21
(@), v()] = Y@z —y),
J(x),v"(y)] = =¥ (y)d(x—y).
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Den Kommutator von 7 mit sich selbst berechnen wir wie folgt:
G W) = )00 )
= it im (vt - )]
= m (W05 — ) ) + )
= I (6(z —y) = 6(z —¢)¥(y)y” (y’)

— im0 ) - 8t~ ) (v - 25 )
© lim (5 — y) — 8z — ) 2 =Y)

y'—y 2m

Der erste Limes verschwindet, da der zweite Faktor bei v/ — y reguldr ist (er
ergibt ja gerade j(y)). Der erste Faktor des zweiten Limes kann (als Distribution!)
nach 3" an der Stelle y in eine TAYLOR-Reihe entwickelt werden:

lim [(6(z —y) — 0(z —y )ALy —y)] =

Y=y
lim [0'(z —y)(y' —y)Aly —9¢)] = id'(x—y),
vy
da Ay —y) = yﬂ;f;w. Also erhalten wir den c¢-Zahl-Kommutator

[2), i) = 50" — ) .

Der U(1)-Strom ist, obwohl quadratisch in freien Fermionen, ein kanonisches freies
Bose-Feld der Skalendimension 1.
Nach Integration iiber x ergibt sich

[Q,5(y)] =

d. h. der Strom ist selber ein neutrales Feld unter der U(1)-Symmetrie, da er aus
entgegengesetzt geladenen Fermionen konstruiert ist.

In der (hoher-dimensionalen) Phianomenologie der schwachen Wechselwirkung ist
der c-Zahl-Term des Kommutators als ,, SCHWINGER-Term“ bekannt; er stellt eine
Abweichung (,Anomalie“) von der naiven Extrapolation [Q,j] =0 = [[j,j] =

0= [7,7] = 0 dar. Er muf§ natiirlich anwesend sein, da seine Amplitude die
Zwei-Punkt-Funktion festlegt:

(,5(2)j()Q) = A-Alx—y)’=
(), i) = A[A(x—y)* - Aly — x)*] = A27id' (z — y) .

Wire der Kommutator Null, also A = 0, so wére die Zwei-Punkt-Funktion Null
und mit dem REEH-SCHLIEDER-Theorem j = 0.
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Offenbar ist also stattdessen A = )2, wie auch aus der Definition berechnet
werden kann:

(€,5(2)j(y)Q2) = (Q,'W*'(ﬂf) Mﬂ" (¥)$)

= (Q,@b(w)w*(y)ﬂ)(ﬂ,w*(x) (1))
Alz—y)Alz—y) _ Az —y)
27 27 (2m)?

Wir berechnen die Vertauschun&;elatlon des Stromes mit dem Energie-Impuls-
Tensor der Fermionen T' = 5 1) 0 ¥*:

Aly —v)
21

Y=y

@), i(y)] = Maﬁmxwwwwﬁ—

= ilim { (¥ ()o(x —y) + 30 (y)d'(x — ) ¥*(¥/)

y' =y

+U(y) (=7 (y)o(x —y) + 30 ()8 (x — ¢)) }

—igg{ 8z — 1), (242 — vy ()
+0(z =40y (% - w(y)w*(y’))
awx—>+&@—yw(wwwwﬁ—ﬁ§ﬂ)}
o dim { = (0 —y) — 6 DAy - v)
10—y +8@—y)Ay -y} -

In der ersten Klammer liefert der erste Term —d(x — y) :¢'¢* : (y), der zweite
—d(x —y) ™ : (y) und der dritte ¢'(x — y) : 0" : (y). Zusammen sind diese

—j'(W)d(x — y) +j(y)d'(x — y).
Die zweite Klammer verschwindet nach TAYLOR-Entwicklung bis zur zweiten
Ordnung: Aus

! ! ! 1 / 124
Oz —y) —d(@—y) ==/ =)oz —y) + 5y —y)*8" (x —y)
und
i B 1
(y—y —ie)?  y —y+ic

Ay —y)= Aly =)
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folgt
erster Term = —§(z—y)A(y—y') + %(5”(:6 —y).
Aus

Va—y) = -y - -y -y
folgt
zweiter Term = +0'(x —y)A(y — ') — %5”(:1: —y) .
Es ergibt sich also das Endresultat

—i[T'(x),j(y)] = —09,(i(y)o(x —y))
= —j'()é(x —y)+jy)d'(x—y).

Diese Vertauschungsrelation besagt, dafl j ein priméres konform invariantes Feld
mit Skalendimension 1 ist (s. Formel (4.1)).

Da j ein freies Feld ist, lassen sich seine WICK-Produkte durch bosonische Nor-
malordnung definieren:

22 (x) = lim ( j(z)j(z") — L x—x)?
)=t (i) - A= a7)
Wir berechnen

R [ @) 0w)] = 5 lim 8~ i) + i@~ y)i(a)

= 1j(2)d (z —y)
= i(i(y)d'(x —y) = J'(Y)i(z —y)) .

Dies ist derselbe Kommutator wie [T'(x),j(y)]. Offenbar kommutiert das Feld
T — 7 :5%: mit dem Strom!

Dieses Feld ist sogar Null; dazu kann man entweder seine Zwei-Punkt-Funktion
berechnen, oder man {iberpriift, daf es sogar mit dem FERMI-Feld ¢ kommutiert.
Da die Fockraum-Darstellung des Fermions irreduzibel ist, mufl T — % 152 ein
Vielfaches der 1 sein, und da sein Vakuum-Erwartungswert verschwindet, ist es
Null.

Dies liefert die Feldrelation zwischen freien FERMI- und BOSE-Feldern

, T,
W:]Q::TZE:@/JE)@D:,

wobei j = 910" : selber quadratisch in FERMI-Feldern ist. (Die Symbole : ... : be-
deuten hier von Fall zu Fall die bosonische und die fermionische W1CK-Ordnung).
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Dieser Energie-Impuls-Tensor eines komplexen Fermions bzw. eines U(1)-Stroms
hat die zentrale Ladung ¢ = 1, wie wir schon aus Kapitel 2.4 wissen.

Wir betrachten nun die U(N)-Theorie mit N komplexen Fermionen.

Jedes einzelne FERMI-Feld v; hat ,,seinen“ U(1)-Strom j; = :¢;¢f: und ,seinen
Energie-Impuls-Tensor T; = %%Uz 0 7 :. Der totale Energie-Impuls-Tensor ist die
Summe der 7T}, da die Fermionen voneinander entkoppelt sind:

Ttotzzj_‘izéz:wiawjza
=1 =1

und hat zentrale Ladung ¢;,; = N, da die T; untereinander kommutieren und
folglich die ¢; = 1 sich addieren.

Jeder einzelne U(1)-Strom j; erzeugt die Transformation 1; — e'*1); und 148t die
iibrigen Komponenten des FERMI-Feldes invariant. Dagegen erzeugt der ,,diago-
nale“ Strom

. 1 .
]0 = \/_NZJZ

die simultane Eichtransformation (v;); — €*(1););, die der diagonalen Untergrup-
pe U(1) = {1} C U(N) entspricht. j° entspricht dem Erzeuger T° = \/1_N]I der
w(N) (mit der Normierung Tr(7T°T°) = 1) (s. (5.1)).

Es ist sinnvoll, die LiE-Algebra u(N) in ihr abelsches Ideal u(1) und die einfache
Lie-Algebra su(N) zu zerlegen:

u(N) = u(1) ® su(N)

und fiir die Erzeuger der su(N) eine Basis 7% a = 1,..., N?> — 1 mit den Struk-
turkonstanten

|:Ta’ Tb:| — Z-fabCTc

einzufiihren.

Wir wollen nun die Kommutatoren der Stréme j° und ;¢ berechnen.

Zunichst stellen wir fest, daf der U(1)-Strom j° als normierte Summe der Stréme
Ji = f - wieder die Vertauschungsrelation

@) 5W)] = 58 —y)

erfiillt. Denn die j; kommutieren untereinander, und jedes von ihnen liefert einen
Kommutator 5-0'(z —y), wobei der Faktor N, der von der Anzahl der Fermionen
herriihrt, durch die Normierung kompensiert wird.
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Als nichstes beobachten wir, daf§ j° fiir @ = 1,..., N? — 1 mit j* kommutiert.
Denn [j°(z), ¥i(y)] = Z5vi(y)d(z — y) und

@) W) = lm [f .35 () -0, )

y' =y 2

= TT;; )Y (1) (0 — ) = 3(e — o))

= tim =3 ()00 - 8, (0l ) - e~ )

i s (5,20 e = )~ e = )

= 0.

Die erste Klammer im ersten Limes ist regulér fiir 3/ — y, und die zweite Klam-
mer verschwindet. Da T als Erzeuger von SU(N) spurfrei ist, verschwindet auch
der c-Zahl-Korrekturterm.

Schlieflich berechnen wir nach demselben Verfahren die Kommutatoren der
SU(N)-Strome untereinander. Zunéchst bekommen wir

@, )] = z}iiny[w ) Ty ) - oy =)
= Jim TS {8(x — o) T ()i (v') — 8 — o) Tia() i)}
- {% -ty (s 0 - 3,20
_5(x_y/)(TbTa)ik <¢z( U (y') — din A(y2—7ry))

1
+ gTr(TaTb)(fF(x —y) —d(r —y) Ay — y’)} :
Die beiden ersten Terme liefern zusammen
8z —y)(TT" =TT « it} < (y) = ifej(y)o(z — y)

Der letzte Term (wie friiher)

iTI"(T“TI’)ZYY(SC —y) = ig“”5’(x =)

27 27
mit der CARTAN-Metrik

1
__fatsfbst

= Tr(T°T?) = o
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der SU(N). Wir haben also die SU(N)-Stromalgebra

[1(2), ° ()] = if i (y)o(z — y) + %g“”é’(fc —y).

Der U(1)-Strom j° kommutiert mit den SU(N)-Strémen und erfiillt

[1°(2).5°0)] = =0 @ —y)

T

Die resultierenden zwei Theorien, die U(1)-Strome und die SU(N)-Strome, wer-
den als unabhéngige Modelle betrachtet, da sie untereinander kommutieren. Sie
sind beide in den FOCK-Raum der N Fermionen eingebettet: das zeigt, dafl die
Darstellung auf diesem FOCK-Raum und insbesondere die zugehérigen Vakuum-
Erwartungswerte den WIGHTMANschen Axiomen (vor allem Positivitit) gentigen,
da die Fermionen WIGHTMAN-Felder sind.

Dariiberhinaus ist die Fockraum-Darstellung fiir keine der beiden Stromalgebren
irreduzibel. Vielmehr enthélt sie indquivalente Unterdarstellungen, die sich bei-
spielsweise durch die Eigenwerte des U(1)-Ladungsoperators Q = [ j%(z)dz und
das Spektrum des Energie-Impuls-Tensors unterscheiden.® So tragen Zustinde
der Art ¢(f1) - ¥(f,)2 die U(1)-Ladung ) = n und gehoren zu einem n-fachen
Tensorprodukt der Vektordarstellung von SU(N).

Vom gruppentheoretischen Standpunkt ist die Stromalgebra g in der Form

)50 = 3((Fo) + 5 Tr [ fy'da

eine zentrale Erweiterung der LIE-Algebra der g-wertigen Funktionen. Letztere
hat definitionsgeméfl die Vertauschungsrelation

[T(f), T(9)l = T(f. 9]) -

Die zentrale Erweiterung oder SCHWINGER-Term, d. h. der ¢-Zahl-Term 5= g
§'(x — y), ist natiirlich in der Quantenfeldtheorie unverzichtbar, da sie — wie im
Falle der VIRASORO-Algebra — die Ampitude der Zwei-Punkt-Funktion angibt.
Ein allgemeiner Ansatz fiir zentrale Erweiterungen, der natiirlich der JACOBI-
Identitat geniigen mufl, ergibt, dafl die Form

ko w
¢ 6/ _
1590 (z —y)
die einzig mogliche lokale Erweiterung ist, wobei k (der ,,Level“) ein Operator ist,
der mit allen Stromen kommutiert und in der (definierenden und irreduziblen)
Vakuumdarstellung eine reelle c-Zahl ist.

!Die genaue Spezifizierung der Quantenzahlen, die die infiquivalenten Darstellungen (posi-
tiver Energie) der nicht-abelschen Strom-Algebren charakterisieren, erfolgt in Satz 5.1.
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Stromalgebren zu hoherem ganzzahligen Level k£ € N lassen sich aus der bereits
durch die obige Konstruktion (,,Quark-Modell*) bekannten Level-1-Theorie ganz
einfach konstruieren:

Man betrachtet k& Kopien der Level-1-Stromalgebra Ty @ = 1,...,k, die auf
HILBERT-Réumen #,) operieren. Die Strome

k
Ja;:Z][(g)...@)jga)@...@]I
a=1

operieren auf H = ®§:1 H (o). Ihre Vertauschungsrelationen sind gerade die einer
Stromalgebra zum Level k, da sich die zentralen Terme der einzelnen Kommuta-
toren [jf,), jé’a)] addieren.

Dieselben Strome J* kann man auch auffassen als die Strome der Untergruppe
Diag(SU(N) x --- x SU(N)) C SU(kN). Die Strome der Gruppe SU(kN) ope-
rieren auf dem Fock-Raum von kN Fermionen Hyy = (Hy)®*. Die Erzeuger
der LIE-Unteralgebra sind T @ T = > T¢, C B _, su(N) C su(kN); die ent-
sprechenden Strome sind genau die oben angegebenen.

Die Strome j* zum Level k seien primére Felder der Skalendimension 1 zu einem
Energie-Impuls-Tensor T'. (Diesen werden wir spéter konstruieren.) Die Vertau-
schungsrelation

[T(z),j(y)] = —ij”(y)o(x —y) +ij*(y)d' (z —y)
= ij(x)0'(x —y)

iibersetzt sich fiir die FOURIER-Anteile

~ 1 7
) = g S gi= [ i) e
in die Vertauschungsrelation
[Lnujzl] = _mjzl—i-n :

Insbesondere sind j¢ Auf- bzw. Absteigeoperatoren fiir Ly, wenn m < 0 bzw.
m > 0 ist. Ein Grundzustand einer Darstellung positiver Energie muf3 also von
J& mit m > 0 annihiliert werden.

Die lokale Vertauschungsrelation der Strome untereinander wird zu

[J%JZ] - Z.fabcjﬁwn + kgabm5m+n,0 .

In dieser Form ist die Algebra als KAC-MOODY- oder affine Lie-Algebra bekannt.
Offenbar ist die globale Lie-Algebra g durch ihre Erzeuger



in der affinen LiE-Algebra enthalten. Da Q¢ = j§ mit Ly kommutiert, bilden
alle Eigenrdume von Ly Darstellungen der Lie-Algebra g. Insbesondere bilden
die Grundzustidnde von Lj eine Darstellung Dy von g. In Analogie zu der Kon-
struktion der VERMA-Moduln der VIRASORO-Algebra kann man Moduln der
KAc-Mooby-Algebra aus einem Multiplett von Grundzustédnden |A,h) kon-
struieren mit Lg|A,h) = h|A k), Q%A h) = D%|A,h) (d. h., Q* operiert auf
dem Multiplett von Grundzustdnden wie eine Matrixdarstellung von g) sowie
L,|A,h) =0 = 7% A, h) fir n > 0 und deren Positivitéitseigenschaften studieren:
Moduln fiir verschiedene A und h sind automatisch orthogonal zueinander, denn
alle Skalarprodukte lassen sich durch Anwenden der Kommutator- und Anni-
hilationsregeln auf Skalarprodukte

(’Alﬂ h/>7 POI(Q“, LO)’A? h))

zuriickfithren. In einer irreduziblen Darstellung der KAc-MooDY-Algebra ist

folglich auch die Matrixdarstellung A von g auf den Grundzustdnden irreduzi-
bel.

Wir betrachten nun die Stromalgebren zum Level £ als eine Familie von neuen,
unabhéngig von irgendwelchen Fermionen oder etwas anderem gegebenen, lokalen
Algebren. Der Parameter k£ € R sei zunéchst offen, wobei wir bereits wissen, dafl
alle £ € N eine HILBERTraum-Realisierung durch WiGHTMAN-Felder besitzen
(Quark-Modell). Wir stellen uns die Frage, ob es vielleicht andere Werte von k
gibt, fiir die solche Realisierungen existieren. Die Antwort gibt der

Satz 5.1 In einer irreduziblen Darstellung positiver Energie der SU (N )-Stromal-
gebra ist k € N, und die Grundzustinde transformieren sich in einer irreduziblen
Darstellung A von su(N), deren hiochste Gewichte \ im ,\WEYL-Alkoven*

N-1
A=>"Nei  mit €0, kund Y N\ <k
=1

liegen. e; sind die fundamentalen Gewichte (1,0,...,0,—1,0,...,0). Fir SU(2)
lautet diese Bedingung 21 < k, wobei I der Isospin der Darstellung A ist.

Beweis: Da k zentral ist, ist es in einer irreduziblen Darstellung eine Zahl. Die
Positivitat der Norm von j%;|A, h) verlangt k£ > 0. Es sei nun der Einfachheit
halber G = SU(2), und die Grundzustiande seien |I,m,h) mit —1 < m < I.
Nun enthélt die KAc-MooDY-Algebra, neben der globalen, eine weitere su(2)-
Unteralgebra, ndmlich X+ = ji, X* = j8 + £ X= = j7, (j* = \%(],ﬁ +ij2)),
(X, X7 = X3 [X3 X*] = £X*.

Beziiglich dieser Unteralgebra ist jeder Basisvektor |1, m, h) ein Hochstgewichts-
vektor von su(2), denn er wird von X annihiliert, und Eigenvektor von X3 mit
Eigenwert m + g Das iibliche su(2) Argument zur rekursiven Berechnung von
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Abbildung 5.1: WEYL-Alkoven (fiir SU(3))

|

|(X )T, m,h)|> > 0 verlangt m + & = s € 5Ny (der Isospin bzgl. X*). Es
folgt k = 2(s —m) € Z und m > —%. Da zu jedem Isospin I alle Eigenwerte
—I <m < I vorkommen, mufl I < g sein.

Fiir andere Gruppen betrachtet man dasselbe Argument fiir alle eingebetteten
su(2)-Unteralgebren. Es folgt, daf die Darstellung A bei Einschrankung auf su(2)
nur in Unterdarstellungen des Isospin I < g zerfallen darf. Dies liefert nach einer
Analyse im Detail die Behauptung.

Die Stromalgebra des Quarkmodells kommutiert mit den definierenden Fermio-

nen geméaf

[ (2), ¥(y)] = Y )T"6(x —y) .

Analog zu der Situation beim Energie-Impuls-Tensor erwarten wir fiir die Sek-
toren mit Grundzustands-Darstellung A primére Felder, die diese Sektoren aus
dem Vakuum erzeugen. Diese sollen die primire Vertauschungsrelation mit den
Stromen

(), Ya(y)] = ¥a(y) Da(T*)d(z — y)

und gleichzeitig die fritheren priméren Vertauschungsrelationen mit dem Energie-
Impuls-Tensor mit h = h(A) (s. Formel (5.2)) erfiillen. Der Begriff ,,primér* wird
hier jetzt relativ zu der Stromalgebra und ihrem kanonisch assoziierten Energie-
Impuls-Tensor (s. Kapitel 5.2) verstanden.

Nullzustdnde in den (verallgemeinerten) VERMA-Moduln fiir Kac-Moobpy-Al-
gebren fithren dann auf gekoppelte lineare Differentialgleichungen fiir die Korre-
lationen der Komponenten von 5, die durch die Darstellungsmatrizen D} ge-
koppelt sind. Auch solche Differentialgleichungen kann man systematisch (etwa
durch Linienintegrale) l6sen. Die Mehrdeutigkeit der Losungen fiihrt wieder auf
Austauschfelder und Austauschalgebren, in voller Analogie zu der Situation beim
Energie-Impuls-Tensor. (Tatséchlich ist das Konzept der Austauschfelder ganz
modell-unabhéngig aus der algebraischen Quantenfeldtheorie herleitbar [6].)
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5.2 SUGAWARA-Formel

Wir wollen nun den Energie-Impuls-Tensor studieren. Wir haben oben stillschwei-
gend vorausgesetzt, dal auf dem irreduziblen Darstellungsraum der SU(N)-Le-
vel-k-Stromalgebra auch ein Energie-Impuls-Tensor mit den gegebenen Vertau-
schungsrelationen existi(e_r)t. Man sieht aber leicht, daf der ,,fermionische“ Energie-
Impuls-Tensor %Z :p; 0 F: nicht auf einem irreduziblen Darstellungsraum der
Stromalgebra existiert. Denn dieser transformiert auch die U(1)-Strome. Wegen
der Entkopplung der U(1)- und SU(N)-Strome ist aber die Vakuumdarstellung
der U(N)-Algebra ein Tensorprodukt 7y ® msy, und der fermionische Energie-
Impuls-Tensor mufl auf beiden HILBERT-Radumen Hy ® Hgy operieren.
Beispielsweise fiir N =2 und k£ = 1 wissen wir bereits, daf3

] —
S 0 =T =i
also
™ . . . . . .
Trermi = Ti + To = 5 [: (i +2)% (G — g2 = (GO 4w (5%

wobei der erste Beitrag der Energie-Impuls-Tensor der U(1)-Theorie ist und
folglich der zweite Beitrag, der auf dem HILBERT-Raum Hgy definiert ist, der
Energie-Impuls-Tensor der SU(N)-Strome ist. Eine solche elementare Zerlegung
funktioniert noch fiir beliebige N bei Level k = 1, jedoch nicht fiir hohere Level.
Denn der fermionische Energie-Impuls-Tensor enthélt alle diagonalen Strome der
einbettenden U(k - N)-Theorie, wihrend auf dem HILBERT-Raum der SU(N)-
Theorie nur die speziellen Linearkombinationen

k

Zj“’iEZ]I@...@ja@...@]I

i=1

entsprechend X* ® 1 operieren.

Die folgende Formel liefert stattdessen einen , kanonischen“ Energie-Impuls-Ten-
sor fiir jede (einfache) Stromalgebra zu beliebigem Level k, der offensichtlich auf
jedem Darstellungsraum dieser Algebra definiert ist.

Satz 5.2 (SuGAWARA-Formel) Das WIGHTMAN-Feld

T
T= w507
ket NJab T

kommutiert mit 3¢ gemdf

—i[T(x),7(y)] = =)oz —y) +j*(y)d'(z —y)
= —0,(j*(y)d(x —y))
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und mit sich selbst wie ein Energie-Impuls-Tensor mit zentraler Ladung

K(N? — 1)
k+ N

(Fiir andere einfache LiE-Algebren ist (N* — 1) durch die Dimension der Gruppe
und k + N durch k + hY zu ersetzen, wobei h" die duale COXETER-Zahl der
Lie-Algebra ist.)

In einer Basis, in der g4, diagonal ist, treten in der SUGAWARA-Formel nur normal-
geordnete Produkte :j%7¢: auf. Diese werden nach der iiblichen WicKschen Vor-
schrift durch Subtraktion des Vakuumerwartungswertes definiert, denn die Ver-
tauschungsrelationen von j* — und damit auch die Singularitdten von j*;* — sind
die eines freien Feldes. Dieselbe Vorschrift versagt aber fiir : j%5°:, wenn f%, # 0
ist, denn der nichtabelsche Anteil der Vertauschungsrelation von [j¢, %] zeigt,
dafl die Korrelationsfunktionen weitere singulidre Terme enthalten miissen, deren
Differenzen bei Umkehrung der Operator-Ordnung gerade diese Kommutatorter-
me liefern. Die ,richtige“ Normalordnungsvorschrift fiir nichtabelsche Strome ist
daher

kgab . ifabcjc<l')—

' —x

.a b . .a byt -z
: () := lim z)j(x) — ———
i) = i () - S
wobei die Ersetzung j¢(z) — j°(2’) im letzten Term einen reguléren Zusatzterm
f®.j(x) produzieren wiirde. Wegen der Kontraktion mit g ist diese Willkiir

der Definitionen von :5%5%: in der Definition von 7T irrelevant.
Wir berechnen den Kommutator von 7" mit j:

(a5 ), J<(

. k. .
= hm gab{ if*qi%(x)6(z — y) + i5-9 8 (z — y)) 3°(2)

+j%(x) <Zfbcdj (2)(z" —y) + 'Qk 9“5’(:6/—?/)) }

(da gabfabe = 0)
= ga (if*a 5% (@) +if*0 5% () 6(z — y)

+ gay lim {z’f‘“d (if‘”’eje(:v)% +g" (W) ) (x )

+if"y (z’fadeje(x).A(xZ; ') + g <A($2; x’)> ) 5(z' — y)}

K c /
+Z%2j ()8 (x —y) .
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Die erste Zeile verschwindet (nach Umbenennung der Indices im zweiten Term
a—d,d— b, b a) wegen

9abfa+ gaaf b= fra+ fd>=0.

In der zweiten und dritten Zeile verschwinden die A2-Terme, da z. B.

Jar f*a9™ = g f*" =0 .

Die Koeffizienten der jA-Terme sind (JACOBI-Identitét)

ganS“af®e = (=) (=fYagse) = 2Ng7 gje = 2NO;
ganf*Cafe = —2NO,

also erhalten wir fiir diese Terme zusammen

Ax — ') N

2N () S 3w — ) = 80! — ) =i @) (e — )

Der gesamte Kommutator ist damit

EER @) ) = S (i )0 — ) + )~ )

™

Also erfiillt T' die angegebene primére Vertauschungsrelation mit j. Fiir den Kom-
mutator [T, 7] berechnen wir

|:T<:C>7gab :jajb: (y)} =
= gap lim {=i0, (j* ()" (v')3(x = ) = i, ()" (y')3(x - y')) }

- gab{ — i@y(:j“jb: (y))o(x —y) 4+ 2i :5%°: (y)d' (z — y)

ik lim {ay <<A(y2; y’))2 (e y)>
(B2 )}

Im letzten Term mit gq,¢?° = dim G = N? — 1 entwickeln wir

oz —y) =
:5(x—y)+(y—y’)6’(x—y)+(y_y) 5//(

— "3
(y y) 5///(
2

x—y)—l— 6

T —y)
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und ordnen nach §®) (x — y):
k(N?—1) (0 —y) o d—y)\ _
(2m)? (ay =7 M- y’)Q) -
_ ik(N2—1)<_25(x—y)_5’(x—y)+ 2

(2m)? —v)2 w-y)?* Wy-y)?

(86 =)+ = =)+ U 0=+ U g0 )

- m (5’(36 —y)+(y—y)0"(x —y)+ MW(I - y)) )
oy B (L) - = s My
Nach Skalierung mit 5 ergibt sich der Kommutator
~i[T(@), T(y)] = ~T'()o(x — y) + 2T ()8 (@ ~ y) = 56" (@ ~ )
mit ¢ = k(]ivjj;l).

Die Zerlegung des SUGAWARA-Energie-Impuls-Tensors in seine FOURIER-Kom-
ponenten ergibt die Formel

Gab .a b
L,=—"—— E : .
2k +N) | L

wobel

GavigJn, Tir na>my

L0 gb
gab ']nljnz ‘ { gabjfmjgl ful“ n2 < nl

(Zusétzliche Beitriige der Form f*.js ., fallen wegen der Kontraktion mit gg
nicht an.) Insbesondere wird

1 1
Lo — —nNanNb ca b
0 k+Ngab <2Q Q +Z]—n]n> ?

n>0

wobei C' = % Jap@?Q® der quadratische Casimir-Operator von SU(N) ist.
In einer irreduziblen Darstellung A habe C' den Eigenwert Cy. Dann hat L, auf
den Grundzusténden |A,m) den Eigenwert

= kN
SU@2)  1(1+1) (5.2)
- k+2
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Entsprechend erhélt man fiir den U(1)-Strom

1 . 1 .
Lo=3 > ndn:  und Lo = 5@+ > Jnin
ni+ns=n n>0
sowie
1
h==¢
2@ )

wenn der Grundzustand die Ladung ¢ tragt (Qlq) = ¢|q)).
Auf demselben Fock-Raum von kN Fermionen (Quarkmodell) sind also drei
Energie-Impuls-Tensoren definiert:

Trermi mit cp=kN (¢ =1 fur jedes komplexe Fermion)

j}Kl) mit Cy =1
. 2—
TBU(N)k mit cg ::E%;EVQ

Die beiden letzten kommutieren untereinander. Ihre Summe T ist wieder ein
Energie-Impuls-Tensor mit ¢ = ¢y + cg, der mit allen (U(1)- und SU(N)-)
Stromen dieselben Vertauschungsrelationen erfiillt wie Tx, also kommutiert Tp —
T mit diesen Stromen und auch mit T, da T aus den letzteren aufgebaut ist.
Aus [Tp,T| = [T, T] und der Kenntnis von [Tp,Tr| und [17,7] kann man den
Kommutator [Tp — T,Tr — T| bestimmen und findet, dafl Tr — T" wieder ein

Energie-Impuls-Tensor ist, dessen zentrale Ladung cp — ¢ ist. Fiir £ = 1 ist
cF—c:N—l—]X,ZJ:ll =0,also Tr — T =0,
Tr =Tyq) + Tsuwy, - (5.3)

Da andererseits Tr = > T; ist, kann Tr auch ausschlieBlich aus den diagonalen
Stromen aufgebaut werden (T; = 7 : j2:). Es folgt z. B. fiir SU(2) (und leicht
verallgemeinerbar auf SU(N)):

Zga:J" = Tp— Ty
= m:(jf +73 — (%))
. : . 5.4
= w0 - () o0
= m:(5%)%:,

da j° = Z5(ji +j2) und j* = —=(ji — ja2).

Die nichtabelsche SUGAWARA-Formel kann also durch eine abelsche Formel er-
setzt werden, die nur Strome einer CARTAN-Unteralgebra enthilt. Da die Wahl
der CARTAN-Unteralgebra beliebig ist, ergeben sich nichtriviale Identitéten fiir
SU(2). Diese Ergebnisse gelten nur fiir Level £ = 1, aber beliebige N.

Wir bleiben beim Quarkmodell, der Einfachheit halber fiir SU(2). Die FERMI-
Felder in der Vakuum-Darstellung besitzen die FOURIER-Entwicklung

&z(z) = Z ann—% )

n€Z+%
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die wie Auf- und Absteigeoperatoren fiir den fermionischen Energie-Impuls-Ten-
sor wirken:

(L Fermi0, Yin) = —Nin .

Insbesondere annihilieren 1); ,~ den Vakuumvektor. Die niedrigsten ,,angeregten*
Zusténde sind die Dubletts

wi_%Q sowie 1 Q)
) 2, B)
(Lpermio = %), die Singletts

S N T T B (MY P TR T )

1
2

sowie das Triplett
Y R R S T (VR TTTo A o

(alle mit Ly = 1). Die Dubletts tragen U(1)-Ladung —1—\% und —\%, die Singletts

+v/2,—v/2 und 0, das Triplett @ = 0. (Beachte: Die Normierung von j° =
\%( J1+ jo) skaliert die ,,Elektronenladung” auf \%')

Der Vakuumvektor (s = 0,Q = 0, hp = 0) wird natiirlich von allen j%_, annihi-
liert und ist ein Grundzustand sowohl fiir die U(1)-Stromalgebra als auch fiir die
SU(2)1-Stromalgebra.

Es ergibt sich fiir die U(1)- und SU(2)-Energie-Impuls-Tensoren

hU:O und hSUZO.

2
fiir beide Stromalgebren, da j, den Eigenwert von Lpo nur um ganze Zahlen

verringern kénnen. Unsere Formeln ergeben

Die beiden Dubletts (s = ,Q = i\%,h}? = 1) sind ebenfalls Grundzustinde

hU = Z und hSU = le .
Die zweifach geladenen Singletts erweisen sich ebenfalls als Grundzustédnde der
U(1)-Stromalgebra (¢ = v/2 = hy = 1) und der SU(2)-Stromalgebra (s = 0 =
hSU = O)
Das neutrale Singlett ist von der Form j°,Q: Es ist ein Grundzustand fiir die
SU(2)-Strome (hgy = 0) und ein angeregter ¢ = 0-Zustand (hy =0+ 1 = 1) fiir
die U(1)-Strome.
Das neutrale Triplett ist von der Form j%,€: Es ist ein Grundzustand fiir U(1)
(Hy = 0) und ein angeregter Zustand in der (s = 0)-Darstellung von SU(2)
(hsu =0+1=1).
In jedem Fall ist hp = hy + hgy. Offenbar sind beide Darstellungen s = 0 und
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= % der SU(2);-Strome in der Fock-Darstellung der Fermionen enthalten,
ebenso wie alle Darstellungen der U(1)-Stréme mit ¢ = \%, n € Z. Der gesamte
Fock-Raum zerfillt in eine direkte Summe

F=@H.oH) & P H.0H,),

ne27 ne2Z+1

wobei H,, die irreduziblen Darstellungsrdume der U(1)-Stréme mit ¢ = \/Li sind
und H,_, 1 die irreduziblen Darstellungsrdume der SU (2) mit Grundzusténden
des Isospins s.

Das FERMI-Dublett ¢; interpoliert zwischen Darstellungen (n,0) — (n + 1, 3)
sowie (n, 1) — (n+1,0), da es selbst die Ladung ¢ = 5 und Isospin s = % trégt.

Es ist also ein Tensorprodukt von Austauschfeldern

)

Vi = n41(@)n © |1(di)o + o(i)1
wobei das Symbol ® fiir das p-Produkt [24] (Tensoren als Operatoren, punktweise
Multiplikation als Distribution) steht.

Diese Zerlegung ist (wegen LEIBNIZ-Regel und Additivitat von h) konsistent mit
den priméren Vertauschungsrelationen mit 7" (und mit j. Sie kann explizit durch
Vertexoperatoren angegeben werden).

Entsprechendes gilt fir U(1) ® SU(N) C U(N). Der Fock-Raum triagt alle
U(1)-Darstellungen mit g = \/"—N, n € 7, sowie alle nach dem Satz zuldssigen
Level-1-Darstellungen von SU(N);. Der FOCK-Raum von kN Fermionen trigt
alle Darstellungen von SU(N)j (siehe Kapitel 5.4).

5.3 Coset-Konstruktion

Wir haben gesehen (beispielsweise in Formel (5.3)), daf nicht nur die Summe
zweier Energie-Impuls-Tensoren einen neuen Energie-Impuls-Tensor 77 + 715 der
Ladung ¢; 45 erzeugt, falls [T, T3] = 0, sondern dafl auch die Differenz T} —T5 ein
Energie-Impuls-Tensor der Ladung ¢; — ¢, ist, falls [T1(x), To(y)] = [Ta(z), T2(y)].
Das Argument (s.0.) ist

1) =15, Ty = T5) = [Ty, Th] — [Tz, Th] — [Th, 1o + [T, T3]
= [, Th] - [T3, T3]

(Ty + 1) — (Ty + )

(Th = T2) + (a1 — c2)

wobei T; und ¢; symbolisch fiir die Operatoren und c-Zahl-Anteile des Kommu-
tators stehen.
Weil die Summenvorschrift die zentrale Ladung nur vergroflern kann und alle
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SU(N)i-SUGAWARA-Energie-Impuls-Tensoren ¢ > 1 haben, kann man damit
nicht in den interessanten Bereich ¢ < 1 eindringen. Durch die Differenzbil-
dung ist dies jedoch moglich. Es stellt sich die Frage, wie sich die Bedingung
[Tl - TQ, TQ] = 0 erfiillen 1a8t.

Es seien ji SU(2)-Strome zum Level & und j§ solche zum Level ¢. Dann sind
J* = ji + j¢ solche zum Level k + ¢, die auf dem Produkt-HILBERT-Raum defi-
niert sind.

Es seien Ty = 775 gav L gagh e T, = 743 Yab L jdge s und T = 7o Jab JeJgb
die zugehorigen SUGAWARA-Tensoren. T}, bzw. T; haben die kanonischen Vertau-
schungsrelationen mit ji bzw. j,, also hat T} + T, die kanonische Vertauschungs-
relation mit jx + j, = J. Aber T hat konstruktionsgeméfl dieselben Vertausch-
nungrelationen mit J, und T} + T, — T" kommutiert mit J und folglich auch mit
T. Dann ist T, = Ty, + T, — T ein Energie-Impuls-Tensor mit ¢ = ¢ + ¢/ — Ciuy-
Fiir £ = 1 ergibt sich ¢ = 25 +1 — S(Iﬁ;) =1- m. Dies sind genau die
Werte, die nach der FQS-Klassifikation unterhalb ¢ = 1 zuléssig sind.

Dieser Energie-Impuls-Tensor T, operiert auf dem Tensorprodukt der HILBERT-
Réume einer Level-k- und einer Level-1-Theorie und ist damit manifest positiv
definit. Bettet man ihrerseits die Stromalgebra in FOCK-Raume von 2k und 2
Fermionen ein, so ist 7, sogar auf dem Produkt-Fockraum von 2(k + 1) Fer-
mionen definiert. Dieser enthélt alle FQS-Darstellungen mit primérer Dimension
h = hy4(c) von T,.? Damit ist die Existenz all der durch Satz 4.1 nicht ausge-
schlossenen Darstellungen gezeigt.

Die beschriebene Konstruktion (von GODDARD, KENT und OLIVE) wird als
Coset-Konstruktion bezeichnet. Sie ist vielfiltig verallgemeinerbar. Thr liegt das
folgende Schema zugrunde. Es sei H C G eine Inklusion von halbeinfachen kom-
pakten LIE-Gruppen. Bei GKO ist G = SU(2) x SU(2) ein Produkt von zwei
einfachen kompakten LIE-Gruppen, und H = Diag(SU(2) x SU(2)) = SU(2)
ist die darin diagonal enthaltene SU(2). Es seien j(© die Stréme von G zu ei-
nem gegebenen Level (bei GKO: Level (k, 1) fiir die beiden einfachen Faktoren)
und 7 die darin enthaltenen Strome der Untergruppe H; deren Level ist dann
fixiert (k+1 bei GKO). Seien 7@ und T") die SUGAWARA-Tensoren. Dann ha-
ben sowohl T(%) als auch T dieselben Vertauschungsrelationen mit j#), und
[T — W) ()] = (. Diese Vertauschungsrelation kann auch so interpretiert
werden, dal T — TWH) = T, invariant ist unter den von j#) erzeugten loka-
len Eichtransformationen der Algebra j(@). Der Coset-Energie-Impuls-Tensor 7,
gehort zu den Eichinvarianten einer lokalen Eichsymmetrie. (In der Regel wird es
neben 7, noch weitere Eichinvariante geben.)

Es kann auch vorkommen, dal T, = 0 ist. Solche Inklusionen heiflen , konforme
Einbettungen®. Sie sind offenbar durch die Bedingung ¢(©) — ¢#) = 0 vollsténdig

2siehe Kapitel 5.4

99



charakterisiert. Dies passiert regelmafig bei SU(N ), x SU(N), C SU(k-N);, da

_(k:N)Q—l_k;(NQ—l)_N(k?—l)_O
kN +1 N+ k N+k

Es passiert auch fiir eine bestimmte Einbettung von SU(2) C SU(3), die durch
die dreidimensionale Spin-1-Darstellung von SU(2) gegeben ist. Bei dieser Ein-
bettung vervierfacht sich der Level von SU(3), als Level von SU(2) gesehen, weil
sich die Metrik skaliert: die PAULI-Matrizen mit g% = Tr(TT") = 26*° werden
durch die Matrizen (X)y. = 2e4p. mit Tr(X*X?) = 857 in SU(3) eingebettet.
Fiir SU(2), € SU(3); erhélt man dann wieder

8§ 12 _ 0

c=—-——

4 6

Obwohl die einbettende und die eingebettete Theorie verschieden sind, haben
beide denselben Energie-Impuls-Tensor. Die Gleichheit der durch unterschiedliche
SUGAWARA-Formeln gegebenen Felder ist ein weiteres Beispiel fiir nichtlineare
Identitdten in Stromalgebren (,Nullfelder”; s. a. (5.4)).

5.4 Charakter-Argumente

Stromalgebren enthalten mit den Operatoren Q?, den Erzeugern der CARTAN-
Unteralgebra von g, und mit Ly eine Menge untereinander kommutierender Ope-
ratoren. Diese Operatoren kénnen deshalb in jeder Darstellung simultan diago-
nalisiert werden und so zur Charakterisierung der jeweiligen Darstellung benutzt
werden. Das Charakterfunktional

X=(t, ;) = Tr, <675(L0+ZhiQi))

L I

h,m?

gibt also Auskunft iiber die Vielfachheit N(h,m") der simultanen Eigenwerte h
von Ly und m’ von Q' (physikalische Interpretation im Sinne der statistischen
Mechanik: x, = Zustandssumme, § = inverse Temperatur, h; = Magnetfelder,
h = Energie, m’ = magnetische Momente).

Man konnte auch Casimiroperatoren als weitere kommutierende Operatoren hin-
zunehmen, um Auskunft zu erhalten, zu welcher Darstellung von SU(2) etwa ein
Eigenwert m von Q® gehort; jedoch sind solche Funktionale nicht mehr mathema-
tisch kontrolliert. Die angegebenen Charaktere sind durch gruppentheoretische
Formeln als gewisse JACOBIsche Theta-Funtionen ausdriickbar; fiir SU(2) hat
man (Level k, primérer Isospin s):

ZnEZ [Q(k + 2)n + 2s + 1]q . thtn((k+2)n+2s+1)

(k) _
Xs (t7Q) - n(2n
Sez n + 1], - 707D
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N _N
und h = S(;I;), wobei [N], := q;%:z—%z und daher 2] + 1], =q¢ '+ ¢ T 4+ +
¢4 = an:_ ;¢ den Beitrag eines vollen Isospin-/-Multipletts signalisiert.

Schrankt man eine irreduzible Darstellung auf eine Unteralgebra ein, so wird sie
in der Regel reduzibel werden. Da die Spur additiv ist bzgl. der direkten Summe
von Darstellungen, mufl der Charakter der irreduziblen Darstellung gleich der
Summe der Charaktere der Darstellungen der Unteralgebra sein.

Dieses einfache Argument erlaubt es in vielen Fillen, die Zerféllung (,,branching*)
von Darstellungen bei Einschrinkung exakt zu kontrollieren. Sie liegt den Be-
hauptungen in Kapitel 5.2 und 5.3 iiber das Auftreten aller Level-k-Darstellungen
im Quark-Modell bzw. aller FQS-Darstellungen in der GKO-Coset-Konstruktion
zugrunde.

Einige einfache Beispiele sollen das Verfahren illustrieren.

Wir betrachten zunéchst ein einzelnes reelles FERMI-Feld ¢ mit der FOURIER-
Zerlegung

&(Z) = Z Qpn'zini% .
nEZ-i-%

Die Moden ,, mit n > 0 annihilieren das Vakuum; die Moden %, mit n <

0 erhéhen den Eigenwert von Ly um —n = %, %, .... Wegen der Anti-Vertau-
schungsrelation (PAULI-Prinzip) ist ¢,¢, = 0, und die Vektoren v, - - - ¢,,, Q mit
0 > n, > --- > ng bilden eine Basis von Eigenvektoren von Ly mit Eigenwerten
—ny — - -+ — n,. Die Zustandssumme TrF(e*BLO) im Fock-Raum ist also gleich
Trp (e7770) = H (1+1t") =: Pp(t) (t=e"),
13
n=z,5,.

wobei jeder Term ¢"! - --t"™ genau einem Eigenvektor wie oben entspricht.

In einem System von zwei reellen (= einem komplexen) FERMI-Feldern kann jede
»Frequenz® n durch die Operatoren 1, 91, V2, und ¥ s, bzw. durch die
Operatoren 1, ¥, ¥ und ¥, maximal zweifach angeregt sein, wobei es zwei
Moglichkeiten der einfachen Anregung gibt. Die Zustandssumme ist in diesem

Fall
Trp (e?0) = [ @+2"+ = [ @+ =Pp(t)*.

_13

13
n*iviv'“ n*i)ﬁr“

Dieses einfache Potenzgesetz spiegelt die Tensorprodukt-Struktur des FOCK-
Raumes zweier freier Felder sowie die Additivitdt der Energie (hier: Lg) wider.
Will man gleichzeitig die Ladung, etwa durch ein angelegtes (,,elektrisches®) Feld
FE kontrollieren, so tragen alle FOURIER-Komponenten von @ mit ¢ = 1 zur
Gesamtladung @), und ¥* mit ¢ = —1 bei; also ist

Trp (e PRt = T +2"+ 27" +17) (2=

= H(1 + Ztn)<1 + ziltn) = Xkompl. F-(Zv t) :
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Hierbei liefern alle Beitriage 27 die Zustéinde der Gesamtladung (Q)) = ¢. Es gibt
die bemerkenswerte JACOBIsche Dreifachprodukt-Identitét

H(l + Zw2r—1)<1 + Z—1w2r—1)(1 . w2r) — quwzp '

reN qEZ

Setzt man hier 2r — 1 = 2n und t = w?, so folgt

Tr (e—ﬁ(Lo—l—EQ)) — Z thép(t) 7

qEZ

wobei p(t) = [],cn(1 — ")~ die kombinatorische Zustandssumme (vgl. Kapitel
4.4) ist. Letztere ist gleichzeitig die Zustandssumme des kanonischen Bosg-Feldes
7 mit FOURIER-Komponenten

J= Zjnz_n_l )

nez

da alle Moden j,, n € —N, mit beliebiger Besetzungszahl auftreten konnen:
Tr (e Pt0) = p(t) .

Der Vergleich der geladenen fermionischen Zustandssumme und der bosonischen
Zustandssumme ergibt, dafl der neutrale Sektor () = 0 der ersteren genau durch
die letztere gegeben ist. Jedem neutralen Eigenvektor von Ly im fermionischen
Fock-Raum entspricht genau ein Eigenvektor von Ly im bosonischen FOCK-
Raum. Diese Eigenschaft wird als ,,Bosonisierung® bezeichnet. Sie bedeutet, dafl
alle neutralen Kombinationen von FERMI-Feldern auch durch den Strom j ausge-
driickt werden konnen. Dies gilt nicht nur im neutralen Sektor, der den Vakuum-
Zustand () enthélt, sondern auch in jedem anderen Ladungssektor () = ¢. Denn
der Grundzustand von Lj in einem solchen Sektor des Stromes j hat, wegen der
SUGAWARA-Formel (Kapitel 5.2) den Eigenwert Ly, = %, wahrend das Anre-
gungsspektrum wieder durch dieselbe kombinatorische Zustandssumme p(t) ge-
geben ist:

Tro—, (e77'0) = tgp(t) :

Dies ist genau der Beitrag zu z? in der fermionischen Zustandssumme.

Die Verhiltnisse werden komplizierter mit N komplexen Fermionen. Wir betrach-
ten N = 2 der Einfachheit halber. Das Fermionen-Dublett ¢;, i« = 1, 2, trigt die
Quantenzahlen ¢ = 1 (,,elektrischen Ladung“) und m = +%, —% (,,Isospin“ oder
,magnetisches Moment*). Die Zustandssumme ist, analog zu dem vorherigen,

Tr <6—B(L0+EQ+HQ3)> _

= H (1+ zq%t”)(l + zq’%t")(l + z’lq%t”)(l + z’lq’%t”)

_13
nN=35,5,.

= X2 kpl. F.(Za Q7t) (CZ - e_BHat = 6_67 z = e_ﬁE) .
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Dies ist offenbar gleich

1 1

X2kl F.(2,0,1) = Xipl 7.(2¢2, ) Xip1 7.(2¢ 2, 1)

- Z(zq%)”ltnzip(t)Z(zq‘%)”ztép(t)

n1€Z no€Z
ni4ng  PATN2 nf+n3 9
= g z g z t 2 p(t)*.
n1,n2€Z

Der neutrale Sektor hat die Zustandssumme (Beitrage ny + ng = 0)
Trog (6—B(L0+EQ+HQ3)> _ Z (1) .
neZ
Wir organisieren die Beitrédge ¢ zu vollstdndigen Multipletts:

ne”L neN

= > [n+1] (¢ — 0t

n€eNg

(Beweis: Koeffizientenvergleich fiir " bzw. ¢" 4+ ¢~ = [2n. 4 1], — [2n — 1],) und
finden

Trg-o (6‘5(L°+EQ+HQ3)> = p(t) - (Z [2n +1], (¢ - t‘”+1)2)p(t)> :
n€Ng

Der erste Faktor ist gleich der bosonischen Zustandssumme des U(1)-Stromes,
der zweite ist gleich dem Level-1-Vakuum-Charakter der SU(2)-Stromalgebra

(1, q) = nez O+ 1y
XO 7q - n(2n
SNSITESNZED

ne”L

(vgl. [18], Section 14.3). Wieder koénnen wir alle neutralen Zustédnde im FOCK-
Raum auch durch die U(1)- und SU(2)-Strome aus dem Vakuum erzeugen (nicht-
abelsche Bosonisierung).

Ahnlich finden wir fiir die Sektoren gerader Ladung

Trgege (¢ M PRI ) — 24 p(e) 3 f2m + 1], (8 — £ )p()
n€eNg
und fiir die Sektoren ungerader Ladung

Tromom 1 (e—ﬂ(Lo+EQ+HQ3)> k()" ) 3 R GIRTON
neZ
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wobel der letzte Faktor umsummiert werden kann:

ZneZ [6n + 2]q tn(3n+2)+i
> nez 4n +1], n(2n+1)

S s+ 1), (7 — (T p(t) =

_13
2020

= X(;)(q, t).

S

Alle Ladungssektoren ) = g der Fock-Raumes werden also durch die U(1)- und

SU(2)-Strome aus den Grundzustéinden ‘QO = \/i§> bzgl. j° und |I = 0,m = 0)

(falls ¢ = 2k) oder |I = %, m = :I:%> (falls ¢ = 2k + 1) bzgl. j* erzeugt.

Da diejenigen fermionischen Operatoren, die die Gesamtladung () invariant las-
sen, gerade die neutrale Unteralgebra der Fermionenalgebra bilden, schlieen wir,
daBl die Strome die neutrale Unteralgebra der Fermionen bereits ausschopfen:

neutrale Unteralgebra von N = 2 komplexen FERMI-Feldern =

e~

U(2)-Stromalgebra = U(1) ® SU(2); .y 1-

Mit &hnlichen Argumenten zeigt man, daf die Invarianten der SU(2), unter der
globalen CARTAN-Unteralgebra (Erzeuger Q?) gleich der CARTAN-Stromalgebra
(Feld j = +/25%) sind, denn:

n n2
X6 (@ t) =" q"tp(t)

neL

(der Koeffizient von ¢° ist p(t) = Vakuumcharakter von j), und da8 die Invarian-

ten von SU(2), unter der globalen SU(2) (Erzeuger Q%) gleich der Algebra des
SUGAWARA-Energie-Impuls-Tensors ist, denn:

o (g, t) =37 25+ 1], 17 (1 — 2 )p(t)

s€Np

(der Koeffizient von [1], ist (1 —¢)p(t) = Vakuum-Charakter von 7,_,).

Der jeweils erste Faktor in diesen Summen fixiert die Quantenzahlen beziiglich der
Symmetriegruppe, wihrend der zweite das Spektrum von Ly in dem zugehorigen
Ladungssektor angibt. Diese letzteren Faktoren stimmen mit den Charakteren der
CARTAN-Stromalgebra bzw. des SUGAWARA-Energie-Impuls-Tensors mit ¢ = 1
(siche Kapitel 4.4) iiberein.

Die Aussage iiber die CARTAN-Unteralgebra gilt fiir beliebige N; die iiber den
SUGAWARA-Tensor ist eine Besonderheit fiir N = 2. Beide Aussagen werden
falsch fiir Level & > 1.

Da der SUGAWARA-Energie-Impuls-Tensor in jedem Fall unter der globalen
SU(N) invariant ist, folgt, dafl er bei Level k = 1 fiir alle N durch die CARTAN-
Strome allein ausgedriickt werden kann. Wir hatten dies fiir N = 2 bereits frither
gesehen. Fiir N > 2 gibt es weitere unabhéingige globale SU(N)-Invarianten der
Art

we = Zdal"'ar gt gt
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die analog zu den héheren Casimiroperatoren C™) = 3" d,, ..o Q™ - - - Q% gebildet
werden, r = 2,3,...,N. Diese definieren neue Observablenalgebren, sogenannte
W-Algebren, die aufier dem Energie-Impuls-Tensor Ts,, ~ W® weitere (Ts,,)-
primére Felder W® ... W®) mit Skalendimension 3, ..., N enthalten. Die obige
Konstruktion der W) fiihrt zu sehr speziellen Beispielen von W-Algebren, den
CAsIMIR-Algebren.

Das Charakter-Argument gibt Auskunft iiber die a priori unbekannten Darstel-
lungstheorien der WW-Algebren. Denn die Entwicklung der Charaktere der Strom-
algebren nach den Darstellungen der globalen Symmetriegruppe liefert in jedem
Fall die Spektren von Ly in den Unterrdumen mit fixierten SU(NV)-Quantenzahl-
en. Diese sind aber die irreduziblen Darstellungsraume der Algebra der SU(N)-
Invarianten.

In der Coset-Konstruktion tritt an die Stelle der globalen Lie-Algebra (als Un-
teralgebra der Stromalgebra) eine Strom-Unteralgebra. An die Stelle der Invari-
anten (= Operatoren, die mit * kommutieren) treten die Eichinvarianten bzgl.
der Untergruppe (= Operatoren, die mit den Strome der Unteralgebra kommu-
tieren). Um die Darstellungstheorie der Eichinvarianten zu studieren, mufl man
die Charaktere der einbettenden Stromalgebra nach denen der Stromunteralgebra
entwickeln. Die Koeffizientenfunktionen ergeben dann das Spektrum von L§*¢
in den entsprechenden eingebetteten Multiplizitdtsraumen:

XS = DX baw

=HY = PHL UG

Hier bezeichnen A und A" die (durch ihre Grundzustandsmultipletts gekennzeich-
neten) irreduziblen Darstellungen der Stromalgebren zu den L1E-Gruppen G und
H C G und H die Darstellungsraume. Die Coset-Algebra = Eichinvarianten
operieren auf H%s". Die Verzweigungs- (,,branching®-) Funktionen byas sind die

Charaktere der Coset-Algebra.
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Kapitel 6

Der algebraische Zugang zur
Quantenfeldtheorie

6.1 Einleitung

In der phdanomenologischen Quantenfeldtheorie (z. B. LAGRANGEsche Stérungs-
theorie) beschreibt man Teilchen durch Felder. Die implizierte Zuordnung zwi-
schen Teilchen und Feldern ist jedoch alles andere als befriedigend: Manche Teil-
chen sind zusammengesetzte Objekte, fiir die kein eigenes Feld eingefiihrt zu
werden braucht, und manche Felder beschreiben gar keine Teilchen (z. B. Quark-
Felder). Auch wurde gezeigt, daf es auf dem HILBERT-Raum eines (WIGHTMAN-
) Feldes eine unendlich grofie Klasse (BORCHERS-Klasse) von anderen Feldern
gibt, die dieselbe Streumatrix — im Sinne der LSZ Streutheorie — besitzen. Die
BoRCHERS-Klasse eines Feldes besteht in gewissem Sinne aus ,,Funktionen“ des
Feldes (z. B. besteht im Falle des freien Feldes die BORCHERS-Klasse aus den
WiIcK-Polynomen des freien Feldes). Offenbar ist fiir die Streutheorie nicht die
Wahl eines Feldes in seiner BORCHERS-Klasse relevant, sondern nur die Algebra,
die von diesem Feld erzeugt wird.

Diese (und andere) Uberlegungen fithrten HAAG und KASTLER dazu, die Quan-
tenfeldtheorie zu reformulieren, indem sie nur von einem ,Netz von Algebren“
der Observablen ausgehen, d. h. einer isotonen Zuordnung

O — 2A(0)
von C*-Algebren zu Raum-Zeit-Gebieten. Isotonie bedeutet die Inklusion
01 C OQ = Ql(@l) C Q[(OQ) .

Alle weiteren Eigenschaften dieser Algebren werden rein algebraisch formuliert,
ohne den Begriff eines Feldes zu verwenden. Die heuristische Idee besteht aber
darin, daB 2(O) die beschrénkten Funktionen der Operatoren ¢(f) und o(f)*
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enthélt und von diesen erzeugt wird, wobei die Testfunktionen f Trager in O
haben. Die Elemente einer solchen Algebra haben im Gegensatz zu den ¢(f)
und ¢(f)* die angenehme Eigenschaft, beschrénkt zu sein, und damit kénnen sie
problemlos miteinander multipliziert werden.

Die WicHTMAN-Axiome Lokalitédt, Kovarianz und Spektrumsbedingung lassen
sich sehr leicht formulieren, ndmlich:

Lokalitéat:
[%(01% Q‘(OQ)] =0

(als Unteralgebren von 2(Q), O hinreichend grof}), wenn O; und Oy raum-
artig getrennt zueinander liegen.

Kovarianz: Es existiert eine Darstellung der POINCARE-Gruppe durch Auto-
morphismen o, des Netzes derart, dafl

Vg € P:ay,(A(0)) =A(g0O) .

In einer kovarianten Darstellung 7 der Algebra (O) ist die Automorphis-
mengruppe implementiert, d. h. es exisitiert eine Darstellung U, der POIN-
CARE-Gruppe durch unitire Operatoren derart, dafl

U (9)m(a)Us(9)" = m(ay(a)) .

Spektrumsbedingung: Die Darstellung U, (z) der Translationen ist stark ste-
tig, und ihre Erzeuger P, haben Spektrum in V.

Viele Aspekte der Quantenfeldtheorie, insbesondere die Theorie der Superaus-
wahlsektoren (indquivalente Darstellungen positiver Energie) und Statistik lassen
sich in diesem Rahmen studieren; die Problematik der Fusionsregeln, die in Kapi-
tel 4 stets etwas vage geblieben ist, wird so zu einer klar definierten Frage. Selbst
das Spin-Statistik-Theorem 148t sich ganz ohne Verwendung von WIGHTMAN-
Feldern formulieren.

Wir wollen die Diskussion dieses Programmes zu einem spéteren Zeitpunkt ver-
tiefen. Zunéchst wollen wir die Algebren 2A(Q), die zu freien Feldern gehoren,
studieren und auf den Fall der konform-invarianten Felder (FERMI-Felder, Stro-
me) anwenden.

6.2 CAR- und CCR-Algebren

Die Abkiirzungen CAR und CCR stehen fiir ,canonical (anti-)commutation rela-
tions“ und bezeichnen die algebraische Formulierung freier FERMI- bzw. BOSE-
Felder. Diese Formulierung ist — bis auf die Spezifikation der lokalen Struktur —
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universell und z. B. von der Dimension der Raum-Zeit oder der Masse der Teilchen
unabhéngig. Diese Daten gehen nur durch die Spezifikation eines Einteilchen-
HiLBERT-Raums H ein. Die CAR- bzw. CCR~Algeben (und ihre lokalen Unter-
algebren) sind funktoriell diesem HILBERT-Raum #H und gewissen Unterrdumen
assoziiert. Der CAR-Fall ist technisch einfacher und soll hier zuerst skizziert wer-
den.

6.2.1 CAR-Algebren

Die CAR-Algebra ist eine Darstellung der CLIFFORD-Algebra iiber einem reellen
HiLBERT-Raum H gerader oder unendlicher Dimension. Die CLIFFORD-Algebra
ist definiert durch ihre Erzeuger R(f), wobei

f=R(f)

eine (reell-) lineare Abbildung ist, mit den Relationen

und

R(f?=(f,/lu-I VfeH.

Die letztere Relation ist dquivalent zu

{R(f), R(9)} =2(f,9)n -

Die Relation fixiert die C*-Norm auf der Algebra bereits eindeutig; beispielsweise
ist notwendig

[R(HIF = 1R RO = IR | = 1fll*

(und #hnlich fiir Polynome in R(f)). Die CLIFFORD-Algebra Cliff(#) ist die von
den R(f) erzeugte C*-Algebra.!

Satz 6.1 Cliff(H) ist bis auf Isometrie eindeutig. Sie ist eine einfache Algebra,
d. h. sie hat keine zweiseitigen Ideale (= alle Darstellungen sind treu oder trivial).

Fiir dim H = 2n ist CLiff(H) = Mat(2",C).

'Zur Erinnerung: eine C*-Algebra ist eine normabgeschlossene komplexe Algebra mit anti-
linearer Involution * und Norm | - |, so da8
lal? = Ja*a] = |a*|?

gilt.
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Zur Illustration der letzten Aussage betrachte man zunéchst die Matrixalgebra
Mat(2,C) und iiberlege sich, daf} die PAULI-Matrizen o; und o die Relationen
der CLIFFORD-Algebra erfiillen und die ganze Matrixalgebra erzeugen. Fiir belie-
biges n erhilt man eine solches Erzeugendensystem mit i < n durch v; = R(e;),
wobel Y9i11 = 03® - ®03R01 QAU®--- @ T und Y2549 == 03X - ® 03 ¥y @
i—mal (n—i—1)—mal i—mal
I®---® I Diese erfiillen die Relationen {v;,7;} = 20;; und erzeugen die volle
—_——

(n—i—1)—mal

Matrixalgebra.

Eine Klasse von Darstellungen von Cliff(#) verschafft man sich wie folgt. Man
wihlt einen orthogonalen Operator I auf H mit I? = —1 (existiert nicht fiir
dimH = 2n + 1). Dieser definiert eine komplexe Struktur auf H, indem man
setzt

if =1f.

‘H wird dann zu einem komplexen HILBERT-Raum H¢ mit Skalarprodukt

(f9)c = (frgr+illf,9)r = (f,9)r —i(f, I9)r

(Nachrechnen: (f, g)c ist linear in g, antilinear in f, positiv definit. Umgekehrt
gilt (f, 9)r =Re(f, g)c.)
Anschlielend definiert man die Zuordnungen

f = alf) antilinear

f = a*(f)=a(f)" linear Vi eHe
durch

R(f) +iR(Lf)
5 ,

R(f) —iR(If)

alf) = .

a*(f) =

und verifiziert die Aquivalenz der Anti-Vertauschungsrelation der R mit den ka-
nonischen Anti-Vertauschungsrelationen (CAR)

{a(f),alg)y =0 und {a(f),a*(9)} = (f,9)T.

Diese Relationen sind aber auf dem antisymmetrischen FOCK-Raum F_(Hc)
definitionsgem&fl durch die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren realisiert,
vgl. Abschnitt 1.2.2.

Mit anderen Worten: jede Wahl der komplexen Struktur I definiert eine FOCK-
Raum-Darstellung 7; der CLIFFORD-Algebra. Die dargestellte Algebra wird auch
als CAR-Algebra bezeichnet. Man beachte dabei, daf§ die Algebra selbst darstel-
lungsunabhéngig definiert war und dafi die Darstellungen 7 fiir verschiedene [
nicht unitér dquivalent zu sein brauchen (im unendlich-dimensionalen Fall, vgl.

Abschnitt 6.3)!
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Eine alternative Form der Beschreibung der CAR-Algebra ist die sogenannte
selbstduale CAR-~Algebra. Hierzu sei K ein komplexer HILBERT-Raum mit einer
antiunitdren Involution I'. Dann ist die C*-Algebra Cliff(IC,T") der (wiederum
eindeutige) Normabschlufl der Algebra mit Erzeugern B(f), wobei

f= B(f)

komplex linear ist, und die Relationen

BU) = BS). {BU)B@)}=(Tf.9) T (& B = (1)

gelten.

Die Aquivalenz mit der vorigen Formulierung sieht man wie folgt: Ist # ein reeller
HILBERT-Raum, so ist K := H@1H = C®H ein komplexer HILBERT-Raum mit
Skalarprodukt

(fi +if2, 91 +iga) = (f1, 91)n +i(f1, 92)n — i(f2, 91)n + (f2, 92)n

und anti-unitérer Involution I' : f1 +ify — fi —ifs. Fiir R(f) € ClLiff(H) erfiillen

B(fi+ifs) = % [R(f,) +iR(fy)]

die definierenden Relationen von Cliff(1C, I'). Ausgedriickt durch die Erzeuger und
Vernichter:

1

7 [a(f1) + @ (f)] + — [a(f2) + a*(f2)]

B(fi+if:) = /2

mit f1>f2 e H.

Ist umgekehrt K ein komplexer HILBERT-Raum mit antiunitérer Involution I'; so
ist der Eigenraum I'f = f ein reeller Unterraum H von K mit Skalarprodukt

vfmg EH: (fvg)'H - (fag)lC .
Sind B(f), f € K, die Erzeuger von Cliff(KC,I"), so sind
VfeH: R(f) = V2B(f)

die Erzeuger von ClLff(H).

In der selbstdualen Schreibweise ist die feldtheoretische Interpretation sehr ein-
fach: wir wihlen z.B. K = L?(R) mit Involution (I'f)(z) = f(x). Schreiben wir

B(f) = 4(f) = / da f(2))(x),
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so sind die selbstdualen CAR-Relationen gerade die Aussage, dass 1 ein reelles

Fermi-Feld ist: ¢(z)* = ¢(z) und {¢(z),¢(y)} = d(z — y), vgl. Kap. 2.
Fiir f; € H = L*(R)g gilt fi(—k) = f1(k), sodass

v() = [ e fa)- @m0 [T dklame ™+ ed -
> r * r — 1 *
- / Ak [ak) () + " () (0] = —= [al) + " ()]

unter der kanonischen Identifikation der reellen Vektorriume H = L*(R)g und
L*(R,,2dk) durch die Fourier-Transformation.

Wihlt man dagegen K = L*(R) & L*(R) mit Involution (T'f);(z) = fu(z),
(I'f)a(z) = fi(z), so erhdlt man analog ein komplexes Fermi-Feld

BUS) = w(f1) + v (fa) = / dz [fu(@)() + falx)d* (@)

In der selbstdualen Formulierung ist eine Klasse von Darstellungen durch die
Wahl eines Projektionsoperators P auf I gegeben mit der Eigenschaft, dafl

TPl=1-P,

d. h. die Involution bildet P in sein Komplement ab. Die physikalische Bedeutung
von P ist die, daf er die Testfunktion f in einen Anteil , positiver Energie® und
einen Anteil ,negativer Energie” zerlegt, so daf3 die Zerlegung

B(f) = B(Pf)+ B((1-P)f)

der Aufteilung in Erzeuger- und Vernichteranteile entspricht. Man definiert dann
eine Zwei-Punkt-Funktion durch

wp(B(f)B(9)) = (L'f, Pg)k

und alle anderen N-Punkt-Funktionen durch w(B(f1)--- B(fon+1)) = 0 und

wp(B(f1) - (f?n)):
= Z pr fm f7r2>) : P(B(fﬂ'2n71)B(f7r2n))

T2i—1<T24

geméB der iiblichen FERMI-Kombinatorik. (Ein Zustand, in dem die N-Punkt-
Funktionen auf diese Art durch die Zwei-Punkt-Funktionen ausgedriickt werden
konnen, heifit quasifrei.)

Dadurch ist der Zustand wp auf ganz Cliff(KC,I") definiert. Die GNS-Konstruktion
ordnet dem Zustand eine Darstellung 7p zu. Man kann sich iiberzeugen, daf die
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Darstellungen {mp} von CLff(1C,I') und {7;} von Cliff(#) unter dem beschriebe-
nen Isomorphismus der Algebra ineinander iibergehen, wobei eine eineindeutige

Zuordnung zwischen den Projektoren P auf K und den komplexen Strukturen [/
auf H besteht.

Die Darstellung der B(f) als FERMI-Felder mit Testfunktionen f zeigt, wie die
CAR-Algebra die Struktur eines Netzes von Algebren erhilt. Man betrachtet
die Unterrdume K; C IC, die von den Testfunktionen mit Trédger in Intervallen
I C R erzeugt werden. Diese werden durch I' in sich abgebildet. Die Algebren
CLiff(K;,I') sind in natiirlicher Weise Unteralgebren von ClLiff(IC,I'), da alle ihre
Erzeuger B(f) mit supp f C [ auch in der letzteren Algebra liegen. Die Unteralge-
bren Cliff(K;,T") und CIliff(KC;, ") erfiillen miteinander getwistete Lokalitat (An-
tikommutativitdt) in dem Sinne, daf ihre Erzeuger B(f), supp f C I, und B(g),
suppg C J, I NJ = (), antikommutieren (denn (f, g)x = [ f(z)g(z)dz = 0).

Getwistete Lokalitéat formuliert man wie folgt: Die Abbildung a : B(f) — —B(f)
induziert einen Automorphismus der CAR-Algebra, a? = id. Diese Zo-Symmetrie
,mift die Fermionenzahl“ eines beliebigen Operators C' € Cliff(IC, T"). Jeder Ope-
rator C' zerfillt in C' = C, + C_, Cy = 3(C + «(C)), C_ = 3(C — «(C)), so daB
a(Cy) = £C4. Dann gilt

[C+7D+] = [C+7D—] =0= {C—7D—}

fiir C € CLff(K;,T), D € Cliff(kC,;,T), IN.J = .

Ist in einer Darstellung a implementiert: a(C) = UCU mit U? = T, so besitzt
U = P, — P_ die zwei Eigenwerte 1. Man definiert K = /U = P, +iP_. Dann
gilt dquivalent die getwistete Vertauschungsrelation

[C, DY =0
mit
D'=KDK'=K(D;+D_)K'=D, +iD_U.

Besondere Bedeutung kommt den Automorphismen zu, die die komplexe Struk-
tur von K respektieren. Als Beispiel betrachten wir die Translationen: Durch die
unitire Abbildung u, : f +— fa, fo(z) := f(x — a) wird ein Automorphismus
a, : Clff(K,I") — CIliff(KC,I") durch Fortsetzen von B(f) — B(f,) induziert, so
daB a, (CLff(Kr, ') = Cliff(Kjy,, I'). Beachte, da8 fiir die Automorphismuseigen-
schaft wichtig ist, dal u, unitér ist und mit I' kommutiert! Solche Transforma-
tionen des HILBERT-Raumes K heiflen BoGoLyuBov-Transformationen. Andere
BocovryuBov-Transformationen werden spéter eine groiere Rolle spielen (s. Ka-
pitel 6.3).
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6.2.2 CCR-Algebren

Das hermitesche freie Skalarfeld ¢ der Masse m wird durch seine Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren a* und a mit [a*, a*] = [a,a] = 0 und

la(k), a* (k)] = (27)°2u0°(k — k')

beschrieben. Fiir

o(z) = / %@ e *a(k) + ¢a* (k)]

mit k° = wx = vk? +m? und kx = k% — k - x folgt
d’k 1
oo = [

(27)° 2w
4>k 2 2 0\ ,—tk(z—y)
— /(27r)5 d(k* —m*)e(k”)e
= iA,(z —vy),

und zu gleichen Zeiten t = 2° — % =0

6(t.%),6(t,y)| =0 (x ~y).

(e—ik(x—y) _ e+ik(m—y))

(¢ und 7 = ¢ sind kanonisch konjugierte Felder.)
Fiir eine Ortsraum-Testfunktion F € S(R*™!) findet man

¢wv=/ﬁﬁ%Fuwuw=fun+aﬁm O(F) = ifa*(wfy) — a(wi )]

mit den Impulsraum-Wellenfunktionen positiver und negativer Energie

fo(k) — / %eiw@;) —: Pl k)

fo(k) = F(—w, k)= Flwek)

und den Zuordnungen

f = a*(f):/ k1 f(k)a™(k) linear ,

k1 o N
f - a(f):/@w); \/mf(k)a (k) antilinear .

Konstruktionsgemaf gilt a(f)* = a*(f) und

a.a] = [a",a"] =0, wnwa4ﬁm=/&w<mm.



Auf den Impulsraum-Testfunktionen f(k) operiert w als Multiplikationsoperator:
(wf)(k) = wicf (k).

Man beachte, daB die Gréfien a(k)/(/wx und damit a(f) massenunabhéngige
Vertauschungsrelationen erfiillen; auch der von diesen erzeugte FOCK-Raum ist
von der Masse m unabhingig. Erst die Felder ¢(x) hingen durch die Gewichts-
faktoren wy in den Integraldarstellungen von m ab. Diese sind so konstruiert,
daB sie zur Zeit ¢ = 0 die kanonischen, massenunabhéngigen Vertauschungsrela-
tionen [¢p, ] = 0 erfiillen und dabei die massenabhéngige Bewegungsgleichung
(O + m?)¢ = 0 16sen. Der nichtdynamische, kanonische “Kern” sind die Vertau-
schungsrelationen der a(f) mit ihren Adjungierten. Nur diese werden im Folgen-
den betrachtet und umformuliert.

Reellen Ortsraum-Testfunktionen F' entsprechen Impulsraumfunktionen f,, f_
mit der Nebenbedingung f, (k) = f_(k). Die reell verschmierten Felder sind also
von der Form ¢(F') = a*(f)+a(f). Die letzteren Kombinationen, als reell-lineare
Abbildungen

fr= A(f) =a*(f) +alf),  A(f) =AU

eines komplexen Vektorraums von Impulsraum-Testfunktionen betrachtet, erzeu-
gen aber bereits die ganze Algebra, da sie mit

A@f) = i(a*(f) = a(f))

auch die Erzeugungs- und Vernichtungsanteile getrennt erzeugen. Die A(f) erfiillen
die Vertauschungsrelation

[A(f), Alg)] = (f.9) — (9. f) = 2iTm(f, g) = 2io(f,g) ,

wobei o(f, g) :== Jm (f, g) eine reellwertige, reell-lineare, antisymmetrische, nicht-
ausgeartete Bilinearform mit der Eigenschaft f # 0 = o(f,if) > 0 ist (symplek-
tische Form).

Als freie Bose-Felder sind die CCR-~-Operatoren im allgemeinen notwendig un-
beschrénkt. Die entsprechenden exponenzierten Operatoren sind allerdings be-
schriankt. Exponenziert hat obige Vertauschungsrelation die folgende Form:

GAU) GiA(9) — —i0(f.9) AU +9) — ,—2i0(1.9) iAlg) AL

mit
(eiA(f))* — oA

In obiger Gestalt werden die kanonischen Vertauschungsrelationen als CCR-Alge-
bra axiomatisiert. Zu einem reellen symplektischen Raum X" mit symplektischer
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Form o ist die WEYL-Algebra die durch die unitdren Elemente W(f), f € X,
mit den Relationen

W(f)W(g) = e "PIW(f + g)

erzeugte Algebra, und CCR(X,0) der C*-Abschlul der WEYL-Algebra. Man
beachte, dafl Unitaritdt und WEYL-Relation zusammen auch W(0) = 1T und
W(f)* = W(—f) implizieren. Es folgt |[W(f)| = 1 und |W(f) — W(g)| = 2 fiir
f # g. (Anm.: Die Ahnlichkeitstransformation W (f)W (¢)W (f)* = e~ 9 (g)
zeigt, daB das Spektrum von W (g) unter dem Shift um e~(/:9) invariant ist. Da
f beliebig und o nichtentartet ist, ist diese Phase beliebig, also mufl das Spek-
trum von W (g) den ganzen Einheitskreis umfassen. Es folgt |[W(g) — I| = 2 und
W (f)—W(g)| =2 fir f # g.) Die Norm von Linearkombinationen ist dann

‘ZCiW(fi) = Z lcil -

Im Gegensatz zur CAR-Algebra ist also die Abbildung f +— W(f) nicht norm-
stetig, sondern diskret. Dies fiihrt dazu, dafl — ebenfalls im Gegensatz zur CAR-
Algebra — die CCR~Algebra eines Pra-HILBERT-Raumes oder eines dichten Un-
terraumes echt kleiner ist als die CCR-Algebra des ganzen HILBERT-Raumes.
Der Weg von der CCR-Algebra zuriick zu den Feldern ist daher in der Regel nicht
moglich; die naive Umkehrformel

d

IA(f) = S W)

t=0

ist wegen der Unstetigkeit in ¢ in der Norm nicht algebraisch mdéglich. Es ist eine
nichttriviale Eigenschaft einer Darstellung = der CCR-Algebra, dafl die Ableitung
als schwacher Limes existiert; in diesem Fall heifit die Darstellung reqguldr.

Wie im Falle der CAR-Algebra kann man Fock-Darstellungen durch Angabe
einer symplektischen komplexen Struktur I auf X erhalten (vgl [18], Kapitel

9.5). Dies ist ein reell-linearer Operator auf X mit den Eigenschaften 1% = —T,
o(lf,1g) =0o(f,g9) und o(f,If) > 0. Setzt man if := I f, so definieren
. 1 , 1 .
@'(f) = 5[AU) —IAUS),  a(f) = S[A() + A

die Erzeuger- und Vernichteranteile mit Zwei-Punkt-Funktionen

(2, a(f)a™(9)S2) = [a(f), a*(9)] = ilo(f, 9) —io(f, Ig)] = (f,9)1 -

Man kann stattdessen auch den Erwartungswert von W (f) angeben:

W (f)) = exp (—@)
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(wobei | fI7 = [a(f), a* ()] = o(f, 1])).

Auch die CCR-Algebra erhélt eine lokale Struktur von den Testfunktionen. Sind
F und G reell mit raumartig getrennten Tragern, so sind die entsprechenden
Impulsraum-Wellenfunktionen f und g symplektisch orthogonal: o(f,g) = 0,

und die WEYL-Operatoren kommutieren. Die lokalen CCR-Unteralgebren sind
also von der Art CCR(Xp,0) C CCR(X,0).

Das chirale freie BOSE-Feld ist der U(1)-Strom j mit den Vertauschungsrelationen

5050 = oz [ f@@ds =5 [ ] / ki = 2i0(f, )

Die WEYL-Operatoren sind W (f) = e“) (f reell), der Vakuumerwartungswert
1st

QW) = exp |~ 5(7P)
mit

W) = @I = 3= [k FbPE.

Die zugehérige komplexe Struktur I operiert auf f(k) wie ie(k) und fiihrt reelle
Ortsraumtestfunktionen in reelle Ortsraumtestfunktionen iiber.

6.3 BocoLyuBov-Transformationen

Wir kehren zur CAR-Algebra in ihrer selbstdualen Form zuriick

K> f— B(f) komplex linear, B(f)" = B(I'f), {B(f),B(g9)} = (Tf,9) .

Eine Darstellung auf dem Fock-Raum F_ (PK) ist gegeben durch eine Projektion
P mit 'PI' =1 — P und die Zwei-Punkt-Funktion

wp(B(f)B(g)) = (U'f, Pg) .

Die Projektion P entscheidet, welche ,,Hélfte* des komplexen HILBERT-Raumes
IC als Erzeugungsanteil betrachtet werden soll; fiir die Vakuum-Darstellung pro-
jiziert P = P, gerade auf die positiven Frequenzanteile der Wellenfunktion. Dies
entspricht der ,, Auffiilllung des DIRAC-Sees®: Alle Zustdnde negativer Energie sind
besetzt und nur noch Zustidnde positiver Energie konnen angeregt werden.

Man kann P jedoch auch anders wéhlen; im Extremfall projiziert P = P, auf
die negativen Frequenzanteile. Die dadurch induzierte Darstellung besitzt nur
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Anregungen negativer Energie; der ,,umgekehrte Grundzustand wird als ,,De-
ckenzustand“ (ceiling state) bezeichnet. Im allgemeinen wird P zwischen die-
sen Extremen liegen; der Grundzustand des entsprechenden FOCK-Raumes wird
dann gegeniiber dem Vakuumzustand mehrere angeregte Elektronen enthalten,
die in dieser Darstellung annihiliert werden kénnen (Erzeugung der entsprechen-
den Locher), und der Grundzustand des FOCK-Raumes ist nicht langer Zustand
niegdrigster Energie. Ob der Fock-Raum F_(PK) tiberhaupt einen Zustand
niedrigster Energie enthélt, ist nicht von vornherein klar: der FoCk-Raum iiber
dem Deckenzustand enthélt keinen Zustand niedrigster Energie. Je nach Wahl
von P kann aber F_(PK) mit dem Vakuum-Fock-Raum F_(FPyK) identisch
sein — auch wenn die Grundzustédnde verschieden sind.

Damit dies zutrifft, diirfen die beiden Projektionsoperatoren sich nicht zu stark
unterscheiden:

Satz 6.2 ([17]) Die durch Projektoren P und P' induzierten FOCK-Raum-Dar-
stellungen sind genau dann unitir dquivalent, wenn die Differenz P — P’ ein
HILBERT-SCHMIDT-Operator ist.

Erinnerung: X heifit HILBERT-SCHMIDT oder X € L*(K), falls Tr(X*X) < oo
existiert (X*X liegt dann in der Spurklasse L'(K)). In einem endlichdimen-
sionalen HILBERT-Raum sind alle beschrinkten Operatoren in der Spurklas-
se und also auch HILBERT-SCHMIDT: fiir endlich viele Freiheitsgrade sind alle
Fock-Darstellungen der CAR-Algebra dquivalent; dies ist nicht iiberraschend,
da Cliff(C*,T") die ganze Matrixalgebra Mat(2",C) ist. Im unendlich dimen-
sionalen Fall ist aber Py — P, sicher nicht HILBERT-SCHMIDT, da Py — Py, =
Py—(I1—PFR)=2R -1, (2P — 1)> =T und Tr1 = cc.
Ubersetzt in die Terminologie fiir Cliff(#) lautet das Kriterium fiir die Aquivalenz
von FocK-Raum-Darstellungen n; ~ 7p < [ — I' € L?(H). In dieser Form
gilt dieselbe Aussage auch fiir die FOCk-Darstellungen der CCR-Algebra. Die
Grundidee der Beweise besteht darin, den Grundzustand der einen Darstellung
im Fock-Raum der anderen Darstellung zu charakterisieren.
Wir betrachten nun unitéare Operatoren v auf I, die mit I' kommutieren. Dann
ist

ay : B(f) = B(uf)

ein BoGOLYUBOV-Automorphismus der CAR-Algebra, da «,(B(f)) dieselben
Relationen erfiillen. Es ist auflerdem

wp(au(B(f))eu(B(9))) = wp(B(uf)B(ug)) = (Vuf, Pug)
= (If,u"Pug) = wu-pu(B(f)B(g)) -

Also wp o o, = wy+py,. Es seien mp und"m* pu die GNS-Darstellungen zu wp und
Wy py- Dann folgt (bis auf kanonische Aquivalenz)

TTp O Oy = Ty*Pu
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d. h. die beiden Darstellungen unterscheiden sich um einen BoGOLYUBOV-Auto-
morphismus.

Andererseits besagt aber der Satz, daf 7, p, = 7p ist, falls (u* Pu— P) HILBERT-
SCHMIDT ist; in diesem Fall gibt es also einen unitéren Operator U auf F_(PK),
so daf

p 0 (X)) = T pu(X) = Unp(X)U* X € CLff(K,T)

(22, 23]. Der Operator U implementiert den BOGOLYUBOV-Automorphismus.
Man rechnet sofort nach, dafl UV den BOGOLYUBOV-Automorphismus agoay =
ayy implementiert, wenn U und V' die BOGOLYUBOV-Automorphismen oy und
ay implementieren.

Die Abbildung {unitéar auf IC, ul' = T'u, u* Pu— P ist HILBERT-SCHIMDT} 3 u
U € {unitar auf F_(PK)} ist also eine projektive Darstellung. (Nebenbemer-
kung: wenn U und U’ denselben Automorphismus implementieren, so konnen sie
sich nur um eine komplexe Phase unterscheiden; die implementierenden Opera-
toren sind also tiberhaupt nur bis auf eine komplexe Phase eindeutig bestimmt.)
Es gilt U,U, = ¢“®") U, wobei die Phase w(u,v) ein Kozykel ist:

w(u,v) + w(uv, w) = w(u, vw) + w(v,w) mod 27 .
Beispiele fiir BocoLyuBov-Transformationen:
1. Translation:

(uaf)(@) = fulz) = f(x — a)

2. Eichtransformation:

3. Diffeomorphismen:

dg~1

(i) = (% )5 fog(a)

Alle diese Beispiele kommutieren mit I' : f + f bzw. T': (f1, f2) = (fy, f1) fiir
reelle bzw. komplexe FERMI-Felder (die Eichtransformation ist nur fiir letztere
definiert). Sie sind alle unitér. Die induzierten BoGoLyUBOv-Transformationen

sind a,0(z) = Y(z + a), ap(r) = e*@Y(z) und () = (g—i)%w(g(x)).

u, kommutiert sogar mit dem Projektor auf die positiven Frequenzen (da wu,
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im Impulsraum wie e wirkt), also ist o, : B(f) — B(f,) in der Vakuum-
Darstellung implementiert

mo(ae(z)) = Uymo(z)U; .

Die Abbildung der Translation a — U, ist eine projektive Darstellung von R
und kann durch eine geeignete Wahl U(a) = ¢(a)U, zu einer echten Darstellung
gemacht werden. Der Kozykel w(a, b) ist also ein Ko-Rand, d. h. 3p : R — St C
C:

eiw(a,b) _ QO((I)QO(b)
pla+b) "

Die Fichtransformation kommutiert nicht mit P. Die HILBERT-SCHMIDT-Beding-
ung uPu* — P € L*(H) & uP — Pu € L*(H) kann man explizit {iberpriifen
(vgl. [18], Abschnitt 6.3.1): Der Projektionsoperator P hat im Ortsraum den
Integralkern %A(w — ). Der Kommutator [uy, P] hat daher den Integralkern

1

% [67)\(1‘) . ei)\(y)] A(Z’ . y) )

Die HILBERT-SCHMIDT-Bedingung ist also
I= / ‘ei’\(x) — ei)‘(y)|2 |A(z —y)Pdady < oo .

Ist A(x) = A = const, so ist offenbar I = 0; folglich sind globale Eichtransforma-
tionen in der Vakuum-Darstellung implementiert. (Wir kennen den implemen-
tierenden Operator @ bereits.) Ist A(z) = Ay fiir > x; und A\(z) = M\_ fiir
x < x_, so verschwindet der Integrand in x,y > x, und in z,y < x_. Der Beitrag
vony < x_ < xy < ist

iAr=A-) 112 / / 1
e 1 dy [ dx
| | (= y)?
—0o0 T4
und divergiert logarithmisch — es sei denn, )‘+2_7T A~ ¢ Z. Das bedeutet, daB Eich-
transformationen, die ,,auf dem Kreis“ z = —1, x = £00 unstetig sind, nicht im-

plementierbar sind. Dies ist auch zu erwarten, da wir wissen, dafl das FERMI-Feld
in der Vakuum-Darstellung periodisch ist und nicht durch eine unitére Ahnlich-
keitsabbildung aperiodisch gemacht werden kann.

Ist dagegen g, = % € Z und die Funktion A hinreichend glatt, so kann man
auch zeigen, daf} die restlichen Beitrdge zum Integral endlich sind; beispielsweise
erhélt man firz_ <y <z, <uw

T4 o0 T4
— — 1
4/dy/dx sin? A = A) L = 4/dy sin? A\ :
2 (z —y)? 2 T+ —Y
T_ T4 T_
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Die Singularitédt bei y — x, wird durch den Sinus kompensiert, falls A bei x,
differenzierbar ist. Aus dhnlichen Griinden ist fiir x_ < x,y < z, die Singularitét
in

T

o A@) —A(y) 1
4/dmdy sin 5 CIE

xr—

kompensiert, falls A differenzierbar ist. Es folgt, dafl differenzierbare Eichtransfor-
mationen, die sich nur lokal von einer konstanten Eichtransformation unterschei-
den, implementierbar sind. Dabei darf A\, # A_ sein, solange die beiden Werte
sich nur um ein Vielfaches von 27 unterscheiden.

Ahnliche Abschétzungen folgen fiir lokalisierte Diffeomorphismen g, d. h. glatte
Bijektionen (mit glatter Umkehrfunktion), fiir die g(z) = z fiir z > =, oder
x < z_ gilt (vgl. [18], Abschnitt 6.8.2):

Auch diese BocorLyuBov-Automorphismen sind in der Vakuum-Darstellung im-
plementierbar. Die Translationen, Eichtransformationen und Diffeomorphismen
Uq, uy und u, erfiillen offensichtlich Vertauschungsrelationen untereinander. Bei-
spielsweise U, UrU_q = Uy, , UgUrUg—1 = Uxrog—1, Ux, Uxy, = U\ 42, -

Soweit sie implementierbar sind, gelten dieselben Relationen bis auf eine unbe-
stimmte komplexe Phase auch fiir die implementierenden Operatoren

Ud\U-y = €“VU,
UgU)\Ugfl == eiw(g,)\)U)\0971 9
U,\lU)\2 = eiw(Al’)\2)U,\l+)\2 .

Nichtimplementierbare Eichtransformationen mit % = q\ ¢ Z fithren zu

Darstellungen 7\ = 7 o ay, die zu der Vakuum-Darstellung unitér indquivalent
sind. (Wéren sie dquivalent, so wire «, implementierbar.) Dann sind aber 7,
und 7y, unitér dquivalent, wenn ¢; — g2 € Z: denn uy, = uy,_», - uy,, also ay, =
xg—x © ay, und myy () = Up,on,ma, (UF,_,,. Die unitéren Aquivalenzklassen
der so erzeugten Darstellungen sind also durch die Ladung ¢ mod Z eindeutig
charakterisiert. Diese Darstellungen sind kovariant, da A — )\, implementierbar
ist:

T\ O Qg = T O () O (g = Ty © U © vy, = Ugmoary, (1)U

= UaU)\u,)\ﬂ'o @) Oé)\(~)U;a_/\Ua = UT[')\()U* .
(Sie erfiillen auch die Spektrumsbedingung.)
Man kann zeigen, daB der antisymmetrische Anteil $[w(A1, X2) — w(X2, A1)] des
Kozykels gleich

1 =
_8_7T |:/ )\1 (9 >\2 — >\1+)\27 + )\17>\2+ = —0'()\1, )\2)
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ist (vgl. [18], Abschnitte 4.7.5 und 6.7.1)%, und da8 fiir \; = f; € D(R)

s fo) = oo fo) = / £ fyda

mit der symplektischen Form o der CCR-Algebra iibereinstimmt. Also ist W (f) =
U= fiir f € D(R) eine Darstellung von CCR(D(R), ¢) auf dem FOCK-Raum der
FERrRMI-Felder. Diese Darstellung ist natiirlich die WEYL-Form der uns bekannten
Stromalgebra:

W(f)=e"Y)  feDR),

denn ¢(/) implementiert dieselben Eichtransformationen ay— wie W (A = f).

Jedoch sind W(f) jetzt auch fiir X € D(R), ¢\ € Z wohldefiniert — dies sind die
glatten Funktionen, die aulerhalb eines Intervalls konstant sind und sich dort nur
um ein Vielfaches von 27 unterscheiden. Insbesondere ist W(\ = ¢ = const) =
eQ und erfiillt die Vertauschungsrelation

eitQW()\)e—itQ _ GQiU(t’)\)W(A)
mit

. ’
20 (t, \) = —41 Utx — A +t>\+} - —22—(>\+ ) = itgy,
T

T
also
MW (N)e 1@ = DI (N) |

Dies bedeutet, dal W (f) als Operator auf dem Fock-Raum die Ladung @ = ¢y
tragt.

Sei nun f € D(R): Dann gilt
UAW (f)USY = e 27 0DW () = e IYTW () = a(W(F)) .

Diese Transformation ist ein Automorphismus der CCR-Algebra W (f) = ¢7(f),
der als Transformation

i) = [ (it + 52 ) syas
oder
on(i(x) = i(x) + 2

2Vorzeichenunterschied wegen unterschiedlicher Konvention bzgl. positiver Energie; ent-
spricht 6 <» —6 in [18]
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gelesen werden kann.

Obwohl U, auf dem Fock-Raum nur fiir ¢, € Z existiert, ist die Transformation
ay der CCR-Algebra fiir beliebige A mit A" € D(R) wohldefiniert. Daher besitzt
die U(1)-Stromalgebra aufler den Darstellungen ganzzahliger Ladung ¢, ein gan-
zes Kontinuum von Darstellungen mit ¢, € R, die nicht auf einem fermionischen
Fock-Raum realisiert sind.

Ist my die Vakuum-Darstellung der CAR-Algebra, so sind die Darstellungen 7 =
7o o ary durch 7y = W(A)mo(- )W (A)* gegeben, d.h., sie sind unitir dquivalent zu
7o. Wir kénnen diese unitire Aquivalenz jedoch nicht auf die Vakuum-Darstellung
der CCR-Algebra, die dem Unterraum von my mit () = 0 entspricht, einschréinken,

da W (A) nicht mit dem Projektor Py—g kommutiert; vielmehr ist

m()Pocn = WANm()WA) Poso
= WNmo()Po— s WA

so daB8 W () die unitire Aquivalenz zwischen den Unter-Darstellungen [mro(-) Pg—oo
ay mit [m(+)Pg=—,,] etabliert. Dagegen sind [m(-) Pg—o] © ax und [my(+)Po—o] als
Darstellungen der CCR-Algebra indquivalent: Der Ladungsoperator ist in bei-
den Darstellungen als schwacher Limes limpg)s 1 7[j(f)] definiert; aber wegen
anj(f) =j(f)+ 5 [ N[ konvergiert dieser Operator in der Vakuum-Darstellung
gegen () = 0 und in der transformierten Darstellung gegen @) + % JN=0—q=
—q». Dies zeigt die Infiquivalenz der Darstellungen.

Diese Uberlegungen fiir die U(1)-Eichtransformationen eines komplexen Fermi-
ons verallgemeinern sich auf die U(N)-Eichtransformationen von N komplexen
Fermionen; dabei werden A\(x) Liealgebra-wertige Funktionen, und Ausdriicke
wie [ A1\, sind durch Tr [ A\ zu ersetzen.

SchlieBllich bleibt noch die Implementierung der Diffeomorphismen «, durch Uy
zu diskutieren. Wir hatten bereits in den Abschnitten 2.4 und 4.2 gesehen, dafl
die Lie-Algebra des Energie-Impuls-Tensors eine zentrale Erweiterung der LIE-
Algebra der Diffeomorphismen-Gruppe ist und dafl die Kommutatoren mit 7(f)
auf den FERMI-Feldern wie infinitesimale Diffeomorphismen z — x + f(x) ope-
rieren. Es liegt daher nahe, die implementierenden Operatoren U, als T g
interpretieren, wobei g € Diff(R) durch die Exponentialabbildung aus dem infi-
nitesimalen Diffeomorphismus 0z = f(z) hervorgeht. Tatséchlich &8t sich diese
Interpretation auch beweisen. Jedoch ist zu warnen, dafl diejenigen g € Diff(R),
die in dieser Form darstellbar sind, eine nirgends dichte Teilmenge von Diff(R)
bilden (vgl. [18], Abschnitt 3.3.1); sie erzeugen aber wenigstens eine dichte Un-
tergruppe.
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6.4 DHR-Theorie der Superauswahlsektoren

Die folgende Analyse geht auf S. DOPLICHER, R. HAAG und J. E. ROBERTS
3, 4] zurtick und wird entsprechend als DHR-Theorie bezeichnet.

Wir betrachten ein lokales Netz O +— 24(O) in der Vakuumdarstellung mo(a) = a
mit der Eigenschaft der HAAG-Dualitét:

AO) = A(O') .

(Lokalitét verlangt 2A(O) C 2A(O)" C A(O')’, wobei die Doppelkommutante X"
gleich dem schwachen Abschlufl ist. HAAG-Dualitét ist also eine Maximalitéts-
eigenschaft der lokalen Observablen. Sie wird auch oft in der etwas schwécheren
Form 20(0)" = A(QO") formuliert — dann ist A(O) nicht notwendig schwach abge-
schlossen, d. h. keine VON-NEUMANN-Algebra. Fiir lokal normale Darstellungen
(alle Einschréankungen auf lokale Algebren 2((O) sind unitér dquivalent; diese Ei-
genschaft ist sehr allgemein giiltig) bedeutet die Ersetzung A(O) — 4(O)” keinen
Verlust der Allgemeinheit.)

Wir betrachten die Klasse der DHR-Darstellungen 7, die durch die Eigenschaft
VO : 7|20 = mo|A(O)

charakterisiert sind. Solche Darstellungen sind also nur im kausalen Einflulbe-
reich eines Doppelkegels O von der Vakuum-Darstellung zu unterscheiden — heu-
ristisch hat man also zu einer Anfangszeit ¢ eine lokale Anregung des Vakuums,
die natiirlich kausal propagiert.

DHR-Darstellungen kénnen auch durch einen Endomorphismus beschrieben wer-
den. Sei ndmlich U : Hy — H, ein unitdrer Operator, der fiir einen gegebenen
Doppelkegel O die geforderte Aquivalenz implementiert:

Va' € A(O") : mo(a") = Un(a')U .
Dieselbe Abbildung auf ganz 2 ausgedehnt:
o(a) :=Un(a)U

ist ein Homomorphismus ¢ : A — B(H,). Sie operiert definitionsgeméaf trivial
auf A(0’), da my(a) fiir @ € A mit a identifiziert wird. Sie bildet aber 2L in 2 ab:
Sei a € 2A(Oy), dann kénnen wir Oy so grofl wihlen, daf es sowohl Oy als auch
O enthilt. Dann kommutiert o(a) mit b € 2A(O}), denn

o(a)b = o(a)o(b) = o(ab) = o(ba) = o(b)o(a) = bo(a) .

HAAG-Dualitét impliziert dann, da§ o(a) € A(Os) ist. Alle lokalen Operatoren
werden auf lokale Operatoren (gegebenenfalls mit vergrofiertem Lokalisationsge-

biet) abgebildet, und der C*-Abschlufl A = UpRA(O) wird wegen Normstetigkeit
ebenfalls in sich abgebildet (|o(a)| = |7 (a)| < |a]).
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Umgekehrt liefert jeder lokalisierte Endomorphismus von 2:
old)=d o A0

trivialerweise eine DHR-Darstellung m = mj o p.

Wir haben bereits lokalisierte Endomorphismen kennengelernt; z. B. die BOGOL-
YUBOV-Transformation u, (Eichtransformation) oder u, (Diffeomorphismus) der
CAR-Algebra bzw. ihrer geraden (bosonischen) Unteralgebra, wenn e** und g—id
kompakten Tréger haben. Ebenso ist die Transformation der Stromalgebra in der
WEYL-Form:

on: W(f) = e I W (f)

ein lokalisierter Automorphismus, wenn sogar nur A\’ kompakten Triager hat.

Diese Beipiele sind sogar Automorphismen, also invertierbar. Beispiele fiir ech-
te Endomorphismen sind sehr schwierig explizit anzugeben; letztere sind aber
grundsétzlich nicht auszuschliefen und treten als ,, Regelfall auch tatsiachlich auf.
Obwohl wir immer nur mit abstrakten Endomorphismen arbeiten miissen, kann
man {iber diese quantitative Aussagen machen. Dazu ist ein sehr wirkungsvolles
Kalkiil entwickelt worden.

Zunichst betrachten wir Aquivalenzklassen. o1 und g, heifien unitér #quivalent,
wenn dieses fiir die Darstellungen 7y o 9; und mg o g5 gilt. Aufgrund von HAAG-
Dualitét ist der unitére Operator, der die Aquivalenz implementiert, dann selbst
eine lokale Observable, deren Lokalisationsgebiet die Lokalisationsgebiete der bei-
den Endomorphismen enthilt. Unitdre Aquivalenz ist also dasselbe wie innere
unitire Aquivalenz:

0120y & U eAVaeN:Up(a) = 02(a)U .

Die Aquivalenzklassen [o] werden als Sektoren (oder verallgemeinerte Ladungen)
bezeichnet.

Die direkte Summe zweier DHR-Darstellungen m; und my ist wieder eine DHR-
Darstellung. Zur Konstruktion eines entsprechenden Endomorphismus

0= 01D 02

wahlen wir in 2(QO) eine beliebige nichttriviale Projektion E # 0, I. Ein allge-
meines Strukturtheorem iiber lokale VON-NEUMANN-Algebren 2(QO) besagt, daf
diese Faktoren vom Typ III sind; die Typ-III-Eigenschaft ist dquivalent zu der
Eigenschaft, daf§ jede Projektion p # 0 in der Form p = ww*, w*w = 1 in der
Algebra faktorisiert. Es gibt also zwei Isometrien W; € 24(O) mit WiW; = E,
WoWs =1 — E. Es folgt W;W; = d;;, und

o(a) == Wioi(a)Wy + Wa0s(a)Wy
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ist ein Endomorphismus der Algebra 2(. Man sieht sofort, dafy o wieder lokalisiert
ist und als Darstellung zu 0@ 0, dquivalent ist, denn der Operator U : H — HOH

U\IIHWF\D@W;\IJ, U*:\Ill@\llgr—)Wlklll—i—WQ\Ifg

ist unitar und vermittelt die Darstellungen. Die Definition von o héngt zwar iiber
die W; von der Wahl der Projektion F ab, jedoch variiert ¢ nur in seiner unitéren
Aquivalenzklasse.

Ist umgekehrt 7 als Unterdarstellung in o enthalten, so ist auch m; wieder eine
DHR-Darstellung, und m = 7y o ¢; mit einem DHR-Endomorphismus g;. Sei
nidmlich E € B(H,) die Projektion auf den Unterraum der Darstellung o;. Dann
gilt V& € Hy : Ep(a)¥ = Epi(a)V = p1(a)EV = p(a)EV, also Va € A
Eo(a) = o(a)E, und wegen HAAG-Dualitét folgt E € 20(QO). Wir wihlen wieder
Wy € 2A(0) mit WiWy = E, WiW; = T und setzen g, := W Wi, und (falls
E # 1) Wy € A(0) mit WoWy =1—E, WiW, = T und g, := W5pW,. Man
iiberzeugt sich sofort, dafl beide p; wieder lokaliserte Endomorphismen sind, dafl
m =m0 0 und dal o = o1 @ 0o ist.

Sowohl bei der direkten Summe, als auch bei der Zerlegung erfiillen die W; die
Vertauschungsrelationen

Va € A : W;pi(a) = o(a)WV; .
Allgemein wird ein Operator T" mit der Eigenschaft
VaeA:To(a) = o(a)T

als Intertwiner bezeichnet (Verketter, Vermittler); man schreibt auch 7': 0 — o
oder T' € (0,p0) oder T'" € (p|o). HAAG-Dualitdt besagt, dafl jeder Intertwiner
zwischen lokalisierten Endomorphismen ein lokaler Operator (in einem Gebiet,
das beide Lokalisationsgebiete von ¢ und p umfaft) ist.

Es gilt die offensichtliche Verkniipfungsregel
S:o—=oundT:0 -7 = TS:0—>71
sowie
S:co—o0& ST:p—o0.

Es folgt, daBl S*S ein Selbst-Intertwiner von ¢ ist, und wenn o irreduzibel ist,
so ist S*S ein Vielfaches der Eins (SCHURsches Lemma). Skalieren wir S*S = T,
so folgt, daBl E = SS* eine Projektion ist. Diese ist ein Selbstintertwiner von o
und entspricht der Projektion auf die Unterdarstellung m = my o ¢ von 7 o g.
Allgemein (auch wenn o nicht irreduzibel ist) schreiben wir

c<p:& AS:0—pmit TS =1
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d. h. o ist (als Darstellung mg o o) in ¢ enthalten. Es gilt

~

c<oundp<0c & o0=p.
Das Produkt zweier lokalisierter Endomorphismen ist ebenfalls ein lokalisierter
Endomorphismus. Es gilt (nachrechnen!)

Si:01—01 und Sy:o09 — 09
= 51 x S5 = 5101(S2) = 01(52)S1 : 0102 — 0102 .

Dadurch ist ein Produkt von Darstellungen definiert:
T X g := T © 0102 wenn Wigﬂ'[)ogi.

Die unitire Aquivalenzklasse hingt nur von der Aquivalenzklasse der 7; ab; d. h.
die Wahl der Représentanten p; ist irrelevant (wéhlt man stattdessen o; = o; und
Ui : 0; — o; unitér, so implementiert mo(U; x Usy) die behauptete Aquivalenz).

?
Um die Symmetrie m; X m = w9 X m; dieses Produktes zu untersuchen, miissen

wir kovariante lokalisierte Endomorphismen betrachten. Dies ist sowieso sinn-
voll, da diese den kovarianten Darstellungen entsprechen. Eine etwas schwéchere
Eigenschaft als Kovarianz, die aber fiir unsere Zwecke ausreicht, ist Transportier-
barkeit:

0 heifit kovariant, falls ay 0 p o ' = p fiir alle POINCARE- (oder MOBIUS-)
Automorphismen des kovarianten Netzes 2. Im folgenden sei U, die Darstellung
der POINCARE- oder MOBIUS-Gruppe in der Vakuumdarstellung. Ist ¢ in O lo-
kalisiert, so ist ay 0 g0 o' in gO lokalisiert.

Ist o kovariant und Uy : 0 = agea; ", so folgt

m(ag(a)) = Ur(g)m(a)lUx(g)"

mit U (g) := Uy(g)mo(U,-1). Bis auf einen Kozykel in der Kommutante von 7 ist
dann U, eine unitire Darstellung der POINCARE- (oder MOBIUS-) Gruppe. Ist
umgekehrt die DHR-Darstellung 7 kovariant, so ist

Uy = Uo(9)U(g~")

ein Intertwiner U, : o — ozggozg*l, also eine lokale Observable. o heifit DHR-
Endomorphismus, falls es lokalisiert und kovariant ist.

o heifit transportierbar, wenn es in O lokalisiert ist und fiir jedes verschobene
Gebiet O+ x ein dquivalenter Endomorphismus g existiert, der in O+ x lokalisiert
ist (beispielsweise 0 = a, 0 g o _;). Ein unitérer Intertwiner U : o — ¢ wird
dann als Ladungstransporter bezeichnet.

Fiir transportierbare (insbesondere DHR-) Endomorphismen gilt
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1. 0100 = 0201, falls p; in O; lokalisiert und O; raumartig getrennt von O, ist,

2. 0102 = 0901 fiir beliebige relative Lokalisierungen.

Beweis von 1: Sei a € (), wihle z; raumartig, so dafl V¢; > 0 das Gebiet O; +
t1x; raumartig zu Qs + tox5 ist. Fiir hinreichend grofle ¢; sind dann O; +t;z; auch
zu O raumartig. Setze y; = t;x; und wahle g; ~ p; lokalisiert in O;+y; und unitére
Intertwiner U; : 9; — 0;. Dann sind auch U; raumartig zueinander lokalisiert und
kommutieren miteinander. Es folgt 0102(a) = U; 01(Us 02(a)Us)Uy = UyUsalU Uy,
da 09 auf @ und 9, auf @ und U, trivial wirken. Dies ist symmetrisch in 1 < 2.
Beweis von 2: Wihle dquivalente Vertreter 9; = p; mit raumartig getrennten
Lokalisationsgebieten und Ladungsoperatoren U; : g; — ¢;. Dann ist Uy x U, :
0102 — 0102 und Uy X Uy : p201 — 0102. Wegen 1 ist der Statistikoperator

= (Uy x Uh)*(Uy x Uz) = 02(U1)*U5U, 01 (Us)

ein unitarer Intertwiner € : p109 — 0201.

Die entscheiégnde Eigenschaft von ¢ ist seine Stabilitédt. Variiert man die Hilfsge-
biete O; — O, und die Vertreter 0; — Qi und Ladungstransporter U; — /U\i, S0 ist
der Unterschied V; in U; = V;U, also V; = U;U; : 01 — 6; in O; D O; U O; lokali-
siert. Fiir kleine Variationen der Gebiete so, daf O; zueinander raumartig bleiben,
gllt dann U1 X UQA: ‘ﬁUlQl(‘/QUQ) = ‘/1@1(‘/2) . Ulgl(Ug) = ‘/1‘/2([]1 X Ug) und
entsprechend fiir Uy x Us. Schliellich kommutieren V; miteinander, so dafl € unter
der Variation invariant ist. Man iiberzeugt sich leicht, dafl man durch eine Suk-
zession kleiner Variationen in D > 2 4+ 1 Dimensionen jedes Paar von raumartig
getrennten Hilfsgebieten in jedes andere iiberfithren kann. Der Statistik-Operator
¢ hiangt dann ausschlieBlich von g; und go ab und wird als e(g1, 02) bezeichnet.
Offenbar gilt €(01, 02) = (02, 01)*. In D = 141 Dimensionen oder chiralen Theo-
rien existiert eine topologisch invariante Unterscheidung, ob O; in der linken oder
rechten Zusammenhangskomponente des raumartigen Komplements von Oy liegt
(07 < Oy oder Oy < 7). Dementsprechend gibt es zwei Statistikoperatoren,
und man definiert £(o1, 02) durch die obige Formel fiir (92 < (91 Fir (’)1 < (’)2
liefert dieselbe Formel dann den anderen statistischen Operator £(g, 01)*, der in
D =1+ 1 Dimensionen im allgemeinen nicht identisch mit (o1, 02) ist.

[Mustration: Sei A(O) C §F(O) die gerade Unteralgebra einer fermionischen Feldal-
gebra. Sei ¢ € F(O) ein unitérer fermionischer Operator (z. B. ¢ = R(f) in der
CLIFFORD-Form oder ¢ = B(f), I'f = f, in der selbstdualen Form der CAR-
Algebra). Dann ist

0:a— pay”

ein Automorphismus von 2 (das Bild ist wieder ein bosonischer Operator), der
nicht in 2 implementiert ist (¢ ¢ 2A!), und der in O lokalisiert ist (¢ € §(O)
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kommutiert mit a € A(O")). p* = Adye ist inner (¢? € 2A), also ist [p?] = [id] =
[70] gleich der Vakuum-Darstellung.
Ist das Netz § kovariant, so gilt

@(CL) =0 000 U_g = am(¢a—m(a)¢*) = ¢ma¢; )
wobei 1, = a, (1) der verschobene geladene Operator ist, und der Ladungstrans-
porter U, : 0 — 0 ist ¢, 0" € 2.

Zur Berechnung des Statistik-Operators ¢ = &(g, 0) wéhlen wir z > 0, so dafi
Oy =0 < O+ x = 0Oq, und erhalten

= Y= Y)Yt = —1.
So wie das Produkt der DHR-Endomorphismen durch das Produkt der imple-
mentierenden Felder bestimmt ist, spiegelt der Statistik-Operator die fermioni-
schen Vertauschungsrelationen ¥, = —1,1¢ der implementierenden geladenen
Felder wider. Es ist jedoch wesentlich, dafl sowohl das DHR-Produkt, als auch
der Statistik-Operator € ganz ohne Bezug auf geladene Felder definiert sind; die-

se intrinsische Strukturen machen daher Vorhersagen iiber die (gegebenenfalls zu
konstruierenden) geladenen Felder.

Beispiel: Die Automorphismen ¢ = g,
(W () = ez X W(f), NeDR)

der CCR-Algebra (U(1)-Strom-Algebra) sind in supp A" lokalisiert. Wir wissen,
daB gy durch W () implementiert ist, falls A € D(R). Offensichtlich ist gy, 05, =
0+, filr beliebige A1, Ay € D(R) und gy, = WAy — A1)oy, W(A2 — A1), falls

A1 — A2 € D(R). Damit ist die innere Aquivalenzklasse durch die Ladung ¢, =

1

5- (A= — A4) eindeutig charakterisiert, und die Fusionsregeln der Sektoren lauten

[@1] X [g2] = [q1 + qo] -
Wir berechnen
oo (W(f) = aor(W(f) =ex /¥ =w(f)
= on(W(f)).

Da A\, — A € D(R), ist g, transportierbar (auch skalenkovariant mit demsel-
ben Argument, indem man «a, durch Skalentransformation ersetzt), und der La-
dungstransporter ist U, = W (A, — \). Dann ergibt sich der Statistikoperator fiir
hinreichend grofie x > 0:

eon0)) = oaUn)Up = |z TN (N, = N) | WA, = \)

_ ot SN0

129



Die Integrale [ NA =1 [(A?) =2(A2 =A%) und =N, = =2 [N =-A_(\; —
A_) ergeben zusammen (A — A_)? = 27%¢3, also €(ox, 00) = ¢'™3. Dies re-
produziert ¢ = —1 fiir g, = +1, Uy, = fermionischer Operator in CAR, und
verallgemeinert sich zu

g(@)\? Q/.L) - Q“<Ux)*Um — eiﬂ—q/\q,u, .

Die Statistikoperatoren erfiillen wichtige algebraische Identitdten. Man rechnet
leicht nach, daf fir Intertwiner T; : o; — o;

(T x Th) - (o1, 02) = (01, 09) - (T1 x T)

gilt (,Naturalitdat“), und daB

€(01,0003) = 02(g(01,03)) - (01, 02)
5(91@%@3) = 8(@1793)‘91(5(@,@3))

gilt (,Multiplikativitiat®). Ersetzt man in der Naturalititsgleichung g, durch o903,
o1 = 01 und 09 = p300 und wahlt T3 = 1, Ty = (09, 03), so impliziert die
Multiplikativitdt die Relation

£(02, 03)02(e(01, 03))e(01, 02) = 03(c(01, 02))e(01, 03)01(£(02, 03))

(,,Zopf-Relation“). W#hlt man speziell oy = 02 = 03 = p und setzt € = £(p, 0), so
folgt

eo(e)e = o(e)eo(e) .

Da ¢ € (0%, 0?) mit ¢*(2) kommutiert, kommutiert auch ¢'(¢) mit ¢’(¢) fiir |i —
j| > 2. Dies bedeutet, daf8 die Abbildung

b; — Qifl(g)
die definierenden Relationen der Zopfgruppe

bibiy1b; = bip1bibipy
bib; = bbi (i —jl>2)

erfiillen. Jedem DHR-Endomorphismus g ist also eine unitidre Darstellung der
Zopfgruppe intrinsisch zugeordnet. Diese Darstellung héngt bis auf unitéire Aqui-
valenz nur von dem Sektor [g] ab und wird als ,die Statistik des Sektors® be-
zeichnet. Thre Bedeutung fiir die Vertauschungsrelationen geladener Felder wird
in Abschnitt 6.6 deutlich werden.
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6.5 DHR-Fusionsregeln

Die Fusionsregeln von DHR-Sektoren sind die Zerlegung
[ma] x [r5] = €D NSplrc]
c

eines Produkts von irreduziblen Sektoren in deren irreduzible Komponenten. Auf
dem Niveau der Endomorphismen entspricht dies der Zerlegung

04008 = @ Nisoc .
C

wobei die Beitriage o¢ alle indquivalent sind.

Sei 0 & @ N€o¢ ein (i. a. reduzibler) DHR-Endomorphismus, oc irreduzibel.
Dann ist

NC
o(a) =) > Weioc(a) W,

c =1
mit Isometrien We;, deren zugehorige Projektionen FEco; = We ;W¢,; eine Zer-
legung der Eins sind: >, Y. Ec; = 1. Aquivalent dazu ist die Orthogonalitiit
(W¢ Werr = bcerdi) und Vollstéandigkeit (Y- >, We W ; = T) des Systems
von Isometrien. Die {W¢;} fir festes ¢ und festes oo bilden eine Orthonormal-

basis des Intertwiner-Raumes (oc¢, 0).

Da We,; : oc — o konstruktionsgeméafl Intertwiner sind, sind alle Operatoren
We W ; Selbstintertwiner von g. Diese bilden fiir jedes feste C' einen Matrixring
von N¢ x N¢Matrizen. Die Gesamtheit (g, 0) = o()" der Selbstintertwiner
von o ist also einer direkten Summe von Matrixringen @, Mat yc(C) isomorph.
Deren zentrale Projektionen E¢ = ), W ;W ; entsprechen den indquivalenten
Untersektoren von p, wéhrend eine Zerlegung in minimale Projektionen Eq; =
We W, der Zerlegung in irreduzible Untersektoren entspricht.

Das Problem der Fusionsregeln besteht also in der Untersuchung der Kommu-
tanten o405(2)’, genauer gesagt in deren Zerlegung in Matrixringe, und der Be-
stimmung der Aquivalenzklasse der den einzelnen Matrixringen entsprechenden
Untersektoren.

Im Falle von DHR-Automorphismen (,einfache Sektoren®) ist nichts zu tun, da
die Kommutante eines Automorphismus trivial ist: das Produkt ist wieder ein
Automorphismus und damit bereits irreduzibel. Es gilt auch der umgekehrte Satz:
ist o ein DHR-Endomorphismus und ¢? irreduzibel, so ist ¢ ein Automorphismus
3, 4].

Die Bestimmung der Kommutanten von g40p ist in der Regel sehr schwierig. In
niederen Dimensionen kann man sich aber leicht Elemente in 0405(2()" verschaf-
fen, ndmlich die Monodronie-Operatoren

5(9,47 QB)5<QB7 QA)
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(in D > 2+ 1 sind diese automatisch gleich T wegen der Permutationsgruppen-
statistik, siehe oben) und deren Spektralprojektionen. In vielen Modellen sind
diese Spektralprojektionen bereits mit den zentralen Projektionen in 040p5(21)’
identisch.

Zwei wichtige Konzepte sind konjugierte Sektoren und die statistische Dimensi-
on. Sei ¢ (der Einfachheit halber) irreduzibel. Dann heifit ein irreduzibler DHR-
Endomorphismus g konjugiert zu g, falls id < gg. (Der konjugierte Endomorphis-
mus ist bis auf Aquivalenz eindeutig, und g ist konjugiert zu .) Dann gibt es eine
(bis auf eine komplexe Phase) eindeutige Isometrie R : id — 9o, und die lineare

Abbildung

¢o(a) := R*o(a)R
hat die Eigenschaften

1. ¢, ist eine positive Abbildung,
2. ¢,(I) = T und
3. do(0(a)bo(c)) = ag,(b)c.

Insbesondere ist ¢,0 0 = id. Diese Eigenschaften bilden die Definiton eines Links-
inversen; die Operation g o ¢, ist dann eine bedingte Erwartung der Algebra 2A
auf ihre Unteralgebra o(2). (Natiirlich ist das Linksinverse eines Automorphis-
mus gleich dem inversen Automorphismus, dann ist etwa g = o~ und R = T; im
allgemeinen ist aber ¢, kein Endomorphismus).

Das Linksinverse hat die (mit 3. leicht nachzurechnende) Eigenschaft
¢o(T):0 — 7, falls T :po — pr.

Insbesondere ist ¢,(e(0, 0)) : © — o als Element von o(2)’ ein komplexer Skalar,
dessen Polarzerlegung

al

Do(e(0,0)) = a,

eine komplexe Phase s, und eine reelle Zahl d, > 1 liefert. Diese Zahlen hdngen
nur von dem Sektor [g] ab. (Es wurde z. B. von LONGO gezeigt, dafl ¢,(e(p, 0)) # 0
ist, falls ¢, von der Form R*p(-)R ist.) Es gilt ein Spin-Statistik-Theorem, dafl
x, = €™ bzw. €*™" ist, wobei s der ,Spin“ in 1+ 1 Dimensionen bzw. h die
konforme Skalendimension in chiralen Theorien ist [9, 6]. Die Zahl d, wird als
statistische Dimension bezeichnet. Sie ist additiv und multiplikativ fiir direkte
Summen und Produkte von Sektoren, insbesondere gilt

da-dp =Y Ngdc
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falls N9 die Fusionsregeln beschreibt. Es konnte gezeigt werden [10, 12], da8 d,
unterhalb von dg = 1 nur die Werte d, = 2cos -, m = 3,4,5, ... annehmen kann
und daf, falls g = 01 @ 02 nur zwei irreduzible Komponenten hat, d, nur Werte

der Form ° —% mit m=3,4,5,..., k=2,3,...,m — 2 annehmen kann.

l
m

6.6 DHR-Austauschalgebra

Die beschriebenen Daten erlauben eine algebraische Version der Austausch-Alge-
bra (vgl. Abschnitte 4.7 und 4.8), das sogenannte reduzierte Feldbiindel. Wir
wéhlen fiir jeden irreduziblen DHR-Sektor 7, Repréisentanten o,, darunter gy =
id. Wir wéhlen fiir jedes Tripel von Sektoren eine Orthonormalbasis {7} von
(0r, 0s0¢) aus. (e ist ein Multiindex, der das Tripel (r,s,t) sowie einen Mul-
tiplizitdtsindex ¢« = 1,..., N], beinhaltet. Fiir ¢ = 0 oder s = 0 wéhlen wir
T. = 1.) Wir definieren den HILBERT-Raum H := @ H,, wobei die Observablen
auf H, = Hp in der Darstellung 7, = my o o, operieren, d. h.

a

m(a) = 0:()

Auf diesem HILBERT-Raum definieren wir Operatoren F' = (e, a) durch
FVy = 555’(T;Qs<a)\lj)r )

wobei W, das Bild von ¥ € H,, als Vektor in H, betrachtet, unter der natiirlichen
Einbettung in H bedeutet:

U, =(0,...,0,7,0,...,0) .

F = (e,a) ist also eine Abbildung von H, (,source“) nach H, (,range“) als
Teilrdumen von H, analog zu den Austauschfeldern ,.(¢)s aus Abschnitt 4.7. Es
seinen T,, € (0r,, 0s,0t,), © = 1,2 und r; = ry. Dann ist T, T,, € (0r,, 0s,0t,0t,)
und besitzt eine Entwicklung nach der Basis g, (Tf)T. dieses Unterraumes, Ty €
(01: 01, 01)s Te € (0ry, 05,01), t beliebig.

Diese Operatoren bilden eine Orthonormalbasis, da sie wieder vollstindig und
orthogonal sind. Die Entwicklung lautet also:

T.T., = ZD6261Q81(Tf)T

T* T* — Z D62 elT*Qsl *)

€z~ e1
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mit
DR =T} T7 05, (TH)T, € (0, 0) =C - 1.

ex ey

Es folgt, dal die Operatoren F, eine Algebra bilden:

F62F61 = ZDgé?elFe(f) (61)
mit

Fe(f) = (e,T}‘Qtl(ag)al) .

Diese Algebra enthélt die Observablen, da
ﬂ-(a) = Z(e,a) )

wobei sich die Summe {iiber alle e erstreckt, fiir diet =0, alsor =sund T, = 1
ist. Insbesondere ist auch

(67 CL) - <€7 ]I) : 7T(CL) ’
und es gilt konstruktionsgeméfl die Vertauschungsrelation
(e,1)-moi(a) = m(a)(e, X) .

Die ,geladenen Felder” (e, T) sind also Intertwiner fiir den Endomorphismus g,
oder genauer: (e, I) : mo; — w. Wir bezeichnen daher t als die ,Ladung® von
F, und erkennen in der Multiplikationsregel (6.1) in der Summe iiber die La-
dungen t < t1t, eine algebraische Variante der Operatorproduktentwicklung (vgl.
Abschnitt 4).

Die von F, erzeugte Algebra ist eine *-Algebra. Denn
(Us, (e,0)"®,) = ((e,a)¥s, ®,) =

= (T70s(a)¥, @) = (V, 05(a”)T.P) ~ (¥, QS(G*R*Qt(R)))Teq) )
wobei R € (id,g,0;) und R € (id, 0,0,) Isometrien sind, so da8 E*Qt(R) €

(0¢, 00) = C - T nicht verschwindet (dies ist sichergestellt, wenn die statistische
Dimension von g; endlich ist). Nun ist

Os (F*>ngt(R>Te = 0Os (E*)Tegr (R)

und gs(ﬁ*)Te € (0,0, 0s) = (0s, 0+0;)*. Mit einer Basis {T.} von (gs, 0,0;) ist also

0s(R )T.0,(R) eine Linearkombination von T2 o,.(R), und das obige Skalarprodukt
ist eine Linearkombination von

(\P7Qs<a*)T€*QT(R)CI)) = <\P>T5Qr<§t<a*)R CD)
= (¥, (e, 0,(a")R)®,) .
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Es folgt, dafl (e,a)* eine Linearkombination der Elemente (€, 9,(a*)R) ist; deren
Multi-Index € unterscheidet sich von e durch die Vertauschung von ,,source® und
,range” s <+ r und durch die Konjugation der Ladung ¢ <+ ¢. Der adjungierte
Operator tragt also die konjugierte Ladung.

Aufgrund der Intertwiner-Eigenschaft kommutieren (e, I) mit den Observablen,
die im Komplement von O, lokalisiert sind, falls o; in O, lokalisiert ist. Offenbar
ist also (€, 1) € §rea(O;), wenn wir die lokalisierten Feldalgebren definieren als

3red(0) = {Fe : FeW(GJ) - 7T<G)Fe Va € Ql(O/)}”.

Man rechnet nach, da §.a(O) von allen Elementen der Form (e, u* - ¢) aufge-
spannt wird, wobei ¢ € A(O), v : 9, — ¢; unitdr und g, in O lokalisiert ist.
Die lineare Hiille dieser Elemente bildet eine Algebra und ist invariant unter der
*-Operation. §eq(O) ist also eine VON-NEUMANN-Algebra.

Um die Vertauschungsrelationen zweier geladener Felder in raumartigen Abstand
zu berechnen, betrachten wir F; = (e;, u;¢;) € Frea(O;) mit O; < Oy und 1 = $s.
Dann ist

F2F1\Ijsl = (T;; Q32 (U;CQ>T€*1 Qsl (u?cl)\ll) ro
Die Intertwiner- und Lokalisierungseigenschaften erlauben die Umformungen
Te*g Qs (USCQ)T; Osy (uicl) - T:z Te*l Os; (Qtl (UECZ)uTcl)

und

0n, (uzc2)uicr = 0p (u5)uior (c2)er = 0p, (u3)uy - cacy

‘g(@tza Qt1)@t2 (’U,T)U; tC1Ca .

Schliefilich ist
T:2T:1 Os; (E<Qt27 Qt1)) * 05101501, — Ory
und besitzt eine Entwicklung
> RGGTLT
61,62 1 2

mit RZZZ; =TT 05, (e(01y, 01,)) Ty Ter € (015 0r,) € C - T, wobei fiir die Ladun-

ex el
gen t; = t; und fir die ,source” und ,range“ Sektoren s, = sy, r] = 7o gilt und
iber ry = s; summiert wird. Eingesetzt in das Produkt FyFy Uy, ergibt sich

BF =) RIGFF (01 <0y)

mit F} = (e}, a;). Diese Operatoren tragen dieselbe Ladung wie F;, miissen aber
zwischen verschiedenen Sektoren interpolieren, um den Definitionsbereichen und
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den Fusionsregeln geniigen zu konnen. Diese Vertauschungsrelationen sind die
algebraische Version der Austausch-Algebra (Abschnitt 4.8). In Modellen mit
konformer Invarianz lassen sich lokalisierte Felder ,.(¢)s(x) durch geeignete Ska-
lenlimiten aus den beschrinkten Operatoren F' = (e,a) gewinnen [5].

Offenbar ist fiir Oy < O; die Matrix R(—) zu wihlen, die ebenso wie R(+) = R
mit der Ersetzung (o, 01,) — €(04,, 01,)" gebildet wird. Diese Matrizen sind
unitér (als Matrixelemente der unitdren Statistikoperatoren auf bestimmten In-
tertwinerraumen) und erfiillen dieselben Zopf-Relationen R;R; 1 R; = R; 1 R;R; 11
wie die Matrizen M aus Abschnitt 4.8, wobei R; die Matrix fiir die Vertauschung
der Felder an den Positionen ¢ und 7 + 1 in einem Produkt von mehreren Feldern
ist.
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