Teil I
Newtonsche Mechanik

Die Mechanik ist die Wissenschaft von der Bewegung von Koérpern im Raum.
Aufbauend auf ,, vorwissenschaftlicher Erfahrung® {iber Raum, Zeit, die Existenz
von ,starren Koérpern und deren Unverédnderlichkeit bei Bewegungen, etc. gelang
es Newton, gestiitzt auf experimentelle Erfahrung, eine mathematische Formulie-
rung fiir die Bewegung von Koérpern im Raum zu geben. Als Idealisierung wird
von der Ausdehnung und Form der Koérper abgesehen. Sie werden als sogenannte
,Massenpunkte“ beschrieben. In der Newtonschen Theorie spielen die Begriffe
,Masse"“ und ,,Kraft“ ein wichtige Rolle. Bei der Definition dieser Begriffe lauft
man allerdings leicht Gefahr, in Zirkelschliisse zu geraten und es existiert ei-
ne endlose Fiille von Literatur zu diesem Thema (siehe z.B. L. Eisenbud, Am.
Journ. of Physics 26, 144 (1958).)

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels geben wir eine Zusammenfassung der expe-
rimentellen Fakten, die der Newtonschen Theorie zu Grunde liegen. Alle diese
experimentellen ,, Fakten® sind, wie wir heute wissen, nur ndherungsweise wahr,
d.h. die Newtonsche Theorie hat nur einen beschrankten Giiltigkeitsbereich: ,, Ato-
mare” Phénomene z.B. miissen im Rahmen der Quantenmechanik beschrieben
werden und fiir Teilchengeschwindigkeiten von der Gréflenordnung der Lichtge-
schwindigkeit mufl die Newtonsche Mechanik durch die , relativistische® Mechanik
ersetzt werden. Im Rahmen dieser Vorlesung wird die relativistische Theorie nicht
behandelt, da sich dies im Rahmen der Elektrodynamikvorlesung besonders an-
bietet. Wir werden im folgenden nicht immer wieder auf diese Beschrankung des
Giiltigkeitsbereiches der Newtonschen Mechanik hinweisen, sondern so tun, als
ob die Newtonsche Theorie die physikalischen Phédnomene exakt beschreibt.

1 Experimentelle Tatsachen

1.1 Raum und Zeit (“Pra-Einstein”)

Unser Raum ist dreidimensionalund euklidisch. Die Bewegung der Massenpunkte
findet im dreidimensionalen euklidischen Raum E? statt, in dem jeder Punkt
durch seine drei Koordinaten beziiglich eines orthogonalen Bezugssystems

(0; €1, €5, €3) charakterisiert werden kann. Die Zeit ist eindimensional. Die Zeit,
gemessen mit Uhren, ist ,,absolut®, d.h. es ist im Prinzip moglich, jeden Punkt im
Raum mit einer Uhr auszustatten und diese Uhren zu synchronisieren (durch un-
endlich schnelle Signalausbreitung oder mit Hilfe absolut starrer Stangen). Diese
absolute Zeit ist unabhéngig vom Bewegungszustand des Beobachters.



1.2 Gallileisches Relativitidtsprinzip

Es existieren Koordinatensysteme, sogenannte ,,Inertialsysteme*, die folgende
zwei Eigenschaften haben:

1. Alle Naturgesetze sind zu allen Zeiten in allen Inertialsystemen gleich.

2. Alle Koordinatensysteme, die sich geradlinig und gleichférmig gegeniiber
einem Inertialsystem bewegen, sind selbst Inertialsysteme.

Nimmt man also an, dafl ein auf der Erde fixiertes Koordinatensystem ,,inertial“
ist, so kann ein Experimentator, der sich im Inneren eines Zuges bewegt, der
mit konstanter Geschwindigkeit auf gerader Strecke fihrt, diese Bewegung nicht
feststellen. Das erdfeste Koordinatensystem ist aber nur ndherungsweise inertial.
Koordinatensysteme, die mit der Sonne, den Fixsternen, der Milchstrale etc.
verbunden sind, kommen der Idealisierung des Inertialsystems néher.

1.3 Das Newtonsche Prinzip der ,,Bestimmtheit

Als ,,Anfangspunkt® eines Systems von Massenpunkten bezeichnen wir die
Werte sdmtlicher Teilchenorte und Teilchengeschwindigkeiten zu einem be-
stimmten Zeitpunkt. Dann lautet das Newtonsche Prinzip:

Der Anfangspunkt eines mechanischen Systems
bestimmt die Bewegung des Systems eindeutig.

Man konnte sich eine Welt vorstellen, in der auch noch die Beschleunigungen der
Teilchen zum bestimmten Zeitpunkt notig sind, um die Bewegung zu bestimmen.
Die Erfahrung zeigt aber, daf§ unsere Welt nicht von dieser Art ist.

Der Ort des i-ten Teilchens zur Zeit ¢, wird durch den Ortsvektor 7(ty) =
xi1(to)€1 + w;2(to) € + x;3(tp)e3 beschrieben. Die Teilchengeschwindigkeit (o)
ist durch die Zeitableitung des Ortsvektors definiert

A Tllot AD — i)
0

Gi(to) = 7i(to) = dt At At

und die zweite Ableitung des Ortsvektors wird als Beschleunigung @;(¢y) bezeich-
net

d*7;
=7l -

dt?
Fiir ein System von N Punktteilchen folgen aus dem Newtonschen Prinzip die
Newtonschen Gleichungen: Da der Anfangspunkt die Bewegung eindeutig
bestimmt, bestimmt er im speziellen auch die Beschleuigungen zum Anfangszeit-
punkt ¢, es existieren also Funktionen F;, so dal i =1,...N :



—

’f_’; = F;'(’I?l, ...’I?N;’f'_’)l, FN,t)

Newtonsche Gleichungen

Fiir jedes spezifische System sind die Funktionen F, experimentell bestimmt. Vom
rein mathematischen Standpunkt definiert die Vorgabe eines Satzes von F, ein
mechanisches System. Uber die Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir gewohn-
liche Differentialgleichungen bestimmen die F, zusammen mit den Anfangsbe-
dingungen 7;(to) und 7;(¢y) (i = 1,...N) die Bewegung eindeutig, sofern die F,
hinreichend ,,glatt“ sind. Sind diese Bedingungen nicht erfiillt, (was aber im Lauf
der Vorlesung kaum auftritt), so ist die Bewegung nur fiir ein endliches Zeitinter-
vall bestimmt.

1.4 Beispiele mechanischer Systeme

Wir betrachten im folgenden einige einfache Beispiele und beginnen mit dem
einfachsten Fall, ndmlich der Bewegung eines Massenpunktes.

1.4.1 Der fallende Stein, Fall aus grofler Hohe
a) Der fallende Stein:

Experimente zeigen, dal bis zum Aufschlag des Steins
P=—g; g~98m/s

gilt, wobei x die Hohe des Steines iiber dem Erdboden ist. Vernachlédssigt man die
Ausdehnung des Steins, so ist die Bedeutung von z klar (wir kommen auf diese
Annahme in Kap. 1.2. zuriick). Unter Einfithrung der ,potentiellen Energie* —
spéiter definieren wir die potentielle Energie mit einem zusétzlichen Massenfaktor
— V(z) := gx lautet die Bewegungsgleichung

_av
dz
Stein

T =

=
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Q

0

Fiir die Bewegung parallel zur Erdoberfliche gilt ¢ = 0; 2 = 0. Zusammengefaft in

Vektorschreibweise also mit § = —gé, (zeigt in Richtung Erde) und V(7)) = —g-7

F:g:—

or’



Dabei steht OV /07 fiir den Gradienten des ,, Potentials“ V() (alternativ schreiben
wir auch VV (7)) und &, ist der Einheitsvektor senkrecht zur Erdoberfliiche. Expe-
rimentell gelten diese Gleichungen nur beim Fall aus ,,geringer® Hohe. Aulerdem
gelten die diskutierten Resultate nur, wenn man die Erdrotation vernachléssigt,
d.h. das erdfeste Laborsystem als Inertialsystem ansieht.

b) Fall aus grofier Hohe:

Der Fall aus grofer Hohe wird durch das von Newton entdeckte 1/r*-Gesetz
beschrieben:

-

Unter Einfithrung der ,potentiellen Energie®

. k
V(r) = —;§ k:grg

lautet die Bewegungsgleichung, wenn man mit ¥ den vom Erdmittelpunkt ausge-
henden Ortsvektor bezeichnet (|7] = r), wiederum

7?: — Q= -
or

Diese Bewegungsgleichung wird spéter ausfiihrlich diskutiert werden.

1.4.2 Hookesches Gesetz: Masse, Kraft

Wir betrachten die eindimensionale Bewegung unter Einwirkung einer Feder:

Experimente zeigen, daf fiir kleine Auslenkungen des Teilchens gilt

dilizrs



Dieses Resultat heiit Hooksches Gesetz.

Ersetzt man den ,Massenpunkt“ durch zwei Massenpunkte derselben Sorte, so
findet man experimentell, daf§ die Beschleunigung bei gleicher Auslenkung halb
so grof} ist, wie bei einem Massenpunkt. Allgemein findet man experimentell, dafl
fiir irgend zwei Teilchen 1 und 2 das Verhéltnis der Beschleunigungen 1)/ )
bei gleichen (kleinen) Auslenkungen einen festen Wert hat, der nicht vom Wert
der Auslenkung oder der speziellen Bauart der Feder abhingt. Dieses Verhélt-
nis ist nur durch die beiden Teilchen selbst bestimmt. Das Inverse dieser Grofie
bezeichnet man als das ,,Massenverhéltnis*

my I

mq . ZL’(Q)

Als Masseneinheit legt man die Masse eines speziellen Korpers fest, z.B. die von
einem Liter Wasser. Die Erfahrung zeigt, dafl alle Massen positiv sind. Zuriick
zur Feder sieht man, daf§ mit dieser Definition der Masse das Produkt Masse
x Beschleunigung m{ nicht vom Teilchen, sondern nur von der Auslenkung der
Feder abhéngt. Den Wert dieser Gréfle bezeichnet man als die Kraft f, die durch
die Feder auf das Teilchen wirkt:

mi=f; f=—cx;c=a*/m.

Nach Einfiithrung des Massenbegriffes lassen sich die Newtonschen Gleichungen
fiir ein System N Punktmassen my,...my in der bekannteren Form

schreiben, wobei ﬁ = m;F; allgemein als die Kraft auf das i-te Teilchen bezeich-
net wird. Oder nach Einfiihrung der Teilchenimpulse p;

pi(t) i= mdi(t) = myii(t) .

i = fi

Newtons ,,lex secunda*

Auch fiir den manchmal auftretenden ,,phénomenologischen® Fall zeitabhéingiger
Masse, 148t sich das lex secunda immer in der Form p = f schreiben, da f
hochstens erste Ableitungen des Ortes enthélt und sowieso nur ,experimentell®
bestimmbar ist. Eine neue physikalische Aussage steckt nicht dahinter.

Die Kréfte ﬁ sind experimentell festgelegt. Beschreibt man die Bewegung der



Teilchen in einem Inertialsystem, so findet man héufig den Fall, daf§ die Kraft auf
das i-te Teilchen als Summe von ,,Paarkriften* geschrieben werden kann

— N —
fi=>F;
(5#49)

Die Krifte zeigen in Richtung der Verbindungslinie der Punkte und es gilt ﬁj =
— f;-,-, was als Prinzip von actio = reactio bezeichnet wird, und der Betrag von
ﬁj ist eine Funktion von r;; := |r;—77;|. Das ist Newtons,,lex tertia“. Ein Beispiel
fiir Kréafte dieser Art sind die Gravitationskrifte. Zusammengefafit gilt also

ﬁ'j = fij(rij)€i; 5 fij(r) = fi(r)

wobei €;; der Einheitsvektor ist, der vom Punkt ¢ zum Punkt j zeigt. Sind alle
Krifte, die auf die Teilchen des Systems wirken, von dieser Form, so nennt man
das System auch abgeschlossen.

In der Diskussion der Erhaltungssétze in Kapitel 1.2 werden wir argumentieren,
dafl das Konzept der Massenpunkte zur Beschreibung ausgedehnter Objekte (wie
dem geworfenen Stein) ohne Giiltigkeit von “actio=reactio” vermutlich nicht en-
standen wiére.

Ist das System nicht abgeschlossen, so kann man die ﬁ héufig in der Form

fi= Z fij + 5
3(#7)

schreiben, wobei ff“' die ,auBeren“ (oder externen) Kréfte sind. Eine solche Zer-
legung ergibt sich zum Beispiel, wenn man ein abgeschlossenes System in zwei
Teilsysteme zerlegt und nur ein Teilsystem explizit betrachtet. Ein einfaches Bei-
spiel ist das Zweiteilchensystem “Stein und Erde”. Die Riickwirkung der Bewe-
gung des Steins auf die Bewegung der Erde kann vernachlissigt werden und in
unserer Beschreibung von 5.3 haben wir das Problem gleich als Einteilchensystem
”Stein” im Schwerefeld ( f*** = ¢) behandelt. Um das Problem des Aufschlags des
Steins im Detail zu bechreiben, miisste man das “Vielteilchensystem” der Atome
des Steines und der Erdoberfliche untersuchen. Man versucht aber meist eine
sehr vereinfachte Beschreibung des Problems des Aufschlags durch sogenannte
“Zwangskrifte”, die wir in spateren Kapiteln behandeln werden.



Auch fiir allgemeinere abgeschlossene Vielteilchensysteme macht man haufig die
Aufteilung in zwei Teilsysteme I und II:

fgxt.
[

fi=d Fa+d F

jel jJell
(#1) N——
f'feact
T

Fiir den Spezialfall, dafy das System I nur aus einem Teilchen besteht, gilt dann
wie im Beispiel des Steins

ﬁ — fie:ct.
Der Betrag der Paarkrifte nimmt im allgemeinen (eine Ausnahme stellen z.B
Federkrifte dar) mit dem Abstand der Teilchen ab. Ist im betrachteten Spezialfall
das System II sehr weit von dem einen Teilchen (System I) entfernt, so kann man
f&*t vernachlissigen und erhélt:

mr; = 0 = 7(t) = 7y + Tol .

d.h. das Teilchen bewegt sich geradlinig und gleichférmig. Das ist Newtons ¢ lex
prima*“: | Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichférmigen
geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird,
seinen Zustand zu &ndern.*

Der oben erwiahnte Abfall der Paarkréifte mit dem Abstand der Teilchen spielt fiir
die Physik eine extrem wichtige Rolle, — sie wird dadurch eigentlich erst moglich
—. Ohne diesen Abfall miifite man ja immer das Universum als Ganzes behan-
deln. Wegen des Abfalls kann man auch , Teilsysteme® in sehr guter Naherung
als abgeschlossen betrachten.

Man versucht in der Beschreibung solcher Teilsysteme héufig nicht alle Freiheits-
grade explizit zu beriicksichtigen. Ein geworfener Stein sto3t bei seiner Bewegung
mit Luftmolekiilen. Zur Beschreibung der daraus resultierenden Abbremsung der
Bewegung ist es zum Gliick nicht notig, auch die Koordinaten und Geschwindig-
keiten aller Molekiile zu verfolgen. In guter Ndherung ist es moglich, den Effekt
der StoBe durch eine ,,Reibungskraft*“’ zu beschreiben, die von der Geschwin-
digkeit des Steins abhéngt. Bei nicht zu grofien Geschwindigkeiten ist sie direkt

7



proportional zu ) ‘
mi = fext. o 7y = ;
~—
Reibungskraft
wobei v > 0 der Reibungskoeffizient ist, der unter anderem von der Dichte der
Luft abhéngt. Will man auch , allgemeinere Einwirkungen® auf ein Teilchen (z.B.
Feder in der Pendeluhr) durch eine effektive Kraft auf das Teilchen beschreiben,

so betrachtet man (z.B. im eindimensionalen Fall) allgemeiner
mi + y(x, &)t = f(x,t) .
Ein Standardbeispiel ist der , Van der Pol“-Oszillator (n > 0)
i+n(a®—a)t+wir =0,

bei dem die ,, Reibungskraft* fiir 2% > a* der Bewegung entgegenwirkt, fiir 22 < a?
die Auslenkung aber verstarkt. Dies fiihrt, wie spéter diskutiert, fiir grofle Zeiten
zu periodischem ,Grenzzyklusverhalten “.

Systeme, in denen durch eine verkiirzte Wahl der explizit betrachteten Freiheits-
grade Reibungskrafte auftreten, bezeichnet man als ,,dissipative Systeme*, im
Gegensatz zu ,konservativen Systemen* (siehe.1.2a), die zu Beginn der Vorle-
sung hauptséachlich betrachtet werden. In den aktuellen Forschungen zum ,,Chaos
in dynamischen Systemen“ spielen beide Arten von Systemen eine wichtige Rolle.
Wir kommen im Verlauf der Vorlesung wiederholt auf die Betrachtung dissipati-
ver Systeme zuriick.

Im néchsten Kapitel werden Eigenschaften der Newtonschen Gleichungen und
deren Anwendung auf einfache Systeme untersucht.



2 Die Newtonschen Bewegungsgleichungen (NG)

2.1 Erhaltungssitze fiir abgeschlossene Systeme

Wir betrachten in diesem Kapitel ein System von N Massenpunkten my, ..my,
wobei die m; (wie in Zukunft immer, falls nicht ausdriicklich davon abgewichen
wird) zeitunabhingig sind, fiir das die NG die im ersten Abschnitt diskutierte

Form haben (ﬁj = —ﬁj)

mr; = Zﬁj“’ﬁem (i=1,..N)
3(#4)

Hier und im folgenden laufen die Summen, wenn nicht anders angegeben, von 1
bis N.

2.1.1 Schwerpunktsbewegung - Gesamtimpuls

Wir definieren den Schwerpunkt des Systems. Sein Ortsvektor R ist definiert

durch .
E:ZMZmiﬁ; M::Zmi.

Dabei ist M die Gesamtmasse des Systems. Durch Addition der NG fiir die
einzelnen Teilchen erhélt man

ME=Y mifi =33 i+ Y5

tj(F#)
Wegen ﬁj = — f;l verschwindet die Doppelsumme und man erhélt
Mé _ Z ﬁext. —. ﬁezt. )

Als einfaches Beispiel betrachten wir den geworfenen Stein, den wir uns aus N
Massenpunkten (Atomen) zusammengesetzt denken. Auf alle Atome wirkt die

Schwerkraft ¢ = m,;g. Das liefert die externe Gesamtkraft Fe*t = S m,g =
Mg, d.h. die Gleichung fiir den Schwerpunkt ﬁ(t) lautet B = g, wie bei der
Diskussion auf S.3. Beriicksichtigt man jetzt die Ausdehnung des Steins, so hat
x auf S.3 die Bedeutung der z-Koordinate des Schwerpunkts. Wie man sieht, er-
gibt sich die “Massenpunktbeschreibung” unter Verwendung von “actio=reactio”.

Fiir den Fall, da$ die externen Kriifte vom Ort abhéingen, d.h. fe*t: = feot-(7),
erhdlt man nur dann eine “geschlossene” Gleichung fiir R, wenn die Variation



dieser Kraft {iber die Ausdehnung des Objekts (z.B. Raumschiff) vernachlissigbar
ist. Dann gilt mit f#%(7;) ~ f¢**(R) in guter Niaherung die Differentialgleichung

ME = F*""(R)
fiir den Schwerpunktsvektor alleine.

Ist das System abgeschlossen, d.h. fiir alle ¢ zu allen Zeiten ff“' = 0, d.h.
Fert- =0, so gilt

ME=0 abgeschlossenes System

d.h. der Schwerpunkt bewegt sich geradlinig und gleichférmig: R(t) = Ro+ Vy-t.
Definiert man den Gesamtimpuls P

) i

so lautet die Bewegungsgleichung P = Feat ynd fiir abgeschlossene Systeme
ist P eine Erhaltungsgrofle

P=MRE=MV,.

2.1.2 Der Gesamtdrehimpuls

Neben dem (linearen) Impuls der Teilchen, spielt der Drehimpuls in der Me-
chanik eine wichtige Rolle. Der Drehimpuls I; des i-ten Teilchens (in Bezug auf
unser Koordinatensystem ((0; €}, s, €3)) ist definiert als

—

li::mirixvi:riXpi (’L:l,N),

wobei x das Vektorprodukt der (dreidimensionalen) Orts- und Impulsvektoren
kennzeichnet. Als Gesamtdrehimpuls L definiert man

L=> 1= 7 xp.

%

Dann ergibt die Zeitableitung (Produktregel)

L=3"Fxp+ S fxp.

i
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Der erste Term verschwindet, da das Vektorprodukt aus parallelen Vektoren ver-
schwindet, und im zweiten Term verwenden wir die NG. Dann ergibt sich

Zrz fext + Z fzy
J(#1)

Der zweite Term kann durch Umbenennung der Summationsindizes umgeschrie-
ben werden

— g 1 — re — r
Zﬂ'xfij = §Z(Ti><fij+7”j><fji)
(i;]j) (:ﬁjy)

= _Z Xfl]_o

(¢ 75])

wobei wir in der zweiten Zeile wieder f;; = — fi, sowie die Annahme verwendet

haben, dafl f:-j parallel zu 7; — 7} ist. Also lautet die Bewegungsgleichung fiir den
Gesamtdrehimpuls

rext. —'ext .
5 i X fi § =:

Die 7i¢"" bezeichnet man als die von den dufleren Kriften hervorgerufenen Dreh-
momente.
Fiir das Beispiels unseres Steins gilt f£** = m,g. Das liefert

L(t) = MR(t) x §
Nach Berechnung von R(t) erhéilt man L(t) durch einfache Integration. Wir wer-

den diese Gleichung spéter bei der Diskussion der Kreiselbewegung wieder benut-
zen. Auf Grund der Zwangskriifte ist dort R(t) nicht bereits vorgegeben.

Fiir abgeschlossene Systeme ist der Gesamtdrehimpuls eine Erhal-
tungsgrofle

L=0= L(t)= Ly = const.

11



2.1.3 Arbeit - konservative Krifte - Gesamtenergie

Zur Definition der an einem Teilchen geleisteten Arbeit betrachten wir zu-
erst die ,,Bewegung® eines Teilchens in einem statischen Kraftfeld f (7). Diese
,Bewegung“ oder Verschiebung des Teilchens wird zunéchst unabhéngig von ei-
nem wirklichen ,, dynamischen* Durchlaufen der Bahn betrachtet.

Das Kraftfeld sei in einem einfach-zusammenhéngenden Gebiet definiert. Die ,, Be-
wegung® erfolge langs einer (hinreichend glatten) Kurve ;5 von Punkt 1 zum

Punkt 2

)

AN \d7

1

In Verallgemeinerung der in einem homogenen Feld geleisteten Arbeit (Kraft*Weg)
definiert man die am Teilchen geleistete Arbeit A;_5

A, = / fdr
Y1—-2

als Linienintegral iiber die Kurve. Ein wichtige Rolle spielen , konservative Kraft-
felder*:

Definition: Ein Kraftfeld f{ (7) heiBit konservativ, falls es sich als Gradient einer
skalaren Funktion —V/(7) (,,Potential“ oder ,potentielle Energie“) schreiben
1af3t

. oV -

fiy =-S5 =-9v@).
Es gilt der Satz: Ein Kraftfeld f (7) ist dann und nur dann konservativ, wenn die
langs beliebiger Kurven ~ geleistete Arbeit nur von Anfangs- und Endpunkt der
Kurve, nicht aber deren Form abhéngt.
Beweis: a) Die Arbeit Ap,_.p hénge nicht vom Weg ab. Dann definiert man (P
entspricht 7)

V(P):z—/Pf-df

Py
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und es gilt

oV (P) . V(P +he;) = V(P)
= lim
o, h—0 h
1
— —lim/ fi(P+ s - hé;)ds = —f;(P)

wie behauptet. Als Kurve zwischen P und P + €; - h haben wir dabei die Verbin-
dungsgerade beniitzt.
b) f sei konservativ und V' das zugehorige Potential. Dann gilt

P P gy P
/f-dF:— —,df:—/ dV = —V(P)+ V(B).
Py Py or Py

Damit ist der Satz bewiesen.
Zur praktischen Uberpriifung, ob ein vorgegebenes Kraftfeld konservativ ist, kann
man seine Rotation rotf =V x f betrachten

(V)= s = oy

und zyklisch. Fiir konservative Kraftfelder gilt

of 0 _ &V PV _,
81’]' 8:61 N 8%8@ 8:@8:@ N ’

wegen der Symmetrie der zweiten partiellen Ableitungen, d.h.
rot f =0.

Gilt andererseits rot f = 0, so kann man den Stokesschen Satz (wiederum fiir
einfach zusammenhéngende Gebiete) verwenden, der das Wegintegral ldngs eines
geschlossenen Weges C' durch das Flachenintegral der Normalkomponente der
Rotation iiber eine vom Weg eingeschlossene Fléche S ausdriickt

/Cf-dF://srotf-ﬁdf.

Das geschlossene Wegintegral auf der linken Seite verschwindet, wenn rot f iiberall
verschwindet. Daher hangt das Wegintegral vom Punkt 1 zum Punkt 2 nicht vom
Weg ab. Mit unserem ersten “Satz” folgt also:

Konservative Kraftfelder haben verschwindende Rotation.

Beispiel: Alle ,,Zentralfelder*, d.h. Felder der Form f = f(r)é,, mit r := |7]
und €, := 7°/r sind konservativ:

13



P r(P)
fedr= / frhdr'

Py o(Po)

unabhéngig vom Weg, d.h. V(7) = — fq:) f(r")dr" ist nur eine Funktion von r = |r].
Probe: v () o

- = pryg= 1)
Alternativ zeigt man, daB rot(f(r)e.) = 0 gilt (U.). Zentralfelder werden in ei-
nem spéateren Abschnitt dieses Kapitels ausfiihrlich untersucht. Als Ergénzung
zum Abschnitt () bemerken wir noch, dafi der Gesamtdrehimpuls ebenfalls noch
erhalten bleibt, falls die dufSeren Krifte Zentralfelder sind.
Wir betrachten wieder den allgemeinen Fall eines beliebigen statischen Feldes
f (7). Wir untersuchen aber jetzt den Fall, daf v die wirkliche Trajektorie 7(t)
eines Teilchens in diesem Kraftfeld ist. Dann gilt, wenn wir die Trajektorie durch
die Zeit parametrisieren (7} = 7(t1), 7y = 7(t2))

2 to . 7 ta
A — /f-dfzf f(f(t))-djlff) dt:m/ ot
t1

to
= / d—dt 2(t2) — %172(t1) =. T2 — T1 .

Dabei haben wir die NG fiir das Teilchen beniitzt und die kinetische Energie
T'(¥) definiert

7:’
r

T(7) := %52 .
Ist das Kraftfeld konservativ, so gilt andererseits
2
> 20V
Amz/ Frar=— [ % di= - - i),
1 1 (97’

und die Kombination beider Resultate liefert die Energieerhaltung
Ty +Vy =T+ V, =: E = const.

Alternativ erhilt erhilt man dieses Ergebnis auch direkt aus den NG durch skala-
re Multiplikation mit 7. Den allgemeinen Fall des N-Teilchensystems (siehe Seite
8) wollen wir deshalb auf diese Weise behandeln:

A S 7 S rext.
mry - T = E i fig 7 S
3(#7)
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Summation iiber alle Teilchen liefert (Zi# = Z(.@g’.))
i#]

SO = YR

—~ 2 —
i i#]
1 N S R
a 52:(7"i—7”j)'fij+§ e fE

Nach Voraussetzung ist ﬁj = fij(ri;)€; und damit analog zu einer Zentralkraft
aus einem ,,Zweiteilchen-Potential® v;;(r;;) ableitbar (75, := 7; — )

f‘_—ﬁvij __8%» ) v 7” f
] 8’]’_’;‘7 87:; b Zj 2] o 2]

Sind auflerdem noch die dufieren Krifte konservativ, d.h.

8‘/iext.
or;

f_fe.’Et. = —
(2

wobei V() nicht exzplizit von der Zeit abhéngt, so lautet obige Gleichung

d i
E(ZTZ v?) = < 27&:1),] Tij) +ZV6” )
i

2

d.h.

Z e T+ = Zv,] rij) + ZV&” =: I/ = const.

( 2#)

Das ist die allgemeine Form der Energieerhaltung fiir das betrachtete konser-
vative N-Teilchen System.

Die , tiefere Ursache® der in diesem Abschnitt abgeleiteten Erhaltungssitze wird
in einem spateren Kapitel diskutiert. Die Erhaltungssétze spielen bei der Lésung
vieler Probleme eine wichtige Rolle. Wir untersuchen als néchstes das Problem
eines Teilchens in einem konservativen Kraftfeld. Dabei zeigt sich schnell, wie
begrenzt die Zahl der geschlossen losbaren (,integrierbaren (siehe spéter)) Pro-
bleme ist.
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3 Eindimensionale Bewegung eines Teilchens

3.1 zeitunabhingige Krifte

Durch spezielle Anfangsbedingungen oder Zwangskriifte (siche spétere Kapitel)
kann man mechanische Systeme erhalten, die auf die Mechanik einer ,eindi-
mensionalen Welt® fiithren. Es ist daher physikalisch sinnvoll, eindimensionale
(ebenso wie zweidimensionale) mechanische Systeme zu betrachten. Dann lautet
die NG fiir ein Teilchen in einem statischen Kraftfeld

mi = f(x) .

3.1.1 finite und infinite Bewegung, Phasenraum

Eine Besonderheit des 1d-Falles ist die Tatsache, dass sich zu jeder integrierbaren
Kraft f(x) ein Potential V (z) angeben lasst

Vi) = - | Fe)de,

das bis auf eine willkiirliche Konstante festgelegt ist. Die Energieerhaltung liefert
dann

%:&2 —E-V(z).

Also ist die Geschwindigkeit des Teilchens bei vorgegebener Energie E (bis auf
das Vorzeichen) durch den Ort des Teilchens festgelegt. Wir betrachten dazu ein
Beispiel

Da die kinetische Energie nur gréfler oder gleich Null sein kann, kann die Bewe-
gung nur in den Bereichen verlaufen, in denen V(z) < E ist. In unserem Beispiel
sind das die Strecke AB und der Bereich rechts von C'. Die Punkte, in denen die
potentielle Energie gleich der Gesamtenergie ist, d.h. V(z) = E bestimmen die
Grenzen der Bewegung. Es sind die ,, Umkehrpunkte“, da in ihnen die Geschwin-
digkeit ihre Richtung umkehrt. Wenn das fiir die Bewegung zuléssige Gebiet auf
beiden Seiten durch solche Punkte beschrinkt ist, verlduft sie in einem endlichen

16



Bereich (s. o. Strecke AB), man sagt, sie ist ,,finit*. Wenn das Gebiet nicht, oder
nur auf einer Seite begrenzt ist, wird die Bewegung ,,infinit*  das Teilchen lauft
ins Unendliche. Aus

2 dx

S(E-V() =5

kann man die Geschwindigkeit direkt ablesen. Fiir unser Beispiel ergibt sich bei
zwei verschiedenen Energien:

T ==x

Auftragungen dieser Art im (hier) zweidimensionalen ,,Phasenraum*, der durch
x und & gegeben ist (spéter werden wir z und p = ma# verwenden), wird sich im
Laufe der Vorlesung als sehr niitzlich erweisen. Die Bahnen im Phasenraum wer-
den in der angedeuteten Pfeilrichtung durchlaufen. Zur genaueren Bestimmung
des zeitlichen Verlaufes integrieren wir die obige Differentialgleichung 1. Ordnung
durch ,Trennung der Verdnderlichen“

m dx
o [T

17



. A /m /m(t) da’
— 0 2 20 E _ V(:C/>

Dabei sind x¢ und z(t) mit der vorgegebenen Energie E vertréigliche Orte (Bei-
spiel Seite 16: zg,z(t) € [ra,2p] oder € [zc,00)). Dabei ist g = x(ty) der
Anfangsort zur Zeit t = t;. Da bei Vorgabe von xy und F die Anfangsgeschwin-
digkeit #(to) nur dem Betrage nach festliegt (sieche Skizze Seite 17), verbleiben
beide Vorzeichen im Ergebnis fiir t —t,. Da bei beliebigen Potentialen die Integra-
tion im allgemeinen nicht analytisch durchgefiihrt werden kann, ist die explizite
Auflésung nach z(t) im allgemeinen nicht moglich. Man erhélt die Bahnkurve
in der (¢, z)-Ebene dann durch numerische Integration und Auftragung von ¢ als
Funktion von z(t). Fiir quadratische Potentiale V(z) = Vj + sc(x — b)? (,,har-
monischer Oszillator*) ldsst sich die Auflosung analytisch durchfiithren (in der
Abbildung und der Rechnung ist obdA b = 0,V = 0 gewéhlt).

V(x)
n‘1

Xo-
o]

Mit E = V(a) und wy := /c¢/m ergibt sich

1 z(t) dz’
t—ty = +£— L
Wo 0 A /a2 _ :L.IZ
wo(t —tg) = =[arcsin(z(t)/a) — arcsin(zo/a)]

Auflosung nach z(t) liefert dann
x(t) = tasin(wot + p4)

mit oy = —wpty + arcsin(zg/a). Obiges Ergebnis erhélt man in diesem Fall ein-
facher durch die direkte Losung der NG auf S.4 ( siche auch Abschnitt ¢) spéter
in diesem Kapitel).

3.1.2 finite Bewegung: Schwingungsdauer

Die eindimensionale finite Bewegung ist im allgemeinen eine Schwingung (eine
Ausnahme liegt in unserem Beispiel vor, falls V(zp) = E gilt). Das Teilchen

18



fiihrt eine periodische Bewegung zwischen den Umkehrpunkten (z4 und zp)
aus. Als Schwingungsdauer T fiir die Bewegung von x4 nach xg und zuriick,
erhélt man aus der Formel von Seite 18

zp(E) dx
Ty =V2m —
ea(B) VE—V(v)

Als Beispiel betrachten wir ein symmetrisches Potential (durchgezogene Linie),
das kleine Abweichungen von einem quadratischen Potential (gestrichelte Linie)
hat

V(X)

3
L
V(z)=Vo+ 3¢ + e Vi(x)
Mit V(a) = E entwickeln wir 1/1/E — V(z) fiir €Vi(a) < ca?/2 im Integranden
nach Potenzen von €. Mit (1 +u)™%/2 =1 — u/2 + O(u?) ergibt sich
\ﬁ 1 1
V=V T eVE s e 2 - Vi) e -

Setzt man ein, so kann das Integral im ersten Term elementar ausgefiihrt werden,
und man erhélt mit wy = \/c/m

T(a):i_: [1_%/_2\/&1_7‘ <W(Zz:;/;(:r)

Fiir den Spezialfall einer ,quartischen Anharmonizitit* Vy(x) = z* gilt (Vi(a) —
Vi(z))/(a? —2?) = a®>+ 2? und obiges Integral kann elementar ausgefiihrt werden.

1 2 1
1+u 2 s 3
L du=-— Vi-w@——=Jdu=-+42r="
/_1\/1—u2u _1< “ 1—u2) “ 2_'_ i 2

) dx + 0(62)}
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Man erhalt

wo 2c

T(a) ~ 2 (1 — ﬁcﬁ)

oder in entsprechender Naherung fiir die Kreisfrequenz w(a) := 27/T(a)

3
w(a) = wp (1 + a2t 0(62))
2c
Die Kreisfrequenz des anharmonischen Oszillators hingt (im Gegensatz zum har-
monischen Oszillator) von der Auslenkung ab. Typisches Beispiel ist ein Pendel
bei grofferen Auslenkwinkeln.

3.1.3 dissipative Systeme: Methode der Isoklinen

Wesentliches Hilfsmittel zur Losung des Problems der Losung der Bewegung im
statischen Kraftfeld f(z) war der Energiesatz. Fiir das durch

mi +(z, )é = f(x)
beschriebene dissipative System gilt keine Energieerhaltung

dFE dl”  dV . .
P E—k%—(mx—f(x))x

= _f}/(x? Lt)'j?a

wobei wir die Bewegungsgleichung verwendet haben. Also folgt durch Integration

E(t) - Elto) = / (a(t), () (it

to

Damit periodische Losungen auftreten, fiir die E(tg+71) = E(to) gilt, muss y(z, &)
Bereiche mit verschiedenen Vorzeichen haben, wie beim auf Seite 8 diskutierten
van der Pol-Oszillator.

Die Losung der Gleichung ma + ~(z, )& = f(x) ist im allgemeinen nicht mehr
auf ,Quadraturen® zuriickzufiithren. Es erweist sich als niitzlich, die Differential-
gleichung 2. Ordnung als ein System von zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung

fiir die Variablen x und v = & zu schreiben (f(z,v) := (f(z) — y(x,v)v)/m)

r = v

= f(x7v)

Das ist im allgemeinen ein System nichtlinearer Differentialgleichungen 1.
Ordnung. Die Bahnkurven im Phasenraum (z,v) = (z1,22) lassen sich daher
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nur in Ausnahmeféllen analytisch angeben. Man kann sie aber geometrisch kon-
struteren. Betrachtet man allgemein ein System von n Differentialgleichungen 1.
Ordnung fiir die Variablen z(t), x2(t), ...z, (t)

#i(t) = Fy(x1(t), an(t))  i=1,..m

mit , hinreichend glatten“ Funktionen Fj(z1,...z,), so erhédlt man durch Taylor-
entwicklung

zi(t+ At) = 3(t) + At - 3(t) + O(At)?
= 2;i(t) + At - Fy(z1(t), ...wn(t)) + O(At)?

Das Vektorfeld F(Z) (, Geschwindigkeitsfeld“) zeigt also an, wie es zu ,,infinitesi-
malen Zeiten weitergeht”. Eine Besonderheit bilden die Punkte 7*, an denen F
gleich dem Nullvektor ist.

F(@) =0

Man bezeichnet sie als ,stationdre Punkte“ oder ,,Fixpunkte®, da Z(t) = &*

Losung des Differentialgleichungssystems ist. Weitere Bezeichnungen sind , sin-
guldre Punkte“ oder ,kritische Punkte“. Das Verhalten der Phasenraumtrajekto-
rien in der Umgebung solcher Punkte werden wir spéter ausfiihrlich diskutieren.
Ist F(Z) # 0, so ist die Trajektorie durch Z tangential zu F(Z). Im betrachteten
Fall eines Systems von zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung kann man durch
Zeichnung des Geschwindigkeitsfeldes F auf einem Blatt Papier das Verhalten
der Phasenraumtrajektorien , ablesen.

Fiir das einfache Beispiel F} = x5, F5 = —x1 ergibt sich

Man erkennt leicht, dass die zugehorigen Phasenraumtrajektorien Kreise um den
Ursprung sind. Das Beispiel entspricht einem harmonischen Oszillator, bei dem
¢ = 1 gewéahlt wurde.
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Zur allgemeinen geometrischen Konstruktion der Trajektorein geht man zunéchst

von J J
x T
d—tl =F1(1'1,$2) ; d—t2 =F2(931,932)

durch ,, Division* zur Differentialgleichung (Vorsicht bei F; = 0)

dzy _ Fy(x1, 22)
d!L’l Fl (ZL’l, 1’2)
tiber. Die Steigung der Trajektorie im Phasenraum ist also durch F,/F| gegeben.

Man betrachtet nun den geometrischen Ort aller Punkte im Phasenraum, die
dieselbe Steigung o haben

F2($1, 932)

Fy(xq,x9)

Die entsprechenden Kurven bezeichnet man als ,,Isoklinen*. Angewandt auf das
physikalische Beispiel von Seite 21 lautet die Gleichung

(2, v
fao)
v
Fiir das Beispiel des geddmpften harmonischen Oszillators f(x,v) = —wir —nu
2
sind die Isoklinen eine Geradenschar v = —C:J—an -x. Man zeichnet nun die Isoklinen

und deutet die Steigung gestrichelt an

Als Trajektorie im Phasenraum ergibt sich eine,logarithmische Spirale®.

Die Trajektorie lauft fiir (n/2)? < w3 spiralférmig in den Ursprung. Fiir (n/2)? >
wg (,iiberdampfter Fall“) ergibt sich ein anderes Bild (Ubungsaufgabe). Da das
urspriingliche Differentialgleichungssystem linearist, kann man diese Gleichungen
natiirlich auch direkt l6sen.

Fiir den auf Seite 8 erwihnten van der Pol-Oszillator mit nichtlinearer Reibung

f(z,v) = —wiz + e(2? — a®)v liefert die Isoklinenmethode die Form des auftre-
tenden Grenzzyklusses (Ubungsaufgabe).
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/

P
|\

Phase portrait of the Van der Pol equation.
One solution to this equation is represented in the (6, 0) phase plane by a closed curve.
the limit cycle towards which alil trajectories converge. We have chosen two initial
conditions, one outside (M), the other inside (M) the limit cycle for ¢ = 0.4.

LEE (k=0

Nur im Limes schwacher Nichtlinearitit e < 1 lassen sich dazu gendherte analyti-
sche Resultate gewinnen. Fiir € = 0 sind die Losungen durch x(t) = ¢sin(wot + ¢)
gegeben. Im Limes ¢ < 1 hat der Grenzzyklus fast die Form wie die Trajekto-
rie einer ungestorten harmonischen Schwingung. Einsetzen in die ,, Energiebilanz*
von Seite 20 liefert

to+T .
—n - / (¢? sin® wot — a*)(cwp cos wot)?dt = 0

to

T 02 |
— / (Z sin? 2wyt — a? cos? wot) dt =0
0

T (c? 9 LO
= o \7 )= =l =2ld]

Fiir diesen speziellen Wert von ¢ hélt sich die verstdrkende und ddmpfende Wir-
kung der Reibungskraft gerade die Waage.

Bisher haben wir Differentialgleichungen vom Typ mi = f(z, &) untersucht, die
als System von zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung mit zeitunabhingigem
Geschwindigkeitsfeld F geschrieben werden konnen. Solche Systeme bezeichnet
man als ,autonome* Differentialgleichungssysteme. Manche Autoren bezeich-
nen ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung als ein System mit
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n ,, Freiheitsgraden®“. Diese Bezeichnung unterscheidet sich von der in der Phy-
sik {iblichen (und in der Abschnittsiiberschrift verwendeten) um einen Faktor
zwei. Im néchsten Abschnitt untersuchen wir den Fall zeitabhéngiger Kréfte
f(x,2) — f(x;&,t). Da man die Differentialgleichung mi = f(z,%,t) als au-
tonomes System von drei Differentialgleichungen 1. Ordnung schreiben kann,
kann man auch von eineinhalb Freiheitsgraden sprechen.

3.2 zeitabhingige Krifte

Setzt man 7 =t und wahlt 7 als unabhdangige Variable, so entspricht obige Diffe-
rentialgleichung dem System

wobei (°) die Ableitung nach 7 bedeutet.

Der Ubergang von Systemen von zwei (n = 2) Differentialgleichungen 1. Ordnung
zum Fall n = 3 bringt vollig neue Phénomene. Insbesondere kann fiir ,, Geschwin-
digkeitsfelder* F (Z), die nichtlinear von den Variablen abhéngen, in speziellen
Parameterbereichen ,,chaotisches Verhalten* der Losungen auftreten (der Be-
griff wird spéter genauer erldutert). Ein typisches Beispiel ist ein geddmpftes,
getriebenes Pendel

:'é+7:i:+\/gsin:c:hocoswt (x=06),

d.h. f(x,2,t)/m = —yi —\/g/l sinx + hg cos wt.

3.2.1 der getriebene harmonische Oszillator

Wir betrachten zunéchst einen harmonischen Oszillator, auf den eine kleine
Storung wirkt (e < 1)

i+t +wir = eh(x, i, t).

Anhand einiger Spezialfille fiir A diskutieren wir eine Reihe von physikalischen
Phé&nomenen:

i) Resonanz: h = hg cos(wt + ¢p),

24



wobei hg und g von x und z unabhéngige Konstante sind. Die Differenti-
algleichung (wir beginnen mit dem Fall v = 0)

¥+ wpx = ehg cos(wt + pp)

ist eine inhomogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lésst sich schreiben als
Summe der allgemeinen Lésung der homogenen Gleichung und ei-
ner speziellen Losung der inhomogenen Gleichung.

Fiir w # wy liefert der Ansatz x(t) = x¢ cos(wt + ¢g) eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung. Durch Einsetzen in die inhomogene Gleichung
erhilt man xyp = eho/(wi — w?). Also lautet die allgemeine Lésung der
imhomogenen Gleichung

€
w# wp: x(t) = ¢1 coswpt + co sinwot + 270 cos(wt + ).
w

— w2

Wie man sieht, muss man den ,,Resonanzfall w = wy gesondert behan-
deln. Dazu schreiben wir fiir w # wy

x(t) = & coswpt + & sinwgt + [cos(wt + o) — cos(wot + ¢o)] -

w2 — w?
Der Term ~ ¢ ist dann im Limes w — wqy von der Form ,,8“. Anwendung
der 'Hospitalschen Regel liefert also
- ~ . cho , .
W =W : x(t) = €1 coswpt + o sinwgt + 2—t sin(wot + o).
Wo

Im Resonanzfall wéchst also die Amplitude der Auslenkung im betrachte-
ten reibungsfreien Fall linear mit der Zeit an.

Fiir den Fall endlicher Reibung, d.h.
i+ % + wipr = ehg cos wt

16st man die homogene Gleichung durch den Ansatz x = €™ und erhilt fiir
r die quadratische Gleichung

2+ yr +wi =0
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mit den Losungen r1 o = —7v/2 + /(7/2)? — w3 und die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung lautet fiir r; # o

z(t) = Re {cie"™" + o™},

mit komplexen Konstanten ¢; und ¢, und Re{} ist die Bildung des Realteils

Fiir v/2 > wo(> 0) sind r; und ry reell und negativ, d. h. die angegebene
Losung ist fiir reelle ¢; und ¢, reell und x(t) strebt mit wachsender Zeit mit
hochstens einem Nulldurchgang gegen Null (,aperiodischer Grenzfall“). Fiir
v/2 = wy lautet die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ( ¢; und
¢ reell)

v/2 = wp: 2(t) = (c1 + cat)e 2,

Fiir v/2 < wp erhélt man zwei konjugiert komplexe Losungen fiir 7. Die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung kann in diesem Fall als

z(t) = Re {Ae_'yt/“i\/mt}

geschrieben werden, wobei A eine beliebige komplexe Zahl ist. Oder in dqui-
valenter Form

/2 < wp : x(t) = e ?[¢y cos Dot + cos5in Got] ; Do = (/wE — 2/4

Das ist der Fall der geddmpften Schwingung. Die Frequenz &y ist kleiner
als wy, da die Reibung die Bewegung hemmt.

Zur Berechnung einer speziellen Losung der inhomogenen Losung im Fall
mit Reibung schreiben wir

eho cos(wt + o) = ehgRe {e“¢0)} .

Da die Koeffizienten der linearen homogenen Gleichung reell sind, ist es
erlaubt, die inhomogene Gleichung fiir die Inhomogenitét ohne ,, Re{}“, d.
h. fiir ehoe’@*#0) zu 16sen und anschliefend den Realteil zu bilden. Der
Ansatz x(t) = Be'@*%#0) mit komplexem B liefert

Eh()
2

B = O
wy — w* +1yw

Die Resonanz wird ,,ausgeschmiert*

Wenn wir B in der Form be? mit reellem b und & darstellen, so erhalten wir
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fiir b und &
Eh()
V(W§ — w?)? + 72

Yw
2 _ 2"
w? — wg

b= ; tanod =

Im schwach geddmpften Grenzfall v/2 < wy gilt fiir Frequenzen w ~ wy
ndherungsweise

b2 ~ (Eho/2£&)0)2
(W —wo)?+ (7/2)
tand =~ /2 ,
W — Wy

d. h. das Amplitudenquadrat ist néherungsweise eine Lorentzkurve um
w = wp. Als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung erhéilt man im
Fall der geddmpften Schwingung (/2 < wp) schliefilich

z(t) = e 7?2 [c1 cos Wot + ¢ sin wot] + b cos(wt + o + 6)

Fiir die Uberlegungen dieses Abschnitts war die Annahme, dass € klein ist
irrelevant, da wir es mit linearen Differentialgleichungen zu tun hatten.

3.2.2 Anharmonische Schwingungen

Als Vorbereitung auf die Resonanz im Fall nichtlinearer Schwingungen be-
trachten wir hier den Fall, dass die “ZusatzkrafT” h = h(x) = fi(z)/m
zeitunabhébgig ist.

Wir kehren damit nochmal zu einem Problem zuriick, das wir in Abschnitt
zur Schwingungsadauer bereits behandelt haben. Hier verwenden wir das
Problem zur Einfiihrung einer anderen wichtigen Methode

V()
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Wir betrachten die Bewegung in einem Potential V' (x) (durchgezogene Li-
nie), das im Bereich kleiner x schwach vom harmonischen Potential (gestri-
chelte Linie) abweicht. Aus unserer Diskussion der allgemeinen eindimen-
sionalen Bewegung mit Hilfe der Energieerhaltung wissen wir, dass das Teil-
chen eine periodische Bewegung ausfithrt. Wie dort besprochen, 148t sich die
Losung fiir vorgegebenes V' (z) auf eine (meist nur numerisch durchfiihrbare)
Integration zuriickfithren. Wir wollen hier anders vorgehen, und versuchen
die Losung als Potenzreihe in € zu erhalten

2(t) = 2o(t) + exy(t) + Exo(t) + ...

Man bezeichnet diese Vorgehensweise als ”Storungstheorie”. Verfahren
dieser Art spielen in vielen Gebieten der Physik eine wichtige Rolle. Um
die Argumentation an einem Beispiel klarzumachen, verwenden wir den
Duffingoszillator f;(z) = —bx3, d.h. das Gesamtpotential V(x) hat einen
,quartischen® Anteil e%x‘l. Das entspricht dem Beispiel von Seite 20, wenn
man b = 4 setzt. Dann lautet die Potenzreihenentwicklung in e fiir f

filz(t)) = —b(zo(t) + ex1(t) + €a(t) + )3
—b (x((t) + 3exj(t)z1(t) + O(e?)) .
Einsetzen in die Bewegungsgleichung 7 + wiz = eh(z) liefert

(Zo + waio) + e(F +waity) +...— = —egxg + ...

Durch Koeffizientenvergleich gleicher Potenzen in € erhélt man
S.L"(] + w%io = 0

3
Lo

. 9. b
I +wygty = ——
m

Will man nun zum Beispiel das Anfangswertproblem z(0) = a,%(0) = 0
16sen, so berechnet man zuerst x¢(t), damit x;(¢) etc. Aus xg = ¢1 coswot +
o sin wyt folgt fiir die vorgegebene Anfangsbedingung

zo(t) = acoswyt.

Mit Hilfe der trigonometrischen Identitét cos® 2 = §(cos 3z 4 3 cos z) lautet
die Gleichung fiir z,

3
a
&1+ wir = I (cos 3wyt + 3 coswyt) .
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Dies ist eine inhomogene Gleichung, wie wir sie in i) besprochen haben
(mit zwei Inhomogenitéten). Verwendung der allgemeinen Losung von Seite
25/26 liefert zusammen mit den Anfangsbedingungen z1(0) = 0,41(0) =0

ba’ (cos 3wt £) 366°  inwt
= COS oW — COS W — —— T - SINnwot.
32mw? 0 0 mwo 0

1(t)
Durch die Inhomogenitdt ~ coswyt ist der ,,sdkulare* Term ~ tsinwqt
entstanden, der linear mit der Zeit anwdchst. Das steht im krassen Wider-
spruch zum ezakten Resultat, dass die Bewegung periodisch ist. Der Fehler
in unserem Vorgehen liegt darin, dass sich durch Hinzufiigen des ,anhar-
monischen® Terms im Potential auch die Schwingungsdauer T' beziehungs-
weise die Schwingungsfrequenz ein wenig dndert, wie bereits in Abschnitt a)
ausfiihrlich diskutiert worden ist. Diese Problematik trat historisch in der
,Himmelsmechanik“ auf, als man versuchte, kleine Stérungen der Planeten-
bahnen zu berechnen. Ein Verfahren zur Eliminierung der unphysikalischen
sikularen Terme wurde bereits Ende des letzten Jahrhunderts gefunden
(Lindstedt 1882, Poincaré 1892). Wir wollen dieses Verfahren kurz andeu-
ten, wobei wir aber keine Zeit haben, auf die sehr viel schwierigere Frage
der Fehlerabschéitzung einzugehen: Mit Hilfe der Konstanten w fithrt man
eine Skalentransformation auf die neue Variable u = wt aus. Dabei wird
w gerade die Bedeutung der exakten Schwingungsfrequenz annehmen:

2(t) = g(tw) = g(u)

Dann lautet die entsprechende Differentialgleichung fiir g(u) (Ableitungen

)
nach u werden mit einem Strich geschrieben) wegen #(t) = ¢'(u) - du/dt =

wy'(u), & = w?g”

wg"(u) + wog(u) = efi(g(u))/m.
Wie vorher entwickelt man g(u) in eine Potenzreihe in €
g(u) = go(u) + egi(u) + € ga(u) + ...
Zusitzlich entwickelt man aber nun auch w
W = Wy + €w; + 62w2 + ...

Bis zu Termen der Ordnung € erhélt man nach Einsetzen

(wg + 2ewowr) (gg + €gy) + wg (90 + €g1) = €f(go)/m.
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Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich liefert fiir unser Beispiel

wg (g0 +g0) = 0
b
wh (91 + g1) + 2wowrgy = —agé’-

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung folgt fiir gy sofort

go(u) = acosu

Das liefert eingesetzt in die zweite Gleichung

3ba’? ba?
WS (91’ + 91) = <2wow1a - ﬁ) cosu — ﬁ Ccos 3u

Der Term ~ cosu wiirde uns wiederum einen sdkularen Term bescheren.
Deshalb wdhlen wir jetzt wy so, dass der Vorfaktor von cosu verschwindet.
Das liefert

§ ba?

w1 = .
8 mwo

Die verbleibende Gleichung wird wie bei unserem ersten Versuch gelést und
liefert
ba?

= S2mu? (cos 3u — cosu).

g1

Damit lautet unsere Naherungslosung, wieder ausgedriickt in der urspriing-
lichen Zeitvariablen ¢,

z(t)/a = (1 b 2) cos(wt) + ?)bicos(?)wt) +o

€
2mw?

In Ubereinstimmung mit der exakten Losung ist das nun eine periodische
Funktion mit der Frequenz

3ba?

2
8mwyj

),

w=uwy+ew =wo(l+e

die, wie bereits diskutiert, von der Amplitude a abhéngt. Zusétzlich zur
,harmonischen Grundschwingung“ ~ coswt, tritt eine , hohere Harmoni-
sche* ~ cos3wt auf. Unsere verbesserte Losung stellt (fiir kleine €) sogar
bei Vernachléssigung des cos 3wt-Terms fiir eine recht lange Zeitspanne eine
gute Nédherung dar.
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Tlhe exact solution (r) to Duffing's equation d*v:di® + v + g1 = 0 [+(0) = 1. »(0) = 0]
fore = 0.1 (middle graph)compared with perturbative approximations to y(t) (upper.and lower graphs).
The lower grgph is a plot of cos ¢. the first term in the regular perturbation series for yv(t), and the
upper graph is a plot of cos [(1 = 3e:8)t]. the leading-crder approximation to y(r) obtained (rom
muitiple-scale methods. Both approximations. cos ¢ and cos [(1 + 3&:8)c]. are correct up to additive
terms of order &. but cos ¢ is not valid for large values of : when ¢ = 160. cos ¢ is a full cycle out

0:: phase with y(t). The muitiple-scale approximation closely approximates y(t). even for large values
of .

3.2.3 Resonanz im Fall nichtlinearer Schwingungen

Wie auf Seite 27 diskutiert, ist das Auslenkungsquadrat eines getriebenen,
schwach geddmpften harmonischen Oszillators in der Ndhe der Resonanz
durch eine Lorentzkurve gegeben (f := ehgy/2wy)

f2

N T (27

Bei Vorliegen einer Anharmonizitdt hingt die Resonanzfrequenz von der
Auslenkung ab, d.h. wy — wp(b), wobei im Fall nicht zu grofler Auslen-
kung wy(b) = wy + kb* gilt (siehe auch Seite 20 und 30). Einen einfachen
Zugang zum Verstandnis der neuen Phiénomene der Resonanz bei nichtli-
nearen Oszillatoren erhélt man, wenn man als “intuitive” Ndherung in
obiger Gleichung wy durch wy + kb?* ersetzt

f2
(w—wo — &%) + (7/2)?

0 =

Um aus dieser Gleichung b*(w) zu erhalten, ist es am einfachsten, nach w
aufzulosen
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w—wo = Kb* £/ (f/b)? = (7/2)?

und w als Funktion von &? zu zeichnen, wobei b* < (2f/v)? sein mus.
Fiihrt man die dimensionlosen Gréfien z = 2(w — wy)/7, y = (by/2f)? und
n = 8f%k/¥3 ein, so erhilt man

r=ny+t+1/y—1

Fiir k > 0 ergibt sich (fiir verschiedene Werte von 1) folgendes Bild

2(w —O(%)/y

Fiir hinreichend groBe n > n. (7. = 8v/3/9, Ubungsaufgabe) gibt es einen
Frequenzbereich (zwischen den vertikalen Geraden), in dem drei Lisungen
fiir b? auftreten. Dabei entspricht (wie in einem spiiteren Kapitel diskutiert)
der Kurvenabschnitt von C'D instabilen Schwingungen des Systems. Welche
der beiden anderen Losungen vom Oszillator angenommen wird, hingt von
der “Vorgeschichte“ ab. Wir betrachten dazu ein ,,Experiment®, in dem die
duBere Frequenz w langsam verdndert wird. Beginnt man bei A, so wandert
man bei Erhéhung der Frequenz iiber B zum Punkt C'. Dort ,reifst“ die
Amplitude ab und féllt sprungartig zum Punkt E und dann weiter nach F'.
Wenn man die Frequenz wieder verkleinert, wichst die Amplitude auf der
Kurve F D, springt vom Punkt D zum Punkt B und nimmt dann entlang
BA ab.

Weitere Resonanzphénomene sowie Stabilititsfragen werden in Kap. I1.4
diskutiert.
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Wir beenden damit (vorldufig) die Diskussion der Gleichung & + i +wiz =
eh(z,x,t) mit kleinem € und stellen anhand des geddmpften, getriebe-
nen Pendels Phénomene vor, die bei groffen dufleren , Kréaften auftreten
konnen. Eine vertiefte Diskussion wird ebenfalls erst spéter erfolgen.

3.2.4 getriebenes Pendel: “chaotische Bewegung”
Wir betrachten Losungen der “Pendelgleichung”

0 +~6 +sin 0 = f cos wt

fiir nicht zu grofle Werte von v und hinreichend grofen Zeiten, so dass ,,die
Einschwingphase beendet ist“. Dabei wird die Zeit in Einheiten von \/L/g
gemessen (L Pendellinge). Die Herleitung der Gleichung diskutieren wir
spater im Abschnitt iiber Zwangskriéifte.

Fiir kleine f kann man linearisieren, d.h. sinf — 6 und die Lésung von
Seite 27 kann verwendet werden, die fir ¢ > 1/v lautet

0(t) ~ / cos(wt + o + 0)

V(1= w?)? 47202
b

Im (6, 0)-Phasenraum liefert das eine Ellipse mit den Halbachsen b und
wb. Verlafft man den linearen Bereich durch Wahl groflerer Werte von f,
so kann man die Bahnkurve 6(t) und die Phasenraumtrajektorie nur noch
durch numerische L6sung der Differentialgleichung erhalten. Als System
von zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung hat man mit Q =: 4

) = Q
) = —Q —sinf+ fcoswt

Da das System nicht autonom ist, konnen sich Phasenraumtrajektorien jetzt
durchaus schneiden!

Wir zeigen im folgenden Resultate fiir w = 2/3 und v = 1/2 und verschie-
dende Werte von f. Da im statischen Fall (w = 0) ein Wert von f = 1 zu
einer stationdren Auslenkung von 7/2 (waagerechtes Pendel) fiihrt, werden
Resultate fiir f ~ 1 gezeigt.

Neben den eigentlichen Phasenraumtrajektorien, bei denen der ,plotter
in sehr kurzen Zeitabstdnden Punkte macht, ist es aufschlufireich, auch
ein ,,stroboskopisches Bild“ der Trajektorie im Takt der dufleren Fre-
quenz zu erzeugen, d.h. nur in Zeitabstinden 7" = 27 /w wird ein Punkt
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gemacht. Wir werden diese Idee spéter allgemeiner als Methode der ,,Poin-
caré-Schnitte* kennenlernen.

Die folgende Serie fiir die Werte f = 0.9, f = 1.07 und f = 1.15 zeigt den
Ubergang von periodischem Verhalten gem#f der duferen Frequenz, zu peri-
odischer Losung mit “Periodenverdopplung* und schliellich zu ,,chao-
tischem Verhalten*

a)f=09
i T r - T —l
2 e B
./'/‘ s i
I i 3 S
/ N
{ / » \
w 0 / + - - - - . \“
S |
=1 S /""
S L
= d e
=) S ol -
=3 s |
=8 =7 1] 0 1 2 3
g
3 -
2[ . J[
B
4
w: 0 i
|
_1 b i
_2 b
S T l
-3 = =1 0 1 2 8

Fiir diesen Wert des Drehmoments ergibt sich periodisches Verhalten mit
der duBeren Frequenz w. Die Phasenraumtrajektorie &hnelt noch einer El-
lipse, die stroboskopische Abbildung (untere Abbildung) zeigt genau einen
Punkt.
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Nun liegt eine Periodenverdopplung vor, die Bewegung des Pendels ist im
nebenstehenden Bild dargestellt. Im ,, Poincaréschnitt“ (unten) erhélt man

die zwel Punkte abwechselnd.

v) f = 1.15:
Nun ist die Bewegung “chaotisch”. Der unten gezeigte Poincaréschnitt be-

steht aus unendlich vielen Punkten. Betrachtet man einen Teilausschnitt
vergroflert, so ist die Unterstruktur zur urspriinglichen Struktur dhnlich,
etc. Man nennt diese Eigenschaft “Selbstdhnlichkeit* und die entstehen-

de Punktmenge ,,fraktal®.
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Diese Bilder sollen einen ersten Eindruck vom komplexen Lésungsverhalten
selbst solch einfacher mechanischer Systeme wie dem untersuchten Pendel
geben. Wir gehen an dieser Stelle noch nicht genauer auf die Konzepte ein,
die entwickelt worden sind, um das Losungsverhalten genauer zu verstehen.
Wir kommen darauf erst im Abschnitt II und III der Vorlesung zuriick
und wenden uns zunéichst wieder dem ,konventionelleren Stoff* iiblicher

Mechanikvorlesungen zu.
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4 Zweidimensionale Bewegung eines Teilchens

Versucht man, die NG fiir die Bewegung in einem allgemeinen konservativen
Kraftfeld, d. h. in einem Potential V (21, x2) zu 16sen, so stellt man fest, dass
die beiden gekoppelten Differentialgleichungen 2. Ordnung beziehungswei-
se das dquivalente System von wvier Differentialgleichungen 1. Ordnung im
Allgemeinen nur numerisch gelost werden kann. Im Fall nichtlinearer Syste-
me konnen jetzt bereits ohne duflere Felder chaotische Losungen auftreten.
Ein typisches Beispiel ist das Doppelpendel. Eine geschlossene analytische
Losung erhélt man fiir den Fall, dass V' (x1, z5) eine quadratische Form in
x1 und x5 ist. Dieser Spezialfall wird in Kap. II, 4 in grofler Allgemeinheit
behandelt.

4.1 Bewegung in Zentralfeldern

Ein wichtiger geschlossen integrierbarer Fall sind die zweidimensionalen
Zentralfelder, d. h. V hingt nur von r = /2% + 23 ab. Fiir diesen Spezial-
fall ist die Verwendung kartesischer Koordinaten umsténdlich; es ist besser,
mit Polarkoordinaten 7, ¢

X2

Ty =TCOS P
********** P To = TrSing

X1

zu arbeiten. Dann lautet der Ortsvektor des Teilchens auf seiner Trajektorie
7(t) = r(t) cos p(t)e + r(t) sin ¢(t)és.
Zur Berechnung von 7(¢) verwenden wir jetzt die Kettenregel
or. or,
o "9
= (cosp@ + sin @) 7 + (—7 sin ¢&) + 7 cos ¢&) ¢
= G+ §¢¢
Dabei haben wir die (ortsabhéingigen) Basisvektoren g, und g, eingefiihrt,

wie man das allgemein bei ,,krummlinigen Koordinaten* macht. Sie er-
weisen sich héufig (nicht nur im zweidimensionalen Fall) als sehr niitzlich

r o=
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bei der Losung mechanischer Probleme. Wir machen daher einen kurzen
mathematischen Einschub iiber die Verwendung krummliniger Koordina-
ten.

4.2 krummlinige Koordinaten

Wir veranschaulichen die Verwendung krummliniger Koordinaten im drei-
dimensionalen Raum. Samtliche Resultate sind aber unabhéngig von der
Dimensionszahl des Raumes.

Die Komponenten des Ortsvektors 7 des Punktes P beziiglich des kartesi-
schen Systems (0; €1, €3, €3) seien x1, Ta, T3

7

Wir verwenden hier die Einsteinsche Summationskonvention: Uber
doppelt vorkommende Indizes wird summiert.

Jetzt gehen wir auf krummlinige Koordinaten {iber. Dazu iiberzieht man
den Raum mit einem krummlinigen Koordinatennetz (¢1, g2, g3)

q = Kun e

C\/\ kUwJ Can /‘,»( : 1%

und legt das krummlinige Koordinatensystem fest durch Vorgabe der Funk-
tionen

Ty = l’i(‘]h(ha%) 1= 17 273

oder durch Vorgabe der Umkehrfunktionen ¢; = ¢;(z1, 2, 3).
Wir nehmen an, dafl die Funktionaldeterminante |ng0; hochstens in spezi-
ellen Punkten Null werden kann. Dann ist die (lokale) Umkehrbarkeit der
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Transformation bis auf die speziellen Punkte gewéhrleistet.

Beispiel: Fiir Polar- und Kugelkoordinaten (s.u.) existiert im Ursprung kei-
ne eindeutige Umkehrabbildung.

Ein wichtiges Beispiel sind die Kugelkoordinaten

ry = rsinfcosp
r9 = rsinfsing
r3 = rcosb

In den krummlinigen Koordinaten ist der Ortsvektor 7 durch Angabe von
q1, G2, q3 festgelegt. Die als ,,q; —Kurven® bezeichneten Kurven erhélt man,
wenn man q; bei festem gy und gz variiert (analog die g;— und gz —Kurven).
Im zweidimensionalen Fall der Polarkoordinaten lasst es sich leichter zeich-
nen:

z
~ @ = const.(“r-Kurven”)

=

(A ;

/ -

Ny = const. (“p-Kurven”)
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Definiert man nun in Verallgemeinerung des Beispiels der Polarkoordinaten
die Basisvektoren g;

Gi(P) = @gf)

so sieht man, dass der Basisvektor §;(P) die ¢;-Linie im Punkt P tangiert.
Zu jedem Punkt P({¢;}) gehort also ein

,» Vektordreibein“ g;({¢;}), das die ¢;-Koordinatenlinien tangiert. Dabei sind
diese ortsabhéngigen Basissysteme im Allgemeinen nicht orthonormiert.
Wie hingt nun diese Basis {g;(P)} mit der festen Basis {€;} zusammen?
Aus der Definition und 7= z;€; folgt

Die ,Basisvektoren® {g;} sind genau dann linear unabhéngig, wenn die
Funktionaldeterminante \g—zf von Null verschieden ist.

In der Umkehrrelation tritt die Inverse der Matrix Ox;/0g; auf
- or or an 8%‘ N
ox; 8%‘ ox; Ox;
Fiir das Beispiel der Kugelkoordinaten gilt also

(gr :)

Go =)
(ggo :)

l

= sinf cos pe] + sin f sin pey + cos fé;

—_

!

= rcosfcospe] + rcos b sin pey — rsin fé;

NI

!

—rsin 0 sin e, + rsin 6 cos es.

w

Zur Bestimmung der Lange der Vektoren g; und zur Bestimmung der Win-
kel, die sie miteinander bilden, untersucht man die Skalarprodukte (,,Me-
triktensor*)

L Oxp_. Ox;. Oxp Oxp

Z:_; .= €. —e; = P——
i = 9091 = gk dg; | 0q O

Der Metriktensor wird im Lauf der Vorlesung bei der Berechnung der ki-
netischen Energie in krummlinigen Koordinaten eine wichtige Rolle spielen.
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4.3 NG in krummlinigen Koordinaten: Lagrangeglei-
chungen

Fiir eine (zeitunabhéngige) Wahl der krummlinigen Koordinaten lasst sich
der Geschwindigkeitsvektor #(t) = 7(t) also einfach durch die ¢; und die
ortsabhéingigen Basisvektoren g;({¢q}) ausdriicken

. or
v(t) = 7(t) = 5—d; = 4;9;
g, 393
Betrachtet man ¢ nun als Funktion der ¢; und der ¢; so erhilt man durch
partielle Differentiation nach ¢;

ebenfalls wieder den Basisvektor.

Wir betrachten nun die NG fiir ein Teilchen: p = f

In kartesischen Koordinaten erhélt man die einzelnen Komponenten der
Vektorgleichung durch skalare Multiplikation mit €;. Zur Umschreibung in
die krummlinigen Koordinaten — Ziel des Vorgehens ist ein System von Dif-
ferentialgleichungen fiir die {¢;(t)} — multiplizieren wir analog mit den Ba-
sisvektoren g, die aber nun im Gegensatz zum kartesischen Fall zeitabhdngig
sind,
mg;, - —v =g, f.
Gi+ V=291 f
Wir addieren nun auf beiden Seiten m@ - v und erhalten damit auf der

linken Seite der Zeitableitung von g; - v

d > d
m%@'ﬁ)zﬁi'f‘i‘mﬁ'%@

Wir verwenden nun auf der linken Seite g; = 0U//0¢;, auf der rechten Seite
die Definition g; = 0r/0q; . Wie unten gezeigt, kann man die Differentiati-
onsreihenfolge von d/dt und 0/0q; vertauschen

iaf—ﬁ‘.—i(“.'.)—ir,‘?
dtdg,  0q;0q " ~ 0 Y T g

i (2 5) =g Femi- 2

Das liefert
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Die Terme, die die Geschwindigkeiten enthalten, lassen sich als partielle
Ableitungen der kinetischen Energie T'= mu'2/2 schreiben

d (0T or >
— J; - ' =1,...d

8% B 8%'

Das ist die ,,bequemste” Form der NG in krummlinigen Koordinaten. (Fiir
den Fall, dass die ¢; kartesische Koordinaten sind, sind das einfach wieder
die Komponenten der ,iiblichen® NG). In den krummlinigen Koordinaten

1st
T = %( 1iGi) * (4;G;) = %%’j%%
orT :
8d; mgijq;,
wobei g;; = §; - §; = g;; die Komponenten des Metriktensors sind.
Fiir den Fall konservativer Kraftfelder f(F, t) = _ava(?t) vereinfacht sich der

Ausdruck, der die Kraft enthélt
f LoV oor oV
S A

d (0T 0
— = T — )

Da nach Voraussetzung V' unabhéngig von den ¢; ist, erhélt man schliefSlich

Damit ergibt sich

d (0L oL
£<3di>_8qi  L=T-V.

Die Groflen p; := g—.Li bezeichnet man als “kanonische Impulse“ (wir kommen dar-
auf spater ausfiihrlich zuriick). Das ist die ,Langrange-Form* der Bewegungsglei-
chungen, der wir spéter ein ausfiihrliches Kapitel widmen. Die Gréfle L =T —V
bezeichnet man als ,,Lagrangefunktion*. Zum Abschluss dieser Umschreibung
der NG machen wir noch zwei Anmerkungen:

a) Die Herleitung lasst sich praktisch wortlich wiederholen, falls die Wahl der
krummlinigen Koordinaten zeitabhdngig ist, d. h. x; = z;(qq, ...qq; t) gilt.
Dann ist

" ..o or
v o= qjgj+§

m (.., Or
d.h. T = E(ngj‘l-a) s
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aber die Herleitung und die Endform der Gleichungen &ndert sich nicht. Es
gilt z. B. weiterhin

o _9og . . 0T _0§ . 0T _ -
A R TR T

(0r/ 0t ist die partielle Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit bei festge-
haltenen q;).

b) Da die kinetische Energie fiir ein System aus N Massenpunkten additiv
ist, d. h. T" = ZaNzl Mag2 erhilt man durch Addition der Gleichungen

fiir jedes Teilchen ( f = for fo Kraft auf das a-te Teilchen) allgemein
(s = zi(qu, ---qna; t);i = 1,...N - d)

d<aT) = ar+Qi (i=1,..N-d)

N
- Oy
Qi = Z Ja 8—% .
a=1

Nach diesen wichtigen allgemeinen Betrachtungen kehren wir zur Behandlung
zweidimensionaler Systeme zuriick und betrachten die Bewegung in einem Zen-

tralfeld V(r) wobei r = /a3 + 23 ist.
Als krummlinige Koordinaten verwenden wir Polarkoordinaten (g1, q2)=(r, ).
Wie auf S. 37 gezeigt, gilt

(_’r :)

(

COS €1 + sin péy

Qo
IS
|

> =) = —rsinpe] + rcos ey ,

[\

und daraus
=1 gn=r" gu=9gn1=0,
d. h. g, und g, sind orthogonal, was sich natiirlich auch durch eine einfache
geometrische Uberlegung ergibt (s. Skizze S.39). Damit erhdlt man die kinetische
Energie T' = ¢;q;9;; in Polarkoordinaten
m

T= 5(7'2 +r2p?) .

In den Lagrangegleichungen benétigen wir folgende partielle Ableitungen

OF o O 0T, T
ar , ~ s Ty



Damit lauten sie

E(mr) = mret— -
d 2 . av
gmre) = 5o

Der erste Term auf der Gleichung fiir m# ist die ,,Zentrifugalkraft*. Wir werden
sie im Kapitel iiber “bewegte Bezugssysteme” ausfiihrlich diskutieren.

4.4 Bewegung in Zentralpotentialen: Losung mit Hilfe der
Drehimpuls- und Energieerhaltung

Fiir Zentralfelder verschwindet 0V /0y und die 2. Gleichung liefert den Erhal-
tungssatz
d

g(mﬁ@) =0

mr?p = const. = I.

Die erhaltene GroBe r%p hat eine anschauliche geometrische Bedeutung. Dazu
betrachten wir eine Teilchenbahn in der Ebene fiir den Fall [ # 0:

P(t+At) 0n
NG P)

r(t+At)
Ad

rt)

X1

Es sei S(t) die im Zeitintervall [ty t] vom Ortsvektor 7(t) iiberstrichene Fléche. In
linearer Ordnung in At ist sie durch das “Tortenstiick” mit dem Offnungswinkel
A¢ ~ ¢(t)At gegeben

1
AS = S(t+ At) - S(t) = §r2gbAt + O(At)? .
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Also ist die ,,Flichengeschwindigkeit” dS/dt zeitlich konstant

as 1

i §r2gb = const. =1/2m .
In gleichen Zeitintervallen werden gleiche Flichen iiberstrichen (,2.
Keplersches Gesetz“). Dieser ,,Flichensatz ist eine Manifestation der Dre-
himpulserhaltung:

Um dies zu zeigen, betrachten wir ein dreidimensionales Zentralpotential
V(\/2? 4+ 23 4+ 23 ) und das zugehorige Kraftfeld f ~ 7. Dann ist der Drehimpuls

Z wegen =7 x f: 0, eine Erhaltungsgrofle:

—

0t =1l .

Die allgemeine Gleichung [ - 7 = (7 x p) - ¥ = 0 ist fiir I(t) = ly die Gleichung
fiir die Ebene durch den Ursprung, die die Bahn des Teilchens enthélt. Legt
man das Koordinatensystem so, dass [y ~ €3 gilt, so findet die Bewegung im
dreidimensionalen Zentralfeld in der x1,z9-Ebene statt, d.h. die Beschreibung
der Bewegung im dreidimensionalen Zentralfeld ist identisch zu der, in einem
Zentralfeld in einer “zweidimensionalen Welt”. Fiir die Bewegung in der xy, zo-
Ebene gilt ‘ '
r=7rg, T=7G +0@Js -
Das liefert fiir den Drehimpuls
[=mi X 7=mré g, x Gs = mr’d é
d.h. die eingefiihrte Konstante [ hat die Bedeutung von
l3 = m’f’2§.ﬁ .

Damit ist der Zusammenhang zum Flachensatz hergestellt.

Bevor wir zur Diskussion der ebenen Bewegung fiir den Fall [ # 0 zuriickkeh-
ren, sei kurz der Spezialfall | = 0 behandelt, d.h. die Anfangsbedingung sei so
gewihlt, dass r2¢ = 0 gilt. Fiir r # 0 impliziert das

¢ = const

d.h. die Bewegung erfolgt léings einer Geraden durch den Ursprung. Die Tat-
sache, dass beim Durchgang durch den Ursprung ¢ in ¢ + 7 iibergeht, sieht man
am einfachsten, wenn man 7(t) = s(t)ey schreibt, wobei €, der Einheitsvektor in
Richtung des Anfangangspunktes 7 ist. Dann geht die NG in die eindimensio-
nale NG: m§ = —0V/(|s|)/0s iiber, die wir bereits in einem friitheren Teilkapitel
behandelt haben. Daher nun zuriick zum “generischen” Fall [ # 0. Dabei stellt es
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sich als am einfachsten heraus, von der Erhaltung der Gesamtenergie auszugehen:

In der Gesamtenergie £ = T + V 148t sich der Term ~ ¢? mit Hilfe der Drehim-
pulserhaltung mr?y = [ eliminieren:

E = G0 4r) V()
m ., 12

- §T +2mr2

+ V(r)

Man erhélt also diesselbe Form wie bei einer eindimensionalen Bewegung in einem
Leffektiven Potential“

l2
2mr?’
wobei die Grole 12/(2mr?) ,Zentrifugalenergie® heisst (,, Drehimpulsbarrie-
re“ )

Ve (r) :=V(r) +

Im Folgenden betrachten wir zwei Typen von Potentialen
a) V(r)=Vo(r/a)* ; Voky >0, ky +2>0,
sowie ein ideal reflektierendes (kreisrundes) Billard

0 r<R
b) V(T):{oo r>R

Fiir das Potenzgesetz von a) ergibt sich folgendes Bild fiir V.4 und seine beiden
Anteile




Drehimpulsbarriere

Dabei sind die Potentiale in Einheiten von [?/(2ma?) aufgetragen und Ay :=
2ma®Vy /12

Fiir ky > 0 tritt fiir jeden Wert der Energie F eine finite Bewegung auf, wahrend

fir —2 < ky < 0 die Bewegung fiir £ < 0 finit , fiir £ > 0 aber infinit (,,Streu-
ung”, siehe spéter) ist.

Im Beispiel b) ergibt sich folgendes Bild

10

harte Wand

(RIr)’

‘ ! ‘ | ‘
0 0,5 1 15

r'R

Hier sind die Bewegungen immer finit mit (¢) < R. Fiir dieses Beispiel sind die
Bahnkurven besonders einfach zu konstruieren (s.u.).
Diese Beispiele werden spéter verwendet, um das folgende allgemeine Losungs-

verfahren zu veranschaulichen:
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Analog zum Fall der eindimensionalen Bewegung (S.18/19) erhélt man aus der
Energierhaltung

2
b2 (B V)
durch Integration die Funktion #(r) und daraus r(¢). Von den vier Anfangsda-
ten r(to), 7(to), ©(to), ¢(to) bestimmen r(ty),7(to), o(to) die Konstanten der Be-
wegung [ und FE, die in obige Differentialgleichung eingehen. Also héngt r(t)
parametrisch von [, £ und r(ty) ab.

Zur Bestimmung der Bahnkurve P(r(t),¢(t)) mit deren zeitlichen Durch-
laufung benotigt man noch die Funktion ¢(¢). Um sie zu erhalten, verwendet
man die Drehimpulserhaltung (Flichensatz) mr?(t)(t) = I. Direkte Integration
liefert

o) = 0l0) = [ e

Die beiden Schritte, erst Berechnung von r(t) und anschlieBend ¢(t), sei nun in
einfachen Grenzfillen und Beispielen erlautert:

1) Kreistrajektorie: r(t) = const.

Fiir unser Beispiel a) hat das effektive Potential Vg ein Mininmum bei r = ry.
Wé&hlt man nun E = Vg(ro), so erfiillt

r(t) = ro = const.

die Energierhaltung, d.h. die Bahnkurve ist ein Kreis um den Ursprung.
Die fiir diese Bewegungsform giiltige Bedingung V/;(ry) = 0 bedeutet, dass sich
die anziehende Zentralkkraft (“Zentripetalkraft”) und die Zentrifugalkraft exakt

kompensieren
l2

V(o) = = = mrog”
0

Wegen r(t') = rq lasst sich das Integral, das ¢(t)—¢(0) bestimmt, trivial ausfiithren
und man erhalt

() = 0(0) + mit — o(0) + $(0) .

wobei wir wieder [ = mr2(0) verwendet haben: Der Kreis wird mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit durchlaufen, was auf Grund der Radialsymmetrie des
Problems zu erwarten war. Statt ¢(0) schreiben wir (o0BdA [ > 0) auch w,
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2) harmonische Niherung fiir r():

Waihlt man die Gesamtenergie £ nur ein wenig groflier als F = Vig(rg), so kann
man Veg(r), wie in der Abbildung auf S.28, durch eine Parabel approximieren

1 "
Verr(r) & Verr(ro) + 5 Verr (ro) (r = 70)*,
Damit ist das Problem der Berechnung von r(¢) analog zum eindimensionalen
harmonischen Oszillator mit der Losung

Ve (70)

r(t) =ro+mnrocos (w,t +90), w,=
m

Der Abstand des Teilchens vom Ursprung ist eine periodische Funktion der Zeit
mit der Schwingungsdauer T, = 27 /w,..

Zur Berechnung von ¢(t) verwenden wir jetzt unsere Annahme der “kleinen Ab-
weichung”, die fiir 7(¢) die Bedeutung 0 < < 1 hat. Dann kann man 1/r(¢')?
im Integranden bis zum Term linear in 7 entwickeln und erhéalt

o) —50) = - [ (1= Zeostent +9))at + 00

mr% To

B ) 2n .. . 9
= (t Y [sin (w,t + 0) 81115]) +0(n°) .

Die zugehorige Bahnkurve liegt im Kreisring zwischen ro(1 — n) und 7o(1 + 7).
Die Bahnkurven sind im allgemeinen nicht geschlossen. Um das zu zeigen, be-
trachten wir den Winkel (Ap)z., der iiber eine Periode der Radialbewegung
iiberstrichen wird. Fiir ¢ = T, ergibt sich

l w
A =—T.="22r1.
( (p)Tr ng wr 7T

Nur falls (Ap)n. = 27(m/n) mit m,n € N ist, erhélt man eine geschlossene
Bahn. Fiir den wichtigen Spezialfall m = 1 schlieBt die Bahn bereits nach dem
erstem Umlauf. Fiir irrationale Werte von (Ay)r, /27 erhilt man offene Bahnen.
Hier einige Bahnen fiir verschieden Werte von w,/w;
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Die durchgezogene (geschlossene) Kurve entspricht w,/w, = 1, die gestrichelte
(offene) Kurve w,/w, = 1+ v/2/10.

Die durchgezogene (geschlossene) Kurve entspricht w,/w, = 0.2, die gestrichelte
(offene) Kurve w,,/w, = 0.2 + /2/100.

3) ,Kreisbillard“:

Fiir dieses Beispiel kann man die Bahnkurven besonders einfach konstruieren,
da sich das Teilchen zwischen den Reflektionen an der harten Wand auf Gera-
denabschnitten bewegt. Die Abbildung zeigt zwei geschlossene Bahnen mit
(Ap)r, = 27/6 (gestrichelte Kurve) und (Ay)r, = 27(3/5)
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Die Funktionen r(¢) und ¢(¢) tiber eine Periode der “r”-Bewegung lassen sich
hier auch ohne Integration angeben. Dazu betrachten wir den Geradenabschnitt

r=a(<R); y=uwot,
wobei |t| < T;./2 gilt, mit 7,./2 = v/ R2 — a2 /v,. Das liefert fiir dieses Zeitintervall
r(t) = /a2 + (vot)? ,  @(t) = arctan(vot /a)
und man erhélt fiir den in einer Periode der “r”-Bewegung iibertrichenen Winkel
(Ap)g, = 2arctan (VR? — a%/a) ,
was sich auch mit Hilfe des “Pythagoras” direkt aus einer Skizze ablesen lésst.

Soweit die Beispiele. Wir kommen nun wieder zum allgemeinen Fall:

Ist man nur an der Bahnkurve ohne zeitliche Durchlaufung interessiert, so
kann man mit Hilfe vom mr2dy = ldt die Zeit aus dr/dt = £/2(E — Veg(r))/m
eliminieren und erhélt durch Integration von

l 1/r?
dp = +— dr
7T J2(E — Ve () Jm

das Ergebnis
" dr’ /7"

I
— Pmin = t— B e N
L V2 S NVE = Vi ()

Es geniigt, diese Relation fiir einen ,Durchlauf® von r zwischen ry;, und ryax
zu integrieren. Wir werden dies beim Keplerproblem V' (r) = —«/r im néichsten
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Kapitel ausfiihrlich diskutieren. Der iiberstrichene Winkel wahrend einer Schwin-
gungsperiode T, von r(t) ergibt sich dann zu

Tmax l/,r,z

dr
rain V/ 2m(E — Vg (1))

(Ap)r, =2

Damit schliefen wir die allgemeine Diskussion der Bewgung in einem Zentralpo-
tential ab und wenden uns der wichtigen Anwendung auf das Zweikorperpro-
blem “Erde-Sonne” zu.

5 Das ZweikOrperproblem

5.1 NG fiir die Relativbewegung

Der Spezialfall N = 2, d.h. das Zweikorperproblem spielte in der Entwicklung
der Mechanik eine zentrale Rolle. Wir betrachten den Fall, dass sich die Kriéfte,
die die beiden Teilchen aufeinander ausiiben, aus einem Zweiteilchenpotential
v(|r] — T5|) ableiten lassen

5 ov
miry = _0—771

o, . 8’U . 8’(]
moTey = _8—772 (— 8—7_’1) .

Addition der Gleichungen liefert fiir den Schwerpunkt R= (my 7 +mars) /M mit
M = my + me .

MR =0
als Spezialfall der allgemeinen Uberlegung von Seite 10, d.h. der Schwerpunkt

bewegt sich geradlinig und gleichférmig. Multipliziert man die erste Gleichung
mit my und die zweite mit mq, so erhilt man fiir den Vektor

= = = ’Fizﬁ‘i‘
ri=r —T2, R* )

SEHSE
=3

der die Relativbewegung beschreibt

Dabei ist p := myms/(my + my) die so genannte ,,reduzierte Masse*. Damit
ist das Zweiteilchenproblem zuriickgefiihrt auf die Bewegung eines Teilchens der
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Masse p im dufleren Potential v(|7]). Von besonderem Interesse ist natiirlich
der Fall, dass sich die beiden Teilchen im dreidimensionalen Raum bewegen.
Dann ldsst sich obige Bewegungsgleichung fiir die Relativkoordinaten auf den
in Abschnitt ¢) diskutierten ,zweidimensionalen Fall“ zuriickfiithren, da das zum
Potential gehorige Kraftfeld

O0(I) _
S — ) )

ein Zentralfeld ist. Fiir solche ist der Drehimpuls l:ez = ur X 7 erhalten

dlrei dfx?):,u(Fx?):O.

g~ Fal

Dann liegt, wie bereits diskutiert, jede Bahnkurve in einer Ebene, die senkrecht
zu l,.¢; ist. Wéhlt man die z—Achse in Richtung von [,..;, so haben wir das Problem
auf den zweidimensionalen Fall reduziert.

Bevor wir den wichtigen Spezialfall des 1/r—Potentials diskutieren, wollen wir zei-
gen, dass unter gewissen Annahmen Aussagen iiber das Losungsverhalten méglich
sind, ohne die Bewegungsgleichung explizit zu losen. Die beiden folgenden Ab-
schnitte sind mit einem (*) versehen, was andeuten soll, dass sie beim ersten
Lesen iibersprungen werden koénnen.

5.2 Mechanische Ahnlichkeit (*)

—

Gegeben sei ein Kraftfeld f(7) mit der Eigenschaft

— —

fla) = o - f(7) fiir alle a > 0.

Beispiele sind das Gravitationsfeld eines Massenpunktes (kK = —2) oder ein
isotroper harmonischer Oszillator (K = 1). Sei 7(t) eine Losung der NG, d.h.
mr(t) = f(7(t)). Wir &ndern nun durch den ,,Skalenfaktor* o die rdumliche Aus-
dehnung der Bahn.
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Q
I
e

(analog fiir offene Bahnen)

Wir zeigen dann, dass man durch ,, Umskalen® der Zeit fiir Kraftfelder, die obige
Bedingung erfiillen, eine neue Ldsung der NG erhalten kann. Wir nennen die
s,umgeskalte“ Zeitvariable 7 und setzen

T=a"t,
wobei v so festgelegt wird, dass man eine neue Losung #(q)(7) von der Form
T() (1) == ar(t) = ar(a”T)

erhélt. Differentiation nach 7 liefert
dzf a (’7') =, v -, =
M= = [l@w (1) = o* ' mi(t) — o* f{i(1))
Setzt man nun 2v + 1 = k, so verschwindet die rechte Seite nach Voraussetzung
und Z(q)(7) ist ebenfalls Losung der NG. Also gilt

N\ (1=k)/2
T _aume_ (L
t L ’

da « das Verhiltnis (L/L) der neuen zur alten Lingenskala ist. Fiir das Verhéltnis
der Umlaufzeiten gilt dann ebenfalls T/T = o(!=%)/2_ Fiir k = —2 ist dies bereits
das 3. Keplersche Gesetz: Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich
wie die Kuben der Abstinde. Fiir den Fall des isotropen Oszillators (k = 1)
folgt die Unabhéngigkeit der Schwingungsdauer von der Auslenkung.

Vom historischen Standpunkt (Newton) ist die umgekehrte Schlussweise relevan-
ter: Der (gemessene) Exponent (3 in

(Y

liefert den Exponenten k£ des Kraftgesetzes.
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5.3 Virialsatz (*)

Wenn die Bewegung des Teilchens in einem konservativen Kraftfeld stattfindet,
dessen Potential V() eine homogene Funktion ist, d.h. V(aF) = o* V (), dann
existiert eine einfache Beziehung zwischen dem Zeitmittelwert der kinetischen
und potentiellen Energie, falls die Bewegung in einem beschrinkten Raumgebiet
verlduft. Der Zeitmittelwert einer zeitabhéngigen Grofle ist dabei definiert als

1 t
f:=lim - f(t)at
t—oo t 0
Mittelung der Relation
d ov
m %(F ) =mr-+mi -7 =2T—7 5

liefert unter der Annahme, dass 7(t) - #(t) beschrénkt ist

o — i Vi L [7(6) - 7(¢) — 7(0) - 7(0)] = 0.

or t—oo {

Fiir den Fall ;homogener® Potentiale ldsst sich der Mittelwert von 7 - % durch

den Mittelwert von V' ausdriicken. Differentiation von V(af) = o*V (F) nach a
liefert fiir @ =1

L ovV(r
T 8’5_:) = kvV(F)
und damit
2T = kyV

Diese Aussage bezeichnet man als Virialsatz. Sie ldsst sich leicht auf den Fall
von mehreren Teilchen verallgemeinern, die vermoge ,,homogener® Zweiteilchen-
potentiale wechselwirken. Mit Hilfe der (gemittelten) Energieerhaltung T+V = E
folgt

2
ky +2

ky
v +

V= E . T= E .

T
[\

Fiir das Keplerproblem (ky = —1) gilt also V = 2E und T = —E. Im Fall des
isotropen Oszillators (ky = 2) gilt dagegen T'=V = E/2.
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5.4 Die Keplerschen Gesetze

Besonders wichtig sind die Zentralfelder, bei denen die potentielle Energie um-
gekehrt proportional zu r, die zugehdrige Kraft also umgekehrt proportional zu
r? ist. Dazu gehoren das Newtonsche Gravitationsfeld und das elektrostatische
Coulombfeld; das erstere wirkt bekanntlich anziehend, wéhrend das letztere ent-
weder anziehend oder abstoflend sein kann. Wir bezeichnen die Masse zunéchst
wieder mit m, kommen aber spater im Kapitel wieder auf das Zweikorperproblem
zuriick, wo wir m durch die reduzierte Masse p ersetzen miissen.

Zur Herleitung der Keplerschen Gesetze betrachten zunéchst den anziehenden
Fall V(r) = —a/r mit o > 0. Das effektive Potential

l2
Verlr) == = +

r 2mir?

hat dann fiir [ # 0 folgende Gestalt

V21V

Wir beginnen wieder mit dem einfachen Spezialfall der Kreisbewegung und klei-
nen Abweichungen davon. Das Minimum erhélt man aus der Bedingung Vs (7)|,, =
0, d.h.

a_r i3

(0%
S=— = o= — ; Vo=~ .

1
r2  omrs am 2 2

N~
<
o

Verwendet man nun [ = mr2¢ mit der bei der Kreisbewegung konstanten Win-
kelgeschwindigkeit, so kann man ry = I2/am schreiben als

« . m  3/2
—:r3<p2 — T =2 — 2/

0 0 )
m o
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wobei T die Umlaufszeit ist. Das ist das 3.Keplersche Gesetz fiir den Spezial-
fall der Kreisbewegung.

Zur Diskussion der kleinen Abweichungen von der Kreisbahn benotigt man noch
die zweite Ableitung von Vg

200 317 2
(rg) = —— + — = —
ar(70) rs  omry  omrgd

Das ergibt fiir die Frequenz w, der Radialbewegung r(t)

A IGO N
wr = m omr?’
0

Also sind die Frequenzen w, und w,, (s.5.48) gleich. Geméi8 der allgemeinen Dis-
kussion der kleinen Abweichungen von der Kreisbewegung in Zentralpotentialen
folgt damit, dass die Bahnkurve nach einer Umdrehung schlie$t. Wir zeigen
im folgenden, dass das fiir das 1/r-Potential fiir —|Vy| < E' < 0, d.h. den Fall der
finiten Bewegung allgemein gilt.

In diesem Fall erhélt man fiir 7, und .

(0%
= 2 1+ /1¥E V).
/rmin 2E ( _I_ /| 0|

Die Abhéngigkeit von [ steckt dabei in |Vj|. Man sieht aber, dass die Summe
aus 1, und r_, von [ unabhingig ist

ST
(Tmax_l_rmin) - 2|E| .

N | —

Wir betrachten jetzt die Form der Bahnkurven. Dazu verwenden wir das allge-
meine Resultat von S.51

1 ld
dp ==+ —; .
V(B = g = 8) T
Wir substituieren zunichst u = 1/r und erhalten mit dr = —du/u?

l du
Vem \/E + au— (2/2m)u?

do=7F

Wir bringen nun den Radikanden durch quadratische Ergénzung auf die Form

E ; (u —up)? = E' ; u® + l2uu ’ u?
2m 0= om m Y 9m O
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Also ist

am 1 a’*m
= _— = — . F=F = W1+ E/|V]) >0.
Durch die weitere Substitution v = u — wuq ergibt sich (I > 0)
dv dv
o= —2 M im0,
2mE 2 A2 —w

12
Elementare Integration liefert dann
+ (v/4) = + 1 /1 1
— (o = E arccos(v = tarccos |—|(—-—— | .
¥ — Po A\r 1

Wir drehen nun unser Koordinatensystem so, dass ¢y = 0 ist. Definiert man noch
die Exzentrizitit € :=rgA = /1 + E/|Vp|, so erhélt man

r
2 =14 e€cosy
’

Das ist die gesuchte Bahngleichung. Fiir den betrachteten Fall —|Vp| < E < 0,
d.h. 0 < € < 1 ist das die Gleichung fiir eine Ellipse. Da dies nicht mehr zum
Standardlehrstoff in der Schule gehort, nun ein kurzer mathematischer Einschub,
bevor es mit der physikalischen Diskussion weitergeht.

Einschub zur Definition und Beschreibung von Ellipsen:

Definition: Eine Ellipse ist die Menge von Punkten P in einer Ebene, deren
Abstiande von zwei festen Punkten F; und F5 denselben Wert der Summe ha-
ben:

|F1P| + |F>P| = const.
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Der Abstand der beiden Fokuspunkte F; und F, wird (s. Abbildung) 2¢ genannt,
die Lénge der kurzen Halbachse b = |M B| und der langen Halbachse a = |M A|.
Wihlt man als Punkt auf der Ellipse den Punkt A, so ergibt sich fiir die Summe
der Abstiande der Wert 2a. Wahlt man dagegen den Punkt B, so folgt mit Hilfe
des “Pythagoras” ¢ + b? = a?.

Zur mathematischen Beschreibung der Ellipse gibt es zwei verschiedene géngige
Vorgehensweisen.

a) Man legt den Ursprung des Koordinatensystems in einen der Fokusse, z.B.
in F5. Dann ist £ = F3 P und die obige Bedingung lautet mit ¢ := M F5

|Z| + |7+ 2¢] = 2a
Quadriert man die Gleichung |Z 4 2¢] = 2a — r, so folgt
¢ THar=a>—c=0.

Definiert man die Exzentrizitdt e¢ durch ¢ =: ea, d.h ¢ = /1 —b?/a? und
verwendet ¢- ¥ = crcos ¢ so ergibt sich

T—0:1+ecos¢,
,

wobei rg = b?/a der Abstand vom Ursprung Fj ist, wenn ¢ = 7/2 ist. Dies ist
die Ellipsengleichung in Polarkoordinaten, wie sie in der Behandlung des
Keplerproblems auftritt.

b) Alternativ legt man den Ursprung in den Mittelpunkt M der Ellipse. Das
liefert die einfachste Form der Ellipsengleichung in kartesichen Koordina-
ten:

Beschreibt man den Punkt P also in kartesischen Koordinaten (z,y), so lautet
die Bedingung fiir die Summe der Absténde

Ve +e)2+y24+ /(v —c)2+y?=2a.

Quadriert man beide Seiten der Gleichung, separiert den verbleibenden Wurzel-
term und quadriert noch einmal, so erhélt man

2?(a? — ) +y?a® = d*(a® — &) .

2

Unter Verwendung von a? — ¢ = b* ergibt sich nach Division schiefilich

22
o) + e 1.

Das ist die Normalform der Gleichung eine Ellipse, deren Mittelpunkt im Ur-

sprung liegt. In dieser Form tritt sie auf, wenn man Ellipsen iiber “Kegelschnitte
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einfiihrt (s.u.).

Da wir im folgenden auch Hyperbeln als Bahnkuven erhalten, gleich auch noch
das analoge Vorgehen dafiir:

Definition: Eine Hyperbel ist die Menge von Punkten P in einer Ebene, deren
Abstiande von zwei festen Punkten F; und F, denselben Wert der Differenz
haben:

|1 P| — |FyP| = const.

Der Abstand der beiden Fokuspunkte F; und F5 wird wieder 2¢ genannt. Wihlt
man als Punkt auf der Hyperbel den Punkt A, so ergibt sich fiir die Differenz der
Absténde der Wert —2| M A| =: —2a.

Zur mathematischen Beschreibung der Hyperbel gibt es wieder die zwei verschie-
denen gingigen Vorgehensweisen.

a) Man legt den Ursprung des Koordinatensystems in einen der Fokusse, z.B.
in F. Dann ist £ = F1 P und die obige Bedingung lautet mit ¢ := M F5

7] = |7 = 2¢] = F2a,

wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir den linken (rechten) Ast der Hyperbel
gilt. Quadriert man die Gleichung —|¥ — 2¢] = F2a — r, so folgt

- rtar=c—ad*.
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Definiert man die Exzentrizitit wieder als € := ¢/a und verwendet ¢- 7 =
cr cos ¢, so ergibt sich

o =+1+e€cosg,
,

wobei rg = (¢ —a?)/a ist. Dies ist die Hyperbelgleichung in Polarkoordina-
ten, wie sie in der Behandlung des Keplerproblems bei £ > 0 (infinite Bewegung)
auftritt.

b) Man legt den Ursprung in den Mittelpunkt M der Hyperbel.
Beschreibt man den Punkt P wieder in kartesischen Koordinaten (x,y), so lautet
die Bedingung fiir die Summe der Absténde

VET PP - T PP = F

Quadriert man beide Seiten der Gleichung, separiert den verbleibenden Wurzel-
term und quadriert noch einmal, so erhdlt man wie beim Fall der Ellipse

2 2
x y
At a2t
a ac — C

2

Da hier aber ¢ > a gilt, definiert man b? := ¢ — a%. Das liefert

2 2
!
a b?
Das ist die Normalform der Gleichung eine Hyperbelpaars, dessen Mittelpunkt
im Ursprung liegt.

Ende Einschub

Die Form der Ellipsengleichung, die sich aus der Losung der NG fir das 1/r-
Potential ergeben hat, entspricht der Wahl a) in unserem Einschub. Also ist das
Zentrum des Potentials in einem der Fokus- oder Brennpunkte der Ellipse.
Das ist das 1.Keplersche Gesetz. Wir prizisieren diese Aussage, wenn wir wieder
zum Zweikorperproblem zuriickkehren.

Die GroSen r_,, und r_ .. lassen sich durch 7y und die Exzentrizitét e ausdriicken.
Wegen

ro(l+e)=(a—c)(l+e)=a(l—¢€)=a 2—22 -
und analog fiir r_ , ergibt sich
_ To B To
Tmin = 737 o Tmax T 7T



Die grofle Halbachse der Ellipse ist durch

(Tn_’lin + Tr;ax)

N —

gegeben. Wir hatten uns bereits frither davon iiberzeugt, dass r_;, + 7., nicht
vom Wert [ des Drehimpulses abhéngt.

Die zeitliche Durchlaufung der Bahn erhélt man aus der Drehimpulserhaltung
m r?(p(t))p(t) =1

dt = rz(go)dap

)
/ () de .
®o

Setzt man r(¢') = r9/(1 + ecos¢’) ein , so lasst sich die Integration elementar
durchfiihren, die Bildung der Umkehrfunktion, um ¢(t) zu erhalten, ist aber nicht
in geschlossener Form moglich. Interessiert man sich nur fiir die Umlaufszeit T,
so verwendet man am besten die auf S. 44 eingefiihrte Flachengeschwindigkeit

S(t)

=3 ~I3

oder t—ty =

St)=1/2m .
Integration dieser Gleichung iiber die Zeit von 0 bis T liefert
2mS =1-T ,

wobei S die von der Ellipse umschlossene Flache ist. Fiir Ellipsen gilt S = wab =
ma®y/1 — €2. Also folgt mit [ = \/amry fiir die Umlaufszeit

2 [m a1 — €&
T = rdVi-@=9or |20V "C _op [0
« VTo

) «

m
= 7T — 0 -
2|E[°

Die erste Zeile beinhaltet das 3. Keplersche Gesetz, das wir bereits bei den
Uberlegungen zur mechanischen Ahnlichkeit und dem Spezialfall der Kreisbewe-
gung kennengelernt hatten. Die zweite Zeile zeigt, dass T" nur von der Energie F
abhéngt. Diese Beziehung hat im Zusammenhang mit dem quantenmechanischen
,Korrespondenzprinzip“ eine historische Rolle gespielt.

Um die Keplerschen Gesetze tatséichlich fiir die Massenpaare “Planet-Sonne” zu

diskutieren, miissen wir zuriick zum Zweikorperproblem. Geméaf der Diskus-
sion auf S. 52 geht man wie folgt vor:
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Man ersetzt m durch die reduzierte Masse y = myms/(mi+msz) und erhilt damit
die Trajektorie fiir den Vektor der Relativbewegung ¥ = 7} —i5 . Die Ortsvektoren
der beiden Massenpunkte erhélt man aus (s.S. 52)

= R + mF
= R — mp

Die Bewegung der beiden Korper lassen sich dann auf zwei verschiedene Weisen
veranschaulichen:

a) Im Schwerpunktsystem (Inertialsystem (nach Vorrauss.)):

Wegen R=0 gilt

- ma - - my -
Tn= ——71,; r9=— —7.
my + Mo my1 + Mo

Dann beschreiben sowohl der Planet, als auch die Sonne eine Ellipsenbahn, wie
in der Abbildung dargestellt. Zur besseren Veranschaulichung ist das Massen-
verhéltnis my/my = 0.1 gew#hlt und die Exzentrizitiat als e = 0.3, um klar zu
machen, dass es sich um eine Ellipse (keinen Kreis) handelt. Fiir das Paar “Erde-
Sonne” gilt mp/ms ~ 3-107% und € ~ 0.017.

b) Im System der Sonne (kein Inertialsystem):

Dann ist 7(t) = 7 (t) und die Erde beschreibt eine Ellipse um die Sonne, wobei
die Sonne in einem Brennpunkte steht. Das ist das 1. Keplersche Gesetz.
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Wegen der groflen Sonnenmasse unterscheiden sich die beiden Beschreibungsfor-
men wenig.

Jetzt kommen wir zur Diskussion des 3. Keplerschen Gesetzes im Kontext
des Zweikorperproblems “Planet-Sonne”. Dann miissen wir im Vorfaktor auf S.
64 folgende Ersetzung machen

1

/m r 1 ~
o Gmpms  \/G(mp +mg) Gms '

wobei G die Gravitationskonstante ist. Da die Sonnenmasse sehr viel grosser
ist, als alle Planetenmassen, hiangt der Vorfaktor im 3. Keplerschen Gesetz also
praktisch nicht vom gewé&hlten Planeten ab.

Damit schlieflen wir die Diskussion der finiten Bewegung fiir £ < 0 ab.

Nichtnegative Energie £ > 0 fiihrt zu infiniter Bewegung. Fiir £ > 0 folgt € =
1+ 22E/ma? > 1, d.h. die Bahn ist eine Hyperbel, wobei der Ursprung im
seingeschlossenen“ Brennpunkt liegt. Der Spezialfall E = 0 liefert eine Parabel
als Bahnkurve, wobei der Ursprung der Brennpunkt der Parabel ist. Da es sich
nur um einen Spezialfall handelt und Parabeln wohl als bekannt vorausgesetzt
werden diirfen, sei auf einen Einschub dazu verzichtet.

noindent Die auf S. 58 angegebene Formel fiir die Bahnkurve

T
2 =1+ e€cosyp
r

beschreibt die Bahnkurven fiir alle Werte von E, d.h. beliebige € > 0.
Zeichnet man fiir £ > 0, d.h. € > 1 die Bahnkurve beginnend mit ¢ = 0 fiir
zunehmende Werte von ¢, so strebt r beim Grenzwinkel ¢. gegen unendlich,

wobei ¢, durch

1
COS P = ——
€

gegeben ist. )
Die folgende Abbildung zeigt den Ubergang vom “Kreis zur Hyperbel” mit wach-
sendem € von Null bis zu Werten grofier als eins (fiir festes rp):
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Zum Abschluss untersuchen wir noch den Fall des abstoflenden 1/r-Potentials
V(r) = a/r mit a > 0. In diesem Fall nimmt V. monoton von +oo bis 0 ab,
wenn sich r von 0 bis co &dndert. Die Energie des Teilchens kann nur positiv
sein und die Bewegung ist stets infinit. Trotzdem kann man formal wieder die
Grofen ro := ?/|alm und |Vy| := a?m/2(* definieren. Der einzige Unterschied
zur Rechnung im anziehenden Fall ist dann, dass uy = —1/rg gilt. Man erhélt
dann als Bahnkurve

T_O :—1+€COSQO , EZ\/1+E/|VE)| ; (E>0)

r

Das ist der “zweite Hyperbelast”. Die (gestrichelte) Trajektorie schlieBt im ab-
stofenden Fall das Zentrum des Potentials im linken Brennpunkt nicht ein.

"-"-Trajektorie
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Der Fall der Abstoflung tritt bei zwei geladenen Punkteilchen auf, die gleiches
Ladungsvorzeichen haben. Befindet sich im linken Brennpunkt z.B. eine posi-
tive Ladung, so erhélt man, falls das Teilchen auf der Trajektorie ebenfalls positiv
geladen ist, die rechte Trajektorie.

Wir betrachten den Fall der Hyperbelbahnen fiir die beiden Fille der Anziehung
bzw. der Abstoflung noch einmal gemeinsam von einem anderen Gesichtspunkt
aus. Dazu zeichnen wir die beiden gleichartigen Hyperbeln nochmals in etwas
anderer Form. Wir spiegeln die gestrichelte Kurve der letzten Abbildung an der
senkrechten Linie durch den Ursprung und fithren eine Drehung aus, so dass die
Teilchen von links aus dem Unendlichen auf das Streuzentrum im Urprung zulau-
fen, wobei der Abstand von der z-Achse in beiden Fillen gleich (asymptotisch)
durch p (s.u.) gegeben ist.

Neben dem Grenzwinkel ¢, und dessen Kompliment ¢° zu 7 d.h. ¢ == 7 — .
fiihrt man den sogenannten Streuwinkel 6 zwischen der ,einlaufenden® und der
sauslaufenden“ Asymptote der Bahn ein. Die beiden Trajektorien gehoren zu
gleicher Energie E und gleichem Wert von [? aber verschiedenen Vorzeichen der
Potentialkonstanten «. Aus der Gleichheit der Energie folgt, dass die Teilchen
aus dem Unendlichen jeweils mit gleicher Geschwindigkeit v,, kommen.

Aus der Gleichheit der Drehimpulsbetrage folgt dann wegen der gleichen Ge-
schwindigkeit weiter, dass die asymptotischen Bahnen gleichen Abstand zur par-
allelen Geraden durch den Ursprung aufweisen. Man nennt diesen Abstand p den
,Sto3parameter®.

Da @, ~ &, ist, geht in [2 = M2 (Frg X Uno)
Abstand senkrecht zur z-Achse ein

2 yom Ortsvektor des Teilchens nur der

I = (mpuso)? = 2mE - p* .
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Statt durch [ und F kann man die infinite Bewegung also auch durch p und
E charakterisieren. Zwischen dem Stofiparameter p und dem Streuwinkel 6 be-
steht ein eindeutiger Zusammenhang: Je zentraler der Stof3, d. h. je kleiner der
StoBparameter desto grofler ist der Streuwinkel 6. Wegen

. m™ 0 b s n 0
=——= ZW. e ==+ —
7 T2 T 9
gilt im betrachteten Fall wegen 1+ €cos . =0
0 1 1

sin — = —

1
2 VB fig ()
oder nach p? aufgelost
9 a2 1
(XY 1]
P <2E) Lin2(9/2) }

Wir stellen jetzt einige Uberlegungen an, die auch fiir allgemeinere Streuvorgginge
Giiltigkeit haben.

6 Elemente der Streutheorie

Streuexperimente haben in der Geschichte der Physik eine wichtige Rolle gespielt
und sind weiterhin ein wichtiges Instrument zur Charaktersierung komplexer Sy-
steme z.B. in der Materialphyik, der Biophysik oder der Hochenergiephysik. Als
wichtiges historisches Experiment, werden wir Rutherford’s Streuexperiment dis-
kutieren, mit dem er enteckt hat, dass sich die Masse von Atomen im wesentlichen
im Atomkern befindet.

6.1 Potentialstreung, differentieller Wirkungsquerschnitt

Wir beginnen moglichst elementar und betrachten zunéchst die Streuung an ei-
nem “festgenagelten Target”, das durch ein Potential V' (7) beschrieben wird.
Wir nehmen an, dass wir das Potential kennen, und versuchen zu berechnen, wie
eine Probeteilchen der Masse m daran gestreut wird. In der Praxis ist die Fra-
gestellung oft umgekehrt: Man registriert, wie die Teilchen gestreut werden und
versucht daraus etwas iiber das Target oder die Wechselwirkung des Streuteil-
chens mit dem Target zu lernen.

Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst ein Potential, das nur in einem
endlichen Raumbereich von Null verschieden sein soll.
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In physikalischen Anwendungen hat man es im allgemeinen nicht mit der Ab-
lenkung eines einzigen Teilchens zu tun, sondern mit der Streuung eines ganzen
Strahls gleichartiger Teilchen, die mit gleicher Geschwindigkeit v, auf das Streu-
zentrum zulaufen. Dabei soll der einlaufende Strahl die homogene Flichen-
dichte ng, haben, d. h. ng, ist die Anzahl der Teilchen, die in der Zeiteinheit
durch die Fldcheneinheit des Strahlquerschnittes hindurchtreten.

e
rer—
>
=y
-
-
=
=
_
_9’\

Q}\Jmn%mo(w Stvadl,

Wegen der endlichen Reichweite muss der Querschnitt des Strahls nicht unendlich
sein, da die Teilchen, die am Gebiet V(') # 0 vorbeifliegen, nicht gestreut werden.
Eine wichtige Messgrofie bei der Streuung ist die Anzahl der Teilchen Ny, (ASQ),
die pro Zeiteinheit in einen (endlichen) Raumwinkelbereich AQ) gestreut werden.
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Da N, (AQ2) proportional zu ne, ist, definieren wir den Wirkungsquerschnitt
o(AQ) fiir die Streuung in den Raumwinkelbereich A iiber

Nsir (AQ) =: neino (AQ) .

Da sowohl N, (AQ), als auch n.;, Messgrofien sind, ist klar wie man o(AQ) ex-
perimentell bestimmt. Der Wirkungsquerschnitt hat die Dimension einer
Flache. Da alle Teilchen des einlaufenden Strahls, die durch F'(AS) hindurch-
treten (nach Voraussetzung) in den Raumbereich AQ) gestreut werden, folgt aus
Nein F'(AQ) = Nt (AQ) = neino(AQ), dass

o(AQ) = F(AQ)

gilt. Ist der betrachtete Raumwinkelbereich AQ klein (,,d2“), so ist o(df2) pro-
portional zu df2 und man schreibt

i) = (1) ao

und bezeichnet do/d) als den differentiellen Wirkungsquerschnitt. Dieser
hédngt natiirlich von der Streurichtung €2 der Teilchen ab, die durch die {iblichen
Winkel 6, ¢ (s. Kugelkoordinaten S. 39) geben ist. In der Vorwirtsrichtung ist
do /dS2 keine wohldefinierte Grofle, da es keinen Sinn macht, zwischen ,, gestreuten*
und ,,nicht gestreuten“ Teilchen zu unterscheiden.

Die Winkelabhéngigkeit von do /dS) vereinfacht sich fiir den im folgenden nur be-
trachteten Spezialfall radial-symmetrischer Potentiale V' = V(|7]), d.h. die Streu-
ung an einem Zentralpotential. Dann weist die Winkelverteilung immer axiale
Symmetrie beziiglich der Einfallsrichtung auf. Der Streuwinkel 6 ist dann eine
Funktion des Stofiparameters p und der Einfallsenergie £ = mv?, /2.
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Als Raumwinkelbereich df2 betrachten wir nun alle Raumwinkel zwischen 6 und
0 + df, wobei der Azimutwinkel ¢ alle Werte zwischen 0 und 27 annehmen soll.
Auf der Einheitskugel ist das ein Ring der Breite |df| mit Radius sin 6 . Also folgt
fiir dS2

dQ) = 27 sin60|do)| .
Aus o(dQY) = F(d2) und o(dQ?) = (do /dQY)dS2 ergibt sich
o(dQ) =2mp dp = do 27 sin 6|d)|
I TS ‘

Und damit fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do 1 dp|
RN

a0 sin 0

1 dp*
2sinf | df

Wenn die Funktion p(f) mehrdeutig ist, so muff man offenbar die Summe solcher
Ausdriicke fiir alle Zweige dieser Funktion nehmen.

Zur Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts benttigt man die funk-
tionale Abhingigkeit p = p(f) (oder die Umkehrbeziehung 6 = 6(p)).

Als einfachstes Beispiel betrachten wir zuerst den Fall der Streuung an einer
absolut harten Kugel
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Wie man in der Abbildung sieht, gilt sin o° = p/a, d.h.

m™—0 0
5 ) =a cos§)

p =a sin(

Das liefert p|dp/df] = a*sinf/4 und Einsetzen in den allgemeinen Ausdruck

ergibt
oy
aQ ), . 4

d.h. die Streuung ist isotrop.
Definiert man den totalen Wirkungsquerschnitt als Integral des differentiellen
WQ iiber alle Raumwinkel

do
Otot +— / (d_Q) ds?

so erhilt man hier o, = ma? in Ubereinstimmung damit, dass die ,, Zielfliche®,
die das Teilchen treffen muss, um iiberhaupt gestreut zu werden, der Querschnitt
der Kugel ist.

Zur Diskussion der Streuung am 1/r-Potential miissen wir die Beschrdnkung auf
Potentiale endlicher Reichweite offensichtlich fallen lassen. Das bewirkt, dass der
totale Wirkungsquerschnitt divergent sein wird. Der differentielle Wirkungsquer-
schnitt kann aber vollig analog definiert werden und an der wesentlichen Relati-
on fiir do/d? (S. 70) andert sich nichts. Wir betrachten als zweites Beispiel die

Streuung am Potential
a

Vir)y=-—,
,
wobei das Vorzeichen von « beliebig ist. Die Relation zwischen p und 6 haben

wir bereits abgeleitet (S. 67)
2 i)z # -1
P (2E Lin2 0/2 '
Daraus erhélt man die benétigte Ableitung

2
|~ (iE)

cos /2

und eingesetzt schlieSlich

(%) .~ G5 s
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Das ist die beriihmte ,,Rutherfordsche Streuformel®“. Wegen der Langreich-
weitigkeit des Coulombpotentials ist der differentielle WQ fiir kleine Streuwinkel
so stark divergent, dass der totale W(Q divergent ist.

Die experimentelle Verifikation dieser Formel bei Rutherfords Streuexperimenten
von a-Teilchen an Goldfolien war bekanntlich wesentlich fiir den ,, Beweis“ fiir die
Existenz der Atomkerne. Rutherford hatte dabei das Gliick, dafl sich dasselbe
Resultat auch im Rahmen der (1911 natiirlich noch nicht bekannten) Quanten-
mechanik ergibt. Zum Verstdndnis, warum Rutherford aus seinem Experiment
die Existenz des Atomkerns folgerte, muss erst noch der Ubergang ins Laborsy-
stem gemacht werden (s.u).

Fiir allgemeine Radialpotentiale V' (r) erhélt man die Relation zwischen 6 und
p wie folgt

Die Bahn verlauft symmetrisch zur Geraden OA, die das Zentrum O mit dem
ihm néchstgelegenen Bahnpunkt A schneidet. Also ergibt sich ¢¢ aus der allg.
Formel von S. 51

> 1|/r?
V2m(E — V(1) — &/r2

oder wenn man [? = 2mEp? verwendet

@ =

Y

Tmin

c_ﬂ-_e(p): > p/’f’2 r
v= 2 _— \/1—p/r2—V(r)/E d

Leider lésst sich das Integral nur fiir wenige Zentralpotential analytisch ausfithren.
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6.2 Elastischer Sto zweier Teilchen: Ubergang vom Schwerpunkts-
zum Laborsystem

In unserer Beschreibung der Potentialstreung von Teilchen haben wir ein sta-
tisches (,,festgenageltes”) Streuzentrum angenommen. Der urspriingliche Grund
dafiir war, dass die Relativkoordinate 7" := 7, — 75 einer Bewegungsgleichung in
einem statischen Zentralfeld gehorcht. Wir wollen jetzt diskutieren, wie sich die
Ergebnisse der Streuung eines Teilchens an einem statischen Potential, auf den)
,StoB3“ zweier Teilchen iibertragen lassen, die vermoge eines Zweiteilchenpoten-
tials v (| — 7%|) wechselwirken. Dabei wollen wir zuerst wieder annehmen, daf v
endliche Reichweite hat.

Da das Zweiteilchensystem ein abgeschlossenes System ist, ist die Gesamtener-
gie eine Erhaltungsgréfie. Ausserhalb des Wechselwirkungsbereichs verschwindet
die potentielle Energie, d.h. die Summe der kinetischen Energien der beiden
StoBpartner ist vor und nach dem Stof§ gleich. Man spricht daher von einem
elastischen Stof.

Die Beschreibung des Stofivorgangs ist besonders einfach, wenn man ins Schwer-
punktsystem geht: (M = my + my)

= R+ " ;. U1 =R+ —Mr::R+vl/
o = my o, S = my - = S
o = R—MT ) QZR——T_—ZR+2,

Die Geschwindigkeit der Teilchen im Schwerpunktsystem bezeichnen wir also als
v!. Fiir die entsprechenden Impulse im Schwerpunktsystem p! = m,;v/ gilt

—/

Py =D -
Die kinetische Energie

(mlvf + m2vg) = 7R2 +R- (pl/ _'_pé) + 5 (Wllvl/2 + m21)2/2)

|~

_M133+ﬁ,2 L1
— 2 TP om T om,

hat wegen der Energieerhaltung vor und nach dem Stofl denselben Wert. Da R?

zeitunabhéngig ist, &ndern sich die Betrége der p; durch den Sto nicht. Man
erhélt also folgendes Bild: (a: Anfangszustand, e: Endzustand)
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vor dem StolRR nach dem Stc

Da die p ~ 7 sind, ist 6 gerade der Streuwinkel eines Teilchen der Masse
= mymgy/M im statischen Potential v(|r]).

Wir betrachten jetzt den Stofivorgang im “Laborsystem”, in dem das zweite
Teilchen (,,Targetteilchen*“) vor dem Stof3 ruht, d.h. @, = 0. Also gilt

5 oL my L T,
R=———7y)= ———U,| = — 7,
Mo + Mo my + Mo meo

dh. R zeigt in Einfallsrichtung. Der Streuwinkel im Laborsystem ¢ ergibt
sich dann einfach aus folgender geometrischer Betrachtung und |v],| = |07,

sinf|v],| sin 0

tanv = _
|| + cos 0|7, (m1/my) + cos @
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Im Limes eines unendlich schweren Targetteilchens stimmen die beiden Winkel
iiberein.
Im Fall gleicher Massen folgt aus

sin 6

Der maximale Streuwinkel im Laborsystem ist fiir m; = ms also 90°. Fiir my <
my tritt keine Riickwdrtsstreuung auf: Die zuriickgestreuten a-Teilchen in Ru-
therfords Experiment mufiten also an schwereren Teilchen gestreut worden sein

(falls die Targetteilchen in Ruhe angenommen werden).

Das Streuteilchen der Masse m; verliert beim Stoff mit Teilchen 2 einen Teil seiner
kinetischen Energie. Aus der obigen Skizze sieht man, dass

2
1—|—2@cosé’+ (ﬁ) ] )
mo mo

. my\ m .
ol = (1+ 2 )l = (14 22 -1t

folgt fiir das Verhéltnis der kinetischen Energien (A := my/my)

N 2
=2 = ) =2
Ve = <’Ule + R) = V1e

2A(1 — cos 0)
2 2
Pt = LT

Der Energieverlust ist daher am gréfiten fiir § = 7. Im Fall gleicher Massen ist
der Energieverlust am gréfiten, da A/(1 + A)? bei A = 1 ein Maximum hat. Fiir
A =1 und 0 = 7 verliert das Teilchen 1 seine gesamte kinetische Energie.

Zur Definition des Wirkungsquerschnitts fiir den Stof3 nehmen wir an, dass
das Experiment haufig wiederholt wird (N mal, mit N > 1), wobei die Geschwin-
digkeit ¥, des einlaufenden Teilchens jeweils gleich ist, der StofSparameter p aber
so statistisch variiert, dass sich auf einer Querschnittsfliche, durch die das Teil-
chen einféllt, eine homogene Flichendichte ergibt. Die Flichendichte ne, :== N/F
(hier definiert ohne den Zusatz ,,pro Zeiteinheit“) ist unabhéngig davon, ob sie

im Schwerpunkt oder im Laborsystem gemessen wird, da R parallel zur Einfalls-
richtung ist. Wir definieren jetzt

NS (AQ) =: nguos(AQ) (Schwerpunktsystem )
NE(AQ) = nenon(AQ) (Laborsystem) .

str.

Dabei ist AQ’ der im Laborsystem gemessene Raumwinkelbereich, der sich als
Abbild des Raumwinkelbereichs A€) im Schwerpunktsystem beim Ubergang vom
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S-System in das L-System ergibt. N%

o (AQ) ist die Gesamtzahl der ,,m;-Teilchen,
die in den Winkelbereich AQ im S-System gestreut werden — analog fiir N2 (AQ/).
Auf Grund der Definition von A€’ ist diese Zahl der Streuereignisse offensichtlich

eine Invariante, d.h. N5 (AQ) = NL (AQ'). Also gilt

str.

o5(AQ) = o1(AQ') .

Im Limes kleiner Raumwinkelbereiche (AQ — dQ) ergibt sich daraus fiir die
differentiellen Wirkungsquerschnitte

do do
— ) dQ == d9’
(), (),

do\ _(do\ d2
), \dQ /)y dv

Mit d2 = 27 sin 0|df| und dS2’ = 27 sinJ|dJ| erhilt man mit Hilfe der Beziehung
zwischen 6 und ¥ schlielich (Ubungsausgabe)

do\ _ (do (142X cosd + \2)3/2
), \dQ/ |1+ Acosd|

Da (do/dS2)s gerade der frither diskutierte differentielle Wirkunsquerschnitt fiir
die Streuung eines Teilchen am statischen Potential v(]7]) ist, haben wir damit
den ,experimentell relevanten* differentiellen Wirkunsquerschnitt (do/d)); auf
bekannte Groflen zuriickgefiihrt.

7 Bewegte Bezugssysteme

7.1 lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich die Form der NG #ndert,
wenn man von einem inertialen kartesischen Bezugssystem k (wir nennen k das
stationdre System) zu einem relativ zu k bewegten kartesischen Bezugssy-
stem K {iibergeht. Das ,Koordinatendreibein“ des bewegten Systems K ist also
beziiglich dem des stationdren Systems verschoben und verdreht: (zweidimensio-
nale Skizze)
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Es sei ﬁ(t) der Ortsvektor eines Punktes relativ zum bewegten System K. Dann
erhalt man den Ortsvektor 7(t) desselben Raumpunktes relativ zum stationdren
Bezugssystem k als Summe des Verschiebungsvektors 74 (t) der beiden Koordina-
tenurspriinge und dem Abbild des Vektors R in k, das sich bei der Verdrehung
der Koordinatenachsen von K relativ zu denen von k ergibt

7(t) = 7o(t) + B.R(t) . (B,R(t) € k)

Dabei beschreibt die zeitabhingige lineare Abbildung B, : K — k die
Verdrehung

B.R(t) = By(Ri(t)E;) = Ri(t)B,E; =: Ri(t)é; .

Dabei haben wir die Summationskonvention verwendet. Die Abbildung B; kann
beziiglich der vorgegeben Basis durch Matrixelemente B;;(t) ausgedriickt werden,

indem man die €; nach den festen Basisvektoren €; enwickelt

Die kartesischen Komponenten z;(t) des Ortsvektors 7(t) = (t)f? € k lassen
sich mit Hilfe dieser Matrix durch die R;(t) ausdriicken: (ry(t) = [L’g (t)e;)

mt) = (t)

_ §°)<t>ej +Ri<t>é7-<t> = (a0 + BuOR0) &

Da die {€;} linear unabhéngig sind, folgt durch Vergleich der 1. und 3. Zeile

xj(t) = 175.0) (t) + Bji(t)Ri(t) (Summationskonvention)
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Hinweis: Zur Verdeutlichung, dass Vektoren € K und Vektoren € k in ver-
schiedenen Riumen liegen, bezeichnen wir in diesem Abschnitt Vektoren € k
mit kleinen Buchstaben und Vektoren € K mit groflen Buchstaben.

Vollig analog zu B; : K — k, kann man Abbildungen C; : k — K betrachten, die
ebenfalls beziiglich der vorgegebenen Basen durch Matrixelemente ausgedriickt
werden kénnen

Ctgi == E]le(t) .

Die Abbildung B; , die die gegenseitige Verdrehung der Systeme_‘pegchreibt, erhalt
die Metrik und die Orientierung. Fiir beliebige Vektoren X,Y € K gilt also
nach Konstruktion o . .

X Y =BX-BY,
z.B fiir die Basisvektoren

52‘;‘ = Ez : Ej = éi(t) ’ 5j<t> :
Durch skalare Multiplikation von B.E; = €;B;;(t) mit €} kann man die Matrixele-
mente Bj;(t) durch Skalarprodukte ausdriicken, indem man €j-€; = dy; verwendet
(analog fir Cj;(1))

Bi(t) = é - B.E; Chi(t) = Ey - C/é, .

Mit Hilfe des Skalarprodukts definiert man die zu B; : K — k adjungierte
Abbildung B! : k — K
BT#.Y =% - BY ,

wobei € kund Y € K beliebig sind. Die Abbildung B? wird durch die zur
Matrix B transponierte Matrix dargestellt (daher das , 7 )

Die Matrix BT ist die zu B inverse Matrix: B~! = BT. Das folgt aus

\ € = & - &Bji = ByBj = (B");By; -

QK

Oi =

Matrizen mit dieser Eigenschaft heiffen orthogonal. Fiir die Abbildung B; : K —
k bedeutet dies
BI'B, = Iy , BB = I ,

wobei I und I, die Identitat in K und k sind.

Nach diesen mathematischen Vorbetrachtungen wollen wir das Verhalten der NG
beim Ubergang vom stationidren zum bewegten Bezugssystem untersuchen.

78



7.2  Tragheitskrifte im Rahmen der Lagrangebeschrei-
bung (*)

Eine Moglichkeit ist, direkt die Lagrangegleichungen zu verwenden, wobei die R;
als neue (,krummlinige“) Koordinaten verwendet werden. Aus

<

() = 7o(t) + Ri(t)ei(t)

folgt g; :== OF/OR; = &, sowie

Mit .
8T N 87:' 5
—— =mF —— =m7-¢
OR; OR;
und .
or . or - =
or, " om, M C
lautet die Lagrangeform der NG fiir den Massenpunkt auf der Bahn 7(#) (s.5.42):
i(;:{)_ ‘_,i'+:,'];’
m— \7-&)=mr-é+é-f.

Da wir im Folgenden eine ,direkte” Version der Umschreibung der NG im Detail

diskutieren, betrachten wir die ,Lagrangeform® nur fiir den Fall ¢ = 0, d. h.
zeitunabhingiger Verdrehung des bewegten Systems K. Dann verschwindet
der 2. Term auf der rechten Seite. Auf der linken Seite der Bewegungsgleichung

bendtigt man 7.7:: _"7'Q+ ?ﬁ Dann erhélt man mit f = Bﬁ, o = Bﬁo sowie

m B+ BY) = B

d. h. zusétzlich zur vorgegebenen Kraft am Ort P wirkt im bewegten System die
, Tragheitskraft —mR, .

— —

mR = F(R) —mRy =: Fipy

Diese ,,Scheinkraft® ist jedem vom Anfahren eines Fahrstuhls bekannt. Bewegt

sich das System mit dem Teilchen mit, d. h. ﬁ(t) = const., so folgt wegen R= 0,
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dass die Gesamtkraft verschwindet: F’tot = 0. Ein bekanntes Beispiel ist die Schwe-
relosigkeit der Raumfahrer.

Bewegt sich das System K gegeniiber dem stationéren Inertialsystem k geradli-

nig und gleichférmig, so verschwindet Ry und damit auch die Tragheitskraft. Wir
betrachten nun ein System aus N Teilchen und untersuchen die Einschrankungen

an die Funktionen ﬁ (Fl, TN ?1....?N), die das Galileische Relativitiatsprin-

zip (GRP) liefert, das besagt, dafi die NG in beiden Interialsystemen k und K
dieselbe Form haben. In k£ gilt

miT; = f; (7’1,7’2, --TN;T’l---TN>

und die Verallgemeinerung des diskutierten Verfahrens liefert fiir 7o) = ¢+ ¥t in
K

mzﬁz = BTﬁ <”f_"(0) + Bél, ceey ’F(Q) + BR»N7 170 + Bél, .y 170 + BEN> .

Die Kraft F; = BT ﬁ soll nach dem GRP ausgedriickt durch die R; dieselbe
funktionale Form haben wie in k, d. h. das allg. Kriterium ist

!

BTﬁ (’f_"(()) + Bél, ceey 77(0) + Bérm 170 + Bél, ceey 170 + BEN) == ﬁ (él, éN; él, ..

Fiir den Fall von geschwindigkeitsunabhéngigen Zweiteilchenkrdften
fi= 2 fij(7i, ;) vereinfacht sich das Kriterium zu !
BTﬁj (7_’»(0) + Bﬁi,ﬁo) + Bﬁj) = ﬁj (ﬁz7 ]%) .

Wir betrachten nun Spezialfille der , Galileitransformationen® r; = ¢+ vyt +
BR;. ? Fiir 9y = 0 und B;; = 0;; beinhaltet das GRP die Homogenitét des
Raumes, d. h. kein Punkt im (leeren) Raum ist vor den anderen ausgezeichnet.
Aus der Homogenitdt des Raumes folgt, dass die f;; nur eine Funktion des Rela-
tivabstandes R; — R; sein diirfen. Fiir 0y = 0,7 = 0 und B;; # 0;;, d. h. eine
reine Drehung beinhaltet das GRP die Isotropie des Raumes, d. h. es ist kei-

ne Raumrichtung ausgezeichnet. Aus der Isotropie des Raumes folgt zusammen
mit der Folgerung aus der Homogenitét

BT f;; (B(R} - ﬁj)) = fy (éi B 1%) ‘

"'Wir miissen dabei annehmen, dass die ﬁ-j verschwinden, wenn der Abstand der beiden
Teilchen gegen unendlich strebt.

2Die reinen Zeittranslationen ¢ — t + ¢y, die man ebenfalls zu den Galileitransformationen
zéhlt, sorgen dafiir, dass die f;7 (7%, 7;) nicht explizit von der Zeit abhéngen diirfen.
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Aus dieser Forderung folgt (ém = R, — R;; R;; = |§”|>

fi (ﬁiy) = (ﬁfz‘j/ Rz‘j) fi(Rij)

Also sind die auf S. 6 eingefiihrten Zweiteilchenkrifte mit den GRP kompatibel.
Die ,eigentlichen* Galileitransformationen () # 0) ergeben im untersuchten Fall

geschwindigkeitsunabhéngiger Krifte keine weitere Einschriankung an die Form
der Kréfte.

7.3 instantane Drehachse, Winkelgeschwindigkeit

Zur allgemeinen Diskussion (zeitabhéngiges B) gehen wir , direkt* vor und ver-
wenden die NG in ihrer urspriinglichen Form. Aus

(t) = 7o(t) + BeL(1)

ergibt sich, da B, eine lineare Abbildung ist, mit der Produktregel

—

7(t) = 7o(t) + B,R(t) + B,R(t) .

<.

Wir untersuchen nun zuerst den Term Btﬁ(t), der durch die Zeitabhéngigkeit der
Verdrehung entsteht

Btﬁ == BtBT (F— Fo)
= At (F— ’FO) .

Die Abbildung A, := B,BT : k — k ist ,,antisymmetrisch, d. h. es gilt

Das sieht man durch direktes Einsetzen von AT = Bth

. . d d
A+ Al =BB +BBl = — (BB])= — I;,=0.
dt dt
Die zugehorige Matrix A mit den Matrixelementen A;;(t) = ¢€; - A€ ist also
antisymmetrisch, d.h. 4;; = —Aj;:
0 A A
A = —Aqs 0 Ao
—Ajz —Ap 0
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Die Matrix A hat also drei unabhingige Matrixelemente. Die i-te Kompo-
nente des Vektors Aq beziiglich k erhélt man durch Multiplikation der Matrix A
mit dem Spaltenvektor q : €; - A¢'= (€; - A€}) q; = Aijq;

0 Ay Ags 73 Ay o+ Az gs
—Ajs 0 Aos q2 = —Apqn + Az gs
—Aig —Agg 0 q3 —Ass Q1 — Aag q2
Setzt man nun A12 = —Ws, Alg = wsa , A23 = —wi, d. h.
0 —Ws3 Wa
A_ = (4}3 0 —CUl 9

—W2 w1 0 9

so ist obiges Ergebnis dquivalent zu

AG=0 X ¢,

wobei & 1= w;€; der (,axiale”) Vektor der Winkelgeschwindigkeit in & heifit.

Zur Veranschaulichung betrachten wir den Spezialfall R =0 und 7y(t) = 0, d. h.
7= Ar =& x ¥ oder di = (J x 7)dt

@(t)
7 L auf &, 7
de
(e = del =
|ﬂ|sin9'£'dt
AL ) Lt
7(t) 11

0

Der Vektor & € k liefert also die instantane Drehachse. Der Betrag von &
gibt die Winkelgeschwindigkeit .,|¢|“ um diese Achse.

Der betrachtete Spezialfall tritt zum Beispiel auf, wenn im bewegten System K
ein starrer Koérper ruht, und mit A um den stationdren Punkt 0 rotiert. Die
Aussage dr = (& x 7)dt bedeutet dann, dafl zu jedem Zeitpunkt eine instantane
Drehachse existiert derart, dass auf der entsprechenden Geraden im Korper, die
durch 0 geht, die Geschwindigkeit verschwindet, und die Geschwindigkeit aller
anderen Punkte senkrecht zu dieser Geraden und proportional zum Abstand von
ihr ist.

Zwei hintereinander ausgefiihrte endliche Drehungen sind i.A. nicht kommutativ,
d.h. das Ergebnis hiingt von der Reihenfolge der Drehungen ab: Sei wieder 7y =

0, R =0 und

0=

dp 0<t < At
Wy At <t <2At
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Fiir & = const gilt mit 7P =& x 7auch ¥ = @& x 7. Verwendet man dies in der
Taylorentwicklung fiir kleine At, so ergibt sich

F(At) = 7(0) +7(0) - At + %%(@(At)uomt?’)

= F(0)+ (@ x 70) At + 5 Gi x (& x 710) A + O(AF)
FOAY) = (AL + (@ x F(AL) At + % Gy x (@ x FAL) A + O(AF)
—(0) + (@ + @) x FO)AL + % @ % (@ x 7(0)) +
G x (@ x F(0)) + @ x (&1 x F(0))] AL + O(AF) .

Im Gegensatz zum Term ~ At hingt der Term ~ At? von der Reihenfolge
der &’s ab: Im Gegensatz zu infinitesimalen® Drehungen vertauschen endli-
che Drehungen nicht.

Der Vektor @ ist das Bild eines Vektors (3 € K , den wir als Vektor der Winkel-
geschwindigkeit ,,im Korper* bezeichnen

5=BO; Q=BG .
Mit Hilfe des Vektors €} € K erhalt man fiir Bt]%
BR = &x(F—r)=&x BR=DBSx BR
= B/(2XR).
Das letzte Gleichheitszeichen folgt anschaulich sofort aus der Tatsache, dafl B;

die Metrik und die Orientierung erhélt. Zusammengefait erhalten wir also fiir
den Geschwindigkeitsvektor v = 7

f:a+34ﬁxﬁ+§).

7.4 Tragheitskrifte im Rahmen der NG fiir Nicht-Inertialsysteme:
Zentrifugalkraft, Corioliskraft

Wir betrachten als néchstes die Beschleunigung 7 und verwenden dabei wieder
die fiir jeden Vektor XekK giiltige Relation B, X = B, <ﬁ x X )

Fo= ?o—irBt(ﬁijLJ%)+Bt<QxR+ﬁx§+§)
. )



Diese Relation gestattet es sofort die NG im Nichtinertialsystem K aufzustellen.
In £k gilt allgemein

mi = f(F,71) .

Einsetzen in obige Relation und Anwendung von BT liefert

— —

mR:ﬁ—m[QxR+QQxﬁ+ﬁx(Qxé)jLBf?o]

mit F = Bff(?o + BR, 7+ Bi(Q x R + ﬁ),t) . Dies ist das allgemeine Er-

gebnis fiir die NG im Nichtinertialsystem. Neben der Kraft F stehen auf der
rechten Seite der Gleichung diverse Schein- oder Trigheitskrifte, die im fol-
genden an Beispielen diskutiert werden.

Im Spezialfall, dass die Abbildung B zeitunabhéngig ist, tritt als Scheinkraft
nur —mBT 7, auf. Im Abschnitt 7.2 wurde als Beispiel das Anfahren eines Fahr-
stuhls genannt.

Fiir den Fall der reinen Drehung (75 = 0) und einer geschwindigkeits- und
zeitunabhéngigen Kraft vereinfachen sich die ,NG im bewegten System* zu

i = B f(BR) —m [0 x F+20 x R+ x (6 x R)

—

Fiir den Fall einer Zentralkraft f(7) = (7/r)f(r) vereinfacht sich der erste Term
auf der rechten Seite wegen r = R zu

B} f(B,R) = (R/R)f(R) .

Von den Tragheitskraften —m/| | verschwindet der erste Term bei gleichférmiger
Rotation {} = const. Mit diesen beiden Zusatzannahmen erhilt man fiir den
Fall der Schwerkraft f(R) = —mgR?/R? (R, : Erdradius) verglichen mit der
Diskussion S. 8, die ,,genaueren“ Bewegungsgleichungen fiir den Fall aus grofier
Hohe, beschrieben im erdfesten System

.- 2 .
mR:—ng—g —2m x R—m x (2 x R) .

Der zweite, geschwindigkeitsabhéngige Term auf der rechten Seite heifit ,, Corio-
liskraft® und der letzte Term ist die ,,Zentrifugalkraft“. Im ,statischen Limes*
(z.B. Gewicht am Faden (,,Lot“)) verschwindet die Corioliskraft (CK), aber die
Zentrifugalkraft sorgt dafiir, dal das Lot nicht zum Erdmittelpunkt zeigt, da die
Zentrifugalkraft (ZK) senkrecht zur Drehachse von ihr weg wirkt.
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P resultierende Kraft
(nicht im "MaRstab")

0 \Qx(ﬁxﬁ)

]

Da ) x R senkrecht zu ) ist, gilt fiir den Betrag der Zentrifugalkraft
|Fy| = m|Q)|9 x R| = m|Q)?|R|sinf = mpQ? |

wobel p = Rsinf der senkrechte Abstand zur Drehachse ist. Also hat die
ZK am Aquator ihren groften Wert (=~ 3-1073 - g-m, d.h. in der Skizze ist der
Effekt sehr iibertrieben dargestellt).

Wir betrachten im folgenden die Beschreibung eines , Steinwurfs“, bei dem die
relevante Zeitskala to in der GroBenordnung Sekunden liegt. Wegen Q = 27/(24 -
3600) ~ 7.27 - 10~°[rad/s] gilt also Qty < 1. Setzt man

R(t) = R.E + Ro(t) ,

so macht man nur einen Fehler von der Griéflenordnung (Qy)?, wenn man in
der Zentrifugalkraft R(t) durch R.E ersetzt. Wegen |Ro|/R. < 1 nihern wir die

Gravitationskraft durch —ng = mg. Nach Division durch m erhélt man dann
die gendherte Bewegungsgleichung



wobei die ZK in § = —(gE + RS x (€ x E)) enthalten ist. Dieses inhomogene
System linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ldsst sich
exakt losen (Ubungsaufgabe). Da wir uns aber nur fiir ,, kurze“ Zeiten ¢ (Qt < 1)
interessieren, erhélt man die Modifikation der Bahn durch die CK in der Ordnung
1ty leicht mit Hilfe der Methode der ,sukzessiven Approximation®.

Wir betrachten zuerst den ,Fall aus geringer Hohe* mit Ro(0) = 0. Dann erhiilt
man nach zweifacher Integration

Ro(t) = Ro(0) + gt2/2 + 2 / t (ﬁfo(t’) - ﬁO(O)) x Qdt’ .

—

Im , Korrekturterm®, der von der CK stammt, ersetzen wir nun R(t') — R(0)
durch die ,nullte Ndherung® gt?/2, d.h.

— 3 —

Rolt) = Bo(0) + 322+ 5 (5 8) + 0((192))

Man erhélt also folgendes Verhalten:

1. Die ,senkrechte Bewegung®“(d.h. in Richtung 5’) ist auch in 1. Ordnung
unabhéngig von Q. Die Fallzeit ist to = \/2h/g.

2. Der ,Stein* wird nach Osten abgelenkt, wobei die Gréfle der Ablenkung
5 Qgsin(2h/g)*? ist. Der Effekt verschwindet an den Polen und ist am
Aquator am groten. Fiir A = 100m erhilt man dort die ,,meBbare® Abwei-
chung von ca. 2.2 cm.

3. Im ersten Moment mag die Abweichung nach Osten iiberraschen, da sich
die Erde selbst nach Osten dreht. Da der Stein aber zur Anfangszeit im
sich drehenden System ruht, hat er vom ruhenden System aus gesehen die-
selbe Winkelgeschwindigkeit in Ostrichtung wie der Aufschlagpunkt ohne
Erdrehung. Die Drehimpulserhaltung verlangt eine Erh6hung der Winkel-
geschwindigkeit beim Fallen (Ubungsaufgabe).

Die Corioliskraft wirkt sich auf die horizontale Bewegung auf der Erde recht
anders aus, als auf die vertikale Bewegung. Das merkt man besonders an den
Polen, wo die vertikale Bewegung {iberhaupt nicht beeinfluBft wird. Im Gegensatz
dazu zeigt das Vektorprodukt R x Q, dass ein Geschof3, das am Nordpol hori-
zontal abgefeuert wird, eine Abweichung nach rechts erfahrt, wenn man lings
der Bahn blickt. Vom Ruhsystem aus betrachtet ist der Effekt klar: Das Teilchen
fliegt geradeaus, wihrend sich die Erde ostwirts dreht. Die Richtung der CK Fe
im allgemeinen Fall sieht man z.B. durch Zerlegung des Geschwindigkeitsvektors

R=Vin Kugelkoordinaten (normierte ER,Q7¢) V = ViEg + VpEp + Vwﬁw- Mit
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Q= QEZ und EZ = cos HER — sin Hﬁg erhilt man

Ey
Eg = —89

Fr = 2mQ Vi, sin OFR + V., cos 0E, — (Vgsin 6 + Vjycos ) EL] )

oif
00

ete.

In der nordlichen Halbkugel wird also z.B. ein nordwdrts fliegendes Teilchen
(V, =Vr =0,Vy < 0) ostwdrts abgelenkt, ein siidwérts fliegendes (V5 > 0) dage-
gen westwirts. Fiir die geophysikalischen bzw. metereologischen Konsequenzen
verweise ich auf die angegebene Literatur.

Eine sehr schone Art, die Erdrotation zu demonstrieren, ist das Foucaultsche
Pendel (Ubungsaufgabe)

8 Starre Korper 1

Als “starren Korper” definiert man in der Mechanik ein System von Massen-
punkten m,, deren Absténde |7, — 73| zeitlich unverénderlich sind. Systeme,
die tatséchlich in der Natur vorkommen, erfiillen diese Bedingung natiirlich nur
niherungsweise. Die meisten starren Korper dndern aber unter giinstigen Be-
dingungen ihre Formen und AusmaBe so wenig, dass man diese Anderung ver-
nachléssigen kann, wenn man die Bewegungsgesetze des als Ganzes betrachteten
starren Korpers untersucht.

Zur Beschreibung des starren Koérpers verwenden wir die Notation und die Re-
sultate von Kapitels 7 iiber beschleunigte Bezugssysteme.

Wir arbeiten also wieder mit zwei Koordinatensystemen k und K, wobei k ein
Inertialsystem ist, und der starre Korper im bewegten System K ruhe:

Die allgemeine Relation von S. 83 vereinfacht sich dann zu

Py =179+ B(Q x R,) .
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Die Lage des starren Korpers beziiglich des Inertialsystems ist vollstdndig cha-
rakterisiert, wenn die Lage von K beziiglich k angegeben wird. Wie in Kapitel
7 diskutiert, bendtigt man dazu 6 Zahlenangaben: Die 3 Freiheitsgrade der
Translation werden durch den Verschiebungsvektor 74 := 00’ beschrieben, und
die Verdrehung von K bezliglich k£ beschreibt die 3 Freiheitsgrade der Rota-
tion des starren Korpers. Die Angabe der Richtung z.B. der é€3-Achse erfordert
2 Winkelangaben. Alle moglichen Lagen von K bei vorgegebener é3-Richtung
werden dann durch eine weitere Winkelangabe charakterisiert, den Drehwinkel
um die €3-Achse.

8.1 Tragheitstensor

Eine zentrales Objekt in der Beschreibung der Rotation starrer Korper ist der
Trégheitstensor. Er tritt auf natiirliche Weise auf, wenn man die kinetische Ener-
gie der Rotationsbewegung oder den entsprechenden Anteil des Gesamtdrehim-
pulses des starren Korpers berechnet. Wir beginnen mit der kinetischen Energie.

kinetische Energie T

—

Mit Hilfe der Relation 7, = Bt(ﬁ X Ry) + 7% erhilt man

1
T = 5 a maf;f
1 . — —
- §Zma[Fo+Bt(QxRa)]2

— —

1 ) ) - -
= 5> ma 7+ 27 B x Ro) + (3 x Ba)?

An diesem Resultat sieht man, dass es giinstig ist, den Ursprung von K in
den Schwerpunkt Rs des starren Korpers zu legen. Dann verschwindet der
gemischte Term wegen maRa =M RS = 0. Diese Wahl impliziert 7y = 7y
und der Ausdruck fiir die kinetische Energie vereinfacht sich zu

) 1 - L
T = Mig+5 > ma(@x R

= Ts+T°

rot

Alternativ betrachten wir den Fall, in dem sich der starre Koérper um einen in &
festen Raumpunkt 7p dreht. Dann legen wir den Ursprung von K in diesen
Raumpunkt. Verschiebt man auch noch den Ursprung von k in diesen Drehpunkt,
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so gilt 7y = 0 und man erhélt fiir die kinetische Energie

T=T1P

rot

wobei T, die gleiche Form wie T/, hat. Nur die Wahl des Ursprungs in K ist

unterschiedlich. In beiden Féllen kann der Rotationsanteil zur kinetischen Energie
wie folgt umgeformt werden

—

T = 5 S mal@x By = 3 S m, [RR (G- R
- %922%3@ .

Qabei haben wir in dell letzteﬁn Zeile den senkrechten Abstand des Punktes
R, von der Drehachse €2 = QF eingefiihrt.

Definiert man die Funktion I : R* x R® — R,

uié;:zm*iﬁﬁ—@ﬁmﬁm>,

(0%
so lautet der Ausdruck fiir die kinetische Energie der Rotation

1

Trot = 5

1(€, Q).

Die Funktion I(A, B) heift Trigheitstensor (“I”, wie der erste Buchstabe von
“inertia”. In fritheren Kapiteln hatten wir die identische Abbildung mit “I” be-
zeichnet. Diese wollen wir hier mit “1” bezeichnen.)

Zum Begriff des Tensors machen wir eine kurzen mathematischen Einschub:

Tensoren

Aus Zeitgriinden verzichten wir auf mogliche Verallgemeinerungen auf Vektorrdaume
ohne Metrik und betrachten einen euklidischen Vektorraum K der Dimension n
und Ay, ..., A, € K. Dann bezeichnet man die multilineare Abbildung

T:R"XR"X...X]RZ—JR
mJnal

als Tensor m-ter Stufe. Dabei heif3t multilinear, dass fiir ¢ = 1,...m gilt

—

T(Al,,)\A»Z—F,uB’Z,Em) :AT(Al,,gZ,gm>+MT(A»1,,gl,Am)

Wihlt man als Argumente des Tensors, die Basisvektoren E; einer vorgegebenen
Basis { E1}, so bezeichnet man die m-fach indizierten Gréfen
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— —

ﬂ = T(E217E127E2m>

192...%m

als Komponenten des Tensors beziiglich der Basis {EZ} Mit den Zerlegungen
A= AE;, B = B;E;,C = CyE}, gilt dann, z.B. fiir m = 3, d.h. einen Tensor 3.
Stufe o . . .

T(A, B, C) = T(AZEZ, BjEj, CkEk) = AszCk,—rzyk
Im Verlauf dieser Vorlesung tritt nur der Fall m = 2, d.h. Tensoren 2. Stufe
auf

—

Jedem Tensor 2. Stufe T (ff, ) entspricht eine lineare Abbildung T iiber die
Definition T;; =: E; - T'E;, d.h.

T(A,B)=A-TB

Bemerkung: Manche Autoren definieren Tensoren m-ter Stufe als m-fach indi-
zierte Grofen mit bestimmten Transformationsverhalten bei Basiswechsel. Dieses
Transformationsverhalten folgt automatisch aus der hier gegebenen (eleganteren)
Definition der Tensoren.

Zuriick zur Physik und dem Beispiel des Tragheitstensors. Aus der Definition

I(AB):=Y ma [(ff- BYR: — (A-Ry)(B - ﬁfa)] ~A.IB (1)
sieht man sofort die Multilinearitét von I, d.h. der “Trégheitstensor” ist wirklich
ein Tensor im Sinne der gegebenen Definition. Die zugehorige lineare Abbildung
I (wir lassen den Hut " im Folgenden wieder weg)

— —

5= m, [éﬁi — RJ(B-R,)
ist wegen der Symmetrie (A, B) = I(B, A) selbstadjungiert und hat eine sehr
direkte physikalische Bedeutung. Dazu betrachten wir den
Gesamtdrehimpuls des starren Korpers:

Startpunkt ist die Definition des Gesamtdrehimpulses in einem Inertialsystem
(s.Kap. 2)

ltot = E MaTa X To
o
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Mit 7 = 7 + B;R, und 7 = 7 + B,(Q x R,) folgt

l_t)ot = Zma(FO -+ Btﬁa) X (F() + Bt(ﬁ X ﬁa))

Jetzt betrachten wir wieder die zwei Félle, wie bei der Diskussion der kinetischen
Energie:

Zunéchst legen wir den Ursprung von K wieder in den Schwerpunkt des star-
ren Korpers. Dann verschwinden die gemischten Terme

e — Misx s+ B <Zmaﬁax(ﬁxﬁa))

jv]]

= My X 7's + By <Zma [Qﬁi — Ra (€ x ﬁ@])

= Is+15,

Fiir den Fall des im Inertialsystem raumfesten Drehpunktes legen wir wieder
den Ursprung von K und k in diesen Punkt und erhalten wegen 75 = 0

— . —»D
ltOt - lrot bl

wobei wieder .2 durch denselben formalen Ausdruck wie IS gegeben ist. Also

rot rot

gilt in beiden Féllen fiir

«

Erot = BtTl_;ot = Zma [Qéz - éa(ﬁ : éa)]
die wichtige Relation (I ist zeitunabhingig)

Leos(t) = I(2) .

Der Drehimpuls Lyop und die Winkelgeschwindigkeit ) sind also i.A. nicht par-
allel.

Aus obiger Beziehung folgt fiir die kinetische Energie Thoy = 51 (ﬁ, Q) = %@ I
T — lﬁ L= 1. L.
2 2

wobei wir im zweiten Gleichheitszeich_@n wieder verwendet haben, dass B; die
Metrik erhélt. Das Ergebnis T' = %& - [ lasst sich auch direkt (ohne Verwendung
von [) ableiten.

Anwendung von B; auf Erot = IQ und Q = BtT @ liefert in k&
Lot (t) = (B B )@(t) =: M (1)3(1)
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d.h. in £ ist die lineare Abbildung zwischen & und Lo zeitabhingig.

Da der Tragheitstensor [ fiir die Dynamik des starren Kérpers eine zentrale Rolle
spielt, wollen wir ihn im Folgenden etwas ausfiihrlicher diskutieren. Dazu betrach-
ten wir die Komponenten [;; := I(E;, Ej)

Ly = ) ma [EZ EiR; — (ﬁa'ﬁi) (ﬁ“'ﬁj)}
= Zma [5ijﬁi — Rija} , (2)

wobei R;, die i-te Komponente von ﬁa ist. Unter Einfithrung der Massendichte
plf8) = 3" mad(i— )

wobei §(Z) die dreidimensionale Diracsche “Deltafunktion” ist, die tiber die Ei-
genschaft

/fw@-ﬁwwﬁ=ﬂ%>

definiert ist, zeigt man leicht durch Einsetzen folgende Relation

[ij = Zma (/ dgl’(S(f— éa)> |:52]éi — RaiRaj]

- /d%: (%: Mo (T — éa)) [0 T — i}
:‘/ﬁw@m%ﬁ_%m.

Zur tatsdchlichen Berechnung von “I” geht man meist zum Kontinuumslimes”
iiber, d.h. man ersetzt die “deltafunktionsférmige” Massendichte durch eine kon-
tinuierliche (meist im Korper rdumlich konstante) Massendichte. Wir werden das
spater an einem Beispiel verdeutlichen.

Da I eine reelle symmetrische Matrix ist, lassen sich die Eigenvektoren von I so
wéhlen, dass I;; = I;0;; ist. Das Eigenwertproblem selbstadjungierter Abbildun-
gen wird im spéateren Kapitel iiber kleine Schwingungen nochmals kurz rekapitu-
liert. Die entsprechenden Koordinatenachsen werden “Haupttrigheitsachsen”
genannt, die Diagonalelemente [; in dieser Basis “Haupttrigheitsmomente”.
Wir werden im Folgenden immer annehmen, dass K so gewéhlt ist, dass EI, E2
und Ej; Haupttrégheitsachsen des starren Korper sind. Dann lautet die kinetische

92



Energie T}, sowie die Komponenten von L = L,

1
Tt = 3 (LS + L,Q3 + 1;03)

L, = L% (ohne Summation!)

Also gilt auch

1 /0% L2 L2
T=_- (24 =2423)
2([1 +12 +13)

Anhand des Verhaltens der I; fithrt man spezielle Klassen von starren Korpern
ein. Ein starrer Koérper heifit

a) Rotator, wenn er eindimensional ist, d.h. seine Massenpunkte nur auf einer
Achse, etwa der F3-Achse liegen, so dass I1 = I, # 0, und I3 = 0 ist.

b) unsymmetrisch, wenn alle I; verschieden sind.

c) symmetrisch, falls zwei Haupttrigheitsmomente gleich sind, z.B. I} =
Iy # Is.

d) kugelartig, wenn [; = [, = I3. Wir werden am spéteren Beispiel sehen,
dass nicht nur Kugeln “kugelartig” sind.

Die Bestimmung der Haupttriagheitsachsen ist einfach, wenn der Korper eine
Symmetrie hat: Fiir eine Kugel ist die Festlegung der Hauptragheitsrichtungen
vollig frei. In symmetrischen Korpern liegt eine Haupttriagheitsachse auf der Sym-
metrieachse. Die beiden restlichen stehen orthogonal dazu, kénnen aber ansonsten
beliebig gewéhlt werden.

Als Beispiel betrachten wir nun einen homogenen Zylinder der Hohe L mit
Radius ry. Wir legen die E3-Achse in die Zylinderachse und den Schwerpunkt in
den Ursprung.

Allgemein lautet [;; in Matrixform

(@34 23) pd*x — [xixo pdPz — [ 173 pdix
I = — [@omy pdPx [(2F + 23) pd®x  — [ xows pdiz
— [@3ay pdPx — [xzxg pd®x [(2] + 23) pdPz

Mit unserer Wahl des Koordinatensystems verschwinden die Auflerdiagonalele-
mente aus Symmetriegriinden. Wie man leicht sieht, gilt allgemein I1q + I5o > I33
und zyklisch. Also gilt auch fiir die Hauptrigheitsmomente

I + 1, > I3 und zyklisch.
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Die fiir konstante Massendichte py auftretenden Integrale konnen leicht berechnet
werden. Integrationsgebiet ist jeweils der Bereich nichtverschwindender Massen-
dichte

1 L/2 0
/x%dgx = /x%dgx =3 /(SL’% + 23)d*r = 7T/ dz/ ridr = Lrr) /4
-2 Jo

sowie [aid3z = mriL?/12. Also ergibt sich fiir den Zylinder

7”2 L2 7,2
L=L=M(2+=); L=M2
1 2 <4+12), 3 5

Fiir den Spezialfall L = v/3 ry ist der Zylinder also “kugelartig”.

Fiir eine Kugel mir Radius R im Ursprung folgt aus folgt aus [a2?pdV =
s [r2pdV
8t R®

— — _2 4 _ _2 2
]1—]2—]3—3/p7’ drthom.Bichte 35 p0—5MR

Zur Berechnung des Trigheitstensors beziiglich eines anderen Punktes des Korpers
verwendet man am besten den “Steinerschen Satz” (Ubungsaufgabe).

Nach diesen Voriiberlegungen kommen wir nun zur Dynamik starrer Korper.

Wir beginnen mit einem Riickblick auf die Resultate von Kapitel 2, in dem die
Erhaltungssétze beim N-Korperproblem behandelt wurde. Da wir in Kapitel 7
und 8 Vektoren € K mit grolen Buchstaben kennzeichnen, schreiben wir 7 fiir
den Schwerpunkt und l:ot fiir den Gesamtdrehimpuls. Deren Bewegungsglei-
chungen lauten

Mrs = Zﬁim = fo

sowie

> — rext —
liot = E Ta X fa = Mot -
(e}

Mit der “iiblichen” Darstellung 7, = F0+Btﬁa =7 —l—%a, wobei entweder 75 = Ty
oder 7y = 0 gewéhlt wird, zerlegen wir nun beide Seiten der letzeren Gleichung.
Fiir die erste Version ergibt sich mit Iy = lg + 1.3
Mrg X%S—l—l_;(i:ZFSXfTSXt—FZ%aX _]%Xt .
(0%

«
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Unter Verwendung der obigen NG-Gleichung fiir den Schwerpunkt heben sich die
“Schwerpunktterme” auf beiden Seiten weg und man erhélt

;'S > rext D rext . = S
Loy = E Ta X fo = E B\R, x [ =mn .
(7 (7

Fiir den Fall eines Kreisels mit raumfesten Drehpunkt wihlt man wieder 75 = 0
und erhéalt

;'D — rext 3] rext _ = D
Lo = E To X [ = E BiR, x [ =n; .
o o

Als “einfaches” Beispiel fiir die duflere Kraft betrachten wir das Schwerefeld
f, SXt = Myg:

Fiir den Wurf eines starren Korpers (z.B. Diskus) verwendet man die Auftei-
lung des Drehimpulses im Schwerpunktsystem. Wegen >  m,R, = MRs = 0
s

o ist eine Erhaltungsgrofle

verschwindet 7.5 und

l_'S

ot = const.

Im mitbewegten Schwerpunktsystem verhilt sich der starre Koérper in seiner
Drehbewegung wie ein kréftefreier Kreisel.

Fiir den Fall eines Kreisels im Schwerefeld mit festem Drehpunkt gilt dagegen
l:(fg:ZmaFaxj:MFng.

Neben der Schwerkraft wirkt im Drehpunkt des Kreisels noch eine Zwangs-
kraft. Da der Drehpunkt mit dem Ursprung von k (und K) zusamenfillt, tragt
die Zwangskraft wegen des Faktors 7, nicht zum Drehmoment 7,2 bei.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir den Spezialfall des symmetrischen schweren
Kreisels mit festem Drehpunkt.

8.2 Elementare Beschreibung des schweren symmetrischen
Kreisels

In diesem Abschnitt wird eine vollstédndige Beschreibung des unten abgebildeten
schweren symmetrischen Kreisels (ssK) mit einem raumfesten Drehpunkt ge-
geben. Ublicherweise geschieht dies erst im Rahmen der Lagrangeformulierung
der Mechanik unter Verwendung der sog. “Eulerschen Winkel”. Hier gelingt es,
durch eine geschickte Zerlegung des Drehimpulsvektors in einer nichtorthogona-
len Basis sehr direkt zum Ziel zu gelangen. Zum einfacheren Verstdndnis der
dargestellten Ableitung und der Ergebnisse werden die Bewegungsformen des
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abgebildeten “Pohlschen”-Kreisels in der Vorlesung vorgefiithrt. Auf Grund der
dreizéhligen Symmetrie bei Drehung um die Achse, auf der mit Hilfe der Ver-
schiebung eines Gewichts (A) der Schwerpunkt verschoben werden kann, handelt
es sich um einen symmetrischen Kreisel (Ubungsaufgabe).

8.2.1 Bewegungsgleichungen und Erhaltungsgrofien

In diesem Teilkapitel (8.2) diskutieren wir Bewegungsgleichungen im “Laborsy-
stem” k, das ein Inertialsystem ist. Wir wéhlen den Ursprung unseres Labor-
systems k& und des Systems K, in dem der Kreisel ruht, als den raumfesten
Drehpunkt des Kreisels (d.h. 75 = 0).

Mit der Abkiirzung DT gilt fiir die zeitliche Anderung von [

rot

f:ZFaxmaﬁzMFng,

07

wobei g der Ortsvektor des Schwerpunkts des Kreisels ist. Die Zwangskraft, die
im Drehpunkt auf den Kreisel wn"kt trigt zum Drehmoment nicht bei. Wir legen
das Koordinatensystem {El, Eg, Eg} in K so, dass E3 vom Koordinatenursprung
zum Schwerpunkt zeigt, d.h. rs = ae3 = aBtEg Mit g = —gejs folgt dann

[= Mga (é’g X e:’3> : (1)
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Da in dieser Gleichung der Basisvektor & auftritt, benotigen wir auch fiir seine
Zeitabhéngigkeit eine Differentialgleichung. Man erhilt sie als Spezialfall der Re-
lation 7, = & X 7, die fiir alle festen Punkte auf dem Kreisel bzw. in K gilt,
indem man 7, durch é3 ersetzt

D

3:CUX

INIRE

3 -

In dieser Gleichung und (I) treten die drei zeitabhingigen Vektoren [, é; und &
auf. Nun besteht, wie in 8.1 besprochen, in K die einfache Beziehung L=1 ﬁ,
wobei die lineare Abbildung zeitunabhingig ist (L; = [;{2; im Hauptachsensy-
stem). In k& ist die lineare Abbildung zwischen & und [ dagegen zeitabhingig.
Dies verhindert eine einfache Losung des Kreiselproblems fiir allgemeine Werte
von Il, 12 und 13.

Wir beschranken uns deshalb auf die Beschreibung des symmetrischen Krei-
sels bei dem (mindestens) zwei der Haupttriagheitsmomente gleich sind. Wir
wiéhlen hier Iy = I5. Dann liegt der Schwerpunkt auf der Figurenachse, die Haupt-
achsenrichtung ist.
Der Gesamtdrehimpuls des Kreisels kann im raum- oder im korperfesten System
dargestellt werden

f - llgl ‘l‘ lggg + lggg - Llél ‘|— Lgég + L3€:'3
== ]1(9181 + QQ€2> + ]39353 == IlcU + (13 - 11)9353 y

wobei die zweite Gleichung nur fiir den symmetrischen Kreisel gilt. In diesem
Fall sind die Vektoren [, €3 und & koplanar, d.h. sie liegen in einer Ebene. Diese

Tatsache konnen wir verwenden, um & aus der Gleichung fiir €5 zu eliminieren.
Der additive Term ~ €3 in der Beziehung zwischen & und [ trégt nicht bei und
man erhélt

5o L (f X ég) . (11)

Fiir den symmgtrischen Kreisel dreht sich die Figurenachse mit der Winke_lge-
schwindigkeit |/|/I; um die instantante Drehimpulsrichtung. Wegen (I) ist  fiir
den schweren symmetrischen Kreisel (aufier fiir a = 0) selbst zeitabhingig.

Beim Pohlschen Kreisel kann auch der Spezialfall @ = 0 eingestellt werden, in
dem das Drehmoment verschwindet. Der Kreisel verhélt sich dann wie ein
“kraftefreier Kreisel”, bei dem der Drehimpulsvektor [ raumfest ist und die
Figurenachse mir der Frequenz wyy = |I]/I; um [ rotiert, wie man aus (II) abliest.
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Diese Bewegung wird meist Nutation genannt. Fiir die spezielle Anfangsbedin-
gung €3(0) ~ [ bleibt auch die Figurenachse raumfest.

Aus den Gleichungen (I) und (II) erkennt man fiir beliebige Werte von a das
Vorliegen zweier Erhaltungsgréflen:

i) skalare Multiplikation von I mit & liefert & - () = 0 = 2(&y - 1(t)), d.h.

-

s - I(t) = const. =3 .

ii) skalare Multiplikation von (IT) mit [ und (I) mit & liefert auf der rechten
Seite jeweils null. Addition liefert dann

f%+ﬂ%:0:__@5f>’

d.h.

&(t) - I[{t) = const. = Ly .

Also sind die Projektionen des Drehimpulsvektors auf die Richtung €3 des Schwe-
refeldes (I3) und die Richtung é; der Figurenachse (L3) Erhaltungsgrofien.

Zur weiteren Diskussion zerlegen wir [ (fiir & # ;) in der nicht-orthogonalen

Basis {é’g, 53,5 =3 X Gy /sinf . (Die Basisvektoren sind alle Einheitsvekto-

ren, aber fiir 0 # 7/2 ist € - & = cos ) # 0)

1(t) = 1,(£)@ + L,(t)E3(t) + 1L (H)EL(t) . (A)

Die Entwicklungskoeffizienten [, (v fiir “vertikal”) und I, (s fiir “spin”) lassen
sich durch I3, Lz und cos 6 ausdriicken

I3 = ég-f:lv+150089

Ly = &-1=1,co80+1, .

Elementare Losung des Gleichungssystems liefert

l3 — Ly cosf L3 —l3cosf

lv: ’ ls:

sin? 6 sin? 6

Falls 0 zeitabhéingig ist, so gilt dies auch fiir [, und [;.
Setzt man den Ansatz (A) fiur [ in (II) ein, so erhélt man

= (e e ) x &
3 — [13 IlJ_ 3 -

NI

98



Beschreibt man die Orientierung von &y durch die Kugelkoordinaten 6 und ¢,
so ist ¢ die Winkelgeschwindigkeit um e3 als Drehachse und 6 die Winkelge-
schwindigkeit um €', als Drehachse. Da fiir infinitesimale Rotationen Vektoren
der Winkelgeschwindigkeit additiv sind, liest man ab

l, I3—Lscosd i
()0 = — = 72 s 9 = — .
]1 [1 sin“ @ Il
Losungen mit [; = 0 entsprechen also konstantem Winkel 6 zwischen der Rich-
tung des Schwerefeldes und der Figurenachse.

Zur Beschreibung der Zeitabhéngigkeit der Winkel § und ¢ verwenden wir zusétz-
lich noch die Erhaltung der Gesamtenergie. Wir betrachten zunéchst die kine-
tische Energie der Rotation

LI+ L3 L2

Tro = =7
' 21, 215

Zur Berechnung von T, schreiben wir [— L&y auf zwei verschiedene Weisen
f— Lgf?g = Llf?l + Lgf?g = lvgg + (ls — Lg)f?g + lJ_é]_ .
Quadrieren liefert

L2412 = PP+ (ly—Ls)?+20,(l, — L3) & - é5+ 12
= PPsin?0+ 17 ,

wobei wir [, — L3 = —[, cosf und €3 - 53 = cos  verwendet haben. Mit [; = 119
und dem Ausdruck fiir [, ergibt sich fiir die kinetische Energie der Rotation

: Is — Lycosf)? L2
Ty = 247 1 L + o
T 9 21, sin2 0 215

Die Erhaltung der Gesamtenergie T, + M ga cos = E lautet mit der Definition
E':=F — L[3/2I;

5L e (I3 — L3 cos 0)

2 21, sin 0

+ Mgacosf = E’

Wie man solche Differentialgleichungen 16st, wissen wir aus Kapitel 3.1 der Vor-
lesung: Identifiziert man I; mit der Masse eines Teilchens und die beiden anderen
Terme auf der linken Seite der Gleichung mit dem Potential Vg (6), so haben wir
ein altbekanntes eindimensionales Problem zu l6sen, um 60(t) zu erhalten.
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Die Zeitabhéngkeit von ¢ erhélt man durch anschlieBende Integration

Y13 — Lz cosO(t)

dt’ .
I sin? ()

ot = ¢l0) = |

Wegen der drei Rotationsfreiheitsgrade hat man sechs Anfangsbedingungen. Wir
wéhlen sie wie folgt: ¢(0), den Anfangswinkel eines festen Punktes auf dem Kreisel
beziiglich Drehung um die Figurenachse, sowie Ls,#(0),0(0) und I3 oder ¢(0).
Letzere beiden héngen iiber

b I3 = Lzcos6(0)
n ]1 n ]1 sin29(0)

(0)
zusammen. Damit ist £’ festgelegt. Die Abbildung zeigt das effektive Potential

(I3 — L3 cos 0)

Ve (0) =
() 21, sin% 4

+ Mga cos 6

fir I3/Ls = 0.8 und l3/Ls = 1.25 jeweils fiir n = 0 (gestrichelt) und n = 0.1
(durchgezogen), wobei i := 21} Mga/L3 ist (s.u.). Die beiden oberen Kurven ent-
sprechen [3/L3 = 1.25.

8.2.2 Nutation, Prazession

Zur Diskussion der Bewegungsformen der Figurenachse beginnen wir, wie bei
der Bewegung im Zentralpotential, mit dem Spezialfall, in dem der Winkel 6

100



zeitunabhingig ist, d.h. Viz(0,) = E’, wobei 6, der Wert des Winkels 6 ist, an
dem Vg sein Minimum hat. Also benttigt man
(I3 — Lzcos@)(Ls — l3cos ) Iyl

() = T s 0 — Mgasin 6 = sin 6 { 7

—Mga} :
1

Die Bedingung fiir das Minimum lautet also

lyls
I

— Mga =0 .

Die Gleichung liefert eine Beziehung zwischen Ls,l3 und cosf,. Da fiir den Fall
der “langsamen Priizession” (s.u.) 6, und L3 experimentell einfach einstellbar
sind, geben wir 6, vor und bestimmen I3 so, dass die Gleichung erfiillt ist.
Wegen 0(t) = 0,, d.h. I} ~ 0 = 0, gilt fiir die Zeitabhingigkeit des Drehimpuls-
vektors

— ~

[{t) = 1,(6,) @ + 1,(6,) &(t) .

Wir beginnen mit dem Spezialfall a = 0, d.h. dem Fall des “kraftefreien”
(besser: “drehimpulsfreien”) Kreisels, fir den I raumfest ist. Seine Bewegungs-
form haben wir bereits besprochen. Die Gleichung [l = 0 hat offensichtlich zwei
Typen von Losungen:

) 1,=0 — ¢=0, dh [=1¢=Ls;.

Der Drehimpulsvektor und die Figurenachse sind raumfest [~ &; und schliefen
mit €3 den Winkel 6, ein.

- l
2) l,=0 —Il=I1,63=1I, dh Sb:]—g,
1
mit |l3] = m . Das ist die Nutation um die &;-Achse mit dem Offnungswinkel 6,

des Rotationskegels.

Fiir den allgemeinen Fall a # 0 erhélt man mit 1, = (L3 — [5)/ cos 6, die quadra-
tische Gleichung
ls(Ls — 1) = I1Mgacosf,

fiir I mit den zwei Losungen

L L
ls,i:%’[l:t\/l—%cosﬁa] — s > [1$\/1—2ncosﬁa],

2 cos b,

falls 1 — 2ncosf, < 1 gilt. Die dimensionslose Grile n := 2Mgal, /L2 ist klein,
wenn die potentielle Energie des Kreisels im Schwerefeld klein im Vergleich mit
der “Rotationsenergie” L2/21; ist. In diesem Fall ergibt sich fiir [ folgendes Bild
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=

"+"-solution "-"-solution

Fiir diesen Fall des schnellen schweren symmetrischen Kreisels (sssK) kann
man die Wurzel entwickeln. Die beiden gefundenen Losungen unterscheiden sich
dann durch kleine Terme ~ n von der Losung fiir den kréftefreien Kreisel. Trotz-
dem dndert das die dortige Losung mit ¢ = 0 qualitativ. Die Winkelgeschwin-
digkeit um die e3-Achse

lv,:l: o MgCL

Il B ls,:l:

lautet fiir die “4”-Losung, wenn man die Wurzel entwickelt

Yr =

_Mga_Mga(

Wpr 1= Py = T = 1—|—QCOSHG+O(’/]2)> :
S,+ 3

2

Die Figurenachse rotiert (prizediert) mit der “langsamen” Prizessionsfre-
quenz w,, um die €3-Achse, wobei fiir den sssK w,, < L3/I; gilt. Der Gesamt-
drehimpuls [ zeigt fast in é’g—Richtung (s. Abbildung).

Die Prizessionsfrequenz wy, fiir den sssK kann man durch eine einfache Uberle-

gung auch direkt erhalten. Qazu verwendet man [ ~ Lgég und ersetzt 5’3 auf der
rechten Seite von (I) durch [/Ls, d.h.

5 Maga . -
[ ~ LZ <€3Xl).

Die Winkelgeschwindigkeit um die €3 ist also ndherungsweise durch Mga/ L3z ge-
geben.

Die “—"-Losung (auch “schnelle” Prizession genannt) unterscheidet sich fiir n <
1 qualitativ nicht von der Nutation des Grenzfalls a = 0. Der Gesamtdrehimpuls
[ zeigt ungeféhr in e3-Richtung (s. obige Abbildung).

8.2.3 Nutation und Prizession

Wir betrachten nun den “generischen Fall”, bei dem E’ > V.g(6,) ist. Dann ist
0(t) eine periodische Funktion der Zeit. Die fithrt zu einer Uberlagerung von
Nutation und Prézession.
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Wir beschrinken uns auf den Fall Ly > I3 > 0 (und a > 0), der im Limes
E' — V(0,) der langsamen Prézession entspricht. Dann verschwindet der
erste Term von Vg bei 0,—¢g = l3/L3. Das Gravitationspotential M ga cos § nimmt
monoton mit 6 ab. Also liegt das Minimum von Vg rechts von 6,—q, d.h.

ea > 9@:0 )

wie man auch in der Abbildung sieht.

Das Verhalten der Winkelgeschwindigkeit ¢ sieht man am besten, wenn man
l3 = Lycosf,—o in [, einsetzt

Ls

o) = =3

=y [cos O,—g — cosO(t)] .

Falls Opin > Oa—o gilt, wie bei E in der Abbildung, hat ¢(t) fiir alle Zeiten dasselbe
Vorzeichen. Fiir Onin < 0a—o, wie bei Ejy, wechselt ¢(t) das Vorzeichen und die
Spitze von e3 folgt auf der Einheitskugel eine Rosettenbahn zwischen 6,,;, und
Onax- Eine quantitative Analyse lédsst sich leicht durchfithren, wenn man Vg in
der Umgebung des Minimums durch eine Parabel approximiert (Ubungsaufgabe).
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Die Abbildung zeigt die Projektion der Bewegung des Punktes 6(t), p(t) auf
der Einheitskugel auf die z,y-Ebene fiir die Fille 0, < 6,—0 (Rosettenbahn),
Omin = Oa—o (Bahn mit Spitzen) und 0y, > 6,—0. Die Bahnkurven sind i.A. nicht
geschlossen.

Die bei der praktischen Demonstration auftretenden Reibungskréfte sind in un-
serer Beschreibung nicht beriicksichtigt.

8.3 Eulersche Kreiselgleichungen

Im letzten Kapitel haben wir den symmetrischen schweren Kreisel in Schwerefeld
im Laborsystem k beschrieben. In diesem Spezialfall haben wir die Tatsache,
dass die Beziehung zwischen dem Drehimpulsvektor und dem Vektor der Winkel-
geschwindigkeit nur im kérperfesten System einfach ist (L; = I;€);), umgehen
kénnen. Da dieses Vorgehen fiir den Fall des unsymmetrischen Kreisel nicht
funktioniert, betrachten wir in diesem Teilkapitel die Bewegungsgleichungen

—

lrot - ﬁrot - Z Btéa X fT(;e{Xt
im korperfesten System K. Wir unterdriicken im Folgenden den Index “rot”.

Unter Verwendung der Relation

4
dt

erhilt man mit 7@ = B, N nach Anwendung von BT
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[+0xL=N

Der Vektor N des Drehmoments in K lautet dabei

N =S Ry x BIF
Insbesondere gilt fiir den Kreisel im Schwerefeld ﬁ;xt = Myg, d.h.

V= RoxmeBl§=MRs x G(t) ,

wobei G(t) = BT§ ist.

Im System K sieht die Qrehirgpulsgleichugg [ = _ﬁ jetzt komplizierter aus, aber
mit Hilfe der Beziehung L = I kann man L oder €2 aus der Gleichung eliminieren

10+ G xIG= N

Sind die E; die Haupttriagheitsachsen, so ist I in dieser Darstellung diagonal und
die Berechnung des Vektorproduktes liefert die ,,Eulerschen Kreiselgleichun-
gen* in Komponenten

L + (I3 — 1) 03 = Ny
IQQQ + (Il — 13)9193 - N2
1393 + (IQ - 11)9192 - N3

Wir betrachten wieder die zwei Beispiele des Wurfes und des Kreisels mit raum-
festen Drehpunkt.

Fiir den Wurf legt man den Ursprung von K in den Schwerpunkt des starren
Korpers. Wegen Rg = 0 verschwindet der Vektor N des Drehmoments und man
erhélt die Eulergleichungen fiir den kréftefreien Kreisel

LYy + (s — )05 =0
LYy + (I — L)% =0
Qs + (I — 1) =0

Fiir den Fall des symmetrischen Kreisels ist die Losung der Gleichungen ein-
fach. Fiir I; = I, folgt aus der letzten Gleichung sofort Q23 = const., d.h. die
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Erhaltung von Ljz. Dann liefern die beiden ersten Gleichung ein System von zwei
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, das leicht gelost
werden kann (Ubungsaufgabe).

Fiir den Fall des unsymmetrischen Kreisels fiihrt die allgemeine Losung auf
elliptische Integrale (s.z.B. Landau-Lifschitz, Band I, §37). Man sieht aber so-
fort, dass die konstante Rotation um eine der Haupttragheitsachsen, d.h. ein
Q; = const. # 0 und die beiden anderen gleich Null, spezielle Losungen der
gekoppelten nichtlinearen Eulergleichungen sind. Es stellt sich aber durch Linea-
risierung der Gleichung heraus, dass fiir [; < [y < I3 nur die Rotationen um
die E;- und die Es-Achse stabil sind. Die Rotation um die mittlere Achse® ist
instabil (Ubungsaufgabe).

Fiir den Kreisel mit raumfesten Drehpunkt gilt
N:Mﬁgxé:Maﬁgxé,

wobei wir das Koordinatensystem wie im letzten Teilkapitel gewdhlt haben. Um
ein geschlossenes Gleichungsysten zu erhalten, formulieren wir die Zeitabhéingig-
keit von G = BI'§ als Differentialgleichung

G = Blg=B'BB'g=-B'B,B'§=—-BI'Ag
— —BI(@x§)=-BIB/(GxC)
= —O0x@G.
Dabei haben wir die Notation und Ergebnisse aus Kapitel 7 benutzt. Damit hat
man ein geschlossenes System von sechs nichtlinearen Differentialgleichun-

gen fiir die Komponenten von O und G. Bei der Losung helfen die Erhaltungs-
groflen

e Esgilt 72 = ¢ = G2, d.h. der Betrag von G ist erhalten.
e In £ sieht man wegen 7 = MRg x g, dass [ g = const = LG gilt.
e Die Gesamtenergie [;;€2,€;/2 + MaG - Eg = F ist erhalten.

Ohne weitere unabhéngige Erhaltungsgrofie konnen auch chaotische Losungen
auftreten. Dies passiert nicht in den beiden hier diskutierten Spezialfillen des
kréftefreien Kreisels und des symmetrischen schweren Kreisels.

Wir kommen in Teil IT der Vorlesung zur Lagrangeformulierung der Mechanik
kurz auf die Beschreibung starrer Korper zurtick.
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Teil 1T
Lagrange-Formulierung der

Mechanik

In diesem Teil der Vorlesung werden wir die Lagrange-Formulierung der Mecha-
nik eingehender diskutieren. Wir hatten diese Umschreibung der Newtonschen
Bewegungsgleichungen durch Einfithrung beliebiger krummliniger Koordinaten
q = q1,qa,...q3n erhalten, wobei N die Anzahl der Teilchen ist und die karte-
sischen Koordinaten der N Teilchen z; ,i = 1 ,...3N durch die ¢ ausgedriickt
wurden (Fl,FQ,...,FN) — 7

I’Z‘:Zlfi(ql,...q?,]v;t), 221,3]\] .

Véllig unabhéngig von der Wahl der krummlinigen Koordinaten nahmen
dann die Bewegungsgleichungen immer dieselbe Form an, ndmlich (¢, = 7,)

d (0T oT
N — i .: 17...3N
N om al OF,
T — M s ] ] 0t i = _(;4 = )
o 9 Ua(fh q3n, Q1 43N )7 Q ;f ™

wobei f_(; die Kraft auf das a-te Teilchen ist. Fiir den Fall konservativer Krifte

. V(.. T)

fa= o,
vereinfachten sich die Gleichungen zu
d (0L oL

Dabei heifit L die Lagrangefunktion und die Bewegungsgleichungen heiflen
“Lagrangegleichungen (2. Art)”.

Einen Vorteil der Lagrangegleichungen hatten wir bereits kennen gelernt: Es ist

ein allgemeiner Formalismus, der es einem erlaubt, die der Symmetrie eines Pro-
blems entsprechenden Koordinaten zu wahlen.
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Héaufig hat man es in der Mechanik mit Systemen zu tun, in denen die Bewegung
der Teilchen raumlichen Einschriankungen unterliegt. Zum Beispiel kann ein
Massenpunkt gezwungen sein, sich wihrend eines bestimmten Zeitintervalls auf
einem vorgegebenen starren Korper zu bewegen. Dies kann idealisiert als eine
Einschriankung auf eine stiickweise glatte Fliache, oder, wenn der Korper “fa-
denformig” ist, auf eine stiickweise glatte Kurve beschrieben werden. Eine ma-
thematische Gleichung, die eine solche Einschrankung der Bewegung ausdriickt,
bezeichnet man als Nebenbedingung. Da diese Beschrankung eine Einwirkung
der Umgebung auf den Massenpunkt darstellt, wird man im Sinne der Newton-
schen Mechanik versuchen, dafiir eine Kraft verantwortlich zu machen, die zu den
auBleren Kriften ﬁemt und den Wechselwirkungskriften Z; ﬁj zu addieren ist. Die-
se sog. Zwangskrifte sind i. A. aber zunéchst nicht als Funktionen der Orte
und Geschwindigkeiten der Teilchen bekannt. Das Konzept der Zwangskréfte
wird also so zu gestalten sein, dass diese wie die Bahnkurven zu bestimmende
Unbekannte in den erweiterten Newtonschen Bewegungsgleichungen sind. Diese
Erweiterung der Newtonschen Bewegungsgleichungen muss in Ubereinstimmung
mit dem Experiment gefunden werden. Der Vorteil der Lagrangeformulierung in
diesem Zusammenhang ist, dass es fiir eine wichtige Klasse von “Zwangskréften”
moglich ist, Koordinaten so zu wihlen, dass die Zwangskriéfte in der Berech-
nung der Teilchenbahnen iiberhaupt nicht auftreten.

Ein weiterer wichtiger Grund fiir die ausfiihrliche Diskussion der Lagrangefor-
mulierung der Mechanik ist, dass sie “den Einstieg in allgemeinere Prinzipien
der theoretischen Physik” erlaubt. Wir werden z. B. das Wesen von Variations-
prinzipien kennen lernen, eine allgemeine Formulierung der Erhaltungssitze
kennen lernen (“Noethersches Theorem”) und die Grundlage fiir den Einstieg in
die Hamiltonsche Mechanik geben.

Als Anwendungen diskutieren wir in diesem zweiten Teil der Vorlesung kleine
Schwingungen sowie die nochmals die Mechanik starrer Koérper.

9 Mechanische Systeme mit Nebenbedingun-
gen
Man sagt ein System von N Massenpunkten unterliegt & holonomen Neben-
(oder Zwangs-)bedingungen, wenn die Bahnpunkte 7;(¢) k Gleichungen erfiillen:
hi(Fl,FQ,...FN;t):O ; Zzl,k’

Héngen die Funktionen h; explizit von der Zeit ab, so spricht man von holonom
rheonomen Bedingungen (es geniigt, wenn eine der h; explizit zeitabhingig ist).
Héngt dagegen keine der h; explizit von der Zeit ab, so spricht man von holonom
skleronomen Nebenbedingungen.
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Die k Gleichungen h; = 0 seien funktional unabhingig, was wir zunéchst an
einem einfachen Beispiel verdeutlichen wollen. Sei z. B. hy(7) = 0 und hy(7) = 0,
dann ist Nebenbedingung h3(7) := c1hi(7) + cohe(7) = 0 funktional abhingig
und reduziert die Zahl der effektiven Freiheitsgrade nicht weiter. Man kann zei-
gen, dass die Nebenbedingungen funktional unabhéngig von einander sind, falls
die Gradienten 0hy/0r,...,0h; /07 linear unabhéngig in (fast) allen Punkten
sind, die die Nebenbedingungen erfiillen.

Zur Illustration beginnen wir mit der Diskussion einiger Beispiele:

i
)
)
&
SRS
i
o

a) b) c)

a) Ein Teilchen, das sich auf der zeitlich unverénderlichen Fliche r3 =
h(ﬂ?l,l’g), d. h. h(ﬂ?l,l’g,ﬂ?g) = T3 — h($1,.§(32) =0 bewegt: N =1 > k= 1,
holonom-skeloronomes System. Dem Massenpunkt verbleiben 2 Frei-

heitsgrade der Bewegung.

b) Ein Teilchen, das entlang einer Raumkurve gleiten kann, die sich selbst
im Raum bewegt. Fasst man diese Raumkurve als Schnittpunkt zweiter
Flachen hy(xq,z2,x3,t) = 0 und ho(zq, T2, x3;t) = 0 auf, so sieht man, dass
es sich um ein N = 1, k = 2, holonom-rheonomes System handelt.
Dem Massenpunkt verbleibt ein Freiheitsgrad der Bewegung.

c) Das Doppelpendel: Zwei Massenpunkte m; und my sind iiber zwei “mas-
selosen Stangen” so um die e3-Achse frei drehbar mit dem Ursprung und
untereinander verbunden, dass || = 1 , |71 — 7 =16, 71 -€3 =0
und 75 - €3 = 0 gilt. Es handelt sich um ein N = 2 | k£ = 4, holonom-
skleronomes System. Es verbleiben zwei Freiheitsgrade der Bewegung.

Holonome Nebenbedingungen kommen in der Mechanik sehr haufig vor. Nicht
zu diesem Typ gehoren z. B. Nebenbedingungen, die durch Ungleichungen aus-
driickbar sind. Ein Beispiel ist das Abgleiten eines Teilchens auf einer Halbkugel,
oder etwas sportlicher
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Der Skispringer befindet sich immer oberhalb der Zwangsfliche (Ungleichung).

Ein anderer Typ von Nebenbedingungen tritt z. B. beim Abrollen von Rédern
auf: Die Geschwindigkeiten auf der Bahnkurve, die man berechnen mochte
treten linear in den Nebenbedingungen auf. Ein anderes Beispiel ist eine Schlitt-
schuhlduferin, die auf einer Kufe iiber die Eisfliche (z-y-Ebene) gleitet.

5

Neben den Koordinaten x,y bendtigen wir zur Beschreibung der Bewegung den
Winkel ¢, der die Kufenstellung beschreibt. Die Nebenbedingung lautet dann
vy cos ¢ = v, sin . Auf dieses Beispiel kommen wir kurz am Ende von Kap. 9.2.
zuriick.

9.1 Lagrangegleichungen 2.Art fiir Systeme mit holono-
men Nebenbedingungen

Wie in der Einleitung beschrieben, wird man im Rahmen der Newtonschen Theo-

rie Zwangskréfte Z; einfiihren, die dafiir sorgen, dass die Teilchen die Zwangsbe-

dingungen wirklich erfiillen. Durch die folgenden Uberlegungen wollen wir die Fxi-

stenz solcher Zwangskréfte veranschaulichen, die Frage der Eindeutigkeit braucht
uns im Moment nicht zu beschéftigen. Wir schreiben also fiir die N Teilchen

Maln = fat+ 2y ., a=1,...N
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und die Anfangsbedingungen miissen so gewahlt werden, dass sie mit den Ne-
benbedingungen in Einklang sind. Mathematisch bedeutet das, dass die 6N An-
fangsgroBen 7,(0) und 7,(0) nicht mehr unabhingig voneinander frei wihlbar
sind.

Fiir die Lagrangeform der Bewegungsgleichungen bedeutet dieser Ansatz, dass
die “verallgemeinerten Krifte” (); zwei Anteile enthalten

N N

= 0, S 0Ty
Qi:Zfa'aqi"i_ZZa'&—qi

a=1 a=1

Unabhéngig von der tatsdchlichen experimentellen Realisation der Zwangsbedin-
gungen wollen wir uns fiir die drei Beispiele iiberlegen, wie mit Hilfe der Konzepte,
die wir in der Beschreibung von uneingeschrinkter Bewegung kennen gelernt
haben, die Nebenbedingungen durch einen Grenziibergang erzwungen werden
konnen: In den Beispielen a) und b) ist N = 1, d. h. der Index « entféllt. Wir
wollen annehmen, dass die “4uflere” Kraft f konservativ ist,d.h f = —9V/or.
(Diese Annahme ist fiir das Folgende aber nicht wesentlich.)

a) Wir betrachten die freie Bewegung im Potential

Vier(F) = V(F) + A~ (x5 — h(zi,29))* 3 A>0

-

g

h(x1,22,23)

Ist A groff (und positiv), so nimmt die potentielle Energie bei Entfernung
von der Fliche x3 = ﬁ(:vl, x9) stark zu. Falls V(7) in der Ndhe dieser Fldche
“schwach verénderlich” ist, kann sich das Teilchen wegen der Positivitét der
kinetischen Energie, d. h. V/(7) + A - (z3 — h(z1,72))? < E nicht weit von
dieser Flache entfernen und im Limes A — oo wird die Bewegung an die
Flidche gebunden sein. Die zum Zusatzpotential gehorige Kraft bewirkt im

Limes A — oo, was wir von der Zwangskraft erwarten

A= —2An(F) - a—;ﬁ .
or

Die Kraft fA steht bei Annidherung an die Flidche senkrecht (sie ist pro-
portional zum Gradienten).
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—

; f“Aoben”

/\/ Schnitt durch die Flach
4

A

“unten’’

Zur Beschreibung der Bewegung auf der Fliche (d. h. im Limes A — o0)
ist es nun giinstig “verallgemeinerte” (krummlinige) Koordinaten so ein-
zufithren, dass ¢; und ¢o die Lage des Punktes auf der Fliche charakteri-
sieren und |gs| ein Ma$ fiir den Abstand von der Fldche ist, d. h. auf der
Flédche gilt g3 = 0. Dann liegen

g1 = ﬁ und go = ﬁ in der Fliche.
oq 0qo
und B B
G-fA=g-Z, i=1.2

verschwindet, da die Zwangskraft senkrecht auf der Fliche steht.
Die Details in der Konstruktion der Zwangskraft spielen keine Rolle, we-
sentlich ist nur, dass Z senkrecht auf der Fldche steht. Also gilt fiir i = 1
und i = 2

oV
Qi—f'gi— @qi

und damit

d (OL.\ _ L. |
E (an ) - 8% ) L* = (T - V)q3=0;(jg:0 S 1’2 )

Die Zwangskraft ist aus den Bewegungsgleichungen fiir die “relevanten”
Koordinaten (d. h. die auf der Fliache) vollstindig herausgefallen. In der
Lagrangefunktion L, tritt die “irrelevante” Koordinate g3 nicht mehr auf,

d.h. L, = L.(q1, ¢2; G1, G2)

m _; ..
L, = 502(6117%70;61161270) — Vg1, ¢2,0) .
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b)

Das Teilchen, das “auf dem bewegten Draht gleitet”, konnen wir vollig
analog behandeln. Wir wihlen als erste verallgemeinerte Koordinate ¢; die
Bogenlinge (mit Vorzeichen) auf dem Draht, gemessen von einem festen,
aber willkiirlichen Anfangspunkte F, auf dem Draht. Die Koordinaten ¢
und ¢3 wéhlen wir in senkrechter Richtung zur instanten Drahtachse, d.h
auf dem Draht gilt ¢; = g3 = 0. Zum dufleren Potential V() addieren wir
wieder ein stark anziehendes Potential, z. B. A(q3 +¢3), das mit dem Draht
mitgefiihrt wird. Die “Zwangskraft” fA ist dann senkrecht zur instanta-
nen Lage des Drahtes. Nach Konstruktion ist also ¢ - fA =0

und aus Q; = f - g1 = -0V /0q, folgt fiir ¢ = 1:

ia) -
Iq oq

L = %172((]170707(]17070;15)_V(Qh()ao)

Wegen der Bewegung des Drahtes hat ¢ eine explizite Zeitabhéngigkeit.
Wiederum tritt die Zwangskraft in der Gleichung fiir die “relevante” Koor-
dinate nicht auf.

Beispiele a) und b) beschiftigen sich mit der Bewegung eines Massen-
punktes. Wir wollen an Hand des Doppelpendels diskutieren, ob sich die
angestellten Uberlegungen auf Mehrteilchensysteme verallgemeinern lassen.




Als verallgemeinerte Koordinaten wéahlen wir:

g1 = P15 42 = P2, Q3:|7“1\—l17Q4:\7”1—7“2|—12, Q5=$;(),)7%:36’:(),)7

d.h.

™ = (l1 + g3) [€1 cos 1 + @ sin 1] + ¢33

ro = ’Fl + (lg + (J4) [51 COS @9 + 52 sin QOQ] + q653

wobei ¢; und ¢y die “relevanten” Koordinaten sind. Zur Berechnung der
Q;(i = 1,2) bendtigen wir die 0, /Jq;. Der Vektor 07 /Oy ist eingezeichnet
und stimmt mit Ory/dp; tiberein. Die Zwangskrifte auf Teilchen 1 und 2
wirken in Richtung der “masselosen” Stangen (s. dazu auch die néchste
Seite).

Zy = a4+ b, — )

22 = C(’Fl — Fg)

Das liefert fiir i = 1 wegen 7 - 071 /0p1 = 0

ov or
= —— b " r— T
Q 20 (b+c) i (7 —7%5)
und wegen 07 /0py = 0 und 07y /dpy - (T —T5) =0
ov
%=,

Simuliert man jetzt die Zwangskrifte, die 7, und 7 auf dem festen Ab-
stand |r] — 75| = [ halten durch ein Zweiteilchenpotential, z. B. der Form
A((FL — )2 — 1), so gilt actio = reactio, d.h. ¢ = —b. Wenn wir jetzt nur
actio = reactio fiir diese Zwangskrifte annehmen, verschwindet der
Zusatzterm in )1 und wir erhalten

d (0L, oL, .
< — : —1,2  :  Lo=(T—V)p—oge
dt (8%) 8% ; ? ) 3 ( )q 0,g*=0

mit ¢* = {gs, 94, g5, gs }- Fiir ¢* = 0 gilt:

xgl) = licosp xél):llsingol

x§2’ = [y cosp; +lacospy xéz) = [1sinw; + [y sin gy .
Zur Berechnung der kinetischen Energie muss man daraus die 175] ) fiir 1,] =
1,2 berechnen. Nach quadrieren erhilt man

my + Mo

5 295 + malyly cos(¢1 — p2) P16

B+

Ty =0; =0 =
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und falls V' das Schwerefeld der Erde beschreibt

Viyrmo = —(my + ma)gly cos o1 — magls cos @o

Zur Formulierung des allgemeinen Prinzips, dem wir auf der Spur sind, ist
es niitzlich, 3N-dimensionale Vektoren

—

T i= (Fl,FQ,...,FN)

einzufiihren. Als Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren @ = (dy, . . . dy) und
b= (by,...by) definieren wir

N
i=1

Dann nehmen die Lagrangegleichungen fiir das N-Teilchen-Problem im
dreidimensionalen Raum formal die Form eines Einteilchenproblems in R3V

an
d (0T oT
dt (8%) - e

Q = (f+2)-5=(f+2)-

wobei f: (fl, o fN) die duBeren und inneren Kriifte und Z = (Zl, o ZN)
die Zwangskriifte beschreibt, und die §; = 97/dq; € R* die Basisvekto-
ren in dem durch 7 gegebenen Punktes P des 3/N-dimensionalen Raumes
sind.

Diese hochdimensionalen Raume lassen sich leider nicht bildlich darstellen.
Am Beispiel zweier Teilchen in einer eindimensionalen Welt lédsst sich
dieses Konzept aber veranschaulichen

1 1 2
d) e » =X mlzi’(l) = f1 -+ Zl
m 2 maZy = fo+ 2o

Die beiden Massenpunkte seien durch eine “masselose” Stande der Lénge [
miteinander verbunden. Wir wéhlen als verallgemeinerte Koordinaten

Q=) 5 =T — v

unabhéingig von P
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Z(2)

A
\%

N\

Z()

"Zwangsoberflache"

Nimmt man fiir die Zwangskréfte jetzt wieder actio = reactio, d. h. Z; =

—Z4 an, dann ist 7 = Zl(_ll) und ¢ - 7 =0.

Wir kommen jetzt zur allgemeinen Formulierung des Sachverhaltes. Im Fall k
unabhéngiger holonomer Nebenbedingungen kann sich der durch 7 beschriebe-
ne “Massenpunkt” nicht an einem beliebigen Punkt des R3" befinden, sondern
auf einer (3N — k)-dimensionalen “Hyperfliche”, (die im rheonomen Fall
zeitabhingig ist.) Analog zu den diskutierten Beispielen wird es immer méoglich
sein, “idealisierte” Zwangskrifte zu konstruieren, die den “Massenpunkt” auf der
Hyperfliche halten. Die so konstruierten Zwangskrifte sind dann immer ortho-
gonal zur instantanen Hyperfldche

Z

instantane Hyperflach

Wiéhlt man verallgemeinerte Koordinaten ¢y, ...¢sy—; “in der Hyperflache”
und ¢* := {g3n_k+1,---g3n} SO, dass ¢* = 0 auf der Hyperflache ist, so sind die
g:(P) fir i = 1,...3N — k Tangentialvektoren an die Hyperfliche und sind
damit orthogonal zur Zwangskraft Z(P):

Gi(P)-Z(P)=0 fir i=1,...3N —k

Also folgt:
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wobei das zweite Gleichheitszeichen gilt, falls sich die inneren und &ufleren Krifte
aus einem Potential V' ableiten lassen. Dies wollen wir im Folgenden immer an-
nehmen. Dann erhélt man

d (0L, OL, ,
J— :—L*: T—V *—=0,0*=0 » :173N_k

Das , an L lassen wir, wenn klar ist, was gemeint ist, im Folgenden meist weg
und die Zwangskréfte tauchen in den Bewegungsgleichungen fiir die “relevanten”
verallgemeinerten Koordinaten nicht auf. Obige Gleichungen sind die Lagran-
gegleichungen 2. Art fiir “holonome Systeme”.

Der wesentliche Schritt bei der Herleitung war zu zeigen, dass die Zwangskrifte
orthogonal zur instanten Hyperfliche sind. Wir haben anhand von Beispie-
len gezeigt, wie man das mit Hilfe eines Grenzprozesses “beweisen” kann und
gehen davon aus, dass diese Vorgehensweise allgemein durchfiihrbar ist.

Historische Bemerkung;:

Wir haben angenommen, dass g; - Z =0 fiir alle g; in der Hyperflache gilt. Da wir
in P beliebige Linearkombinationen der g; bilden konnen, ist unsere Annahme

also dquivalent zu
5' Z =0 ’

wobei ( ein beliebiger Tangentialvektor an die (instantane) Hyperfldche
in P ist. In der historischen Entwicklung der Mechanik hat man die

or; 1= EC_; in 65: (6517652, .. .,egN)

mit “infinitesimalem” e als “virtuelle Verriickungen” bezeichnet. Schreibt
man obiges Skalarprodukt aus, so folgt aus unserer Annahme iiber die Zwangs-
krifte also

Y

~

eg-Zﬁ:O:ZZi

i=1

d. h. die “Zwangskrifte leisten bei virtuellen Verriickungen keine Ar-
beit”. Diese Aussage bezeichnet man als das d’Alembertsche Prinzip”. Das
d’Alembertsche Prinzip ist also dquivalent zu unserer Annahme, dass die Zwangs-
kréfte orthogonal zur instantanen Hyperfliache sind.

Damit ist ein sehr eleganter Formalismus bereit gestellt, Probleme mit holonomen
Nebenbedingungen zu l6sen, ohne sich Gedanken {iber die Natur der Zwangskréfte
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machen zu miissen. Wenn man aber an diesen interessiert ist, kann man sie nach

Losung der Bewegungsgleichungen explizit angeben.
Gehen wir z. B. zu den urspriinglichen NG in kartesischen Koordinaten zuriick,

so gilt fira=1,...N
Za:maﬁa_ﬁ;

Ist die Bahnkurve bekannt, so lasst sich die rechte Seite berechnen und man erhélt

die Zwangskréfte.
Alternativ verwendet man fiir konservative Systeme die “restlichen” Lagrange-

gleichungen

gi'Z:{i(ﬁL):aL} . i=3N—k+1,... . N.
dt 8q2 aqz q*=0,6*=0

Zu diesen beiden Vorgehensweisen betrachten wir als einfaches Beispiel einen
Massenpunkt auf einem Ring mit Radius R im Schwerefeld:

a) Methode 1:

Legt man das Koordinatensystem wie in der Abbildung, so gilt

—

Z=mi—f : f=mge = mg(cos pe, — sin pe,,)

und fiir den Ortsvektor des Teilchens und seine Ableitungen erhélt man

T = R(cosyé) +sinper) = Re,
I = Rp(—sin e + cos pés) = Rye,
I = Rgé,— RY%E,
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9.2

Damit kann man die Zwangskraft berechnen

7 =m (R$ + gsinp)e, + (—Rp* — gcos p)e,
=0
= —m(Ry® + gcos p)é,

Nachdem man ¢(t) berechnet hat, erhdlt man durch Einsetzten die Zwangs-
kraft.

Methode 2:

Fiir die Lagrangebeschreibung wahlt man ¢ als “relevante” und p als “ir-
relevante” verallgemeinerte Koordinate. Das liefert fiir die vollstdndige La-
grangefunktion

m., . .
L=< (0"+p*¢") +mgpcose .

Setzt man p = R und p = 0, so ergibt sich L, = mR%$?*/2 + mgR cos .
Zur Berechnung der Zwangskraft bendtigt man

oL . 0L 2
ST =mp;, —— = mpp” +mgcosp .
op dp

Das liefert
= —mRY* — mgcos g

= —m(Rap2 + gcosp)e, ,

also dasselbe Ergebnis wie mit Methode 1.

Wir beschreiben zum Abschluss dieses Kapitels noch eine andere Moglichkeit
die Zwangskrifte zu behandeln. Dieses Verfahren erscheint bei der folgenden Her-
leitung weniger elegant als die Methode der “Lagrangegleichung 2. Art”. Wir be-
schranken uns auf den holonomen Fall, geben hier aber ein Herleitung, die sich
leicht verallgemeinern lésst.

Lagrangegleichungen 1.Art *

Die {q¢;} seien jetzt ein beliebiger Satz von verallgemeinerten Koordinaten, die

noch nicht an die & holonomen Nebenbedingungen h;(7,t) = 0 angepasst sein
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miissen. Die inneren und dufleren Krafte seinen aus einen Potential ableitbar.
Dann gilt:

d (0L\ oL . - . ,

wobei die g; = 07/ Jq; die Basisvektoren in betrachtetem Raumpunkt P sind. Die-
ser liege auf der instantanen Hyperfliche. Wir betrachten nun einen beliebigen
Tangentialvektor ¢ an die Hyperfliche und schreiben ihn als Linearkombination
der g;:

3N 3N
€ = ZGCi i = Z5Qi£7i
i=1 i=1

Wegen der k Nebenbedingungen konnen nur 3N — k der ¢; frei gewéahlt werden.
Multiplikation der obigen Bewegungsglgich_}ung mit ¢; und Summation liefert mit
Hilfe des “d’Alambertschen Prinzips” Z -( =0

Sanl2(2)- 20 o

i=1

Wir betrachten nun die Nebenbedingungen. Da die Bewegung in den Fléchen
he = 0 verlduft, und der Gradient Oh,, /Or senkrecht auf den Fliachen h, = const.
stehen, gilt:

Ohe >

a7« =0

auf der instantanen Hyperfliche. Also gilt:

Ohg, N or X Ohg,
— § ._—E el : ) =1,...

Addiert man dies, multipliziert mit vorerst beliebigen zeitabhéngigen Funktionen
Ao (sog. “Langrangschen Multiplikatoren”), zu (B), so folgt

3N k
d (OL\ 0L Oha |
2% {@ (5) 5 ‘QZAQT%} -

Die d¢; fiir @ = 1,...3N — k werden jetzt beliebig gewdhlt. Dann liegen die
restlichen k£ der d¢; fest. In den Summanden, die mit diesen k£ ”abhangigen”
dq; multipliziert werden, wéahlen wir die A; fiir (j = 1...%) nun so, dass die k
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Klammern { } verschwinden. Die iibrigen 3N — k-Klammern { } miissen aufgrund
der Unabhéngigkeit dieser dg; ebenfalls verschwinden. Also gilt

d (OL\ 0L b
i _ - . = 1....3N
p (aq'i) T ;Aaam ;o i=1,...3
. Oh
(6% - 8q2

Zusammen mit h,(7) =0, a = 1,...k sind das 3N + k-Gleichungen mit 3N + k-
Unbekannten (g ...qn, A1 ... Ag). Im Gegensatz zu den Lagrange-Gleichungen 2.
Art werden insbesondere die N verallgemeinerten Koordinaten als unabhéngige
Variable behandelt. Man nennt sie Lagrangegleichungen 1. Art. Der Vergleich
mit der Form der Gleichung (A) zeigt, dass auf der rechten Seite der Lagrange-
gleichung 1. Art die Projektionen der Zwangskraft stehen

k
Z)\aaai :gzZ .
j=1

Ein oft genannter Vorteil der Lagrange-Gleichung 1. Art ist, dass es haufig ge-
lingt, die Zwangskrafte durch die Koordinaten und die Anfangsbedingungen aus-
zudriicken, ohne die Bewegungsgleichungen explizit zu losen. Dies gelingt aber
im Fall holonomer Nebenbedingungen dann meist einfacher unter Verwendung
der im letzten Abschnitt besprochenen Methode 2.

Der wirkliche Vorteil der Lagrangegleichung 1. Art ist, dass sie auch fiir gewisse
Klassen von nicht-holonomen Nebenbedingungen ableitbar sind, z.B. Neben-
bedingungen vom Typ Zf’ivl aq;0q; = 0, wobei sich die a,; nicht als partielle
Ableitungen einer Funktion schreiben lassen. Die Form der Lagrangegleichung
1. Art dndert sich dabei nicht, nur haben die a,; eine andere Bedeutung. Ein
Beispiel ist die erwidhnte Schlittschuhlduferin (k = 1) mit sin pdz — cos pdy = 0,
d.h. ay;; = sing, a;s = —cosy, a;z3 = 0. Diese Nebenbedingung schrinkt die Be-
wegung nur “im Kleinen” (d. h. “lokal”) ein und fiithrt nicht zur Bewegung auf
einer zweidimensionalen Flidche im 3-dimensionalen Koordinatensystem (z,y, ¢).
Da solche Probleme mehr im Bereich der “technischen” Mechanik auftreten,
wollen wir diese nichtholonomen Nebenbedingungen nicht weiter diskutieren.

Fiir den Fall holonomer Nebenbedingungen geben wir noch eine Kurzversion
der Herleitung von “Lagrange I":

Fiir die £ holonomen Nebenbedingungen h,(7,t) =0 « = 1,...k liefern die k
Gradienten 0h, (7, t)/07 auf den Punkten der instantanen Hyperfléche einen Satz
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von k linear unabhéngigen Vektoren. Da Z auf dieser orthogonal ist (“d’Alembert”)
miissen also zeitabhéngige Koeffizienten \,(t) existieren, so dass

=Y )\a(t)iaho‘a(;’ )

a=1
gilt, wobei 7 auf der instantanen Hyperfliche zu nehmen ist. Skalare Multiplika-
tion mit Or/dg; liefert

OF - Oha(Ft) OF Oha (7, 1)
Z =) A(t)——- =) A(t)——=
ag 7T AT g = L 0,
Mit der allgemeinen NG (A) erhélt man also
o0 (orT or - or Ohg
= - =1,...3N
ﬁ(%) og 10 Crmhed

ho(Fit) = 0 5 a=1,...k

Aus diesen Gleichungen lassen sich die unbekannten Funktionen ¢;(t)
mit ¢ = 1,...3N und A\,(¢) mit o = 1, ..k bestimmen.

Nach dieser Kurzversion betrachten wir den Einfluss der Zwangskrifte auf den
Energiesatz fiir den Fall f, = —0V (7, ...7y)/0F,. Skalare Multiplikation der
NG

ov

v _z
or,

MaTa +

mit 7, liefert

d me 59 5 8V s =
7 (37 +i g = R 2
Summation iiber die Teilchen liefert also:
d N
T+ﬂ/ > - T
a=1
Im holonomen Fall h,(7,...7n,t) =0, p=1,...k gilt Z, = 22:1 \.Oh,, [ OF,

k

E:A“a*" E:A“a:

Héngen die h, nicht explizit von der Zeit ab, dann verschwindet die rechte Sei-
te der Gleichung. Also gilt Energieerhaltung im holonom skleronomen Fall.
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9.3 Eigenschaften der Lagrangegleichungen 2.Art

Unser “Hauptwerkzeug” in der praktischen Anwendung sowie in den “formalen”
weiteren Diskussionen werden die Lagrange-Gleichungen 2. Art sein

d (0L oL
7 (aq,i) = 0 i L=(T—-V)pog— ; i=1,...3N—Fk.
In der Ableitung der Gleichungen fiir Systeme mit holonomen Nebenbedingungen
hatten wir angenommen, dass die ¢; in obigen Gleichungen Koordinaten “in”
der Hyperflache der Bewegung sind, aber vollige Freiheit gelassen, wie sie dort
gewdhlt sind. Wir wollen jetzt noch durch explizite Rechnung zeigen, dass eine
beliebige (lokal fast iiberall umkehrbare) Koordinatentransformationen

G = GG --qm;t) =q
% = (G- --Gnit) = ¢(q,1)

die Form der Lagrangegleichung invariant lasst.

Dieses Ergebnis und die dazu notige Rechnung ist sehr dhnlich zur Diskussion auf
S. 42, wo wir gesehen hatten, dass man beim Ubergang von kartesischen Koordi-
naten zu beliebigen krummlinigen Koordinaten ausgehend von den NG jeweils
dieselbe Form der Lagrangegleichungen erhélt.

Differenziert man ¢;(q,t) nach der Zeit, so ergibt sich

an - an
qr + ot

4 = == (Summationskonvention)
Ay,

Man kann damit L als Funktion der ¢ und ¢ auffassen:
L(q,4,t) = L(q(4,1),4(, 4, t),t) =: L(q,q, 1)

Fiir die Abh#ngigkeit der ¢ von den ¢ folgt aus Differentiation der obigen Bezie-
hung

an _ an
0 0q;

Wir differenzieren jetzt L nach ¢ und ¢

oL 0Ldg,  OLdy,
;i 8—% o5 a—qg G
oL _ OLOy , 0L 0,
0q; dq; 0q;  0q; 0

123



Daraus folgt:

d (0L\ 0L [d (L) 0oL ] 0w _ oL 04, _ d oy

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet, weil die ¢;(t) die Lagrange-
gleichungen erfiillen sollen, und der zweite Term verschwindet nach Vertauschung
der Differentiationsreihenfolge im letzten Term (vgl. S. 42).

Daraus erhélt man die angekiindigte Forminvarianz der Langrangegleichungen
2. Art gegeniiber der beliebigen Koordinatentransformation:

d0L 0L
dtdg;  0g;
Damit kann man sich von der in der Herleitung verwendeten Bedingung, dass die

“relevanten ¢; in der Hyperebene liegen”, freimachen. Wir zeigen das spéter an
einem Beispiel.

Als Zusammenfassung dieses Kapitels konnen wir jetzt das “Kochrezept” ge-
ben, wie man ein System von N Massenpunkten mg, ..., my beschreibt, das
sich aufgrund von holonomen Nebenbedingungen auf einer m-dimensionalen (im
rheonomen Fall zeitabhéngigen) Hyperfliche v des 3N-dimensionalen Raumes
der Punkte 7= (77,75, ...,7y) bewegt:

1) Man wiéhle ein System ¢ = ¢y, . . . ¢, von verallgemeinerten Koordinaten so,
dass 7(t) = 7(q,t) = (71, 7%, ...7n) in der Hyperflache ist.

2) Man berechne aus

or, . O0r, .o
2 C die 2.

—Z+— o
o T ot

—

Uy = Ty =
In manchen Féllen kann man die skalaren Groflen v, 2 direkt als

ds
-2 [ Ya
= (%)

aus einer geometrischen Uberlegung erhalten. Dabei ist s, die Bogenlinge
des a-ten Teilchens auf seiner Bahn.

3) Die Langrangefunktion L erhélt man nun aus

L= f:@ 2~ V(q)
2

a=1
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4) Man stelle die Lagrangegleichungen auf:
d oL\ 0L

5) Man lose dieses System von Differntialgleichungen fiir die vorgegebenen
Anfangsbedingungen.

Wie bereits mehrfach erwihnt, erweist sich Punkt 5) nur in Ausnahmeféllen als
ohne Computer durchfiihrbar.

Wir wollen dieses Vorgehen jetzt an einer einfachen Version von Beispiel b) in
Kap.9.1 veranschaulichen:

Der Draht sei gerade und rotiere mit vorgegebener Winkelgeschwindigkeit
w(t) := @(t) unter festem Neigungswinkel § < /2 um die x3-Achse. Auf ihm
gleite reibungsfrei eine “Perle” der Masse m im Schwerefeld der Erde:

©(t) ist definiert als der Azinnt-
winkel der Punkte auf dem Draht,
fiir die 3 > 0 ist.

““wr‘““““g

1) Die “Hyperfliche” ist eindimensional und zeitabhéngig. Die “freie” dyna-
mische Variable ist der “Abstand” 7 des Teilchens vom Ursprung
inklusive des Vorzeichens, und zwar sei 7 > 0 fiir x3 > 0 und 7 < 0 fiir
x3 < 0. Dann gilt

—

7(t) = 7(t) {sin 0 [cos p(t)€1 + sin p(t)es] 4+ cosbes} = 7(t)e, (1) ,

wobei 6 zeitunabhéngig ist, und ¢(t) eine vorgegebene Zeitabhingigkeit
hat (w(t) := ¢(t)).

2) Differentiation von 7(¢) nach der Zeit liefert

F(t) = T’f(t)é;(t) + 7(t)w(t) sin O [— sin p(t)e) + cos p(t)és]
= 7(t)e.(t) + 7(t)w(t) sinf e,(t)
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Das liefert fiir das Quadrat der Geschwindigkeit, da €, und €, orthonormal
sind

7?2 = 7+ 7wsin’ -

Alternativ verwendet man das allgemeine Resultat fiir Kugelkoordinaten,
das man auch mit einer einfachen geometrischen Uberlegung erhalten kann

7% =7+ 1°0° + 1’ sin® 0 7
3) Mit V' = mgr cos 8 ergibt sich die Lagrangefunktion zu

m -
L= 5(7:2 + w?sin® @ 7?) — mgF cos f

4) Um die Lagrangegleichung zu erhalten, benttigt man

L . L
%:mf ; 8—:mu)zsinQQ77—mg(3089
B

or
Das liefert schliefSlich

2sin% @ 7 — mgcos @

F=w
5) Die Losung der Gleichung ist fiir w(t) = const. einfach, soll hier aber nicht
weiter verfolgt werden.

Die Koordinaten haben wir in unserem Beispiel so gewéhlt, dass die “relevante”
Variable r eine Variable “in der Hyperfliche” ist. Wie bereits diskutiert, ist eine
solche Wahl keineswegs notig. Wir konnen z. B. ebenso gut Zylinderkoordinaten
p, @,z wihlen und die Nebenbedingung beriicksichtigen, indem wir z. B. p durch
z ausdriicken:

p = Z£ztanf ; (z2)
p = Z£ztanf ; (220)

y

2) Fiir Zylinderkoordinaten gilt
62:p2_‘_902p2_|_2':2’

was man wieder durch Rechnung oder eine einfache geometrische Uberle-
gung sieht.
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3) Das liefert mit V' = mgz, wenn man in der kinetischen Energie die geome-
trische Einschrankung beriicksichtigt

L = S(P+¢p+2)]. —mgz

= % [£%(1 + tan® 0) + 2° tan® 6| — mgz

4) Die Lagrangegleichung fiir die generalisierte Koordinate z lautet damit

mz(1+tan®0) = maw’tan®f —mg

= % = w’sin’?# 2 —mgzcos®l

Wegen z = 7 cos 6 ist das dieselbe Gleichung wie vorher. Auf Punkt 5) gehen
wir auch hier nicht ein.

10 Das Prinzip der kleinsten Wirkung

In unserer bisherigen Diskussion der Dynamik von Massenpunkten hatten wir
zur Losung der Newtonschen Gleichungen als Anfangsbedingung die Orte
und Geschwindigkeiten (7,(t,), 7(ty), i = 1...N) der Teilchen zur Losung der
3N gekoppelten Differentialgleichungen 2.-Ordnung vorgegeben (oder allgemeiner
7(to), 7(to) mit dem Nd-dimensionalen Vektor 7= (77, ...7v), wobei d=1,2 oder 3
die Raumdimension ist, in der die Bewegung stattfindet).

An Stelle der Vorgabe der Anfangsorte und Geschwindigkeiten, kann man die
Frage nach Bahnkurven mit vorgegebenem Anfangs- und Endort stellen,
d.h.

’FQ = F(t()) und _'1 = F(tl)

seien festgelegt. Dann hat man wieder 2Nd Bedingungen um die freien Konstan-
ten in der allgemeinen Losung der Newton- oder Lagrangegleichungen festzule-
gen. Ein einfaches Beispiel ist die senkrechte Bewegung eines Massenpunktes im
Schwerefeld. Die Abbildung zeigt die Parabel in der x-t-Ebene, die das Problem
fiir vorgegebene Werte o = x(ty) und x; = z(t1) 16st (durchgezogene Kurve).
Ebenfalls eingezeichnet sind Bahnkurven, die nicht Losung der Bewegungsglei-
chung sind.
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In diesem Kapitel wird allgemein gezeigt, dass das sog. “Wirkungsintegral”
oder kurz die “Wirkung” S fiir die Bahnkurve, die Losung der Bewegungsglei-
chung ist, ein Minimum hat. In einer Raumdimension definiert man die Wirkung
S fiir einen Massenpunkt als

S(xg, to; x1,t1) == /tl [%x(tﬁ _ V(x(t),t)} dt = /tl L(x(t),2(t),t) dt ,

to to

wobei in unserem Beispiel V (z,t) = mgz ist. Die Wirkung ist fiir alle hinreichend
glatten, integrierbaren Kurven definiert, die vom vorgegebenen Anfangspunkt
xo = x(tp) zum festen Endpunkt z; = z(¢;) gehen. Solch eine Abbildung einer
Kurve auf den Zahlenwert S nennt man ein Funktional (s.u.). Die zunéchst si-
cher iiberraschende Aussage, dass die zum vorgegebenen Potential zu zy und
gehorige “wirkliche Bahnkurve” den kleinsten Wert von S liefert, ist das Hamil-
tonsche “Prinzip der kleinsten Wirkung”. Manche Autoren (z. B. Landau-
Lifshitz I) stellen dieses Prinzip an die Spitze und leiten daraus die Gesetze der
Mechanik ab. Wir gehen hier den “anschaulichen Weg” zu zeigen, dass man mit
Hilfe des Variationsprinzips zu denselben Resultaten gelangen kann, wie direkt
aus den Newtonschen Gleichungen. Zur Formulierung des Prinzips bendtigen wir
einfache Resultate aus der Variationsrechnung .

10.1 Elemente der Variationsrechnung

Die Variationsrechnung beschiftigt sich mit Extrema von Funktionen von “un-
endlich vielen Variablen”: dem Raum der Kurven. Solche Funktionen nennt man
Funktionale. Ein einfaches Beispiel ist die Léange einer Kurve im euklidischen
Raum: Sei die Kurve 7 gegeben als v := {(t,x) z =x(t) , to <t <t}
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(L’()i

dann ist nach “Pythagoras’
to
d(vy) = / V1+ d2dt
to

die Lange der Kurve. Wir betrachten jetzt eine Kurve 4 “in der N&he” von :

v ={(t,x): x==ax(t)+h(t)},

die wir mit v/ = v + h bezeichnen. An dieser Stelle miisste eigentlich genauer
spezifiziert werden, welche Eigenschaften die zugelassenen Funktionen z(t) und
h(t) haben sollen . Wir wollen annehmen, dass die Funktionen beliebig oft dif-
ferenzierbar sind. In vielen Biichern verwendet man statt h die Schreibweise dx,
d.h. v/ =~ 4 dx , wobei das § auf “in der Ndhe” hinweisen soll. Wir untersuchen
jetzt die Differenz ®(y + h) — ®(y) und definieren:

Def.: Ein Funktional heifit differenzierbar, falls ®(y+h)—®(y) = F(h)+ R,
wobei F' linear von h abhéngt, d.h. fiir festes 7 gilt: F'(hy+hs) = F(h1)+F(hs)
sowie F'(ch) = cF(h) und R(y;h) = O(h?) im Sinne, dass aus |h| < € und
|dh/dt| < € folgt, dass |R| < C'é® gilt.

Den in h linearen Anteil, F'(h), bezeichnet man als “Differential” oder als “Va-
riation” §® des Funktionals und i (bzw. dx) als die “Variation der Kurve”.

Wir betrachten jetzt als Beispiel folgendes Funktional: Sei v = {(t,z) : x =
x(t) , to < t < t1} eine Kurve in der (¢,z)-Ebene, & = dz/dt, sowie L(a,b,c)
eine differenzierbare Funktion dreier Variabler. Dann definieren wir das
Funktional ® wie folgt:

B(y) = / " L(a(t), #(t), D)t

to
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Fiir den Spezialfall L(a, b, c) = v/1 + b? erhalten wir wieder die Linge der Kurve
7.

Wir zeigen nun, dass ®(v) differenzierbar ist und berechnen die zugehorige Va-
riation F'(h). Dazu entwickeln wir L in eine Taylorreihe

Oly+h) —Bly) = /tl [L(x+h,g;«+h,t)—L(x,g;~,t) dt

to

"TOL, 0L, )
= /to [a—xhjt%h} dt+ O(h?) .

Partielle Integration des 2. Terms liefert

WTroL d (OL oL .,
F(h) = /to [% - (8?)] hdt + 2=h I

Wir definieren nun Extrema von Funktionalen:

Def.: Eine Kurve 7 heiffit Extremum eines differenzierbaren Funktionals ® ()
falls F'(v; h) = 0 fiir alle zugelassenen Variationen h der Kurve - ist.

Wir betrachten nun die Extrema unseres obigen Beispiel fiir den Fall, dass der
Raum der h der Einschrankung

unterliegt. Dann gilt der

Satz: Die Kurve v : x = z(t) ist eine Extremum des Funktionals ®(v) :=
ftil L(z,%,t)dt auf dem Raum der Kurven, die durch den Punkt x(ty) = ¢ und
x(t1) = z1 gehen, dann und nur dann, falls auf der Kurve gilt

dator  or

Beweis:

a) Erfullt z(t) obige Differentialgleichung und liegt h im vorgegebenen Raum,
so folgt sofort F(y;h) =0, fiir alle h.

b) Ist F(~;h) =0 fiir alle zugelassenen h, so folgt

NTdoL oL
_/to b%_%] h(t)dt .

Man zeigt nun leicht, dass aus der Forderung fttl f()h(t)dt = 0 fir beliebige
h, f(t) = 0 folgt, wenn man verlangt, dass f(¢) stetig ist. Dazu konstruiert
man hinreichend scharf lokalisierte Funktionen h(t),
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so dass

0= / FOhe (0t — () / e (£)dt

to
————
#0

gilt. Da t* beliebig ist, folgt f(¢) = 0.

Die Differentialgleichung
d oL OL

dtdi — Ox
heiBt Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals ®(y) = [, " L(x, &, t)dt.

to

Als Beispiel 16sen wir die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die Extrema der Lange
einer Kurve. Die zugehorige Funktion L lautet

L(z,&,t) = vV1+ 32

Mit
8—L =0 und 8—L = 7j
or 0t 1+ 42

lautet die Euler-Lagrange-Gleichung

d T T
— ) = 0 = —/—=c¢c = v=c
dt <\/1+:b2) V1t a2 !

—  z(t) = at+c—|x(t) =20+

Das Ergebnis ist also die Gerade durch ty, zg und t;, x;. Das Extremum ist ein
Minimum: Die kiirzeste Verbindung beider Punkte.

Wir machen die warnende Bemerkung, dass Extremalprobleme in der Variations-
rechnung nicht immer eine Losung besitzen. Ein einfaches geometrisches Beispiel
ist das folgende: Zwei Punkte auf der ¢-Achse sollen durch eine stetig gekriimm-
te, moglichst kurze Linie verbunden werden, welche in ihren Endpunkten auf der
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t-Achse senkrecht steht. Dieses Problem besitzt keine Losung. Denn die Lange
einer solchen Linie ist immer grofler als die der geraden Verbindungsstrecke, kann
aber der Lénge der Verbindungsstrecke beliebig angenéhert werden. Hier exi-
stiert also zwar eine untere Grenze (Infimum), aber kein Minimum, das von einer
zuldssigen Kurve angenommen wird.

Die Resultate der Variationsrechnung lassen sich leicht auf Funktionale von Kur-
ven in héher dimensionalen Riumen verallgemeinern: Sei ¥ = (z1,...1,)
ein Vektor im n-dimensionalen Koordinatenraum R™ und

y={(t,7) T=F(), to<t<t)

eine Kurve im (n + 1)-dimensionalen Raum R x R” und L : R" x R" x R — R
eine Funktion von 2n + 1 Verdnderlichen, so zeigt man vollig analog:

Die Kurve v ist ein Extremum des Funktionals ®(v) := tzl L(Z,7,t)dt auf dem
Raum der Kurven durch (o, Zp) und (¢, 1), dann und nur dann, wenn die Euler-

Lagrange-Gleichungen
doL 0L
dtdi; Oz,
erfiillt sind. Da ist ein System von n Differentialgleichungen 2. Ordnung und

die Losung hinge von 2n willkiirlichen Konstanten ab. Die 2n Bedingungen
Z(to) = To und Z(t1) = &1 legen diese fest.

1=1,...n

Hat die Funktion L eine vom speziellen Koordinatensystem unabhéngige geome-
trische Bedeutung, so hat man in der Wahl der Koordinaten vollige Freiheit. Die
Euler-Lagrange-Gleichungen nehmen fiir beliebige Wahl der Koordinaten immer
die angegebene Form an.

10.2 Das Hamiltonsche Prinzip

Wir kénnen jetzt das “Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung” for-
mulieren: Es sei ein System von N Massenpunkten gegeben, wobei die auftreten-
den Kriifte konservativ sind. Definiert man mit 7 := (7, ...7y)

LFFt): = T—V
len
= 3 > mi? = V(i i t)
i=1
die Lagrangefunktion als Differenz aus kinetischer und potentieller Energie und

S(y) = /t LR, 7 (), t)dt
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als “Wirkungsfunktional” so gilt:

Die Bewegungen #(t) des mechanischen Systems sind die Extrema
des Wirkungsfunktionals S(v)

Das folgt sofort aus dem allgemeinen Resultat der Variationsrechnung und un-
serem alten Resultat von S. 42 iiber die NG in beliebigen krummlinigen Koor-
dinaten: Die NG in krummlinigen Koordinaten sind gerade die Euler-Lagrange-
Gleichungen fiir die Extrema des Wirkungsfunktionals S(7).

Das Hamiltonsche Prinzip heifit “Prinzip der kleinsten Wirkung”, da das Ex-
tremum, das der Bewegung entspricht, meistens ein Minimum von S darstellt.

Vollig analoge Aussagen gelten fiir den Fall von Systemen mit holonomen Neben-
bedingungen, wobei wiederum L =T —V ist

L(g,,t) = %Zm (dﬁf;’ t>) ~V(q)

i=1

Ein vorgegebenes Wirkungsfunktional S = ftz Ldt liefert eindeutige Euler-
Lagrange-Gleichungen. Die Umkehrung gilt aber nicht: Eine wichtige Klasse
von Wirkungsfunktionalen S liefert z. B. dieselben Euler-Lagrange-Gleichung,

und zwar:
_ t1 5 t1 d
S = / Ldt =: / (cL + —G(Z, t)) dt .
to to dt

Dabei ist ¢ eine beliebige Konstante und G(Z,t) eine beliebige differenzierbare
Funktion der Variablen Z und t. Es gilt

S(7) = cS(v) + G(F1, t1) — G(Zo, to)

Da von G nur die Werte an den festen Endpunkten eingehen, gilt fiir die Varia-
tion von S

S(y+h)=S(y) =c[S(y+h) = S()]
oder “infinitesimal”: 65 = ¢0S. Das fiihrt auf Euler-Lagrange-Gleichung fiir S
von der Form
d O(cL) _ 9(cL)
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Da ¢ # 0 konstant ist, ergibt sich also nach Division durch ¢ dieselbe Euler-
Lagrange-Gleichung wie fiir .S.

Die Aussage, dass die Lagrangefunktion L := cL + dG(&,t)/dt auf dieselben
Lagrangegleichung 2. Art fiihrt, ldsst sich auch direkt, d. h. ohne Verwendung
des Hamiltonschen Prinzips zeigen. Aus dG/dt = (0G/0%) - & + 0G /0t folgt:

oL oL 9G oL oL 0 dG

und damit

d oL 0L
dt0i;  Ox;
_ (dadL 9L\  doG 0 dG
- C(Ea@_a@)+£a@_8xiﬁ

B i oL B oL
— “\dtow; o
Die Zusatzterme, die GG enthalten, verschwinden nach Vertauschung der Differen-

tiationsreihenfolge (“wie gehabt”). Also unterscheiden sich die Gleichungen durch
den trivialen konstanten Faktor, der herausdividiert werden kann.

11 Symmetrien und Erhaltungssitze

11.1 zyklische Variable

In Kapitel I haben wir, ausgehend von den NG in kartesischen Koordinaten, eine
elementare Diskussion der Erhaltungssitze fiir (Gesamt-)Impuls, Drehimpuls und
Energie gegeben. Einen ersten Kontakt mit einem Erhaltungssatz im Rahmen der
Lagrangeformulierung haben wir im Zusammenhang mit der Bewegung in einem

2-dimensionalen Zentralpotential V'(r) kennen gelernt
. m., .o 2.9
L(T’,QO,’I",QO)ZE(’T’ +TS0)_V(T)

Aus der Tatsache, dass L nicht explizit von ¢ abhéngt, folgte der “Flédchensatz”
mr?¢ = const.. Dahinter steckt ein sehr einfaches allgemeines Prinzip. Dazu de-
finieren wir:

Definition: Hangt die Lagrangefunktion L von der verallgemeinerten Koordina-
te ¢; nicht explizit ab, d.h gilt L/dq; = 0, so heifit die Koordinate “zyklisch”.

Weiterhin definiert man allgemein
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Definition: Der zu verallgemeinerten Koordinate g;
“kanonisch konjugierte Impuls” p; ist definiert als
0L

Mit dieser Definition lauten die Lagrangegleichungen 2. Art

—
pj_aqj‘

Gilt nun 0L/0q; = 0, so folgt p; = 0 und damit p; = const., d.h.

Der zu einer zyklischen Koordinate ¢; gehorige kanonisch konjugierte
Impuls p; ist erhalten.

11.2 Noethersches Theorem I (*)

Es stellt sich nun die Frage, ob es ein “tieferes” Prinzip gibt, das eine Anleitung
zur Koordinatenwahl der Art gibt, dass “moglichst viele” Koordinaten zyklisch
sind. Bereits bei der zweidimensionalen Bewegung hatten wir die Koordinaten
der Drehsymmetrie des Potentials angepasst und so den Erhaltungssatz er-
halten. Den allgemeinen Zusammenhang zwischen “kontinuierlichen” Sym-
metrien und Erhaltungssitzen liefert das Noethersche Theorem, das im
Folgenden abgeleitet wird.

Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, dass bei einer Koordinatentransforma-
tion ¢ — ¢ mit ¢; = ¢;(q,t) die Form der LG 2. Art nicht gedndert wird (S.77),
d.h. mit den LG fiir die ¢; (1=1,...n)

d (0L 0L

gilt mit L(7, ¢, t) := L(q(q,),4(4,4,t),t) auch

d (0L B oL
dt \9g;) 9
d.h. “formal” hat man dieselbe Form. Da aber L und L im allgemeinen ver-
schiedene Funktionen ihrer 2n 4+ 1-Argumente sind, erfiillen die § andere Dif-
ferentialgleichungen als die urspriinglichen ¢. Das hatten wir z.B. bei der zwei-

dimensionalen Bewegung gesehen: Die Differentialgleichungen fiir » und ¢ haben
eine andere Form, als die fiir z; und x,.
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Wir betrachten im Folgenden solche Koordinatentransformationen, fiir die die
resultierenden neuen Differentialgleichungen in den §; dieselbe Form ha-
ben wie die Differentialgleichungen fiir die ¢;. Dabei hiange die Transfor-
mation differenzierbar von einem Parameter ¢ ab. Da das wesentliche Resultat
aus dem Verhalten bei “infinitesimalen” Transformationen folgt, beschrianken wir
uns gleich auf Transformationen der Form (e € R):

G = q +ehi(q,t)

dh ¢ = Qi+€hiZQi+€<

Ohi . Ohi
ag; 7 " ot

Die Lagrangefunktion L ist gegeben als T — V, ausgedriickt durch die ¢ und g.

L(q,¢,t) = L(q(q. 1), 4(q,q,t), t) =: L(q, G, t)

Aufgrund der Uberlegungen, welche Wirkungsfunktionale zur selben Euler-Lagrange-
gleichung fiihren, folgt, dass die Differentialgleichungen in den § sicher von der-
selben Form sind, wie die Differentialgleichung fiir die ¢, falls

. ) d
L(Q> (jv t) = L(CL (jv t) + EG((L t7 6)

Koordinatentransformationen ¢; = ¢; + €h;(q, t), die diese Bedingung erfiillen, be-
zeichnen wir als “Symmetrietransformationen”.

Als einfaches Beispiel betrachten wir ein eindimensionales Teilchen in einem
duBeren Potential V (z), d.h.

Als Koordinatentransformation betrachten wir rdaumliche Translationen: h(z,t) =
a = const., d.h.

&I
Il
8

T =+ e€a ;
Das liefert

L(z,#) = L(7 — ea, i) = %i«? ~ V(% — ea) = L(%, 7)

Also folgt fiir die Differenz L(7,z) — L(Z,Z) :
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L(z,7) - L(z,7) = (%;ﬁ —V(z - ea)) - (Tfﬂ . V(:z)) = V(z) - V(7 — €a)

d ~
= — T ?
dtG(m, t,€) 7

Die letzte Gleichung ist nur fiir lineare Potentiale V(z) = — fx erfiillbar, d.h,
raumlich homogene Kraftfelder. Fiir G ergibt sich dann G = efat + const.

Jetzt zuriick zur allgemeinen Uberlegung. Die Bedingung fiir das Vorliegen einer
Symmetrietransformation lautet wegen L(q, q,t) = L(q, ¢,t)

. d -
L(q,q,t) = L(q + €h, G+ €h) + EG(Q + ¢eh,t,€)
Eine “differentielle” Form der Bedingung erhélt man, indem man beide Sei-
ten nach e differenziert und anschlieend ¢ = 0 setzt. Mit dG(q,t,€)/dt =:
edG(q,t,€)/dt erhélt man

oL oL d
0=—h;+—+ —G(q,t,0) .
0q¢; + dq; + dt (g )
Ist diese Bedingung erfiillt, so folgt unter Verwendung der Langrangegleichung
zur Elimination von 0L/0g;

d (0L
22, -  h.
- (aqih,+G) 0 d

L
g—'hi + G = const.| oder p;h; + G = const.
qi

Das ist das Noethersche Theorem:

Jede kontinuierliche einparametrige Schar von Symmetrietransformationen fithrt zu
einem Erhaltungsssatz (“Bewegungsintegral”).

Fiir das Beispiel der eindimensionalen Translationen in einem homogenen Kraft-
feld lautet der Erhaltungssatz (mz + ft)a = const. Dieses Ergenis wird spéter
allgemeiner diskutiert.

Wir wollten jetzt fiir ein System von N Teilchen (ohne Zwangsbedingungen)
untersuchen, wie sich die uns bereits bekannten Resultate als Spezialfille des
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NT ergeben. Wir verwenden hier wieder die Notation von Kapitel 2. Sei also in
kartesischen Koordinaten

L(7,#,1) = i(mm wm)—%iw(\x

)
i#]

=1
wobei wir zunéchst zulassen wollen, dass die m;, V; und v;; zeitabhéngig sind

Wir betrachten jetzt Transformationen der Form
= (fl,...f]v) 3 ﬁ: (El,ﬁg,...ﬁN)
7+ eh(T,1)

81

S
|

und priifen fiir verschiedene Formen von E, ob die Transformation fiir unsere
vorgegebene Lagrangefunktion eine Symmetrietransformation ist. Wir ver-
wenden die differentielle Form und testen, ob ein G(Z,t,0) existiert, fiir das

N
L - L =
Z(a—-hmta—.-hi):—%G( N, 1,0)

— \OT; 0T

gilt. Oder mit OL/0%; = m;@; und OL/0T; = —0V;/0x; — 3, Ovy; /0F; = f;

lautet das NT:

N , S N
Z(ﬁ}_{'z + M ﬁz) = —% = ;m@ - hi + G = const.

1=1

a) R#umliche Translation: ;(Z,t) = @ = const.

Eine rdumliche Translation in “d—Richtung” ist also Symmetrietransfor-

mation, falls ein GG existiert, so dass

N
Zﬁ:——G ... Zx,1,0)

=1
Wegen actio = reactio tragen in der Summe nur die #dufleren Krifte f&

bei, d. h. es muss gelten

N
&'_Zﬁxtza_ﬁext:_EG

1=1
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Fiir den “trivialen Fall” F¢** = () ist G = 0 wéhlbar und der Erhaltungssatz
lautet:

N
a- g m;T; = const.
i=1

Da @ fiir F=*t =0 beliebig gewéhlt werden kann, folgt die Erhaltung des
Gesamtimpulses

N
P = Zmzf = const.
i=1
Verschwinden die dufleren Potentiale nicht, aber es gilt

Vi(F+ed) = Vi(i) = @ - F =0

fiir raumliche Translationen in spezielle, durch @ gegebene Richtungen, so
gilt (G =0)

—

a- P = const.

d. h. die Projektion des Gesamtimpulses in diese Richtungen ist er-
halten. Eine Anwendung mit nicht verschwindendem G ergibt sich fiir den
Fall, dass die Kraftfelder ff“ alle rdumlich homogen sind, d. h. f:-m(fi, t) =
feot(t). Die Bedingung @ - F*** = —dG /dt ist dann erfiillt fiir

t
Gt) = —a- / Feot(¢)dt!

to

und es ergibt sich das “Bewegungsintegral”

t
a- (P - / F“t(t')dt') = const.
to

Da @ beliebig ist, gilt auch P — ftz Feot () dt' = const.

—

Raumliche Drehungen: h;(7;,t) = D;

Dabei ist D eine zeitunabhéingige lineare Abbildung so, dass B := 1+ €D
eine Drehung darstellt, d. h. BBT = 1 gilt. Daraus folgt D + DT = 0, d.h.
D ist antisymmetrisch. Also gilt in drei rdumlichen Dimensionen (s. S.82)

El(fl,t) = QBD X fl

Wegen z FL, = 7 - (Fp % :E'Z) = 0 entfillt der entsprechende Term im
“Testkriterium”, und wegen actio = reactio tragen die Zweiteilchenkrafte
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im Term mit den Kriaften nicht bei. Also lautet das Kriterium unter Ver-
wendung der bekannten Identitéiten fiir das Spatprodukt:

N
L (m % a;a-) = uC

Wie erwartet, sind also beliebige rdumliche Drehungen Symmetrietrans-
formationen, falls V; = V;(|7;]), d. h. die dufleren Kréfte Zentralkrifte
sind. Dann verschwindet die linke Seite fiir beliebige Jp und das Kriterium
ist fiir G = 0 erfiillt. Damit lautet der Erhaltungssatz:

N
E m;@; - (Pp X T;) = &@p - E T X py) - L = const.
] i=1

Da ¢p beliebig ist, folgt der Erhaltungssatz fiir den Gesamtdrehimpuls
L. Liegen keine radialsymmetrischen Potentiale, sondern Potentiale vor, die
nur eine spezielle Symmetrieachse @ haben

Vi(@;) = Vi(%; + e(@ X T7))

so ist nur die Projektion ¢ - L erhalten.

(eigentliche) Galileitransformation: /;(Z,t) = ot

Wegen actio = reaction tragen wieder nur die dufleren Krifte bei und das
Kriterium lautet:

N
, . d
tU'Femt—i"U' mla?lz——G
0 0 ;:1 dt

Falls die Massen m; zeitunabhingig sind, ldsst sich der zweite Term auf
der linken Seite als Zeitableitung des Schwerpunktvektors B = ZlNzl m;@; /M
schreiben. Zeitabhidngige homogene duflere Felder F rt(t) konnen zugelassen
werden. Das Kriterium ist fiir folgendes G erfiillt:

t
G=—i- ( / Fo () -t'dt + Mﬁ(t))

to

wobei M die (zeitunabhéingige) Gesamtmasse ist. Den zugehorigen Erhal-
tungssatz bezeichnet man als den “Schwerpunktsatz”.
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t
MR(t) = tP(t) - / R dt + M R(t) — tB(k)

to
Man erhilt dieses Bewegungsintegral (fiir den hier betrachteten Fall kon-
stanter Massen) aber auch direkt aus Integration des Impussatzes.

Damit haben wir bis auf die Energieerhaltung die bereits frither diskutierten
Erhaltungssétze erhalten:

‘ Symmetrietransformation ‘ Erhaltungssatz ‘
rdumliche Translation Impulserhaltung
rdumliche Drehung Drehimpulserhaltung
eingentliche Galileitransformation Schwerpunktsatz
? Energieerhaltung

Von den Transformationen der Galileigruppe haben wir die Zeittranslation
noch nicht betrachtet. Das liegt daran, dass wir Symmetrietransformationen der
Form ¢; = q; + €h;(q,t) betrachtet haben, bei der die “abhéngigen” Verdnderli-
chen q transformiert werden, nicht aber die “unabhéngige” Zeitvariable t. Wir
werden das allgemeine Vorgehen, bei dem die Zeit mittransformiert wird, im
iibernéchsten Abschnitt beschreiben. Wir zeigen zunéchst, wie man in der La-
grangeformulierung der Mechanik die “Energieerhaltung” auf kiirzerem Weg er-
halten kann.

11.3 Die Hamiltonfunktion

Wir betrachten eine allgemeine Lagrangefunktion L(q(t), ¢(t),t) = T(q(t), 4(t),t)—
V(q(t),t) und differenzieren nach der Zeit (SK)

dL oL. OL. OL
= ¢+ 74+ 47

dt dg; dd; ot
_d(oLy,. oL, 0L
~ @t \ag )T 8T B

— i a_L _|_8_L
— @t \og") T o

Dabei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Lagrangegleichungen be-
nutzt. Wir definieren nun die “Hamiltonfunktion” H iiber

oL
H:=p¢—-—L=—-¢—-L.
04q;
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Dann lautet obige Relation

an__oL
dt Ot

Héngt L nicht explizit von der Zeit ab, so ist H eine Erhaltungsgroéfle

oL _

E_O = H = const.

Hat die kinetische Energie T" die Form
1 .
T= §Aij(Q)Qin ;
mit A;; = Aj;, so erhélt man fiir die konjugierten Impulse
or 1 . . .
PSS 5A4ii(@)(0ug; + didiy) = Aij(a)d;

Damit gilt p;g; = 27. Fiir die angenommene Form der kinetischen Energie folgt
also

H=T+V,

d.h. die Hamiltonfunktion H ist durch die Gesamtenergie gegeben. Wie zu
Beginn von Kapitel 12 diskutiert, ist die angenomme Form der kinetischen Energie
die “generische” Form in der klassischen Mechanik.

11.4 Noethersches Theorem II

Wir betrachten nun noch den Fall von Transformationen, in denen die Zeit mit-
transformiert wird:

(Alternativ kann man die folgende “Verallgemeinerung des NT mit Hilfe des
Konzepts des “erweiterten Konfigurationsraumes” erhalten, wobei ¥ und t als
abhéngige Variable betrachtet werden (s. V. I. Arnold, Mathematical Methods of
Classical Mechanics, S. 90/91))

Wir betrachten wieder “infinitesimale” Transformationen
T = t+ Eho (t)

Gi = q(t) + ehi(q,t)
= q(t(r)) + ehi(q(t()), t(r))
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Bezeichnet man die Ableitung nach 7 mit “°”, d. h. f= df/dr, so erfiillen die
g;(7) die LG:

mit L(G(r),q (7),7) == L(q(t), q(t), t)(dt/dr).

Dies sieht man durch direkte Verallgemeinerung der Rechnung von S. 123/24
(Ubungsaufgabe) oder mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips: Mit ftzl Ldt ist auch

f;l Ldr stationir. Die Differentialgleichungen fiir die ¢;(7), haben sicher wieder
dieselbe Form, wie die fiir die ¢;(¢), falls

L(g(r).q ().7) = L(q(7),q (), 7) + —C(q(7), 7)
Also muss gelten:

EAa(0) 40, )5 = L(a(r), (7),7) + ~=Gla(r), )

Differentiation nach e und Nullsetzen von e liefert mit G = ¢G und

dr . dt .
%zl—l—eho; — %:1—6}1104-0(62),

sowie
o

s = aLteh,
ql - quT (

= G:(t)(1 — eho) + eh; + O()

das differentielle Kriterium

: 0L oL (. : OL dG
° = +aq‘,-< 0q>+8t 0
d (0L S dH dG
= (8_%h2) — hopig; — hom + e

Dabei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile angenommen, dass das Kri-
terium erfiillt ist, und haben die Lagrangegleichungen, sowie 0L/0t = —dH /dt
verwendet. Die Terme, in denen hy und ho auftreten, lassen sich als Zeitableitung
von Hhgy schreiben und man erhélt schlieilich

L
8—.hi — Hhy + G = const.
Jq;
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als Verallgemeinerung des Noetherschen Theorems. Manche Autoren verwenden
die Notation d¢; := €h; und 0t := ehy. Dann lautet nach Multiplikation mit e die
allgemeine Version: p;0q; — Hdét + G = const.

Als Anwendung betrachten wir die Zeittranslation: hy(t) = tqg = const. , h; =0
Dann lautet das differentielle Kriterium

oL, __dG
ot ° T Tt

Es ist offensichtlich erfiillt, falls 0L/0t die zeitliche Ableitung einer Funktion von
g und t ist. Sei z. B.

ml—» —
L= 2—1'2 —V(&y,...ZNn) + Lo(t)

mit zeitunabhéngigen m; und V, so ist L/0t = Lo(t) und das Kriterium ist fiir
G(t) = —to(Lo(t) + ¢) erfiillt. Mit >, p; - ; = 2T folgt

H=T+V — Lyt)
und der Erhaltungssatz h - tg — G = const. lautet

T+ YV = const

d. h. die Gesamtenergie ist (im Gegensatz zu H erhalten.) Fiir Ly = 0 ergibt
sich wieder das einfache Resultat von Kapitel 11.3.

12 Kleine Schwingungen; Stabilitidtsfragen

Wir betrachten ein System mit n Freiheitsgraden, das durch die verallgemeinerten
Koordinaten ¢ := ¢y, . ..q, beschrieben wird. Fiir das zugrunde liegende System
von N Massenpunkten sei 77 = (7,...7y) = 7(¢q) ohne explizite Zeitabhingig-
keit. Dann lautet die Lagrangefunktion

- 13 Ayl ~ Vi) = Tla.d) - Via)

i,j=1
mit N
Or, Or,
Aii(q) = My - —= = Aii(q) .
@)= S = A

Mit dem Ergebnis fiir die zugehorigen kanonisch konjugierten Impulse aus Kapitel
11.3 erhélt man die Lagrangegleichungen in der Form (SK)
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d or ov

7 [Aij(q)d;] 9~ oa ;

1=1,...n

Fiir allgemeine Potentiale V' ist das ein kompliziertes System gekoppelter nicht-
linearer Differentialgleichungen, deren Losung i.A. nur numerisch erfolgen kann.
Wir untersuchen hier, ob es trotzdem Bewegungsformen gibt, die einer analyti-
schen Beschreibung zugénglich sind.

12.1 Dynamik in der Umgebung von Gleichgewichtspunk-
ten

Die einfachste Bewegung ist keine Bewegung. Wir untersuchen daher zuerst die
Frage, ob es Werte von ¢ gibt, fiir die statisches Gleichgewicht vorliegen kann,
d.h. es gilt fiir alle Zeiten

G=0;G=0;1i=1,...n.

Da fiir ¢; = ¢; = 0 die linke Seite der Lagrangegleichung verschwindet, muss
dies auch fiir die rechte Seite gelten. Also kann statisches Gleichgewicht nur in
Punkten ¢V vorliegen, fiir die verallgemeinerte Kraft verschwindet

ov
=0
dq; @

Wir betrachten das Potential V in der Umgebung eines dieser Punkte (¢(?)). Dann
kann in jeder der n “g”-Richtungen eines der folgenden Verhalten vorliegen:

>So- 0 eemmmmm =TT —
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Hat das Potential V(q) in ¢® ein Minimum, so liegt das Verhalten a) in allen
Richtungen vor und der Gleichgewichtspunkt heifit stabil. Andernfalls (Maxi-
mum oder verallgemeinerter Sattelpunkt) heifit der Gleichgewichtspunkt insta-
bil. Der Grund dieser Nomenklatur wird im Folgenden evident.

Dazu betrachten wir das Bewegungsverhalten des Systems in einer kleinen Um-
gebung von ¢(». Um die Formeln zu vereinfachen, wihlen wir die Koordinaten so,
dass ¢(© = 0 ist. Mit dieser Wahl des Ursprungs betrachten wir also den Fall, dass
die ¢; kleine “Auslenkungen” sind. Wir linearisieren daher die Bewegungs-
gleichungen, oder dquivalent dazu betrachten in L nur Terme, die héchstens
quadratisch in den kleinen Auslenkungen sind. Da T bereits explizit bilinear
in den ¢; ist, ersetzen wir die A;;(¢) durch ihren Wert A;;(0) im Gleichgewichts-
punkt. Fiir die potentielle Energie fiihren wir eine Taylorentwicklung bis zur
zweiten Ordnung durch

V) = VO)+Y 5

1 0%V
qi + 5 ”ZZI aqi 8%‘

1
(SK) = V(0) + 5Bya4; + O(q*)
Da g = 0 nach Voraussetzung Gleichgewichtspunkt ist, verschwinden die linearen
Terme und die B;; sind die Elemente einer symmetrischen Matrix, die durch
die 2. Ableitungen des Potentials gegeben ist:

q:q; + O(q)
0

8% 8% q=0

Bi; ji
Vernachlédssigen wir jetzt Terme von 3. und héherer Ordnung in den Auslenkun-
gen, so ist die Lagrangefunktion eine Summe aus zwei quadratischen Formen

(A == A;5(0))

. .. 1
L = §AijQin - §BijQin
1: 5 1
— _—»‘A—»_ _—».B—»
5 q 2CI q

Dabei haben wir in der zweiten Zeile den Vektor ¢ = ¢;€; eingefiihrt, wobei die €;
eine Orthonormalbasis bilden.

Da die kinetische Energie eine positive Grofle ist, ist die quadratische Form der
kinetischen Energie positiv definit. Die aus L folgenden “linearisierten” La-
grangegleichungen lauten (Summationskonvention):

Aij(jj = _Biij s oder A(T: —Bi
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Man hétte diese linearisierten Bewegungsgleichungen auch direkt aus den ur-
spriinglichen Lagrangegleichungen erhalten kénnen, indem man sich auf Terme
linear in den Auslenkungen beschrinkt.

Wir rekapitulieren unser Vorgehen: Wir haben das urspriingliche (“nichtlineare”)
Problem durch ein vereinfachtes “Modellproblem” ersetzt. Fiir das Beispiel eines
Teilchens der Masse m in einer rdumlichen Dimension

haben wir also das exakte Potential V() (durchgezogene Linie) durch eine Pa-
rabel (gestrichelte Linie) ersetzt. Fiir Energien F in der Nihe von V/(0) wird das
Teilchen, wenn es sich in der Ndhe des Ursprungs befindet, kleine Schwingungen
um x = 0 ausfithren, die fir Werte £ — V/(0) durch das gestrichelte Potential
immer genauer beschrieben wird.

Die linearisierten Bewegungsgleichungen sind ein gekoppeltes System von Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung, die “von selbst” nur fiir den Fall entkoppelt sind,
in dem die Matrizen A und B diagonal fiir die gemachte Wahl der Koordinaten
sind. Im Rahmen der linearen Algebra wird gezeigt, wie man durch eine Haupt-
achsentransformation quadratischen Formen auf Diagonalform bringen kann (s.
auch die Diskussion im Zusammenhang mit dem Trégheitstensor). Wir wollen
deshalb kurz einige aus der linearen Algebra bekannten Resultate wiederholen
und Erweiterungen erldutern.
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12.2 Das verallgemeinerte Eigenwertproblem

Einen reellen linearen Raum K mit einem skalaren Produkt nennt man einen
Euklidischen Raum. Wir interessieren uns fiir lineare Selbstabbildungen des
Raumes, insbesondere fiir selbstadjungierte Abbildungen A

AZ-f=7-Af, VZ§ €K ; (dm(K)=n)

In einer Orthonormalbasis €; wird die selbstadjungierte Abbildung A durch die
symmetrische Matrix A;; dargestellt

Aij ::62"146]':1462"6]':ej'Aei:Aji-

Sei B eine lineare Selbstabbildung und b( 0) € K ein Vektor fiir den

Bb=\b

mit A € R gilt, so bezeichnet man b als Eigenvektor der Abbildung B und A\ als
den zugehorigen Eigenwert. Man kann nun folgenden wichtigen Satz beweisen:

Satz: Fiir jede selbstadjungierte Abbildung B existieren n = dim(K) linear un-
abhéngige Figenvektoren b;, die so gewéhlt werden kénnen, dass sie ein vollstandi-
ges Orthonormalsystem bilden

g,gj:é”, Z,]:]_,?’L .

Fiir den allgemeinen Beweis verweisen wir auf die Lehrbiicher iiber Lineare Al-
gebra. Fiir den Spezialfall, dass alle Eigenwerte \q, ...\, verschieden sind, ist
die Orthogonalitét der Eigenvektoren leicht zu zeigen:

Bei m-fach “entarteten” Eigenwerten bilden die zugehorigen Eigenvektoren einen
m-~dimensionalen Unterraum, fiir den sich natiirlich orthonormale Basisvektoren
angeben lassen.

In der Praxis geht man so vor, dass man das homogene Gleichungssystem
(B=A)b=0

16st. Damit nichtriviale Losungen existieren, muss die zugehorige Determinante
verschwinden

det(B — A) =0

Die linke Seite ist ein Polynom n-ten Grades in A (“charakteristisches Poly-
nom”), das im Fall, dass B selbstadjungiert ist, n reelle Nullstellen \q, ...\,
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hat. Setzt man die \; in das homogene Gleichungssystem (B — A )5 = 0 ein, so
erhilt man als die nichttrivialen Losungen gerade den (die) zugehérigen Eigen-
vektor(en).

Weniger gelaufig ist das fiir dieses Kapitel wichtige “verallgemeinerte Eigen-
wertproblem” . .
B{=XAE, AeR,

wobei A eine positiv definite selbstadjungierte Abbildung ist, d. h. alle Eigen-
werte a; in Ad; = a;d; sind positiv: a; > 0. Das verallgemeinerte Eigenwert-
problem lésst sich leicht auf das urspriingliche Eigenwertproblem zuriickfiihren,
wenn man die Abbildungen A2 und A~'/? definiert:

Sei & ein beliebiger Vektor € K. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der a; lésst
er sich nach den a; zerlegen: ¥ = """ | ¢;d;. Dann definiert man:

S +1/2
A2z = E i
i

i

Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt A¥2AY2 = A und A='/2A'Y2 = I (daher die
Nomenklatur). Wir definieren jetzt

i=AVE, E=AT1
und schreiben die EV-Gleichung Bg = )\Ag in der Form
BA—1/2(A1/25) _ )\A1/2(A1/2g) ]

Anwendung von A~/? liefert dann

(C—=MN)f=0, C=A1?2BA™Y?,

d. h. das verallgemeinerte EW-Problem fiir B und A ist auf ein gewohnliches
EW-Problem fiir C = A~'2BA~/? guriickgefiihrt.

Mit A ist auch A~/? selbstadjungiert und deshalb ist C' selbstadjungiert, falls
B es ist.

Sei nun B selbstadjungiert, dann koénnen die Eigenvektoren 7j; von C' so gewéhlt
werden, dass fiir ¢, = 1,...n gilt:

7o =0y, dh AV AV =& AS =6y .

Die EV-Gleichung fiir die 7j; liefert nach skalarer Multiplikation mit 7;

- Ciy = 6N, oder AV ATVPBATVRAYZE = N6

iJ
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d.h.

Entwickelt man jetzt einen beiebigen Vektor ¢ € K nach dem linear unabhéngi-
gen Satz von verallgemeinerten Eigenvektoren &;

n
§=> G& mit g=§& A7 = A§
=1

A7 = > g ALa =) @
2,] 7

so folgt: L ,
§-Bi = Y _q& B&a=Y N
ij i

Zur praktischen Berechnung der Eigenwerte \; und der verallgemeinerten Ei-
genvektoren é; sucht man die Nullstellen des verallgemeinerten charakteristischen
Polynoms det(B — AA), und 16st anschliefend das homogene Gleichungssystem
(B — NA)E = 0.

Bevor wir zu den Anwendungen kommen, soll noch eine alternative Behandlung
des verallgemeinerten Eigenwertproblems kurz vorgestellt werden:

Mit Hilfe von A > 0 und dem urspriinglichen Skalarprodukt kann man ein geeig-
netes anderes Skalarprodukt (Z, %) einfiihren:

(f,?j) :fA?j> \V/f>?7€K
Dann gilt:
(#,A"'Bj) = 7-Bj

= B'Z.-y=AA"'B"7.§

= A7'BT7. Ay

= (A7'B'1.9)
d. h. A7'B ist beziiglich des neuen Skalarprodukts selbstadjungiert, falls B
selbstadjungiert beziiglich des urspriinglichen Skalarprodukts ist, was wir an-

nehmen wollen. Also hat A~ B einen linear unabhingigen Satz von Eigenvektoren
7;, die als Orthonormalsystem beziiglich (x, %) gewéhlt werden kénnen

(ﬁiaA_lBﬁj) = Nibij = 1; - Bij; 5 (7, 1;) = 035 = 17; - A7 .
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12.3 Uberlagerung von Eigenschwingungen

Wir kommen nun zur Anwendung auf das Problem der kleinen Schwingun-
gen. Unser physikalisches “Modellproblem” kann nun sofort gelost werden. Wir
wéhlen als neue verallgemeinerte Koordinaten die ¢, = 5_; - Aq¢. In diesen
“Normalkoordinaten” ¢; gilt:

I~ - }
L:§Z(qi2—>\iqz'2)

i=1

und die zugehorigen Lagrangegleichungen entkoppeln

Bei der Losung hat man die Félle \; > 0, \; = 0 und \; < 0 zu unterscheiden:
Die allgemeineLosung fiir ¢;(t) lautet:

Fall 1: N, =w?>0 : @(t)=cicoswit + cosinw;t
Fall 2: )\2 =0 . q_2<t> =+ Cgt
Fall 3: N\ =—k?<0 : @(t) = cicoshkit+ cosinh k;t
Von besonderem Interesse ist der Fall, dass alle \; > 0 sind. (Auf die anderen

Fille kommen wir spéter in diesem Kapitel zuriick.)
Fiir beliebige Anfangsbedingungen ¢(0) und ¢(0) lautet die Losung dann:

qt) = i [(cf(O) . Aé;) coswjt + w% (cj'(O) . Aé;) sin wit} 5_;

i=1

Die Losung ist eine Uberlagerung von “Eigenschwingungen” oder “Eigenmo-

7

den”.

&2 ~ qt) = qé1 + q26>
&1 = @&+ @&

Falls die “Eigenfrequenzen” w; aber nicht in einem rationalen Verhéltnis ste-
hen, ist das keine periodische Bewegung.

Als einfaches Beispiel betrachten wir zwei gekoppelte gleichartige Pendel,
die sich in einer Ebene bewegen konnen.
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Als verallgemeinerte Koordinaten ¢y, go wéhlen wir ¢; := ly1 , g2 := lyps. Dann

lautet die kinetische Energie
m . .
T = 5 (47 + @)

Die Feder habe die “natiirliche” Lange dy. Der Abstand der beiden Massen ist

d(p1,02) = /(lcospr — Lcospy)? + (Isingy — Isin g1 + dy)?
= dy+ gz — 1) + O((01 — ©2)?)

Also lautet die potentielle Energie Vi der Feder mit der Federkonstanten k
1 2
VP = §k [d(p1, p2) — do]
1
= 5747(612 —q)*+0 ((Q2 - Q1)3)

Zusétzlich hat man noch die potentielle Energie im Schwerefeld. Die gesamte
potentielle Energie lautet

V. = mgl[(1—cosp;)+ (1+cospsy)] + %k(ql — )’ +0 (g1 — @)%

m k
= 2—19(Q% +a3) + 5(611 —3)* +0((@ — ¢)°)
Also erhalten wir fiir A und B
([ m 0 _( mg/l+k —k
A_<O m)’ B_( —k mg/H—k:)'
Die Sékulargleichung det(B — AA) = 0 lautet damit:
mg/l+k—Am —k B
det( —k mg/l+k —Im =0
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Nullsetzen des charakteristischen Polynoms
(mg/l+k—Am)> —k>=0
liefert die beiden Eigenwerte
M=g/l, A=g/l+2k/m,

und die zugehorigen Eigenfrequenzen sind

wlzm, w2:\/g/l+2k/m

Die zugehérigen Eigenvektoren é und 52 erhéalt man durch Lésung des homo-
genen Gleichungssystems mit eingesetztem Eigenwert. Sei {1y = §(;);€; so gilt:

_ ko —k f(l)l) _0 (5(1)1) _ (1)
. < —k K ) (f(l)z ! SN

. —k —k 5(2)1) 0 (5(2)1) _ ( 1 )
. ( —k —k ) <€(2>2 ’ §mp)  C\-1

Um bei der urspriinglichen Normierung é; . Ag;— = 0;; zu bleiben, wéhlen wir
c1 = o = 1/4/2m. Also ergibt sich (da A ~ I, sind & und & orthogonal)

"Eigenmode” 1 "Eigenmode" 2

hl 42 il a2
Die Auslenkwinkel sind gleich, Die Auslenkwinkel unterscheiden
die Feder wird also nicht ausge- sich durch das Vorzeichen.
lenkt und spielt keine Rolle, d.h. Die Steifigkeit der Feder kommt
w; = wp, wobei wy die Frequenz zum Tragen und fiithrt zu einer
eines der Pendel ist. Erhchung der Eigenfrequenz:

Wy > Wy

Wir betrachten das Anfangswertproblem, bei dem eines der beiden Pendel
ausgelenkt wird und die "Anfangsgegchwindigkeiten" beider Pendel verschwin-
den: ¢(0) = ae ; q(0) =0 . Also ist ¢(0) - A§; = 0 und

153



(7(0).,451:\/?@; q(0) - A& = %.a

Unter Verwendung der allgemeinen Losung auf S. 151 erhélt man also

qt) = oy /% <cosw1t§_;1 + cos wﬂé)

Q L« .
= 3 (coswit + coswat) €1 + 5 (coswit — coswat) €y

= « [cos (w1 _ngt) cos <w2 gwl t) €1 + sin (w1 —;M t) sin (%t) 52]

Im Fall schwacher Kopplung (ws/w; — 1) < 1, d. h. w; &~ wy ergibt sich das
Phénomen der Schwebung. Die trigonometrischen Funktionen, die w; + wy im
Argument haben, sind zeitlich schnell verdnderlich verglichen mit den Funktio-
nen, die wy —w; im Argument haben. Nach einer groflen Zahl von Schwingungen
der Pendel (zur Zeit t ~ 7/(ws — w1 )) schwingt nur Pendel 2 und Pendel 1 ist in
Ruhe, usw. In der Abbildung ist ws/wy = 1.1

0,5(]

0,(t)/a,(0)

-0,5]

1 L
150 200

0,(t)/a,(0)




Die einhiillenden Kurven (gestrichelt) sind durch = cos (wy — w1 )t/2 fiir ¢1(t)/q1(0)
bzw. £ sin (we — wy)t/2 fiir ¢2(t)/q1(0) gegeben.

Wir weisen nochmals darauf hin, dass die Bewegung nur periodische ist, falls
wo/wy eine rationale Zahl m/n, m,neN, ist. Nur in diesem Fall ist die Bahn-
kurve in der ¢; — ¢go-Ebene geschlossen.

12.4 Parametrische Resonanz
12.4.1 periodisch getriebenes Pendel 1

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass die Parameter eines harmoni-
schen Osrzillators periodisch von der Zeit abhdngen: Beim Versuch, eine Schau-
kel in Gang zu bringen wird die Lénge [ des entsprechenden “Pendels” periodisch
verandert: [(t) = I(t + T'). Wir werden diskutieren, wie sich 1/7" zur Frequenz
der frei schwingenden Schaukel verhalten muss, “damit die Schaukel in Gang
kommt”. Ein anderes Beispiel ist ein mathematisches Pendel, dessen Aufhénge-
punkt sich in vertikaler Richtung periodisch im Schwerefeld der Erde bewegt.

Die Bewegungsgleichung erhilt man leicht im Lagrangeformalismus (Ubungsauf-
gabe) (w§ = g/1)

¢+ wp <1+?)singo=0

Im Fall kleiner Schwingungen |¢| < 1 erhélt man also (¢ — )
2 (t)

i+wit = —wi—‘z

Wir schreiben die Gleichung allgemein in der Form

i+t =0; W (t)=w*t+T)
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Diese Differentialgleichung 2. Ordnung in der Zeit lésst sich auch als ein System
von zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung schreiben: Sei x; := x ; x5 := Z, so
gilt

Lt‘g = —w2(t)a:1,

%(2) N <—w02(t) é) (2) ’

Wir haben also die Losungen eines homogenen Differentialgleichungssystems x =
A (t)x zu diskutieren, wobei A(t) eine zeitabhéngige lineare Abbildung ist. Wir
wollen dies gleich etwas allgemeiner untersuchen.

oder in Matrixform

12.4.2 Lineare Differentialgleichungssysteme mit zeitabhéngigen Ko-
effizienten

Wir betrachten ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung

(1) = A(DT(1) ,

wobei A(t) eine zeitabhéingige lineare Abbildung R® — R™ ist. Fiir eine feste
Orthonormalbasis {€;},i = 1,...n ist dies dquivalent zur Matrixform x = A(¢)x,
mit dem “Spaltenvektor” x.

Es seien nun Z(t) und #5(t) Losungen des Differentialgleichungssystems. Dann
sieht man durch Einsetzen sofort, dass auch ¢;7(t) 4+ c2@5(t) Losung ist, wobei
c1 und ¢ beliebige Konstanten sind. Die Losungsgesamtheit bildet einen linearen
Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen. Die Losung des Anfangswert-
problems schreiben wir wie folgt

Z(t) = Ult, to)Z(to) ,
wobei U eine lineare Abbildung ist. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

d —
(EU(t,to) - A(t)U(t,to)) #(ty) =0 .

Damit U (t, tg) die Zeitentwicklung des Systems fiir beliebige Anfangsbedingun-
gen 16st, muss gelten

LU(t,10) = AOU (1) Ultoto) =1,
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wobei bei unserer Betrachtung auch ¢ und t; beliebig waren. Also gilt fiir die
Zeitentwicklung von t; nach £, ebenso

T(ts) = Ulty, t1)Z(t1) = Ulte, t1)U(t1, t0)Z(t0)
oder .f(tg) = U(tz,to)f(to)

Da hier wiederum Z(tg) beliebig ist, folgt

Ulta, to) = Ulta, t1)U(t1, o) -

Eine explizite Darstellung von U(t,ty) als Matrix beziiglich einer Orthonormal-
basis {€},...€,} kann man z. B. dadurch erhalten, dass man die n Anfangswert-
probleme Z(tg) = ¢€; , 1 =1,...n 16st.

Sei also Z;(t) = U(t, tp)€;. Fasst man die n Losungen ( “Spaltenvektoren”) zu einer
Matrix zusammen, so erhélt man U(t, o)

(x1(t),%a(t), ..., x,(t)) = U(t, to)( e1,eq,...€,) = U(t, to)

Einheits n-n Matrix

In der Theorie der Differentialgleichungen heifit die entsprechende Matrix auch
“Wronskimatrix”. Von besonderem Interesse ist die Determinante dieser Ma-
trix (da die Determinante einer linearen Abbildung unabhéngig von der gewéhlten
Basis ist, konnen wir statt det U auch det U schreiben)

W(t, t()) = det U(t, t()) .

Man nennt W die “ Wronskideterminante”. Fiir sie gilt eine einfache Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung;:

d . . det U(t + At, to) — det U(t, to)
a0 = A At
A t —
(det AB — det Adet B) — lim det U(t + At, ) det U(t, to) — det U(t, o)
At—0 At
(. detU(t+ At t) — 1
- <Alirilo At ) Wit to)

Taylorentwicklung nach At von U(t 4+ At,#') mit beliebigem ¢’ liefert
Ult+ At ') =U(t,t') + At%U(t,t’) +=UE) + AtAQ)U () + ... .
Also gilt fiir ¢/ =t wegen U(t,t) =1
Ut + At t) = I + A(t) At + O(A?) .
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Durch direkte Berechnung der Determinante det U(t + At, t)

1+ AnAt ApAt e A At
Ax At 14+ ApAt ... Ay, At
det . )

= (1 +AnAY (14 ApAt) .. (1 + A, At) + O(A?)
= L+AtY A;+0(AP)
=1

sieht man, dass

det(1+ A(t) At + O(At?)) =1 + At SpA(t) + O(At?)

gilt, wobei die “Spur” SpA(t) := Y., A;(t) die Summe der Diagonalelemente
der Matrix A ist. (Ebenso wie die Determinante ist die Spur unabhingig von
der gewihlten Basis.) Jetzt kann der Limes At — 0 ausgefiihrt werden und man
erhélt

Fiir den wichtigen Spezialfall, dass die Spur von A(t) fiir alle Zeiten ver-
schwindet (wie bei unserem Beispiel von S. 156), folgt daraus W = 0, d.h.

SpA(t) =0: det U(t,to) = W(t,to) = W(to, to) = det U(to,to) =1 ,

d.h. det U =1 fiir beliebige Zeitargumente. Da det(x;(t),x2(t), . ..x,(t)) die Be-
deutung des Volumens des von 77,...7y aufgespannten Parallelepipeds hat,
bleibt dieses Volumen in diesem Fall “erhalten”. (Ein sehr dhnlicher Beweis wird
uns spater den Liouvillschen Satz liefern.)

Fiir allgemeine Abbildungen A(t) kénnen die Losungen des DGI-Systems nur nu-
merisch bestimmt werden. Wir interessieren uns im Folgenden fiir zwei Sorten

von Spezialfillen:

a) A(t) ist zeitunabhingig:
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Dann héngt U offensichtlich nur von der Zeitdifferenz ab und kann durch Ex-

ponentiation der Matrix A erhalten werden (wie im trivialen Fall n = 1, d.h.
T = Ax)

U(t,to) = U(t—to,O)EU(t—to)

Die zweite Zeile verifiziert man sofort durch Einsetzen in das DGI-System. Wahlt

man obdA ¢y = 0, so lautet die Losung Z(t) mit der Anfangsbedingung Z(0) = &
also

f(t) = 6Atf0

Zur tatsdchlichen Berechnung von #(t) muss die Exponentiation der Matrix nicht
explizit durchgefiithrt werden. Besonders einfach ist der Fall, in dem die Eigen-
vektoren {@;} von A eine Basis des Vektorraumes bilden. Das ist sichergestellt,
falls A selbstadjungiert ist, oder wenn alle Eigenwerte \; von A verschieden
sind. Dann kann man 7y nach den Eigenvektoren zerlegen

n
To = E Ci;
i=1

(Mit Hilfe der “reziproken Basis” {a;}, fiir die a; - a; = 0;; gilt, lauten die Ent-
wicklungskoeffizienten ¢; = a; - 7y. Dabei sind die a; Eigenvektoren zu A7).

Wegen A™a@; = (\)™a; gilt e'd@; = e*'@; und damit

n
f(t) = ZCZ' e’\it C_I:Z
i=1

(Treten komplexe EW \; = a; + if3; auf, so ist bei reellen Matrizen A (reelle
Sékulargleichung!) auch \¥ EW und der zu A\! gehorige EV ist der zu a; komplex
konjugierte Vektor @;. Anstatt nach {@e*’ , @e*'} kann man dann nach den
beiden reellen Vektoren

{eait(cos Bit Red; — sin it Imd;), e (sin B;t Red; + cos Bit Imd})}

entwickeln.)

Im Fall entarteter Eigenwerte bei nichtsymmetrischen Matrizen kénnen zusétz-
lich Polynome in ¢ auftreten, wie man am zweidimensionalen Beispiel
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A=)

sieht. Die Eigenwerte sind \; o = a, es existiert aber nur ein Eigenvektor a ~ (é)
Direkte Berechnung von e?? liefert

At = el

A

da (A — al)™ = 0 fiir m > 2. AuBerdem haben wir die Produktformel e4*8 =
eeP benutzt, die auch fiir lineare Abbildungen mit AB = BA gilt. Der Beweis
ist dann vollig analog zum Fall mit reellen oder komplexen Zahlen.

Also ergibt sich fiir x(¢):

1) 2)

Lo Ty at
t) = bt .
X0 [Q?)* (o)]

Auf die allgemeine Diskussion bei entarteten Eigenwerten von nichtsym-
metrischen Matrizen soll hier verzichtet werden (s. z. B. F. Erwe, Differenti-
algleichungen, BI-Taschenbuch, Bd. 19), d. h. wir betrachten den Spezialfall, in
dem die Eigenvektoren {a@;} eine Basis des n-dimensionalen Vektorraums bilden:

A—al)t+alt _ e(A—al)tealt

Das Verhalten von Z(t) wird wesentlich durch die Eigenwerte \; bestimmt. Man
zerlegt den Vektorraum in drei Teilridume, in denen die Eigenvektoren von A
mit

i) Re(\;)) <0 : “stabiler Unterraum” ,

ii) Re(A;) >0 : “instabiler Unterraum” ,

iii) Re(\;)) =0 : “Zentrumsunterraum” ,
jeweils eine Basis bilden. Zerlegt man nun Z, sowie Z(t) entsprechend, d. h.
Fo= 2 + @) + & wd (1) = 7O (1) + 20 (1) + Ft) |
so gilt fiir grofle Zeiten
i) 79 (t)] == 0
i) 2] = 0o, falls |2 >0
i) [#9(t)| < C , Vt (im Spezialfall).
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Dies verwendet man um gewisse Definitionen und Aussagen zu machen:

a) Gilt fiir alle Eigenwerte Re()\;) < 0, so nennt man die Losung asympto-
tisch stabil zum Ursprung, da Z(¢) — 0 fiir ¢t — oo gilt.

b) Existiert mindestens ein Eigenwert mit Re(\;) > 0, so nennt man die

allgemeine Losung Z(t) instabil, da ein beliebig kleiner Anteil fgu) zu
|Z(t)] — oo fiir t — oo fiihrt.

c) Existiert kein Eigenwert mit Re();) > 0, aber Eigenwerte mit Re()\;) = 0,
so nennt man die Losung stabil, da |Z(¢)| fir alle Zeiten beschrénkt bleibt.
Die letzte Aussage gilt aber nur fiir den betrachteten Spezialfall, in dem
keine t-Potenzen wie auf S. 160 auftreten. Auch in der am Ende des Kapi-
tels kurz skizzierten Stabilitétstheorie fiir Systeme nichtlineare Differen-
tialgleichungen ist die Diskussion, die Fall ¢) entspricht am kompliziertesten.

Fiir n = 2 ldsst sich die Struktur der Phasentrajektorien (im linearen Fall) leicht
angeben. Es ergibt sich z.B. fiir den Fall reeller Eigenwerte, wenn sie verschieden,

und verschieden von Null sind

Al < A2 < 0 (Senke) A1 <0 < Xp (Sattel) 0 < A1 < A2 (Quelle)

Fiir komplexe Eigenwerte \ = v £ iw ergibt sich folgendes Bild

P /
7 A

7<0 ¥y=0 7>0

Fiir reelle Eigenwerte muss man den Fall entarteter EW, sowie verschwindender
EW gesondert behandeln.
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B) A(t) ist periodisch: A(t) = A(t+T), Vit

Dann spielt es offensichtlich keine Rolle, ob man zur Zeit t, oder zur Zeit to + T
startet:

Ut + T to+T) = Ult, to) .

Eine besondere Rolle spielt hier die Zeitentwicklung iiber eine Periode
UT(tO) = U(to + T, to) .

Dann benétigt man zur Beschreibung einer beliebigen Zeitentwicklung nur Ur (o)
und Ul(t, o) fiir 0 <t < T,z B.

Ut+T+ty,tg) = Ut+T+tg, T+1to) U(T +to,to)
== U(t"—to,to) UT(t())

Setzt man ¢t = ' + T so folgt U(t' + 2T + to,to) = U(t' + to,to)(Ur(ty))? ete., d.
h. fiir m € N gilt

U(t +ml + to,to) = U(t + to,to)(UT(to))m .

12.4.3 periodisch getriebenes Pendel 11

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen kommen wir zu unserer physikalischen
Fragestellung zuriick: Wir wollen untersuchen, ob fiir das vorgegebene Differen-
tialgleichungssystem Losungen existieren, bei denen die Auslenkung (“der
Schaukel”) mit der Zeit anwichst. Aus obiger Identitdt sieht man, dass das
Losungsverhalten im Wesentlichen durch Ur () bestimmt ist. Fiir beliebige An-
fangsbedingung #(to) gilt:

Z(mT +to) = (Ur(to))™Z(to)

Falls die Zeitentwicklung iiber eine Periode, Up(ty), einen Eigenwert A besitzt,
fiir den |As| > 1 ist, so wichst Z(t) iiber alle Grenzen, falls man als Anfangsbe-
dingung den (oder einen der) zugehorigen Eigenvektor(en) @~ wéhlt

( UT(tO)ﬁ> = )\>ﬁ>)

f(mT + t()) = (UT(to))mﬁ> = )\7;11_[>

Fiir das Anwachsen der “Auslenkung” Z(t) ist es hinreichend, dass Z(to) in einer
Zerlegung nach Basisvektoren einen Anteil proportional zu @~ hat. Also muss
man zur Frage der Stabilitdt die Eigenwerte von Ur(ty) berechnen. Wir wollen
dies fiir unseren zweidimensionalen Fall tun (U = Ur(ty))
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Ur—A U _ 2 _
det( U, U22_)\)—0 SN SpU A+detU =0 .

=Nty Tk

Damit erhélt man die Eigenwerte

Sp U=+ /(Sp U)? —4detU
5 .

Mg =

In unserem Beispiel von S. 156 gilt wegen SpA = 0 mit der Dgl. fiir die Wrons-
kideterminante det U = 1 = A\ \g, d. h.

SpU++/(SpU)?2—14
)\172: 9 .

Fir [Sp U] < 21ist Ay = A5 und [\ = |Xg| =1.

Fir |Sp U‘ > 2 1ist )\1,)\2 reell, mit A\jAy =1 ; Z. B. A\ > 17)\2 <1.

Also existieren anwachsende Losungen fiir |[Sp U| > 2. Das Auftreten solcher
“instabiler” Losungen bezeichnet man als parametrische Resonanz.

Zur Berechnung von Sp Ur(tp) muss man zuerst Ur(ty) berechnen, was fiir den
allgemeinen Fall periodischer w?(t) nur numerisch méglich ist. Daher beschrinken
wir uns zunéchst auf den Fall kleiner Variation der zeitabhéngigen Frequenz

WiHt) = wi +ewda(t) ; a(t)=at+T)

Fiir den Grenzfall € = 0 ldsst sich Up(to) leicht berechnen. Wir wihlen (oBdA)
to = 0. Aus der allgemeinen Losung

x(t) = ¢ coswpt + cosinwypt

(t) = —wocy sinwyt + wocy cos wot

folgt 21(0) = x(0) = ¢1, 22(0) = #(0) = cowp. Die Losungen x;(¢) und xo(t) fiir
die Anfangswerte e; und e, lauten daher

cos wot L gin wyt
Xl (t) — C'UO ’ X2 (t) — wo 1 WO ]
—wy sinwyt cos wot

Fir ¢ = T bilden die beiden Spaltenvektoren zusammen die Darstellung von
U(0), wobei © fiir ¢ = 0 steht

1 .
0) _ cos wol’ o; Sin wol’
Uz (0) (—wg sinwyT  coswyT )
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Also ist
Sp U}O)(O) = 2coswoT ,

und wir erreichen den kritischen Wert |Sp U| = 2 fiir

wol =nm , neN.

Mit der Definition w.,; := 27/T der duBeren (“Schaukel”)Frequenz erwartet
man also fiir € # 0 anwachsende Losungen in der Umgebung obiger Resonanzbe-
dingungen

2
Wert = —Wwp ;3 n=12,...
n

In der Praxis beobachtet man parametrische Resonanz nur fiir kleine n (n =
1,2 und manchmal n = 3). Die Griinde dafiir werden spéter diskutiert.

Um das Verhalten fiir € # 0 zu diskutieren, betrachten wir den exakt l6sbaren,
aber leider nicht ganz typischen, Fall zeitlich stiickweiser konstanter Frequenz
w(t) in &+ (w(t))?x =0

() = wo(l+e)=w, 0<t<T/2
= wll—e)=w_ T/2<t<T

Dann erhdlt man mit x4 1= w. T/2

Up(0) = UW-)N(T,T/2) U“)(T/2,0)
U“-)(1/2,0) U“)(T/2,0)

cosr_ L sinz_ cosry,  — sinx,
— w_ w4
—w_sinwr_  cosx_ —wysinr,  cosxy

_ Yt g i
cosw_ cosxy — tsinz_ sinx, ..
N /. coST_CcosTy — = sinz, sinw_

Die AuBlerdiagonalelemente werden nicht benétigt, da in das Resonanzkriterium
nur die Spur von Ur(0) eingeht. Parametrische Resonanz trifft auf, falls € so
gewahlt ist, dass

w w_

|Sp Ur| = |2cosz_ coszy — <—+ + —) sinz_sinz,| > 2

w_ W
gilt. Betrachtet man w.,; = 27/T als gegeben, so kann man in der (wy, €)-Ebene
die Bereiche parametrischer Resonanz graphisch darstellen (s. u.). Die Grenzkur-
ven sind durch [Sp Ur| = 2 bestimmt. Mit der Abkiirzung

1 fwy  w_o 2¢2
A==-|—+—)—-1= >0
2(w_+w+) 1—¢
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und der Verwendung der trigonometrischen Relationen cos acos 3 = [cos(a+ f)
+cos(a— )], sinasinf = % [cos(a — ) — cos(a + )] lautet das Kriterium fiir
die Grenzkurven

[(2 4+ A)cos(woT) — Acos(ewT)| =2,

d. h.
coswoT = +1 — 2 [£1 — cos(ewoT)] .

Das fiihrt auf folgendes Bild fiir das Auftreten parametrischer Resonanz (Ubungs-
aufgabe)

€
b

VYN
i

Bereiche parametrischer Resonanz

Wie bereits erwdhnt, ist das untersuchte Beispiel nicht in jeder Hinsicht ty-
pisch. Fiir den Fall w(t) = wo(1 + ea(t)) mit einer glatten Funktion a(t) (z.
B. a(t) = sinwe,t) werden die Resonanzgebiete um we,y = 2wp/n fir groe n
sehr schmal (sie verschwinden wie €").

Fiir den Fall endlicher Reibung muss € einen kritischen Wert {iberschreiten,
damit parametrische Resonanz auftritt.

~<*)°/c«)mct

vy
Yy
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Fir das Modell von S.7 ldsst sich die Rechnung ebenfalls wieder analytisch
durchfiihren, falls Reibung vorliegt ( & = —vi& — w(t)?z, Ubungsaufgabe) . We-
gen Sp A(t,e) = —v ist hier det Ur(tg) = e T (unabhingig von ¢), und die
Grenzbedingung fiir parametrische Resonanz lautet

Sp Ur +/(Sp Ur)?2 — 4e T
2 - )

d.h.
1Sp Up| = 14 e = 27772 cosh(yT/2) .

Mit Hilfe der allgemeinen Losung fiir den geddmpften harmonischen Oszillator
sieht man, dass |Sp UY| = 2e777/?| coswoT| < 2777/2 gilt, was zur Folge hat,
dass |¢| einen kritischen Wert iiberschreiten muss, bevor parametrische Resonanz
auftritt . Die kritischen Werte, die |€| fiir we,; &= 2wp/n zu iiberschreiten hat,
nimmt fiir grofle n schnell zu. Daher tritt parametrische Resonanz am leichtesten
flirn =1, d. h. we =~ 2wy auf. Das kennt jeder “experimentell” von Schaukeln.

Die gesamte Theorie darf nur so lange angewendet werden, wie die Auslenkung x
klein bleibt. Fiir hinreichend grofle x miissen die nichtlinearen Terme beriick-
sichtigt werden (s. auch die Diskussion am Ende des Kapitels). Im Beispiel von
S. 156 ist die Ndherung sin ¢ &~ ¢ dann nicht mehr erlaubt.

Ab hier ist der Rest des Kapitels *-Material.

Wir untersuchen als néchstes, ob beim Beispiel von S. 155 die Umgebung der
instabilen Pendelposition, bei der das Pendel senkrecht nach oben steht, “sta-
bilisiert” werden kann, wenn a(t) geschickt gewéhlt wird. Mann nennt dieses
Phé&nomen auch “dynamische Stabilisierung”. Ein &hnliches Phénomen hat-
ten wir bereits beim schweren symmetrischen Kreisel kennen gelernt.

Es stellt sich heraus, dass dies durch hinreichend schnelle Oszillation von a(t)
tatséchlich erreicht werden kann. Fiir ¢ = 7 4+ 2 und =z < 1 lautet die Bewe-
gungsgleichung

"
i —wir = Wl @x ;oalt)=alt+1T)
9

Um die Rechnung analytisch durchfiihren zu kénnen, nehmen wir an, dass a(t)
stiickweise aus Parabeln zusammengesetzt ist.
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Wir nehmen an, dass ao/l =: €2 < 1 und g/c =: pu? < 1 ist. Die Differentialglei-
chung lautet im Intervall 0 < ¢ < 27:

5&+w§<£—1)x =0 0<t<T)

g

i—w§<g+1)x =0 (T <t<27T) etc.
g

Mit 02 1= w? <§ - 1) und k := w3 <§ + 1) erhélt man

U (0) = URQr, 1)UV (r,0)
U® (1,0)UD(r,0)
[ cosh kT fsinh kT cosQr  sinQr
~ \ksinh k7 cosh kTt —QsinQr  cos Q1
Und daraus

ko Q
Sp Us,(0) = 2 cosh k7 cos Q1 + (5 — E) sinh k7 sin Q7 .

Die urspriinglich instabile Lage wird stabil, falls |SpUs,| < 2 ist. Im Limes p — 0,
d. h. ¢/g — oo verschwindet der zweite Term und Qr — k7 — 24/2¢. Fiir kleine
x gilt coshz cosz =1 — 2%/6 + O(2%). Also ist das Kriterium im Limes pu — 0
erfiillt. Entwicklung der Funktionen bis zu Termen vierter Ordnung in ¢ und u
liefert als kritischen Wert fiir das Beschleunigungsverhiltnis (Ubungsaufgabe)
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Eine anschauliche Diskussion dieses Phénomens geschieht in Landau-Lifschitz
Bd.1 mit der “Methode der Mittelung”.

Zum Abschluss des Kapitels geben wir noch eine kurze Diskussion zur Frage der
Stabilitdt bei einem allgemeinen System nichtlinearer Differentialgleichungen

x = f(x) .

Das beinhaltet natiirlich auch das zu Beginn des Kapitels untersuchte Beispiel
eines Teilchens in einer Dimension N =1, d =1

i) = (i)
dt \v —%%—‘;

Die Beschrinkung auf autonome Systeme stellt keine wirkliche Einschriankung
dar, da wir in Kap. 3 bereits gezeigt haben, dass man durch Erhchung der Zahl
der unabhéngigen Variablen um Eins von einem nichtautonomen System zu ei-
nem autonomen System iibergehen kann.

Wir betrachten zunéchst die Frage der Stabilitdt der Fixpunkte x*, fiir die
f(x*) = 0 gilt. Man nennt den Fixpunkt stabil, falls ein Punkt in der Néhe von
x* in der Nidhe von x* bleibt. Préziser:

Definition 1: Der Punkt x* heifit “stabil” (oder Liapunov-stabil), wenn zu jeder
Umgebung U von x* eine weiter Umgebung V' von x* existiert, so dass alle x(t)
mit x(0) € V fiir alle Zeiten ¢ > 0 in U bleiben.

Definition 2: Der Punkt x* heifit “asymptotisch stabil”, wenn eine Umge-
bung V' von x* existiert, so dass fiir alle Trajektoren mit x(0) € V' gilt
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limy o0 x(2) — x*.

Die Nomenklatur von S. 161 war bereits diesen beiden Definitionen angepasst.
Wie bereits mehrfach gesehen, ist die geeignete Methode zur Untersuchung der

Stabilitdt eines Fixpunktes die Linearisierung der Gleichung, d. h. man setzt
x = X* + u und erhélt nach Taylorentwicklung

mit dem Restglied Ry+, das fiir u — 0 schneller als |u| verschwindet. Definiert
man die Matrix

ofi
Dfx* ij )
( )] azj »
so lautet die linearisierte Gleichung
u= (Dfx*) u .

Fiir das Beispiel eines Teilchens im eindimensionalen Potential erhélt man

0 1
Dfx*:
— | 0

An den Fixpunkten gilt v = 0 und 9V/0x = 0.

Analog zur Diskussion auf den S. 160/61 untersucht man nun die EW der Matrix
Df,- . Die Aussagen a) und b) von S. 161 gelten dann analog

a) Besitzen alle EW von Df negative Realteile, so ist der Fixpunkt asym-
ptotisch stabil.

b) Existiert mindestens ein EW mit Re()\;) > 0, so ist der Fixpunkt instabil.
Im Fall ¢) gilt dagegen:

¢) Besitzt Dfy« keinen EW mit positivem Realteil, jedoch mindestens einen
EW mit verschwindendem Realteil, so kann man das “Restglied” immer so
wéhlen, (d.h. verschiedene Funktionen f mit demselben Dfy.) dass man,
je nach Belieben, Stabilitéit oder Instabilitéit erhélt.
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Wir konnen diese Aussagen hier nicht beweisen. Den “kritischen Fall” ¢) kann
man aber leicht an einem Beispiel verdeutlichen . Wahlt man in einer Raumdi-
mension eine Reibungskraft —nia? fiir einen harmonischen Oszillator, so lautet
die Bewegungsgleichung: & + niz? + wix = 0 oder

i iy 0 1 X1 _ 0
dt\xy)  \—w? 0) \ " 2329

Das linearisierte Problem hat die EW =+iwy. Fiir n = 0 ist der Fixpunkt (0,0) ein
Zentrum. Fiir n > 0 erhélt man eine “schwach anziehende Senke” fiir n < 0 eine
“schwach abstoSende Quelle”. Das erkennt man, wenn man die zeitliche Ande-
rung E der Energiec E = T + V betrachtet (s. S. 20). Die Energie spielt hier die
Rolle einer “ Liapunov-Funktion”. Der auf der Methode von Liapunovfunk-
tionen basierende Zugang zur Stabilitdtsanalyse wird hier aus Zeitgriinden nicht
dargestellt. Auflerdem gibt es kein allgemeines “Kochrezept” zum Auffinden sol-
cher Funktionen.

Im obigen Beispiel hatte das Hinzufiigen der Reibungskraft —nzz? mit beliebig
kleinem 7 drastische Auswirkungen. Die Frage, ob sich das Losungsverhalten in
der Umgebung eines Fixpunktes durch Hinzufiigen eines kleinen Zusatzterms zur
Bewegungsgleichung qualitativ &ndert, bezeichnet man als Untersuchung der
“strukturellen Stabilitat” der Losungen. Wir betrachten daher Differential-
gleichungen vom Typ

x = f(x) +eg(x) ,

wobei f und g wie immer als “hinreichend glatt” angenommen werden. Die linea-
risierte Version lautet dann fiir x(¢) = x* 4+ u(t)

u = (Dfy- + eDg,.)u .

Hat Df, keine EW mit verschwindendem Realteil, so gilt dies fiir hinreichend-
kleine € auch fiir Dfy« 4+ €Dg,., da die Eigenwerte stetig von ¢ abhéngen. Man
erhélt also fiir hinreichend kleine € dasselbe Verhalten a) oder b) von S. 169 wie
im Fall ¢ = 0 und spricht von struktureller Stabilitéit.

Ein “Umschlagen” des Stabilitdtsverhaltens kann also nur auftreten, wenn Df -«
mindestens einen EW mit verschwindendem Realteil hat. Die so genannte
“ Bifurktionstheorie” befasst sich mit der Untersuchung des Stabilitétsverhal-
tens bei Anderung eines oder mehrerer Parameter im Differentialgleichungssy-
stem. Aus Zeitgriinden beschrinken wir uns auf einfache Beispiele.

Der Rest folgt.
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13 Starrer Korper 11

13.1 Eulersche Winkel

Hier werden die Eulerschen Winkel eingefiihrt und damit die Lagrangefunktion
fiir den schweren Kreisel mit festem Drehpunkt aufgestellt. Fiir den Spezialfall
des schweren symmetrischen Kreisel ergeben sich daraus wieder die Resultate
von Kap. 8.2.

Der Text folgt.

13.2 Rollen und Gleiten*

Dies ist ein einfaches Beispiel fiir nicht-holonome Nebenbedingungen.

Der Text folgt.
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Teil 111
Hamiltonsche Mechanik

Mit Hilfe einer sogenannten “Legendre-Transformation” kann man von den La-
grangegleichungen, die fiir ein holonomes System mit n Freiheitsgraden ein Sy-
stem von n Differentialgleichungen zweiter Ordnung bilden, iibergehen auf ein
System von 2n Differentialgleichungen erster Ordnung. Dass dies immer moglich
ist, haben wir im Laufe der Vorlesung bereits mehrfach verwendet. Bei der Um-
formung auf die Hamiltonschen Gleichungen geschieht das auf eine wohldefinierte
sogenannte “kanonische” (mustergiiltige, mafligebende) Art. Die resultierenden
Gleichungen heiflen Hamiltonsche Gleichungen. In diesen Gleichungen tritt
die Hamiltonfunktion auf, die wir bereits in der Diskussion iiber die Energie-
erhaltung (S. 141) eingefiihrt haben. Die Variablen in den Hamiltonschen Glei-
chungen sind neben den verallgemeinerten Koordinaten die verallgemeinerten
Impulse p; = IL/0q;.

Abgesehen vom “praktischen Nutzen” der Hamiltonschen Mechanik, z.B. in der
“Chaostheorie”, ist ihr Studium wichtig, da sie den Ausgangspunkt fiir die Quan-
tenmechanik und die statistische Mechanik liefert.

14 Hamiltonsche Gleichungen

In Teil IT der Vorlesung hatten wir die verallgemeinerten Impulse p; mit Hilfe
einer gegebenen Lagrangefunktion L(q, ¢, t) definiert als

. 9L(q, 4, 1)
o G
Wir nehmen nun an, dass die Determinante von 9*L/9¢;0q; von Null verschieden
ist, so dass man die ¢; durch ¢ und p ausdriicken kann

Dann definiert man die Hamiltonfunktion H als (Summationskonvention)

H<qap7 t) = plql<q7p7 t) - L(qvq(q7p7 t)7t> .

Diese Art von Variablentransformation bezeichnet man als Legendretransfor-
mation.

Wir erldutern kurz die geometrische Bedeutung fiir den Fall einer Verédnderlicher:
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Sei f(x) eine konvexe Funktion, d. h. f”(z) > 0. Dann ordnet eine Legendre-
transformation f eine neue Funktion g wie folgt zu:

Man bestimmt x(s) fiir vorgegebenes s so, dass der vertikale Abstand G(s,z) =
st — f(z) maximal wird

dx
Da f konvex ist, erhilt man eine eindeutige Losung. Nur definiert man die Le-
gendretransformierte g von f als

(8(})8 s @) 202 ) =

9(s) := sa(s) — f(z(s)) = G(s, 2(s))

Jetzt zuriick zum Ubergang von der Lagrange-Mechanik zur Hamiltonschen Me-
chanik. Mit Hilfe des vollstandigen Differentials von L(q, ¢, t)

oL oL . oL

ar = g+ g+
0" 9" T o

oL oL

= ——dg; + pidg; + —-dt ,

Bg; "4 Pt 5y

lautet das von Differential von H

dH = pidg; + ¢dp; — dL
oL

oL
= —o—dgi+ qidpi — — -
og, " TGP
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Vergleicht man dies mit

OH OH OH

H=""dg + —dp, + —

so folgt
,4_0H_ 0L__8H_ _8_L_0_H
Yo 0a g ot ot

Da L als Funktion von ¢ und ¢, die Hamiltonfunktion aber als Funktion von ¢ und
p behandelt wird, sollte man genauer bei den partiellen Ableitungen als Index
angeben, welche Variablen festgehalten werden, z. B. bei der letzten Relation

(), (&)
ot ) .4 ot ) ,»

Verwendet man jetzt noch die Lagrangegleichungen p; = dL/0q; , so erhélt man
die Hamiltonschen Gleichungen(HG)

. OH . OH _
i = s g = — s 1=1,....n
E Opi b g

Die Hamiltonschen Gleichungen bilden ein System von 2n Differentialgleichungen
erster Ordnung fiir die Variablen p und ¢q. Wegen ihrer formalen Einfachheit und
Symmetrie (s. spéter) heiflen sie auch “kanonische” Gleichungen.

Als Beispiel fiir den Ubergang von der Lagrangefunktion zur Hamiltonfunktion
betrachten wir die Lagrangefunktion

1 .
L=T-V =354;(a,t)ad; — V(a,?)
mit A;; = Aj;. Das liefert als kanonische Impulse (s. S. 142)

oL .
bi = % = Aijgj -

Da die kinetische Energie T positiv ist, gilt det A > 0, d. h. A~! existiert, und
obige Relation liefert

g = (A_l)ijpj .

Wegen p;¢; = A;jq;¢; = 2T erhélt man
H=2T-(T-V)=T+V,

174



wobei aber T' durch p und ¢ ausgedriickt werden muss

1 . 1 _
T= ipiQi = §pi(z4 1)2‘ij )

und damit fiir H

1
H(q,p,t) = 51%(14_1)2‘]‘]%’ +Vig,t) .

Fiir den einfachsten Fall n = 1 und a = m gilt dann

P2
H=—+V(q,1).
o TV (@:t)
In unserem Beispiel liefert H die Gesamtenergie T+ V. Das gilt immer fiir skle-
ronome Systeme und “ruhende” Koordinatensysteme aber nicht im allgemeinen

Fall.

Die Hamiltonfunktion ist eine Erhaltungsgrofle, falls L nicht explizit von der
Zeit abhéngt, da

dH 0L

dat ot
wie auf S. 142 gezeigt. Wir zeigen dies nochmals unter Verwendung der Hamil-
tonschen Gleichungen

dH OH oOH OH

pr = 8—%%%-8—])2.1%—%%
L 0L 0L
= Piq; T q;P; o

Da H aber nicht immer die Gesamtenergie liefert, kann durchaus dH/dt = 0 und
H # E, sowie H = E und dH/dt # 0 sein (s. Ubungsaufgaben).

15 Der Phasenraum

Das Folgende ist teilweise bereits aus Diskussionen in den Teilen I und II der
Vorlesung bekannt. Den abstrakten mathematischen Raum, der durch die 2n
“kanonischen” Variablen ¢, ...q,;p1 ... p, gebildet wird, nennt man den “Pha-
senraum”. Ein Punkt im Phasenraum charakterisiert den Zustand des Systems
vollstandig. Als Funktion der Zeit bewegt sich der Punkt im Phasenraum und er-
zeugt eine “Phasenraumtrajektorie”. Falls H zweimal stetig nach den p und
q differenzierbar ist, sind die Losungen der Hamiltonschen Gleichung eindeutig,
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d. h. jeder Punkt im Phasenraum bestimmt eine eindeutige Phasenraumtra-
jektorie. Phasenraumtrajektorien kénnen sich deshalb weder schneiden noch
beriihren. (In speziellen Punkten kénnen allerdings Phasenraumtrajektorien “so
aussehen”, als ob sie sich

schneiden bzw. beriihren (s.u.)).

Die Phasenraumtrajektorien werden durch das 2n-dimensionale “Geschwindig-
keitsfeld” v(X,¢) bestimmt (X := (q,p))

woco- (%)

0q
Die Trajektorien liegen iiberall tangential zu v(X, t)

X(t+At) = X(t) 4+ X(t)At + O(At?)
= X(t) + v(X(t),t) At + O(A#?) .

Die Hamiltonschen Gleichungen lauten damit

X =v(X,t) .

Die Abbildung
o' X(0) — X(t) ,

d. h. p(0),q(0) — p(t), q(t) bezeichnet man als den Hamiltonschen Fluss oder
”Phasenraumfluss”.

Punkte X fiir die v(X®,¢) = 0 gilt, heifien singuléire Punkte oder Fixpunk-
te. Da X(t) = X® die Hamiltonschen Gleichungen 16st, und die Losung fiir das
Anfangswertproblem X (0) = X® (nach Voraussetzung) eindeutig ist, besteht die
Phasenraumtrajektorie aus einem einzigen Punkt, dem Fixpunkt. Andere Tra-
jektorien, die durch “gewchnliche” Punkte im Phasenraum gehen, kénnen wegen
der (angenommenen) Eindeutigkeit der Losung einen Fixpunkt niemals in end-
licher Zeit erreichen.

Wir betrachten als Beispiel ein Teilchen in einem eindimensionalen zeitun-
abhéngigen Potential V' (¢). Dann ist der Phasenraum wegen n = 1 zweidimen-
sional und die Phasenraumtrajektorien kénnen vollsténdig graphisch dargestellt
werden.

Da wir annehmen, dass V' zeitunabhingig ist, gilt

P
H=_—+V(q) = E = const.

2m

und die Phasenraumtrajektorien sind durch

p=+2m(E—-V(q))
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gegeben.

Fiir den Spezialfall eines harmonischen Oszillators H = p?/2m + %c(q — qo)? sind
das Ellipsen. Als ein weiteres instruktives Beispiel betrachten wir ein “Doppel-
muldenpotential”

Es treten drei Fixpunkte auf: (¢4,0), (g»,0) und (g, 0). Fiir den Energiewert E;
sind zwei Phasenraumtrajektorien moglich. Im linken oder rechten “Topf” (je
nach Anfangsbedingung ¢(0)). Fiir Ey scheint sich die Phasenraumtrajektorie zu
schneiden. Das ist aber nicht der Fall, denn in Wirklichkeit handelt es sich um
drei verschiedene Trajektorien, von denen eine der Fixpunkt (g, 0) ist. Auf den
Trajektorien 1 und 3 erreicht das Teilchen den Fixpunkt nicht in endlicher Zeit.
Fiir jede Energie E5 > FE5 besucht das Teilchen beide “T6pfe”. Die drei Trajek-
torien fiir £ = Fj5 stellen den Grenzfall dar. Man nennt sie daher “Separatrix”.

Im allgemeinen Fall zeitunabhéngiger Potentiale V' mit n > 1 liefert die Energie-
erhaltung H(q,p) =T +V = E = const. dass die Phasenraumtrajektorien fiir
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vorgegebene Energie F auf der (2n — 1)-dimensionalen Hyperfldche
H(g,p)=E

liegen.

16 Liouvillescher Satz

Der Phasenfluss ¢4, : q(to), p(to) — q(t), p(t) hat eine wichtige Eigenschaft, die
insbesondere im Rahmen der klassischen statistischen Mechanik von Bedeutung
ist.

Wir betrachten dazu ein endliches Gebiet Gy des Phasenraums. Das (orientierte)
Volumen des Gebietes GGy bezeichnen wir mit I,

FO::/ dql...dqndpl...dan/ dX .
Go GO

Wir fragen nun nach dem Volumen I'; des Gebietes Gy, das aus Gy mit Hilfe der

Abbildung ¢, entsteht:
G

Go

P
A

t

»

q

Jeder Punkt aus G wird dabei so abgebildet, wie es der Losung der Bewegungs-
gleichung unseres mechanischen Systems entspricht. Fiir I'; erhdlt man mit dem
allgemeinen Transformationsgesetz fiir Volumenintegrale

Ft:/thX:/GOdet <§§({((tto)))dX.

Der Liouvillesche Satz besagt nun, dass die auftretende Funktionaldetermi-
nante gleich 1 ist

0X(1)\ B
det <8f(t0)> =1, dh. I}=T1,.

Der Phasenfluss ist “volumentreu”.

Zum Beweis betrachten wir zuerst ein allgemeines System von m (nichtlinearen)
Differentialgleichungen 1. Ordnung.
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X(t) = v(X, 1)

Sei X(t) die Losung dieser Gleichungen fiir den Anfangswert X(ty). Fiir die Ja-
cobimatrix

_ 0Xi(1)
-~ 0X;(to)

lasst sich nun formal ein System von linearen Differentialgleichungen aufstellen

Mij (t, to) .

dtoX;(ty) an(tO)Xi(t> = W%(X(t),t)
v (X (t),t) 0X4(t)

OXp(t)  0X,(to)

Fiir vorgegebenes X(ty) gilt also mit A;;(t) := 0v;(X(t),t)/0X;(t)

%M(t,to) — A(OM(t,t)) , Mto,to) =1 .

Wie in der Diskussion iiber Systeme linearer Differentialgleichungen in Kap.
12.4.2 gezeigt, folgt deshalb fiir die Determinante von M(¢,¢y) (“Wronskideter-
minante”)

det M(t,ty) = exp {/t SpA(t')dt'} :

to

Fiir den Spezialfall SpA(t) = S, ( gx) —: divv = 0 gilt also

0X(t)
det =1
’ <8X<to>)
Fiir den Fall der Hamiltonschen Gleichungen ist A eine 2n x 2n-Matrix, die als
“Blockmatrix” aus n x n Matrizen geschrieben werden kann

9*H 9*H

A(t) _ ov _ dq0p OpOp
T oxX  \_oH _o’H | -

0q0q opdq

Wegen der Unabhéngigkeit der zweiten partiellen Ableitungen von deren Reihen-
folge gilt SpA = 0, woraus der Liouvillsche Satz folgt.

Als einfache Anwendung dieser Abbildungseigenschaft kann man den Poincaré
schen “Wiederkehrsatz” beweisen.(s. V. I. Arnold, Mathematical Methods of
Classical Mechanics, S.71/72)
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16.1 Poissonklammern

Die zeitliche Anderung einer Funktion F(q(t),p(t),t) der kanonischen Variablen
lasst sich mit Hilfe der Hamiltonschen Gleichungen wie folgt schreiben

dF oF . O0F . OF
ar = a—qiqz' + a—pipi + o
OFOH O0FO0H OF
0q; Op; B Op; 0g; * E
OF

= {F>H}Q,P+E :

Dabei haben wir zur Abkiirzung die so genannten “Poissonklammer” eingefiihrt,
die fiir beliebige differenzierbare Funktionen F'(q,p,t) und G(q,p,t) definiert ist
als (in der Definition ausnahmsweise ohne Summationskonvention)

i=1

- <8F oG  OF aG)

Wir lassen die “Indizes” ¢,p an der Klammer im Folgenden meist weg.

Aus dieser Definition erhélt man fiir das Poissonsche Klammersymbol folgende
“Rechenregeln”:

D {f,9t =g, f} (Antisymmetrie)
2) {afi +eafa, 9} = af{fi,g} +c2{f2 9}, (Linearitéit)

fiir beliebige Konstanten ¢; und ¢,

3) {¢, f} =0, ¢ beliebige Konstante

Etwas mehr Rechenaufwand erfordert der Beweis der so genannten “Jacobi-
Identitéat” (Ubungsaufgabe)

4) {f A9, h3} +{9.{h, [} +{h.{f, 93} = 0.

Auflerdem zeigt man leicht, dass

5) {f.gh} ={f.gth+g{f h} .

Eine wichtige Rolle in der Theorie spielen die mit den kanonischen Variablen
gebildeten Poissonklammern (PK)

{ } _ 0qi Opy _ g, Opy
- i dq; Op; Op; 0q;

= 5k25lz = 5kl .
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Die PK von zwei p’s oder zwei ¢’s verschwinden, da immer einmal nach p und
einmal nach ¢ abgeleitet wird. Es gilt also

(K) {Qi>pj} = 6ij ) {Qi>Qj} =0, {pi,pj} =0.

Nach diesen formalen Uberlegungen kommen wir zum Ausdruck fiir dF/dt zuriick.
Wahlt man hier F' = ¢; bzw. F' = p;, so lauten die Hamiltonschen Gleichungen
ausgedriickt durch Poissonklammern vollig symmetrisch

g = {%H}
pi = {pz'>H}-

Ein wichtiger Punkt ist nun, dass man (K) und die Eigenschaften 1) bis 5) als Re-
chenregeln benutzen kann, ohne auf die spezielle Realisierung (D) des Klam-
mersymbols Bezug zu nehmen.

Wir wollen diese Aussage am harmonischen Oszillator

2
p 1 2

H=-—+4+—-
2m+2cq

illustrieren. Dann lauten die Bewegungsgleichungen fiir ¢ und p

¢ = {¢,H}
{q,;;ﬂL%q} {qp}+ C{qp}

= {a. p}p +pla.p}] + C[{q,q}q + q{q, q}]

1>

Y

L
P
m
v = Lo+ epy
2 q mpup 2cp,q

3.
I

1
= % Up,pip +pip P} + Selip ata + olp, ]
= —cq.
Das sind natiirlich die bekannten Bewegungsgleichungen fiir den harmonischen
Oszillator. Bei dieser Ableitung haben wir aber nirgendwo differenziert oder von
der Definition (D) Gebrauch gemacht. Folglich wiirden die Bewegungsgleichungen

auch dann gelten, wenn g und p Gréflen ganz anderer Art und das Klammersym-
bol {, } ganz anders realisiert wire. Es muss nur

f_{f7H}+av
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die Rechenregeln 1) bis 5), sowie die Relationen (K) gelten. Genau dies ist in der
Quantenmechanik der Fall, wo physikalische Groflen durch lineare Operato-
ren in einem Hilbertraum beschrieben werden und das Klammersymbol realisiert
ist durch

1 1
AB - BA)=: —|A,B
h( ) FL[ ) ] ?

l v

{A, B} :=

den so gennanten Kommutator [, ] der beiden Operatoren. Die abgeleiteten Be-
wegungsgleichungen fiir den harmonischen Oszillator gelten daher auch als die
Gleichungen fiir den Orts- und Impulsoperator in der Quantenmechanik (“Hei-
senbergsche Bewegungsgleichungen”).

Ebenfalls ohne Verwendung der speziellen Realisierung des Klammersymbols
erhélt man fiir die Zeitableitung von PK

CUoy =l [+ A, gl + A}~ (7(1),9())]

B i Hf(HAAti_f(t) | g(t+At)}+{f(t), g(t+AAti—g(t)H

df dg
G} + )

Aus diesem Resultat folgt das “Poissonsche Theorem”:

Sind f und g Konstanten der Bewegung, so ist auch f, g Konstante der Bewegung.

Eine beliebige Funktion f ist dabei genau dann eine Konstante der Bewe-
gung , wenn

of
Hl+—=0

(M + 2
gilt. Insbesondere sind Funktionen F' ;| die nicht explizit von der Zeit abhéngen,
genau dann Konstanten der Bewegung, wenn {H, F'} = 0 ist.

Ein mit Hilfe des Poissontheorems produziertes Bewegungsintegral {f, g} liefert
nicht immer wirklich ein “neues” Bewegungsintegral. Es kann vorkommen, dass
{f, g} sich als Funktion von f und g schreiben ldsst: {f, g} = ¢+ F(f, g), wobei
sowohl die Konstante ¢ als auch F gleich Null sein kénnen. (s. auch Ubungsauf-
gaben).

Im folgenden Kapitel iiber kanonische Transformationen werden die PK ebenfalls
eine wichtige Rolle spielen.
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