Twist-2-Partialwellen
hoherer Korrelationsfunktionen
in
global konform-invarianter

Quantenfeldtheorie

Diplomarbeit

vorgelegt von

Ingo Riidiger Falk Wagner

geboren in

Kassel

angefertigt am

Institut fiir Theoretische Physik
der Georg-August-Universitiat Gottingen
April 2009

betreut von

Karl-Henning Rehren



Fiir Arno Bliimner



Einleitung

Motivation

Es erscheint uns sinnvoll, sich in der Einleitung einer Diplomarbeit mit dem kompliziert anmu-
tenden Titel , Twist-2-Partialwellen héherer Korrelationsfunktionen in global konform-invarianter
Quantenfeldtheorie” die Miihe zu machen, dem Leser die einzelnen Titelbausteine zu erldutern.
Entsprechend wollen wir verfahren und erkléren zunéchst die Bedeutung der Worte ,global konform-
invariante Quantenfeldtheorie®.

Das Verstdndnis moderner physikalischer Theorien ist untrennbar mit dem Verstédndnis der den
Theorien zugrundeliegenden Symmetrien verbunden. So trigt die Symmetriegruppe einer Theorie
die Information iiber Koordinatensysteme, in denen die durch die Theorie festgelegten physika-
lischen Gesetze die gleiche Form besitzen. Symmetrietransformationen beschreiben als Elemen-
te der Symmetriegruppe den Ubergang von einem dieser Koordinatensysteme in ein anderes.
Zwei sich in verschiedenen Systemen aufhaltende Beobachter, die in jeweils ihrem System diesel-
ben Experimente durchfiihren, erhalten die gleichen Ergebnisse, sofern ihre Systeme durch eine
Koordinatentransformation der Symmetriegruppe der die Experimente beschreibenden Theorie
ineinander iiberfithrt werden kénnen. Das prominenteste Beispiel einer Symmetriegruppe ist die
Poincaré-Gruppe, die der Speziellen Relativitédtstheorie und damit auch der relativistischen Quan-
tenfeldtheorie zugrunde liegt. Die durch sie beschriebenen gleichberechtigten Beobachter zeichnen
sich dadurch aus, dass ihre Weltlinien Geraden der Raumzeit darstellen, sie sich also geradlinig
gleichférmig gegeneinander bewegen. Die definierende Eigenschaft der Poincaré-Gruppe, die Me-
trik der Raumzeit unter den durch sie beschriebenen Koordinatentransformationen invariant zu
lassen, ist gleichbedeutend mit der Erhaltung von Langen und Winkeln von bzw. zwischen Tan-
gentialvektoren der Raumzeit. Die global-konforme Quantenfeldtheorie zeichnet sich gegeniiber
der relativistischen Quantenfeldtheorie dadurch aus, dass ihr anstelle der Poincaré-Gruppe die
konforme Gruppe als Symmetriegruppe zugrunde liegt, deren Elemente den metrischen Tensor
der Theorie bis auf einen Vorfaktor, der als Quadrat einer glatten Funktion der Raumzeit gege-
ben ist, invariant lassen. Dies entspricht der Erhaltung von Winkeln zwischen Tangentialvektoren
der Raumzeit unter konformen Koordinatentransformationen, wogegen Lingen im Allgemeinen
nicht erhalten sind. Die Poincaré-Gruppe ist somit als Untergruppe in der konformen Gruppe
enthalten. Eine der folgenreichsten Eigenschaften global konformer Symmetrie ist die Moglichkeit
jedes raumartig zueinander liegende Punktepaar auf ein zeitartig zueinander liegendes und jedes
zeitartig zueinander liegende Punktepaar auf ein raumartig zueinadner liegendes mittels eines Ele-
ments der Symmetriegruppe abzubilden. Diese Eigenschaft geht jedoch durch Einschrinkung auf
lokal konforme Symmetrie verloren, bei der lediglich infinitesimale konforme Transformationen
betrachtet werden.

Das zuvor beschriebene Verhiltnis einer Symmetriegruppe zu den physikalischen Gesetzen einer
Theorie kann auch umgekehrt werden, indem man einer a priori unbekannten Theorie eine Sym-
metriegruppe vorschreibt. In diesem Fall werden die méglichen physikalischen Gesetze der Theorie



durch ihr Verhalten unter den Koordinatentransformationen der Symmetriegruppe eingeschriankt.
Die Einschrinkungen sind dabei umso starker, je grofer die Symmetriegruppe ist. Beschreitet man
diesen Weg und untersucht zunichst unbekannte Quantenfeldtheorien, so stellt die Forderung der
global konformen Symmetrie eine stirkere Einschrinkung an mogliche physikalische Gesetze dar
als lediglich die lokal konforme oder die relativistische Symmetrie. Beispiele der Restriktivitat
der global konformen Symmetrie in der Quantenfeldtheorie sind das Huygenssche Prinzip! und
die Rationalitdt aller Korrelationsfunktionen (siehe [16,17|). Ersteres Resultat besagt, dass der
Kommutator zweier bosonischer Felder in zwei nicht lichtartig zueinander liegenden Punkten
verschwindet, und ist eine Konsequenz der oben beschriebenen Moglichkeit, jedes Paar zeitartig
zueinander liegender Punkte konform auf jedes Paar raumartig zueinander liegender Punkte ab-
zubilden. Letzteres Ergebnis besagt, dass die N-Punktfunktionen konformer Felder stets als ratio-
nale Funktionen der Abstandsquadrate ihrer Punkte mit allein durch die Felder selbst bestimmten
oberen Schranken der Polordnungen darstellbar sind. Als unmittelbare Konsequenz dessen ergibt
sich, dass die Menge dieser Funktionen eine endliche Parametrisierung besitzt. So sind etwa die
skalaren Zwei- und Dreipunktfunktionen bis auf eine Normierungskonstante eindeutig bestimmt.
Anhand der genannten Beispiele erkennt man deutlich den Zuwachs an Ubersichtlichkeit kon-
former gegeniiber relativistischer Quantenfeldtheorien. Diese iiberschaubare Struktur motiviert
die Untersuchung konformer Symmetrie zur Konstruktion wechselwirkender Quantenfeldtheorien,
an denen akuter Mangel besteht. In diesem Sinn lassen sich konforme Quantenfeldtheorien als
Spielzeugmodell“ auffassen, fiir die der Bereich des Moglichen technisch einfacher ausgeleuchtet
werden kann und deren erfolgreiche Konzepte man anschliefsend auf Quantenfeldtheorien weniger
restriktiver Symmetrien auszudehnen versucht.

Gleichwohl der Betrachtungsweise als Spielzeugmodell stellt sich die Frage der Realisierung kon-
former Symmetrien in der Natur. Hierbei sind die Maxwellgleichungen des Vakuums zu nennen,
die konforme Invarianz besitzen. Weiterhin kénnen konforme Quantenfeldtheorien als Grenzfall re-
lativistischer Quantenfeldtheorien bei hohen Energien angesehen werden, sodass die Ruheenergie
der beschriebenen Teilchen gering gegeniiber ihrer Gesamtenergie ist.

Innerhalb der global konformen Quantenfeldtheorie haben Partialwellenentwicklungen ein beson-
deres Interesse gewonnen (siehe [3,4,13]). Ihr quantenmechanisches Analogon sind die Partialwel-
lenzerlegungen von Wellenfunktionen nach Kugelflichenfunktionen, die durch die Quantenzahlen
des Bahndrehimpulses und des magnetischen Moments bestimmt werden. Partialwellenentwick-
lungen beschreiben die Darstellung von Korrelationsfunktionen als Reihe von Funktionen, den
Partialwellen, die durch Quantenzahlen, bezeichnet als Twist und Spin, bestimmt werden. Die
dabei auftretenden Entwicklungskoeffizienten sind von besonderem physikalischem Interesse, da
etwa fiir Vierpunktfunktionen eines skalaren Feldes die Positivitét aller Partialwellenkoeffizienten
dquivalent zur Wightman-Positivitdt der Funktionen ist, die wiederum die Positivitdt des phy-
sikalischen Hilbert-Raums der Quantenfeldtheorie impliziert. Man kann nun das Verhiltnis von
Symmetriegruppe und Theorie wie beschrieben umkehren und Distributionen untersuchen, de-
ren Verhalten unter konformen Transformationen dem von Vierpunktfunktionen einer konformen
Quantenfeldtheorie entspricht. Wie bereits erwdhnt besitzt die Menge dieser Distributionen eine
endliche Parametrisierung. Entwickelt man die Distributionen nach Partialwellen, so bestimmen
sich die Entwicklungskoeffizienten einzig aus den endlich vielen, die moglichen Korrelationsfunk-
tionen beschreibenden Parametern. Entsprechend ergibt die Forderung der Positivitat der Partial-
wellenkoeffizienten der Distributionen, die zur Definition einer Quantenfeldtheorie notwendig ist,
Einschrénkungen an die Wertebereiche der Parameter. Derartige Einschrinkungen wurden in [13]

'Das Huygenssche Prinzip wird auch als starke Lokalitsit bezeichnet.



diskutiert. Die beschriebenen Positivitdtsuntersuchungen existieren jedoch bislang nur fiir Parti-
alwellen von Vierpunktfunktionen. Eine Erweiterung der fiir Vierpunktfunktionen durchgefiihrten
Partialwellenanalyse auf Sechspunkt- und Achtpunktfunktionen ist wiinschenswert und erste Be-
trachtungen einer solchen Erweiterung auf Sechspunktfunktionen sind unter anderem Gegenstand
der vorliegenden Diplomarbeit.

Technisch kann der Ursprung von Partialwellenentwicklungen in Operator-Produkt-Entwicklungen
zweier skalarer Felder gleicher Skalendimension gesehen werden, die auf die Definition von durch
die Quantenzahlen Twist und Spin festgelegten Quantenfeldern fiihren, wobei man als Skalendi-
mension die negative Homogenitét bezeichnet, die jedes konform kovariante Feld besitzen muss.
Angewendet auf den Vakuumzustand der Theorie erzeugen diese Felder Unterrdume des physika-
lischen Hilbert-Raums, die fiir verschiedene Paare von Twist und Spin zueinander orthogonal sind
und in ihrer Gesamtheit den kompletten Hilbert-Raum aufspannen. Die Partialwellenenwicklung
ist als Entwicklung von Korrelationsfunktionen nach diesen Unterrdumen zu verstehen

Eine Besonderheit der Tensoren vom Twist 2 ist das Erfiillen von Erhaltungsséitzen. Als Beispiel
sei hier der Energie-Impuls-Tensor genannt, der durch Twist 2 und Spin 2 charakterisiert wird
und der in jeder Operator-Produkt-Entwicklung eines Produkts zweier gleicher skalarer Felder
auftreten muss. Analog zur Forderung der Positivitéit stellt das eine Einschrdnkung an den zu-
gehorigen Partialwellenkoeffizienten der Vierpunktfunktion des Feldes dar. Eine Umordnung der
Operator-Produkt-Entwicklung, bei der alle Beitrige des gleichen Twists zusammengefasst wer-
den, fithrt auf die Definition von sogenannten bilokalen Feldern. Da sich das bilokale Feld zu Twist
2 ausschliefslich aus erhaltenen Feldern zusammensetzt, erfiillt es die zu allen Erhaltungssétzen
dquivalente Bedingung der sogenannten Biharmonizitét.

Aufbau

Ebenso wie den Titel der Arbeit wollen wir ihren Aufbau erldutern. Kapitel 1 enthéalt eine kurze
Zusammenfassung der Grundlagen der konformen Quantenfeldtheorie. Wir definieren in diesem
Kapitel die konforme Gruppe und beweisen einige grundlegende Theoreme (vergleiche [6,17,23]).
Weiterhin geben wir in Abschnitt 1.3 die Wightman-Axiome in global konform-invarianter Form
und filir beliebige Raumzeitdimensionen an und definieren die Bedingung global konformer In-
varianz von Korrelationsfunktionen. Die konforme Gruppe erzeugt eine konforme Lie-Algebra,
der wir uns in Abschnitt 1.5 widmen. Zudem werden wir dort die Wirkung der Elemente der
konformen Lie-Algebra auf Felder einer konformen Wightman-Theorie diskutieren. Insbesonde-
re besitzt die konforme Lie-Algebra ein quadratisches Casimirelement, dessen Wirkung auf eine
bestimmte Klasse von Vektoren des physikalischen Hilbert-Raums wir in Abschnitt 1.6 in Form
eines Differentialoperators angeben. Abschnitt 1.7 fithrt wichtige Ergebnisse der global konformen
Quantenfeldtheorie auf. Dies sind die bereits erwidhnten Resultate Huygens-Lokalitdt, Rationali-
tat aller Wightman-Distributionen sowie die universellen Schranken ihrer Polgrade (siehe [16,17]).
Abschlieffend betrachten wir in Abschnitt 1.8 die Operator-Produkt-Entwicklung zweier Skalarfel-
der gleicher Skalendimension, mittels der wir eine Zerlegung des physikalischen Hilbert-Raums in
paarweise disjunkte Unterrdume einfithren, die ihrerseits die Partialwellenentwicklung definiert.
Desweiteren fiihrt uns die Summation aller Anteile der Operator-Produkt-Entwicklung eines vor-
gegebenen Twists auf die Definition der bilokalen Felder, wobei wir insbesondere das harmonische
bilokale Feld zum Twist 2 betrachten.



Kapitel 2 beginnen wir mit einer im weiteren Verlauf der Arbeit hdufig verwendeten Transformati-
on von Differentialoperatoren bestimmter Bauart. In Abschnitt 2.2 berechnen wir die Partialwellen
von Vierpunktfunktionen fiir Raumzeiten der Dimensionen n = 2 und n = 4 als Figenfunktionen
der quadratischen Casimirgleichung mit bestimmtem asymptotischen Verhalten (vergleiche [4])
und geben im anschlieflenden Abschnitt 2.3 ein in [13] entwickeltes Schema zur Partialwellen-
entwicklung von Vierpunktfunktionen spezieller Bauart in n = 4 Raumzeitdimensionen an, das
eine Zerlegung von Teilen der Vierpunktfunktion in sogenannte chirale Variablen erfordert. Einen
dafiir geeigneten Zerlegungsalgorithmus diskutieren wir in Abschnitt 2.4. Schliefslich untersuchen
wir in Abschnitt 2.5 die Regularitdt von Partialwellen mit kritischem Verhalten.

In Kapitel 3 untersuchen wir den Twist-2-Anteil von Vektoren, die durch Wirkung zweier skalarer
Felder auf den Vakuumzustand entstehen. Wir beschréanken uns dabei auf n = 4 Raumzeitdimen-
sionen und nutzen die Harmonizitidt der in Kapitel 1.8 definierten bilokalen Felder zum Twist 2
aus, um eine Twist-2-Projektion innerhalb spezieller Vierpunktfunktionen durch die Harmonizi-
tét der Funktion beziiglich ihrer ersten beiden Punkte zu charakterisieren. In den Abschnitten
3.2 und 3.3 geben wir jeweils zwei zur Biharmonizitdt der speziellen Vierpunktfunktionen dqui-
valente Differentialgleichungen beziiglich des dritten und vierten Punktes der Funktionen an, die
eine allgemeine Charakterisierung des Twist-2-Anteils von Vektoren liefern, die aus der Wirkung
der beiden Felder auf den Vakuumzustand entstehen. Die Aquivalenz der Differentialgleichungen
beziiglich des dritten und vierten Punktes der Vierpunktfunktion zu ihrer Harmonizitéit in den
ersten beiden Punkten weisen wir dabei iiber die Transformation aller Gleichungen in kollekti-
ve Variablen nach, durch welche die Vierpunktfunktion dargestellt werden kann. Das Interesse
an einer allgemeinen Charakterisierung des Twist-2-Anteils ist dabei begriindet durch die in [4]
dargestellte Methode Partialwellen als Lésungen von partiellen Differentialgleichungen zu berech-
nen. Im Allgemeinen sind Partialwellen Losungen verschiedener Casimirgleichungen, wobei auch
Casimirelemente der konformen Algebra von kubischer und von quartischer Ordnung Einschrin-
kungen liefern. Um diese sehr unhandlichen Casimirelemente hoherer Ordnung zumindest bei der
Berechnung der Partialwellen vom Twist 2 zu umgehen kann die allgemeine Charakterisierung des
Twist-2- Anteils durch die oben genannten partiellen Differentialgleichungen benutzt werden. Die
Twist-2-Partialwellen sind in diesem Fall als Eigenfunktionen des quadratischen Casimiroperators
sowie als Losung der Twist-2-Differentialgleichungen charakterisiert.

In Kapitel 4 untersuchen wir den Twist-2-Anteil von Vektoren, die durch Wirkung dreier skalarer
Felder auf den Vakuumzustand entstehen. Wir beschrinken uns auf n = 4 Raumzeitdimensionen
und nutzen erneut die Harmonizitét bilokaler Felder zum Twist 2, um Twist-2-Projektionen inner-
halb spezieller Fiinfpunktfunktionen zu charakterisieren. In Abschnitt 4.2 geben wir ein System
von Losungsfunktionen der Biharmonizitdtsbedingung an, dessen Unvollsténdigkeit wir in 4.3 be-
weisen. Schlieflich diskutieren wir in Abschnitt 4.4 eine Strategie den Twist-2-Anteil von Vektoren
zu charakterisieren, die durch die Wirkung der drei Felder auf den Vakuumzustand entstehen. Das
Interesse an einer allgemeinen Charakterisierung des Twist-2-Anteils im Fall dreier skalarer Fel-
der ist dabei genau wie im Fall zweier skalarer Felder begriindet. Ziel zukiinftiger Untersuchungen
ist eine Berechnung der Twist-2-Partialwellen von Sechspunktfunktionen als Eigenfunktionen des
quadratischen Casimiroperators sowie als Losung der Twist-2-Differentialgleichungen.

Anhang A gibt einen Uberblick iiber Eigenschaften der hypergeometrischen Funktion. Insbeson-
dere beweisen wir in Abschnitt A.1 die in Kapitel 2 benétigten Expansionsformeln. Schlieklich de-
finieren wir in Abschnitt A.2 die zum Beweis von Satz 3.3.4 in Anhang B benétigten Gegenbauer-
Polynome. In den Anhéingen C und D sind die in konform-invariante Variablen transformierten
Operatoren der Abschnitte 4.1 bzw. 4.4 in tabellarischer Form angegeben.
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1 Grundlagen

Wir mochten in diesem Kapitel zunichst einen Uberblick iiber die konforme Gruppe Conf(M)
geben, die als Untergruppe der Diffeomorphismengruppe einer semiriemannschen Mannigfaltigkeit
M die Figenschaft besitzt, dass ihre Elemente die Mannigfaltigkeit winkeltreu in sich abbilden.
Die konforme Gruppe umfasst insbesondere die isometrischen Abbildungen von M. Fiir unsere
Zwecke ist es ausreichend, den Fall n-dimensionaler Raumzeiten mit flacher Metrik

n = diag(1,...,1,—-1,... — 1)
—— ———
p—mal g—mal

zu betrachten, wobei p + ¢ = n gilt. Wir werden die zugehorigen Rdume mit RP? bezeichnen.
Generell gilt es zwei Fille zu unterscheiden:

e p+q=mn=2: Conf(RPY) ist in diesem Fall nicht endlichdimensional.

(n—1)(n—2)

> Variablen

e p+ g =n>2: Conf(RP?) ist endlichdimensional und ldsst sich durch
parametrisieren.

Konforme Abbildungen besitzen die Eigenschaft, dass sie winkeltreu abbilden, d.h. dass sie den
metrischen Tensor bis auf das Quadrat einer glatten, reellwertigen Funktion w auf RP¢ invariant
lassen.

oc® P

w(x) Nap @(x) = wz(x) Nuv (1.1)

Dabei setzen wir 2/ = ¢(z) fiir z € RP? und verwenden die Einsteinsche Summenkonvention.
Mit x -y := z¥n,,y" werden wir das Produkt zweier Vektoren x,y € RP? beziiglich n und mit

22 := x - das Quadrat von = € RPY bezeichnen.

1.1 Konforme Abbildungen

Wir betrachten im Folgenden den n-dimensionalen Raum RP? fiir p + g = n > 2. Es gibt die
folgenden Klassen konformer Abbildungen:

e Isometrien: Setzt man in (1.1) zusétzlich noch w = 1 voraus, so erhilt man die definierende
Gleichung fiir Isometrien (A, a) € O(p, q) x RP? des Raumes RP4.

(A,a) : RP? — RPA
x — Ar+a (Ae€O(pq), acRP) (1.2)

Fiir p = 1 und ¢ = 3 sind dies gerade die Poincaré-Transformationen ¢ = (A,a) € L x R* =
P C Conf(RY3). Die Gruppe Pl der eigentlichen orthochronen Poincaré-Transformationen,
die die Symmetriegruppe der relativistischen Quantenfeldtheorie darstellt, ist also eine Un-
tergruppe der konformen Gruppe Conf(R!3).



10 1 Grundlagen

e Dilatationen: Weiterhin sind die Dilatationen, die Langen von Vektoren x € RP? um einen
konstanten Faktor dndern, in Conf(RP:?) enthalten.

A:RPE — RPA
r — A (AeRy) (1.3)

Zusammen mit den Isometrien bilden die Dilatationen die sogenannte Weyl-Gruppe.

e Spezielle konforme Transformationen: Spezielle konforme Abbildungen sind nichtlinea-
re Abbildungen der Form

Sy RPI\ R, — RPA
x—1x2b
1—2(z-b)+ 22 b2

@ (b€ RPY) | (1.4)

wobei wir mit R;, die Nullstellenmenge der Funktion ry(z) = 1 —2(x - b) + 22 b? bezeichnen.

Man beachte, dass die speziellen konformen Transformationen nicht auf dem gesamten Raum RP»¢
definiert sind. Diesen Missstand, der die Betrachtung der Menge der aufgefiihrten Abbildungen
als Gruppe Conf(RP?) verhindert, beheben wir im folgenden Abschnitt.

1.2 Konforme Gruppe

Wir wollen den n-dimensionalen semiriemannschen Raum RP¢ kompakt in einen héherdimensio-
nalen Raum einbetten [6,17,23]. Die Kompaktifizierung von RP? werden wir mit NP'¢ bezeichnen.
Als Ergebnis dieser Bemiithungen erhalten wir die Méglichkeit, die konformen Abbildungen ¢, die
im Allgemeinen lediglich auf einer Teilmenge von RP+? definiert sind, als Diffeomorphismen ¢ des
kompaktifizierten Raumes NP4 fortzusetzen. Dies erlaubt schlieflich die Definition der konformen
Gruppe Conf(RP?). Wir betrachten den projektiven Raum P(RP+14+1) " der als Quotient

P(Rp+1,q+1) — (Rp+1,q+1 \ {0}) / ~
beziiglich der Aquivalenzrelation
E~vE & FAeR\{0}: =X

definiert ist. Es sei v : RPHLatl\ £} — P(RPTLIFL) die Quotientenabbildung zwischen beiden
Réumen. Mit (¢_1,...,&,) bezeichnen wir die Koordinaten des Punktes ¢ € RPT14F! ynd entspre-
chend mit (1 : ... : &,) die homogenen Koordinaten von v(¢) € P(RPHLHL). Letztere erfiillen
die Relation

(€1 i &) = (N1 2 X)) VA ERN {0}
Wir betten RP? mittels der Abbildung

K RP4 -  Rptlat+l

( ) 1 — 22 1+ 22 1 — a2 1+ 22
_ > — e =
LOy ooy Tn—1 2 y LOy ooy Tn—1, 9 9 » L, 2

in RPT1471 ein und definieren weiterhin durch ¢ := ~y o x die Einbettung von RP4 in P(RPTL4F1),
Es gilt fiir beliebige x,y € RPY die Beziehung

(= y)* = =2 k(@) - K(y) = (r(z) = 5(y))* . (1.5)
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Aus dieser Identitiit ergibt sich als Spezialfall (r(x))? = 0, der es uns erlaubt, RP¢ mittels der
sogenannten Klein-Dirac-Quadrik NP zu kompaktifizieren.

NP4 .— {7(5) c P(Rp—&-l,q-i-l) ’ ce Rp+1,q+l’€2 _ 0}

Die Punkte v(¢) € NP4\ ((RP?) sind charakterisiert durch die Eigenschaft £_1+¢&, = 0. Mittels der
Definition ¢o := (1,0, ...,0, —1) lisst sich die Menge dieser Punkte N&? als (n — 1)-dimensionaler
Kegelmantel mit Spitze in (£~ ) schreiben.

NB = {(€) € NP7 | 0=2(61+ &) = 2(€ - o) = —(€ — €x)”}

Dass zu y(§) € NP4 mit €1 + &, # 0 fiir einen Reprisentanten ein x € RP? mit «(z) = v(§)
existiert, ergibt sich aus Definition der Abbildung

i NPO\ NPO . RPA
(507"'7671—1)
7(8) T

Diese ist unabhéngig von der Wahl des Reprisentanten &, somit wohldefiniert und es gilt ¢(i(v(£)) =
~v(&). Im Folgenden erweitern wir die konformen Abbildungen ¢ zu konformen Transformationen
C: Np7q — Np7q.

Definition 1.2.1. Sei M eine dichte offene Teilmenge von RP? und ¢ : M — RPY eine konforme
Abbildung. Wir nennen einen Diffeomorphismus ¢ : NP4 — NP4 eine konforme Erweiterung von
¢, falls e(v(x)) = v(e(x)) Vo e M gilt.

Wir erhalten die konformen Erweiterungen in einem Zwischenschritt iiber lineare Abbildungen
d €8S0(p+1,q+1), die auf kanonische Weise die Erweiterungen ¢(y(§)) = v(¢’€) definieren. Mit
1, bezeichnen wir dabei die Einheitsmatrix und mit 1 den metrischen Tensor auf RP:9.

1. Isometrien: Sei ¢(z) = Az Vz € RP? mit A € O(p,q). Wir definieren die Abbildung A’
auf RPTL4FL durch die Blockmatrix

1 00
N=10 A 0 ]|e€SOp+1,q+1)
0 0 1

Dann gilt aufgrund (Az)? = 22 Va € RP4

Sei c(z) ;== x+a Vo € RPY mit a € RP4. Wir definieren eine Abbildung o’ auf RPH1.4+1
durch die Blockmatrix

€SO(p+1,q+1)
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Damit gilt
g2 a2 72 a2
culr) = (1 L @) - T e e+ >
(1= (z+a)? 1+ (z+a)?
(o )

2. Dilatationen: Sei c¢(x) := Az Vz € RP? mit A € Ry. Wir definieren eine Abbildung X
auf RPTL4+! durch die Blockmatrix

1422 0 1-)\2
22 2X
1

N = 0 n 0 €SO(p+1,q+1)
1-)\2 0 1422
2 2
Damit gilt
_ 1 — \2z2 14+ X222
c(u(z)) = ( A )
1- 2 1 2
_ ( (Az) () + (\x) )
2
= uc(@))
3. Spezielle konforme Transformationen: Sei ¢(z) := Sp(z) = % Vr € RPI\ Ry

mit b € RP4. Wir definieren eine Abbildung S} auf RPT14T! durch die Blockmatrix

-2 - Y
Sp = b 1, —b €SO(p+1,q+1)

2 2
-5 )" 1+%

Damit gilt aufgrund (Sy(x))? = 2 fijp ry(z) #0

()
_ 2 2
c(u(x)) = (Tb($)2 z . (z —x2b): Tb(m);_ ac >
x2 1‘2
_ 1_m_ x—2xb _1+Tb(x)
2 12 b ta2b? 2
= (c(x))

Der folgende Satz motiviert die Definition der konformen Gruppe Conf(RP7).

Satz 1.2.2 ( [23]). Jede konforme Abbildung ¢ : M — RP'? quf einer dichten offenen Teilmenge
M C RPY pesitzt eine eindeutige konforme Erweiterung ¢ : NP9 — NP4, Die Gruppe dieser
Abbildungen ist isomorph zu O(p+1,q+1)/{x1}. Die Zusammenhangskomponente der Identitit
ist entweder isomorph zu SO(p+ 1,9+ 1) oder zu SO(p+ 1,q + 1)/Zs.
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Definition 1.2.3 ([23]). Die konforme Gruppe Conf(RP?) ist die Zusammenhangskomponente der
Identitdt in der Gruppe der konformen Diffeomorphismen € auf der konformen Kompaktifizierung
NP yon RPA.

Bemerkung: Fiir den physikalisch wichtigen Fall (p, q) = (1, 3) gilt Conf(R!?) = %3’4).

Satz 1.2.4 ([17]). Es seien x,y € RPY zwei beliebige Punkte im Definitionsbereich der konformen
Abbildung c. Dann gibt es eine Funktion, genannt konformer Faktor, o mit der Eigenschaft

2

2 (z—y)
clz)—cly) = ——F— 1.6
(e) = e = e,y elern) o
Beweis. Aus der Definition der Einbettungsabbildung ¢ sowie der Transformation ¢ ergibt sich die
Existenz eines konformen Faktors o(c, z) € R\ {0}, der ¢s(z) und £(c(x)) miteinander verkniipft.

Y(r(@)) = e(v(k(@))) = e(u(x)) = t(c(x)) = Y(r(c(2)))

& dr(x) = o(c,x) K(c(z))

Der konforme Faktor kann durch o(c,z) = Wi)f)w berechnet werden. Da ¢/ € SO(p+ 1,9 + 1)

r(x)-§

fiir alle konformen Abbildungen ¢ gilt, folgt unmittelbar

TN (701¢5) B a1 ) B )

O]

Definition 1.2.5. Zwei Punkte v(&1),7v(&2) € NP heiffen zueinander isotrop, falls (§1 - &2) = 0
gilt. Entsprechend heifien zwei Punkte x1,z2 € RPY zueinander isotrop, falls (x1 — x2)? = 0 gilt.

Bemerkungen:
e Die Verbindung zwischen beiden Teilen der Definition stellt Gleichung (1.5) her.

e Die Isotropie von Punkten v(&1),v(&2) € NP9 ist invariant unter konformen Abbildungen.

Lemma 1.2.6 ( [16]). Jedes Paar nicht-isotrop zueinander liegender Punkte v(&1),v(&2) € NP4,
lasst sich auf jedes andere Paar nicht-isotrop zueinander liegender Punkte ~(&)),v(&5) € NP4
durch eine konforme Transformation ¢ abbilden.

Beweis. Die Wirkung von Conf(RP?) auf NP7 ist transitiv. Somit gibt es eine Transformation
¢; € Conf(RP?), die das Paar (¢(z1),t(z2)) auf das Paar (¢1(y(z1)),c1(v(x2))) = (7(€),7(C))
abbildet. Ebenso gibt es eine Transformation ¢ € Conf(RP?), die das Paar (y(&]),v(&5)) auf
das Paar (C2(v(x1)),c2(v(&))) = (7(€x),v(¢")) abbildet. Da die Isotropie eines Punktepaares
invariant unter konformen Transformationen ist, gilt zudem (¢),v(¢’) ¢ N&?. Die Translationen
sind im Stabilisator des Punktes v({~) der konformen Gruppe zum Punkt (£~ ) enthalten und
wirken transitiv auf NP4 C N&. Es gibt somit eine Translation ¢3 € Stab(Conf(RP?), v(£4)) mit
23(7(¢)) = v(¢'). Die konforme Transformation ¢ := ¢ 0¢30C, * leistet dann das Gewiinschte. [

Der folgende Hilfssatz stellt eine Verallgemeinerung des Hilfssatzes 1.2.6 dar. Ein ausfiihrlicher
Beweis der Aussage ist in [16] zu finden.
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Lemma 1.2.7. Zu jedem (N +2)-Tupel (z1,72,Yy1, ..., yn) von Punkten in RP? mit (z1 —x2)% # 0
und zu jedem Paar (2, x)) nichi-isotroper Punkte in RPY gibt es eine konforme Abbildung ¢ mit
c(xy) = 2, c(x2) = xb und c(y;) € RP? fiir alle i € {1,...,N}.

Beweisskizze. Die Aussage des Lemmas lasst sich durch Induktion nach N beweisen, wobei der
Induktionsanfang bei N = 0 bereits mit Lemma 1.2.6 erbracht ist. Fiir Punkte (1, x2,y1, ..., yn+1)
konnen wir die Existenz einer Abbildung ¢ mit Fortsetzung ¢ auf NP4 die (z1,z2,y1,..., YN)
wie gewiinscht abbildet, voraussetzen. Es kann nun entweder ¢(t(yny1)) € NP\ N7 oder
c(t(yny1)) € N&? eintreten. Im ersten Fall ist die Aussage des Lemmas bereits bewiesen. Im zwei-
ten Fall ist der Stabilisator der Punkte ¢(x}), t(x}) groR genug, um den Punkt ¢(¢(yn+1)) € N&I
auf einen Punkt £ € NP9\ N&? abzubilden ohne ¢(c(y;)) fiir i € {1,..., N} nach N&? abzubil-
den. O

1.3 Wightman-Axiome

In diesem Abschnitt wollen wir einen kurzen Uberblick iiber das axiomatische Fundament geben,
auf dem die von uns untersuchten Theorien aufbauen. Wir wihlen als Grundlage die Wightman-
Axiome! (siehe [24]). Diese machen Aussagen iiber die Art des Raumes, auf dem physikalische
Zusténde dargestellt werden, beschreiben die mathematische Finbindung einer Symmetriegruppe,
fordern die Existenz eines Vakuumzustandes sowie die Positivitdt der Energie, legen die Beschrei-
bung der Felder sowie ihr Transformationsverhalten unter Elementen der Symmetriegruppe fest
und stellen die Lokalitit der ihnen geniigenden Theorien sicher. In ihrer urspriinglichen Form wur-
den die Wightman-Axiome zur Konstruktion relativistisch-invarianter Theorien angegeben (p = 1,
g =3,n=p+q =4) und enthalten deshalb nur eine Aussage iiber das Transformationsverhalten
der Felder unter Elementen der Gruppe SL(2,C) x RY3, der universellen Uberlagerungsgruppe
der Poincare-Gruppe (vergleiche [8,19,23,24]). Die Poincaré-Gruppe ist jedoch eine echte Unter-
gruppe der konformen Gruppe Conf(R'?), die iiber die Poincaré-Transformationen hinaus noch
Dilatationen und spezielle konforme Transformationen enthélt. Um global konform-invariante
Theorien zu beschreiben, miissen die Wightman-Axiome entsprechend der gréfseren Symmetrie-
gruppe modifiziert werden. Man kann dazu ein Transformationsverhalten der Felder unter Ele-
menten der Gruppe Spin(2,4) = SU(2,2), der vierfachen Uberlagerungsgruppe von Conf(R3),
betrachten. Die Einbindung von Uberlagerungsgruppen in die Wightman-Axiome liefert in ihrer
relativistisch-invarianten wie in ihrer global konform-invarianten Version die Beschreibung sowohl
bosonischer als auch fermionischer Felder. Da wir im Verlauf der Arbeit ausschlieflich global
konform-invariante, bosonische Felder betrachten, deren Transformationsverhalten bereits durch
die Elemente der konformen Gruppe selbst bestimmt ist, verzichten wir auf die Einbindung von
Uberlagerungsgruppen. Das erlaubt uns insbesondere eine einfache Verallgemeinerung der Axiome
auf n-dimensionale Raumzeiten R1"~!. Es sei jedoch angemerkt, dass sich die Wightman-Axiome
global konform-invarianter Theorien im Fall n-dimensionaler Raumzeiten fiir sowohl bosonische
als auch fermionische Felder formulieren lassen, indem man allgemein Darstellungen der Grup-
pe Spin(2,n), einer Uberlagerungsgruppe der konformen Gruppe Conf(R™~!), betrachtet (sie-
he [12]).

'Die Wightman-Axiome wurden zuerst von Arthur Strong Wightman formuliert und sind Grundlage der kon-
struktiven Quantenfeldtheorie. Es sei angemerkt, dass weitere Axiomensysteme existieren, die rigorose Zuginge
zu Quantenfeldtheorien bieten, wie etwa die Haag-Kastler-Axiome (siehe [8]), welche die Grundlage der alge-
braischen Quantenfeldtheorie darstellen.
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e Hilbert-Raum und Symmetriegruppe: Die Zustinde einer Quantenfeldtheorie werden
durch Einheitsstrahlen eines separablen Hilbert-Raums 5# beschrieben, auf dem die kon-
forme Gruppe Conf(RY"~1) iiber eine unitire Darstellung wirkt.

U : Conf(RV"™1)  —  Aut(#)
¢ — U
Weiterhin existiert ein Vektor Q € J#, der invariant unter der Darstellung U ist und
als Vakuumvektor bezeichnet wird. Der Vakuumvektor ist bis auf einen Faktor eindeutig

festgelegt. Das Spektrum der Generatoren PH der Translationen ¢ = (1,,a), der durch
U((1y,a)) =: exp(ia, P*) definiert wird, liegt im Abschluss des Vorwértskegels V..

o(P*)c Vi:={p'e RbL popt >0, p? > 0} (1.7)

e Felder: Die Felder ® einer Quantenfeldtheorie sind Multiplets von operatorwertigen Distri-
butionen ®; (k€ {1,...,m}) auf dem Schwartz-Raum.

d: (RO — o)

m m

Fom (e f™) () =Y e =Y / By () [H(x) da

k=1 k=1 Rl,n—1

Verschiedene Felder werden durch die Notation ®®(f®) unterschieden. Die Operatoren
®(f) sind auf einer dichten Teilmenge 2 € # definiert, welche die Wightman-Doméne

span {(I)(ll)(f(ll))q)(l2)(f(lz))“_q)(lN)(f(lN))Q € #| N e N} (1.8)
umfasst. & ist invariant unter U.
U©T2 c 2 Vee Conf(RM ) (1.9)
e Hermitizitiit: Durch ®*(f) := (® (ﬂ)T Vf e (Z(RV1.C))™ wird ebenfalls ein Feld
®* definiert. ® heifst selbstadjungiert, falls die Bedingung ®* = & erfiillt ist.

e Lokalit#t: Sind die Triger supp(f*)) und supp(f®) der Abbildungen f*) und f® raum-
artig getrennt, d.h. (z;, — ;)2 < 0 Vi, € supp(f*)), Va; € supp(f¥), so kommutieren die
Feldoperatoren ®®*)(f*)) und O (f®).

[@®(f®), @D (D) =0 (1.10)

e Vollstidndigkeit: Jede unter Anwendung der Feldoperatoren invariante Unterdoméne %y C
2 ist dicht in 2.

e Kovarianz: Die Felder transformieren sich unter Elementen ¢ € Conf(R'™~1) mit zugeho-
riger konformer Abbildung ¢ geméf

U@(NHUE) ™ = 2(fug) - (1.11)
Dabei sind die Komponenten der zuriickgeholten Testfunktion f,z € (/(R",C))™ fiir den
Fall ¢ (x) € RO"=1) definiert durch:
0 . iee(u(n) e N

k o
f(w,E)(m) =
> | det(d(c))(@)] wlc, e Ha)F, fle (@) sonst
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Die matrixwertige Abbildung w erfiillt zudem die Bedingungen:

— Fiir beliebige konforme Abbildungen ¢, co mit ca(z) € RM1 gilt:

w(er, ea(x)) w(eg, x) = w(cica, x) (1.12)

— Fiir spezielle konforme Abbildungen c gilt:
w(e,0) =1, (1.13)

— Die Einschrinkung von w auf die Isometrien innerhalb der konformen Gruppe definiert
eine Darstellung D der Isometrien, die eine triviale Unterdarstellung der Translationen
enthilt, d.h. fiir alle (A, a), (A/,a’) € SO(1,n — 1) x R¥~1 gilt:

D((A,d)D((A,a) = D((NA,Na+d))
D((1p,a)) = 1,
(1.14)
Dabei ist D((A,a)) := w((A,a), ) unabhiingig von z € RL7—1,
Bemerkungen zu den Wightman-Axiomen:
e Die Operatoren ®(f) sind im Allgemeinen unbeschrankt.

e Wir werden im Folgenden keine Unterscheidung mehr zwischen ¢ € Conf(RY"~1) und der
zugehorigen konformen Abbildung ¢ notieren.

Der Kovarianzeigenschaft (1.11) entspricht die formale Eigenschaft

wie, )" 1 Bx(z) =: (w(e,z) (),

NE

U@y (U(c) ™ =

B
I

0

e Wir verwenden im weiteren Verlauf der Arbeit stets die folgende Schreibweise:

c1><ll>(xl)q><lz>(xQ)...q><lN>(xN)> = &) (21)012) (15)... 00N (23)Q

Wir betrachten Felder ®, die als Multiplett der durch Indizes py, € {0,...,n—1} mit k € {1,..., L}
beschriebenen Komponenten ®,,, ,, gegeben sind. Ihr Verhalten unter konformen Transformatio-
nen ¢ mit x, c(z) € RY~1 ist formal gegeben durch

U Py, (2)U() T = wle a1, By, (c)) (1.15)

v1..Vg,

Eine konkrete Transformationsvorschrift des Feldes ® kann mittels A € Ny durch

. a de(x) . ( de(x) > -
w(e,x)fr-tr, = ldet(dc(z))|» | ————7 | (1.16)
o | ) (|det(36(f€))|"> w \ldet(@@c(@)= /)

angegeben werden. Man beachte, dass w insbesondere die Bedingungen (1.12), (1.13) und (1.14)
erfiillt. Inshesondere transformiert sich ein Feld ¢ mit L = 0 und d := A € Ny formal geméf

U()p(@)U ()~ = | det(De())| 3(e())
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Definition 1.3.1 (Global konforme Kovarianz, Skalendimension, Spin, Twist). Ein Feld ® der
oben gegebenen Form, das sich gemaf (1.15) und (1.16) transformiert, nennen wir ein global
konform-kovariantes Feld der Skalendimension A und des Spins L. Die Grofie 2k :== A — L wird
als Twist des Feldes bezeichnet. Fin Feld der Skalendimension A = d und des Spins L = 0 nennen
wir ein skalares global konform-kovariantes Feld der Skalendimension d.

In n = 4 Raumzeitdimensionen gilt aufgrund der Klassifikation? der unitiiren Strahldarstellungen
der SU(2,2) in [10], dass der Twist 2k eine nicht-negative Grofe ist. Zudem sind die einzigen
Felder vom Twist 2k = 0 durch skalare Vielfache des Einheitsoperators gegeben.

1.4 Wightman-Distributionen

Wir betrachten in diesem Abschnitt das durch die Wightman-Axiome bestimmte Verhalten der
Wightman-Distributionen W, i, , die wir auch als N-Punktfunktionen oder Korrelationsfunktio-
nen bezeichnen werden und die durch

Wit (@1, ) 1= (2,00 (21).. 00 (2x)Q) = (01 (@y)... 00 (ay))

definiert sind. Aufgrund des Schwartzschen Kerntheorems (siehe [7]) kénnen die Komponenten von
N-Punktfunktionen als Distributionen auf . ((R»"*~1)¥ C) aufgefasst werden. Das Transforma-
tionsverhalten der N-Punktfunktionen unter konformen Transformationen ist gegeben durch die
Kovarianzeigenschaft (1.11) der in ihnen enthaltenen Felder. Aufgrund der Invarianz des Vakuums
unter U gilt mit den zu den Feldern ®®) gehérenden Transformationsabbildungen w(® formal

<<I>(l1)(:r1)...‘1>(lN)(iUN)> — <U(C)Q)(ll)(ml)---q)(lN)(xN)U(C)_1>
= (UM @)U ™) .. (U@ @m0 ™))
_ <w(11)(07x1) ® ... @ (c, QUN)) <(I)(ll)(c(xl))...q)(lN)(C<$N)>>

Diese Eigenschaft der machen wir zur Definition global konformer Invarianz (vergleiche [16]).

Definition 1.4.1 (Global konforme Invarianz ( [16])). Es sei ¢ eine konforme Transformation
und x1,..,on € RV Punkte derart, dass c(z1),..,c(xn) € RYL gilt. Wir bezeichnen eine
Wightman-Distribution W, 1, als global konform-invariant, falls

Wiy i (1, -y TN) = (w(ll)(c,xl) ®...0w) (¢, xN)) Wian (c(@1), s clzy)) . (1.17)

fiir jede konforme Transformation an entsprechenden Punkten gilt. Eine Wightman-Theorie be-
zeichnen wir als global konform-invariant, falls all ihre Wightman-Distributionen global konform-
mvariant sind.

Der letzte Teil der Definition motiviert sich durch das Rekonstruktionstheorem, welches besagt,
dass eine Wightman-Theorie bis auf unitire Aquivalenz aus ihren Wightman-Distributionen rekon-
struiert werden kann (siehe |24]). Wir geben weitere Eigenschaften der Wightman-Distributionen
an, die direkte Folgerungen aus den Wightman-Axiomen sind.

’Die von uns eingefithrten Felder der Skalendimension A und des Spins L besitzen in der Klassifikation von [10]

das konforme Gewicht (A, £, £).
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e Lokalitét: Die Lokalitdt der Felder (1.10) impliziert fiir raumartig getrennte Punkte x;, ;41
eine Lokalitdtsbedingung der Wightman-Distributionen

Wit dilindn (T1, ooy Ty Tige 15 oo TN) = Wity 100y (T15 0y Tig1, Ty ooy TN)

e Spektralbedingung: Aufgrund der Translationsinvarianz der Wightman-Distributionen
Wi, .1y gibt es eine reduzierte Wightman-Distribution W, ;. , deren Komponenten Distribu-
tionen beziiglich der Differenzvektoren z;; := x;—x; (1 < i < j < N) auf S ((RM"~1H)(V=1 ()
sind. Beide Distributionen sind durch die Bedingung Wy, 1, (21, ..., 2n) = Wi, 1y (T12, -, TN1IN)
fiir alle 21, .., x5 € RY 71 verkniipft. Die Fouriertransformierte VAVll“lN von Wy, 1, die durch

N

Wiy (a1, s 1) = / Wiy (U1, yn) exp(i Y qi - yp) dyn...dyn

(RL—1)(N-1) k=1

definiert ist, hat aufgrund der Spektraleigenschaft des Impulsoperators (1.7) die Tragerei-
genschaft supp(W) C (V+)(N_1). Die Distribution W ist Randwert einer in der negativen
Rohre TV = {(z1, ..., 28)|z € CH" 1 Im(z;) € V_} analytischen Funktion.

e Wightman-Positivitit: Aus der Positivitét der Norm von endlichen Linearkombinationen
von Vektoren, die durch Wirkung von endlichen Produkten von Operatoren ®(f) auf den
Vakuumzustand €2 entstehen, folgt, dass fiir alle endlichen Folgen von Testfunktionen f,

Z ?p(:vl, ”,xp)wlz’?lllll--lq (Zpy o T1, Y1, -, Yq) fq(Y1s -y Yg ) da1..dapdyr .. dyg > 0,
pq (Rl,n—l)(p«kq)

mit W} l1..lq(‘TP’ 1YL, YY) = <<I>(l§7)*(xp)...q)(lll)*(:zl)é(ll)(xl)...(I)(lq)(xq)> gilt.

!/ /
i

1.5 Konforme Lie-Algebra

Die konforme Gruppe Conf(RP?) korrespondiert zur konformen Lie-Algebra conf(RP?), die durch
die Generatoren der unitaren Darstellung U der konformen Gruppe auf dem Hilbert-Raum ¢
und deren Kommutatoren gegeben ist. Die Generatoren werden mit P* fiir die Translationen, J#¥
fiir die Lorentz-Transformationen, D fiir die Dilatationen und K* fiir die speziellen konformen
Transformationen bezeichnet und ergeben sich durch Differentiation von U nach den Parametern
der konformen Gruppe an der Stelle der Gruppenidentitit ¢ = id. Entsprechend Satz 1.2.2 fiir die
konforme Gruppe, korrespondiert die konforme Lie-Algebra zu so(p + 1,q + 1), der Lie-Algebra
von SO(p+1,¢+1). Wir schreiben 7 fiir den metrischen Tensor von RP¢ und 7 fiir den metrischen
Tensor von RPFL4+L Eg seien L4 mit A, B € {—1,...,n} die Erzeuger von so(p+1,q+ 1), deren
Kommutatorrelationen durch

[LaB, Lcpl =1MapLe +Npclap — NacLsp —NpcLlap) (1.18)

gegeben sind. Die Generatoren von conf(p, ¢) hingen mit den Generatoren von so(p + 1,q + 1)
zusammen iiber:

1
E;w - s7;w E—lu - i(PV + ]Cl/)

Em/ = %(Pl/ - ICy) £—1n =D
(1.19)
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Dabei gilt p,v € {0, ...,n—1}. Ein etwas intuitiveres Bild dazu liefert die folgende Schreibweise:
0 5(P,+K,) |D

EAB = j,uy

5 (P, —K)) 0

Die Eintrage der Matrix £4p sind antisymmetrisch zu ergénzen. Entsprechend (1.18) und (1.19)
ist die konforme Lie-Algebra durch die Kommutatoren

PP, = 0
(Pus Tps) = 1 (MupPo — NuoPp)
[Pu K] = 12 (D — Tuw)
[ Dl =i Py
(T Tpo) = 1 (MupTuo + MpoeTvp — MppTve — Mo Tup)

(Tpos K] = i (evKp = npKos)
[jpm D] =

Ku, K] =

[’C;MD] = -1 ]CM

(1.20)

bestimmt. Mittels (1.18) kénnen wir unmittelbar ein quadratisches Casimirelement von conf(RP-?)
angeben, da C = %KABEAB ein solches fiir so(p + 1, ¢ + 1) darstellt.

%ﬁABLAB
= % (L LM + L LY + LoaLM + Loy L7+ L a L7+ Lo L7+ Lo L)
= L La L 4 L £ Ll
1 v 1 1 v v 1 1 v v 2
= ST I" 4 5Py =K G (K" = P") 4 (P + Ky) 5 (K +PY) =D
= %JWJ - % (P,P" — P,K" — K,P" + K,K") + i (P,P"+P,K" + K,P" + K,K") —
= %J,WJ“” + % (P.KY + K, PY) —
Somit haben wir das Casimirelement
C= chBzAB fjwj + = (77 KH + K, PH) — (1.21)

gefunden. Weiterhin geben wir die Wirkung der konformen Generatoren auf die Felder einer
Wightman-Theorie an. Diese wird beschrieben durch die Kommutatoren der Generatoren mit
den Feldern und ergeben sich aus der Wirkung der unitdren Darstellung ¢/ auf Felder & durch
Differentiation nach den Parametern der konformen Gruppe an der Stelle des neutralen Elements
¢ = id der Gruppe. Nehmen wir ein Feld & der Skalendimension A und des Spins L an so ergibt
sich etwa fiir die Dilatationen

d d

—UN®(2)UN) (A\2e(\z))| = (z-90+A) d(x

i[D,@(x)] = =D . (z)

(1.22)
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Fiir die gesamte konforme Gruppe erhalt man mit Lypu = Mooy — NovNpp die Wirkungen

i[Pﬂ’¢Pl--PL($)] = aﬂq)pl--PL(I)

L
i[jum Ppi.p1 ()] = (xuav - xuau) Ppy.pr (z) + ZLUkpk/w DPpr.oppr (z)
k=1
L
L @pypr (7)) = (224(2-0) — x2(9u + 2Azy) Cp,.p. () — 221’” Lakpkuu Dy opr (T)
k=1
i[D, oo ()] = ((xz-9)+4) @00 ()

(1.23)

Vektoren der Form |®(x)) sind Eigenvektoren von C zum Eigenwert A, wobei 26 = A — L der
Twist von @ ist.

Clo(x)) = (A(A —n) + L(L + n — 2)) |®(z)) (1.24)

=:AxL

Diese Identitét ergibt sich unter Verwendung von (1.23) aus (1.21).

1.6 Konformer Casimiroperator

Wir untersuchen die Wirkung des Casimirelements C auf einen Vektor der Form |¢1(z1)...¢on(zN)).
wobei ¢; fiir i € {1, ..., N} konforme Skalarfelder der Skalendimensionen A; seien. Ziel ist es das
Casimirelement C durch Verwendung der Kommutatorrelationen (1.23) als Differentialoperator
C1,.. n beziiglich der Variablen x; auszudriicken. Wir beginnen mit der schematischen Darstellung
der Transformation von C in Cq,. n.

1. Wir vertauschen das Casimirelement mit dem Feld ¢; und erhalten einen Term, der den
Kommutator von C mit ¢; enthilt, sowie einen weiteren Term, der den Casimiroperator
Co,...N enthilt.

ICo1(z1)...on(zn)) = |([C,d1(21)] + ¢1(21)C) d2(x2)...on (2N))

| p2(22)...0N (zN)) + |#1(71)CP2(T2)...dN (TN))

| p2(w2)...oN(zN)) + Co,. N|P1(T1). - dN(TN))
(1.25)

2. Wir werden im Folgenden nur den ersten Summanden auf der rechten Seite der Gleichung be-
trachten. Aufgrund der Bilinearitit des Kommutators zerfillt die Berechnung von [C, ¢1(x1)]
in die Berechnung der Kommutatoren

[D?, ¢1(21)]

[P K¥, ¢1(21)]
(K P*, d1(1)]
(T T, 1 (21))]

Diese lassen sich mittels der Leibnizregel (G H, ¢1(x1)] = G [H, ¢1(x1)]+[G, ¢1(z1)] H verein-
fachen, wobei G und ‘H Generatoren D, P,, K, oder J,, reprisentieren, fiir die nach (1.23)
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G, ¢i(zi)] = G;i ¢i(x;) und [H, ¢i(z;)] = H;i ¢i(x;) mit Differentialoperatoren G; bzw. H;
beziiglich der Variablen z; gilt?. Die Differentialoperatoren vertauschen zudem mit den Ge-
neratoren D, P, K, und J,,, da sie Differentialoperatoren der Variablen x; darstellen, von
welcher das Feld ¢;(x;) abhéngt, und keine Operatoren auf dem Hilbert-Raum der Zusténde
selbst sind, wie dies etwa auf die Generatoren zutrifft.

|G H, d1(z1)] p2(22)...dn (2N))
= |G[H,¢1(x1)] p2(22)..on(zN)) + | [G, P1(21)| Hd2(2)...on (2N))
H1|Gd1(z1)p2(x2)...dN (TN)) + Gi|P1 (1) Hp2(z2)...dN (TN))

N

N
= <H1 Z%) [¢1(21)--On (2N)) + (glek> [¢1(21)...0on(2N))
k=1

k=2

N N
<H1 Z Gr + G ZHk> |p1(21)...oN(2N))

k=1 k=2

Im vorletzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass fiir jeden Generator G

N
[P1(21)--1-1(21-1)G i (1) On (TN)) = (Z gk:) [¢1(21).-On (2N))

k=l

gilt. Diese Relation erhilt man durch sukzessives Kommutieren des Generators G nach rechts
durch die Felder ¢;, bis G auf das Vakuum wirkt und dieses annihiliert.

Wir kommen nun zunéchst zur Ausfilhrung des zweiten Schritts des Schemas. Dazu betrachten
wir einzeln die in der Berechnung von [C, ¢1(z1)] vorkommenden Paarungen von G und H. Wir be-
nutzen die folgenden Notationen. Mit griechischen Buchstaben p und v werden die Komponenten
Ty, a:’,j der Vektoren x; € RP'? bezeichnet. Mit xz sei jedoch stets das Quadrat des Vektors x und
nicht seine zweite Raumkomponente bezeichnet. Analog dazu wihlen wir die Bezeichnungen fiir
den Gradienten 0 beziiglich der Variablen xj. SchlieRlich sei (zj ® z) - (O ® Ok) = xkuxkl,ﬁl’:ﬁ}g
definiert.

1. Fir G = D und ‘H = —D ergibt sich:

N N N
Hi) Gi+Gi1 Y Hp=-Di—2D1)y D
k=1 k=2 k=2

N
= ((@1-01) +A1)2+2) ((x1-01) + A1)((r - ) + Ap)
k=2

= (z1®z1)- (01 @)+ (2A1 + 1) (1 - 01) + A?

N
42 (11 @ ap) - (01 @ O) + Aplwr - 01) + A (w - ) + A1 Ay
k=2

3Die Operatoren G; und H; sind erster Ordnung. Gemif des obigen Schemas zur Transformation des Casimi-
roperators in einen Differentialoperator konnen hichstens zwei der Operatoren nacheinander auf den Vektor
|p1(z1)p2(z2)) wirken. Der entstehende Differentialoperator kann somit maximal von zweiter Ordnung in x;
und z2 sein.
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2. Fir G = J und H = JH ergibt sich:

N N N
H, ng+g1z7'lk =TI +2 jmij,iw
k=1 k=2 k=2
N

= (@10 — 21,00, (2f O —af OF) =2 (21,01 — 21,01) (), O — xf )
k=2

= =2 x% 8% + 2(1‘1 & ml) . (81 ® 81) + 2(77, — 1)(1‘1 . 81)

N
—4 Z(Ucl - x1,)(01 - O) — (21, @ 1) - (01 @ Op)
k=2

3. Fiir G = P, und H = K# ergibt sich:

N N N N
H1ng +Q1ZHk = /Cluzpl}: +P1MZKZ
k=1 k=2 k=1 k=2

N N

= — 2(233’1‘(331 . 81) — 1‘% 8{‘ + 2A1x’f)8ku - Z 61u(2a;’,j(a:k : 8k) - wz 8;; + 2Akl‘Z)
k=1 k=2

= —2(1’1 ® 331) . (81 ® 81) + .%'% 8% — 2A1(a:1 . 81)

2(1’1 X 1‘1) . (81 [ 8k) — x%(al . 8k) + 2A1($1 . 8k)

M= 11

2($k & xk) . (81 & 8k) - x%(@l . 8k) + 2Ak(xk . 81)

£
[|
N

4. Fiir G = K, und ‘H = P* ergibt sich:

N N N N
legk +glek - Pl/LZKZ +,C1MZ,PIICA
k=1 k=2 k=1 k=2

N N

= — Z 81#(2$z($k . 8k) — x% 8;; + QAWC%) — Z(Z’rlf(l‘l . 81) — x% 8{‘ + 2A1x‘1‘)8;w
k=1 k=2

= —2(:E1 &® .731) . (61 & 81) + x% 8% — 2A1(.%'1 . (91) — 2(n — 1)(.731 . (91) — 2nA\q

N
— ZQ(%k & xk) . (81 & 8k) - x%(@l . 8k) + 2Ak(xk . 81)
2

£
[|

2(z1 @ 1) - (01 ® Ok) — 1 (1 - ) + 201 (w1 - Op)

M-

=
||
N

Wir berechnen die beiden Spezialfille N = 1 und N = 2. Fiir N = 1 wurde bereits im vorigen
Abschnitt die Formel (1.24) gefunden. Es gilt also C; = A1(A; —n). Dies ist der einzige Fall, fiir
den der Casimiroperator keinen echten Differentialoperator zweiter Ordnung darstellt. Fiir N = 2
bedienen wir uns der Identitdt (1.25) sowie des Resultats im Fall N = 1. In Tabelle 1.1 sind die
Ergebnisse des obigen Schemas aufgelistet. Die Operatoren der linken Spalte bilden eine Basis
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der Lorentz-invarianten Operatoren zweiter Ordnung der Variablen x; und x2, aus denen sich der
Casimiroperator zusammensetzen muss. Nebenstehend finden sich die Koeffizienten, mit denen
diese Operatoren im Vektor | [X, ¢1(z1)] p2(z2)) auftreten.

Operator X=-DX|X=L(PKF+K,P") | X =1L(T,T")

$%(81 . 81) 0 1 —1

23(01 - O) 0 0

(1'1 :132)(01 . 81) 0 0 0

(1‘1 X 1'1) . (81 X 81) 1 —2 1
(ra ® x2) - (01 ® O1) 0 0 0
(1’1 (%9 1’2) . (81 &® 81) 0 0 0
(x2®x1)~(31®81) 0 0 0
22(01 - Ba) 0 1 0

23(01 - ) 0 1 0

(:L'l xg)(é?l . 82) 0 -2

(.%'1 () :L'l) . (31 ® 82) 0 —2 0
(IEQ (%9 I‘Q) . (81 & 82) 0 —2 0
(acl ® .7}2) . (61 & 82) 2 0 0
(:Ez (%9 931) . (81 & 82) 0 0 2
r1-01 | 241 +2A5 + 1 —2A1—n n—1

xr9 - 61 0 —2A2 0

X - 62 0 —2A1 0

Ty - Oy 244 0 0

1 2A5A1 + A% —nAq 0

Tabelle 1.1: Tabelle zur Berechnung des Casimiroperators fiir N = 2

Insgesamt erhalten wir aus Tabelle 1.1 fiir N = 2 das Ergebnis*

[Cor(x1)pa(w2)) = Cr1 2|1 (w1)Pa(w2)) (1.26)

*Man beachte, dass alle Ableitungen zweiter Ordnung in (1.26) gemischte Ableitungen nach z; und z» sind.
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mit dem Operator Cq 2 gegeben durch

Ci2:= C%) + C§12) + Cg

Ol = (A1 +A82)” —n(Ar + Ag)

ClY = 209(212 - 1) + 241 (221 - Ba)

ngz) 1= 235(01 - 02) — 2(212 ® 212) - (01 ® Do)

)

(1.27)

Die Verallgemeinerung dieses Ergebnisses fiir beliebiges NV € N stellt der folgende Satz dar.

Satz 1.6.1. Es seien ¢;(x;) (i € {1,.., N}) Skalarfelder der Skalendimensionen A;. Die Wirkung
des quadratischen Casimirelements C auf einen Vektor der Form |¢1(x1)..0n(xzN)) ist gegeben
durch einen Differentialoperator C1 . n zweiter Ordnung beziiglich der Variablen x;.

ICo1(z1)..dn(2N)) = Ci,. N|D1(z1)..0N(TN)) (1.28)

Dabei ist der Casimiroperator C1,. N gegeben durch

Ci..N = C£2)N + Cil)N + C%?.)..,N
(0) AR
0
C..N = (ZA’L> - nZAi
i=1 i1
N
1
C§)N = Y Ai(wsi-9y)
ij—1
N
2
C§,.)..,N = Z 5Uz2j (0; - 05) — 2 (245 ® i5) - (0; ® 05)
1<j=1

(1.29)

Bewets. Der Induktionsanfang ist mit den Ergebnissen fiir N = 1 und N = 2 bereits gezeigt.
Fiir beliebiges N > 2 fithren wir die Berechnung von C;,_y mittels (1.25) auf die Berechnung von
Co,..n und | [C, ¢1(z1)] p2(x2)...¢Nn (2 n)) zuriick. Der erste Term besitzt nach Induktionsannahme
die vom Satz besagte Form und den zweiten Term haben wir in obigem Schema allgemein als
Differentialoperator ausgedriickt. Der Rest ergibt sich aus Zusammenfiigen aller gegebenen Terme
z.B. in einer Tabelle analog zu Tabelle 1.1. O

1.7 Allgemeine Resultate der konformen Quantenfeldtheorie

Wir wollen in diesem Abschnitt im Wesentlichen drei der wichtigsten Resultate der konformen
Quantenfeldtheorie angeben. Diese sind aufeinander aufbauend das Huygenssche Prinzip, die Ra-
tionalitdt aller Wightman-Distributionen und die Universalitdt der Schranken der Polgrade von
Wightman-Distributionen. Wir orientieren uns an der Darstellung der Ergebnisse in [11,16,17].
Zu Beginn bendtigen wir einen Darstellungssatz spezieller temperierter Distributionen, den wir
ohne Beweis angeben. Fiir den Multiindex o = (as, ..., o) € N¥ definieren wir |a| := aq + ... + oy,

. ] 1
sowie 0% = 8a1 a—ak
0w, Oz,
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Satz 1.7.1 ( [21]). Sei ¥ € '(R¥) mit supp(¥) C {0}. Dann gibt es ein K € N und c, € C mit

U = Z Co 0%

<K

Satz 1.7.2 (Huygenssches Prinzip ( [16,17])). ®1) und ®@) seien zwei global konform-kovariante
Felder und x1 und xo seien zueinander nicht-isotrope Punkte. Dann kommutieren die beiden Fel-
der. Insbesondere gibt es ein N € N, sodass fiir alle x1,z9 € RV gilt:

(01— 22)" [80 (1), 20(w)] = 0 (1.30)

Beweis. Es konnen nur die Félle (v1 — 22)? < 0 oder (z1 — 22)? > 0 eintreten. Im ersten Fall
sind die Felder bereits raumartig getrennt und ihre Komponenten kommutieren geméf (1.10). Im
zweiten Fall gibt es nach 1.2.6 eine konforme Transformation ¢, die das Paar lichtarig getrennter
Punkte (z1,72) € (RV"™1)2 auf ein Paar (c(x1),c(z2)) = (2}, 25) € (RY1)2 raumartig getrenn-
ter Punkte abbildet. Fiir beliebige Zustinde Q) = U(¢)Qq und Q) = U(c)Q2 im Definitionsbereich
2 der Felder gilt dann:

(01, [20 (1), 22 (22)] ) =

<Q’1, U(c) [<1><1>(x1), <I>(2)(x2)] U(c)_19’2>
= {9, [U(@2D @)U (), U8 (22)U () '] 04)
(

%, [0 (e, 1)@ (e(1)),w® (c,22) 0P (e(w2)) | 0% )

= (w(l)(c,:pl) ®w(2)(c,x2)> <Q'1, [‘I)(l)(a:'l), <I>(2)(x'2)} Q’2> =0

Das beweist die erste Aussage von Satz 1.7.2. Die Existenz eines N € N wie in 1.30 ergibt sich zu-
néichst nur fiir jede der komplexwertigen temperierten Distributionen (Q, [<I>(1) (z1), @3 (z2)] Q2).
Die Unabhéngigkeit der Potenz N von den Zusténden Q;, Qs € ¥ weisen wir im Beweis von Satz
1.7.3 nach. O

Zur Beschreibung der N-Punktfunktionen in den folgenden S&tzen definieren wir zu Punkten
71, ....,xy € R die Abstandsquadrate p;; := (z; — x;)? +i0(x) — 1’9) mit 7,5 € {1,..., N}.

Satz 1.7.3 (Rationalitat der Wightman-Distributionen ( [16])). Global konform-invariante Wightman-
Distributionen Wy, 1 (21, ...,xN) lassen sich mit ué\lf € No und Polynomen Py, i, darstellen als
rationale Funktionen des Typs

N
Wll..lN(xla"'axN):Pll..lN(xla'“axN) H (pr1) Het . (1.31)

1<k<I

Die Exponenten uﬁ kénnen unabhdngig von N gewdhlt werden.

Bewetsskizze.

1. Innerhalb der offenen Menge O C (RY" 1)V der paarweise nicht-isotropen Punkte kén-
nen aufgrund von Lemma 1.2.7 die Felder der Wightman-Distribution vertauscht werden,
weshalb W, 1y (z1,..,2n) fir (z1,..,2n) € O invariant unter Vertauschungen der Indizes
1,..., N ist.
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2. Uber die Wightman-Distribution W, ;, und ihre Reduzierte Wj, ;, lassen sich mittels
geeignet grok gewihlter Zahlen ,ug € N temperierte Distributionen Py, ;, und P, ;. defi-
nieren, die auf ganz (RV"~ 1)V translationsinvariant sind, wobei P, .1y zusdtzlich invariant
unter Vertauschung der Indizes ist.

N
Py (@1, m2n) = Wy (@, ., 2N) H (pr) M
1<k<I
N
= Wiy (12, ., 2N-1 N) H (pr)!® =: Py g (@12, ., EN-1 N)
1<k<l

Derartige Potenzen /ﬂk\; existieren, da die Wightman-Distribution temperiert und somit end-
licher Ordnung ist. Insbesondere lisst sich die Fouriertransformierte von ]511“[N durch An-
wendung eines Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten aus Wll..l ~ gewinnen. Da-
mit folgt supp (B 1) C supp(Wi, 1) C (V)& Y,

3. Aufgrund der Symmetrieeigenschaft Pj, ;1 (z1,..,2n8) = Py (TN, -, 21) folgt unmittelbar
Py (z12, ., a1 N) = PZAN..M(_J:NfLNv~=_9512)End damit supp(P) C (Y_)(N_l). Ins-
gesamt gilt deshalb supp(Py.n) C ((V+)(N*1) N (V+)(N*1)) = {0} und B, ;, hat eine
Darstellung geméafl Satz 1.7.1. Die Funktion P}, ;, ist somit ein Polynom.

4. Aufgrund von (1.7) besitzt Wy, ;, eine analytische Fortsetzung in die Riickwértsrohre TN,
Die Darstellung (1.31) ergibt sich dann durch Betrachtung der Randwerte der analytischen
Fortsetzung.

5. Die Distribution ¥x_1ny(xn_1,2ZN) := ‘q)(lel)(mN)q)(lN)(:z:N)% deren Werte im physikali-
schen Hilbert-Raum 4 liegen, ist als temperierte Distribution von endlicher Ordnung und
aufgrund des Reeh-Schlieder Theorems (siehe [24]) sowie des Huygensschen Prinzips sym-
metrisch fiir nicht-isotrope Punktpaare, d.h. es gilt ¥xy_1y(xn_1,28) = Unnv_1(ZN, TN-1)
fiir alle zy_1, 2y € RV mit (zy_1 — 2n)% = 0. Es gibt deshalb ein uy_15 € N, sodass
fur U y(@n_1,2n) = (pv—1n)"N -V (Y, Un_1n(zn_1,2n)) mit beliebhigem T € 7
Uy v(@n-1,2n) = Wy (2N, 2n-1) fiir alle 21, 20 € RV gilt.

6. Die Universalitit von uny_in ergibt sich, indem man T := <<I>(ll)*(acl)..CI)(lN*?)*(xN_g)‘
setzt. Aufgrund der Lokalitdt gilt das Resultat dann aber auch fiir jedes andere Punktpaar.

O]

Das folgende Resultat gilt fiir n = 4 Raumzeitdimensionen. Wir verzichten an dieser Stelle auf den
Beweis und geben es in einer fiir unsere Zwecke angepassten Form an, wobei [z] die Gauf-Klammer
von = € R bezeichnet. Ein ausfiithrlicher Beweis des Satzes findet sich in [16].

Satz 1.7.4 (Universelle Polschranken ( [16])). Es seien ® und ®' Felder der Skalendimensionen
A bzw. A" und der Spins L bzw. L'. Dann gilt fiir die Polordnung ug von py innerhalb der
Wightman-Distribution (...®(xg)...®'(x;)...) die Schranke

! " 1—-4p /
P [A+A ;—L—i—L B 5L2L 5AA:| (1.32)
Insbesondere ergibt sich fiir skalare Felder ¢ und ¢' der Skalendimensionen d und d’
d+d + g9 — 1
Pl < [ i +2 dd ] (1.33)
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Wightman-Distributionen skalarer Felder ¢") der Skalendimension d; sind sogar als Laurent-
Polynome der Abstandsquadrate festgelegt. Die Invarianz einer solchen Wightman-Distribution
W], .1, unter Poincaré-Transformationen bedingt, dass W, ;, nur von Abstandsquadraten abhén-
gen kann. Wir fassen die Abstandsquadrate zum Vektor p := (pij)i<i<j<n zusammen und defi-
nieren | p, := Zij\ijzl pij sowie p~H 1= Hij\ijzl(pij)’“iﬂ' fiir einen Multiindex g = (p45)1<i<j<N-
Die Wightman-Distribution W, ;, besitzt dann die Darstellung

Wiy (@1, .2n) = Z Z aup "
k un,=k

Beide Summationen sind aufgrund der Polschranken der Abstandsquadrate endlich. Die Invarianz
der Wightman-Distribution unter Dilatationen und speziellen konformen Transformationen erfor-
dert zusitzlich 22;11 Nji+Z§V:i+1 pij = dy, fiir alle i € {1,..., N}, sodass W), , mit d := sz\il d;,
die Darstellung

N

. 1 Hij
Wiy (@1, man) = > ap™ =[] () fray(er,nex)  (1.34)
My :%d i<j=1 '07"]
besitzt, wobei v = (uij)i<i<j<n ein Multiindex sei, der die geforderten Homogenitétseigen-
schaften besitzt, und f;, ;, fiir N > 4 ein Laurent-Polynom der K = N(]\;_S) unabhingigen

konform-invarianten Variablen cy, ..., ¢k ist, welche die Homogenitatseigenschaften der Wightman-
Distribution nicht &ndern. Wir geben eine mogliche Wahl dieser Variablen (siehe [15]) an, wobei
wir aus Notationsgriinden cq, ..., cx durch drei Sétze von Variablen s;, ¢; und r;; ausdriicken.

. P12p3i . P1ip23 . P12p23pij
S; = ti = Tz'j . —

= (4<i<j<N) (1.35)
P13P2i P1302i P13P2i P25

Zwei- und Dreipunktfunktionen skalarer Felder sind durch global konforme Invarianz sogar bis
auf eine Normierungskonstante eindeutig festgelegt. Fiir skalare Felder ¢1, ¢ und ¢3 der Skalen-
dimensionen dj, dy bzw. d3 gilt (mit einer gewdhlten Normierung)

1
Wig(z1,2) = (¢1(21)d2(22)) = — ddyd,
P12
1
W123(x13$27$3) = <¢1($1)¢2(x2)¢3(333)>: ditdg—ds  ditdz—dy  dgtdg—dq
P12’ P13 ° Paz *

(1.36)

1.8 Operator-Produkt-Entwicklung

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Operator-Produkt-Entwicklung von zwei konformen ska-
laren Feldern ¢; und ¢9 gleicher Skalendimensionen d [3,11,12,15]. Diese fiihrt auf die Definition
von Tensorfeldern O+ () des Twists 2+ und des Spins L, durch die sich die Operator-Produkt-
Entwicklung von ¢ und ¢ ausdriicken lasst und die Partialwellenentwicklungen motiviert. Des-
weiteren fithren wir bilokale Felder V ein, die sich aus allen Beitrigen der Operator-Produkt-
Entwicklung zu vorgegebenem Twist £ und beliebigem Spin L zusammensetzen. Wir definieren
dazu die Distribution

U(z1,22) = (ﬁg)d ¢1(z1)P2(72)
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Diese ist nach (1.33) zumindest im schwachen Sinn glatt in 212 und bildet ein Huygens-bilokales
Feld, d.h. es gibt ein N € N, sodass

(21 — 2)%(x2 — 2)2) " [U(21, 22), ®()] =0 Vay, 29,2 € RI

gilt, wobei ® ein konformes bosonisches Feld sei. Wir fithren eine Taylorentwicklung von U um
den Punkt zo durch und erhalten

Uzr,m9) = Y X, (@) (212)" . (w12)" (1.37)
K=0

mit operatorwertigen Feldern X %) des Rangs und der Skalendimension K, die zwar symmetrische
und lokale, jedoch nicht quasiprimére Felder sind, d.h. sie transformieren sich nicht irreduzibel
geméif Abschnitt 1.3. Wir konnen aber zu einem System symmetrischer quasiprimérer Felder
O"-L) iibergehen, indem wir zuniichst von X() Ableitungen von Tensoren niedrigeren Rangs
XK mit geeigneten Vorfaktoren Mg+ € C abziehen und so ein System von universellen Feldern
O-L) definieren, d.h. Feldern, die unabhiingig vom zugrundeliegenden Modell der Skalarfelder ¢,
und ¢9 sind.

K-1
OA(L[f.?uk (z) = X;(L{(.?MK(:U) - Z AK! <a®(KiK Jo X" )(x)) (1.1
K'=0

Die eckigen Klammern geben die Symmetrisierung beziiglich der Lorentz-Indizes an. In einem
zweiten Schritt gehen wir durch Zerlegung der Operatoren O ) in spurfreie symmetrische Ope-
ratoren zu einem System von Operatoren iiber, dessen Elemente O*+L) symmetrisch, spurfrei und
quasiprimér sind. A = 2k + L ist dabei die Skalendimension und L > 0 der Spin des Feldes O(L).
Die Groke 2k ist somit der Twist von O*-L)_ Eine Besonderheit der Felder O vom Twist 2
ist, dass sie Erhaltungssitze erfiillen.
oot (z)=0 (1.38)

Felder unterschiedlichen Twists oder Spins spannen durch ihre Wirkung auf den Vakuumzustand
zueinander orthogonale Unterrdume J7; 1 C 5 des physikalischen Hilbert-Raums auf, d.h. fiir
(k,L) # (&', L) gilt fiir alle pq, .., pp,v1, ..., v € {0,..,n — 1} und x, 2’ € RPY beliebig

(0fh), () O (a!)) = 0 (1.39)
Das System der Felder O(L) induziert auf diese Weise ein System orthogonaler Projektionen II,.f,
von ¢ auf 7, 1, die ihrerseits Partialwellenentwicklungen von Korrelationsfunktionen definieren.
Wir schreiben II,; := ", Il fiir die Projektion auf 7, := @, 4. C S und entsprechend
Iy, := ), Il fiir die Projektion auf J¢7 := @, 7€, C . Im Fall von n = 4 Raumzeitdi-
mensionen, auf den wir uns nun konzentrieren, gilt aufgrund der Mackschen Klassifizierung der
Darstellungen der konformen Gruppe in [10], dass nur Vielfache des Einheitsfeldes 1 den Twist
0 besitzen und fiir alle nicht konstanten Felder der betrachteten Operator-Produkt-Entwicklung
% € N gilt. Wir driicken in der Entwicklung (1.37) die Felder X (%) iiber die Felder O"%) aus und
fassen alle Terme gleichen Twists zusammen.

Uz1,29) =C 1+ Y py Vi(w1, 72) (1.40)
k=1
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Dabei bezeichnet B die Eulersche Betafunktion® und C' € C eine Normierungskonstante. Die
sogenannten Bifelder Vj; sind mit dem Pochhammer-Symbol () := Fgf\&)k ) fiir Ak € R sowie

Konstanten Cyr, € C gegeben durch ( [12])

oo 1
V(i ) = ) CHL/ Kyer (o, p1202) 08 (w3 + amng, 212)dar
L=0 0

=l -ttt - ()

Ky <) =
r(a,z) ng(] B(k+ L,k+ L) nl(26+ L — doy)n

Satz 1.8.1 ( [12,15]). Das System der Differentialgleichungen (1.38) ist dquivalent zur Bedingung
der Harmonizitat des Bifelds Vi des Twists 2 in beiden Argumenten, d.h. es gilt

W Vi(z1, 22) = 0 = 0aVi(x1, 22)

Bemerkungen:

e Wir benutzen die Biharmonizitdt des Feldes V;, welches wir im Folgenden nur mit V be-
zeichnen, in den Kapiteln 3 und 4 zur Projektion auf den Unterraum J#,_;.

e Die Zerlegung (1.40) entspricht dem Fall einer Entwicklung des Produktes der Felder ¢
und ¢2 von der Form

d—1
o1(x1)a(w2) = (a2,) (C 1+ Z(f’?%z)”‘/ﬁ(ﬂ?hxz)) + 1 ¢1(21) P2 (z2)
k=1

Der Term : ¢1(x1)p2(x2) : bezeichnet das normalgeordnete Produkt der Felder ¢; und ¢s.
Wir formulieren eine Annahme, die in die Untersuchungen der Abschnitte 3 und 4 eingeht.

Arbeitshypothese: Es seien V (1, z2) := Vi (x1, 22) die biharmonischen Felder, die durch Operator-
Produkt-Entwicklungen des zuvor betrachteten Typs definiert sind. Die durch Anwendung der
biharmonischen Felder auf den Vakuumzustand erzeugten Vektoren |V(z1,x2)) spannen einen
dichten Unterraum von 57,—; auf.

Zur Definition der Betafunktion sei der Leser auf Anhang A verwiesen.
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2 Partialwellenentwicklungen von
Vierpunktfunktionen

Partialwellenentwicklungen von Korrelationsfunktionen sind von besonderem Interesse innerhalb
der konformen Quantenfeldtheorie, da sie Information tiber den physikalischen Inhalt einer Theo-
rie liefern. Analog den Partialwellenentwicklungen der Quantenmechanik, bei denen Wellenfunk-
tionen nach Kugelflichenfunktionen entwickelt werden, die als Eigenfunktionen von Operatoren
der Drehimpulsalgebra durch die Quantenzahlen des Drehimpulses und des magnetischen Mo-
ments festgelegt werden, sind Partialwellenentwicklungen Entwicklungen von Korrelationsfunk-
tionen nach Partialwellen, welche als Eigenfunktionen von Operatoren der konformen Lie-Algebra
durch die Quantenzahlen Twist und Spin bestimmt sind. Die physikalische Information, die Par-
tialwellenentwicklungen iiber ein bestimmtes Modell geben, ist in ihren Entwicklungskoeffizienten
enthalten. So ist fiir vier Raumzeitdimensionen die Positivitit aller Partialwellenkoeffizienten einer
Vierpunktfunktion dquivalent zur Wightman-Positivitdt der Funktion (siehe [13]). Weiterhin folgt
aus der strengen Positivitit eines speziellen Partialwellenkoeffizienten die Existenz eines Energie-
Impuls-Tensors innerhalb der untersuchten Theorie (siehe [13]). Wir fithren in Abschnitt 2.2 die
Partialwellen von Vierpunktfunktionen skalarer Felder geméf [4| als Losungen einer Differenti-
algleichung mit bestimmtem asymptotischen Verhalten ein und geben in 2.2.1 fiir zwei und vier
Raumzeitdimensionen explizite Lésungen an. Anschliefend betrachten wir ausschliefslich den Fall
vierdimensionaler Raumzeit und stellen in Abschnitt 2.3 einen in |13] entwickelten Algorithmus
zur Durchfithrung spezieller Partialwellenentwicklungen vor. Innerhalb des Algorithmus kénnen
singuldre Terme auftreten; die daraus resultierende Partialwellenentwicklung muss jedoch stets
reguldr bleiben. Wir untersuchen dieses Problem in Abschnitt 2.5 und betrachten dazu in Ab-
schnitt 2.4 einen bestimmten Schritt des Entwicklungsalgorithmus, der Aufschluss dariiber liefert,
welche singuldren Terme auftreten kénnen.

2.1 Transformation der Operatoren

Wir stellen ein Schema zur Transformation von Differentialoperatoren vor, welches im Folgenden
haufig Anwendung findet. Betrachtet werden Operatoren der Algebra o7y, die von Elementen

pi; w0k . Ok 0

mit 4,7, k,0 € {1,2,...., N} und ¢ € Q erzeugt wird. In einem ersten Schritt lassen wir Opera-
N(N—-1)
2

toren dieser Algebra auf eine Funktion g der unabhéngigen Abstandsquadrate p;; mit
1 <4< j < N wirken, wie sie etwa durch jede konform kovariante Wightman-Distribution N
skalarer Felder definiert wird. Ziel ist es, den Operator in einen Differentialoperator beziiglich der
Abstandsquadrate zu transformieren. Dazu verwenden wir die Kettenregel in der Form

k—1

J:1 1= k+1
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sowie die Identitét
2 2 2 2
2(.%1] . xkl) = — Tk + i — le + xjk

Man erkennt unmittelbar, dass sich durch Verwendung dieser beiden Regeln Operatoren der Form
x5O und O -0; in Operatoren transformieren lassen, die vollstdndig durch die Abstandsquadrate
pij sowie Ableitungen nach diesen beschrieben werden Somit ldsst sich jedes Element aus &y in
der geforderten Weise darstellen. Wir definieren 8 -9 := 0 sowie df : 30% fir £ > [ und geben
einige wichtige Beispiele an.

N
dg
(wij - Ok) 9 = Z —Pik T PiL — Pj1 + p]k)apkz

Mz T

9g
J)i"@' = (! + ?,
(xij - 0i) g :(Pz pitt i)
N
d%g dg
0; - 0; = 2 il + Pjk — Pij — —2n
(0:-05) g kgl pir+ Pik = Pij = Pri) dpirdpji Ipij
N
0%g dg
Tij @ x5i) - (0; ® 0 = ij + pi k) (Pij + pji — pi + 2pi;
(( J J) ( ]))g kzlz:l Pij T Pik — ij)(ﬂj Pjl pl)apikﬁpﬂ pJapij
(2.1)

Definition 2.1.1. Eine Funktion g der w Abstandsquadrate p;; mit 1 < i < j < N heifle
homogen vom Grad p im Index 1, falls die folgende Bedingung erfillt ist:

g(Ap12, .., Ap1N; P23, p24, -, pN—1N) = NPg(p12, .., PIN; P23, P24, -, PN—1N) (2.2)

Analog wird Homogenitit im Index 2,3, .. usw. definiert.

Eine Funktion g wie in der Definition erfiillt Z;V:1 plj% = p g. Der d’Alembert-Operator

0y = 0 - 0y ergibt sich fiir diese Funktionen zu'

82

j<i=1

N
dg

+ 1 —_— . 2.3

P1gaﬂ1z A z:: op1 (2:3)

Wir betrachten nun Funktionen g der Abstandsquadrate, fiir die Funktionen h und f existie-
ren, sodass h ein Produkt von Termen pgj mit ¢ € Q und f eine Funktion der K := M
konform-invarianten Variablen cy, .., cx ist und g = hf gilt. Die im vorangegangenen Transforma-
tionsverfahren erhaltenen Operatoren kénnen unter erneuter Anwendung der Kettenregel auf die
Funktion ¢ in Differentialoperatoren transformiert werden, die auf f wirken und Ableitungen der
konform-invarianten Variablen enthalten. Man nutzt dabei, dass sich alle Ableitungen von A sich
iiber h selbst und Faktoren pgj darstellen lassen, sowie die Kettenregel in der Form

801 af
95 O (
ang Z apzy 861 Z ! Z j

pljll

'Tndem man den Index 1 in (2.3) durch j ersetzt erhiilt man jeden anderen d’Alembert-Operator [J; fiir homogene
Funktionen vom Grad p im Index j.



32 2 Partialwellenentwicklungen von Vierpunktfunktionen

Dabei ist das Gewicht O, (7, j) der konform-invarianten Variable ¢; definiert durch

0, falls p;; nicht in ¢; enthalten
O (i,7) == ¢ +1 , falls p;; im Zahler von ¢ steht
—1 , falls p;; im Nenner von ¢; steht

Es sei angemerkt, dass die bei dieser Transformation entstehenden Operatoren zwar ausschliefs-
lich Ableitungen nach den Variablen ¢; enthalten, die zugehorigen Koeffizientenfunktionen aber
rationale Funktionen von pgj sind, die nicht notwendig geschlossen in den Variablen ¢; darstellbar
sind.

2.2 Partialwellen von Vierpunktfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Form der Partialwellen von Vierpunktfunktionen skalarer
Felder ¢; der Skalendimension d; gewinnen (i € {1,2,3,4}) und orientieren uns dabei an der
Vorgehensweise aus [3,4]. Zunéchst lassen wir beliebige Raumzeitdimension n zu. Wir definieren
fiir unsere Betrachtungen d;; := d; — d; und schreiben die Vierpunktfunktion der Felder geméls
den Betrachtungen aus Abschnitt 1.7 in der Form

di12 d3q

(or(o0onlen)onten)onte) = sz (220) T (20) s - 2a)

P14 P13
P12” P3s’

Dabei ist f eine rationale Funktion der konform-invarianten Variablen s und ¢, die durch

5= P12P34 ;o P14P23

p13p24” P13P24
gegeben sind. Wir fiigen nun das Casimirelement C zwischen den Feldern ¢9 und ¢3 in die Vier-
punktfunktion ein und erhalten, wie bereits in Abschnitt 1.6 beschrieben, iiber die Kommuta-
torrelationen der Felder mit den Erzeugern einen Differentialoperator C3 4 der Variablen x3 und

x4, der auf die Vierpunktfunktion (2.4) wirkt. Dieser Operator lésst sich, indem man ihn an dem
Vorfaktor

di2 d3

1 p2a\ 2 (p1a) 2
h(z1, 22,23, T4) = —4——arar ( —

14 13
P12° P34 2 P P

wvorbeizieht, in einen Operator der konform-invarianten Variablen Cs; iiberfithren, der lediglich
auf die Funktion f wirkt.

(#1(w1)P2(72)Co3(x3)Pa(wa)) = C34(P1(1)P2(x2)P3(23)Pa(T4))

P24 P14
’ 1+dy  d3tdy )
—35 - 3 \Pu4 P13
P12® P3s’
P24 P14
= —F | = —_ C3 4 f(s,t
e (22) 0 (24)7 (Cander S5

P12” P34
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Wir erinnern an die Form des Casimiroperators C3 4 aus Abschnitt 1.6.

Csa = C)+Cs)+cl)

ng(,)i = (ds+ds)* — n(ds + dy)

ng,li = 2dy(x34 - 03) + 2d3(x43 - O4)

Cé,i = 234(03 - 04) — 2 (w34 ® w34) - (03 ® Os)

Dieser transformiert sich gemé&f Abschnitt 2.1 zum Operator (Cs4)s, (vergleiche [4])

(Caa)se = CZ+cl)+cl
1
((33,4)S,)2 = 5iadag
o 0 _ P N R O
(Cs4)si = —nsg+ (diz — dsa) ((1 +5—1) (sas +tat> (1=s—t)5
0?2 9?2 92
(63,4)2?,5) = ((t — 1)2 —s(t+ 1)) t@ +(1+t—2s) 82@ —2(1+4+s—1t) Stasat

(2.5)

Satz 2.2.1 (Partialwellen von Vierpunktfunktionen ( [4])). Die Partialwellen 612%2’5134) von Vier-
punktfunktionen sind die Figenfunktionen von (Cs4)s: zum Eigenwert

M =2k +L)26+L —n)+ L(L+n—2)

2’

die fiir s — 0 das asymptotische Verhalten ﬁ,ﬁmd?"l) ~ 5%(1 — t)¥ besitzen. Die Partialwellenent-

wicklung der Vierpunktfunktion (2.4) ergibt sich durch die vollstandige Zerlegung der Funktion f
in die Partialwellen.

2.2.1 Transformation der Casimirgleichung in chirale Variablen

Um eine geschlossene Form fiir die Partialwellen angeben zu koénnen, miissen wir (Cs4)s ¢ erneut
in einen anderen Operator (C34),,, der sogenannten chiralen Variablen u und v transformieren
(vergleiche [3,4]). Letztere sind implizit iiber die Gleichung

<§>:<w—$&—n>

definiert. Um die Ableitungen % und % in (2.5) zu ersetzen, bendtigt man die Jacobimatrix

ou Ou Jds  0Os -1

as ot o 1 u—1 —u
v Ov B ot ot _U_U o
9s ot v L—v

Damit ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen

ﬂ_u—1g+1—v% of _ —u@f+ v 9of

ds wu—vdu u—vdv ot u—vou  u—vov
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Die Eigenwertgleichung der Partialwellen transformiert sich insgesamt zu

di2,d: di2,d
2 (u H(—%duédséx;();u) T H(—%d127%d34;0;v) +(n—-2) R) ﬁchm " = AkL /BIE,L12 ) (2.6)

::(C3,4)u,v

Dabei haben wir den hypergeometrischen Differentialoperator H g,y und den Operator R
2

9 )
Habew = w(l =)z (c—(a+b+1u) 5 —ab

R o= g (g -amng)

2.7)

definiert. Die Losungen miissen, da sie Funktionen der Variablen s und ¢ sind, nach Definition der
chiralen Variablen symmetrisch in v und v sein. Weiterhin haben die Losungen die Asymptotik?

6’2%216134)(5, t) ~ U'LH_LUH

;
v—0,u—0

welche sich aus der von Satz 2.2.1 geforderten Asymptotik ergibt. Wir werden im Folgenden
Losungen der Casimirgleichung (2.6) fiir die Raumzeitdimensionen n = 2 und n = 4 angeben.
Erstere werden wir dabei verwenden, um Letztere zu berechnen.

2.2.2 Losungen im Fall zweidimensionaler Raumzeit

Fir n = 2 entféllt der Term, der den Operator R enthélt. Der Casimiroperator (C34)y, ist in
diesem Fall die Summe zweier hypergeometrischer Differentialoperatoren der Variablen u bzw. v.
Beachtet man die fiir die hypergeometrische Funktion? giiltige Identitit

U Hapeu (WP F(p+a,p+b;2p+cu)l =pp+c—1) v’F(p+a,p+b;2p+cu) (2.8)

so ergeben sich die Losungen der Casimirgleichung mit den geforderten Symmetrieeigenschaften
und dem notwendigen asymptotischen Verhalten nach [3] zu

BB (g 1) = U2 () Gldizdsn) (y) 4 L2 5) (y) Glzdsn) (y) (2.9)

mit den Funktionen

GED () := u™F (m - g, m + é; 2m; u)

2.2.3 Losungen im Fall vierdimensionaler Raumzeit

Fiir n = 4 erhdlt man einen von R abhéngigen Operator. Wir kénnen dennoch die Lisungen des
Falls n = 4 auf die Losungen des Falls n = 2 zuriickfithren. Wir definieren in Verallgemeinerung
von (C3,4)un den Operator (C3.4)(n,q,bciuv) durch

(6374)(n,a,b;c;u,v) =2 [u H(a,b;c;u) +v H(a,b;c;v) + (n - 2) ,R’}

2Man beachte hierbei, dass der Grenzwert v — 0 zuerst ausgefiihrt werden muss.
3Eine Definition sowie einige Eigenschaften der hypergeometrischen Funktion sind in Anhang A aufgefiihrt.
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In diesem Fall ist (C3,4)(n77%d127%d34;0;u71j)
miroperator bei vorgegebener Raumzeitdimension n. Es gilt die Operatoridentitét

= (C3,4)u,» der in chiralen Variablen ausgedriickte Casi-

1 1

(63,4)(4,a7b;c;u,v) m = u—v ((03,4)(2,a—l,b—l;c—2;u,v) - (C - 2)) (210)

Der Operator auf der rechten Seite enthdlt keine Beitrdge von R und man kann erneut (2.8)
anwenden, um Losungen der Eigenwertgleichungen zu konstruieren. Mit

G k1) (u) :=u™F <m _k

l
m 2—1,m—|—2—1;2m—2;u)

folgt im Fall von n = 4 Raumzeitdimensionen

(dizdsa) g 4y L (da2,d34) d12.d (d12.d34) di2.d
B0 (5,8) = —— (G50 () Gt (o) - G ) Gt W) (21)
Wir betrachten abschliefslend noch den Spezialfall § := d3qy = —dj2 , der etwa bei Untersuchung
von Vierpunktfunktion der Form (A(z1)B(x2)B(x3)A(x4)) auftritt. Mit der Funktionalgleichung
der hypergeometrischen Funktion gilt

G0y = umF <m + 0

0
2—1,m+2—1;2m—2;u>

= u™ <(1—u)_5F (m—g—l,m—g—l;Qm—2;u>>

oo o))

)

_ <(“)2> o (umF (m/, s 2m’ + 6 u))

1—u

::Giﬂ (u)

Im letzten Schritt haben wir m' =m—1— g gesetzt. In (2.11) nimmt m die Werte m = k+ L+ 1
und m = x an. m’ nimmt entsprechend die Werte m’ = k + L — g und m' =k —1-— % an. Wir
schreiben

Bir(st)i= = (G2, s G =G, s(0) G () (2.12)

u—v

und erhalten mit dieser Definition die Beziehung
(~6.6) S\3
B0 = (5)7 Bluts.t)

[
Der Vorfaktor (t%) 2 auf der linken Seite der Gleichung kann durch Umdefinition von h absorbiert

werden. Im Fall d := dy = dy gilt

)
- S\ 5 1
h(z1, 2, 23, 24) := h (21,22, 23, 74) (ﬁ)Q TSt (2.13)
12/M23M34

Der Vorfaktor h ist aufgrund seiner hohen Symmetrie besser geeignet zur Untersuchung von
Vierpunktfunktionen des Typs (A(z1)B(xz2)B(x3)A(x4)) als der urspriingliche Vorfaktor h.
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2.3 Zur Partialwellenentwicklung spezieller Vierpunktfunktionen

Wir méchten in diesem Abschnitt ein Schema zur Durchfiihrung einer Partialwellenentwicklung
von Vierpunktfunktionen der Form (A(z1)B(z2)B(x3)A(z4)) angeben, wobei wir A und B als
skalare Felder der Skalendimensionen d4 und dp annehmen. Der vorgestellte Algorithmus wurde
in [13] entwickelt. Wir erinnern an die Definition der Funktionen G!,

Gl (2) := 2™F(m,m;2m + I; 2)

sowie die Konventionen d := d4 und § := dp — da entsprechend den Betrachtungen des vorigen

Abschnitts, definieren 2 := % und schreiben die Vierpunktfunktion in der Form
1
(A(21)B(w2)B(w3)A(x4)) := 75— f(s,t) (2.14)
P12P23P34

Nach [4] besitzen die Partialwellen die Darstellung (2.12). Es gilt fiir die Partialwellenentwick-
lung

(A(21)B(z2)B(x3)A(z4)) = > (A(x1)B(w2) L B(xs)A(za))
Kk,L
% ZBK,L /BgL(S7t)

0?2/)%3:034 w L
(2.15)

Die Grofken Byr € R sind dabei die Partialwellenkoeffizienten, deren Positivitat etwa nach [13]
dquivalent zur Wightman-Positivitdt der entwickelten Vierpunktfunktion ist. Durch Vergleich von
(2.14) mit (2.15) ergibt sich unter Verwendung von (2.12)

f(svt) = ZB/{L ﬁgL(‘S’t)
Kk,L

& Uu—vv f(s,t) ZBHL (Gi+L_g(u) Gi_l_%(v) — (u < U))
K,L

Durchfiihrung: (vergleiche [13])
1. Wir schreiben 4 = 1*- und o = 1% und zerlegen f(s,t) antisymmetrisch in v und v.
u—v
t) = m u" + by, ™ n U+ dy 0 — 2.16
" f(s,t) (Zm:a u™ + u><zn:c v+ v) (u < ) (2.16)

2. Wir machen Gebrauch von Spezialfillen der Expansionsformeln

e}

mo_ Z( H ((m)y—m) GZ(Z)

T S w=m)! (ptm+0—1)um
amo_ z m B > 1 (m)“—m<m + 6)u—m 5
T <1_Z> N (w=m)! (p+m+06—1)um ()

p=m

(2.17)

aus Anhang A, die wir fiir z € {u, v} auf jeden in (2.16) auftretenden Summanden anwenden.
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3. Ausmultiplizieren und Umordnen der Terme fiihrt zu:

= flst) = ZX G(u) G (v) = (u = v)

= Z Xy GO(u) Go(v) + Y Xy G (w) G (v) — (u < v)
p>v V>
= > Xuw Gi(w) GY(v) + Y Xiy Gy ) Gy () — (u < v)
pu>v u>v
= > (X~ X (G G0) — (w = 0))
pu>v
4. Im letzten Schritt setzen wir p = kK + L — g sowie v (= kK — 1 — % und erhalten mit
B.1 = X}HL 8 18~ X, s Wi L8 die Darstellung
27 2

st = DB (G, () GOy (0) ~ (e )

uv
K,L

Insgesamt ergibt sich

(A@1)B(@2) B@s)Aws) = ———r f(s1)
P12,023P34

P120231034 w L

= 1 2 B BlL(s:t)

:012P23P34 w L

2.4 Zur Zerlegung in chirale Variablen

Wir geben einen Algorithmus zur Zerlegung von f(s,t) in chirale Variablen geméfs (2.16) an.
Insbesondere interessieren uns mogliche untere Schranken der Potenzen von u, v, 4 und 0, da fiir
negative Potenzen dieser Variablen die Expansionsformeln (2.17), die wir zur Partialwellenent-
wicklung von (2.14) benutzen, singuldre Terme enthalten kénnen. Die Partialwellenentwicklung
von (2.14) darf jedoch weder singulire Partialwellen noch singulére Partialwellenkoeffizienten ent-
halten. Diesem Problem widmen wir uns in Abschnitt 2.5.

2.4.1 Polschranken der konform-invarianten Variablen

Zur Berechnung der Partialwellenentwicklung der Vierpunktfunktion (2.14) ist es geméf (2.16)
notwendig und hinreichend, Terme der Form

u—"v

(sP17) (2.18)

uv
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mit p,q € Z vollstindig durch Potenzen der Variablen u und v bzw. @ und % auszudriicken®.
Aufgrund der Rationalitidt der Wightman-Distributionen in den Variablen p;; (4,5 € {1,2,3,4})
ist die Funktion f(s,t) ein Laurent-Polynom der konform-invarianten Variablen, d.h. die zuldssigen
Werte von p und ¢ besitzen sowohl obere als auch untere Schranken. Fiir Skalarfelder gilt im
Allgemeinen die Formel (1.33). Multiplikation einer in den Variablen p;; (4,7 € {1,2,3,4})
rationalen Funktion mit der Variablen s hat die Wirkung:

1. Erhohung des maximalen Polgrades in den Variablen pi3 und pogq um jeweils 1

2. Verminderung des maximalen Polgrades in den Variablen p12 und p34 um jeweils 1
Analog ist die Wirkung bei Multiplikation mit ¢ gegeben durch:

1. Erhohung des maximalen Polgrades in den Variablen pi3 und p24 um jeweils 1

2. Verminderung des maximalen des Polgrades in den Variablen pi4 und ps3 um jeweils 1

Aus diesen Wirkungen erhalten wir mit dem Vorfaktor ﬁ in (2.14) und der Ungleichung

12P23P34

(1.33) Einschrinkungen der Werte der Exponenten p und ¢. Diese sind in Tabelle 2.1 aufgelistet. In
der mittleren Spalte finden sich die aus (1.33) resultierenden Schranken der links nebenstehenden
Abstandsquadrate. In der rechten Spalte sind die daraus resultierenden Einschrinkungen der
Exponenten p und ¢ aufgefiihrt.

Abstandsquadrat | Polschranke Einschrinkung fiir p und g
P12 me < (d+[5H) | p=-[%

& ms < (d+[5F]) | pta<(@+[5F])

P14 p1a <da = —d q>—d

P23 po3 < dp=—(d+9) | ¢q>—d

P poa < (d+[5F]) | pta<(d+[F])

pas ma< @+ [55]) | p=-[F]

Tabelle 2.1: Zur Einschrinkung der Exponenten p und ¢

*Eine derartige Zerlegung ist nicht eindeutig.
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Insgesamt ergeben sich an die Terme sPt? die Einschrinkungen

N
| 2 |
S
2

:5_1:
pra<d+ |-

_[5;1] <p<2+

—d<qg<d+2

(2.19)

2.4.2 Ein Algorithmus zur Zerlegung in chirale Variablen

Wir betrachten die Zerlegung eines Terms der Form (2.18) in die Variablen u, v, @, © und versuchen
aus den Einschrankungen (2.19) der Potenzen p und ¢ Einschriankungen fiir die auftretenden
Potenzen von w, v, 4 und 0. Wir geben zu diesem Zweck einen Algorithmus zur Zerlegung von
(2.18) in chirale Variablen gemaf (2.16) an.

u—"v u—"v
Sptq —

(uv)? (1 —u)(1 —v))?
(u—v) uP~ 11 —u)? vP 1 (1 — v)?

= wP(1—w)? P11 —0v)? = (u )

uv

Es ist aus Symmetriegriinden ausreichend, eine Zerlegung des Terms u" (1 —u)? mit r € {p—1,p}
in Potenzen der Variablen w und @ zu betrachten. Da die Expansionsformeln nur fiir negative
Potenzen von u bzw. 4 singuldre Terme beinhalten, suchen wir untere Schranken der Potenzen
von u und 4. Es ist die folgende Fallunterscheidung angebracht, bei der stets m,n € Ny gelte.

1. m=r2>0, n=gq>0: Wir zerlegen wie folgt:

W (1 — )" = S <” (—u)*

(2.20)
Hierbei erhalten wir nur nicht-negative Potenzen von u in der Entwicklung.
2. —m =1 <0, n=q > 0: Wie bereits bei (2.20) gilt:
(1 — u)n —-m g n k
=S e
- n
k k—
= St
k=0

(2.21)

Als niedrigste Potenz von u erhalten wir —m, indem wir in der Summe k = 0 setzen.
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3. m=p>0, —n =g <0, m > n: Wir zerlegen wie folgt:

u™ oum (u—1+1)
1—w)" (1—u)"
M1 um1

(1 . u)nfl + (1 o u)n
(2.22)

Wir erhalten auf der rechten Seite von (2.22) zwei Summanden. Beim ersten Summanden
sind sowohl der Grad des Zihlers als auch der des Nenners um 1 gegeniiber der linken Seite
der Gleichung vermindert. Beim zweiten Summanden auf der rechten Seite ist der Grad des
Zéhlers um 1 geringer als der Grad des Z&hlers der linken Seite. Es kdnnen folgende Félle
eintreten:

um— 1

a) (n—1 = 0): In diesem Fall gilt —*—== = u™ 1 und der erste Summand auf der
rechten Seite der Gleichung ist vollstandig zerlegt.

b) (m —1=mn): In diesem Fall gilt §——» = 4" und der zweite Summand auf der rechten
Seite der Gleichung muss nicht Welter zerlegt werden.

c¢) Tritt der Fall a) nicht ein, so ist der erste Summand — auf der rechten Seite von

(U)

(2.22) von der gleichen Bauart wie der Term auf der linken Seite der Gleichung und
muss durch erneute Anwendung von (2.22) in zwei weitere Summanden zerlegt werden.

d) Tritt der Fall b) nicht ein, so ist der zweite Summand ( )n auf der rechten Seite von

(2.22) von der gleichen Bauart wie der Term auf der linken Seite der Gleichung und
muss durch erneute Anwendung von (2.22) in zwei weitere Summanden zerlegt werden.

Bei Eintreten der Félle ¢) oder d) muss nach der erneuten Anwendung von (2.22) fir die
entstehenden Summanden jeweils das Eintreten von Fall a) bzw. b) iiberpriift werden. So
konnen wir den Term W durch rekursive Anwendung von (2.22) komplett in eine Summe
aus Potenzen von u und @ zerlegen. Die Rekursion bricht immer dann ab, wenn fiir einen
neu entstandenen Summanden Fall a) oder b) eintritt. Diesem Algorithmus folgend kann
die vollstindige Zerlegung nur nicht-negative Potenzen von u und @ enthalten.

.m=p=>0, —n=¢q <0, m <n: Wir zerlegen wie folgt:

u'™ ou" (1 —u+u)
1-w" (1=
um™ um+1

(1 o u)nfl + (1 - u)n
(2.23)

Wir erhalten auf der rechten Seite von (2.23) zwei Summanden. Beim ersten Summanden
ist der Grad des Nennerterms um 1 gegeniiber der linken Seite der Gleichung vermindert.
Beim zweiten Summanden auf der rechten Seite ist der Grad des Zahlers um 1 gegeniiber
dem Grad des Z&hlers der linken Seite erhoht. Es konnen folgende Félle eintreten:

a) (n—1=0): In diesem Fall gilt (ﬁ = u™ und der erste Summand auf der rechten

Seite der Gleichung ist vollstandig zerlegt.
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b) (m+1=n): In diesem Fall gilt * ( ~— = 0" und der zweite Summand auf der rechten
Seite der Gleichung muss nicht Welter zerlegt werden.

c¢) Tritt der Fall a) nicht ein, so ist der erste Summand —4—— auf der rechten Seite von

(1- )
(2.23) von der gleichen Bauart wie der Term auf der linken Seite der Gleichung und

muss durch erneute Anwendung von (2.23) in zwei weitere Summanden zerlegt werden.

d) Tritt der Fall b) nicht ein, so ist der zweite Summand ( +)n auf der rechten Seite von

(2.23) von der gleichen Bauart wie der Term auf der linken Seite der Gleichung und
muss durch erneute Anwendung von (2.23) in zwei weitere Summanden zerlegt werden.

Bei Eintreten der Félle ¢) oder d) muss nach der erneuten Anwendung von (2.23) fiir die
entstehenden Summanden jeweils das Eintreten von Fall a) bzw. b) iiberpriift werden. So
konnen wir den Term (1_ K durch rekursive Anwendung von (2.23) komplett in eine Summe
aus Potenzen von u und @ zerlegen. Die Rekursion bricht immer dann ab, wenn fiir einen
neu entstandenen Summanden Fall a) oder b) eintritt. Diesem Algorithmus folgend kann
die vollstdndige Zerlegung nur nicht-negative Potenzen von w und @ enthalten.

5 m=p>0, —n=¢q <0, m =n: In diesem Fall hat der Term

m n

u u .
T G-y 224
bereits die gewiinschte Form.
6. —m=p<0,—n=q <0: Wir zerlegen wie folgt:
1  l-u+tu
u™ (1 —u)”  wm (1 —u)”
1 1

um (1 —u)" ! * um= (1 —u)"

(2.25)

Wir erhalten auf der rechten Seite von (2.25) zwei Summanden. Beim ersten Summanden ist
der Grad von (1 —u) um 1 gegeniiber der linken Seite der Gleichung erhdht. Beim zweiten
Summanden auf der rechten Seite ist der Grad von v um 1 gegeniiber der linken Seite erhoht.
Es kénnen folgende Félle eintreten:

m

a) (n —1 = 0): In diesem Fall gilt W = u~™ und der erste Summand auf der

rechten Seite der Gleichung ist vollstindig zerlegt.

b) ((m — 1) < 0): Der zweite Summand der rechten Seite 1dsst sich dann entweder wie
unter Punkt 3) oder wie unter Punkt 4) dargestellt zerlegen.

¢) Tritt der Fall a) nicht ein, so kann auf

erneut angewendet werden.

W Gleichung (2.25) mit 0 > n' :=n—1

d) Tritt der Fall b) nicht ein, so kann auf
erneut angewendet werden.

ﬁ Gleichung (2.25) mit 0 > m/ :=m—1
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Bei Eintreten der Falle ¢) oder d) muss nach erneuter Anwendung von (2.25) fiir die entste-
henden Summanden jeweils das Eintreten von Fall a) bzw. b) iiberpriift werden. So kénnen

wir den Term % durch rekursive Anwendung von (2.25) entweder komplett in eine Sum-

me aus Potenzen von u und @ zerlegen oder auf einen der bereits behandelten Félle 3) oder
4) zuriickfiithren, die ihrerseits lediglich zu positiven Potenzen von u und 4 fithren. Unter
rekursiver Anwendung von (2.25) ist der niedrigste fiir u vorkommende Grad —m. Insgesamt
erhalten wir nicht-negative Potenzen von 4 sowie Potenzen von u, deren Grad grofer als
—m ist.

Wir halten die Ergebnisse des Zerlegungsalgorithmus im folgenden Theorem fest.

Satz 2.4.1. Es sei f ein Laurent-Polynom in den Variablen s und t, dessen Monome sPt? die
Bedingung (2.19) erfiillen. Es gibt stets eine Zerlegung von “_ f(s,t) in chirale Variablen gemdp
(2.16), die lediglich negative Potenzen von u und v nicht jedoch von G und v enthalt. Die niedrigste
Potenz r von u, die in der Zerlegung (2.16) vorkommen kann, ist durch die niedrigste Potenz p

von s gegeben.

0—1 0+1
>p—1>—|—|-1=—|— . 2.26
e [ -
Die Foll r = — [6‘5—1] wird dabei immer auch angenommen. Die gleiche untere Schranke ergibt

sich fiir Potenzen von v.

2.5 Kritische Partialwellen

Wir untersuchen die Regularitdt der in den Expansionsformeln auftretenden Terme fiir Zerlegun-
gen des Typs aus Satz 2.4.1. Die erste Expansionsformel kann bei Entwicklung von u™ und v"
mit negativen Potenzen m bzw. n singulire Terme enthalten. Sie behélt jedoch stets Giiltigkeit,
da sich die auftretenden Singularitiiten systematisch wegheben®. Die zweite Expansionsformel
muss nicht weiter untersucht werden, da gemif Satz 2.4.1 negative Potenzen von 4 und ¢ nicht
vorkommen und beide Expansionsformeln fiir nicht-negative Potenzen ausschlieflich regulére Ter-
me enthalten. Die unteren Grenzen der Potenzen m und n der chiralen Variablen u bzw. v sind
bestimmt durch die Differenz § = dg — d4 der Skalendimensionen der Felder A und B.

§+1 §+1
> | —= > | —

Satz 2.5.1. Die Partialwellen ﬁgL des Twists 2k > 3 sind fiir beliebiges § reguldr.

Beweis. Zum Beweis des Satzes betrachten wir lediglich die Definition der Partialwellen (2.12).

Bir = (G2, sE_,_s() = (u =)

u—"2v 2

In diesem Ausdruck treten fiir k > % ausschlieRlich regulire Funktionen G', auf.

0 ) )
Gi+L_%(U) = u:‘H—L—gF(K—f—L—2,I€+L—2;2</{+L—2> +5;u>

) 1)
= u“+L7%F <H+L—275+L_232(’€+L);u>

*Der Leser sei dazu auf den Beweis der Expansionsformeln in A.1 verwiesen.
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Der dritte Parameter ¢ der hypergeometrischen Funktion F'(a, b; ¢; z) hat den Wert ¢ = 2k + L >
3 > 0. Somit ist die Funktion Gi+ ;b bereits reguldr. Ebenso erhalten wir
2

>

5 5 J

) K—1—5

_ Fle—-1—--k—1—52(k—1—= ;

Gmli%(w v 2 </<; 5 K 5 (H 2) +57v>
S (AT PR TR

L8 regulér ist. O
2

Hier gilt analog ¢ = 2(k — 1) > 1 > 0, womit Gi_
Es ist sinnvoll, eine Fallunterscheidung fiir verschiedene Werte von ¢ zu machen. Aufgrund der
Antisymmetrie des Problems in u und v geniigt es, nur die Potenzen m von u zu untersuchen.

Fallunterscheidung;:

e § = 1: In diesem Fall erhdlt man die Bedingung m > — [151] = —1. Singulére Terme kénnen

somit nur in der Expansion von u~! auftreten. Genauer gilt

o S D (D)

! F (s 20+ 15 u)
(p+1D (p=1)ps1

pe—1

Kritisch innerhalb dieser Expansion sind die hypergeometrische Funktion F'(u, p;2p + 1;u)
fiir 4 = —1 sowie das Pochhammer-Symbol® (1 — 1),,41 in den Nennern der Koeffizienten-
terme bei Werten p € {—1,0,1}. Fiir die hypergeometrische Funktion gilt mit beliebigen
b,ceR

F(a,b;b; 2) = nzo(a)n(b)n Byl — ;]m)n(c)n Gl =
Insbesondere gilt also F(—1,—1;—1,u) = F(—1,1;1;u), wobei die rechte Seite der Glei-
chung eine regulidre Funktion darstellt. Man erhilt somit, dass nur reguldre hypergeometri-
sche Funktionen im Fall § = 1 auftreten. Damit sind auch die aus ihnen zusammengesetzten
Partialwellen 3., (s, t) fiir alle , L reguliir. Die in der Expansionsformel direkt auftretenden
Pochhammer-Symbole sind im Fall m = —1 ebenfalls alle regulér. Tabelle 2.2 fiihrt die kriti-
schen Pochhammer-Symbole auf, wobei in der dritten Spalte der fiir die Expansionsformeln
charakteristische Quotient von Pochhammersymbolen betrachtet wurde. Zur Untersuchung
der Regularitiit des Quotienten wurde ein Ubergang § — &' := § — § + € vollzogen, sodass
fiir negatives, ganzzahliges ¢ das Pochhammersymol (v+m—+ ' —1),_,, nicht verschwindet.
Der Quotient bleibt regulér, falls ein endlicher Grenzwert fiir € — 0 existiert. Alle groferen

n

Fl(a,c; ¢ z2)

(=41 (v —=1)us1 % Regularitat
-1 (—1)=1 (—24+¢€)p=1 1 reguldr fiir e — 0

(—1)1 = -1 (—1—1—6)1 =—-1+4¢€
1 (o= (=1) 0| (04e)2=e-(1+¢)

regulér fiir e — 0

1
T—e€
0 regulér fiir e — 0

Tabelle 2.2: Zur Regularitit der Beitrige zu Partialwellenkoeffizienten

Werte pu > 1 liefern regulére Beitrége zu den Partialwellenkoeffizienten. Da singuldre Terme
ohnehin nur bei ganzzahligem § auftreten konnen, erhalten wir das folgende Lemma.

5Zur Definition des Pochhammer-Symbols sieche Abschnitt 1.8 oder Anhang A.
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Lemma 2.5.2. Die Partialwellen ﬂgL und die zugehorigen Partialwellenkoeffizienten BgL
sind im Fall 0 < § < 1 requldr.

0 > 1 ungerade: Die untere Schranke der Potenz m ist fiir 6 = 2k 4+ 1 mit k € N gegeben
durch

mz =[] - (B 2O e 1) = (e )

Fiir m > —k sind die Funktionen u*F(u, ;21 + 2k + 1;u) mit g > m alle regulér, da der
Parameter 2u 4 2k + 1 der hypergeometrischen Funktion in diesem Fall positiv ist. Terme
der Art u™v"™ mit m,n > —k in (2.16) besitzen nur regulire Partialwellen zu x > %, da
K= ,u+1+g > —k+1+2k2—+1 = % gilt. Gleiches gilt fiir Terme der Form w™%™ und 4™ v™ mit
m,n > —k und m/,n’ > 0. Die Beitrige zu den Partialwellenkoeffizienten in der Expansion
dieser Terme sind ebenfalls regulér. Hierbei ist (0)g := 1 zu beachten. Fiir m = —(k + 1)
treten singuldre hypergeometrische Funktionen innerhalb der Expansionsformeln auf, deren
Singularitdten auch in den Partialwellen erhalten bleiben und die sich nicht zum Beispiel auf-
grund der Antisymmetrie der Partialwellen in den chiralen Variablen gegenseitig wegheben.
Solche Partialwellen tragen zwangsldufig den Twist k = —m+1+g = —(k+1)+1+2H = 1.

0 > 1 gerade: Die untere Schranke der Potenz m ist fiir 6 = 2k mit k& € N gegeben durch

v 1] 2 )

Fiir m > —k sind die Funktionen w*F (u, p; 2p + 2k; u) mit pu > m alle regulér, da der Pa-
rameter 2u + 2k der hypergeometrischen Funktion in diesem Fall positiv ist. Terme der
Art w™v™ mit m,n > —k in (2.16) besitzen nur regulire Partialwellen zu £ > 3, da
k=pu+1+ g >—(k—1)+1+ % =2> % gilt. Gleiches gilt fiir Terme der Form u"¢"
und @™ v™ mit m,n > —k und m/, n’ > 0. Die Beitréige zu den Partialwellenkoeffizienten in
der Expansion dieser Terme sind ebenfalls regulédr. Erneut ist hierfiir (0)g := 1 zu beachten.
Fiir m = —k konnen singulére hypergeometrische Funktionen innerhalb der Expansionsfor-
meln auftreten. Wir erhalten jedoch auch das folgende Ergebnis fiir m = —k.

Lemma 2.5.3. Sei § € N gerade. Dann sind die Partialwelle 5?0(5,15) und der zugehorige

Partialwellenkoeffizient B1g requldr.

Beweis. Um die Regularitit der Partialwelle ﬁfo nachzuweisen, vollziehen wir den Uber-
gang GO — G2*¢ mit |¢| < 1 in den zur Darstellung der Partialwelle verwendeten Funktio-
nen.

(s, 1) = U0 (Gf‘*ﬁ (WG (0) - (u v>)

u—"v

Die Partialwelle ﬁ‘fo ist regulér, falls der Grenzwert lim._,q ﬂfar ¢ existiert und eine regulire
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Funktion definiert.

G5 = i (1-

)

2 2 k
0+€ _ —% _é _é. . — —% _é v
o) = e (ggerer) =t (2((55),) @

k=0 k

n=0
g1
_ ul 21}1_% 2221 <<1_5> >2 yntl '
u—v vt 2),.) 2+€nn

’ k= 12 <<1 - g>n>2 <<_g>k)2 (2‘1‘?)1251:71! k:!) - (UHU))

Nur die Terme der Doppelsumme kénnen singulir werden. Es ist also ausreichend, im Wei-
teren ausschlieflich diese zu betrachten.

S_
2

g;«lg) >2(<g)k>2 2+6"+1 kn! ]

B9 (D) e
N () -

Dabei haben wir die Identitit (o + 1)p,—1 = (02” fiir o # 0 ausgenutzt. Aufgrund der
Antisymmetrie der von ﬂfg € in u und v ergibt sich fiir die Potenz u™v* in der Potenzreihen-

entwicklung von ﬁfar ¢ der Koeffizient

ele+1)n B ele+ 1)k B n(e+ k)e(e+1) — k(e+n)e(e+1)
(e+n)( () nl k! (e+k)()nle)r n! K (e +n)(e+k)()n(e)r n! K!
_ nke—nke+ (n — ) e+1) (n—Fk)(e+1)
(e+n)(e+k)(e)n(e) nl k! (e+n)(e+k)(1+€)n_1(1+€)p_1 n! k!
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NS,

wobei wir den in n und k symmetrischen und reguléren Faktor (%)2 ((—g)n)2 ((— ),@)2 der

Ubersicht halber abgespalten haben. Der Grenzwert

(n—k)(c+1) - n—k
> N nkﬁ(l)n_l(l)k_l n! k!

iy ((e ) e+ B+ (1t )py il K

existiert fiir beliebiges n, k > 1 und die Partialwelle ﬁfo ist regulér.

Der Partialwellenkoeffizient Bjy kann einzig aus Expansion des Terms T I (u < v)
Beitrage erhalten. Der Beitrag entsteht durch Multiplikation der Summanden zu p = 0
der ersten Expansionsformel (2.17), in denen das Pochhammer-Symbol des Typs (a)g im
Nenner auftritt und das unabhéngig von o € R als (a)g := 1 definiert ist. Somit ist auch
der Partialwellenkoeffizient regulér. O

Die Partialwellen zu kK = 1 und Spin L > 0 sind im Allgemeinen nicht reguldr. Dies motiviert
die Aussage, dass fiir 6 # 0 der Twist-2-Anteil von |B(z3)A(z4)) nur aus einem Anteil zum
Spin L = 0 besteht. Eine abgewandelte Form dieser Aussage beweisen wir in Satz 3.3.1.

Wir fassen die FErgebnisse im folgenden Satz iiber die Regularitit von Partialwellen zusammen.

Satz 2.5.4 (Regularitit von Partialwellen). Die Partialwellen ﬂ,‘iL K > % sind fiir beliebiges
0 > 0 reguldr. Zusdtzlich gilt:

o Fir (0 <464 <1 sind alle Partialwellen ﬂ,‘iL requldr.
e Fiir 6 > 0 gerade ist die Partialwelle ﬁfo requldr.

o Fiir v < % und beliebiges § sind die Partialwellen im Allgemeinen nicht regquldr.
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Die folgenden Betrachtungen dienen der Untersuchung des Twist-2- Anteils von Vektoren der Form
|B(z3)A(z4)), wobei A und B skalare Felder der Skalendimensionen d4 und dp seien. Wir be-
schrénken unsere Betrachtung dabei wie auch in Abschnitt 4 auf n = 4 Raumzeitdimensionen.
Ziel ist es, Differentialoperatoren D3 4 und &3 4 beziiglich der Variablen x3 und x4 zu finden, die
Erwartungswerte der Form (...I1,—1 B(x3)A(x4)) annihilieren. Die Punkte stehen stellvertretend
fiir einen Ausdruck, der keine Abhéngigkeit von x3 und x4 besitzt, ansonsten aber beliebig ge-
withlt sein kann!. Somit ist (...Il,—;| ein beliebiger Vektor des Unterraums? .1 C J#. Die
Differentialgleichungen

Dy (. Tpey B(xs)A(zg)) = 0
3.4 (. Tue1 B(zs)A(zg)) = 0 (3.1)

stellen in diesem Fall eine allgemeine Einschrankung fiir den Twist-2-Anteil von |B(z3)A(x4)) dar.
Um die gewiinschten Operatoren D34 und &34 zu finden, verwenden wir die folgende Strategie:

1. Wir setzen (...II,—1] = (V(x1,z2)| und betrachten zunéchst nur die speziellen Funktionen

f(s,1)

g(x1, 22,23, 24) := (V(21,22) B(x3)A(24)) = P ———
P14 P13P23P34

(3.2)

mit a := % und b := %. f ist eine Funktion der konform-invarianten Variablen s
und t. Die Funktion g ist harmonisch in den Variablen x; und x».

2. Wir transformieren die Harmonizitétsbedingungen g = 0 und Ueg = 0 in Bedingungen
der Form (O01)s+f = 0 und (02)s+f = 0, wobei (O;)s¢ und (02)s+ Differentialoperatoren
beztiglich der Variablen s und ¢ sind. Die Gleichungen ((;)s;f = 0 und (Oz)s,¢f = 0 erhélt

man aus den Gleichungen [J; g = 0 und Oz g = 0, indem man den Vorfaktor ————=
P1a P13P23P34

mittels Kettenregel an den Operatoren ,vorbeizieht.

3. Ebenso lassen sich Differentialoperatoren Os 4, die beziiglich der Variablen x3 und x4 auf
die Funktion g wirken, in Operatoren (O3 4)s beziiglich der Variablen s und ¢ umwandeln,
die auf die Funktion f wirken.

4. Die Operatoren D3 4 und &3 4 sind dann genau die Operatoren, deren beziiglich der Variablen
s und ¢ transformierte Operatoren (D3 4)s¢ und (€34)s¢ eine zu (O1)sy f =0 = (O2)sy f
dquivalente Bedingung an f stellen, was wiederum der Harmonizitdt von ¢ in x; und o
dquivalent ist. Man betrachte dazu das folgende Diagramm.

D349=0 & (D,4)s,tf:0}<:>{(|jl)s,tf:() & Hig=0
E49=0 & (E34)st f=0 (2)se f=0 & Oag=0

'Man kann z.B. an die Funktion (A(z1)B(x2) =1 B(x3)A(z4)) denken.
*Die Definition der Réume findet sich in 1.8.
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5. Da die Vektoren (V(z1,z2)| dicht im Unterraum ¢, liegen und nicht von den Variablen
x3 und x4 abhéngen, kénnen wir in der Definition von g den Vektor (V(z1,x2)| durch einen
beliebigen Vektor (...I1,—;|, der ebenfalls keine Abhéngigkeit der Variablen x5 und x4 trégt,
ersetzen, sodass D3 4 und &3 4 die auf diese Art entstandene Funktion weiterhin annihilieren.
Wir erhalten damit die gewiinschte Charakterisierung von (...I1,—1 B(z3)A(x4)) durch (3.1).

3.1 Transformation der Harmonizitdtsbedingungen

Wir transformieren die Harmonizititsbedingungen von g geméf (2.3), sodass die resultierenden
Operatoren nur noch von den Abstandsquadraten abhingen. Der zweite Summand auf der rechten
Seite von (2.3) verschwindet fiir die Funktion g, da ihre Homogenitét in den Indizes 1 und 2 jeweils
p = —1 ist.

2
Lhg = 42/)] 8pa 42&! =Ly

P Op = 5,0233,021
Diese Operatoren konnen, da sie g annihilieren, durch Multiplikation mit einem rationalen Aus-
druck in den Abstandsquadraten p;; sogar in Operatoren ([i)s; und (Cg)s, iiberfithrt werden,
deren Koeffizientenfunktionen sich ausschlieflich als Funktionen von s und t ausdriicken lassen.
Die Ergebnisse der Operatortransformation fiir Funktionen der Form (3.2) kénnen Tabelle 3.1
entnommen werden. In der linken Spalte sind die Ableitungen der Funktion f nach den Variablen
s und t aufgefiihrt, in der mittleren Spalte befindet sich die zugehorige Koeffizientenfunktion von
(O1)s, zur links nebenstehenden Ableitung und in der rechten Spalte die entsprechende Funkti-
on fiir (2)ss. Man erkennt, dass (Oy)s und (O2)s ¢ die gleichen Koeffizientenfunktionen in den

Ableitung | (01)sy (O2)s,t
f b(1—b) 0
o b(1—t—s)—(1+t—s) | —(14+t—s)
o —20t 0
% —st —st
% 42 42
ZL (1t —s) t(1—t—s)

Tabelle 3.1: Ergebnis der Transformation [0y — (01)s; und Oy — (Og)s s
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Ableitungen zweiter Ordnung besitzen und fiir b = 0 < d4 = dp sogar identisch sind. Aus der
Bedingung ((O1)s+ — (2)s+) f = 0 lésst sich fiir b # 0 < da # dp ein Operator Y erster Ordnung
gewinnen, der f annihiliert.

DYs = (O1)ss — (Oa)sy = b((1 — t — 8)8s — 260, + (1 — b)) (3.3)

Wir werden deshalb die Fille gleicher Skalendimension d4 = dp und unterschiedlicher Skalendi-
mension d4 # dp im Folgenden getrennt behandeln.

3.2 Gleiche Skalendimension

Im Fall gleicher Skalendimension (b =0 und a = d4 = dp) gilt nach Tabelle 3.1

2,0 )

Wir wenden nun die Operatoren (s und Oy auf g(z1, 2, x3,24) := ,0‘54_1 g(x1, 22,3, 24) = %
an. Diese lassen sich wie bereits die d’Alembert-Operatoren beziiglich x; und 2 mittels (2.3) als
Operatoren der Abstandsquadrate ausdriicken, wobei erneut die zweite Summe auf der rechten
Seite von (2.3) entfillt, da die Homogenitéit von g in den Indizes 3 und 4 jeweils p = —1 betrégt.

Nach Durchfiihrung des zweiten Transformationsschrittes erhélt man die Gleichungen

~ 1 p12 62 9 82 82 a

D39 = —4—— ——(t(1—t~ e g9 i al
i P14P23 P13P23 ( ( S)ﬁsﬁt ot2 5 052 (1+ 5)35 f
~ 1 P12 82 5 62 82 8
Y p14P23 P14P2A (t( t=s)lo VT am Slgg —(Utt—s5 |/

(3.5)

Durch Vergleich der Gleichungen (3.4) mit (3.5) erkennt man, dass die Operatoren D3 4 := (l3p5, !
und £34 1= D4p§4_1 die gesuchten Differentialoperatoren beziiglich der Variablen x3 und x4 sind
und eine Charakterisierung des Twist-2-Anteils von |B(z3)A(z4)) ermdglichen.

(Dgpgzl) <HH:13(.’L'3)A(I'4)> =0= (D4p§4_1) <H,{:13($3)A($4)> (36)

3.3 Unterschiedliche Skalendimension

Wir nehmen ohne Beschriinkung der Allgemeinheit® den Fall b = % € N an und zeigen
zunéchst, dass die Twist-2-Komponente von |B(z3)A(z4)) genau eine Partialwelle vom Spin L = 0
enthilt. Unsere Strategie dabei ist, zu zeigen, dass die Biharmonizitit von g bereits impliziert,
dass die Casimirgleichung (C34 — A1o)g = 0 erfiillt ist.

Wir erinnern an die Form des Casimiroperators aus Abschnitt 1.6 im Fall zweier skalarer Felder.
Csa = CY)+C5+c)
C) = (da+dp)? —4(da +dp)
) = 2da(wss-8s) + 2dp(xas - 1)
ngi = 234(05-01) — 2 ((x314 ® 734) - (03 ® O4))

Die Felder A und B kénnen innerhalb von g vertauscht werden und fiir halbzahliges b verschwindet g.
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In Tabelle 3.2 finden sich analog zu Tabelle 3.1 die Koeffizientenfunktionen von (C34)s,. Unser Ziel

Ableitung | Koeffizientenfunktion von (C3.4)s+

f 2[2(s+t—1)+ 12 3]

o 25 [(b+1)(t —s—1) + 2]

& 2t [(52 +b+1) (1 4+t — 5) — 40
2

% 2521+t — s

2

R

82

8sgt 4st [t — s — 1]

Tabelle 3.2: Ergebnis der Transformation Cs4 — (C3.4)s¢

ist es, zu zeigen, dass unter der Voraussetzung, dass f von den Operatoren ([0q)s¢ und (Oa)s¢
annihiliert wird, folgt, dass f Eigenfunktion des Casimiroperators ist. Dazu reicht es aus, den
Operator (C34)s: bis auf die konstante Ordnung als Linearkombination von (Op)s+ und (Og)sy
darzustellen, wobei die Koeffizienten «, 6 in der Linearkombination

(C34)s,t = ()¢ + B(02)st + A0 (3.7)

beliebige Differentialoperatoren darstellen kénnen. Zur Berechnung der richtigen Linearkombina-
tionen verwenden wir die folgende Strategie:

1. Wir berechnen aus den Bedingungen (Oy)s¢+ f = 0 und (O2)s+ f = 0 drei neue Operatoren
th, Xsl,u Xs%t zweiter Ordnung in den Variablen s und ¢, die voneinander linear unabhéngig
in den Termen zweiter Ordnung sind, eine moglichst einfache Struktur besitzen und die

Funktion f annihilieren.

2. Wir kombinieren die Operatoren zu drei Operatoren zweiter Ordnung y27t,y81’t,y§7t, die
folgende Kriterien erfiillen:

a) yg{t besitzt eine nicht verschwindende Koeflizientenfunktion zur Ableitung 0,0;.

b) ys{t besitzt eine nicht verschwindende Koeffizientenfunktion zur Ableitung 02 und ist
unabhingig von 0s0;.

c) J{?,t besitzt eine nicht verschwindende Koeffizientenfunktion zur Ableitung 02 und ist
unabhiingig von 92 und 0,0;.

3. Wir wihlen cg, sodass Ps := (C3.4)s,t — coygt unabhéngig von 0s0;.
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Wir wihlen cq, sodass Qg := Py — cly;t nicht von 92 und 9s0; abhingt.
Wir wahlen cg, sodass Ryt := Qg ¢ — CQySQ’t ein Operator erster Ordnung ist.

Wir wiahlen ¢, sodass R, — c)s; die Konstante Aiq ist.

N v e

Gemif dieser Konstruktion ist ¢V, + Zi:o ckyit die gesuchte Linearkombination von
Operatoren.

Satz 3.3.1. Die Harmonizitat der Funktion g aus Gleichung (3.2) beziiglich der Variablen x1 und
xo impliziert fiir ngdA =beN, dass g die Casimirgleichung beziiglich der Variablen x3 und x4

zum Figenwert A1 erfullt.

Dlg:O

Oy g=0 }:>C3,49:>\109

Beweis. Zum Beweis des Satzes filhren wir schrittweise das obige Schema aus.

1. Wir wihlen zunichst X0 := (d2)s, und erhalten durch Ableiten des Operators V,; =
(01)st — (O2)s,¢ die beiden Operatoren

Xs{t 1= 505 Vst = —25t050; + s(1 —t — 5)02 — bsOs
X2, = t0Yss = t(1 — t — 8)050, — 26207 — t0s — (b+ 1)t0; .

s,t *

Die Operatoren th, Xsl’t, Xs%t besitzen linear unabhéngige Koeffizientenfunktionen und las-
sen sich wie gewiinscht als Linearkombination schreiben.

2. Wir setzen:

yg,t = Xsl,t_XsO,t
= t(t—5—1)0s0; — 5(1 — 8)0% + 1202 + (1 4+t — (b + 1)5)0,

y;,t = Xso,t - Xs%t
= —std? + 1207 + (s — 1)0s + (b + 1)t0,

1—+—
V2, = 4x0, + %Xit — 242,
= (1 —t—s)%—4st)s202 + (b +4)(s — 1) + (b —2)1)Ds + 2(b — 1)t0,

3. Wir wéhlen ¢y = 2s. Dann ist der Operator Pyt := (C3,4)st — coygt unabhingig von 040;.

4. Wir wéhlen ¢; = (b + 1)% +t — 3s — 2. Dann ist der Operator Qg; = Ps; — cly;t
unabhingig von 92 und 9,0;.

5. Wir wéhlen ¢ = s. Dann ist Rs; := Qg1 — 02)/527t ein Operator erster Ordnung beziiglich
der Variablen s und t.

6. Wir wahlen ¢ := # Dann ist R — cYst = A1o.

7. Wir erhalten insgesamt (C3.4)st — Vst — Ei:o ckyﬁt = Ao
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Als Ergebnis von 3.3.1 erhalten wir den Operator D3 4 := C3.4 — A1, der alle Funktionen von der
Form (...II,—; B(x3)A(z4)) annihiliert.

Satz 3.3.2 ( |2|). Die Harmonizitit der Funktion g beziiglich der Variablen x1 und x legt g fir

% = b € N bis auf eine Normierungskonstante fest. Eine Darstellung von g ist gegeben durch
b—1 b—m—
1-0b) 1
g(x1, 0, 23, 24) = Z Z (m+ 1(m + 1) gny—(ntm)
i P13P23P34 —0 n— (n+1)!
1 m
= (m—i—l—b),m—!—l;l;f) (>

Pl4 P13P23,034 m=0 t/ \t

(3.8)

Bewess. Die Eindeutigkeit von ¢ ergibt sich aus der Aussage des vorigen Satzes zusammen mit
der Eindeutigkeit der Partialwellen (vergleiche [3,4]). Anwenden der Operatoren (OJ;)s; und

Vst = (0O1)st — (02)s,+ auf die Funktion f(s,t) := an_:lo 2;7(7)1_1 % ng=(ntm) geigt,
f(s:t)

dass die Funktion g(z1,x2, x3,24) := —=5~*— harmonisch in z; und z5 ist. Sie liefert zudem die
P1a P13P23

in Satz 2.2.1 geforderte Asymptotik und ist bis auf eine Normierungskonstante mit der Partialwelle
nach [4] identisch. O

Satz 3.3.3. Die Funktion p$, " (V (w1, 22)B(x3)A(xa)) ist fiir b > 0 ein homogenes Polynom in
den Variablen pia (i € {1,2,3}) vom Grad b— 1.

Beweis. Wir benutzen die Darstellung (3.8) und zeigen fiir jede Potenz s"t~ ("t der Summe
mit 0 <m<b—1und 0 <n <b—m —1 einzeln die Aussage des Satzes. Wir definieren dazu
l=b—-m—-1-n>b—-m—-1—(b—m—-1)=0.

b—1 nyl
pa 1;Snt—(n+m) _ Pua <8t>
34 "1 b p a—1 % b—1
Pia P13P23P34 Pizp2s \1
b ﬂ12p34> (M) b—1 [N

_ Pua <P13P24 pi3p24 ) P14 1 P12P54P14P23 pb—l pb—l
- b—1 b—1 b—1 ntl nt+l P13 P24

P13P23 (p14p23)  Phapas P14 P23 P13 P24

P13pP24

1 l—n—l b—1-n—I
= (P12/734014P23P13 Tpay )
013/)23

Der auftretende Grad von p14 ist I € Ny und entsprechend b—1—n—I € Ny und n € Ny fiir poy bzw.
p34. Damit definiert jeder Summand ein homogenes Polynom in den Variablen pis (i € {1,2,3})
vom Grad [+ (b—1—n—1)+n = b—1 € Ny. Da die Homogenitat im Index 4 nicht vom
betrachteten Summanden abhingt, ist auch p§; ' (V (21, 22) B(23)A(24)) ein homogenes Polynom
in den Variablen p;s (7 € {1,2,3}) vom Grad b — 1. O

Um den zweiten Operator £3 4 zu definieren bedienen wir uns des folgenden Satzes, dessen Aussage
sich aus Extrapolation der Fille b = 0,1, 2 ergab.
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Satz 3.3.4. Es sei %1 der Raum der rationalen und im Indexr 4 homogenen Funktionen vom
Grad b — 1 und Pp_1 C Hp—1 der Unterraum der homogenen Polynome. Dann gilt fiir den

spurlosen Differentialoperator (8?17) auf Xp_1
traceless
Ker [(3?17) } =P . (3.9)
traceless
Mit anderen Worten: Der Differentialoperator (8?17) l annihiliert auf %y_1 genau die ho-
traceless

mogenen Polynome in den Variablen pis (i € {1,2,3}) vom Grad b — 1.

Der Beweis des Satzes findet sich in Anhang B. Als Resultat der Sétze 3.3.3 und 3.3.4 erhalten
wir, dass der Operator

34 1= (afb) ot (3.10)

traceless

die Funktion (V (21, z2)B(x3)A(x4)) und damit auch jede Funktion der Form (...IT,,—1 B(z3) A(z4))
annihiliert.

Beispiel
Wie méchten noch das Beispiel angeben, welches die allgemeinen Resultate der Sétze 3.3.1, 3.3.3
und 3.3.4 wesentlich motivierte. Wir betrachten dabei die folgende Situation:

e ¢ sei ein freies skalares Feld und somit von der Skalendimension d = 1.

e W sei ein konformes Vektorfeld der Skalendimension A > 3.

e Wir definieren durch (9¢W) := 8,6 ®@ W* — <15 ¢®0,W* ein Skalarfeld der Skalendimen-
sion A + 2.

e Das skalare Feld A der Skalendimension d4 = 2A sei durch A := W, W# gegeben.
e Das skalare Feld B der Skalendimension dp = 2A+4 sei durch B := (0¢pW)(0¢W') gegeben.

Es gilt somit 2b = dp — dg = 4. Der Twist-2-Anteil von |B(x3)A(x4)) kann durch Kontraktion
aller Komponenten des Vektorfeldes W berechnet werden. Genauer gilt

M1 B(w) A(za)) ~ pyi™ V| X (23, 24))
X (3, 24) = (p3a0sz + 4 (z34 - 03) + 8) $*(x3)

Der Twist-2-Anteil der Felder A und B enthilt also lediglich eine Komponente vom Spin L = 0.
Entsprechend wird X (z3,2z4) durch den Operator

Cyy = p34 (03 - 04) — 2 ((234 ® x34) - (O3 ® D4)) — 2((234 - 3) + 6(x34 - Oa))
annihiliert. Diese Bedingung ist dquivalent zur Aussage von Satz 3.3.1, dass die Gleichung
C3a|lls=1B(w3) A(4)) = Mo|le=1B(z3) A(74))
im betrachteten Fall erfiillt ist. Zudem erfiillt X (z3,x4) die Differentialgleichung

((84 & (94) —n D4) X(%g,:&;) =0

Der dabei verwendete Operator entspricht genau dem Operator <8§b) im Fall b = 2.

traceless
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3.4 Resultate

Wir fassen an dieser Stelle die wichtigen Resultate des Kapitels in einem Theorem zusammen.

Satz 3.4.1. Es seien A und B zwei skalare Felder der Skalendimensionen da bzw.dg. Weiterhin
seien a = % und b = %. Die Projektion auf Twist 2k = 2 innerhalb der Funktion
(..MMx=1B(x3)A(x4)) wird fiir b =0 charakterisiert durch die beiden Bedingungen

O304y (. Me1 B(as)Azg)) =
Oap§y (- Te1 B(as)Azg)) =

(3.11)
Fir b > 0 wird die Projektion durch die Bedingungen
(03,4 — )\10) (anlB(xg)A(m)) = 0
((aj,?b) p§4_1> (T B(a3)A(za)) = 0
traceless
(3.12)
und fiir b < 0 durch die Bedingungen
(6374 — /\10) <Hn:13(l’3)A($4)> = 0
((a?(_b)>tmceless pgzl) <HH:13($3)A($4)> =0
(3.13)

charakterisiert. Insbesondere enthdlt fir b # 0 die Twist-2-Komponente von |B(x3)A(z4)) nur
Anteile vom Spin L = 0.
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4 Zum Twist-2-Anteil dreier skalarer Felder

Wir dehnen in diesem Kapitel unsere Untersuchungen auf den Twist-2-Anteil von Vektoren der
Form |C(z3)B(z4)A(x5)), [HILC(23)B(x4)A(zs)) und [I1C(23) e B(x4)A(xs)) aus, wobei A,
B und C skalare Quantenfelder der Skalendimensionen d 4, dp bzw. d¢ in n = 4 Raumzeitdimen-
sionen bezeichnen. Zur Projektion auf den Twist-2-Anteil beider Vektoren verwenden wir erneut
den Vektor (V(z1,z2)| und untersuchen Fiinfpunktfunktionen, die als Skalarprodukt dieses Vek-
tors und den drei zuvor aufgefiihrten Vektoren definiert sind. Zunédchst definieren wir ein System
konform-invarianter Variablen.

.
12P34P35 ’
o= P12P34P35 (4.1)
P13P23P45 £, = P15034 to = D25034
" p14p3s 2 P24P35

Die fiinf Variablen r, s1, so, t1, to sind unabhéngig voneinander und bilden ein unter Vertauschung
der Punkte x; und x2 invariantes System. Wir definieren weiterhin die Parameter

a'—dB+dc_dA _da+dc—dp __datdp—dc

: : 4.2
2 ’ b 2 ’ ¢ 9 ( )
und betrachten in diesem Rahmen folgende Funktionen:
T,81,82,t1,1
Goln, 22 w0, 0,55) = (Ve 12)Cla) Blag) Alws)) = o0SL L)
P12P34P35P45
o _ fi(r, s1, 82,11, t2)
g1($1,$g,$3,$4,$5) = (V(l’l,$2)HLC<$3)B(.%'4)A($5)> = " b o
P12P34P35P45
fa(r, 51, 82,t1,t2)
92(21, T2, 73, 74, 5) 1= (V (21, 22) 1L C(23) L1 B(w4) A(25)) = R
P12P34P35P45
(4.3)

Die Funktionen g; geniigen Systemen partieller Differentialgleichungen, die wie in Abschnitt 2.1
beschrieben in Gleichungssysteme der Funktionen f; transformiert werden kénnen. Fiir alle ¢ €
{0,1,2} sind die Funktionen g; harmonisch in den Variablen x; und xs.

|:|1 gi = 0 ~ (Dl)T7S1,$2,t1,t2fi =0
Dl gi = 0 ~ (D2)r,51,32,t17t2fi - O
(4.4)

Dies charakterisiert den Twist-2-Anteil. Die Funktionen g; mit i € {1,2} geniigen zusitzlich der
Casimirgleichung

Caa5 9i = ML 9i € (C3a5)rs1,00,1.00 fi = ML fi (4.5)
und g9 erfiillt dariiber hinaus noch eine zweite Casimirgleichung

Cas 92 = A G2 (Cas)rsy sotite f2 = A f2 . (4.6)
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Bemerkung: Die Funktion g9 ist durch die Bedingungen (4.4) bis (4.6) eindeutig festgelegt. Die
Losungen des Systems aus (4.4) und (4.5) sowie die Losungen von (4.4) besitzen dagegen Frei-
heitsgrade. Wir werden in Abschnitt 4.2 ein System von Losungen zu (4.4) und (4.5) angeben.

4.1 Transformation der Operatoren

Die Ergebnisse der Transformationen der Differentialoperatoren [y, [a sowie C345 und Cy 5 in
Differentialoperatoren ([1)y s, so.t1.t05 ((32)r.51,50,41,t2 PZW. (C3.4.5)r.51,50,41,t2 UNA (Ca5)r.51 50.t1,t5 DE
ziiglich der konform-invarianten Variablen durch Wirkung auf die Funktionen g; aus (4.3) geméf
dem in Abschnitt 2.1 vorgestellten Verfahren befinden sich im Anhang C in den Tabellen C.1 bis
C.3. Das zentrale Ergebnis der Transformation halten wir in Form des folgenden Satzes fest.

Satz 4.1.1. Die Operatoren (31)rs; s0.t1,t20 ((2)r.51,50,t1,00 UNA (C3.4.5)rs1,50,01,t2 Sind unabhdngig
von den Skalendimensionen da, dg und dc der Felder A, B bzw. C.

Beweis. Zum Beweis des Satzes betrachten wir die Tabellen C.1 bis C.2 in Anhang C. O

4.2 Konstruktion von Losungen

Die Aussage des Satzes 4.1.1 wird es uns im Folgenden erlauben spezielle Lésungsfunktionen
g1 von (4.4) und (4.5) fiir beliebige Skalendimensionen da, dp und d¢ zu konstruieren. Durch
Linearkombinationen dieser Losungen erhalten wir daraus Losungsfunktionen gg von (4.4).

4.2.1 Konstruktionsidee
Losungen aus der Annahme d4 =0

Keiner der transformierten Operatoren (1)r s, 50,4105 (32)r,51,50,1,t2 UNd (C3.4.5)r.51 50,1,¢, DEANGE
von den Groken a, b und ¢ ab, d.h. die Operatoren sind unabhéngig von den Skalendimensionen
da, dp und d¢o der beteiligten Skalarfelder A, B bzw. C. Setzen wir zunéchst d4 = 0, so muss
A einem skalaren Vielfachem des Finheitsoperators 1 entsprechen, da diese die einzigen Opera-
toren der Skalendimension null sind. Das fithrt dazu, dass sich die Fiinfpunktfunktion zu einer
Vierpunktfunktion vereinfacht.

(V (@1, 22)TLC(3) B(wa) Als)) A= (V (w1, 22)T1,C (3) B())

Die Form der Vierpunktfunktion ist nach [4] und (3.8) bekannt. Mit den Definitionen des vorhe-
rigen Abschnitts gilt

d d deo—d
a:% und b:%:

Aus der Behandlung der Vierpunktfunktionen wissen wir, dass die Losung g1 des Systems

Uigi= 0 =0
C3agn = ML 1
(4.7)
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b
sich nach [4] als ¢1 (21, %2, x3,24) = p121pg4 (%) fo,.(s,t) mit einer bis auf einen konstanten

Vorfaktor eindeutigen Funktion f, ;, der konformen Invarianten schreiben lasst. Wir benutzen die

Identitédten rso = s und i—f =t um die Losung fiir unsere Zwecke geeignet umzuschreiben.

b
1 Pl4>

A1 (T1, 22,23, 24) = — | fo.r(s,t

( ) P12054 <,013 ( )

b b
P P£14035 52
= - ( ) Jo,L <7“82, )
P12034P35 \ P13P45 S1

= ———— | = | for|rse—
P120%34P85P55 \ 51 51

=:Afp,0(r,51,82,t1,t2)

Der Index A kennzeichnet die Annahme d4 = 0. Im letzten Schritt der Rechnung haben wir
b = —c ausgenutzt. Die Funktion 4f;; entsteht also aus der Funktion g r, indem man den
Vorfaktor abspaltet, den wir zur Transformation der Operatoren im vorangegangenen Abschnitt
benutzt haben. Sie 16st somit fiir d4 = 0 die Gleichungen

(Dl)r781,527t17t2 Afb,L = 0 = (DQ)T’,Sl,Szﬂbe Afb,L

(C3,45)r,51,80,t1,02 Afo. = ML afvr
(4.8)

Die Annahme d4 = 0 flieft jedoch an keiner Stelle in die transformierten Operatoren (K1), s, ss.¢1 a5
(1) r,51,50,t1,to Und (C3.4.5)r,1,50,41,t» €10, die nach Satz 4.1.1 unabhéngig von den Skalendimensio-
nen der Felder sind, sodass ungeachtet der beteiligten Felder A, B, C die Funktion 4 f 7, durch

Afrrn(r,s1,82,t1,t2)

7 Vk € Z
P12P34P35P45

g1 (21,22, T3, T4, T5) =

eine Losung g1 von (4.4) und (4.5) definiert.

Weitere Lésungen

Es konnen vollkommen analog zum Vorangegangenen Losungen aus den Annahmen dp = 0 bzw.
do = 0 konstruiert werden. Wir definieren dazu fiir 7,5 € {3,4,5} die Variablen

S8ij = PP ynd tij = Pyl (4.9)
P1iP2; P1iP2;

Man beachte, dass s34 = s und t3 4 = t gilt. Die Variablen lassen sich wie in Tabelle 4.1 aufgefiihrt
iiber die konform-invarianten Variablen r, s1, so, 1, t2 darstellen. Dabei befinden sich in der zweiten
Spalte die Indizes (i, j), die fiir die Variablen s; ; und t; ; zu verwenden sind, um die Lésung aus
der Annahme der ersten Spalte darzustellen. Da die Operatoren (4.8) ein unter Vertauschung von
21 und x9 symmetrisches System bilden, sind auch alle Funktionen, die man aus der Vertauschung
der Indizes 1 und 2 in den konform-invarianten Variablen der Lésungsfunktionen erhilt, Losungen
des Systems (4.8). Wir fithren zusétzlich die Variablen

5. . — P12Pij — 817,] und t’],7] — P1iP2; - (410)

p1ip2  tij PP tij

7/7]
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Lésung aus Annahme | (4, 7) 5 i tij | tij
_ S2 S1
da =0 (3,4) Sg | r-81 P oy
_ r-S2 81 s1-ta s2-t1
dp =0 (37 5) to t1 s2-t1 s1-12
_ T:51°S2 | T:51-52 t2 t1
dc =0 (4,5) | =% i f 2

Tabelle 4.1: Zu den Variablen (4.9) und (4.10)

ein, welche genau durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 aus s; j und ¢; ; hervorgehen. Auch diese
lassen sich, wie in Tabelle 4.1 aufgefiihrt, iiber die konform-invarianten Variablen r, s, so,t1, to

darstellen.

Aus der Annahme dp = 0 erhalten wir unter Verwendung von a = —c die Losungen

BY1 (x1, 2, 23, 25) =

a
P45

i

p120%5

a
> fa,r(535,t35)

P120%40%5

1

P120%4 %5055

pi5p3a\* rSg  Soly
fa,L )
P13P45 to " s1t2

tl a TS89 Sgtl
- fa,L y
S1 tg 81t2

=:Bfa,r(7,51,52,t1,t2)

Aus der Annahme d¢ = 0 erhalten wir unter Verwendung von a = —b die Losungen

cagi (5617362,964,965) =

1
P12P4015
P35

a
P15
> far(845,t45)
P14

P12P%4P%5

1

12054955055

p1sp3a ) rs182 t
fa,L s,
P14P35 to "t

ty to

s (221

=:¢fa,L(7,51,52,t1,t2)
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4.2.2 Kilassifikation von Lésungen

Die Losungen der Gleichungen (4.8) lassen sich durch die Eigenwerte A;z des transformierten
Casimiroperators klassifizieren. Wir werden die zugehorigen Eigenrdume mit &7 ; bezeichnen.
Weiterhin sei &1 = @7 &1, der Raum aller Losungen von (4.8). Die Anzahl der von uns kon-
struierten Losungen hdngt vom Spin L ab. Wir beschrinken uns bei den folgenden Betrachtungen
wieder auf die Losungen des Spezialfalls d4 = 0. Die Resultate gelten aber vollkommen analog
auch fiir die weiteren Losungen.

Felder unterschiedlicher Skalendimension

Die Tatsache, dass die Funktion (V(x1,z2)C(z3)B(z4)) fiir unterschiedliche Skalendimensionen
dco # dp durch die Partialwelle zum Spin L = 0 festgelegt ist, fiihrt dazu, dass fiir b # 0 nur

Loésungen der Form
1 b S92
Afoo (1,81, 82,11,12) = <) fo,0 <7“82, >
S1 S1

angegeben werden kénnen. Dies liefert eine biharmonische Funktion zum Eigenwert A1g des Casi-
miroperators.

Felder gleicher Skalendimension

Im Fall b = 0 sind alle Partialwellen geméaf [4] vom Twist 2 Losungen der Gleichungen (4.7). Sie
werden durch den Spin L € Ny indiziert. Hierbei ist der Eigenwert der Losung bei Anwendung
des Casimiroperators Ajz, also vom Spin L abhéngig.

Zusammenfassung

Da alle Losungen biharmonisch sind, liegen sie im Raum &3 der Partialwellenentwicklung zu x = 1.
Da sie weiterhin Eigenfunktionen des Casimiroperators zum Eigenwert Ai7, sind, miissen sie sogar
in den Unterrdumen & zum Spin L liegen. Es ist also nicht mdglich, dass die konstruierten
Lésungen in Eigenriumen héheren Twists mit niedrigerem Spin liegen, was aufgrund der Abhén-
gigkeit des Eigenwerts \.r von den beiden Quantenzahlen Twist 2k und Spin L denkbar wire.
Insgesamt konnen wir folgende Fakten festhalten:

e Wir erhalten drei Scharen von Losungen von (4.7) bzw. (4.8) gemék den Fillen dq = 0,
dg =0 und dc = 0.

e Aus jedem Element dieser Scharen ldsst sich durch die Vertauschung x1 < xo eine weitere
L&sung bestimmen.

e Jede der Scharen liefert beliebig viele Losungen im Eigenraum &7, zum Twist 2 und Spin
L=0.

e Jede der Scharen liefert genau eine Losung im Eigenraum &7 7, zum Twist 2 und L € N.
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4.2.3 Explizite Form der LGésungen

Die im Folgenden aufgefiihrten speziellen Losungen gs (; ;) und g(; ;1 sind iiber Funktionen der
konform-invarianten Variablen r, s1, sa, t1, to definiert. Der Index (i, j) = (3,4) kennzeichnet dabei
Lésungen, die man aus der Annahme d4 = 0 erhilt. Die Indizes (¢,7) = (3,5) und (4,7) = (4,5)
kennzeichnen entsprechend die Lésungen der Betrachtungen dg = 0 bzw. do = 0. Wir nehmen
nun eine der Losungsscharen an, die dem Spezialfall entstammen, dass eines der Felder A, B oder
C die Skalendimension 0 besitzt. Da im Fall nicht verschwindender Skalendimensionsdifferenz
0 = 2k mit k € Z der anderen beiden Felder gemif Satz 3.3.1 nur der Fall des Spins L = 0
eine Losung liefert, entfillt die Spinabhéngigkeit der Losung und wir kénnen gs (; ;) schreiben.
Im Fall 6 = 0 hingegen werden die Losungen g(; ;) durch den Spin L indiziert und tragen keine
0-Abhéngigkeit mehr. Zur Darstellung der Losungen definieren wir sogenannte chirale Variablen
zu s und ¢ durch

Sij =t g vij und ;= (u;; — 1) (vij —1)

Analog miissen wir chirale Variablen fiir 5; ; und ¢; ; einfiihren.

P S S Y| Yi,j
2, _' 1, )
J J ui; —1 v —1
- N . 1 1
tij = (Gij—1) (05 —1) =

Benutzt man die Relationen zwischen §; ;, ¢; ; und s; ;, t; ; ergibt sich

Sij Ui Vi j
tij  wij—1 v;—1

X . . 1 1 1 u; .

ij Wi —1 vy —1 uij—1 vij—1

Uij Vij = Sij =

Daraus lédsst sich unmittelbar (vergleiche mit Definition von 4 und ¢ im Abschnitt 2.3)

ablesen. Wir geben aufserdem einen Ausdruck fiir die inverse Transformation von konform-invarianten
Variablen in chirale Variablen an (siche [14]), der fiir s;; < (1 — \/%i;)® mit u;;,v;; € R und
Ui+ Vi < 1-— tij+ 855 < 2 giiltig ist.

1

Ui = 3 ((1 —ti;+ Si’j) + \/(1 — 15+ Sw‘)Q — 48i’j>
1 2

vig = 5 (=t +sig) - \/(1 —tig i) — dsig

Weiterhin definieren wir zur Verkiirzung der auftretenden Terme die beiden Funktionen (vergleiche
mit den Definitionen aus Kapitel 2 und mit [4])

k
Grpulz) = = F <M,u+2;2u;$>
1

Brw (2,y) = —— ; (Gratv(@) Gro(y) — Gratw(y) Gro(z))
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Die Losungen von (4.4) und (4.5) schreiben sich somit in der Form

1 s
95.6) (@172, 73,20,w5) = (g (52.01))? Eso (uijviy)
(4,9 ) P120% P Pis ((lJ) 1)) 1,55 Vi,j
1
96, (T1, 02,23, 04, 75) = ————— Eo (uij,vij)
" ’ P120540%5 05 R
(4.11)
Durch Vertauschung von z; und x5 erhélt man zusétzlich die Losungen
56 ) S (aa (52082)F Bso (i 1)
9s,6i,5) (X1, T2, 3,04, 25) = ————— (q(i5) (2,12 6,0 (Ui j, s
" prop§ulspis R
1
96,0 (T1, T2, 73,24, 75) = —————— Eo 1 (Ui j,0i;)
(4,9) p12pg4pg5p25 ©,59 Vi,j
(4.12)

Dabei gilt stets % € Z. Die Form der Funktionen ¢(; ;) kann Tabelle 4.2 entnommen werden.

134 @ Y) | 435 (7,Y) | qus) (@, y)

8=
8

Y

Tabelle 4.2: Definition von q; ;)

Wir haben eine Menge spezieller Losungen g des Systems der Gleichungen (4.4) und (4.5) kon-
struiert. Durch Linearkombination dieser Lésungen lassen sich wiederum allgemeinere Losungen
go von (4.4) konstruieren. Eine Losung go konnte fiir beliebige Skalendimensionen d 4, dg und d¢
der Felder A bzw. B bzw. C nicht gefunden werden, da in diesem Fall der Operator (Ca5)r,s;,50,53,54
von den Skalendimensionen der Felder abhingt. Lediglich die Losung go :=4 g1 liefert fiir d4 =0
eine Losung g zum Spezialfall C45 g2 = A1, g2 von Gleichung (4.6).

4.2.4 Alternative Darstellung der Lésungen

Wir kénnen alternativ zur Darstellung der Partialwellen nach [4] fiir den Spezialfall § # 0 und
L = 0 auch die Losungsdarstellung (3.8) benutzen. Fiir d4 = 0 und § = 2b erhélt man

1
AGb0 (T1, 2, 3, T4) T fo(s34,t34)

1-b p  a—1
0%4 0?3023P§4
_b b
P P12P34p0
o Ty fo(saantza)
P12P34P35 P14 P13P23P45
1 P12034P35

P12p54P55PG5 P13p2spas (

£14P35
P13045

b—1
> fo(s3.4,t34)

P12P%4 %5055

1 _
rsyPT fu(s34,t3.4)



62 4 Zum Twist-2-Anteil dreier skalarer Felder

Setzen wir dg = 0 und § = 2a gilt

1
BYa0 (1,22,23,%5) = = fa(s35,135)
P15 P13P23P35

71 a
Pi P12P15 P54P35
B 15 AT fo (s35.t3,5)
P12P34P35  P13P23P45

_ pls p1apsapss [ pispaa\t
= 0 b fa (535,t35)
P12P34P35 P13P23P45 \ P13P45

1 t a—1
= ————7 () fa(s35,135)

b
P12054P35P%5 S1

Fiir do = 0 und 0 = 2a folgt

1
C9a,0 (T1, 22,24, %5) = 7 fa(S45,ta5)
P15 P14P24P4s5

a a—1 a
12 45
p25 - P Z15 ,03;1/) fa (s45,t45)
P12P34Ps5  P14P24P35

a a—1
12P34 P45 15P34
_ PS5 P12034P <p p ) Fa (545 tas)

P12P%4P%s P14P24P35 \ P14P35
1 —_—
= oty " Je (st

Die Funktion fp,(z,y) ist definiert durch

m—1 k

k=0

Man erhélt mit den in Tabelle 4.3 aufgefiihrten Funktionen pj ; ;) die Losungen

1
F5 P (1’1,1’2,1’3,1'4,1'5) = ——5 P& (s (7’, 817327t17t2) fé(si,jati,j>
(4,9) p12p§4p§5pi5 $:(4,9) 2
. 1 -
Fs iy (21,02, 23,4, 75) = —————— "Ps 4 (1,52,51,t2,t1) fs(35,ti;5)
(Zj) p12pg4pg5p25 27(1’.7) 2

(4.13)

Pm,(3,4) (vavxay7 Z) Pm,(3,5) (an7$7y72> Pm,(4,5) (vavxay7 Z)

v @) v @ e @

Tabelle 4.3: Zur Definition von p,, (; )
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4.3 Zur Unvolistandigkeit der Losungen

Wir wollen in diesem Abschnitt einen Beweis dafiir geben, dass das von uns in Kapitel 4.2 kon-
struierte System von Losungen unvollstdndig ist und formulieren folgenden Satz.

Satz 4.3.1. Die speziellen Losungen gs ; jy und gg; jy,L mit i € {3,4,5} bilden kein vollstindiges
System von Losungen zu (4.4). Mit anderen Worten: Es gibt biharmonische Funktionen g, die
nicht vollstandig nach den Losungen gs ; ;) und g j), entwickelt werden konnen.

Beweis. Zum Beweis betrachten wir zunéchst die Losungen g5 (3 4) und g3 4),z- Diese héingen per
Konstruktion nicht von den beiden Abstandsquadraten pis und pgs ab. Ebenso kénnen gs (3 4
und g3 4),r, da sie lediglich durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 in den Abstandsquadra-
ten aus gs (3,4) bzw. g3 4),1 hervorgehen, nicht von diesen Variablen abhéngen. Die Lisungen zu
(7,7) = (3,4) liegen somit allesamt im Kern des Operators

0 0

As = o
° Opis  Opas

Analog findet man, dass die Losungen zu (7,j) = (3,5) nicht von p14 und pa4 und die Losungen
zu (4,j) = (4,5) nicht von p;3 und po3 abhéngen konnen. In Tabelle 4.4 sind die drei Typen der
Losungen aus Kapitel 4.2, unterschieden durch den Index (i, j), angegeben. Nebenstehend finden
sich die Variablen, von denen die Lésungen per Definition nicht abhingen, und in der rechten
Spalte ein Operator, der die Losungen annihiliert. Da die drei Operatoren in der rechten Spalte

Typ der Losung | Nicht auftretende Variablen | Annihilierender Operator
(4,5) = (3,4) P15, P25 As = g5 + 505
(4,7) = (3,5) P14, P24 Ay = 3/?14 8/?24
(4,7) = (4,5) P13, P23 Az = 3513 + 8523

Tabelle 4.4: Zu den Losungen von (4.7)

miteinander kommutieren, ist

0 0 0 0 0 0
e Ay Ay A= (24 ) ( + ) ( i )
A (5/)13 Opas Opia  Opou Op1s  Opas

ein Operator, der beliebige Linearkombinationen aller in 4.2 gefundenen Losungen annihiliert.
Wiirden die von uns konstruierten Losungen von (4.8) ein vollstindiges System bilden, so lieke
sich jede Fiinfpunktfunktion der Form

G (21,22, 23, 24, 5) := (2 d1(21)P2(22) : C(23) B(24) A(25)) (4.14)
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komplett nach diesen Losungen entwickeln. Dabei sind ¢ und ¢9 freie Felder und das normalge-
ordnete Produkt : ¢1(x1)¢e(x2) : tritt an die Stelle von V (21, 72)!. Da der Operator & jedoch
jede der Partialwellen einzeln annihiliert, miisste er auch die komplette Fiinfpunktfunktion (4.14)
annihilieren. Wir konstruieren nun eine Fiinfpunktfunktion, die nicht von A annihiliert wird und
deshalb nicht vollstdndig nach den von uns konstruierten Losungen entwickelt werden kann. Dazu
definieren wir Felder C, B und A, die aus dem Multiplett der Felder ¢q, ¢1, ¢2, ¢3 der Skalendi-
mension 1 sowie deren Ableitungen gebildet sind. Sei zunédchst

<; b0 ) (2) = (: 6(0u) — (0u0)0 ) ()

fiir zwei beliebige Skalarfelder ¢ und v definiert. Die Felder A, B, C wihlen wir

Clzs) = :(¢05,1¢2) (610" 65) - (x5)
B(z4) = :¢o¢1: (v4)
A(zs) = 103 (x5)

Das folgende Kontraktionsschema definiert unser Gegenbeispiel?.

[ | [
[ I — | =

(or(e)oala) - : (b9 92)(01 9 6) £ (1)) ( o (e0) (: 0n6y < (a)

- plls (D0(w3)g0(4)) (92(w2) (B2 (w3))) (01 (w3) 61 (20)) (9 65(w3)) 63 (5))

_ ,0; (do(z3)do(x4)) (P2(z2) (D3up2(x3))) (05 d1(x3)) P1(xa)) (P3(x3)P3(ws))

- plls ((Osubo(3)) do(wa)) (B2 (w2) b2 (3)) (d1(w3) b1 (24)) (95 d3(3)) d3(ws))

+ p; ((O3u¢0(3)) po(z4)) (P2(22)P2(23)) ((O3ud1(23)) P1(w4)) (P3(w3)P3(25))

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i () (1) i () ()
P15 P34 P23/ P34 P35 P15 P34 P23/ P35 P34

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
s () i () s () 2 (52
P15 P23 P34 /) P34 P35 P15 P23 P34/ P35 P34

_ 4 (9632 T35 ¥32- T34 T34 T35 | Tsa- x34>
,015/)23034/)35 P23P35 P23034 P34P35 P34P34

_ 2 (Pa5 — Pt P psa—paat P P T pas s 2)
P15ﬂ23,0§4ﬂ35 P230P35 P23P34 P34P35 P34

_ 2 ( P24 pas P25 >
,015P23P§4P35 pP23P34  P34P35 P23035
Diese Fiinfpunktfunktion ist per Konstruktion harmonisch in der Variablen x1 und x2 und wird
vom Operator A nicht annihiliert, da der erste Summand auf der rechten Seite einen Term das
Verhalten —£24- liefert. Sie kann deswegen nicht vollstindig nach den Losungen von Abschnitt

15033

4.2 entwickelt werden. O

'Dies ist moglich, da V' (z1,x2) sich aus Termen der Form : ¢1(z1)¢p2(x2) : zusammensetzt, die manifest Twist-2-
Komponenten besitzen.

?Kontraktionen werden durch eine Klammer oberhalb oder unterhalb der Korrelationsfunktion gekennzeichnet
und geben die Abspaltung der Zweipunktfunktion der beiden geklammerten Felder ¢; ¢ € {0,1,2,3} vom
Rest der Korrelationsfunktion an.
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4.4 Zur Charakterisierung des Twist-2-Anteils

Analog den im Fall zweier skalarer Felder A und B gefundenen Twist-2-charakterisierenden Opera-
toren D3 4 und &3 4 ist es wiinschenswert Differentialoperatoren D3 45 und &3 4 5 der Variablen x3,
x4 und x5 zu finden, die Funktionen des Typs (V (z1,22)C(x3)B(x4)A(z5)) und somit auch jede
andere Funktion der Form (...I1,—;C(x3) B(x4)A(x5)) annihilieren, sodass eine Charakterisierung
der Twist-2-Projektion gegeben ist. Unsere Strategie solche Operatoren zu finden ist wie im Vier-
punktfall die Transformation der Operatoren in konform-invariante Variablen. Die Gleichungen
D345 gi =0 und 345 ¢g; = 0 charakterisieren die Projektion auf Twist 2 durch (V (z1, z2)| dqui-
valent zu O; ¢g; = 0 und Oy g; = 0, falls die transformierten Gleichungen (D3.4.5)rs1,50,t1,t fi =0
und (53,4,5)r,s1,32,t1,t2 fi = 0 ein zum SyStem (D1>r,sl,32,t1,t2 fi = 0 und (DQ)r,sl,SQ,tl,tz fi =0
dquivalentes System partieller Differentialgleichungen bilden. Dies ist im folgenden Diagramm
dargestellt.

D345 9i=0 & (D345)rs,so,tiste Ji =0 } o { (O1)rs1,0,t180 fi=0 & 1 g =0
E3459i=0 & (E345)rs1,80,t1,t0 fi =0 (O2)rs1,s0,t1t0 fi=0 & Oy gi=0

Wir werden jedoch in diesemn Abschnitt aufzeigen, dass die von uns verfolgte Strategie die Opera-
toren D3 45 und &34 5 zu finden mit Schwierigkeiten verbunden ist. Dazu treffen wir die folgende
Definition.

Definition 4.4.1. FEinen Differentialoperator beziiglich der Variablen x1,..,x5 nennen wir 1-2-
symmetrisch, wenn er invariant unter der Vertauschung x1 <> xo ist. Entsprechend heiffen Dif-
ferentialoperatoren beziiglich der Abstandsquadrate oder beziiglich der konform-invarianten Varia-
blen 1-2-symmetrisch, wenn sie invariant unter der Vertauschung pi; < p2; Vj € {3,4,5} bzw.
der Vertauschung s; < sg sowie t; <> to sind.

Wir bemerken, dass bei entsprechendem Austausch der Indizes 1 und 2 innerhalb der Operato-
ren (O1)rs,.50,t1,t2 UNd (02)75, 55,414, die Operatoren zwar in einander jedoch nicht in sich selbst

iberfithrt werden. Die Operatoren sind somit nicht 1-2-symmetrisch. Es sei A7(~,15)1,32¢ L, €in Dif-
(2)

ferentialoperator der konform-invarianten Variablen und A,7; . ;. 4

(1)

r,81,52,01,t2

der durch Vertauschung der

Indizes 1 und 2 in allen Termen von A entstehende Operator. Dann ist der Operator

1 2
AE‘,S)l,Sg,tl,tQ (Dl)T751,52,t17t2 + A1(",S)1,827t17t2 (D2)7”7517327t17t2 (415)

1-2-symmetrisch. Insbesondere ist fiir jede Funktion h der konform-invarianten Variablen

h(r, s1,82,t1,t2) (1)rsy,s0.t0,t0 + B(7Ty 82, 81,82, 1) (D2)r,s1,5.t1,t0 (4.16)
1-2-symmetrisch. Wir betrachten fiir i, j, k € {3,4,5}, ¢ € Q die Operatoren
Pl Tij Ok, ;- 0j (4.17)
und die von den Operatoren aufgespannte Algebra %, in der D3 45 und €3 45 enthalten sind.

PL2084P35P55
tion, sodass die Wirkung von O345 auf g diber einen auf die Funktion f wirkenden Operator

(O3.4.5)r,51,80,t1,t» eziiglich der konform-invarianten Variablen r, si, s1, t1, t1 angeben werden
kann. Dann ist (O345)r.s,,s0,t1,t2 1-2-symmetrisch.

Satz 4.4.2. Sei O345 € o3 ein Operator und g(x1, T2, x3, T4, T5) 1= eine Funk-
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Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass die oben aufgefiihrten Generatoren von .7 nicht von den
Punkten x; und x9 abhingen und somit 1-2-symmetrisch sind. Unter algebraischen Operationen
bleibt die 1-2-Symmetrie erhalten und somit folgt, dass jedes Element O3 45 € &/ 1-2-symmetrisch
ist. O3 45 transformiert sich deshalb angewendet auf eine Funktion g der Abstandsquadrate zu ei-
nem Differentialoperator (O3 4 5), der Abstandsquadrate. (O3 45), ist aufgrund der 1-2-Symmetrie
von O34 5 ebenfalls 1-2-symmetrisch. Zur Veranschaulichung betrachten wir die Generatoren von
o/ angewendet auf eine Funktion g der Abstandsquadrate.

5
dyg
.%'Za — —pik + pi1 — pi1 + pi
(xij - Ok) g ;:1( pik + pit — Pji p]k)apkz
5
d%g dyg
9i-9;) g = 2> (pu+pjm—pij— pim -
( i) [~ ( ! ! ) OpimOpji Opij

Die rechten Seiten der Gleichungen ergeben sich aus den Betrachtungen von Abschnitt 2.1, wobei
i,7,k € {3,4,5} gilt. Auf den linken Seiten treten 1-2-symmetrische Operatoren von x1, ..., 5 und
auf den rechten Seiten 1-2-symmetrische Operatoren der entsprechenden Abstandsquadrate auf.
Algebraischen Verkniipfungen der Operatoren der linken Seiten entsprechen den gleichen alge-
braischen Operationen der Operatoren der rechten Seiten. Somit gilt, dass aus der 1-2-Symmetrie
von O3 45 € 73 bereits die 1-2-Symmetrie von (O345), folgt. Wir nutzen nun die spezielle Form

f(rys1,82,t1,t2)
XL1,L2,T3,T4,L =
9( 1,42,L3, L4, 5) 912934985/)35

nition der konform-invarianten Variablen im Fiinfpunktfall (4.1) folgt:

sowie die Existenz von (O345)r.s;,s0.t1,t2- Direkt aus der Defi-

e Nur die Variable r tragt eine Abhingigkeit von ps.

e 51 tragt die gleiche Abhéngigkeit von ps4, p3s und pgs wie ss.

e {1 tragt die gleiche Abhingigkeit von ps4, p3s und pygs wie to.

e s tragt die gleiche Abhingigkeit von pi13, p14 und pi5 wie sg von pas bzw. pag bzw. pos.
e {1 tragt die gleiche Abhéngigkeit von pi3, p14 und p15 wie to von pag bzw. pag bzw. pos.

In einem ersten Schritt 14sst sich der 1-2 symmetrische Differentialoperator O3 45 durch Anwen-
dung auf g zu einem Operator 1-2-symmetrischen (O345), der Abstandsquadrate wirkend auf
g transformieren. Aufgrund der 1-2-Symmetrie des in der Definition von g auftretenden Faktors

L und der symmetrischen Wahl der konform-invarianten Variablen r, sq, so, t; und to

P12034P35P%s . _ ‘
ist dann der im zweiten Transformationsschritt durch
1
(0345)p9 = ———5 2 (O3.45)rs1 50,1182 f
P12P34P35P45

bestimmte Operator (O3 4,5)r.s,,s0.t1,t, i1 den konform-invarianten Variablen 1-2-symmetrisch. [

Als Folgerung dieser Betrachtungen ergibt sich, dass es keine Elemente D3 4 5 € 273 mit D3 459 = 0
gibt, fiir die ein transformierter Operator (D3 4.5)r,s;,s0,t1,t, €Xistiert, sodass (D34.5)r.s1.s0,t1,t2 S =0
entweder zu (O1)rs, sot1to f = 0 oder zu (O2)ys; 50,416 f = 0 dquivalent ist. Die Bedingung
(D3,4,5)r,51,80,t1,t2 | = 0 kann jedoch dazu dquivalent sein, dass ein Operator in (4.15) mit geeignet
gewihlten A1) und A® die Funktion f annihiliert.

Es ist sinnvoll, den einfachsten Fall zu untersuchen, in dem A® und A®) gemif (4.16) durch eine
Funktion h gegeben sind, sodass durch (4.16) ein Differentialoperator zweiter Ordnung definiert
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wird. Die einfachsten Operatoren zweiter Ordnung in .73, deren Wirkung auf g in Form von Opera-
toren (O3 4.5)r.s; s0.t1,t, Wirkend auf f angegeben werden kénnen, sind die d’Alembert-Operatoren
p3;£35 O3, ”3;:;45 04 und % 05 sowie die Casimiroperatoren C345, C34, C35 und Cq5. Wir
werden zeigen, dass keine Funktion h existiert, sodass es eine Linearkombination D345 € 273 der

aufgezdhlten Operatoren gibt, fiir die

(D37475)T7817827t1,t2 f=0

- (h(T, 51,52, t17 tQ) (Dl)r,sl,sz,tl,tg + h(?”, 52,51, t?a tl) (‘:’2)7‘,81,52,751,752) f =0

gilt. Wir betrachten dazu lediglich die Ableitungen zweiter Ordnung der in konform-invariante
Variablen transformierten Operatoren. Diese sind in Anhang D in den Tabellen D.1 bis D.5 zu
finden. Die zweiten Ableitungen des transformierten (C34.5)rs;,s0,t1,t» €rgeben sich aus Addition
entsprechender Koeffizientenfunktionen der anderen Casimiroperatoren und wurden nicht extra
angegeben. Man erkennt anhand von Tabelle D.1, dass unabhéngig von der Wahl der Funktion

h der Operator (4.16) verschwindende Koeffizientenfunktionen zu den Ableitungstermen ﬁ%sz,

I5) %) o . . .. .. . . . .
95,0057 05,00 und 5,05 besitzt. Gleiches miisste fiir die gesuchte Linearkombination D345 der

Operatoren aus D.2 bis D.5 gelten. Es lisst sich jedoch keine nichttrivale Linearkombination der
betrachteten Operatoren finden, die diese Bedingung erfiillt. Wir zeigen dies am Beispiel der
Koeffizientenfunktion ﬁ. Fiir ay, ..., a6 € C folgt aus

<S2t1 + s1t2 — 15152
1

) + ag (t1 + ta — rs182) + 2a3
5159

78189 — 81 — S rS$189 — S1 — S 1451 —t 1+s9—1t

+2a4< 152 1 2+ 152 1 2+ 1 1+ 2 2
S1 S9 S1 S9

s1+t1—1 s9+ty—1
+2a5<1 1 n 2 2
S1 52

+81+82—t1—t2—2>

)+2a6(6+t1+t2—51—52)

!

=0

fiir beliebige Werte von r, s1, sa , t1, to, dass a1 = as = ag = a4 = a5 = ag = 0 gilt. Wir kénnen
somit den folgenden Satz formulieren

Satz 4.4.3. Es gibt keine Linearkombination der Operatoren p3;4p535 Os, p3;3€45 Oy und ”3{)5% Os
sowie der Casimiroperatoren Cz 45, C34, C35 und Cy5 und zusdtzlicher Operatoren erster Ord-
nung beziiglich der Variablen x3, x4 und x5, die einen der Differnetialoperatoren D3 45 oder £3 45

definiert.
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5 AbschlieBende Bemerkungen und Ausblicke

Wir wollen diese Diplomarbeit mit einigen Bemerkungen und Ausblicken beschliefen. Das erste
wesentliche Resultat der Arbeit stellt die Transformation des Casimirelements C dar, das wir in
Abschnitt 1.5 eingefiihrt und dessen Wirkung auf Vektoren |¢(x1)...¢n (2 n)) wir in Abschnitt 1.6
in Form des quadratischen konformen Casimiroperators C; .y angegeben haben. Hervorzuheben
ist dabei, dass die Darstellung des Casimiroperators Cq, . n in Satz 1.6.1 fiir beliebige Raumzeitdi-
mensionen n und beliebig viele verschiedene Skalarfelder ¢; giiltig ist. Somit kann der in Satz 1.6.1
angegebene Casimiroperator in zukiinftigen Arbeiten z.B. zur Untersuchung der Partialwellen von
Korrelationsfunktionen 2N skalarer Felder benutzt werden. Die Motivation, den quadratischen Ca-
simiroperator zu solchen Untersuchungen zu verwenden, ist dabei die {iberschaubare Form, die er
gemaf Satz 1.6.1 besitzt.

In Kapitel 3 haben wir mit Satz 3.4.1 den Twist-2-Anteil von Vektoren |B(z3)A(x4)) durch Anga-
be von Differentialoperatoren D3 4 und &3 4 charakterisieren konnen. Ein wichtiges Nebenresultat
der Untersuchungen ist die Erkenntnis, dass im Fall unterschiedlicher Skalendimensionen d4 und
dp der Felder A bzw. B der Twist-2-Anteil von |B(z3)A(x4)) durch eine einzige Partialwelle
zum Spin L = 0 bestimmt ist. Motiviert wurde dieses Ergebnis durch die Regularitdtsuntersu-
chungen der Partialwellen in Abschnitt 2.5 und speziell durch die Aussage von Satz 2.5.4. Es
bleibt anzumerken, dass die Form der Differentialoperatoren D3 4 und &3 4 aus Satz 3.4.1 fiir den
Fall unterschiedlicher Skalendimensionen d4 # dp sehr viel komplizierter ist als im Fall glei-
cher Skalendimension. Im Fall gleicher Skalendimension sind D34 und €3 4 im Wesentlichen durch
d’Alembert-Operatoren, also als Operatoren zweiter Ordnung, gegeben. Im Fall unterschiedlicher
Skalendimension ist allgemein nur der durch den Casimiroperator bestimmte Differentialopera-
tor D34 = C34 — A1p von zweiter Ordnung. Der Differentialoperator £3 4 besitzt hingegen eine
Ordnung, die mit der Differenz der Skalendimensionen der beiden Felder A und B wichst. Die-
ses Ergebnis ist besonders in Hinblick auf die Untersuchung des Twist-2-Anteils dreier skalarer
Felder in Kapitel 4 von Interesse. Analog den Ergebnissen von Satz 3.4.1 wire es wiinschenswert
gewesen, eine Charakterisierung des Twist-2-Anteils von Vektoren der Form |C(z3)B(z4)A(x5))
durch Differentialoperatoren D3 45 und £3 45 zu erhalten. Das den Twist-2-Anteil charakterisie-
rende System von Differentialgleichungen muss jedoch im Spezialfall A = 1 zum System der
Differentialgleichungen aus Satz 3.4.1 dquivalent sein, welches, wie bereits erwdhnt, eine mit der
Differenz der Skalendimensionen der beteiligten Felder wachsende Ordnung besitzt. Es ist daher
nicht zu erwarten, dass D3 4 5 und &3 4 5 als Differentialoperatoren zweiter Ordnung gewihlt werden
kénnen. Das zuletzt in Abschnitt 4.4 durch Satz 4.4.3 dargestellte Resultat, dass Linearkombina-
tionen einfacher konform-invarianter Differentialoperatoren zweiter Ordnung zur Definition einer
der gesuchten Operatoren D345 und &3 45 nicht ausreichen, bestétigt dies. Die Ergebnisse aus
Abschnitt 4.4 sind trotz der Tatsachte, dass wir keine Operatoren D345 und €345 angegeben
konnten, die den Twist-2-Anteil von |C(x3)B(x4)A(x5)) charakterisieren, von Bedeutung, da sie
aufzeigen welche Struktur die gesuchten Differentialoperatoren nicht besitzen, und somit weitere
Untersuchungsbestrebungen beeinflussen kénnen.
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Die zentralen Ergebnisse der Analyse des Twist-2- Anteils dreier skalarer Felder |C(x3)B(z4)A(x5))
in Kapitel 4 sind die Unabhéngigkeit der transformierten Operatoren (O1)r s, .50 t1,t2> ((32)r.51,50,t1.t2
und (C3.4,5)r,s1,s0,t1,t» volL den Skalendimensionen d4, dp und d¢ der Felder A, B und C, welche
die Konstruktion spezieller Lésungen der zugehorigen Differentialgleichungssysteme erlaubt. Trotz
der grofen Anzahl an konstruierten Losungen konnten wir in 4.3, zeigen, dass das in 4.2 angegebe-
ne Losungssystem nicht vollstdndig ist. Auch diese Resultate sind von Bedeutung, da die bereits
vorhandenen Losungen Aufschluss iiber die Struktur weiterer Losungen liefern kénnen. Durch
Erginzung zu einem vollstindigen Losungssystem konnte genug Information iiber den Twist-
2-Anteil von |C(z3)B(x4)A(x5)) gewonnen werden, um die gewiinschten Differentialoperatoren
D345 und €345 zu finden. Mit diesen wére dann die Berechnung von Twist-2-Partialwellen von
Sechspunktfunktionen als Losungen der Twist-2-Differentialgleichungen sowie als Eigenfunktionen
des quadratischen Casimiroperators moglich. Darauf aufbauend konnten analog zur Partialwel-
lenanalyse von Vierpunktfunktionen in [13] Positivitatsuntersuchungen global konform-invarianter
Sechspunktfunktionen durchgefiihrt werden.
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A Hypergeometrische Funktion

Die hypergeometrische Funktion! spielt eine zentrale Rolle innerhalb der konformen Quantenfeld-
theorie. So besitzen etwa die Partialwellen von Vierpunktfunktionen aus Kapitel 2 eine Darstellung
iber diese Funktion. Sie ist eine von einem Parametertripel (a, b; ¢) abhéngige Funktion einer kom-
plexen Verdnderlichen und wird hier {iber ihre Reihendarstellung definiert. Weiterhin werden in
diesem Exkurs zur hypergeometrischen Funktion eine Integraldarstellung und Funktionalgleichun-
gen hergeleitet sowie die fiir die Partialwellenentwicklung wichtigen Expansionsformeln bewiesen.
Die Darstellung erhebt dabei keinerlei Anspruch auf Vollstdndigkeit. Es wurden lediglich wichtige
Identitédten aus [1,5, 13| zusammengetragen. Umfassende Diskussionen der hypergeometrischen
Funktion finden sich in [1,5].

Definition A.0.4 (Hypergeometrische Funktion). Seien a,b € C und ¢ € C\ {0,—1,-2,...}.
Dann wird die hypergeometrische Funktion F auf D := {z € C: |z| < 1} definiert durch:

— (@)n(b)n i”

F(a,b;c;z) := RZ:O O nl (A.1)
Dabei bezeichnet (a),, das Pochhammer-Symbol, welches durch
I'(a+n)
ni= ——— A2
(a) F(CL) ( )

definiert ist.

Die hypergeometrische Funktion ist holomorph in D und eine Losung der hypergeometrischen
Differentialgleichung?

ci-2 ot emarb+1) Loy—ab (5 =0 (A.3)
dz? dz o '
Sie beinhaltet zudem viele Funktionen und Funktionenklassen als Spezialfille. So gilt etwa ( [1])
Fla,cc2) = (1—-2)"" (a€Ry)
F(1,1;2;2) = —z'ln(z)
1 3 1 142
F=1:522) = 2712
<2”2’Z> ‘ 2“(1—z>
1
F (, 1; §; —22> = 2z larctan(z)
2 2
F(—n,n+1;1;z) = P,(1-22) (ne€Ny),

wobei P,, das n-te Legendre-Polynom bezeichnet.

'Die hypergeometrische Reihe stellt in gewisser Weise eine Verallgemeinerung der Exponentialreihe dar und wurde
zuerst von Carl Friedrich Gauf untersucht.

2Gie ist jedoch lediglich eine von 24 verschiedenen Losungen dieser Differentialgleichung, die nach Ernst Eduard
Kummer auch als Kummer-Lésungen bezeichnet werden.
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Satz A.0.5 (Integraldarstellung). Die hypergeometrische Funktion besitzt die folgende Integ-
raldarstellung

‘ 1
F(a,b;c;2) == I‘(Z))FF((C)—I))/O 711 — 1)1 — t2) %t

Beweis. Wir betrachten die Betafunktion, die durch

" 1
B(z,y) := ?((:E)_l;_(s)) = /0 Tt — ) ta

gegeben ist3. Es folgt

Yoy peebet g — L hebol a (tz)"
/Ot (1—1) (1 t)dt_/ot (1—1) ;()nn!dt

= i(a)n(Z)n/ltb*”—l(l—t)c—b—ldt

n! Jo

B > (2)"T(b+n)T(c—1b)
= 2 (@, T(b+n+c—b)

n=0
T (c—b) = (a),(b), 2"
B T (c) ,;) (), n!
T (c—0b) Wb s
= T T [lbe2)

O]

Satz A.0.6 (Funktionalgleichungen). Fir die hypergeometrische Funktion gelten die Funktional-
gleichungen

F(a,b;c;2) = (1—2)_“F<a,c—b;c;z)

z—1
= (1-2)7°F (c —a,b;c; Z)
z—1
Fabic;z) = (1—2) " F(c—a,c—bc;z)
(A.4)
Vorbemerkungen:
e Durch i(z) := %5 wird eine Involution definiert, d.h. es gilt fiir alle z € C
. . Z(Z) Zil z
(’L [0} Z) (Z) = = = =z
i(z) -1 ZH -1 1-(2-1)

o Esgilt (1—i(z)) =312 = (2 —1)~L,

z—1

3Die Gleichheit beider Darstellungen der Betafunktion kann etwa aus dem Satz von Bohr-Mollerup gefolgert
werden.
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Beweis des Satzes. Durch Substitution von s :=1—1 in der Integraldarstellung der hypergeo-
metrischen Funktion erhalten wir

/01 tb—l(l — t)c—b—l(l _pp)ieg = /10(1 B S)b—l(l (- S))c—b—1(1 —(1—s)2)ds
= (1-2)"° /01 geb-1 (1- S)bfl <1lz_+zsz>a .
= (1_Z>_a/olsc_b_1 (1—s)b_1 <1—s Zi1>—ads

Das beweist die erste Funktionalgleichung. Die zweite Funktionalgleichung ergibt sich aus der
Symmetrie der hypergeometrischen Funktion in den ersten beiden Parametern. Durch Kompositi-
on der ersten beiden Funktionalgleichungen ergibt sich mit der zweiten Vorbemerkung schliefslich
die dritte Funktionalgleichung. O

A.1 Expansionsformeln

In diesem Abschnitt soll ein Beweis der Expansionsformeln aus [13] gegeben werden, die in Kapitel
2 zur Durchfiihrung der Partialwellenentwicklungen bendtigt werden. Im Folgenden seien stets
a,0€R, peN,~veR mit 2p+ v > 0 sowie

()P (p+a),_,(0+8),,
(n=p) (u+p+v-1),.,

1 (pt+a),,p+v=0),
(m=p'  (w+p+v-1),,

Caﬁ,’y (,U,p) =

Da,ﬁ,'y (,u, p) =

fiir p > p definiert.

Satz A.1.1 (Expansionsformeln). Mit den eingefihrten Bezeichnungen gelten die beiden Ezpan-
stonsformeln

o0
= 3 Capalinp) 2 F(u+asp+ 5;2+7:2)
H=p

P o0
z
< ) = (1-2)° E Do g () 2" F(p+ o, o+ 3520 + 3 2)
H=p

(A.5)

Beweis. Wir folgen dem Beweis der Expansionsformeln aus [13]. Durch Anwendung der ersten
Funktionalgleichung der hypergeometrischen Funktion (A.4) erkennt man, dass sich die zweite
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Expansionsformel auf die erste Expansionsformel zurtickfiihren ldsst.

p o v
z z z
<z— 1> = VE:pC’a”gﬁ(y,p) <z— 1> F (1/+oz,l/+ﬁ;21/+’y; 1 1)

o (v+a)
= anm(%p) 2 (z=1)7"" (1 -2 > Flv+oa,v+y—3;20+7;2)

z—1

= (1-2)° ZC,[MVP Y(e= 1)V (1= 2) F(v+a,v 47— B; 20 +7;2)

o0

= (1 - 2)a Z(_l)yca,v—ﬁ’,v(’/ap) ZYF(v+a,v+ ﬁ'; 2v+y; z)
v=p

o0
= (-1’ (1=2)" Y Dags(v,p) 2"F(v+a,v+ ;20 +7;2)

v=p

wobei ' := v — 3 gesetzt wurde. Das beweist die Aquivalenz beider Formeln. Wir verwenden im
weiteren Verlauf des Beweises die folgenden Identitdten des Pochhammer-Symbols:

(@) = (a),(n+a)_,
Grm-1 = Orlenzln, Gen-Don
Gmel 1
G+n—-1),,  G+n-1),2n+9),_,

(A.6)

Wir miissen lediglich die erste Expansionsformel beweisen. Diese lisst sich auf eine einfachere
Aussage zuriickfithren.

o0
& = Y Capalv.p) 2F(v+ v+ 520+ 7:2)
v=p

D" P (p+ a)yp(P+Blv—p
ZFlv4+aoa,v+ 0620+ 7;2
vl U Apr Doy )

(—
(
(=D)"P(p+ a)p—p(p+ By
(
(

I
Mg

N
Il
kS

2YPE(v+ a,v+ (3520 + ; 2)

X
I
Mg

v—p)! v+p+y—1)up

nl!) (n(i)g(f);)n F (notant fion+:2)

<
Il
=

I
Mg

i
o

Hierbei haben wir & := a+ p, 8= B+p, 7 :=~v+2pund n := v —p gesetzt. Nun driicken wir die
hypergeometrische Funktion iiber ihre Potenzreihendarstellung aus und sortieren nach Potenzen
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von z.

1 = i )" _(a (B)n ”F(n—i—&,n—i—ﬁ;Qn—i—%z)
n=0 n+'y—1)

N\ oDy (n+a)p(n+ P 2
;kgo n' n—i—’y—l) ® 2n+7), k!

~ (B)n n (n+a&)_n(n+ B)l—n S-n
n+7—1) (2n+7)1_n (I —n)!

o0
S ()
= ’Y‘Hl— 1), (2n+9)_p
Betrachtet man nun feste Potenzen 2!, so ergibt sich als Koeffizient dieser Potenz
-\ 3 !
(@)1(B) Z (-" <l> 1
Il —G+n—-1),\n)(2n+79),_,

Fiir [ = 0 ergibt dies mit den iiblichen Definitionen («)p :=1 fiir alle « € R und 0! := 1

S

(@) (5)
2! l fy+n—1 <>2n+’y
_ (500(5)0 (—1)0 <0) 1
0! (Y = 1) \0/ (%o
=1 .

Fiir I € N ergibt sich mit (fm) =0 fiir m € N und (;L) =0firl<meN

(@B N~ (=)" (1 L

1! Z::(wn—l) <>(2n+&),n
_ (@B e A1 (]
- O e ()

B (o?)l(B)l Z(_l)n<(’~¥+l+n—l)n+ (’y—l—n—l)(l—n)> I 1

! ! nl(l=n)! (¥ +n— 1)t
@B =, ([ 1\G 1) (1-1\ (GHn-1)
= S () Ee e () o)

— (&);!(B)l Zl:(—l)” <<7i:11>m - <l 7_1 1) (:Yin))
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A.2 Gegenbauer-Polynome

Die Gegenbauer-Polynome? C’l’\ sind eine Verallgemeinerung der assoziierten Legendre-Polynome
und bilden fiir A > —1 ein im Intervall [—1,1] orthogonales System von Polynomen beziiglich
des Mabes p(x)dx mit p(x) := (1 — xZ))‘_% Vx € [—1,1]. Sie kénnen iiber die hypergeometrische
Funktion angegeben werden.

) = F(lwm_(](—l)mifj(j_l (2
(2A\)

(A.7)

Aus der hypergeometrischen Differentialgleichung ergibt unter Verwendung von (A.7) die Gegenbauer-
Differentialgleichung.

2

(1— ﬁ% — (21 + 3)0% + A] CMz) =0 (A.8)

Desweiteren geniigen die Gegenbauerpolynome der Rekursionsrelation

1ICME) =2\ +1—1)C} [ (t) — @A +1—2)C) (1) . (A.9)

*Die Polynome wurden nach Leopold Gegenbauer benannt.
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B Beweis von Satz 3.3.4

Dieser Abschnitt ist dem Beweis von Theorem 3.3.4 gewidmet. Zundchst bendtigen wir den fol-
genden Hilfssatz

Lemma B.0.1. Sei T eine total symmetrische [-Linearform auf R mit T(X,X,..,X) = 0 fiir
alle X € R, Dann gilt bereits T = 0.

Beweis. Im Beweis benutzen wir Multiindizes. Fiir A = (A1,..,\;) € R und a = (o, ..,oq) € N}
setzen wir A% := IT'_; A\, Weiterhin seien |af := Zi‘:o a; und 1:= (1,1,..,1) € N definiert. Wir
betrachten fiir beliebige, aber fest gewihlte X1, Xo, .., X; € R? und variables A = (A1, .., \;) € R/
den Vektor

l
X = Z Ao Xom
m=1

Dann gilt aufgrund der Multilinearitét von T

l l
0=T(X,X,.,X) T <Z A Xom, X, X> = AT (X, X, .., X)
m=1 m=1

l l
= > D XA T (X s ooy X))
mi my

Wir ordnen obige Summe um, indem wir die Symmetrie von T ausnutzen und Multiindexschreib-
weise mit o € N! verwenden.

T(X,X,..,.X) = Y CorT(Xy,.,X1,.. X1, .., X))
loo|=t a1—mal a;—mal
= > DuA
=1
=0 (B.1)

Fiir alle Multiindizes « gilt C, > 0. Insbesondere findet sich der der Term T'(X;, X2, .., X;) genau
Cy = ! mal. Somit ist Dy = ! T(X71, Xa, .., X;) der Koeffizient zu AL. Wir fassen nun T'(X, X, .., X)
als ein homogenes Polynom p vom Grad [ auf.
p:R — C
A = p(\) = Z Do\
|ae]=l1

Da dieses Polynom nach (B.1) verschwindet, miissen samtliche Koeffizienten D, verschwinden.
Insbesondere gilt:

Dy =1I'T(X1,.,X) =0 & T(X1,.,X;)=0.
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Wir betrachten nun symmetrische Tensoren vom Rang ! des Typs Y®! mit Y € R? Derartige
Tensoren sind symmetrisch in allen [ Indizes. Sei £ die Projektion vom Raum der symmetrischen
Tensoren des Rangs [ auf den Unterraum der spurlosen, symmetrischen Tensoren der Ordnung
I. Der spurlose, symmetrische Tensor £(Y®!) definiert auf kanonische Weise eine symmetrische
I-Linearform 7.

T:Réx. xR — C
—_——
n—mal

(X1, X)) = T(X1,, X)) = (X1 © X0 .0 X)) - E(YV)

Nach [3] besitzt T(X, X, .., X) eine Darstellung iiber die Gegenbauerpolynome C}* (siehe A.2).

! d_

T(X,X,.,X) = (X®). & <Y®l> — (XY (1) (B.2)
2 (5 1),
Dabei ist ¢ := (X);)‘/);)l definiert. Bei den anschliefenden Betrachtungen sind stets [ = n + 1 und
2
d = 4 zu setzen. Wir werden Satz 3.3.4 in zwei Schritten beweisen.

Satz B.0.2. Der spurlose Ableitungsoperator Ofln) = ((9?(”“)) l der Ordnung (n + 1)

traceless

beziiglich der Variablen x4 annihiliert alle Polynome py in den Variablen p;y vom Grad k < n.

Zum Beweis des Satzes durch Induktion nach n beschranken wir uns aufgrund der Linearitit von
O auf homogene Pol d gehen wie folgt
i gene Polynome py und gehen wie folgt vor.

e Wir mdéchten <8§(n+1)> pr = 0 fiir alle k£ < n zeigen und nutzen dabei aus, dass der

traceless
(n+1)>

spurlose, symmetrische Tensor <8§ ooy P VO Rang (n+1) eine (n+1)-Linearform
traceless

T induziert, die nach Lemma B.0.1 verschwindet, falls (X, X, .., X) =0 VX € R? gilt.
e Zur Berechnung von T'(X, X, .., X) bedienen wir uns Formel (B.2). Man erhilt auf diese

Weise einen skalaren Ableitungsoperator Ty(X) der Ordnung (n+1) bexziiglich der Variablen
x4 wirkend auf p,, fir den

Ty(X)p, =T(X, X, .., X)
gilt. Zudem folgt aus Lemma B.0.1

Ty(X)pn = T(X, X,., X) =0 VX eR! & (af(”“)) Py =0

traceless

e Fiir n =0 und n = 1 weisen wir die Aussage des Satzes B.0.2 direkt nach.

e Im Induktionsschritt konnen wir fiir n > 1 aufgrund der Linearitit des Operators die Re-
lation p, = pij4 pp—1 fir irgendein Abstandsquadrat p;4 ausnutzen und ziehen den Faktor
pia durch den Ableitungsoperator Ty(X). Man erhélt schlieklich einen Ableitungsoperator
Ty(x:4, X) der Ordnung (n 4 1) mit

To(xia, X)pn—1 = To(X)pn -

e Durch Ausnutzung der Eigenschaften der Gegenbauerpolynome sowie der Induktionsannah-
me lésst sich Ty(xi4, X)pp—1 = 0 zeigen.
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Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, sei darauf hingewiesen, dass die Definition von ¢

fiir Y = 04 zunéchst nicht sinnvoll ist, weil in ihr der Term ( 21D )1 auftritt. Da dieser Term
X?y)2

jedoch gemif der Definition der Gegenbauerpolynome C’l)‘ hochstens in der Ordnung % auftritt

und in Gleichung (B.2) das Gegenbauerpolynom mit dem Faktor (X 2}/2)% multipliziert wird, ist
Gleichung (B.2) fiir Y = 04, l = n + 1 und d = 4 auf folgende Weise zu verstehen:

(23]
2v-2vE gy ~ym L(n+2-—m) 2 \m o yn+1-2m
(REYECND) = 3 ()" g (P eX -

Dies entspricht dem Fall, dass wir fiir 0 < 2k </
(X204) 272 = (X200)%(2X - 9y) 2

definieren. Damit ergibt sich fiir eine beliebige Funktion f

[24]

2 F'(n+2—-m)
X®(n+1) . ®(n+1) _ 1™ X200, (2X - n+1—-2m
( ) (84 )traceless f Z ( ) m'(n +1- 2m)‘( 4) ( 84) f

m=0
In formaler Schreibweise fiir f gilt somit
n n n n Il 12
(X®( +1)> £V ) = <X®< +1)) . ((af( +1))traceless f> - (X20,)3CL (1) f

Zuletzt berechnen wir noch die fiir uns relevante Rekursionsformel, die sich aus der formalen
Anwendung der Rekursionsgleichung (A.9) der Gegenbauerpolynome ergibt.

2. (" m?((z j—— i - 7;:1)! (X?04)™(2X - 9y)" 12

m=0
= (X)L
= n}r : (X2y2)n§1 (2(n + DtCh(t) — (n+ 1)CL_1(¢))
(5]
= (2X -0y) Z (—1)mM(X2D4)m(2X . 84)”_2m

A ml(n —2m)!

3
I

n
(X*04) ) (=)™

m=0

|
-

I'(n —m)
m!(n —1—2m)!

(X2D4)m(2X . 84)n7172m

Bewets von Satz B.0.2.
Induktionsanfang

(n=0) (k= 0): In diesem Fall ist das homogene Polynom pj, einfach eine Konstante ¢ € C und
Ofln) = (@?(nﬂ)) = 04 der Ableitungsoperator.

traceless

o p, = (@‘? ("H)) pn = Oapn =0

traceless
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(n=1), (k=1): In diesem gilt pr = py, := pi4 fiir ein i.

Oz(ln) Pr = (X®2) : ((8§2)traceless pkz)
I'(3 I'(2
= 052!)(2)( - 04)°pia — 150!)()(254)%4

= —2(2X . 84)(2X . $¢4) + 2X7? (84 . xi4)
= 4X-(2X)-8X*=0

Induktionsschritt (n — 1) — n

(k = n): Wir nutzen die Darstellung pr = py, := pisa pn—1 und berechnen zunichst den Term

(2X . 84)n+172m P

Analog folgt:
(XQD4)m(Pz'491) =

(X20)™1 =

(X20)™T, =

(X20)™Ty =

= (2X - 00)" T piupn

n+1—2m
= Z <n +1-— Qm) ((2X - 84)kpi4)((2X . 84)n+1—2m7kpn_1)

k
k=0
= pis (X -0)" T, 1 —2(n 1 —2m)(2X - 244)(2X - 94)" P 1
=91 =T>
=T
+ 4(n+1-2m)(n—2m)X22X - 0" 1 "p, 4
=T;

(X2)™ (puD} — 4m(zdn) 05" + dm(m + DOPL) gy

(X2D4)mpi4(2X . 84)n+1—2mpn71
(X2)™ (piaT — Am(wia - 007 + dm(m + 1)OP 1) (2X - 00)" " ppy

—4(71 +1-— 2m)(X2D4)m(X . l’i4)(2X . 84)ni2mpn_1
—4(n+1—2m)(X*)™ ((X - 2ia) O (2X - 04)" "

—m(DT_l(QX . a4)n+172m) Pr_1

4(XH™ (41— 2m)(n — 2m)O7(2X - 04)" 12 ™p, 4

Wir sortieren die Terme nach Potenzen von x;4 und weisen nach, dass die Summen tiber den Index
m dieser Terme verschwinden. Mittels der Rekursionsgleichung fiir den spurlosen Ableitungsope-
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rator folgt fiir die in x;4 quadratischen Terme

ntl
- m I(n+2- m n+1-2m
> (=1 m,(( ) )>|Pi4(X2D4) (2X - 8,)" 172, 4

5l

= piu(2X-0y) p (=)™

m=0

W(XQD@ (2X - 04)" 2™,y

(n—m) 2 m n—1—-2m /v 2
~ pu Z T gy D) 2X - 0) (X°0)pn1

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet nach Induktionsannahme fiir (n —1). Der
zweite Summand lésst sich auffassen als p;4O,_of mit f := 4 pp_1. Aufgrund der Produktregel
besteht f aus Summanden, bei denen beide Ableitungsoperatoren auf den gleichen Faktor pj;s
in p,_1 wirken, und Summanden, bei denen die Ableitungsoperatoren auf zwei unterschiedliche
Faktoren pjs und pjq von p,—1 wirken. Der erste Fall liefert aufgrund Cspjs = 8 ein homogenes
Polynom vom Grad n—2. Im zweiten Fall gilt (O4pja)- (Oapia) = 4 (x4 - 214). Diese Skalarprodukte
lassen sich jedoch mittels der Formel 2(x;; - xx1) = —pi;j + pa — pji + pjr erneut iiber Abstandsqua-
drate ausdriicken. Der zweite Fall liefert Polynome in p;4 vom Grad kleiner n — 1. Somit ist f ein
Polynom in p;q vom Grad < n — 2 und wird von O,_o nach Induktionsvoraussetzung annihiliert.

Fiir die in x4 linearen Terme setzen wir nach B.0.1 ohne Beschréinkung der Allgemeinheit ;4 = X.

i
2 —
Z m 7’L + m) ( 4X2m)($14 . 84)(X2|:|4)m_1(2X . 84)n+1—2mpn71

n+1—2m)!
[”7“1
- L(n+1—(m—1)) B o
i m:1( g m(m —1)l(n —1—2(m — 1))!mX (X°0)™ ™ (2X - 04) Pn—1
[251]
F'(n+1—m) ~

= 2X2 —_1)ym X2|:| mox . n—2m .

ng( ) m!(n — 1—2m)!( 4)™( O1) DPn—1

S ) S} L Lkl VA 15 R LT SRR e

m!(n — 2m)!

> (=™ mlz((:if_;i)l (=4)(n +1 —2m)(X - 2:4)(X204)™(2X - 00)" 2 pp_1
(3]

R Y e et UG
m=0 ’ ’

(3]

w3

m(2n+2—2m)()(2|j4) (2X - 04)" 2y

= —2X?

m=0
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Insgesamt folgt damit fiir (X - zi4):

[24]

m L'(n+2-—m
mzzo(_l) m!((n—i-l—an)!

[—4X2m(a:i4 . 84)<X2D4)m_1(2X : 84>n+1—2m

—A(n+1=2m)(X - 24)(X20)™(2X - 94)" > pp_1
2]

= 223 (1 G () — (2t 2 - 200" (2K 00"

m=0 —(n42)

3]
= —2X*(n+2) ) (-1)™

m=0

F(n+1 )(X |:|4) (QX a)n 2m Pr_1

m!(n —2m)!
=0
Fiir den dritten Summanden gilt:

(23]

> <_1)mmr!((2112:;2)!m(m +1)(n+1—=2m)(X*00)" 12X - 0)" "y

m=0
(5]
2 . (n+1—(m—1))
= ) T i T 2 = 1))

X (2X - Qg)" 1 72m=lp,
(2]
1—
= - Pt L=m) g ) (X207 (2 - 042,y

m(m+1+n+1—2m)(X30y)™ ! x

(n—1—2m)!
— [nzs] )™ (n+2—m) 2 ym n—1-2m
= — (n 1= 2m)! j(n—2m)(n+1—2m)(X"04)"(2X - 04) Pn—1
_ [g] y I'(n+2—m) (n+1-2 20 \m n—1-2m
- - g+ 1= 2m)(n — 2m) (40" (2 00",

Damit folgt:
(242

> (—1)mmrl((gif:;:rz)!4x2(m(m + 1) +4X2(n+1—2m))(X20)™ ! x

m=0
X (2X - 04)" T2y, +4X2(n+ 1 — 2m)(n — 2m)(X20,)™(2X - 04)" 2,
=0
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(k < n): In diesem Fall l&sst sich von vornherein die Rekursionsgleichung (B.3) ausnutzen. Wie

zuvor gilt: gx_1 := Oypy, ist ein Polynom in p;s vom Grad < k — 1 und wird von 04(;”) annihiliert.

(23]
m 'n+2—-m m n+1—2m
I A
m=0 ’ )
(3]
mI(n+1-—m m n—om
= (2X-01) ) _(-1) M(XQDD (2X - 04)" "1
m=0 ’ ’
=0
5] I'(n —m)
- (-Umm!(n 1= om) (XZ004)™(2X - 00)" 2™ ((X?0a)pi)
n—1
. m F(”‘ — m) 2 m n—1-2m
= - 2.1 mi(n —1— 2m)'(X 04)™(2X - O4) qr—1 =0
m=0 ’ )
Damit ist die Aussage von Satz B.0.2 vollsténdig bewiesen. O

Satz B.0.3. Die in den Variablen p;s homogenen Polynome p, sind die einzigen rationalen ho-
mogenen Funktionen vom Grad n in den Variablen p;q, die im Kern des Ableitungsoperators

Oin) = (3f(n+l)) liegen.

traceless

Beweis von Satz B.0.3. Wir lassen negative Potenzen der Variablen p;4 innerhalb der Laurent-
Reihen der homogenen Funktionen zu und zeigen, dass bei Anwendung des Operators Oin) Terme

erzeugt werden, die nicht annihiliert werden kénnen. Wir nehmen an, dass

N
. kol
g(x1, w0, w3,24) = > Chimplaphapi (B.4)
by m=—N
k+l+m=n

gilt, wobei die Bedingung k + [ + m = n die geforderte Homogenitit im Index 4 sicherstellt. Die
Grenze N < oo existiert, da g nach Voraussetzung eine rationale Funktion der Abstandsquadrate
sein soll. Es sei angenommen, dass Cy,, # 0 fiir ein & < 0 oder ein | < 0 oder ein m < 0.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir die Existenz eines £ < 0 an. Wir suchen
uns das negativste solche k = —k/ mit k' € N heraus. Sollte die Wahl nicht eindeutig sein, so
wahlen wir von den verbleibenden Kandidaten zusétzlich noch den Term mit dem niedrigsten
Wert von [. Sollte die Wahl dann immer noch nicht eindeutig sein, so wéhlen wir unter den
verbleibenden Kandidaten den Term mit dem niedrigsten Wert von m. Durch Anwendung des
Differentialoperators (’)A(L") ergibt sich via Produktregel insbesondere ein Term, bei dem sémtliche
Ableitungen auf den Nenner p’fﬁl wirken.

1
(3f(n+1))”1"“"+1 C—k’l p24pg}l

"ok
E'(K' +1)..(K + n)ph,p .
— C—k’lm(Q)n+l ( ’>0k/(+n+1 ) 2434 l‘,llii“xlf4+1
14

+ Terme geringerer Polordnung in p14
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Die Komponenten des ersten Summanden kénnen nicht iiber teilweise Ersetzung durch Kompo-
nenten des metrischen Tensors g, als ein Spuranteil geschrieben werden, weshalb der erste Sum-
mand durch Projektion auf spurlose Tensoren nicht annihiliert wird. Weiterhin kann er aufgrund
seiner speziellen Polordnung von keinem weiteren Term der rechten Seite von (B.5) annihiliert
werden. Ebenfalls aufgrund seiner Polordnung kann er nicht von Termen annihiliert werden, die

(n+1)

aus Anwendung von 8? auf andere Summanden entstehen. Somit ist bereits

(a?(n+1))traceless g ?é 0
gezeigt. O

Die Satze B.0.2 und B.0.3 liefern zusammengenommen die Aussage von Satz 3.3.4.
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C Operatoren zu Abschnitt 4.1

In diesem Anhang befinden sich die Tabellen, denen die transformierten Operatoren (1), s, s0,t1,t2+
(1) r,51,50,t1 £t S0Wie (C3.4.5)rs1,50,t1,t UNA (Ca5)rs1,50.t1,t0 ENtnommen werden konnen. Die Tabel-
len sind somit ein wichtiges Resultat der Anstrengungen von Kapitel 4. In den linken Spalten
sind jeweils alle partiellen Ableitungen beziiglich der konform invarianten Variablen r, s, s9, t1
und t9 bis zur zweiten Ordnung aufgefiihrt. Rechts nebenstehend finden sich die zur partiellen
Ableitung des transformierten Operators gehérenden Koeffizientenfunktionen. Das zentrale Er-
gebnis der Transformation der Operatoren [y, O und C345 in den Tabellen C.1 bzw. C.2 ist die
Unabhéngigkeit von den Parametern a, b und c, die durch

_ dp+do—da
B 2

b da+dc —dp
2

S da+dp —dc
2

definiert sind. Die Operatoren (01)y s, ,50.t1.t25 (2)r.51,50,41,t2 UNA (C3.4.5)r,51,50,t1,t, Sind somit un-
abhéngig von den Skalendimensionen da, dg und do der Felder A bzw. B bzw. C. Dies trifft
jedoch nicht auf (Cya5)r.s; 50,t1,t, 21, wie Tabelle C.3 zeigt. Weiterhin ist auffillig, dass der trans-
formierte Casimiroperator dreier Punkte (Cs4,5)r s, ,50,t1,t €ine sehr viel einfachere Form besitzt
als der transformierte Casimiroperator zweier Punkte (Ca5)r.s; s0,61,6,- Der Grund dafiir liegt in
der hohen Symmetrie der Funktion

1

h($1,$2,$3,$4,$5) = a b ¢’
P12P34P35P45

die zur Transformation der Operatoren benutzt wurde.
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Ableitung | Koeffizientenfunktion zu (O1)r s, 50,414, | Koeffizientenfunktion zu (02)y s, 50,1 .t
7“2% —S89t1 —381t2
s%% —1S8189t1 0
s%% 0 —rs152t2
t%%%f —r52s9 0
t%%% 0 —rsls%
T‘Sl% (s — s1 + rsis2)ty 0
TSQ% 0 (s1 — s2 + 1rs182)ta
rtlaar—aj; (ta —t1 +7s2(t; — 1))s1 0
rtg%aftz 0 (t1 —ta+7s1(ta — 1))s2
8182% 0 0
sltl% rs182(l — 81 —t1) 0
sitagid— | 0 0
satigld- | 0 0
s@% 0 rs182(1 — s9 — t2)
titazod- | 0 0
P2 1o 0
slg—i —(s2 — s1 +rsis2)ty 0
5288—3]; 0 —(81 — s2 + 1rs182)to
tl% —(te — t1 + rs152)s1 0
tgg—tj; 0 —(t1 —ta +7rs182)s2
f 0 0

Tabelle C.1: Ergebnisse der Transformationen [0; — (0;)s; und O — (Og)s4



Ableitung | Koeffizientenfunktion von (C3.4.5)r,s,,s0,t1.t

7“2% 4
5%% 0
s%% 0
ﬁ%% 0
B854 o

02 f 81—82 7"8182
rsi ordsi 2

9% f S2— 51—r8182
rs2 ordss 2

\V)

9% f
T'tl oroty

82f to—t1—7s1 t2—1)
TtQ Ordty 2 sit2 52

92

o°f T‘SlSQ—Sl—SQ 751589—51—52
s1s252 | 2 ) +2(memen) g

52

(
(
(st s
(st
(

92 f
Sltl 0510t 0

rs1523(s1+ta—1)+s1ta+sats1—s1t1—sats
81t2 0s10ta 2 ( s1t2

75182 (82+t1—1)+81t2+82t1—81t1 —sot2
82t1 0520t 2 ( soty

9% f
82t2 0s20ts 0

tlt2 8?128];2 ) <Tslsg—t1—t2) + ) (Tslszt—tl—tz) + 8

t 2
r‘g—{ —4
51 gsfl 0
szgsj; 0
tigl |0
tagl |0
f 0

Tabelle C.2: Ergebnis der Transformation C3.45 — (C3.4,5)r,s1,50,t1,t
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Ableitung | Koeffizientenfunktion von (Ca5)r,s, 59,41t
7
s%% 2(14+t —s1)
sggisg 2(1 +ty — s2)
BoF 20— s - 1)+ 2 ()
B |2t -s-1+2 (1*@22*32)
T‘Sl% 2(s1—t1—1)—4
T826’r‘28‘§2 2(s9 —tg—1)—4
rt 2 2(1”1 81)+2 (51—t —1)
rtagty | 2 () 4 2(s 12— 1)
3182% 2(1 41ty —51) +2(1+t2 — s2)

Sltl%
SQtQ%

(92f
t1t2 Ot10ts

4(t1—81—1)

2(t1+t2—81—82)—2<t1+t2t%)

2(t1+t2_51_52)_2(w)

t1

4(t2—82—1)

t2

2(1_|_t1_81)+2(1+t2_82)+2<1ﬂ“815§71—ﬁ—t2)+2<1+7‘51527—82—t1

—4a — 4b+ 12
2+ 1) (1 4+t —s1)+4a—8

2b+1) (1 4+t — s2) +4a—8

200+1) (141t — 51) +2(1 — a) (1+tt11—81) Yt da—4b—8

20+ 1) (L4t — 52) +2(1 — ) (L2222 ) 4 40— 4p — 8

(a+0)? —4(a + )

)—8

Tabelle C.3: Ergebnis der Transformation Ca5 — (Ca.5)r,s,.50.t1.to
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D Operatoren zu Abschnitt 4.4

Ableitung h(T’, 817827t17t2) (Dl)r,sl,sz,tl,tz +h(T7 527517t27t1) (DQ)T751,82,t1,t2
2
702% _SQtl h(T7817827t17t2) - Sth h(?“, 327817t27t1)
221 —rsy89t1 h( ty,t
1952 15211 r,81,52,0l1, 2)
1
2
s%?)—sg —rsasity h(r, s2, 51,12, 1)
2
t%% —TS%SQ h(T,Sl,SQ,tl,tQ)
92
t%% *TS%Sl h(?", 527515t27t1)
rs1-2l | (sy— sy +rsisa)ty ho th,t2)
19r9s; 2 — 81 T 1rs8182)t1 N\, 81, 82,101,012
rso-l | (s1— sy +7sisa)ts h ta,t1)
2 9rdss, 1 52 rs5152)t2 r,82,581,12,1l1
rt1 2L | (ty — 1 + rsa(ty — 1))s1 Ao t,to)
1 9rot; 2 1 T rsa2{t1 S1 h\r, 81, 82,11, 12
rty 2L | (t) — ty + 751 (ta — 1))s2 Ao to,t1)
29r8t5 1 2 T Ts1(12 S2 h\r, 82, 81,12,11
82 f
8182851882 0
2
sitigode | rsisa(1—s1—t1) h(r,s1, 52,1, t2)
d2f
Slt23818t2 0
2f
82t13528t1 0
2
SQt?afggtg rs182(1 — s2 — t2) h(r, s2,51,t2,11)
92f
tth@tlatg 0

Tabelle D.1: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung von (4.16)
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D Operatoren zu Abschnitt 4.4

Ableitung ("347‘335[]3) <%D4) (MDE))
P45 7,51,52,t1,12 P35 r,51,52,t1,t2 P34 7,51,52,t1,%2
r20%F sitsa—(rtDsisatsatitsite | 1
or? 8182
20%f t1
81(975% st tl 1
20°f t
52853 | = ta 1
tQﬂ 1 s51
L oe2 51 t1
1201 1 s 52
20t2 2 2
82]" (T+1)8182—282t1—81t2—82
TSlBT‘aSl 5189 (1 + S1 — tl) —2
02 f (r+1)s152—2s1ta—s2t1—s1
"'S2 51853 5152 (14 s2 —t2) -2
0% f S1+sa—sat1—s1to 1—t1—s1
Tty Oroty 5182 (1 +851— tl) i1
82f S1+82—S82t1—S1t2 1—to—so
Tt2 Orots 5159 (1 + 52— t2) ts
02 ¢ to—
5152 8518f82 = 1+Ssl1522 B (tl +t2 — T5152) 2
02 f s1+t1—1 t1+s1—1
s1t1 0s10t1 : s1 (81 +t - 1) t
t1—1 t —1
5112 5595, 81111 (s1+ty —rsyse — 1) 2“';22
9? to—1 t -1
Sotq 6326{51 82—:22 (82 + 1t —rsyse — 1) 1+;11
52 to—1 t -1
Soto 3525;2 52—:22 (82 + to — 1) 2+t822
92 t t—
t1t278t18{52 2 (31 + 59 — ?”8182) S1 2+stzlt12 5152

Tabelle D.2: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung der d’Alembert-Operatoren
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Ableitung | Koeffizientenfunktion zu (C3.4)r.s; so.t1,t
20%f 1—t 1-t
T el 2( 511 + 822)
2 —g1—
8%% 2 (%) + 2(51 — tl — 1)
2 —§o—
354 |2 (M) sy — o — 1)
2
t%g—tf 2(1+ 81 —t1)
2
tg%é 2(1 + 82 — t2)
82f 4 t1+s1—1 4 9 81+82—7Ss182 4 92 ta—1 2t —
Tslarasl s1 S2 52 + ( 1 Sl)
0% |y (tetsa=l 9 ( sitsa—rsisy 9 (=l 2ty — 52)
rs2 ordss S2 + S1 + S1 + 2 52
T Y ——
iy |2(smm) a0
515278225{92 2 <7’5152;81_82 + 'r3152;251—52) +2 <1+S';1_t1 + 1+5822_t2) +2(s1+ 52—t —ta —2)
2
Sﬂh% A(s1 —t1 — 1)
st 82f 2 78152—S81—S82 + 2( + _ (t + t ))
1 23818t2 S1 51 52 1 2
Sot 62f 2 78182—81—S92 + 2( + _ (t + t ))
2 18528t1 ED) 51 52 1 2
2
SQtQﬁ 4(sg —ta — 1)
52
tﬂfg% 2(2 + 81+ 89 — (tl + tg))

Tabelle D.3: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung von (Cs4)r.s; s0,t1,t2




D Operatoren zu Abschnitt 4.4

Ableitung | Koeffizientenfunktion zu (C35)r.s; 5.1t
2
TQ% 2<S2+st22—1> +2(1—81—t1) 4

S1

a5 |20
G5 | 22t
B | 20
raugs | 4(150) +2 (=)
ragts | 4(552) 2 (=)

4 9 (T8182—81t2—82t1> -8

Sot1

sotq

51+t1—1> 4+ 92 (M) -8

2
S1to 8;91 (f 2 <81t2+szt177~3152> +4

s1to

62f S1to+sot1—1s182
821:1 0820t 2 < Soty + 4

o°f
82t2 0s20to 8

92 f +t1—1 Fto—1
titz 57 a5 2 <81 t11 ) + 2 (L t; )

Tabelle D.4: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung von (Cs.5)r,s;.s9.t1.,ta
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Ableitung | Koeffizientenfunktion zu (Ca5)r s, 50,41t

2
Sfiéf 2(1+t1—31)

SEL 1 2(1 41y — s9)

G5 |2 (1_?7_1) L2t — 51— 1)

200 | 9 (thizfsz) 2ty — 55— 1)

82
rsipt | 2051 —t —3)

82
rsape | 2(s2 —t2 — 3)

0? Lt —
TtlTajtcl 2(51 —t1 — 1) +92 ( +tt11 sl>

2 —
Tt??riajw; 2(sg —tg—1)+2 (1+tt22 82)
2
s159504— | 2(6+ 11 +t2 — (s1 + 52))

92
Sltlﬁaftl 4(t1 — 8] — 1)

2
sitageds | 2t +ta — (s1+2)) =2

P

titta—rsisa
to

r2 B
soti g | 20t +ta — (51 + s)) — 2 (ttazras )

82
Sata ot | Atz — 52— 1)

2 1—(s14t1+t2)+ 1—(s2+t1+t2)+rs1s
tita po 2(t1+t2—(51+82))+2( (sittites) ’“5152> +2< sttty 12)

Tabelle D.5: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung von (Ca5)r s, ,s0,t1.t2



5 Symbolverzeichnis

5 Symbolverzeichnis

Conf(RP4)

O(p,q)
conf(RP-?)

so(p, q)
T

77777

R™ mit semiriemannscher Metrik der Signatur (p, q)
metrischer Tensor von RP+?

Differenzvektor der Punkte x;, z; € RPY
Abstandsquadrat der Punkte x;,z; € RP4
Ableitungsoperator beziiglich des Punktes x; € RP4
d’Alembert-Operator beziiglich des Punktes x; € RP»4
Tensorprodukt

Konforme Gruppe von RP»4

Gruppe der Isometrien von RP4

von der konformen Gruppe Conf(RP-?) erzeugte Lie-Algebra
von der Isometriegruppe O(p, q) erzeugte Lie-Algebra
infinitesimale Erzeuger von so(p, q)

infinitesimale Erzeuger von Translationen

infinitesimale Erzeuger von speziellen konformen Transformationen

infinitesimaler Erzeuger von Dilatationen

quadratisches Casimirelement der konformen Lie Algebra
quadratischer Casimiroperator

Eigenwert des Casimiroperators zu Twist 2k und Spin L
physikalischer Hilbert-Raum

Skalarprodukt der Vektoren q,$s € 57

Adjunktion beziiglich des Skalarproduktes von ¢
Unterrdume von 2 zum Twist £ und Spin L

Projektionen von ¢ auf die Unterrdume J7;, 7 bzw. J7, 1,
Vakuumzustand

Wightman-Distribution

reduzierte Wightman-Distribution

Fouriertransformierte der reduzierten Wightman-Distribution
Vorwirtslichtkegel

Gauk-Klammer von x € R

Kommutator der Felder @) (z1) und ®®) ()

Trager der Funktion f

Schwartz-Raum der schnell abfallenden Funktionen
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