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Einleitung

Motivation

Es erscheint uns sinnvoll, sich in der Einleitung einer Diplomarbeit mit dem kompliziert anmu-
tenden Titel �Twist-2-Partialwellen höherer Korrelationsfunktionen in global konform-invarianter
Quantenfeldtheorie� die Mühe zu machen, dem Leser die einzelnen Titelbausteine zu erläutern.
Entsprechend wollen wir verfahren und erklären zunächst die Bedeutung der Worte �global konform-
invariante Quantenfeldtheorie�.

Das Verständnis moderner physikalischer Theorien ist untrennbar mit dem Verständnis der den
Theorien zugrundeliegenden Symmetrien verbunden. So trägt die Symmetriegruppe einer Theorie
die Information über Koordinatensysteme, in denen die durch die Theorie festgelegten physika-
lischen Gesetze die gleiche Form besitzen. Symmetrietransformationen beschreiben als Elemen-
te der Symmetriegruppe den Übergang von einem dieser Koordinatensysteme in ein anderes.
Zwei sich in verschiedenen Systemen aufhaltende Beobachter, die in jeweils ihrem System diesel-
ben Experimente durchführen, erhalten die gleichen Ergebnisse, sofern ihre Systeme durch eine
Koordinatentransformation der Symmetriegruppe der die Experimente beschreibenden Theorie
ineinander überführt werden können. Das prominenteste Beispiel einer Symmetriegruppe ist die
Poincaré-Gruppe, die der Speziellen Relativitätstheorie und damit auch der relativistischen Quan-
tenfeldtheorie zugrunde liegt. Die durch sie beschriebenen gleichberechtigten Beobachter zeichnen
sich dadurch aus, dass ihre Weltlinien Geraden der Raumzeit darstellen, sie sich also geradlinig
gleichförmig gegeneinander bewegen. Die de�nierende Eigenschaft der Poincaré-Gruppe, die Me-
trik der Raumzeit unter den durch sie beschriebenen Koordinatentransformationen invariant zu
lassen, ist gleichbedeutend mit der Erhaltung von Längen und Winkeln von bzw. zwischen Tan-
gentialvektoren der Raumzeit. Die global-konforme Quantenfeldtheorie zeichnet sich gegenüber
der relativistischen Quantenfeldtheorie dadurch aus, dass ihr anstelle der Poincaré-Gruppe die
konforme Gruppe als Symmetriegruppe zugrunde liegt, deren Elemente den metrischen Tensor
der Theorie bis auf einen Vorfaktor, der als Quadrat einer glatten Funktion der Raumzeit gege-
ben ist, invariant lassen. Dies entspricht der Erhaltung von Winkeln zwischen Tangentialvektoren
der Raumzeit unter konformen Koordinatentransformationen, wogegen Längen im Allgemeinen
nicht erhalten sind. Die Poincaré-Gruppe ist somit als Untergruppe in der konformen Gruppe
enthalten. Eine der folgenreichsten Eigenschaften global konformer Symmetrie ist die Möglichkeit
jedes raumartig zueinander liegende Punktepaar auf ein zeitartig zueinander liegendes und jedes
zeitartig zueinander liegende Punktepaar auf ein raumartig zueinadner liegendes mittels eines Ele-
ments der Symmetriegruppe abzubilden. Diese Eigenschaft geht jedoch durch Einschränkung auf
lokal konforme Symmetrie verloren, bei der lediglich in�nitesimale konforme Transformationen
betrachtet werden.

Das zuvor beschriebene Verhältnis einer Symmetriegruppe zu den physikalischen Gesetzen einer
Theorie kann auch umgekehrt werden, indem man einer a priori unbekannten Theorie eine Sym-
metriegruppe vorschreibt. In diesem Fall werden die möglichen physikalischen Gesetze der Theorie
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durch ihr Verhalten unter den Koordinatentransformationen der Symmetriegruppe eingeschränkt.
Die Einschränkungen sind dabei umso stärker, je gröÿer die Symmetriegruppe ist. Beschreitet man
diesen Weg und untersucht zunächst unbekannte Quantenfeldtheorien, so stellt die Forderung der
global konformen Symmetrie eine stärkere Einschränkung an mögliche physikalische Gesetze dar
als lediglich die lokal konforme oder die relativistische Symmetrie. Beispiele der Restriktivität
der global konformen Symmetrie in der Quantenfeldtheorie sind das Huygenssche Prinzip1 und
die Rationalität aller Korrelationsfunktionen (siehe [16, 17]). Ersteres Resultat besagt, dass der
Kommutator zweier bosonischer Felder in zwei nicht lichtartig zueinander liegenden Punkten
verschwindet, und ist eine Konsequenz der oben beschriebenen Möglichkeit, jedes Paar zeitartig
zueinander liegender Punkte konform auf jedes Paar raumartig zueinander liegender Punkte ab-
zubilden. Letzteres Ergebnis besagt, dass die N -Punktfunktionen konformer Felder stets als ratio-
nale Funktionen der Abstandsquadrate ihrer Punkte mit allein durch die Felder selbst bestimmten
oberen Schranken der Polordnungen darstellbar sind. Als unmittelbare Konsequenz dessen ergibt
sich, dass die Menge dieser Funktionen eine endliche Parametrisierung besitzt. So sind etwa die
skalaren Zwei- und Dreipunktfunktionen bis auf eine Normierungskonstante eindeutig bestimmt.
Anhand der genannten Beispiele erkennt man deutlich den Zuwachs an Übersichtlichkeit kon-
former gegenüber relativistischer Quantenfeldtheorien. Diese überschaubare Struktur motiviert
die Untersuchung konformer Symmetrie zur Konstruktion wechselwirkender Quantenfeldtheorien,
an denen akuter Mangel besteht. In diesem Sinn lassen sich konforme Quantenfeldtheorien als
�Spielzeugmodell� au�assen, für die der Bereich des Möglichen technisch einfacher ausgeleuchtet
werden kann und deren erfolgreiche Konzepte man anschlieÿend auf Quantenfeldtheorien weniger
restriktiver Symmetrien auszudehnen versucht.

Gleichwohl der Betrachtungsweise als Spielzeugmodell stellt sich die Frage der Realisierung kon-
former Symmetrien in der Natur. Hierbei sind die Maxwellgleichungen des Vakuums zu nennen,
die konforme Invarianz besitzen. Weiterhin können konforme Quantenfeldtheorien als Grenzfall re-
lativistischer Quantenfeldtheorien bei hohen Energien angesehen werden, sodass die Ruheenergie
der beschriebenen Teilchen gering gegenüber ihrer Gesamtenergie ist.

Innerhalb der global konformen Quantenfeldtheorie haben Partialwellenentwicklungen ein beson-
deres Interesse gewonnen (siehe [3,4,13]). Ihr quantenmechanisches Analogon sind die Partialwel-
lenzerlegungen von Wellenfunktionen nach Kugel�ächenfunktionen, die durch die Quantenzahlen
des Bahndrehimpulses und des magnetischen Moments bestimmt werden. Partialwellenentwick-
lungen beschreiben die Darstellung von Korrelationsfunktionen als Reihe von Funktionen, den
Partialwellen, die durch Quantenzahlen, bezeichnet als Twist und Spin, bestimmt werden. Die
dabei auftretenden Entwicklungskoe�zienten sind von besonderem physikalischem Interesse, da
etwa für Vierpunktfunktionen eines skalaren Feldes die Positivität aller Partialwellenkoe�zienten
äquivalent zur Wightman-Positivität der Funktionen ist, die wiederum die Positivität des phy-
sikalischen Hilbert-Raums der Quantenfeldtheorie impliziert. Man kann nun das Verhältnis von
Symmetriegruppe und Theorie wie beschrieben umkehren und Distributionen untersuchen, de-
ren Verhalten unter konformen Transformationen dem von Vierpunktfunktionen einer konformen
Quantenfeldtheorie entspricht. Wie bereits erwähnt besitzt die Menge dieser Distributionen eine
endliche Parametrisierung. Entwickelt man die Distributionen nach Partialwellen, so bestimmen
sich die Entwicklungskoe�zienten einzig aus den endlich vielen, die möglichen Korrelationsfunk-
tionen beschreibenden Parametern. Entsprechend ergibt die Forderung der Positivität der Partial-
wellenkoe�zienten der Distributionen, die zur De�nition einer Quantenfeldtheorie notwendig ist,
Einschränkungen an die Wertebereiche der Parameter. Derartige Einschränkungen wurden in [13]

1Das Huygenssche Prinzip wird auch als starke Lokalität bezeichnet.
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diskutiert. Die beschriebenen Positivitätsuntersuchungen existieren jedoch bislang nur für Parti-
alwellen von Vierpunktfunktionen. Eine Erweiterung der für Vierpunktfunktionen durchgeführten
Partialwellenanalyse auf Sechspunkt- und Achtpunktfunktionen ist wünschenswert und erste Be-
trachtungen einer solchen Erweiterung auf Sechspunktfunktionen sind unter anderem Gegenstand
der vorliegenden Diplomarbeit.

Technisch kann der Ursprung von Partialwellenentwicklungen in Operator-Produkt-Entwicklungen
zweier skalarer Felder gleicher Skalendimension gesehen werden, die auf die De�nition von durch
die Quantenzahlen Twist und Spin festgelegten Quantenfeldern führen, wobei man als Skalendi-
mension die negative Homogenität bezeichnet, die jedes konform kovariante Feld besitzen muss.
Angewendet auf den Vakuumzustand der Theorie erzeugen diese Felder Unterräume des physika-
lischen Hilbert-Raums, die für verschiedene Paare von Twist und Spin zueinander orthogonal sind
und in ihrer Gesamtheit den kompletten Hilbert-Raum aufspannen. Die Partialwellenenwicklung
ist als Entwicklung von Korrelationsfunktionen nach diesen Unterräumen zu verstehen

Eine Besonderheit der Tensoren vom Twist 2 ist das Erfüllen von Erhaltungssätzen. Als Beispiel
sei hier der Energie-Impuls-Tensor genannt, der durch Twist 2 und Spin 2 charakterisiert wird
und der in jeder Operator-Produkt-Entwicklung eines Produkts zweier gleicher skalarer Felder
auftreten muss. Analog zur Forderung der Positivität stellt das eine Einschränkung an den zu-
gehörigen Partialwellenkoe�zienten der Vierpunktfunktion des Feldes dar. Eine Umordnung der
Operator-Produkt-Entwicklung, bei der alle Beiträge des gleichen Twists zusammengefasst wer-
den, führt auf die De�nition von sogenannten bilokalen Feldern. Da sich das bilokale Feld zu Twist
2 ausschlieÿlich aus erhaltenen Feldern zusammensetzt, erfüllt es die zu allen Erhaltungssätzen
äquivalente Bedingung der sogenannten Biharmonizität.

Aufbau

Ebenso wie den Titel der Arbeit wollen wir ihren Aufbau erläutern. Kapitel 1 enthält eine kurze
Zusammenfassung der Grundlagen der konformen Quantenfeldtheorie. Wir de�nieren in diesem
Kapitel die konforme Gruppe und beweisen einige grundlegende Theoreme (vergleiche [6,17,23]).
Weiterhin geben wir in Abschnitt 1.3 die Wightman-Axiome in global konform-invarianter Form
und für beliebige Raumzeitdimensionen an und de�nieren die Bedingung global konformer In-
varianz von Korrelationsfunktionen. Die konforme Gruppe erzeugt eine konforme Lie-Algebra,
der wir uns in Abschnitt 1.5 widmen. Zudem werden wir dort die Wirkung der Elemente der
konformen Lie-Algebra auf Felder einer konformen Wightman-Theorie diskutieren. Insbesonde-
re besitzt die konforme Lie-Algebra ein quadratisches Casimirelement, dessen Wirkung auf eine
bestimmte Klasse von Vektoren des physikalischen Hilbert-Raums wir in Abschnitt 1.6 in Form
eines Di�erentialoperators angeben. Abschnitt 1.7 führt wichtige Ergebnisse der global konformen
Quantenfeldtheorie auf. Dies sind die bereits erwähnten Resultate Huygens-Lokalität, Rationali-
tät aller Wightman-Distributionen sowie die universellen Schranken ihrer Polgrade (siehe [16,17]).
Abschlieÿend betrachten wir in Abschnitt 1.8 die Operator-Produkt-Entwicklung zweier Skalarfel-
der gleicher Skalendimension, mittels der wir eine Zerlegung des physikalischen Hilbert-Raums in
paarweise disjunkte Unterräume einführen, die ihrerseits die Partialwellenentwicklung de�niert.
Desweiteren führt uns die Summation aller Anteile der Operator-Produkt-Entwicklung eines vor-
gegebenen Twists auf die De�nition der bilokalen Felder, wobei wir insbesondere das harmonische
bilokale Feld zum Twist 2 betrachten.
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Kapitel 2 beginnen wir mit einer im weiteren Verlauf der Arbeit häu�g verwendeten Transformati-
on von Di�erentialoperatoren bestimmter Bauart. In Abschnitt 2.2 berechnen wir die Partialwellen
von Vierpunktfunktionen für Raumzeiten der Dimensionen n = 2 und n = 4 als Eigenfunktionen
der quadratischen Casimirgleichung mit bestimmtem asymptotischen Verhalten (vergleiche [4])
und geben im anschlieÿenden Abschnitt 2.3 ein in [13] entwickeltes Schema zur Partialwellen-
entwicklung von Vierpunktfunktionen spezieller Bauart in n = 4 Raumzeitdimensionen an, das
eine Zerlegung von Teilen der Vierpunktfunktion in sogenannte chirale Variablen erfordert. Einen
dafür geeigneten Zerlegungsalgorithmus diskutieren wir in Abschnitt 2.4. Schlieÿlich untersuchen
wir in Abschnitt 2.5 die Regularität von Partialwellen mit kritischem Verhalten.

In Kapitel 3 untersuchen wir den Twist-2-Anteil von Vektoren, die durch Wirkung zweier skalarer
Felder auf den Vakuumzustand entstehen. Wir beschränken uns dabei auf n = 4 Raumzeitdimen-
sionen und nutzen die Harmonizität der in Kapitel 1.8 de�nierten bilokalen Felder zum Twist 2
aus, um eine Twist-2-Projektion innerhalb spezieller Vierpunktfunktionen durch die Harmonizi-
tät der Funktion bezüglich ihrer ersten beiden Punkte zu charakterisieren. In den Abschnitten
3.2 und 3.3 geben wir jeweils zwei zur Biharmonizität der speziellen Vierpunktfunktionen äqui-
valente Di�erentialgleichungen bezüglich des dritten und vierten Punktes der Funktionen an, die
eine allgemeine Charakterisierung des Twist-2-Anteils von Vektoren liefern, die aus der Wirkung
der beiden Felder auf den Vakuumzustand entstehen. Die Äquivalenz der Di�erentialgleichungen
bezüglich des dritten und vierten Punktes der Vierpunktfunktion zu ihrer Harmonizität in den
ersten beiden Punkten weisen wir dabei über die Transformation aller Gleichungen in kollekti-
ve Variablen nach, durch welche die Vierpunktfunktion dargestellt werden kann. Das Interesse
an einer allgemeinen Charakterisierung des Twist-2-Anteils ist dabei begründet durch die in [4]
dargestellte Methode Partialwellen als Lösungen von partiellen Di�erentialgleichungen zu berech-
nen. Im Allgemeinen sind Partialwellen Lösungen verschiedener Casimirgleichungen, wobei auch
Casimirelemente der konformen Algebra von kubischer und von quartischer Ordnung Einschrän-
kungen liefern. Um diese sehr unhandlichen Casimirelemente höherer Ordnung zumindest bei der
Berechnung der Partialwellen vom Twist 2 zu umgehen kann die allgemeine Charakterisierung des
Twist-2-Anteils durch die oben genannten partiellen Di�erentialgleichungen benutzt werden. Die
Twist-2-Partialwellen sind in diesem Fall als Eigenfunktionen des quadratischen Casimiroperators
sowie als Lösung der Twist-2-Di�erentialgleichungen charakterisiert.

In Kapitel 4 untersuchen wir den Twist-2-Anteil von Vektoren, die durch Wirkung dreier skalarer
Felder auf den Vakuumzustand entstehen. Wir beschränken uns auf n = 4 Raumzeitdimensionen
und nutzen erneut die Harmonizität bilokaler Felder zum Twist 2, um Twist-2-Projektionen inner-
halb spezieller Fünfpunktfunktionen zu charakterisieren. In Abschnitt 4.2 geben wir ein System
von Lösungsfunktionen der Biharmonizitätsbedingung an, dessen Unvollständigkeit wir in 4.3 be-
weisen. Schlieÿlich diskutieren wir in Abschnitt 4.4 eine Strategie den Twist-2-Anteil von Vektoren
zu charakterisieren, die durch die Wirkung der drei Felder auf den Vakuumzustand entstehen. Das
Interesse an einer allgemeinen Charakterisierung des Twist-2-Anteils im Fall dreier skalarer Fel-
der ist dabei genau wie im Fall zweier skalarer Felder begründet. Ziel zukünftiger Untersuchungen
ist eine Berechnung der Twist-2-Partialwellen von Sechspunktfunktionen als Eigenfunktionen des
quadratischen Casimiroperators sowie als Lösung der Twist-2-Di�erentialgleichungen.

Anhang A gibt einen Überblick über Eigenschaften der hypergeometrischen Funktion. Insbeson-
dere beweisen wir in Abschnitt A.1 die in Kapitel 2 benötigten Expansionsformeln. Schlieÿlich de-
�nieren wir in Abschnitt A.2 die zum Beweis von Satz 3.3.4 in Anhang B benötigten Gegenbauer-
Polynome. In den Anhängen C und D sind die in konform-invariante Variablen transformierten
Operatoren der Abschnitte 4.1 bzw. 4.4 in tabellarischer Form angegeben.
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1 Grundlagen

Wir möchten in diesem Kapitel zunächst einen Überblick über die konforme Gruppe Conf(M)
geben, die als Untergruppe der Di�eomorphismengruppe einer semiriemannschen Mannigfaltigkeit
M die Eigenschaft besitzt, dass ihre Elemente die Mannigfaltigkeit winkeltreu in sich abbilden.
Die konforme Gruppe umfasst insbesondere die isometrischen Abbildungen von M. Für unsere
Zwecke ist es ausreichend, den Fall n-dimensionaler Raumzeiten mit �acher Metrik

η = diag(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p−mal

,−1, ...− 1︸ ︷︷ ︸
q−mal

)

zu betrachten, wobei p + q = n gilt. Wir werden die zugehörigen Räume mit Rp,q bezeichnen.
Generell gilt es zwei Fälle zu unterscheiden:

• p+ q = n = 2: Conf(Rp,q) ist in diesem Fall nicht endlichdimensional.

• p+ q = n > 2: Conf(Rp,q) ist endlichdimensional und lässt sich durch (n−1)(n−2)
2 Variablen

parametrisieren.

Konforme Abbildungen besitzen die Eigenschaft, dass sie winkeltreu abbilden, d.h. dass sie den
metrischen Tensor bis auf das Quadrat einer glatten, reellwertigen Funktion ω auf Rp,q invariant
lassen.

∂cα

∂xµ
(x) ηαβ

∂cβ

∂xν
(x) = ω2(x) ηµν (1.1)

Dabei setzen wir x′ = c(x) für x ∈ Rp,q und verwenden die Einsteinsche Summenkonvention.
Mit x · y := xµηµνy

ν werden wir das Produkt zweier Vektoren x, y ∈ Rp,q bezüglich η und mit
x2 := x · x das Quadrat von x ∈ Rp,q bezeichnen.

1.1 Konforme Abbildungen

Wir betrachten im Folgenden den n-dimensionalen Raum Rp,q für p + q = n > 2. Es gibt die
folgenden Klassen konformer Abbildungen:

• Isometrien: Setzt man in (1.1) zusätzlich noch ω = 1 voraus, so erhält man die de�nierende
Gleichung für Isometrien (Λ, a) ∈ O(p, q) n Rp,q des Raumes Rp,q.

(Λ, a) : Rp,q → Rp,q

x 7→ Λx+ a (Λ ∈ O(p, q), a ∈ Rp,q) (1.2)

Für p = 1 und q = 3 sind dies gerade die Poincaré-Transformationen c = (Λ, a) ∈ Ln R4 =
P ⊂ Conf(R1,3). Die Gruppe P ↑+ der eigentlichen orthochronen Poincaré-Transformationen,
die die Symmetriegruppe der relativistischen Quantenfeldtheorie darstellt, ist also eine Un-
tergruppe der konformen Gruppe Conf(R1,3).
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• Dilatationen: Weiterhin sind die Dilatationen, die Längen von Vektoren x ∈ Rp,q um einen
konstanten Faktor ändern, in Conf(Rp,q) enthalten.

λ : Rp,q → Rp,q

x 7→ λx (λ ∈ R+) (1.3)

Zusammen mit den Isometrien bilden die Dilatationen die sogenannte Weyl-Gruppe.

• Spezielle konforme Transformationen: Spezielle konforme Abbildungen sind nichtlinea-
re Abbildungen der Form

Sb : Rp,q \Rb → Rp,q

x 7→ x− x2 b

1− 2(x · b) + x2 b2
(b ∈ Rp,q) , (1.4)

wobei wir mit Rb die Nullstellenmenge der Funktion rb(x) = 1− 2(x · b) + x2 b2 bezeichnen.

Man beachte, dass die speziellen konformen Transformationen nicht auf dem gesamten Raum Rp,q

de�niert sind. Diesen Missstand, der die Betrachtung der Menge der aufgeführten Abbildungen
als Gruppe Conf(Rp,q) verhindert, beheben wir im folgenden Abschnitt.

1.2 Konforme Gruppe

Wir wollen den n-dimensionalen semiriemannschen Raum Rp,q kompakt in einen höherdimensio-
nalen Raum einbetten [6,17,23]. Die Kompakti�zierung von Rp,q werden wir mit Np,q bezeichnen.
Als Ergebnis dieser Bemühungen erhalten wir die Möglichkeit, die konformen Abbildungen c, die
im Allgemeinen lediglich auf einer Teilmenge von Rp,q de�niert sind, als Di�eomorphismen c des
kompakti�zierten Raumes Np,q fortzusetzen. Dies erlaubt schlieÿlich die De�nition der konformen
Gruppe Conf(Rp,q). Wir betrachten den projektiven Raum P(Rp+1,q+1), der als Quotient

P(Rp+1,q+1) =
(
Rp+1,q+1 \ {0}

)
/ ∼

bezüglich der Äquivalenzrelation

ξ ∼ ξ′ ⇔ ∃ λ ∈ R \ {0} : ξ = λξ′

de�niert ist. Es sei γ : Rp+1,q+1 \ {0} → P(Rp+1,q+1) die Quotientenabbildung zwischen beiden
Räumen. Mit (ξ−1, ..., ξn) bezeichnen wir die Koordinaten des Punktes ξ ∈ Rp+1,q+1 und entspre-
chend mit (ξ−1 : ... : ξn) die homogenen Koordinaten von γ(ξ) ∈ P(Rp+1,q+1). Letztere erfüllen
die Relation

(ξ−1 : ... : ξn) = (λξ−1 : ... : λξn) ∀λ ∈ R \ {0} .

Wir betten Rp,q mittels der Abbildung

κ : Rp,q → Rp+1,q+1

(x0, ..., xn−1) 7→
(

1− x2

2
, x0, ..., xn−1,

1 + x2

2

)
=:
(

1− x2

2
, x,

1 + x2

2

)
in Rp+1,q+1 ein und de�nieren weiterhin durch ι := γ ◦ κ die Einbettung von Rp,q in P(Rp+1,q+1).
Es gilt für beliebige x, y ∈ Rp,q die Beziehung

(x− y)2 = −2 κ(x) · κ(y) = (κ(x)− κ(y))2 . (1.5)
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Aus dieser Identität ergibt sich als Spezialfall (κ(x))2 = 0, der es uns erlaubt, Rp,q mittels der
sogenannten Klein-Dirac-Quadrik Np,q zu kompakti�zieren.

Np,q :=
{
γ(ξ) ∈ P(Rp+1,q+1) | ξ ∈ Rp+1,q+1, ξ2 = 0

}
Die Punkte γ(ξ) ∈ Np,q\ι(Rp,q) sind charakterisiert durch die Eigenschaft ξ−1+ξn = 0. Mittels der
De�nition ξ∞ := (1, 0, ..., 0,−1) lässt sich die Menge dieser Punkte Np,q

∞ als (n− 1)-dimensionaler
Kegelmantel mit Spitze in γ(ξ∞) schreiben.

Np,q
∞ :=

{
γ(ξ) ∈ Np,q | 0 = 2 (ξ−1 + ξn) = 2 (ξ · ξ∞) = −(ξ − ξ∞)2

}
Dass zu γ(ξ) ∈ Np,q mit ξ−1 + ξn 6= 0 für einen Repräsentanten ein x ∈ Rp,q mit ι(x) = γ(ξ)
existiert, ergibt sich aus De�nition der Abbildung

i : Np,q \Np,q
∞ → Rp,q

γ(ξ) 7→ (ξ0, ..., ξn−1)
ξ−1 + ξn

.

Diese ist unabhängig von der Wahl des Repräsentanten ξ, somit wohlde�niert und es gilt ι(i(γ(ξ)) =
γ(ξ). Im Folgenden erweitern wir die konformen Abbildungen c zu konformen Transformationen
c : Np,q → Np,q.

De�nition 1.2.1. Sei M eine dichte o�ene Teilmenge von Rp,q und c : M → Rp,q eine konforme
Abbildung. Wir nennen einen Di�eomorphismus c : Np,q → Np,q eine konforme Erweiterung von
c, falls c(ι(x)) = ι(c(x)) ∀x ∈M gilt.

Wir erhalten die konformen Erweiterungen in einem Zwischenschritt über lineare Abbildungen
c′ ∈ SO(p+ 1, q+ 1), die auf kanonische Weise die Erweiterungen c(γ(ξ)) = γ(c′ξ) de�nieren. Mit
1n bezeichnen wir dabei die Einheitsmatrix und mit η den metrischen Tensor auf Rp,q.

1. Isometrien: Sei c(x) = Λx ∀x ∈ Rp,q mit Λ ∈ O(p, q). Wir de�nieren die Abbildung Λ′

auf Rp+1,q+1 durch die Blockmatrix

Λ′ =

 1 0 0
0 Λ 0
0 0 1

 ∈ SO(p+ 1, q + 1) .

Dann gilt aufgrund (Λx)2 = x2 ∀x ∈ Rp,q

c(ι(x)) =
(

1− x2

2
: (Λx) :

1 + x2

2

)
=

(
1− (Λx)2

2
: (Λx) :

1 + (Λx)2

2

)
= ι(c(x)) .

Sei c(x) := x + a ∀x ∈ Rp,q mit a ∈ Rp,q. Wir de�nieren eine Abbildung a′ auf Rp+1,q+1

durch die Blockmatrix

a′ =

 1− a2

2 −(ηa)T −a2

2
a 1n a
a2

2 (ηa)T 1 + a2

2

 ∈ SO(p+ 1, q + 1) .
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Damit gilt

c(ι(x)) =
(

1− x2

2
− (a · x)− a2

2
: (x+ a) :

1 + x2

2
+ (a · x) +

a2

2

)
=

(
1− (x+ a)2

2
: (x+ a) :

1 + (x+ a)2

2

)
= ι(c(x)) .

2. Dilatationen: Sei c(x) := λx ∀x ∈ Rp,q mit λ ∈ R+. Wir de�nieren eine Abbildung λ′

auf Rp+1,q+1 durch die Blockmatrix

λ′ =

 1+λ2

2λ 0 1−λ2

2λ
0 1n 0

1−λ2

2λ 0 1+λ2

2λ

 ∈ SO(p+ 1, q + 1) .

Damit gilt

c(ι(x)) =
(

1− λ2x2

2λ
: x :

1 + λ2x2

2λ

)
=

(
1− (λx)2

2
: (λx) :

1 + (λx)2

2

)
= ι(c(x)) .

3. Spezielle konforme Transformationen: Sei c(x) := Sb(x) = x−x2 b
1−2(x·b)+x2 b2

∀x ∈ Rp,q \Rb
mit b ∈ Rp,q. Wir de�nieren eine Abbildung S′b auf Rp+1,q+1 durch die Blockmatrix

S′b =

 1− b2

2 −(ηb)T b2

2
b 1n −b
− b2

2 −(ηb)T 1 + b2

2

 ∈ SO(p+ 1, q + 1) .

Damit gilt aufgrund (Sb(x))2 = x2

rb(x) für rb(x) 6= 0

c(ι(x)) =
(
rb(x)− x2

2
: (x− x2 b) :

rb(x) + x2

2

)

=

1− x2

rb(x)

2
:

x− x2 b

1− 2(x · b) + x2 b2
:

1 + x2

rb(x)

2


= ι(c(x)) .

Der folgende Satz motiviert die De�nition der konformen Gruppe Conf(Rp,q).

Satz 1.2.2 ( [23]). Jede konforme Abbildung c : M → Rp,q auf einer dichten o�enen Teilmenge
M ⊂ Rp,q besitzt eine eindeutige konforme Erweiterung c : Np,q → Np,q. Die Gruppe dieser
Abbildungen ist isomorph zu O(p+ 1, q+ 1)/{±1}. Die Zusammenhangskomponente der Identität
ist entweder isomorph zu SO(p+ 1, q + 1) oder zu SO(p+ 1, q + 1)/Z2.



1.2 Konforme Gruppe 13

De�nition 1.2.3 ( [23]). Die konforme Gruppe Conf(Rp,q) ist die Zusammenhangskomponente der
Identität in der Gruppe der konformen Di�eomorphismen c auf der konformen Kompakti�zierung
Np,q von Rp,q.

Bemerkung: Für den physikalisch wichtigen Fall (p, q) = (1, 3) gilt Conf(R1,3) ∼= SO(2,4)
Z2

.

Satz 1.2.4 ( [17]). Es seien x, y ∈ Rp,q zwei beliebige Punkte im De�nitionsbereich der konformen
Abbildung c. Dann gibt es eine Funktion, genannt konformer Faktor, % mit der Eigenschaft

(c(x)− c(y))2 =
(x− y)2

%(c, x) %(c, y)
. (1.6)

Beweis. Aus der De�nition der Einbettungsabbildung ι sowie der Transformation c ergibt sich die
Existenz eines konformen Faktors %(c, x) ∈ R\{0}, der c′κ(x) und κ(c(x)) miteinander verknüpft.

γ(c′κ(x)) = c(γ(κ(x))) = c(ι(x)) = ι(c(x)) = γ(κ(c(x)))
⇔ c′κ(x) = %(c, x) κ(c(x))

Der konforme Faktor kann durch %(c, x) = (c′κ(x))·ξ∞
κ(x)·ξ∞ berechnet werden. Da c′ ∈ SO(p+ 1, q + 1)

für alle konformen Abbildungen c gilt, folgt unmittelbar

(c(x)− c(y))2 = −2 κ(c(x)) · κ(c(y)) = −2
(c′κ(x)) · (c′κ(y))
%(c, x) %(c, y)

=
(x− y)2

%(c, x) %(c, y)
.

De�nition 1.2.5. Zwei Punkte γ(ξ1), γ(ξ2) ∈ Np,q heiÿen zueinander isotrop, falls (ξ1 · ξ2) = 0
gilt. Entsprechend heiÿen zwei Punkte x1, x2 ∈ Rp,q zueinander isotrop, falls (x1 − x2)2 = 0 gilt.

Bemerkungen:

• Die Verbindung zwischen beiden Teilen der De�nition stellt Gleichung (1.5) her.

• Die Isotropie von Punkten γ(ξ1), γ(ξ2) ∈ Np,q ist invariant unter konformen Abbildungen.

Lemma 1.2.6 ( [16]). Jedes Paar nicht-isotrop zueinander liegender Punkte γ(ξ1), γ(ξ2) ∈ Np,q,
lässt sich auf jedes andere Paar nicht-isotrop zueinander liegender Punkte γ(ξ′1), γ(ξ′2) ∈ Np,q

durch eine konforme Transformation c abbilden.

Beweis. Die Wirkung von Conf(Rp,q) auf Np,q ist transitiv. Somit gibt es eine Transformation
c1 ∈ Conf(Rp,q), die das Paar (ι(x1), ι(x2)) auf das Paar (c1(γ(x1)), c1(γ(x2))) = (γ(ξ∞), γ(ζ))
abbildet. Ebenso gibt es eine Transformation c2 ∈ Conf(Rp,q), die das Paar (γ(ξ′1), γ(ξ′2)) auf
das Paar (c2(γ(x1)), c2(γ(ξ′2))) = (γ(ξ∞), γ(ζ ′)) abbildet. Da die Isotropie eines Punktepaares
invariant unter konformen Transformationen ist, gilt zudem γ(ζ), γ(ζ ′) /∈ Np,q

∞ . Die Translationen
sind im Stabilisator des Punktes γ(ξ∞) der konformen Gruppe zum Punkt γ(ξ∞) enthalten und
wirken transitiv auf Np,q ⊂ Np,q

∞ . Es gibt somit eine Translation c3 ∈ Stab(Conf(Rp,q), γ(ξ∞)) mit
c3(γ(ζ)) = γ(ζ ′). Die konforme Transformation c := c1 ◦ c3 ◦ c−1

2 leistet dann das Gewünschte.

Der folgende Hilfssatz stellt eine Verallgemeinerung des Hilfssatzes 1.2.6 dar. Ein ausführlicher
Beweis der Aussage ist in [16] zu �nden.
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Lemma 1.2.7. Zu jedem (N+2)-Tupel (x1, x2, y1, ..., yN ) von Punkten in Rp,q mit (x1−x2)2 6= 0
und zu jedem Paar (x′1, x

′
2) nicht-isotroper Punkte in Rp,q gibt es eine konforme Abbildung c mit

c(x1) = x′1, c(x2) = x′2 und c(yi) ∈ Rp,q für alle i ∈ {1, ..., N}.

Beweisskizze. Die Aussage des Lemmas lässt sich durch Induktion nach N beweisen, wobei der
Induktionsanfang beiN = 0 bereits mit Lemma 1.2.6 erbracht ist. Für Punkte (x1, x2, y1, ..., yN+1)
können wir die Existenz einer Abbildung c mit Fortsetzung c auf Np,q, die (x1, x2, y1, ..., yN )
wie gewünscht abbildet, voraussetzen. Es kann nun entweder c(ι(yN+1)) ∈ Np,q \ Np,q

∞ oder
c(ι(yN+1)) ∈ Np,q

∞ eintreten. Im ersten Fall ist die Aussage des Lemmas bereits bewiesen. Im zwei-
ten Fall ist der Stabilisator der Punkte ι(x′1), ι(x′2) groÿ genug, um den Punkt c(ι(yN+1)) ∈ Np,q

∞
auf einen Punkt ξ ∈ Np,q \ Np,q

∞ abzubilden ohne c(ι(yi)) für i ∈ {1, ..., N} nach Np,q
∞ abzubil-

den.

1.3 Wightman-Axiome

In diesem Abschnitt wollen wir einen kurzen Überblick über das axiomatische Fundament geben,
auf dem die von uns untersuchten Theorien aufbauen. Wir wählen als Grundlage die Wightman-
Axiome1(siehe [24]). Diese machen Aussagen über die Art des Raumes, auf dem physikalische
Zustände dargestellt werden, beschreiben die mathematische Einbindung einer Symmetriegruppe,
fordern die Existenz eines Vakuumzustandes sowie die Positivität der Energie, legen die Beschrei-
bung der Felder sowie ihr Transformationsverhalten unter Elementen der Symmetriegruppe fest
und stellen die Lokalität der ihnen genügenden Theorien sicher. In ihrer ursprünglichen Form wur-
den die Wightman-Axiome zur Konstruktion relativistisch-invarianter Theorien angegeben (p = 1,
q = 3, n = p+ q = 4) und enthalten deshalb nur eine Aussage über das Transformationsverhalten
der Felder unter Elementen der Gruppe SL(2,C) n R1,3, der universellen Überlagerungsgruppe
der Poincaré-Gruppe (vergleiche [8,19,23,24]). Die Poincaré-Gruppe ist jedoch eine echte Unter-
gruppe der konformen Gruppe Conf(R1,3), die über die Poincaré-Transformationen hinaus noch
Dilatationen und spezielle konforme Transformationen enthält. Um global konform-invariante
Theorien zu beschreiben, müssen die Wightman-Axiome entsprechend der gröÿeren Symmetrie-
gruppe modi�ziert werden. Man kann dazu ein Transformationsverhalten der Felder unter Ele-
menten der Gruppe Spin(2, 4) ∼= SU(2, 2), der vierfachen Überlagerungsgruppe von Conf(R1,3),
betrachten. Die Einbindung von Überlagerungsgruppen in die Wightman-Axiome liefert in ihrer
relativistisch-invarianten wie in ihrer global konform-invarianten Version die Beschreibung sowohl
bosonischer als auch fermionischer Felder. Da wir im Verlauf der Arbeit ausschlieÿlich global
konform-invariante, bosonische Felder betrachten, deren Transformationsverhalten bereits durch
die Elemente der konformen Gruppe selbst bestimmt ist, verzichten wir auf die Einbindung von
Überlagerungsgruppen. Das erlaubt uns insbesondere eine einfache Verallgemeinerung der Axiome
auf n-dimensionale Raumzeiten R1,n−1. Es sei jedoch angemerkt, dass sich die Wightman-Axiome
global konform-invarianter Theorien im Fall n-dimensionaler Raumzeiten für sowohl bosonische
als auch fermionische Felder formulieren lassen, indem man allgemein Darstellungen der Grup-
pe Spin(2, n), einer Überlagerungsgruppe der konformen Gruppe Conf(R1,n−1), betrachtet (sie-
he [12]).

1Die Wightman-Axiome wurden zuerst von Arthur Strong Wightman formuliert und sind Grundlage der kon-
struktiven Quantenfeldtheorie. Es sei angemerkt, dass weitere Axiomensysteme existieren, die rigorose Zugänge
zu Quantenfeldtheorien bieten, wie etwa die Haag-Kastler-Axiome (siehe [8]), welche die Grundlage der alge-
braischen Quantenfeldtheorie darstellen.
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• Hilbert-Raum und Symmetriegruppe: Die Zustände einer Quantenfeldtheorie werden
durch Einheitsstrahlen eines separablen Hilbert-Raums H beschrieben, auf dem die kon-
forme Gruppe Conf(R1,n−1) über eine unitäre Darstellung wirkt.

U : Conf(R1,n−1) → Aut(H )
c 7→ U(c)

Weiterhin existiert ein Vektor Ω ∈ H , der invariant unter der Darstellung U ist und
als Vakuumvektor bezeichnet wird. Der Vakuumvektor ist bis auf einen Faktor eindeutig
festgelegt. Das Spektrum der Generatoren Pµ der Translationen c = (1n, a), der durch
U((1n, a)) =: exp(iaµPµ) de�niert wird, liegt im Abschluss des Vorwärtskegels V+.

σ(Pµ) ⊂ V+ :=
{
pµ ∈ R1,n−1 : pµp

µ ≥ 0, p0 ≥ 0
}

(1.7)

• Felder: Die Felder Φ einer Quantenfeldtheorie sind Multiplets von operatorwertigen Distri-
butionen Φk (k ∈ {1, ...,m}) auf dem Schwartz-Raum.

Φ : (S (R1,n−1,C))m → O(H )

f := (f1, ..., fm) 7→ Φ(f) =
m∑
k=1

Φk(fk) =:
m∑
k=1

∫
R1,n−1

Φk(x) fk(x) dx

Verschiedene Felder werden durch die Notation Φ(l)(f (l)) unterschieden. Die Operatoren
Φ(f) sind auf einer dichten Teilmenge D ∈H de�niert, welche die Wightman-Domäne

span
{

Φ(l1)(f (l1))Φ(l2)(f (l2))...Φ(lN )(f (lN ))Ω ∈H | N ∈ N
}

(1.8)

umfasst. D ist invariant unter U .

U(c)D ⊂ D ∀ c ∈ Conf(R1,n−1) (1.9)

• Hermitizität: Durch Φ∗(f) :=
(
Φ
(
f̄
))† ∀f ∈

(
S (R1,n−1,C)

)m
wird ebenfalls ein Feld

Φ∗ de�niert. Φ heiÿt selbstadjungiert, falls die Bedingung Φ∗ = Φ erfüllt ist.

• Lokalität: Sind die Träger supp(f (k)) und supp(f (l)) der Abbildungen f (k) und f (l) raum-
artig getrennt, d.h. (xk − xl)2 < 0 ∀xk ∈ supp(f (k)), ∀xl ∈ supp(f (l)), so kommutieren die
Feldoperatoren Φ(k)(f (k)) und Φ(l)(f (l)).

[Φ(k)(f (k)),Φ(l)(f (l))] = 0 (1.10)

• Vollständigkeit: Jede unter Anwendung der Feldoperatoren invariante Unterdomäne D0 ⊂
D ist dicht in H .

• Kovarianz: Die Felder transformieren sich unter Elementen c ∈ Conf(R1,n−1) mit zugehö-
riger konformer Abbildung c gemäÿ

U(c)Φ(f)U(c)−1 = Φ(f(ω,c)) . (1.11)

Dabei sind die Komponenten der zurückgeholten Testfunktion f(ω,c) ∈ (S (Rn,C))m für den
Fall c−1(x) ∈ R(1,n−1) de�niert durch:

fk(ω,c)(x) :=

 0 , i ∈ c(ι(x)) ∈ N1,n−1
∞∑m

l=0 | det(∂(c−1))(x)| ω(c, c−1(x))k l f
l(c−1(x)) , sonst
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Die matrixwertige Abbildung ω erfüllt zudem die Bedingungen:

� Für beliebige konforme Abbildungen c1, c2 mit c2(x) ∈ R1,n−1 gilt:

ω(c1, c2(x)) ω(c2, x) = ω(c1c2, x) (1.12)

� Für spezielle konforme Abbildungen c gilt:

ω(c, 0) = 1m (1.13)

� Die Einschränkung von ω auf die Isometrien innerhalb der konformen Gruppe de�niert
eine Darstellung D der Isometrien, die eine triviale Unterdarstellung der Translationen
enthält, d.h. für alle (Λ, a), (Λ′, a′) ∈ SO(1, n− 1) nR1,n−1 gilt:

D((Λ′, a′))D((Λ, a)) = D((Λ′Λ,Λ′a+ a′))
D((1n, a)) = 1m

(1.14)

Dabei ist D((Λ, a)) := ω((Λ, a), x) unabhängig von x ∈ R1,n−1.

Bemerkungen zu den Wightman-Axiomen:

• Die Operatoren Φ(f) sind im Allgemeinen unbeschränkt.

• Wir werden im Folgenden keine Unterscheidung mehr zwischen c ∈ Conf(R1,n−1) und der
zugehörigen konformen Abbildung c notieren.

• Der Kovarianzeigenschaft (1.11) entspricht die formale Eigenschaft

U(c)Φl(c)U(c)−1 =
m∑
k=0

ω(c, x)k lΦk(x) =: (ω(c, x) Φ(x))l .

• Wir verwenden im weiteren Verlauf der Arbeit stets die folgende Schreibweise:∣∣∣Φ(l1)(x1)Φ(l2)(x2)...Φ(lN )(xN )
〉

:= Φ(l1)(x1)Φ(l2)(x2)...Φ(lN )(xN )Ω

Wir betrachten Felder Φ, die als Multiplett der durch Indizes µk ∈ {0, ..., n−1} mit k ∈ {1, ..., L}
beschriebenen Komponenten Φµ1..µL gegeben sind. Ihr Verhalten unter konformen Transformatio-
nen c mit x, c(x) ∈ R1,n−1 ist formal gegeben durch

U(c)Φν1..νL(x)U(c)−1 = ω(c, x)µ1..µL
ν1..νL

Φµ1..µL(c(x)) . (1.15)

Eine konkrete Transformationsvorschrift des Feldes Φ kann mittels ∆ ∈ N0 durch

ω(c, x)µ1..µL
ν1..νL

= | det(∂c(x))|
∆
n

(
∂c(x)

|det(∂c(x))|
1
n

)µ1

ν1

...

(
∂c(x)

| det(∂c(x))|
1
n

)µL
νL

(1.16)

angegeben werden. Man beachte, dass ω insbesondere die Bedingungen (1.12), (1.13) und (1.14)
erfüllt. Insbesondere transformiert sich ein Feld φ mit L = 0 und d := ∆ ∈ N0 formal gemäÿ

U(c)φ(x)U(c)−1 = |det(∂c(x))|
d
nφ(c(x)) .
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De�nition 1.3.1 (Global konforme Kovarianz, Skalendimension, Spin, Twist). Ein Feld Φ der
oben gegebenen Form, das sich gemäÿ (1.15) und (1.16) transformiert, nennen wir ein global
konform-kovariantes Feld der Skalendimension ∆ und des Spins L. Die Gröÿe 2κ := ∆− L wird
als Twist des Feldes bezeichnet. Ein Feld der Skalendimension ∆ = d und des Spins L = 0 nennen
wir ein skalares global konform-kovariantes Feld der Skalendimension d.

In n = 4 Raumzeitdimensionen gilt aufgrund der Klassi�kation2 der unitären Strahldarstellungen
der SU(2, 2) in [10], dass der Twist 2κ eine nicht-negative Gröÿe ist. Zudem sind die einzigen
Felder vom Twist 2κ = 0 durch skalare Vielfache des Einheitsoperators gegeben.

1.4 Wightman-Distributionen

Wir betrachten in diesem Abschnitt das durch die Wightman-Axiome bestimmte Verhalten der
Wightman-Distributionen Wl1..lN , die wir auch als N -Punktfunktionen oder Korrelationsfunktio-
nen bezeichnen werden und die durch

Wl1..lN (x1, .., xN ) :=
〈

Ω,Φ(l1)(x1)...Φ(lN )(xN )Ω
〉

=:
〈

Φ(l1)(x1)...Φ(lN )(xN )
〉

de�niert sind. Aufgrund des Schwartzschen Kerntheorems (siehe [7]) können die Komponenten von
N -Punktfunktionen als Distributionen auf S ((R1,n−1)N ,C) aufgefasst werden. Das Transforma-
tionsverhalten der N -Punktfunktionen unter konformen Transformationen ist gegeben durch die
Kovarianzeigenschaft (1.11) der in ihnen enthaltenen Felder. Aufgrund der Invarianz des Vakuums
unter U gilt mit den zu den Feldern Φ(l) gehörenden Transformationsabbildungen ω(l) formal〈

Φ(l1)(x1)...Φ(lN )(xN )
〉

=
〈
U(c)Φ(l1)(x1)...Φ(lN )(xN )U(c)−1

〉
=

〈(
U(c)Φ(l1)(x1)U(c)−1

)
...
(
U(c)Φ(lN )(xN )U(c)−1

)〉
=

(
ω(l1)(c, x1)⊗ ...⊗ ω(lN )(c, xN )

)〈
Φ(l1)(c(x1))...Φ(lN )(c(xN ))

〉
.

Diese Eigenschaft der machen wir zur De�nition global konformer Invarianz (vergleiche [16]).

De�nition 1.4.1 (Global konforme Invarianz ( [16])). Es sei c eine konforme Transformation
und x1, .., xN ∈ R1,n−1 Punkte derart, dass c(x1), .., c(xN ) ∈ R1,n−1 gilt. Wir bezeichnen eine
Wightman-Distribution Wl1..lN als global konform-invariant, falls

Wl1..lN (x1, ..., xN ) =
(
ω(l1)(c, x1)⊗ ...⊗ ω(lN )(c, xN )

)
Wl1..lN (c(x1), ..., c(xN )) . (1.17)

für jede konforme Transformation an entsprechenden Punkten gilt. Eine Wightman-Theorie be-
zeichnen wir als global konform-invariant, falls all ihre Wightman-Distributionen global konform-
invariant sind.

Der letzte Teil der De�nition motiviert sich durch das Rekonstruktionstheorem, welches besagt,
dass eine Wightman-Theorie bis auf unitäre Äquivalenz aus ihrenWightman-Distributionen rekon-
struiert werden kann (siehe [24]). Wir geben weitere Eigenschaften der Wightman-Distributionen
an, die direkte Folgerungen aus den Wightman-Axiomen sind.

2Die von uns eingeführten Felder der Skalendimension ∆ und des Spins L besitzen in der Klassi�kation von [10]
das konforme Gewicht

`
∆, L

2
, L

2

´
.
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• Lokalität: Die Lokalität der Felder (1.10) impliziert für raumartig getrennte Punkte xi, xi+1

eine Lokalitätsbedingung der Wightman-Distributionen

Wl1..lili+1..lN (x1, ..., xi, xi+1, ..., xN ) =Wl1..li+1li..lN (x1, ..., xi+1, xi, ..., xN ) .

• Spektralbedingung: Aufgrund der Translationsinvarianz der Wightman-Distributionen
Wl1..lN gibt es eine reduzierte Wightman-DistributionWl1..lN , deren Komponenten Distribu-
tionen bezüglich der Di�erenzvektoren xij := xi−xj (1 ≤ i < j ≤ N) auf S ((R1,n−1)(N−1),C)
sind. Beide Distributionen sind durch die BedingungWl1..lN (x1, ..., xN ) = Wl1..lN (x12, ..., xN−1N )
für alle x1, .., xN ∈ R1,n−1 verknüpft. Die Fouriertransformierte Ŵl1..lN vonWl1..lN , die durch

Ŵl1..lN (q1, ..., qN−1) :=
∫

(R1,n−1)(N−1)

Wl1..lN (y1, ..., yN ) exp(i
N∑
k=1

qk · yk) dy1...dyN

de�niert ist, hat aufgrund der Spektraleigenschaft des Impulsoperators (1.7) die Trägerei-

genschaft supp(W ) ⊂
(
V +

)(N−1)
. Die Distribution W ist Randwert einer in der negativen

Röhre TN−1
− =

{
(z1, ..., zN )|zi ∈ C1,n−1, Im(zi) ∈ V−

}
analytischen Funktion.

• Wightman-Positivität: Aus der Positivität der Norm von endlichen Linearkombinationen
von Vektoren, die durch Wirkung von endlichen Produkten von Operatoren Φ(f) auf den
Vakuumzustand Ω entstehen, folgt, dass für alle endlichen Folgen von Testfunktionen fp∑
p,q

∫
(R1,n−1)(p+q)

fp(x1, .., xp)Wp,q
l′p..l
′
1l1..lq

(xp, .., x1, y1, .., yq)fq(y1, .., yq)dx1..dxpdy1..dyq ≥ 0,

mit Wp,q
l′p..l
′
1l1..lq

(xp, .., x1, y1, ..yq) :=
〈

Φ(l′p)∗(xp)...Φ(l′1)∗(x1)Φ(l1)(x1)...Φ(lq)(xq)
〉
gilt.

1.5 Konforme Lie-Algebra

Die konforme Gruppe Conf(Rp,q) korrespondiert zur konformen Lie-Algebra conf(Rp,q), die durch
die Generatoren der unitären Darstellung U der konformen Gruppe auf dem Hilbert-Raum H
und deren Kommutatoren gegeben ist. Die Generatoren werden mit Pµ für die Translationen, J µν
für die Lorentz-Transformationen, D für die Dilatationen und Kµ für die speziellen konformen
Transformationen bezeichnet und ergeben sich durch Di�erentiation von U nach den Parametern
der konformen Gruppe an der Stelle der Gruppenidentität c = id. Entsprechend Satz 1.2.2 für die
konforme Gruppe, korrespondiert die konforme Lie-Algebra zu so(p + 1, q + 1), der Lie-Algebra
von SO(p+1, q+1). Wir schreiben η für den metrischen Tensor von Rp,q und η für den metrischen
Tensor von Rp+1,q+1. Es seien LAB mit A,B ∈ {−1, ..., n} die Erzeuger von so(p+ 1, q+ 1), deren
Kommutatorrelationen durch

[LAB,LCD] = i (ηADLBC + ηBCLAD − ηACLBD − ηBCLAD) (1.18)

gegeben sind. Die Generatoren von conf(p, q) hängen mit den Generatoren von so(p + 1, q + 1)
zusammen über:

Lµν = Jµν L−1ν =
1
2

(Pν +Kν)

Lnν =
1
2

(Pν −Kν) L−1n = D

(1.19)
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Dabei gilt µ, ν ∈ {0, ..., n−1}. Ein etwas intuitiveres Bild dazu liefert die folgende Schreibweise:

LAB =


0 1

2 (Pν +Kν) D

Jµν

1
2 (Pν −Kν) 0


Die Einträge der Matrix LAB sind antisymmetrisch zu ergänzen. Entsprechend (1.18) und (1.19)
ist die konforme Lie-Algebra durch die Kommutatoren

[Pµ,Pν ] = 0
[Pµ,Jρσ] = i (ηµρPσ − ηµσPρ)
[Pµ,Kν ] = i 2 · (ηµνD − Jµν)
[Pµ,D] = i Pµ

[Jµν ,Jρσ] = i (ηνρJµσ + ηµσJνρ − ηµρJνσ − ηνσJµρ)
[Jρσ,Kν ] = i (ησνKρ − ηρνKσ)
[Jρσ,D] = 0
[Kµ,Kν ] = 0
[Kµ,D] = −i Kµ

(1.20)

bestimmt. Mittels (1.18) können wir unmittelbar ein quadratisches Casimirelement von conf(Rp,q)
angeben, da C = 1

2LABL
AB ein solches für so(p+ 1, q + 1) darstellt.

1
2
LABLAB

=
1
2
(
LµνLµν + L4νL4ν + Lµ4Lµ4 + L−1νL−1ν + Lµ−1Lµ−1 + L4−1L4−1 + L−14L−14

)
=

1
2
LµνLµν + L4νL4ν + L−1νL−1ν + L−14L−14

=
1
2
JµνJ µν +

1
2

(Pν −Kν)
1
2

(Kν − Pν) +
1
2

(Pν +Kν)
1
2

(Kν + Pν)−D2

=
1
2
JµνJ µν −

1
4

(PνPν − PνKν −KνPν +KνKν) +
1
4

(PνPν + PνKν +KνPν +KνKν)−D2

=
1
2
JµνJ µν +

1
2

(PνKν +KνPν)−D2

Somit haben wir das Casimirelement

C =
1
2
LABLAB =

1
2
JµνJ µν +

1
2

(PµKµ +KµPµ)−D2 (1.21)

gefunden. Weiterhin geben wir die Wirkung der konformen Generatoren auf die Felder einer
Wightman-Theorie an. Diese wird beschrieben durch die Kommutatoren der Generatoren mit
den Feldern und ergeben sich aus der Wirkung der unitären Darstellung U auf Felder Φ durch
Di�erentiation nach den Parametern der konformen Gruppe an der Stelle des neutralen Elements
c = id der Gruppe. Nehmen wir ein Feld Φ der Skalendimension ∆ und des Spins L an so ergibt
sich etwa für die Dilatationen

i [D,Φ(x)] =
d

dλ
U(λ)Φ(x)U(λ)

∣∣∣∣
λ=1

=
d

dλ

(
λ∆Φ(λx)

)∣∣∣∣
λ=1

= (x · ∂ + ∆) Φ(x) (1.22)
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Für die gesamte konforme Gruppe erhält man mit Lσρµν := ησµηρν − ησνηρµ die Wirkungen

i [Pµ,Φρ1..ρL(x)] = ∂µΦρ1..ρL(x)

i [Jµν ,Φρ1..ρL(x)] = (xµ∂ν − xν∂µ) Φρ1..ρL(x) +
L∑
k=1

Lσkρkµν Φρ1..σk..ρL(x)

i [Kµ,Φρ1..ρL(x)] = (2xµ(x · ∂)− x2∂µ + 2∆xµ) Φρ1..ρL(x)− 2
L∑
k=1

xν Lσkρkµν Φρ1..σk..ρL(x)

i [D,Φρ1..ρL(x)] = ((x · ∂) + ∆) Φρ1..ρL(x) .

(1.23)

Vektoren der Form |Φ(x)〉 sind Eigenvektoren von C zum Eigenwert λκL, wobei 2κ = ∆ − L der
Twist von Φ ist.

C|Φ(x)〉 = (∆(∆− n) + L(L+ n− 2))︸ ︷︷ ︸
=:λκL

|Φ(x)〉 (1.24)

Diese Identität ergibt sich unter Verwendung von (1.23) aus (1.21).

1.6 Konformer Casimiroperator

Wir untersuchen die Wirkung des Casimirelements C auf einen Vektor der Form |φ1(x1)...φN (xN )〉,
wobei φi für i ∈ {1, ..., N} konforme Skalarfelder der Skalendimensionen ∆i seien. Ziel ist es das
Casimirelement C durch Verwendung der Kommutatorrelationen (1.23) als Di�erentialoperator
C1,..,N bezüglich der Variablen xi auszudrücken. Wir beginnen mit der schematischen Darstellung
der Transformation von C in C1,..,N .

1. Wir vertauschen das Casimirelement mit dem Feld φ1 und erhalten einen Term, der den
Kommutator von C mit φ1 enthält, sowie einen weiteren Term, der den Casimiroperator
C2,..,N enthält.

|Cφ1(x1)...φN (xN )〉 = | ([C, φ1(x1)] + φ1(x1)C)φ2(x2)...φN (xN )〉
= | [C, φ1(x1)]φ2(x2)...φN (xN )〉+ |φ1(x1)Cφ2(x2)...φN (xN )〉
= | [C, φ1(x1)]φ2(x2)...φN (xN )〉+ C2,..,N |φ1(x1)...φN (xN )〉

(1.25)

2. Wir werden im Folgenden nur den ersten Summanden auf der rechten Seite der Gleichung be-
trachten. Aufgrund der Bilinearität des Kommutators zerfällt die Berechnung von [C, φ1(x1)]
in die Berechnung der Kommutatoren[

D2, φ1(x1)
]

[Pµ Kµ, φ1(x1)]
[Kµ Pµ, φ1(x1)]
[Jµν J µν , φ1(x1)] .

Diese lassen sich mittels der Leibnizregel [G H, φ1(x1)] = G [H, φ1(x1)]+[G, φ1(x1)]H verein-
fachen, wobei G und H Generatoren D,Pµ,Kµ oder Jµν repräsentieren, für die nach (1.23)
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[G, φi(xi)] = Gi φi(xi) und [H, φi(xi)] = Hi φi(xi) mit Di�erentialoperatoren Gi bzw. Hi
bezüglich der Variablen xi gilt3. Die Di�erentialoperatoren vertauschen zudem mit den Ge-
neratoren D,Pµ,Kµ und Jµν , da sie Di�erentialoperatoren der Variablen xi darstellen, von
welcher das Feld φi(xi) abhängt, und keine Operatoren auf dem Hilbert-Raum der Zustände
selbst sind, wie dies etwa auf die Generatoren zutri�t.

| [G H, φ1(x1)]φ2(x2)...φN (xN )〉
= |G [H, φ1(x1)]φ2(x2)...φN (xN )〉+ | [G, φ1(x1)]Hφ2(x2)...φN (xN )〉
= H1|Gφ1(x1)φ2(x2)...φN (xN )〉+ G1|φ1(x1)Hφ2(x2)...φN (xN )〉

=

(
H1

N∑
k=1

Gk

)
|φ1(x1)...φN (xN )〉+

(
G1

N∑
k=2

Hk

)
|φ1(x1)...φN (xN )〉

=

(
H1

N∑
k=1

Gk + G1

N∑
k=2

Hk

)
|φ1(x1)...φN (xN )〉

Im vorletzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass für jeden Generator G

|φ1(x1)...φl−1(xl−1)Gφl(xl)...φN (xN )〉 =

(
N∑
k=l

Gk

)
|φ1(x1)...φN (xN )〉

gilt. Diese Relation erhält man durch sukzessives Kommutieren des Generators G nach rechts
durch die Felder φi, bis G auf das Vakuum wirkt und dieses annihiliert.

Wir kommen nun zunächst zur Ausführung des zweiten Schritts des Schemas. Dazu betrachten
wir einzeln die in der Berechnung von [C, φ1(x1)] vorkommenden Paarungen von G und H. Wir be-
nutzen die folgenden Notationen. Mit griechischen Buchstaben µ und ν werden die Komponenten
xkµ, x

µ
k der Vektoren xk ∈ Rp,q bezeichnet. Mit x2

k sei jedoch stets das Quadrat des Vektors xk und
nicht seine zweite Raumkomponente bezeichnet. Analog dazu wählen wir die Bezeichnungen für
den Gradienten ∂k bezüglich der Variablen xk. Schlieÿlich sei (xk ⊗ xk) · (∂k ⊗ ∂k) := xkµxkν∂

µ
k ∂

ν
k

de�niert.

1. Für G = D und H = −D ergibt sich:

H1

N∑
k=1

Gk + G1

N∑
k=2

Hk = −D2
1 − 2 D1

N∑
k=2

Dk

= ((x1 · ∂1) + ∆1)2 + 2
N∑
k=2

((x1 · ∂1) + ∆1)((xk · ∂k) + ∆k)

= (x1 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂1) + (2∆1 + 1)(x1 · ∂1) + ∆2
1

+2
N∑
k=2

(x1 ⊗ xk) · (∂1 ⊗ ∂k) + ∆k(x1 · ∂1) + ∆1(xk · ∂k) + ∆1∆k

3Die Operatoren Gi und Hi sind erster Ordnung. Gemäÿ des obigen Schemas zur Transformation des Casimi-
roperators in einen Di�erentialoperator können höchstens zwei der Operatoren nacheinander auf den Vektor
|φ1(x1)φ2(x2)〉 wirken. Der entstehende Di�erentialoperator kann somit maximal von zweiter Ordnung in x1

und x2 sein.
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2. Für G = Jµν und H = J µν ergibt sich:

H1

N∑
k=1

Gk + G1

N∑
k=2

Hk = J1µνJ µν1 + 2 J1µν

N∑
k=2

J µνk

= −(x1µ∂1ν − x1ν∂1µ)(xµ1 ∂
ν
1 − xν1 ∂

µ
1 )− 2

N∑
k=2

(x1µ∂1ν − x1ν∂1µ)(xµk ∂
ν
k − xνk ∂

µ
k )

= −2 x2
1 ∂

2
1 + 2(x1 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂1) + 2(n− 1)(x1 · ∂1)

−4
N∑
k=2

(x1 · xk)(∂1 · ∂k)− (xk ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂k)

3. Für G = Pµ und H = Kµ ergibt sich:

H1

N∑
k=1

Gk + G1

N∑
k=2

Hk = K1µ

N∑
k=1

Pµk + P1µ

N∑
k=2

Kµk

= −
N∑
k=1

(2xµ1 (x1 · ∂1)− x2
1 ∂

µ
1 + 2∆1x

µ
1 )∂kµ −

N∑
k=2

∂1µ(2xµk(xk · ∂k)− x2
k ∂

µ
k + 2∆kx

µ
k)

= −2(x1 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂1) + x2
1 ∂

2
1 − 2∆1(x1 · ∂1)

−
N∑
k=2

2(x1 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂k)− x2
1(∂1 · ∂k) + 2∆1(x1 · ∂k)

−
N∑
k=2

2(xk ⊗ xk) · (∂1 ⊗ ∂k)− x2
k(∂1 · ∂k) + 2∆k(xk · ∂1)

4. Für G = Kµ und H = Pµ ergibt sich:

H1

N∑
k=1

Gk + G1

N∑
k=2

Hk = P1µ

N∑
k=1

Kµk +K1µ

N∑
k=2

Pµk

= −
N∑
k=1

∂1µ(2xµk(xk · ∂k)− x2
k ∂

µ
k + 2∆kx

µ
k)−

N∑
k=2

(2xµ1 (x1 · ∂1)− x2
1 ∂

µ
1 + 2∆1x

µ
1 )∂kµ

= −2(x1 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂1) + x2
1 ∂

2
1 − 2∆1(x1 · ∂1)− 2(n− 1)(x1 · ∂1)− 2n∆1

−
N∑
k=2

2(xk ⊗ xk) · (∂1 ⊗ ∂k)− x2
k(∂1 · ∂k) + 2∆k(xk · ∂1)

−
N∑
k=2

2(x1 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂k)− x2
1(∂1 · ∂k) + 2∆1(x1 · ∂k)

Wir berechnen die beiden Spezialfälle N = 1 und N = 2. Für N = 1 wurde bereits im vorigen
Abschnitt die Formel (1.24) gefunden. Es gilt also C1 = ∆1(∆1 − n). Dies ist der einzige Fall, für
den der Casimiroperator keinen echten Di�erentialoperator zweiter Ordnung darstellt. Für N = 2
bedienen wir uns der Identität (1.25) sowie des Resultats im Fall N = 1. In Tabelle 1.1 sind die
Ergebnisse des obigen Schemas aufgelistet. Die Operatoren der linken Spalte bilden eine Basis
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der Lorentz-invarianten Operatoren zweiter Ordnung der Variablen x1 und x2, aus denen sich der
Casimiroperator zusammensetzen muss. Nebenstehend �nden sich die Koe�zienten, mit denen
diese Operatoren im Vektor | [X , φ1(x1)]φ2(x2)〉 auftreten.

Operator X = −D2 X = 1
2(PµKµ +KµPµ) X = 1

2(JµνJ µν)

x2
1(∂1 · ∂1) 0 1 −1
x2

2(∂1 · ∂1) 0 0 0
(x1 · x2)(∂1 · ∂1) 0 0 0

(x1 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂1) 1 −2 1
(x2 ⊗ x2) · (∂1 ⊗ ∂1) 0 0 0
(x1 ⊗ x2) · (∂1 ⊗ ∂1) 0 0 0
(x2 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂1) 0 0 0

x2
1(∂1 · ∂2) 0 1 0
x2

2(∂1 · ∂2) 0 1 0
(x1 · x2)(∂1 · ∂2) 0 0 −2

(x1 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂2) 0 −2 0
(x2 ⊗ x2) · (∂1 ⊗ ∂2) 0 −2 0
(x1 ⊗ x2) · (∂1 ⊗ ∂2) 2 0 0
(x2 ⊗ x1) · (∂1 ⊗ ∂2) 0 0 2

x1 · ∂1 2∆1 + 2∆2 + 1 −2∆1 − n n− 1
x2 · ∂1 0 −2∆2 0

x1 · ∂2 0 −2∆1 0
x2 · ∂2 2∆1 0 0

1 2∆2∆1 + ∆2
1 −n∆1 0

Tabelle 1.1: Tabelle zur Berechnung des Casimiroperators für N = 2

Insgesamt erhalten wir aus Tabelle 1.1 für N = 2 das Ergebnis4

|Cφ1(x1)φ2(x2)〉 = C1,2|φ1(x1)φ2(x2)〉 (1.26)

4Man beachte, dass alle Ableitungen zweiter Ordnung in (1.26) gemischte Ableitungen nach x1 und x2 sind.
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mit dem Operator C1,2 gegeben durch

C1,2 := C(2)
1,2 + C(1)

1,2 + C(0)
1,2

C(0)
1,2 = (∆1 + ∆2)2 − n(∆1 + ∆2)

C(1)
1,2 := 2∆2(x12 · ∂1) + 2∆1(x21 · ∂2)

C(2)
1,2 := x2

12(∂1 · ∂2)− 2(x12 ⊗ x12) · (∂1 ⊗ ∂2) .

(1.27)

Die Verallgemeinerung dieses Ergebnisses für beliebiges N ∈ N stellt der folgende Satz dar.

Satz 1.6.1. Es seien φi(xi) (i ∈ {1, .., N}) Skalarfelder der Skalendimensionen ∆i. Die Wirkung
des quadratischen Casimirelements C auf einen Vektor der Form |φ1(x1)..φN (xN )〉 ist gegeben
durch einen Di�erentialoperator C1,..,N zweiter Ordnung bezüglich der Variablen xi.

|Cφ1(x1)..φN (xN )〉 = C1,..,N |φ1(x1)..φN (xN )〉 (1.28)

Dabei ist der Casimiroperator C1,..,N gegeben durch

C1,...,N = C(2)
1,...,N + C(1)

1,...,N + C(0)
1,...,N

C(0)
1,...,N =

(
N∑
i=1

∆i

)2

− n
N∑
i=1

∆i

C(1)
1,...,N =

N∑
i,j=1

∆i(xji · ∂j)

C(2)
1,...,N =

N∑
i<j=1

x2
ij (∂i · ∂j)− 2 (xij ⊗ xij) · (∂i ⊗ ∂j) .

(1.29)

Beweis. Der Induktionsanfang ist mit den Ergebnissen für N = 1 und N = 2 bereits gezeigt.
Für beliebiges N > 2 führen wir die Berechnung von C1,..,N mittels (1.25) auf die Berechnung von
C2,..,N und | [C, φ1(x1)]φ2(x2)...φN (xN )〉 zurück. Der erste Term besitzt nach Induktionsannahme
die vom Satz besagte Form und den zweiten Term haben wir in obigem Schema allgemein als
Di�erentialoperator ausgedrückt. Der Rest ergibt sich aus Zusammenfügen aller gegebenen Terme
z.B. in einer Tabelle analog zu Tabelle 1.1.

1.7 Allgemeine Resultate der konformen Quantenfeldtheorie

Wir wollen in diesem Abschnitt im Wesentlichen drei der wichtigsten Resultate der konformen
Quantenfeldtheorie angeben. Diese sind aufeinander aufbauend das Huygenssche Prinzip, die Ra-
tionalität aller Wightman-Distributionen und die Universalität der Schranken der Polgrade von
Wightman-Distributionen. Wir orientieren uns an der Darstellung der Ergebnisse in [11, 16, 17].
Zu Beginn benötigen wir einen Darstellungssatz spezieller temperierter Distributionen, den wir
ohne Beweis angeben. Für den Multiindex α = (α1, ..., αk) ∈ Nk de�nieren wir |α| := α1 + ...+αk
sowie ∂α := ∂α1

∂x
α1
1

... ∂
α1

∂x
αk
k

.
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Satz 1.7.1 ( [21]). Sei Ψ ∈ S ′(Rk) mit supp(Ψ) ⊂ {0}. Dann gibt es ein K ∈ N und cα ∈ C mit

Ψ =
∑
|α|≤K

cα ∂
αδ .

Satz 1.7.2 (Huygenssches Prinzip ( [16,17])). Φ(1) und Φ(2) seien zwei global konform-kovariante
Felder und x1 und x2 seien zueinander nicht-isotrope Punkte. Dann kommutieren die beiden Fel-
der. Insbesondere gibt es ein N ∈ N, sodass für alle x1, x2 ∈ R1,n−1 gilt:(

(x1 − x2)2
)N [

Φ(1)(x1),Φ(2)(x2)
]

= 0 (1.30)

Beweis. Es können nur die Fälle (x1 − x2)2 < 0 oder (x1 − x2)2 > 0 eintreten. Im ersten Fall
sind die Felder bereits raumartig getrennt und ihre Komponenten kommutieren gemäÿ (1.10). Im
zweiten Fall gibt es nach 1.2.6 eine konforme Transformation c, die das Paar lichtarig getrennter
Punkte (x1, x2) ∈ (R1,n−1)2 auf ein Paar (c(x1), c(x2)) = (x′1, x

′
2) ∈ (R1,n−1)2 raumartig getrenn-

ter Punkte abbildet. Für beliebige Zustände Ω′1 = U(c)Ω1 und Ω′2 = U(c)Ω2 im De�nitionsbereich
D der Felder gilt dann:〈

Ω1,
[
Φ(1)(x1),Φ(2)(x2)

]
Ω2

〉
=

〈
Ω′1, U(c)

[
Φ(1)(x1),Φ(2)(x2)

]
U(c)−1Ω′2

〉
=

〈
Ω′1,

[
U(c)Φ(1)(x1)U(c)−1, U(c)Φ(2)(x2)U(c)−1

]
Ω′2
〉

=
〈

Ω′1,
[
ω(1)(c, x1)Φ(1)(c(x1)), ω(2)(c, x2)Φ(2)(c(x2))

]
Ω′2
〉

=
(
ω(1)(c, x1)⊗ ω(2)(c, x2)

)〈
Ω′1,

[
Φ(1)(x′1),Φ(2)(x′2)

]
Ω′2
〉

= 0 .

Das beweist die erste Aussage von Satz 1.7.2. Die Existenz eines N ∈ N wie in 1.30 ergibt sich zu-
nächst nur für jede der komplexwertigen temperierten Distributionen

〈
Ω1,

[
Φ(1)(x1),Φ(2)(x2)

]
Ω2

〉
.

Die Unabhängigkeit der Potenz N von den Zuständen Ω1,Ω2 ∈ D weisen wir im Beweis von Satz
1.7.3 nach.

Zur Beschreibung der N -Punktfunktionen in den folgenden Sätzen de�nieren wir zu Punkten
x1, ..., xN ∈ R1,n−1 die Abstandsquadrate ρij := (xi − xj)2 + i0(x0

i − x0
j ) mit i, j ∈ {1, ..., N}.

Satz 1.7.3 (Rationalität der Wightman-Distributionen ( [16])). Global konform-invariante Wightman-
Distributionen Wl1..lN (x1, ..., xN ) lassen sich mit µNkl ∈ N0 und Polynomen Pl1..lN darstellen als
rationale Funktionen des Typs

Wl1..lN (x1, ..., xN ) = Pl1..lN (x1, ..., xN )
∏

1≤k≤l
(ρkl)

−µNkl . (1.31)

Die Exponenten µNkl können unabhängig von N gewählt werden.

Beweisskizze.

1. Innerhalb der o�enen Menge O ⊂ (R1,n−1)N der paarweise nicht-isotropen Punkte kön-
nen aufgrund von Lemma 1.2.7 die Felder der Wightman-Distribution vertauscht werden,
weshalb Wl1..lN (x1, .., xN ) für (x1, .., xN ) ∈ O invariant unter Vertauschungen der Indizes
1, ..., N ist.
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2. Über die Wightman-Distribution Wl1..lN und ihre Reduzierte Wl1..lN lassen sich mittels
geeignet groÿ gewählter Zahlen µNkl ∈ N temperierte Distributionen Pl1..lN und Pl1..lN de�-
nieren, die auf ganz (R1,n−1)N translationsinvariant sind, wobei Pl1..lN zusätzlich invariant
unter Vertauschung der Indizes ist.

Pl1..lN (x1, .., xN ) := Wl1..lN (x1, .., xN )
∏

1≤k≤l
(ρkl)µ

N
kl

= Wl1..lN (x12, .., xN−1 N )
∏

1≤k≤l
(ρkl)

µNkl =: Pl1..lN (x12, .., xN−1 N )

Derartige Potenzen µNkl existieren, da die Wightman-Distribution temperiert und somit end-
licher Ordnung ist. Insbesondere lässt sich die Fouriertransformierte von P̂l1..lN durch An-
wendung eines Di�erentialoperators mit konstanten Koe�zienten aus Ŵl1..lN gewinnen. Da-
mit folgt supp(P̂l1..lN ) ⊂ supp(Ŵl1..lN ) ⊂ (V +)(N−1).

3. Aufgrund der Symmetrieeigenschaft Pl1..lN (x1, .., xN ) = PlN ..l1(xN , .., x1) folgt unmittelbar
Pl1..lN (x12, .., xN−1 N ) = PlN ..l1(−xN−1 N , ..,−x12) und damit supp(P̂ ) ⊂ (V −)(N−1). Ins-
gesamt gilt deshalb supp(P̂1..N ) ⊂

(
(V +)(N−1) ∩ (V +)(N−1)

)
= {0} und P̂l1..lN hat eine

Darstellung gemäÿ Satz 1.7.1. Die Funktion Pl1..lN ist somit ein Polynom.

4. Aufgrund von (1.7) besitztWl1..lN eine analytische Fortsetzung in die Rückwärtsröhre TN−1
− .

Die Darstellung (1.31) ergibt sich dann durch Betrachtung der Randwerte der analytischen
Fortsetzung.

5. Die Distribution ΨN−1N (xN−1, xN ) :=
∣∣Φ(lN−1)(xN )Φ(lN )(xN )

〉
, deren Werte im physikali-

schen Hilbert-Raum H liegen, ist als temperierte Distribution von endlicher Ordnung und
aufgrund des Reeh-Schlieder Theorems (siehe [24]) sowie des Huygensschen Prinzips sym-
metrisch für nicht-isotrope Punktpaare, d.h. es gilt ΨN−1N (xN−1, xN ) = ΨNN−1(xN , xN−1)
für alle xN−1, xN ∈ R1,n−1 mit (xN−1 − xN )2 = 0. Es gibt deshalb ein µN−1N ∈ N, sodass
für Ψ′N−1N (xN−1, xN ) := (ρN−1N )µN−1N 〈Υ,ΨN−1N (xN−1, xN )〉 mit beliebigem Υ ∈ H
Ψ′N−1N (xN−1, xN ) = Ψ′NN−1(xN , xN−1) für alle x1, x2 ∈ R1,n−1 gilt.

6. Die Universalität von µN−1N ergibt sich, indem man Υ :=
〈
Φ(l1)∗(x1)..Φ(lN−2)∗(xN−2)

∣∣
setzt. Aufgrund der Lokalität gilt das Resultat dann aber auch für jedes andere Punktpaar.

Das folgende Resultat gilt für n = 4 Raumzeitdimensionen. Wir verzichten an dieser Stelle auf den
Beweis und geben es in einer für unsere Zwecke angepassten Form an, wobei [x] die Gauÿ-Klammer
von x ∈ R bezeichnet. Ein ausführlicher Beweis des Satzes �ndet sich in [16].

Satz 1.7.4 (Universelle Polschranken ( [16])). Es seien Φ und Φ′ Felder der Skalendimensionen
∆ bzw. ∆′ und der Spins L bzw. L′. Dann gilt für die Polordnung µkl von ρkl innerhalb der
Wightman-Distribution 〈...Φ(xk)...Φ′(xl)...〉 die Schranke

µkl ≤
[

∆ + ∆′ + L+ L′

2
− 1− δLL′δ∆∆′

2

]
. (1.32)

Insbesondere ergibt sich für skalare Felder φ und φ′ der Skalendimensionen d und d′

µkl ≤
[
d+ d′ + δdd′ − 1

2

]
. (1.33)
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Wightman-Distributionen skalarer Felder φ(l) der Skalendimension dl sind sogar als Laurent-
Polynome der Abstandsquadrate festgelegt. Die Invarianz einer solchen Wightman-Distribution
Wl1..lN unter Poincaré-Transformationen bedingt, dassWl1..lN nur von Abstandsquadraten abhän-
gen kann. Wir fassen die Abstandsquadrate zum Vektor ρ := (ρij)1≤i<j≤N zusammen und de�-
nieren µ :=

∑N
i<j=1 µij sowie ρ

−µ :=
∏N
i<j=1(ρij)−µij für einen Multiindex µ = (µij)1≤i<j≤N .

Die Wightman-Distribution Wl1..lN besitzt dann die Darstellung

Wl1..lN (x1, ..., xN ) =
∑
k

∑
>µ>=k

aµρ
−µ .

Beide Summationen sind aufgrund der Polschranken der Abstandsquadrate endlich. Die Invarianz
der Wightman-Distribution unter Dilatationen und speziellen konformen Transformationen erfor-
dert zusätzlich

∑i−1
j=1 µji+

∑N
j=i+1 µij = dli für alle i ∈ {1, ..., N}, sodassWl1..lN mit d :=

∑N
i=1 dli

die Darstellung

Wl1..lN (x1, ..., xN ) =
∑

>µ>= 1
2
d

aµρ
−ν =

 N∏
i<j=1

(
1
ρij

)µij fl1..lN (c1, ..., cK) (1.34)

besitzt, wobei ν = (µij)1≤i<j≤N ein Multiindex sei, der die geforderten Homogenitätseigen-

schaften besitzt, und fl1..lN für N ≥ 4 ein Laurent-Polynom der K = N(N−3)
2 unabhängigen

konform-invarianten Variablen c1, ..., cK ist, welche die Homogenitätseigenschaften der Wightman-
Distribution nicht ändern. Wir geben eine mögliche Wahl dieser Variablen (siehe [15]) an, wobei
wir aus Notationsgründen c1, ..., cK durch drei Sätze von Variablen si, ti und rij ausdrücken.

si :=
ρ12ρ3i

ρ13ρ2i
ti :=

ρ1iρ23

ρ13ρ2i
rij :=

ρ12ρ23ρij
ρ13ρ2iρ2j

(4 ≤ i < j ≤ N) (1.35)

Zwei- und Dreipunktfunktionen skalarer Felder sind durch global konforme Invarianz sogar bis
auf eine Normierungskonstante eindeutig festgelegt. Für skalare Felder φ1, φ2 und φ3 der Skalen-
dimensionen d1, d2 bzw. d3 gilt (mit einer gewählten Normierung)

W12(x1, x2) = 〈φ1(x1)φ2(x2)〉 =
1
ρd1

12

δd1d2

W123(x1, x2, x3) = 〈φ1(x1)φ2(x2)φ3(x3)〉 =
1

ρ
d1+d2−d3

2
12 ρ

d1+d3−d2
2

13 ρ
d2+d3−d1

2
23

.

(1.36)

1.8 Operator-Produkt-Entwicklung

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Operator-Produkt-Entwicklung von zwei konformen ska-
laren Feldern φ1 und φ2 gleicher Skalendimensionen d [3,11,12,15]. Diese führt auf die De�nition
von Tensorfeldern O(κ,L)(x) des Twists 2κ und des Spins L, durch die sich die Operator-Produkt-
Entwicklung von φ1 und φ2 ausdrücken lässt und die Partialwellenentwicklungen motiviert. Des-
weiteren führen wir bilokale Felder Vκ ein, die sich aus allen Beiträgen der Operator-Produkt-
Entwicklung zu vorgegebenem Twist κ und beliebigem Spin L zusammensetzen. Wir de�nieren
dazu die Distribution

U(x1, x2) :=
(
x2

12

)d
φ1(x1)φ2(x2) .
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Diese ist nach (1.33) zumindest im schwachen Sinn glatt in x12 und bildet ein Huygens-bilokales
Feld, d.h. es gibt ein N ∈ N, sodass(

(x1 − x)2(x2 − x)2
)N [U(x1, x2),Φ(x)] = 0 ∀x1, x2, x ∈ R1,n−1

gilt, wobei Φ ein konformes bosonisches Feld sei. Wir führen eine Taylorentwicklung von U um
den Punkt x2 durch und erhalten

U(x1, x2) =
∞∑
K=0

X(K)
µ1..µK

(x2) (x12)µ1 ...(x12)µK (1.37)

mit operatorwertigen Feldern X(K) des Rangs und der Skalendimension K, die zwar symmetrische
und lokale, jedoch nicht quasiprimäre Felder sind, d.h. sie transformieren sich nicht irreduzibel
gemäÿ Abschnitt 1.3. Wir können aber zu einem System symmetrischer quasiprimärer Felder
O(κ,L) übergehen, indem wir zunächst von X(K) Ableitungen von Tensoren niedrigeren Rangs
X(K′) mit geeigneten Vorfaktoren λK′ ∈ C abziehen und so ein System von universellen Feldern
O(κ,L) de�nieren, d.h. Feldern, die unabhängig vom zugrundeliegenden Modell der Skalarfelder φ1

und φ2 sind.

O(K)
µ1..µk

(x) = X(K)
µ1..µK

(x)−
K−1∑
K′=0

λK′
(
∂⊗(K−K′) ⊗X(K′)(x)

)
[µ1..µK ]

Die eckigen Klammern geben die Symmetrisierung bezüglich der Lorentz-Indizes an. In einem
zweiten Schritt gehen wir durch Zerlegung der Operatoren O(K) in spurfreie symmetrische Ope-
ratoren zu einem System von Operatoren über, dessen Elemente O(κ,L) symmetrisch, spurfrei und
quasiprimär sind. ∆ = 2κ+L ist dabei die Skalendimension und L ≥ 0 der Spin des Feldes O(κ,L).
Die Gröÿe 2κ ist somit der Twist von O(κ,L). Eine Besonderheit der Felder O(1,L) vom Twist 2
ist, dass sie Erhaltungssätze erfüllen.

∂µ1O(1,L)
µ1..µL

(x) = 0 (1.38)

Felder unterschiedlichen Twists oder Spins spannen durch ihre Wirkung auf den Vakuumzustand
zueinander orthogonale Unterräume Hκ,L ⊂ H des physikalischen Hilbert-Raums auf, d.h. für
(κ, L) 6= (κ′, L′) gilt für alle µ1, .., µL, ν1, ..., νL′ ∈ {0, .., n− 1} und x, x′ ∈ Rp,q beliebig〈

O(κ,L)
µ1..µL

(x) O(κ′,L′)
ν1..νL′

(x′)
〉

= 0 (1.39)

Das System der Felder O(κ,L) induziert auf diese Weise ein System orthogonaler Projektionen ΠκL

von H auf Hκ,L, die ihrerseits Partialwellenentwicklungen von Korrelationsfunktionen de�nieren.
Wir schreiben Πκ :=

∑
L ΠκL für die Projektion auf Hκ :=

⊕
L Hκ,L ⊂ H und entsprechend

ΠL :=
∑

κ ΠκL für die Projektion auf HL :=
⊕

κ Hκ,L ⊂ H . Im Fall von n = 4 Raumzeitdi-
mensionen, auf den wir uns nun konzentrieren, gilt aufgrund der Mackschen Klassi�zierung der
Darstellungen der konformen Gruppe in [10], dass nur Vielfache des Einheitsfeldes 1 den Twist
0 besitzen und für alle nicht konstanten Felder der betrachteten Operator-Produkt-Entwicklung
κ ∈ N gilt. Wir drücken in der Entwicklung (1.37) die Felder X(K) über die Felder O(κ,L) aus und
fassen alle Terme gleichen Twists zusammen.

U(x1, x2) = C 1 +
∞∑
κ=1

ρκ12 Vκ(x1, x2) (1.40)
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Dabei bezeichnet B die Eulersche Betafunktion5 und C ∈ C eine Normierungskonstante. Die
sogenannten Bifelder Vκ sind mit dem Pochhammer-Symbol (λ)k := Γ(λ+k)

Γ(λ) für λ, k ∈ R sowie
Konstanten CκL ∈ C gegeben durch ( [12])

Vκ(x1, x2) =
∞∑
L=0

CκL

∫ 1

0
KκL(α, ρ12�2)O(κ,L)(x2 + αx12, x12)dα

KκL(α, z) =
∞∑
n=0

α(1− α)L+κ+n−1

B(κ+ L, κ+ L)
−
(
z
4

)n
n!(2κ+ L− d0)n

.

Satz 1.8.1 ( [12,15]). Das System der Di�erentialgleichungen (1.38) ist äquivalent zur Bedingung
der Harmonizität des Bifelds V1 des Twists 2 in beiden Argumenten, d.h. es gilt

�1V1(x1, x2) = 0 = �2V1(x1, x2) .

Bemerkungen:

• Wir benutzen die Biharmonizität des Feldes V1, welches wir im Folgenden nur mit V be-
zeichnen, in den Kapiteln 3 und 4 zur Projektion auf den Unterraum Hκ=1.

• Die Zerlegung (1.40) entspricht dem Fall einer Entwicklung des Produktes der Felder φ1

und φ2 von der Form

φ1(x1)φ2(x2) =
(
x2

12

)−d(
C 1 +

d−1∑
κ=1

(x2
12)κVκ(x1, x2)

)
+ : φ1(x1)φ2(x2) : .

Der Term : φ1(x1)φ2(x2) : bezeichnet das normalgeordnete Produkt der Felder φ1 und φ2.

Wir formulieren eine Annahme, die in die Untersuchungen der Abschnitte 3 und 4 eingeht.

Arbeitshypothese: Es seien V (x1, x2) := V1(x1, x2) die biharmonischen Felder, die durch Operator-
Produkt-Entwicklungen des zuvor betrachteten Typs de�niert sind. Die durch Anwendung der
biharmonischen Felder auf den Vakuumzustand erzeugten Vektoren |V (x1, x2)〉 spannen einen
dichten Unterraum von Hκ=1 auf.

5Zur De�nition der Betafunktion sei der Leser auf Anhang A verwiesen.
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2 Partialwellenentwicklungen von

Vierpunktfunktionen

Partialwellenentwicklungen von Korrelationsfunktionen sind von besonderem Interesse innerhalb
der konformen Quantenfeldtheorie, da sie Information über den physikalischen Inhalt einer Theo-
rie liefern. Analog den Partialwellenentwicklungen der Quantenmechanik, bei denen Wellenfunk-
tionen nach Kugel�ächenfunktionen entwickelt werden, die als Eigenfunktionen von Operatoren
der Drehimpulsalgebra durch die Quantenzahlen des Drehimpulses und des magnetischen Mo-
ments festgelegt werden, sind Partialwellenentwicklungen Entwicklungen von Korrelationsfunk-
tionen nach Partialwellen, welche als Eigenfunktionen von Operatoren der konformen Lie-Algebra
durch die Quantenzahlen Twist und Spin bestimmt sind. Die physikalische Information, die Par-
tialwellenentwicklungen über ein bestimmtes Modell geben, ist in ihren Entwicklungskoe�zienten
enthalten. So ist für vier Raumzeitdimensionen die Positivität aller Partialwellenkoe�zienten einer
Vierpunktfunktion äquivalent zur Wightman-Positivität der Funktion (siehe [13]). Weiterhin folgt
aus der strengen Positivität eines speziellen Partialwellenkoe�zienten die Existenz eines Energie-
Impuls-Tensors innerhalb der untersuchten Theorie (siehe [13]). Wir führen in Abschnitt 2.2 die
Partialwellen von Vierpunktfunktionen skalarer Felder gemäÿ [4] als Lösungen einer Di�erenti-
algleichung mit bestimmtem asymptotischen Verhalten ein und geben in 2.2.1 für zwei und vier
Raumzeitdimensionen explizite Lösungen an. Anschlieÿend betrachten wir ausschlieÿlich den Fall
vierdimensionaler Raumzeit und stellen in Abschnitt 2.3 einen in [13] entwickelten Algorithmus
zur Durchführung spezieller Partialwellenentwicklungen vor. Innerhalb des Algorithmus können
singuläre Terme auftreten; die daraus resultierende Partialwellenentwicklung muss jedoch stets
regulär bleiben. Wir untersuchen dieses Problem in Abschnitt 2.5 und betrachten dazu in Ab-
schnitt 2.4 einen bestimmten Schritt des Entwicklungsalgorithmus, der Aufschluss darüber liefert,
welche singulären Terme auftreten können.

2.1 Transformation der Operatoren

Wir stellen ein Schema zur Transformation von Di�erentialoperatoren vor, welches im Folgenden
häu�g Anwendung �ndet. Betrachtet werden Operatoren der Algebra AN , die von Elementen

ρqij , xij · ∂k , ∂k · ∂l

mit i, j, k, l ∈ {1, 2, ..., N} und q ∈ Q erzeugt wird. In einem ersten Schritt lassen wir Opera-
toren dieser Algebra auf eine Funktion g der N(N−1)

2 unabhängigen Abstandsquadrate ρij mit
1 ≤ i < j ≤ N wirken, wie sie etwa durch jede konform kovariante Wightman-Distribution N
skalarer Felder de�niert wird. Ziel ist es, den Operator in einen Di�erentialoperator bezüglich der
Abstandsquadrate zu transformieren. Dazu verwenden wir die Kettenregel in der Form

∂

∂(xk)µ
g = −2

k−1∑
j=1

(xjk)µ
∂

∂ρjk
g + 2

N∑
l=k+1

(xkl)µ
∂

∂ρkl
g
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sowie die Identität

2(xij · xkl) = −x2
ik + x2

il − x2
jl + x2

jk .

Man erkennt unmittelbar, dass sich durch Verwendung dieser beiden Regeln Operatoren der Form
xij ·∂k und ∂k ·∂j in Operatoren transformieren lassen, die vollständig durch die Abstandsquadrate
ρij sowie Ableitungen nach diesen beschrieben werden. Somit lässt sich jedes Element aus AN in
der geforderten Weise darstellen. Wir de�nieren ∂

∂ρkk
g := 0 sowie ∂

∂ρkl
:= ∂

∂ρlk
für k > l und geben

einige wichtige Beispiele an.

(xij · ∂k) g =
N∑
l=1

(−ρik + ρil − ρjl + ρjk)
∂g

∂ρkl

(xij · ∂i) g =
N∑
l=1

(ρil − ρjl + ρij)
∂g

∂ρil

(∂i · ∂j) g = 2
N∑

k,l=1

(ρil + ρjk − ρij − ρkl)
∂2g

∂ρik∂ρjl
− 2n

∂g

∂ρij

((xij ⊗ xji) · (∂i ⊗ ∂j)) g =
N∑

k,l=1

(ρij + ρik − ρjk) (ρij + ρjl − ρil)
∂2g

∂ρik∂ρjl
+ 2ρij

∂g

∂ρij

(2.1)

De�nition 2.1.1. Eine Funktion g der N(N−1)
2 Abstandsquadrate ρij mit 1 ≤ i < j ≤ N heiÿe

homogen vom Grad p im Index 1, falls die folgende Bedingung erfüllt ist:

g(λρ12, .., λρ1N ; ρ23, ρ24, .., ρN−1N ) = λpg(ρ12, .., ρ1N ; ρ23, ρ24, .., ρN−1N ) (2.2)

Analog wird Homogenität im Index 2, 3, .. usw. de�niert.

Eine Funktion g wie in der De�nition erfüllt
∑N

j=1 ρ1j
∂g
∂ρ1j

= p g. Der d'Alembert-Operator

�1 = ∂1 · ∂1 ergibt sich für diese Funktionen zu1

�1g = −4
N∑

j<l=1

ρjl
∂2g

∂ρ1j∂ρ1l
+ 4(p+ 1)

N∑
j=1

∂g

∂ρ1j
. (2.3)

Wir betrachten nun Funktionen g der Abstandsquadrate, für die Funktionen h und f existie-
ren, sodass h ein Produkt von Termen ρqij mit q ∈ Q und f eine Funktion der K := N(N−3)

2
konform-invarianten Variablen c1, .., cK ist und g = hf gilt. Die im vorangegangenen Transforma-
tionsverfahren erhaltenen Operatoren können unter erneuter Anwendung der Kettenregel auf die
Funktion g in Di�erentialoperatoren transformiert werden, die auf f wirken und Ableitungen der
konform-invarianten Variablen enthalten. Man nutzt dabei, dass sich alle Ableitungen von h sich
über h selbst und Faktoren ρqij darstellen lassen, sowie die Kettenregel in der Form

∂

∂ρij
f =

M∑
l=1

∂cl
∂ρij

∂f

∂cl
=

1
ρij

M∑
l=1

Θcl(i, j) cl
∂f

∂cl
.

1Indem man den Index 1 in (2.3) durch j ersetzt erhält man jeden anderen d'Alembert-Operator �j für homogene
Funktionen vom Grad p im Index j.
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Dabei ist das Gewicht Θcl(i, j) der konform-invarianten Variable cl de�niert durch

Θcl(i, j) :=


0 , falls ρij nicht in cl enthalten

+1 , falls ρij im Zähler von cl steht
−1 , falls ρij im Nenner von cl steht

.

Es sei angemerkt, dass die bei dieser Transformation entstehenden Operatoren zwar ausschlieÿ-
lich Ableitungen nach den Variablen cl enthalten, die zugehörigen Koe�zientenfunktionen aber
rationale Funktionen von ρqij sind, die nicht notwendig geschlossen in den Variablen cl darstellbar
sind.

2.2 Partialwellen von Vierpunktfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Form der Partialwellen von Vierpunktfunktionen skalarer
Felder φi der Skalendimension di gewinnen (i ∈ {1, 2, 3, 4}) und orientieren uns dabei an der
Vorgehensweise aus [3, 4]. Zunächst lassen wir beliebige Raumzeitdimension n zu. Wir de�nieren
für unsere Betrachtungen dij := di − dj und schreiben die Vierpunktfunktion der Felder gemäÿ
den Betrachtungen aus Abschnitt 1.7 in der Form

〈φ1(x1)φ2(x2)φ3(x3)φ4(x4)〉 =
1

ρ
d1+d2

2
12 ρ

d3+d4
2

34

(
ρ24

ρ14

) d12
2
(
ρ14

ρ13

) d34
2

f(s, t) . (2.4)

Dabei ist f eine rationale Funktion der konform-invarianten Variablen s und t, die durch

s :=
ρ12ρ34

ρ13ρ24
, t :=

ρ14ρ23

ρ13ρ24

gegeben sind. Wir fügen nun das Casimirelement C zwischen den Feldern φ2 und φ3 in die Vier-
punktfunktion ein und erhalten, wie bereits in Abschnitt 1.6 beschrieben, über die Kommuta-
torrelationen der Felder mit den Erzeugern einen Di�erentialoperator C3,4 der Variablen x3 und
x4, der auf die Vierpunktfunktion (2.4) wirkt. Dieser Operator lässt sich, indem man ihn an dem
Vorfaktor

h(x1, x2, x3, x4) :=
1

ρ
d1+d2

2
12 ρ

d3+d4
2

34

(
ρ24

ρ14

) d12
2
(
ρ14

ρ13

) d34
2

�vorbeizieht�, in einen Operator der konform-invarianten Variablen Cs,t überführen, der lediglich
auf die Funktion f wirkt.

〈φ1(x1)φ2(x2)Cφ3(x3)φ4(x4)〉 = C3,4 〈φ1(x1)φ2(x2)φ3(x3)φ4(x4)〉

= C3,4

 1

ρ
d1+d2

2
12 ρ

d3+d4
2

34

(
ρ24

ρ14

) d12
2
(
ρ14

ρ13

) d34
2

f(s, t)


=

1

ρ
d1+d2

2
12 ρ

d3+d4
2

34

(
ρ24

ρ14

) d12
2
(
ρ14

ρ13

) d34
2

((C3,4)s,t f(s, t))
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Wir erinnern an die Form des Casimiroperators C3,4 aus Abschnitt 1.6.

C3,4 = C(2)
3,4 + C(1)

3,4 + C(0)
3,4

C(0)
3,4 = (d3 + d4)2 − n(d3 + d4)

C(1)
3,4 = 2d4(x34 · ∂3) + 2d3(x43 · ∂4)

C(2)
3,4 = x2

34(∂3 · ∂4)− 2 (x34 ⊗ x34) · (∂3 ⊗ ∂4)

Dieser transformiert sich gemäÿ Abschnitt 2.1 zum Operator (C3,4)s,t (vergleiche [4])

(C3,4)s,t = C(2)
s,t + C(1)

s,t + C(0)
s,t

(C3,4)(0)
s,t :=

1
2
d12d34

(C3,4)(1)
s,t := −ns ∂

∂s
+ (d12 − d34)

(
(1 + s− t)

(
s
∂

∂s
+ t

∂

∂t

)
− (1− s− t) ∂

∂v

)
(C3,4)(2)

s,t :=
(
(t− 1)2 − s(t+ 1)

)
t
∂2

∂t2
+ (1 + t− s) s2 ∂

2

∂s2
− 2 (1 + s− t) st ∂

2

∂s∂t
.

(2.5)

Satz 2.2.1 (Partialwellen von Vierpunktfunktionen ( [4])). Die Partialwellen β(d12,d34)
κL von Vier-

punktfunktionen sind die Eigenfunktionen von (C3,4)s,t zum Eigenwert

λκL = (2κ+ L)(2κ+ L− n) + L(L+ n− 2) ,

die für s→ 0 das asymptotische Verhalten β
(d12,d34)
κL ∼ sκ(1− t)L besitzen. Die Partialwellenent-

wicklung der Vierpunktfunktion (2.4) ergibt sich durch die vollständige Zerlegung der Funktion f
in die Partialwellen.

2.2.1 Transformation der Casimirgleichung in chirale Variablen

Um eine geschlossene Form für die Partialwellen angeben zu können, müssen wir (C3,4)s,t erneut
in einen anderen Operator (C3,4)u,v der sogenannten chiralen Variablen u und v transformieren
(vergleiche [3, 4]). Letztere sind implizit über die Gleichung(

s
t

)
=:
(

u v
(u− 1) (v − 1)

)
de�niert. Um die Ableitungen ∂

∂s und
∂
∂t in (2.5) zu ersetzen, benötigt man die Jacobimatrix ∂u

∂s
∂u
∂t

∂v
∂s

∂v
∂t

 =

 ∂s
∂u

∂s
∂v

∂t
∂u

∂t
∂v

−1

=
1

u− v

 u− 1 −u

1− v v

 .

Damit ergibt sich für die partiellen Ableitungen

∂f

∂s
=
u− 1
u− v

∂f

∂u
+

1− v
u− v

∂f

∂v
bzw.

∂f

∂t
=
−u
u− v

∂f

∂u
+

v

u− v
∂f

∂v
.
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Die Eigenwertgleichung der Partialwellen transformiert sich insgesamt zu

2
(
u H(− 1

2
d12,

1
2
d34;0;u) + v H(− 1

2
d12,

1
2
d34;0;v) + (n− 2) R

)
︸ ︷︷ ︸

=:(C3,4)u,v

β
(d12,d34)
κL = λκL β

(d12,d34)
κL (2.6)

Dabei haben wir den hypergeometrischen Di�erentialoperator H(a,b;c;u) und den Operator R

H(a,b;c;u) := u(1− u)
∂2

∂u2
+ (c− (a+ b+ 1)u)

∂

∂u
− ab

R :=
uv

u− v

(
(1− u)

∂

∂u
− (1− v)

∂

∂v

)
(2.7)

de�niert. Die Lösungen müssen, da sie Funktionen der Variablen s und t sind, nach De�nition der
chiralen Variablen symmetrisch in u und v sein. Weiterhin haben die Lösungen die Asymptotik2

β
(d12,d34)
κL (s, t) ∼

v→0,u→0
uκ+Lvκ,

welche sich aus der von Satz 2.2.1 geforderten Asymptotik ergibt. Wir werden im Folgenden
Lösungen der Casimirgleichung (2.6) für die Raumzeitdimensionen n = 2 und n = 4 angeben.
Erstere werden wir dabei verwenden, um Letztere zu berechnen.

2.2.2 Lösungen im Fall zweidimensionaler Raumzeit

Für n = 2 entfällt der Term, der den Operator R enthält. Der Casimiroperator (C3,4)u,v ist in
diesem Fall die Summe zweier hypergeometrischer Di�erentialoperatoren der Variablen u bzw. v.
Beachtet man die für die hypergeometrische Funktion3 gültige Identität

u Ha,b;c;u [up F (p+ a, p+ b; 2p+ c;u)] = p(p+ c− 1) upF (p+ a, p+ b; 2p+ c;u) (2.8)

so ergeben sich die Lösungen der Casimirgleichung mit den geforderten Symmetrieeigenschaften
und dem notwendigen asymptotischen Verhalten nach [3] zu

β
(d12,d34)
κL (s, t) = G

(d12,d34)
κ+L (u) G(d12,d34)

κ (v) +G
(d12,d34)
κ+L (v) G(d12,d34)

κ (u) (2.9)

mit den Funktionen

G(k,l)
m (u) := umF

(
m− k

2
,m+

l

2
; 2m;u

)
.

2.2.3 Lösungen im Fall vierdimensionaler Raumzeit

Für n = 4 erhält man einen von R abhängigen Operator. Wir können dennoch die Lösungen des
Falls n = 4 auf die Lösungen des Falls n = 2 zurückführen. Wir de�nieren in Verallgemeinerung
von (C3,4)u,v den Operator (C3,4)(n,a,b;c;u,v) durch

(C3,4)(n,a,b;c;u,v) := 2
[
u H(a,b;c;u) + v H(a,b;c;v) + (n− 2) R

]
.

2Man beachte hierbei, dass der Grenzwert v → 0 zuerst ausgeführt werden muss.
3Eine De�nition sowie einige Eigenschaften der hypergeometrischen Funktion sind in Anhang A aufgeführt.
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In diesem Fall ist (C3,4)(n,− 1
2
d12,

1
2
d34;0;u,v) = (C3,4)u,v der in chiralen Variablen ausgedrückte Casi-

miroperator bei vorgegebener Raumzeitdimension n. Es gilt die Operatoridentität

(C3,4)(4,a,b;c;u,v)
1

u− v
=

1
u− v

(
(C3,4)(2,a−1,b−1;c−2;u,v) − (c− 2)

)
(2.10)

Der Operator auf der rechten Seite enthält keine Beiträge von R und man kann erneut (2.8)
anwenden, um Lösungen der Eigenwertgleichungen zu konstruieren. Mit

G(k,l)
m (u) := umF

(
m− k

2
− 1,m+

l

2
− 1; 2m− 2;u

)
folgt im Fall von n = 4 Raumzeitdimensionen

β
(d12,d34)
κL (s, t) =

1
u− v

(
G

(d12,d34)
κ+L+1 (u) G(d12,d34)

κ (v)−G(d12,d34)
κ+L+1 (v) G(d12,d34)

κ (u)
)

(2.11)

Wir betrachten abschlieÿend noch den Spezialfall δ := d34 = −d12 , der etwa bei Untersuchung
von Vierpunktfunktion der Form 〈A(x1)B(x2)B(x3)A(x4)〉 auftritt. Mit der Funktionalgleichung
der hypergeometrischen Funktion gilt

G(−δ,δ)
m (u) = umF

(
m+

δ

2
− 1,m+

δ

2
− 1; 2m− 2;u

)
= um

(
(1− u)−δF

(
m− δ

2
− 1,m− δ

2
− 1; 2m− 2;u

))
= u

δ
2

+1(1− u)−δ
(
um−

δ
2
−1F

(
m− δ

2
− 1,m− δ

2
− 1; 2

(
m− δ

2
− 1
)

+ δ;u
))

=
(

u

(1− u)2

) δ
2

u
(
um
′
F
(
m′,m′; 2m′ + δ;u

))︸ ︷︷ ︸
=:Gδ

m′ (u)

.

Im letzten Schritt haben wir m′ = m− 1− δ
2 gesetzt. In (2.11) nimmt m die Werte m = κ+L+ 1

und m = κ an. m′ nimmt entsprechend die Werte m′ = κ + L − δ
2 und m′ = κ − 1 − δ

2 an. Wir
schreiben

βδκL(s, t) :=
uv

u− v

(
Gδ
κ+L− δ

2

(u) Gδ
κ−1− δ

2

(v)−Gδ
κ+L− δ

2

(v) Gδ
κ−1− δ

2

(u)
)

(2.12)

und erhalten mit dieser De�nition die Beziehung

β
(−δ,δ)
κL (s, t) =

( s
t2

) δ
2
βδκL(s, t) .

Der Vorfaktor
(
s
t2

) δ
2 auf der linken Seite der Gleichung kann durch Umde�nition von h absorbiert

werden. Im Fall d := d1 = d4 gilt

h̃ (x1, x2, x3, x4) := h (x1, x2, x3, x4)
( s
t2

) δ
2 =

1
ρd12ρ

δ
23ρ

d
34

. (2.13)

Der Vorfaktor h̃ ist aufgrund seiner hohen Symmetrie besser geeignet zur Untersuchung von
Vierpunktfunktionen des Typs 〈A(x1)B(x2)B(x3)A(x4)〉 als der ursprüngliche Vorfaktor h.
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2.3 Zur Partialwellenentwicklung spezieller Vierpunktfunktionen

Wir möchten in diesem Abschnitt ein Schema zur Durchführung einer Partialwellenentwicklung
von Vierpunktfunktionen der Form 〈A(x1)B(x2)B(x3)A(x4)〉 angeben, wobei wir A und B als
skalare Felder der Skalendimensionen dA und dB annehmen. Der vorgestellte Algorithmus wurde
in [13] entwickelt. Wir erinnern an die De�nition der Funktionen Glm

Glm(z) := zmF (m,m; 2m+ l; z)

sowie die Konventionen d := dA und δ := dB − dA entsprechend den Betrachtungen des vorigen
Abschnitts, de�nieren ẑ := z

1−z und schreiben die Vierpunktfunktion in der Form

〈A(x1)B(x2)B(x3)A(x4)〉 :=
1

ρd12ρ
δ
23ρ

d
34

f(s, t) . (2.14)

Nach [4] besitzen die Partialwellen die Darstellung (2.12). Es gilt für die Partialwellenentwick-
lung

〈A(x1)B(x2)B(x3)A(x4)〉 =
∑
κ,L

〈A(x1)B(x2)ΠκLB(x3)A(x4)〉

=
1

ρd12ρ
δ
23ρ

d
34

∑
κ,L

BκL β
δ
κL(s, t) .

(2.15)

Die Gröÿen BκL ∈ R sind dabei die Partialwellenkoe�zienten, deren Positivität etwa nach [13]
äquivalent zur Wightman-Positivität der entwickelten Vierpunktfunktion ist. Durch Vergleich von
(2.14) mit (2.15) ergibt sich unter Verwendung von (2.12)

f(s, t) =
∑
κ,L

BκL β
δ
κL(s, t)

⇔ u− v
uv

f(s, t) =
∑
κ,L

BκL

(
Gδ
κ+L− δ

2

(u) Gδ
κ−1− δ

2

(v)− (u↔ v)
)

Durchführung: (vergleiche [13])

1. Wir schreiben û = u
1−u und v̂ = v

1−v und zerlegen f(s, t) antisymmetrisch in u und v.

u− v
uv

f(s, t) :=

(∑
m

am um + bm ûm

)(∑
n

cn v
n + dn v̂

n

)
− (u↔ v) (2.16)

2. Wir machen Gebrauch von Spezialfällen der Expansionsformeln

zm =
∞∑
µ=m

(−1)µ−m

(µ−m)!
((m)µ−m)2

(µ+m+ δ − 1)µ−m
Gδµ(z)

ẑm =
(

z

1− z

)m
=

∞∑
µ=m

1
(µ−m)!

(m)µ−m(m+ δ)µ−m
(µ+m+ δ − 1)µ−m

Gδµ(z)

(2.17)

aus Anhang A, die wir für z ∈ {u, v} auf jeden in (2.16) auftretenden Summanden anwenden.
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3. Ausmultiplizieren und Umordnen der Terme führt zu:

u− v
uv

f(s, t) =
∑
µ,ν

Xµν G
δ
µ(u) Gδν(v)− (u↔ v)

=
∑
µ>ν

Xµν G
δ
µ(u) Gδν(v) +

∑
ν>µ

Xµν G
δ
µ(u) Gδν(v)− (u↔ v)

=
∑
µ>ν

Xµν G
δ
µ(u) Gδν(v) +

∑
µ>ν

Xνµ G
δ
µ(v) Gδν(u)− (u↔ v)

=
∑
µ>ν

(Xµν −Xνµ)
(
Gδµ(u) Gδν(v)− (u↔ v)

)

4. Im letzten Schritt setzen wir µ := κ + L − δ
2 sowie ν := κ − 1 − δ

2 und erhalten mit
BκL := Xκ+L− δ

2
,κ−1− δ

2
−Xκ−1− δ

2
,κ+L− δ

2
die Darstellung

u− v
uv

f(s, t) =
∑
κ,L

BκL

(
Gδ
κ+L− δ

2

(u) Gδ
κ−1− δ

2

(v)− (u↔ v)
)

.

Insgesamt ergibt sich

〈A(x1)B(x2)B(x3)A(x4)〉 =
1

ρd12ρ
δ
23ρ

d
34

f(s, t)

=
1

ρd12ρ
δ
23ρ

d
34

∑
κ,L

BκL
uv

u− v

(
Gδ
κ+L− δ

2

(u) Gδ
κ−1− δ

2

(v)− (u↔ v)
)

=
1

ρd12ρ
δ
23ρ

d
34

∑
κ,L

BκL β
δ
κL(s, t) .

2.4 Zur Zerlegung in chirale Variablen

Wir geben einen Algorithmus zur Zerlegung von f(s, t) in chirale Variablen gemäÿ (2.16) an.
Insbesondere interessieren uns mögliche untere Schranken der Potenzen von u, v, û und v̂, da für
negative Potenzen dieser Variablen die Expansionsformeln (2.17), die wir zur Partialwellenent-
wicklung von (2.14) benutzen, singuläre Terme enthalten können. Die Partialwellenentwicklung
von (2.14) darf jedoch weder singuläre Partialwellen noch singuläre Partialwellenkoe�zienten ent-
halten. Diesem Problem widmen wir uns in Abschnitt 2.5.

2.4.1 Polschranken der konform-invarianten Variablen

Zur Berechnung der Partialwellenentwicklung der Vierpunktfunktion (2.14) ist es gemäÿ (2.16)
notwendig und hinreichend, Terme der Form

u− v
uv

(sptq) (2.18)
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mit p, q ∈ Z vollständig durch Potenzen der Variablen u und v bzw. û und v̂ auszudrücken4.
Aufgrund der Rationalität der Wightman-Distributionen in den Variablen ρij (i, j ∈ {1, 2, 3, 4})
ist die Funktion f(s, t) ein Laurent-Polynom der konform-invarianten Variablen, d.h. die zulässigen
Werte von p und q besitzen sowohl obere als auch untere Schranken. Für Skalarfelder gilt im
Allgemeinen die Formel (1.33). Multiplikation einer in den Variablen ρij (i, j ∈ {1, 2, 3, 4})
rationalen Funktion mit der Variablen s hat die Wirkung:

1. Erhöhung des maximalen Polgrades in den Variablen ρ13 und ρ24 um jeweils 1

2. Verminderung des maximalen Polgrades in den Variablen ρ12 und ρ34 um jeweils 1

Analog ist die Wirkung bei Multiplikation mit t gegeben durch:

1. Erhöhung des maximalen Polgrades in den Variablen ρ13 und ρ24 um jeweils 1

2. Verminderung des maximalen des Polgrades in den Variablen ρ14 und ρ23 um jeweils 1

Aus diesen Wirkungen erhalten wir mit dem Vorfaktor 1
ρd12ρ

δ
23ρ

d
34

in (2.14) und der Ungleichung

(1.33) Einschränkungen der Werte der Exponenten p und q. Diese sind in Tabelle 2.1 aufgelistet. In
der mittleren Spalte �nden sich die aus (1.33) resultierenden Schranken der links nebenstehenden
Abstandsquadrate. In der rechten Spalte sind die daraus resultierenden Einschränkungen der
Exponenten p und q aufgeführt.

Abstandsquadrat Polschranke Einschränkung für p und q

ρ12 µ12 ≤
(
d+

[
δ−1

2

])
p ≥ −

[
δ−1

2

]
ρ13 µ13 ≤

(
d+

[
δ−1

2

])
p+ q ≤

(
d+

[
δ−1

2

])
ρ14 µ14 ≤ dA = −d q ≥ −d

ρ23 µ23 ≤ dB = −(d+ δ) q ≥ −d

ρ24 µ24 ≤
(
d+

[
δ−1

2

])
p+ q ≤

(
d+

[
δ−1

2

])
ρ34 µ34 ≤

(
d+

[
δ−1

2

])
p ≥ −

[
δ−1

2

]
Tabelle 2.1: Zur Einschränkung der Exponenten p und q

4Eine derartige Zerlegung ist nicht eindeutig.
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Insgesamt ergeben sich an die Terme sptq die Einschränkungen

−
[
δ − 1

2

]
≤ p ≤ 2d+

[
δ − 1

2

]
−d ≤ q ≤ d+ 2

[
δ − 1

2

]
p+ q ≤ d+

[
δ − 1

2

]
.

(2.19)

2.4.2 Ein Algorithmus zur Zerlegung in chirale Variablen

Wir betrachten die Zerlegung eines Terms der Form (2.18) in die Variablen u, v, û, v̂ und versuchen
aus den Einschränkungen (2.19) der Potenzen p und q Einschränkungen für die auftretenden
Potenzen von u, v, û und v̂. Wir geben zu diesem Zweck einen Algorithmus zur Zerlegung von
(2.18) in chirale Variablen gemäÿ (2.16) an.

u− v
uv

sptq =
u− v
uv

(uv)p ((1− u)(1− v))q

= (u− v) up−1(1− u)q vp−1(1− v)q

= up(1− u)q vp−1(1− v)q − (u↔ v)

Es ist aus Symmetriegründen ausreichend, eine Zerlegung des Terms ur(1−u)q mit r ∈ {p− 1, p}
in Potenzen der Variablen u und û zu betrachten. Da die Expansionsformeln nur für negative
Potenzen von u bzw. û singuläre Terme beinhalten, suchen wir untere Schranken der Potenzen
von u und û. Es ist die folgende Fallunterscheidung angebracht, bei der stets m,n ∈ N0 gelte.

1. m = r ≥ 0, n = q ≥ 0: Wir zerlegen wie folgt:

um (1− u)n = um
n∑
k=0

(
n

k

)
(−u)k

=
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(u)m+k

(2.20)

Hierbei erhalten wir nur nicht-negative Potenzen von u in der Entwicklung.

2. −m = r < 0, n = q ≥ 0: Wie bereits bei (2.20) gilt:

(1− u)n

um
= u−m

n∑
k=0

(
n

k

)
(−u)k

=
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(u)k−m

(2.21)

Als niedrigste Potenz von u erhalten wir −m, indem wir in der Summe k = 0 setzen.
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3. m = p ≥ 0, −n = q < 0, m > n: Wir zerlegen wie folgt:

um

(1− u)n
=

um−1 (u− 1 + 1)
(1− u)n

= − um−1

(1− u)n−1 +
um−1

(1− u)n

(2.22)

Wir erhalten auf der rechten Seite von (2.22) zwei Summanden. Beim ersten Summanden
sind sowohl der Grad des Zählers als auch der des Nenners um 1 gegenüber der linken Seite
der Gleichung vermindert. Beim zweiten Summanden auf der rechten Seite ist der Grad des
Zählers um 1 geringer als der Grad des Zählers der linken Seite. Es können folgende Fälle
eintreten:

a) (n − 1 = 0): In diesem Fall gilt um−1

(1−u)n−1 = um−1 und der erste Summand auf der

rechten Seite der Gleichung ist vollständig zerlegt.

b) (m− 1 = n): In diesem Fall gilt um−1

(1−u)n
= ûn und der zweite Summand auf der rechten

Seite der Gleichung muss nicht weiter zerlegt werden.

c) Tritt der Fall a) nicht ein, so ist der erste Summand um−1

(1−u)n−1 auf der rechten Seite von

(2.22) von der gleichen Bauart wie der Term auf der linken Seite der Gleichung und
muss durch erneute Anwendung von (2.22) in zwei weitere Summanden zerlegt werden.

d) Tritt der Fall b) nicht ein, so ist der zweite Summand um−1

(1−u)n
auf der rechten Seite von

(2.22) von der gleichen Bauart wie der Term auf der linken Seite der Gleichung und
muss durch erneute Anwendung von (2.22) in zwei weitere Summanden zerlegt werden.

Bei Eintreten der Fälle c) oder d) muss nach der erneuten Anwendung von (2.22) für die
entstehenden Summanden jeweils das Eintreten von Fall a) bzw. b) überprüft werden. So
können wir den Term um

(1−u)n
durch rekursive Anwendung von (2.22) komplett in eine Summe

aus Potenzen von u und û zerlegen. Die Rekursion bricht immer dann ab, wenn für einen
neu entstandenen Summanden Fall a) oder b) eintritt. Diesem Algorithmus folgend kann
die vollständige Zerlegung nur nicht-negative Potenzen von u und û enthalten.

4. m = p ≥ 0, −n = q < 0, m < n: Wir zerlegen wie folgt:

um

(1− u)n
=

um (1− u+ u)
(1− u)n

=
um

(1− u)n−1 +
um+1

(1− u)n

(2.23)

Wir erhalten auf der rechten Seite von (2.23) zwei Summanden. Beim ersten Summanden
ist der Grad des Nennerterms um 1 gegenüber der linken Seite der Gleichung vermindert.
Beim zweiten Summanden auf der rechten Seite ist der Grad des Zählers um 1 gegenüber
dem Grad des Zählers der linken Seite erhöht. Es können folgende Fälle eintreten:

a) (n− 1 = 0): In diesem Fall gilt um

(1−u)n−1 = um und der erste Summand auf der rechten

Seite der Gleichung ist vollständig zerlegt.
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b) (m+ 1 = n): In diesem Fall gilt um+1

(1−u)n
= ûn und der zweite Summand auf der rechten

Seite der Gleichung muss nicht weiter zerlegt werden.

c) Tritt der Fall a) nicht ein, so ist der erste Summand um

(1−u)n−1 auf der rechten Seite von

(2.23) von der gleichen Bauart wie der Term auf der linken Seite der Gleichung und
muss durch erneute Anwendung von (2.23) in zwei weitere Summanden zerlegt werden.

d) Tritt der Fall b) nicht ein, so ist der zweite Summand um+1

(1−u)n
auf der rechten Seite von

(2.23) von der gleichen Bauart wie der Term auf der linken Seite der Gleichung und
muss durch erneute Anwendung von (2.23) in zwei weitere Summanden zerlegt werden.

Bei Eintreten der Fälle c) oder d) muss nach der erneuten Anwendung von (2.23) für die
entstehenden Summanden jeweils das Eintreten von Fall a) bzw. b) überprüft werden. So
können wir den Term um

(1−u)n
durch rekursive Anwendung von (2.23) komplett in eine Summe

aus Potenzen von u und û zerlegen. Die Rekursion bricht immer dann ab, wenn für einen
neu entstandenen Summanden Fall a) oder b) eintritt. Diesem Algorithmus folgend kann
die vollständige Zerlegung nur nicht-negative Potenzen von u und û enthalten.

5. m = p ≥ 0, −n = q < 0, m = n: In diesem Fall hat der Term

um

(1− u)n
=

un

(1− u)n
= ûn (2.24)

bereits die gewünschte Form.

6. −m = p ≤ 0,−n = q ≤ 0: Wir zerlegen wie folgt:

1
um (1− u)n

=
1− u+ u

um (1− u)n

=
1

um (1− u)n−1 +
1

um−1 (1− u)n

(2.25)

Wir erhalten auf der rechten Seite von (2.25) zwei Summanden. Beim ersten Summanden ist
der Grad von (1− u) um 1 gegenüber der linken Seite der Gleichung erhöht. Beim zweiten
Summanden auf der rechten Seite ist der Grad von u um 1 gegenüber der linken Seite erhöht.
Es können folgende Fälle eintreten:

a) (n − 1 = 0): In diesem Fall gilt 1
um(1−u)n−1 = u−m und der erste Summand auf der

rechten Seite der Gleichung ist vollständig zerlegt.

b) ((m − 1) ≤ 0): Der zweite Summand der rechten Seite lässt sich dann entweder wie
unter Punkt 3) oder wie unter Punkt 4) dargestellt zerlegen.

c) Tritt der Fall a) nicht ein, so kann auf 1
um(1−u)n−1 Gleichung (2.25) mit 0 > n′ := n−1

erneut angewendet werden.

d) Tritt der Fall b) nicht ein, so kann auf 1
um−1(1−u)n

Gleichung (2.25) mit 0 > m′ := m−1
erneut angewendet werden.
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Bei Eintreten der Fälle c) oder d) muss nach erneuter Anwendung von (2.25) für die entste-
henden Summanden jeweils das Eintreten von Fall a) bzw. b) überprüft werden. So können
wir den Term um

(1−u)n
durch rekursive Anwendung von (2.25) entweder komplett in eine Sum-

me aus Potenzen von u und û zerlegen oder auf einen der bereits behandelten Fälle 3) oder
4) zurückführen, die ihrerseits lediglich zu positiven Potenzen von u und û führen. Unter
rekursiver Anwendung von (2.25) ist der niedrigste für u vorkommende Grad −m. Insgesamt
erhalten wir nicht-negative Potenzen von û sowie Potenzen von u, deren Grad gröÿer als
−m ist.

Wir halten die Ergebnisse des Zerlegungsalgorithmus im folgenden Theorem fest.

Satz 2.4.1. Es sei f ein Laurent-Polynom in den Variablen s und t, dessen Monome sptq die
Bedingung (2.19) erfüllen. Es gibt stets eine Zerlegung von u−v

uv f(s, t) in chirale Variablen gemäÿ
(2.16), die lediglich negative Potenzen von u und v nicht jedoch von û und v̂ enthält. Die niedrigste
Potenz r von u, die in der Zerlegung (2.16) vorkommen kann, ist durch die niedrigste Potenz p
von s gegeben.

r ≥ p− 1 ≥ −
[
δ − 1

2

]
− 1 = −

[
δ + 1

2

]
. (2.26)

Die Fall r = −
[
δ+1

2

]
wird dabei immer auch angenommen. Die gleiche untere Schranke ergibt

sich für Potenzen von v.

2.5 Kritische Partialwellen

Wir untersuchen die Regularität der in den Expansionsformeln auftretenden Terme für Zerlegun-
gen des Typs aus Satz 2.4.1. Die erste Expansionsformel kann bei Entwicklung von um und vn

mit negativen Potenzen m bzw. n singuläre Terme enthalten. Sie behält jedoch stets Gültigkeit,
da sich die auftretenden Singularitäten systematisch wegheben5. Die zweite Expansionsformel
muss nicht weiter untersucht werden, da gemäÿ Satz 2.4.1 negative Potenzen von û und v̂ nicht
vorkommen und beide Expansionsformeln für nicht-negative Potenzen ausschlieÿlich reguläre Ter-
me enthalten. Die unteren Grenzen der Potenzen m und n der chiralen Variablen u bzw. v sind
bestimmt durch die Di�erenz δ = dB − dA der Skalendimensionen der Felder A und B.

m ≥ −
[
δ + 1

2

]
, n ≥ −

[
δ + 1

2

]
Satz 2.5.1. Die Partialwellen βδκL des Twists 2κ ≥ 3 sind für beliebiges δ regulär.

Beweis. Zum Beweis des Satzes betrachten wir lediglich die De�nition der Partialwellen (2.12).

βδκL =
uv

u− v

(
Gδ
κ+L− δ

2

(u)Gδ
κ−1− δ

2

(v)− (u↔ v)
)

In diesem Ausdruck treten für κ ≥ 3
2 ausschlieÿlich reguläre Funktionen Gln auf.

Gδ
κ+L− δ

2

(u) = uκ+L− δ
2F

(
κ+ L− δ

2
, κ+ L− δ

2
; 2
(
κ+ L− δ

2

)
+ δ;u

)
= uκ+L− δ

2F

(
κ+ L− δ

2
, κ+ L− δ

2
; 2(κ+ L);u

)
5Der Leser sei dazu auf den Beweis der Expansionsformeln in A.1 verwiesen.
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Der dritte Parameter c der hypergeometrischen Funktion F (a, b; c; z) hat den Wert c = 2κ+L ≥
3 > 0. Somit ist die Funktion Gδ

κ+L− δ
2

bereits regulär. Ebenso erhalten wir

Gδ
κ−1− δ

2

(v) = vκ−1− δ
2F

(
κ− 1− δ

2
, κ− 1− δ

2
; 2
(
κ− 1− δ

2

)
+ δ; v

)
= vκ−1− δ

2F

(
κ− 1− δ

2
, κ+ L− δ

2
; 2(κ− 1); v

)
Hier gilt analog c = 2(κ− 1) ≥ 1 > 0, womit Gδ

κ−1− δ
2

regulär ist.

Es ist sinnvoll, eine Fallunterscheidung für verschiedene Werte von δ zu machen. Aufgrund der
Antisymmetrie des Problems in u und v genügt es, nur die Potenzen m von u zu untersuchen.

Fallunterscheidung:

• δ = 1: In diesem Fall erhält man die Bedingungm ≥ −
[

1+1
2

]
= −1. Singuläre Terme können

somit nur in der Expansion von u−1 auftreten. Genauer gilt

u−1 =
∞∑

µ∈−1

(−1)µ+1

(µ+ 1)!
((−1)µ+1)2

(µ− 1)µ+1
uµF (µ, µ; 2µ+ 1;u)

Kritisch innerhalb dieser Expansion sind die hypergeometrische Funktion F (µ, µ; 2µ+ 1;u)
für µ = −1 sowie das Pochhammer-Symbol6 (µ − 1)µ+1 in den Nennern der Koe�zienten-
terme bei Werten µ ∈ {−1, 0, 1}. Für die hypergeometrische Funktion gilt mit beliebigen
b, c ∈ R

F (a, b; b; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
zn

(b)nn!
=
∞∑
n=0

(a)n(c)n
zn

(c)nn!
= F (a, c; c; z) .

Insbesondere gilt also F (−1,−1;−1, u) = F (−1, 1; 1;u), wobei die rechte Seite der Glei-
chung eine reguläre Funktion darstellt. Man erhält somit, dass nur reguläre hypergeometri-
sche Funktionen im Fall δ = 1 auftreten. Damit sind auch die aus ihnen zusammengesetzten
Partialwellen β1

κL(s, t) für alle κ, L regulär. Die in der Expansionsformel direkt auftretenden
Pochhammer-Symbole sind im Fall m = −1 ebenfalls alle regulär. Tabelle 2.2 führt die kriti-
schen Pochhammer-Symbole auf, wobei in der dritten Spalte der für die Expansionsformeln
charakteristische Quotient von Pochhammersymbolen betrachtet wurde. Zur Untersuchung
der Regularität des Quotienten wurde ein Übergang δ → δ′ := δ → δ + ε vollzogen, sodass
für negatives, ganzzahliges δ das Pochhammersymol (ν+m+δ′−1)ν−m nicht verschwindet.
Der Quotient bleibt regulär, falls ein endlicher Grenzwert für ε→ 0 existiert. Alle gröÿeren

ν (−1)ν+1 (ν − 1)ν+1
((−1)ν+1)2

(ν−1+ε)ν+1
Regularität

−1 (−1)0 = 1 (−2 + ε)0 = 1 1 regulär für ε→ 0
0 (−1)1 = −1 (−1 + ε)1 = −1 + ε 1

1−ε regulär für ε→ 0
1 (−1)2 = (−1) 0 (0 + ε)2 = ε · (1 + ε) 0 regulär für ε→ 0

Tabelle 2.2: Zur Regularität der Beiträge zu Partialwellenkoe�zienten

Werte µ > 1 liefern reguläre Beiträge zu den Partialwellenkoe�zienten. Da singuläre Terme
ohnehin nur bei ganzzahligem δ auftreten können, erhalten wir das folgende Lemma.

6Zur De�nition des Pochhammer-Symbols siehe Abschnitt 1.8 oder Anhang A.
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Lemma 2.5.2. Die Partialwellen βδκL und die zugehörigen Partialwellenkoe�zienten Bδ
κL

sind im Fall 0 ≤ δ ≤ 1 regulär.

• δ > 1 ungerade: Die untere Schranke der Potenz m ist für δ = 2k + 1 mit k ∈ N gegeben
durch

m ≥ −
[
δ + 1

2

]
= −

[
(2k + 1) + 1

2

]
= −

[
2(k + 1)

2

]
= − [(k + 1)] = −(k + 1) .

Für m ≥ −k sind die Funktionen uµF (µ, µ; 2µ + 2k + 1;u) mit µ ≥ m alle regulär, da der
Parameter 2µ + 2k + 1 der hypergeometrischen Funktion in diesem Fall positiv ist. Terme
der Art umvn mit m,n ≥ −k in (2.16) besitzen nur reguläre Partialwellen zu κ ≥ 3

2 , da
κ = µ+1+ δ

2 ≥ −k+1+ 2k+1
2 = 3

2 gilt. Gleiches gilt für Terme der Form umv̂n
′
und ûm

′
vn mit

m,n ≥ −k und m′, n′ ≥ 0. Die Beiträge zu den Partialwellenkoe�zienten in der Expansion
dieser Terme sind ebenfalls regulär. Hierbei ist (0)0 := 1 zu beachten. Für m = −(k + 1)
treten singuläre hypergeometrische Funktionen innerhalb der Expansionsformeln auf, deren
Singularitäten auch in den Partialwellen erhalten bleiben und die sich nicht zum Beispiel auf-
grund der Antisymmetrie der Partialwellen in den chiralen Variablen gegenseitig wegheben.
Solche Partialwellen tragen zwangsläu�g den Twist κ = −m+1+ δ

2 = −(k+1)+1+ 2k+1
2 = 1

2 .

• δ > 1 gerade: Die untere Schranke der Potenz m ist für δ = 2k mit k ∈ N gegeben durch

m ≥ −
[
δ + 1

2

]
= −

[
2k + 1

2

]
= −

[
2k
2

]
= − [k] = −k .

Für m > −k sind die Funktionen uµF (µ, µ; 2µ+ 2k;u) mit µ ≥ m alle regulär, da der Pa-
rameter 2µ + 2k der hypergeometrischen Funktion in diesem Fall positiv ist. Terme der
Art umvn mit m,n > −k in (2.16) besitzen nur reguläre Partialwellen zu κ ≥ 3

2 , da
κ = µ+ 1 + δ

2 ≥ −(k − 1) + 1 + 2k
2 = 2 > 3

2 gilt. Gleiches gilt für Terme der Form umv̂n
′

und ûm
′
vn mit m,n > −k und m′, n′ ≥ 0. Die Beiträge zu den Partialwellenkoe�zienten in

der Expansion dieser Terme sind ebenfalls regulär. Erneut ist hierfür (0)0 := 1 zu beachten.
Für m = −k können singuläre hypergeometrische Funktionen innerhalb der Expansionsfor-
meln auftreten. Wir erhalten jedoch auch das folgende Ergebnis für m = −k.
Lemma 2.5.3. Sei δ ∈ N gerade. Dann sind die Partialwelle βδ10(s, t) und der zugehörige
Partialwellenkoe�zient B10 regulär.

Beweis. Um die Regularität der Partialwelle βδ10 nachzuweisen, vollziehen wir den Über-
gang Gδn → Gδ+εn mit |ε| � 1 in den zur Darstellung der Partialwelle verwendeten Funktio-
nen.

βδ+ε10 (s, t) =
uv

u− v

(
Gδ+ε

1− δ
2

(u)Gδ+ε− δ
2

(v)− (u↔ v)
)

Die Partialwelle βδ10 ist regulär, falls der Grenzwert limε→0 βδ+ε10 existiert und eine reguläre
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Funktion de�niert.

Gδ+ε
1− δ

2

(u) = u1− δ
2F

(
1− δ

2
, 1− δ

2
; 2
(

1− δ

2

)
+ δ + ε;u

)
= u1− δ

2F

(
1− δ

2
, 1− δ

2
; 2 + ε;u

)
= u1− δ

2

( ∞∑
n=0

((
1− δ

2

)
n

)2 un

(2 + ε)n n!

)

= u−
δ
2

 δ
2
−1∑

n=0

((
1− δ

2

)
n

)2 un+1

(2 + ε)n n!



Gδ+ε− δ
2

(v) = v−
δ
2F

(
−δ

2
,−δ

2
; 2 + ε; v

)
= v−

δ
2

 δ
2∑

k=0

((
−δ

2

)
k

)2 vk

(ε)k k!


Für die umde�nierte Partialwelle βδ+ε10 folgt damit

βδ10(s, t) :=
u1− δ

2 v1− δ
2

u− v

 δ
2
−1∑

n=0

((
1− δ

2

)
n

)2 un+1

(2 + ε)n n!

δ
2∑

k=0

((
−δ

2

)
k

)2 vk

(ε)k k!
− (u↔ v)


=

u1− δ
2 v1− δ

2

u− v

 δ
2
−1∑

n=0

1
((

1− δ

2

)
n

)2 un+1

(2 + ε)n n!

+

δ
2∑

k=1

δ
2
−1∑

n=0

((
1− δ

2

)
n

)2((
−δ

2

)
k

)2 un+1vk

(2 + ε)n(ε)k n! k!

− (u↔ v)


Nur die Terme der Doppelsumme können singulär werden. Es ist also ausreichend, im Wei-
teren ausschlieÿlich diese zu betrachten.

δ
2∑

k=1

δ
2
−1∑

n=0

((
1− δ

2

)
n

)2((
−δ

2

)
k

)2 un+1vk

(2 + ε)n(ε)k n! k!

=

δ
2∑

k=1

δ
2∑

n=1

((
1− δ

2

)
n−1

)2((
−δ

2

)
k

)2 unvk

(2 + ε)n−1(ε)k (n− 1)! k!

=
(

2
δ

)2
δ
2∑

n,k=1

((
−δ

2

)
n

)2((
−δ

2

)
k

)2 unvk

(ε+ 2)n−1(ε)k (n− 1)! k!

Dabei haben wir die Identität (α + 1)n−1 = (α)n
α für α 6= 0 ausgenutzt. Aufgrund der

Antisymmetrie der von βδ+ε10 in u und v ergibt sich für die Potenz unvk in der Potenzreihen-
entwicklung von βδ+ε10 der Koe�zient

ε(ε+ 1)n
(ε+ n)(ε)n(ε)k n! k!

− ε(ε+ 1)k
(ε+ k)(ε)n(ε)k n! k!

=
n(ε+ k)ε(ε+ 1)− k(ε+ n)ε(ε+ 1)

(ε+ n)(ε+ k)(ε)n(ε)k n! k!

=
nkε− nkε+ (n− k)ε2(ε+ 1)
(ε+ n)(ε+ k)(ε)n(ε)k n! k!

=
(n− k)(ε+ 1)

(ε+ n)(ε+ k)(1 + ε)n−1(1 + ε)k−1 n! k!
,
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wobei wir den in n und k symmetrischen und regulären Faktor
(

2
δ

)2 ((− δ
2

)
n

)2 ((− δ
2

)
k

)2
der

Übersicht halber abgespalten haben. Der Grenzwert

lim
ε→0

(
(n− k)(ε+ 1)

(ε+ n)(ε+ k)(1 + ε)n−1(1 + ε)k−1 n! k!

)
=

n− k
nk(1)n−1(1)k−1 n! k!

existiert für beliebiges n, k ≥ 1 und die Partialwelle βδ10 ist regulär.

Der Partialwellenkoe�zient B10 kann einzig aus Expansion des Terms u−
δ
2 v1− δ

2 − (u↔ v)
Beiträge erhalten. Der Beitrag entsteht durch Multiplikation der Summanden zu µ = 0
der ersten Expansionsformel (2.17), in denen das Pochhammer-Symbol des Typs (α)0 im
Nenner auftritt und das unabhängig von α ∈ R als (α)0 := 1 de�niert ist. Somit ist auch
der Partialwellenkoe�zient regulär.

Die Partialwellen zu κ = 1 und Spin L > 0 sind im Allgemeinen nicht regulär. Dies motiviert
die Aussage, dass für δ 6= 0 der Twist-2-Anteil von |B(x3)A(x4)〉 nur aus einem Anteil zum
Spin L = 0 besteht. Eine abgewandelte Form dieser Aussage beweisen wir in Satz 3.3.1.

Wir fassen die Ergebnisse im folgenden Satz über die Regularität von Partialwellen zusammen.

Satz 2.5.4 (Regularität von Partialwellen). Die Partialwellen βδκL zu κ ≥ 3
2 sind für beliebiges

δ ≥ 0 regulär. Zusätzlich gilt:

• Für 0 ≤ δ ≤ 1 sind alle Partialwellen βδκL regulär.

• Für δ > 0 gerade ist die Partialwelle βδ10 regulär.

• Für κ < 3
2 und beliebiges δ sind die Partialwellen im Allgemeinen nicht regulär.
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3 Zum Twist-2-Anteil zweier skalarer Felder

Die folgenden Betrachtungen dienen der Untersuchung des Twist-2-Anteils von Vektoren der Form
|B(x3)A(x4)〉, wobei A und B skalare Felder der Skalendimensionen dA und dB seien. Wir be-
schränken unsere Betrachtung dabei wie auch in Abschnitt 4 auf n = 4 Raumzeitdimensionen.
Ziel ist es, Di�erentialoperatoren D3,4 und E3,4 bezüglich der Variablen x3 und x4 zu �nden, die
Erwartungswerte der Form 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 annihilieren. Die Punkte stehen stellvertretend
für einen Ausdruck, der keine Abhängigkeit von x3 und x4 besitzt, ansonsten aber beliebig ge-
wählt sein kann1. Somit ist 〈...Πκ=1| ein beliebiger Vektor des Unterraums2 Hκ=1 ⊂ H . Die
Di�erentialgleichungen

D3,4 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0
E3,4 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0 (3.1)

stellen in diesem Fall eine allgemeine Einschränkung für den Twist-2-Anteil von |B(x3)A(x4)〉 dar.
Um die gewünschten Operatoren D3,4 und E3,4 zu �nden, verwenden wir die folgende Strategie:

1. Wir setzen 〈...Πκ=1| = 〈V (x1, x2)| und betrachten zunächst nur die speziellen Funktionen

g(x1, x2, x3, x4) := 〈V (x1, x2)B(x3)A(x4)〉 =
f(s, t)

ρ1−b
14 ρb13ρ23ρ

a−1
34

(3.2)

mit a := dB+dA
2 und b := dB−dA

2 . f ist eine Funktion der konform-invarianten Variablen s
und t. Die Funktion g ist harmonisch in den Variablen x1 und x2.

2. Wir transformieren die Harmonizitätsbedingungen �1g = 0 und �2g = 0 in Bedingungen
der Form (�1)s,tf = 0 und (�2)s,tf = 0, wobei (�1)s,t und (�2)s,t Di�erentialoperatoren
bezüglich der Variablen s und t sind. Die Gleichungen (�1)s,tf = 0 und (�2)s,tf = 0 erhält
man aus den Gleichungen �1 g = 0 und �2 g = 0, indem man den Vorfaktor 1

ρ1−b
14 ρb13ρ23ρ

a−1
34

mittels Kettenregel an den Operatoren �vorbeizieht�.

3. Ebenso lassen sich Di�erentialoperatoren O3,4, die bezüglich der Variablen x3 und x4 auf
die Funktion g wirken, in Operatoren (O3,4)s,t bezüglich der Variablen s und t umwandeln,
die auf die Funktion f wirken.

4. Die Operatoren D3,4 und E3,4 sind dann genau die Operatoren, deren bezüglich der Variablen
s und t transformierte Operatoren (D3,4)s,t und (E3,4)s,t eine zu (�1)s,t f = 0 = (�2)s,t f
äquivalente Bedingung an f stellen, was wiederum der Harmonizität von g in x1 und x2

äquivalent ist. Man betrachte dazu das folgende Diagramm.

D3,4 g = 0 ⇔ (D3,4)s,t f = 0
E3,4 g = 0 ⇔ (E3,4)s,t f = 0

}
⇔
{

(�1)s,t f = 0 ⇔ �1 g = 0
(�2)s,t f = 0 ⇔ �2 g = 0

1Man kann z.B. an die Funktion 〈A(x1)B(x2)Πκ=1B(x3)A(x4)〉 denken.
2Die De�nition der Räume �ndet sich in 1.8.



48 3 Zum Twist-2-Anteil zweier skalarer Felder

5. Da die Vektoren 〈V (x1, x2)| dicht im Unterraum Hκ=1 liegen und nicht von den Variablen
x3 und x4 abhängen, können wir in der De�nition von g den Vektor 〈V (x1, x2)| durch einen
beliebigen Vektor 〈...Πκ=1|, der ebenfalls keine Abhängigkeit der Variablen x3 und x4 trägt,
ersetzen, sodass D3,4 und E3,4 die auf diese Art entstandene Funktion weiterhin annihilieren.
Wir erhalten damit die gewünschte Charakterisierung von 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 durch (3.1).

3.1 Transformation der Harmonizitätsbedingungen

Wir transformieren die Harmonizitätsbedingungen von g gemäÿ (2.3), sodass die resultierenden
Operatoren nur noch von den Abstandsquadraten abhängen. Der zweite Summand auf der rechten
Seite von (2.3) verschwindet für die Funktion g, da ihre Homogenität in den Indizes 1 und 2 jeweils
p = −1 ist.

�1g = −4
∑
j<l

ρjl
∂2g

∂ρ1j∂ρ1l
= 0 = −4

∑
j<l

ρjl
∂2g

∂ρ2j∂ρ2l
= �2g

Diese Operatoren können, da sie g annihilieren, durch Multiplikation mit einem rationalen Aus-
druck in den Abstandsquadraten ρij sogar in Operatoren (�1)s,t und (�2)s,t überführt werden,
deren Koe�zientenfunktionen sich ausschlieÿlich als Funktionen von s und t ausdrücken lassen.
Die Ergebnisse der Operatortransformation für Funktionen der Form (3.2) können Tabelle 3.1
entnommen werden. In der linken Spalte sind die Ableitungen der Funktion f nach den Variablen
s und t aufgeführt, in der mittleren Spalte be�ndet sich die zugehörige Koe�zientenfunktion von
(�1)s,t zur links nebenstehenden Ableitung und in der rechten Spalte die entsprechende Funkti-
on für (�2)s,t. Man erkennt, dass (�1)s,t und (�2)s,t die gleichen Koe�zientenfunktionen in den

Ableitung (�1)s,t (�2)s,t

f b(1− b) 0

∂f
∂s b(1− t− s)− (1 + t− s) −(1 + t− s)

∂f
∂t −2bt 0

∂2f
∂s2

−st −st

∂2f
∂t2

−t2 −t2

∂2f
∂s∂t t(1− t− s) t(1− t− s)

Tabelle 3.1: Ergebnis der Transformation �1 → (�1)s,t und �2 → (�2)s,t
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Ableitungen zweiter Ordnung besitzen und für b = 0 ⇔ dA = dB sogar identisch sind. Aus der
Bedingung ((�1)s,t− (�2)s,t)f = 0 lässt sich für b 6= 0⇔ dA 6= dB ein Operator Y erster Ordnung
gewinnen, der f annihiliert.

bYs,t := (�1)s,t − (�2)s,t = b((1− t− s)∂s − 2t∂t + (1− b)) (3.3)

Wir werden deshalb die Fälle gleicher Skalendimension dA = dB und unterschiedlicher Skalendi-
mension dA 6= dB im Folgenden getrennt behandeln.

3.2 Gleiche Skalendimension

Im Fall gleicher Skalendimension (b = 0 und a = dA = dB) gilt nach Tabelle 3.1

�1g = 0 = �2g ⇔
(
t(1− t− s) ∂2

∂s∂t
− t2 ∂

2

∂t2
− st ∂

2

∂s2
− (1 + t− s) ∂

∂s

)
f = 0 . (3.4)

Wir wenden nun die Operatoren �3 und �4 auf g̃(x1, x2, x3, x4) := ρa−1
34 g(x1, x2, x3, x4) = f(s,t)

ρ14ρ23

an. Diese lassen sich wie bereits die d'Alembert-Operatoren bezüglich x1 und x2 mittels (2.3) als
Operatoren der Abstandsquadrate ausdrücken, wobei erneut die zweite Summe auf der rechten
Seite von (2.3) entfällt, da die Homogenität von g̃ in den Indizes 3 und 4 jeweils p = −1 beträgt.
Nach Durchführung des zweiten Transformationsschrittes erhält man die Gleichungen

�3g̃ = −4
1

ρ14ρ23

ρ12

ρ13ρ23

(
t(1− t− s) ∂2

∂s∂t
− t2 ∂

2

∂t2
− st ∂

2

∂s2
− (1 + t− s) ∂

∂s

)
f

�4g̃ = −4
1

ρ14ρ23

ρ12

ρ14ρ24

(
t(1− t− s) ∂2

∂s∂t
− t2 ∂

2

∂t2
− st ∂

2

∂s2
− (1 + t− s) ∂

∂s

)
f

(3.5)

Durch Vergleich der Gleichungen (3.4) mit (3.5) erkennt man, dass die Operatoren D3,4 := �3ρ
a−1
34

und E3,4 := �4ρ
a−1
34 die gesuchten Di�erentialoperatoren bezüglich der Variablen x3 und x4 sind

und eine Charakterisierung des Twist-2-Anteils von |B(x3)A(x4)〉 ermöglichen.(
�3ρ

a−1
34

)
〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0 =

(
�4ρ

a−1
34

)
〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 (3.6)

3.3 Unterschiedliche Skalendimension

Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit3 den Fall b = dB−dA
2 ∈ N an und zeigen

zunächst, dass die Twist-2-Komponente von |B(x3)A(x4)〉 genau eine Partialwelle vom Spin L = 0
enthält. Unsere Strategie dabei ist, zu zeigen, dass die Biharmonizität von g bereits impliziert,
dass die Casimirgleichung (C3,4 − λ10)g = 0 erfüllt ist.

Wir erinnern an die Form des Casimiroperators aus Abschnitt 1.6 im Fall zweier skalarer Felder.

C3,4 = C(2)
3,4 + C(1)

3,4 + C(0)
3,4

C(0)
3,4 = (dA + dB)2 − 4(dA + dB)

C(1)
3,4 = 2dA(x34 · ∂3) + 2dB(x43 · ∂4)

C(2)
3,4 = x2

34(∂3 · ∂4)− 2 ((x34 ⊗ x34) · (∂3 ⊗ ∂4)) .

3Die Felder A und B können innerhalb von g vertauscht werden und für halbzahliges b verschwindet g.
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In Tabelle 3.2 �nden sich analog zu Tabelle 3.1 die Koe�zientenfunktionen von (C3,4)s,t. Unser Ziel

Ableitung Koe�zientenfunktion von (C3,4)s,t

f 2
[
b
t (s+ t− 1) + 1−s

t − 3
]

∂f
∂s 2s [(b+ 1)(t− s− 1) + 2]

∂f
∂t 2t

[(
b−1
t + b+ 1

)
(1 + t− s)− 4b

]
∂2f
∂s2

2s2 [1 + t− s]

∂2f
∂t2

2t2
[

1−s
t + t− s− 2

]
∂2f
∂s∂t 4st [t− s− 1]

Tabelle 3.2: Ergebnis der Transformation C3,4 → (C3,4)s,t

ist es, zu zeigen, dass unter der Voraussetzung, dass f von den Operatoren (�1)s,t und (�2)s,t
annihiliert wird, folgt, dass f Eigenfunktion des Casimiroperators ist. Dazu reicht es aus, den
Operator (C3,4)s,t bis auf die konstante Ordnung als Linearkombination von (�1)s,t und (�2)s,t
darzustellen, wobei die Koe�zienten α, β in der Linearkombination

(C3,4)s,t = α(�1)s,t + β(�2)s,t + λ10 (3.7)

beliebige Di�erentialoperatoren darstellen können. Zur Berechnung der richtigen Linearkombina-
tionen verwenden wir die folgende Strategie:

1. Wir berechnen aus den Bedingungen (�1)s,t f = 0 und (�2)s,t f = 0 drei neue Operatoren
X 0
s,t,X 1

s,t,X 2
s,t zweiter Ordnung in den Variablen s und t, die voneinander linear unabhängig

in den Termen zweiter Ordnung sind, eine möglichst einfache Struktur besitzen und die
Funktion f annihilieren.

2. Wir kombinieren die Operatoren zu drei Operatoren zweiter Ordnung Y0
s,t,Y1

s,t,Y2
s,t, die

folgende Kriterien erfüllen:

a) Y0
s,t besitzt eine nicht verschwindende Koe�zientenfunktion zur Ableitung ∂s∂t.

b) Y1
s,t besitzt eine nicht verschwindende Koe�zientenfunktion zur Ableitung ∂2

t und ist
unabhängig von ∂s∂t.

c) Y2
s,t besitzt eine nicht verschwindende Koe�zientenfunktion zur Ableitung ∂2

s und ist
unabhängig von ∂2

t und ∂s∂t.

3. Wir wählen c0, sodass Ps,t := (C3,4)s,t − c0Y0
s,t unabhängig von ∂s∂t.
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4. Wir wählen c1, sodass Qs,t := Ps,t − c1Y1
s,t nicht von ∂

2
s und ∂s∂t abhängt.

5. Wir wählen c2, sodass Rs,t := Qs,t − c2Y2
s,t ein Operator erster Ordnung ist.

6. Wir wählen c, sodass Rs,t − cYs,t die Konstante λ10 ist.

7. Gemäÿ dieser Konstruktion ist cYs,t +
∑2

k=0 ckYks,t die gesuchte Linearkombination von
Operatoren.

Satz 3.3.1. Die Harmonizität der Funktion g aus Gleichung (3.2) bezüglich der Variablen x1 und
x2 impliziert für dB−dA

2 = b ∈ N, dass g die Casimirgleichung bezüglich der Variablen x3 und x4

zum Eigenwert λ10 erfüllt.

�1 g = 0
�2 g = 0

}
⇒ C3,4 g = λ10 g

Beweis. Zum Beweis des Satzes führen wir schrittweise das obige Schema aus.

1. Wir wählen zunächst X 0 := (�2)s,t und erhalten durch Ableiten des Operators Ys,t =
(�1)s,t − (�2)s,t die beiden Operatoren

X 1
s,t := s∂sYs,t = −2st∂s∂t + s(1− t− s)∂2

s − bs∂s
X 2
s,t := t∂tYs,t = t(1− t− s)∂s∂t − 2t2∂2

t − t∂s − (b+ 1)t∂t .

Die Operatoren X 0
s,t,X 1

s,t,X 2
s,t besitzen linear unabhängige Koe�zientenfunktionen und las-

sen sich wie gewünscht als Linearkombination schreiben.

2. Wir setzen:

Y0
s,t := X 1

s,t −X 0
s,t

= t(t− s− 1)∂s∂t − s(1− s)∂2
s + t2∂2

t + (1 + t− (b+ 1)s)∂s

Y1
s,t := X 0

s,t −X 2
s,t

= −st∂2
s + t2∂2

t + (s− 1)∂s + (b+ 1)t∂t

Y2
s,t := 4X 0

s,t +
1− t− s

s
X 1
s,t − 2X 2

s,t

= ((1− t− s)2 − 4st)s2∂2
s + ((b+ 4)(s− 1) + (b− 2)t)∂s + 2(b− 1)t∂t

3. Wir wählen c0 = 2s. Dann ist der Operator Ps,t := (C3,4)s,t − c0Y0
s,t unabhängig von ∂s∂t.

4. Wir wählen c1 = (b + 1)1−s
t + t − 3s − 2. Dann ist der Operator Qs,t := Ps,t − c1Y1

s,t

unabhängig von ∂2
s und ∂s∂t.

5. Wir wählen c2 = s. Dann ist Rs,t := Qs,t − c2Y2
s,t ein Operator erster Ordnung bezüglich

der Variablen s und t.

6. Wir wählen c := 1−t−s
t . Dann ist R− cYs,t = λ10.

7. Wir erhalten insgesamt (C3,4)s,t − cYs,t −
∑2

k=0 ckYks,t = λ10
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Als Ergebnis von 3.3.1 erhalten wir den Operator D3,4 := C3,4 − λ10, der alle Funktionen von der
Form 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 annihiliert.

Satz 3.3.2 ( [2]). Die Harmonizität der Funktion g bezüglich der Variablen x1 und x2 legt g für
dB−dA

2 = b ∈ N bis auf eine Normierungskonstante fest. Eine Darstellung von g ist gegeben durch

g(x1, x2, x3, x4) =
1

ρ1−b
14 ρb13ρ23ρ

a−1
34

b−1∑
m=0

b−m−1∑
n=0

(m+ 1− b)n(m+ 1)n
(n+ 1)!

snt−(n+m)

=
1

ρ1−b
14 ρb13ρ23ρ

a−1
34

b−1∑
m=0

F
(

(m+ 1− b),m+ 1; 1;
s

t

)(1
t

)m
.

(3.8)

Beweis. Die Eindeutigkeit von g ergibt sich aus der Aussage des vorigen Satzes zusammen mit
der Eindeutigkeit der Partialwellen (vergleiche [3, 4]). Anwenden der Operatoren (�1)s,t und

Ys,t = (�1)s,t − (�2)s,t auf die Funktion f(s, t) :=
∑b−1

m=0

∑b−m−1
n=0

(m+1−b)n(m+1)n
(n+1)! snt−(n+m) zeigt,

dass die Funktion g(x1, x2, x3, x4) := f(s,t)

ρ1−b
14 ρb13ρ23

harmonisch in x1 und x2 ist. Sie liefert zudem die

in Satz 2.2.1 geforderte Asymptotik und ist bis auf eine Normierungskonstante mit der Partialwelle
nach [4] identisch.

Satz 3.3.3. Die Funktion ρa−1
34 〈V (x1, x2)B(x3)A(x4)〉 ist für b > 0 ein homogenes Polynom in

den Variablen ρi4 (i ∈ {1, 2, 3}) vom Grad b− 1.

Beweis. Wir benutzen die Darstellung (3.8) und zeigen für jede Potenz snt−(n+m) der Summe
mit 0 ≤ m ≤ b − 1 und 0 ≤ n ≤ b −m − 1 einzeln die Aussage des Satzes. Wir de�nieren dazu
l := b−m− 1− n ≥ b−m− 1− (b−m− 1) = 0.

ρa−1
34

1
ρ1−b

14 ρb13ρ23ρ
a−1
34

snt−(n+m) =
ρb−1

14

ρb13ρ23

(
sntl

tb−1

)

=
ρb−1

14

ρb13ρ23

(
ρ12ρ34

ρ13ρ24

)n (
ρ14ρ23

ρ13ρ24

)l
(
ρ14ρ23

ρ13ρ24

)b−1
=

ρb−1
14

ρb13ρ23

1
ρb−1

14 ρb−1
23

ρn12ρ
n
34ρ

l
14ρ

l
23

ρn+l
13 ρn+l

24

ρb−1
13 ρb−1

24

=
1

ρb13ρ
b
23

(
ρn12ρ

n
34ρ

l
14ρ

l
23ρ

b−1−n−l
13 ρb−1−n−l

24

)
Der auftretende Grad von ρ14 ist l ∈ N0 und entsprechend b−1−n−l ∈ N0 und n ∈ N0 für ρ24 bzw.
ρ34. Damit de�niert jeder Summand ein homogenes Polynom in den Variablen ρi4 (i ∈ {1, 2, 3})
vom Grad l + (b − 1 − n − l) + n = b − 1 ∈ N0. Da die Homogenität im Index 4 nicht vom
betrachteten Summanden abhängt, ist auch ρa−1

34 〈V (x1, x2)B(x3)A(x4)〉 ein homogenes Polynom
in den Variablen ρi4 (i ∈ {1, 2, 3}) vom Grad b− 1.

Um den zweiten Operator E3,4 zu de�nieren bedienen wir uns des folgenden Satzes, dessen Aussage
sich aus Extrapolation der Fälle b = 0, 1, 2 ergab.
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Satz 3.3.4. Es sei Rb−1 der Raum der rationalen und im Index 4 homogenen Funktionen vom
Grad b − 1 und Pb−1 ⊂ Rb−1 der Unterraum der homogenen Polynome. Dann gilt für den

spurlosen Di�erentialoperator
(
∂⊗b4

)
traceless

auf Rb−1

Ker
[(
∂⊗b4

)
traceless

]
= Pb−1 . (3.9)

Mit anderen Worten: Der Di�erentialoperator
(
∂⊗b4

)
traceless

annihiliert auf Rb−1 genau die ho-

mogenen Polynome in den Variablen ρi4 (i ∈ {1, 2, 3}) vom Grad b− 1.

Der Beweis des Satzes �ndet sich in Anhang B. Als Resultat der Sätze 3.3.3 und 3.3.4 erhalten
wir, dass der Operator

E3,4 :=
(
∂⊗b4

)
traceless

ρa−1
34 (3.10)

die Funktion 〈V (x1, x2)B(x3)A(x4)〉 und damit auch jede Funktion der Form 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉
annihiliert.

Beispiel

Wie möchten noch das Beispiel angeben, welches die allgemeinen Resultate der Sätze 3.3.1, 3.3.3
und 3.3.4 wesentlich motivierte. Wir betrachten dabei die folgende Situation:

• φ sei ein freies skalares Feld und somit von der Skalendimension d = 1.

• W sei ein konformes Vektorfeld der Skalendimension ∆ > 3.

• Wir de�nieren durch (∂φW ) := ∂µφ⊗Wµ− 1
∆−3 φ⊗∂µW

µ ein Skalarfeld der Skalendimen-
sion ∆ + 2.

• Das skalare Feld A der Skalendimension dA = 2∆ sei durch A := WµW
µ gegeben.

• Das skalare Feld B der Skalendimension dB = 2∆+4 sei durch B := (∂φW )(∂φW ) gegeben.

Es gilt somit 2b = dB − dA = 4. Der Twist-2-Anteil von |B(x3)A(x4)〉 kann durch Kontraktion
aller Komponenten des Vektorfeldes W berechnet werden. Genauer gilt

|Πκ=1B(x2)A(x4)〉 ∼ ρ−(dA+1)
34 |X(x3, x4)〉

X(x3, x4) := (ρ34�3 + 4 (x34 · ∂3) + 8)φ2(x3) .

Der Twist-2-Anteil der Felder A und B enthält also lediglich eine Komponente vom Spin L = 0.
Entsprechend wird X(x3, x4) durch den Operator

C′3,4 := ρ34 (∂3 · ∂4)− 2 ((x34 ⊗ x34) · (∂3 ⊗ ∂4))− 2((x34 · ∂3) + 6(x34 · ∂4))

annihiliert. Diese Bedingung ist äquivalent zur Aussage von Satz 3.3.1, dass die Gleichung

C3,4|Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = λ10|Πκ=1B(x3)A(x4)〉

im betrachteten Fall erfüllt ist. Zudem erfüllt X(x3, x4) die Di�erentialgleichung

((∂4 ⊗ ∂4)− η �4)X(x3, x4) = 0

Der dabei verwendete Operator entspricht genau dem Operator
(
∂⊗b4

)
traceless

im Fall b = 2.
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3.4 Resultate

Wir fassen an dieser Stelle die wichtigen Resultate des Kapitels in einem Theorem zusammen.

Satz 3.4.1. Es seien A und B zwei skalare Felder der Skalendimensionen dA bzw.dB. Weiterhin
seien a = dA+dB

2 und b = dB−dA
2 . Die Projektion auf Twist 2κ = 2 innerhalb der Funktion

〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 wird für b = 0 charakterisiert durch die beiden Bedingungen

�3ρ
a−1
34 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0

�4ρ
a−1
34 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0 .

(3.11)

Für b > 0 wird die Projektion durch die Bedingungen

(C3,4 − λ10) 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0((
∂⊗b4

)
traceless

ρa−1
34

)
〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0

(3.12)

und für b < 0 durch die Bedingungen

(C3,4 − λ10) 〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0((
∂
⊗(−b)
3

)
traceless

ρa−1
34

)
〈...Πκ=1B(x3)A(x4)〉 = 0

(3.13)

charakterisiert. Insbesondere enthält für b 6= 0 die Twist-2-Komponente von |B(x3)A(x4)〉 nur
Anteile vom Spin L = 0.
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Wir dehnen in diesem Kapitel unsere Untersuchungen auf den Twist-2-Anteil von Vektoren der
Form |C(x3)B(x4)A(x5)〉, |ΠLC(x3)B(x4)A(x5)〉 und |ΠLC(x3)Πκ′L′B(x4)A(x5)〉 aus, wobei A,
B und C skalare Quantenfelder der Skalendimensionen dA, dB bzw. dC in n = 4 Raumzeitdimen-
sionen bezeichnen. Zur Projektion auf den Twist-2-Anteil beider Vektoren verwenden wir erneut
den Vektor 〈V (x1, x2)| und untersuchen Fünfpunktfunktionen, die als Skalarprodukt dieses Vek-
tors und den drei zuvor aufgeführten Vektoren de�niert sind. Zunächst de�nieren wir ein System
konform-invarianter Variablen.

r :=
ρ12ρ34ρ35

ρ13ρ23ρ45

s1 := ρ13ρ45

ρ14ρ35
s2 := ρ23ρ45

ρ24ρ35

t1 := ρ15ρ34

ρ14ρ35
t2 := ρ25ρ34

ρ24ρ35

(4.1)

Die fünf Variablen r, s1, s2, t1, t2 sind unabhängig voneinander und bilden ein unter Vertauschung
der Punkte x1 und x2 invariantes System. Wir de�nieren weiterhin die Parameter

a :=
dB + dC − dA

2
, b :=

dA + dC − dB
2

, c :=
dA + dB − dC

2
(4.2)

und betrachten in diesem Rahmen folgende Funktionen:

g0(x1, x2, x3, x4, x5) := 〈V (x1, x2)C(x3)B(x4)A(x5)〉 =:
f0(r, s1, s2, t1, t2)
ρ12ρa34ρ

b
35ρ

c
45

g1(x1, x2, x3, x4, x5) := 〈V (x1, x2)ΠLC(x3)B(x4)A(x5)〉 =:
f1(r, s1, s2, t1, t2)
ρ12ρa34ρ

b
35ρ

c
45

g2(x1, x2, x3, x4, x5) := 〈V (x1, x2)ΠLC(x3)Πκ′L′B(x4)A(x5)〉 =:
f2(r, s1, s2, t1, t2)
ρ12ρa34ρ

b
35ρ

c
45

(4.3)

Die Funktionen gi genügen Systemen partieller Di�erentialgleichungen, die wie in Abschnitt 2.1
beschrieben in Gleichungssysteme der Funktionen fi transformiert werden können. Für alle i ∈
{0, 1, 2} sind die Funktionen gi harmonisch in den Variablen x1 und x2.

�1 gi = 0⇔ (�1)r,s1,s2,t1,t2fi = 0
�1 gi = 0⇔ (�2)r,s1,s2,t1,t2fi = 0

(4.4)

Dies charakterisiert den Twist-2-Anteil. Die Funktionen gi mit i ∈ {1, 2} genügen zusätzlich der
Casimirgleichung

C3,4,5 gi = λ1L gi ⇔ (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 fi = λ1L fi (4.5)

und g2 erfüllt darüber hinaus noch eine zweite Casimirgleichung

C4,5 g2 = λκ′L′ g2 ⇔ (C4,5)r,s1,s2,t1,t2 f2 = λκ′L′ f2 . (4.6)
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Bemerkung: Die Funktion g2 ist durch die Bedingungen (4.4) bis (4.6) eindeutig festgelegt. Die
Lösungen des Systems aus (4.4) und (4.5) sowie die Lösungen von (4.4) besitzen dagegen Frei-
heitsgrade. Wir werden in Abschnitt 4.2 ein System von Lösungen zu (4.4) und (4.5) angeben.

4.1 Transformation der Operatoren

Die Ergebnisse der Transformationen der Di�erentialoperatoren �1, �2 sowie C3,4,5 und C4,5 in
Di�erentialoperatoren (�1)r,s1,s2,t1,t2 , (�2)r,s1,s2,t1,t2 bzw. (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 und (C4,5)r,s1,s2,t1,t2 be-
züglich der konform-invarianten Variablen durch Wirkung auf die Funktionen gi aus (4.3) gemäÿ
dem in Abschnitt 2.1 vorgestellten Verfahren be�nden sich im Anhang C in den Tabellen C.1 bis
C.3. Das zentrale Ergebnis der Transformation halten wir in Form des folgenden Satzes fest.

Satz 4.1.1. Die Operatoren (�1)r,s1,s2,t1,t2, (�2)r,s1,s2,t1,t2 und (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 sind unabhängig
von den Skalendimensionen dA, dB und dC der Felder A, B bzw. C.

Beweis. Zum Beweis des Satzes betrachten wir die Tabellen C.1 bis C.2 in Anhang C.

4.2 Konstruktion von Lösungen

Die Aussage des Satzes 4.1.1 wird es uns im Folgenden erlauben spezielle Lösungsfunktionen
g1 von (4.4) und (4.5) für beliebige Skalendimensionen dA, dB und dC zu konstruieren. Durch
Linearkombinationen dieser Lösungen erhalten wir daraus Lösungsfunktionen g0 von (4.4).

4.2.1 Konstruktionsidee

Lösungen aus der Annahme dA = 0

Keiner der transformierten Operatoren (�1)r,s1,s2,t1,t2 , (�2)r,s1,s2,t1,t2 und (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 hängt
von den Gröÿen a, b und c ab, d.h. die Operatoren sind unabhängig von den Skalendimensionen
dA, dB und dC der beteiligten Skalarfelder A, B bzw. C. Setzen wir zunächst dA = 0, so muss
A einem skalaren Vielfachem des Einheitsoperators 1 entsprechen, da diese die einzigen Opera-
toren der Skalendimension null sind. Das führt dazu, dass sich die Fünfpunktfunktion zu einer
Vierpunktfunktion vereinfacht.

〈V (x1, x2)ΠLC(x3)B(x4)A(x5)〉 dA=0−→ 〈V (x1, x2)ΠLC(x3)B(x4)〉

Die Form der Vierpunktfunktion ist nach [4] und (3.8) bekannt. Mit den De�nitionen des vorhe-
rigen Abschnitts gilt

a =
dB + dC

2
und b =

dC − dB
2

= −c .

Aus der Behandlung der Vierpunktfunktionen wissen wir, dass die Lösung g1 des Systems

�1 g1 = 0 = �2 g1

C3,4 g1 = λ1L g1

(4.7)
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sich nach [4] als g1 (x1, x2, x3, x4) = 1
ρ12ρa34

(
ρ14

ρ13

)b
fb,L(s, t) mit einer bis auf einen konstanten

Vorfaktor eindeutigen Funktion fb,L der konformen Invarianten schreiben lässt. Wir benutzen die
Identitäten rs2 = s und s2

s1
= t um die Lösung für unsere Zwecke geeignet umzuschreiben.

Ag1 (x1, x2, x3, x4) =
1

ρ12ρa34

(
ρ14

ρ13

)b
fb,L(s, t)

=
ρb45

ρ12ρa34ρ
b
35

(
ρ14ρ35

ρ13ρ45

)b
fb,L

(
rs2,

s2

s1

)
=

1
ρ12ρa34ρ

b
35ρ

c
45

(
1
s1

)b
fb,L

(
rs2,

s2

s1

)
︸ ︷︷ ︸

=:Afb,L(r,s1,s2,t1,t2)

Der Index A kennzeichnet die Annahme dA = 0. Im letzten Schritt der Rechnung haben wir
b = −c ausgenutzt. Die Funktion Afb,L entsteht also aus der Funktion Agb,L, indem man den
Vorfaktor abspaltet, den wir zur Transformation der Operatoren im vorangegangenen Abschnitt
benutzt haben. Sie löst somit für dA = 0 die Gleichungen

(�1)r,s1,s2,t1,t2 Afb,L = 0 = (�2)r,s1,s2,t1,t2 Afb,L

(C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 Afb,L = λ1L Afb,L .

(4.8)

Die Annahme dA = 0 �ieÿt jedoch an keiner Stelle in die transformierten Operatoren (�1)r,s1,s2,t1,t2 ,
(�1)r,s1,s2,t1,t2 und (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 ein, die nach Satz 4.1.1 unabhängig von den Skalendimensio-
nen der Felder sind, sodass ungeachtet der beteiligten Felder A, B, C die Funktion Afk,L durch

g1 (x1, x2, x3, x4, x5) = Afk,L(r, s1, s2, t1, t2)
ρ12ρa34ρ

b
35ρ

c
45

∀k ∈ Z

eine Lösung g1 von (4.4) und (4.5) de�niert.

Weitere Lösungen

Es können vollkommen analog zum Vorangegangenen Lösungen aus den Annahmen dB = 0 bzw.
dC = 0 konstruiert werden. Wir de�nieren dazu für i, j ∈ {3, 4, 5} die Variablen

si,j :=
ρ12ρij
ρ1iρ2j

und ti,j :=
ρ1jρ2i

ρ1iρ2j
. (4.9)

Man beachte, dass s3,4 = s und t3,4 = t gilt. Die Variablen lassen sich wie in Tabelle 4.1 aufgeführt
über die konform-invarianten Variablen r, s1, s2, t1, t2 darstellen. Dabei be�nden sich in der zweiten
Spalte die Indizes (i, j), die für die Variablen si,j und ti,j zu verwenden sind, um die Lösung aus
der Annahme der ersten Spalte darzustellen. Da die Operatoren (4.8) ein unter Vertauschung von
x1 und x2 symmetrisches System bilden, sind auch alle Funktionen, die man aus der Vertauschung
der Indizes 1 und 2 in den konform-invarianten Variablen der Lösungsfunktionen erhält, Lösungen
des Systems (4.8). Wir führen zusätzlich die Variablen

ŝi,j :=
ρ12ρij
ρ1jρ2i

=
si,j
ti,j

und t̂i,j :=
ρ1iρ2j

ρ1jρ2i
=

1
ti,j

(4.10)
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Lösung aus Annahme (i, j) si,j ŝi,j ti,j t̂i,j

dA = 0 (3, 4) r · s2 r · s1
s2
s1

s1
s2

dB = 0 (3, 5) r·s2
t2

r·s1
t1

s1·t2
s2·t1

s2·t1
s1·t2

dC = 0 (4, 5) r·s1·s2
t2

r·s1·s2
t1

t2
t1

t1
t2

Tabelle 4.1: Zu den Variablen (4.9) und (4.10)

ein, welche genau durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 aus si,j und ti,j hervorgehen. Auch diese
lassen sich, wie in Tabelle 4.1 aufgeführt, über die konform-invarianten Variablen r, s1, s2, t1, t2
darstellen.

Aus der Annahme dB = 0 erhalten wir unter Verwendung von a = −c die Lösungen

Bg1 (x1, x2, x3, x5) =
1

ρ12ρb35

(
ρ15

ρ13

)a
fa,L(s3,5, t3,5)

=
ρa45

ρ12ρa34ρ
b
35

(
ρ15ρ34

ρ13ρ45

)a
fa,L

(
rs2

t2
,
s2t1
s1t2

)
=

1
ρ12ρa34ρ

b
35ρ

c
45

(
t1
s1

)a
fa,L

(
rs2

t2
,
s2t1
s1t2

)
︸ ︷︷ ︸

=:Bfa,L(r,s1,s2,t1,t2)

.

Aus der Annahme dC = 0 erhalten wir unter Verwendung von a = −b die Lösungen

Cg1 (x1, x2, x4, x5) =
1

ρ12ρc45

(
ρ15

ρ14

)a
fa,L(s4,5, t4,5)

=
ρa35

ρ12ρa34ρ
c
45

(
ρ15ρ34

ρ14ρ35

)a
fa,L

(
rs1s2

t2
,
t1
t2

)
=

1
ρ12ρa34ρ

b
35ρ

c
45

(t1)a fa,L

(
rs1s2

t2
,
t1
t2

)
︸ ︷︷ ︸

=:Cfa,L(r,s1,s2,t1,t2)

.
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4.2.2 Klassi�kation von Lösungen

Die Lösungen der Gleichungen (4.8) lassen sich durch die Eigenwerte λ1L des transformierten
Casimiroperators klassi�zieren. Wir werden die zugehörigen Eigenräume mit E1,L bezeichnen.
Weiterhin sei E1 =

⊕∞
L=0 E1,L der Raum aller Lösungen von (4.8). Die Anzahl der von uns kon-

struierten Lösungen hängt vom Spin L ab. Wir beschränken uns bei den folgenden Betrachtungen
wieder auf die Lösungen des Spezialfalls dA = 0. Die Resultate gelten aber vollkommen analog
auch für die weiteren Lösungen.

Felder unterschiedlicher Skalendimension

Die Tatsache, dass die Funktion 〈V (x1, x2)C(x3)B(x4)〉 für unterschiedliche Skalendimensionen
dC 6= dB durch die Partialwelle zum Spin L = 0 festgelegt ist, führt dazu, dass für b 6= 0 nur
Lösungen der Form

Afb,0 (r, s1, s2, t1, t2) =
(

1
s1

)b
fb,0

(
rs2,

s2

s1

)
angegeben werden können. Dies liefert eine biharmonische Funktion zum Eigenwert λ10 des Casi-
miroperators.

Felder gleicher Skalendimension

Im Fall b = 0 sind alle Partialwellen gemäÿ [4] vom Twist 2 Lösungen der Gleichungen (4.7). Sie
werden durch den Spin L ∈ N0 indiziert. Hierbei ist der Eigenwert der Lösung bei Anwendung
des Casimiroperators λ1L also vom Spin L abhängig.

Zusammenfassung

Da alle Lösungen biharmonisch sind, liegen sie im Raum E1 der Partialwellenentwicklung zu κ = 1.
Da sie weiterhin Eigenfunktionen des Casimiroperators zum Eigenwert λ1L sind, müssen sie sogar
in den Unterräumen E1,L zum Spin L liegen. Es ist also nicht möglich, dass die konstruierten
Lösungen in Eigenräumen höheren Twists mit niedrigerem Spin liegen, was aufgrund der Abhän-
gigkeit des Eigenwerts λκL von den beiden Quantenzahlen Twist 2κ und Spin L denkbar wäre.
Insgesamt können wir folgende Fakten festhalten:

• Wir erhalten drei Scharen von Lösungen von (4.7) bzw. (4.8) gemäÿ den Fällen dA = 0,
dB = 0 und dC = 0.

• Aus jedem Element dieser Scharen lässt sich durch die Vertauschung x1 ↔ x2 eine weitere
Lösung bestimmen.

• Jede der Scharen liefert beliebig viele Lösungen im Eigenraum E1,0 zum Twist 2 und Spin
L = 0.

• Jede der Scharen liefert genau eine Lösung im Eigenraum E1,L zum Twist 2 und L ∈ N.
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4.2.3 Explizite Form der Lösungen

Die im Folgenden aufgeführten speziellen Lösungen gδ,(i,j) und g(i,j),L sind über Funktionen der
konform-invarianten Variablen r, s1, s2, t1, t2 de�niert. Der Index (i, j) = (3, 4) kennzeichnet dabei
Lösungen, die man aus der Annahme dA = 0 erhält. Die Indizes (i, j) = (3, 5) und (i, j) = (4, 5)
kennzeichnen entsprechend die Lösungen der Betrachtungen dB = 0 bzw. dC = 0. Wir nehmen
nun eine der Lösungsscharen an, die dem Spezialfall entstammen, dass eines der Felder A, B oder
C die Skalendimension 0 besitzt. Da im Fall nicht verschwindender Skalendimensionsdi�erenz
δ = 2k mit k ∈ Z der anderen beiden Felder gemäÿ Satz 3.3.1 nur der Fall des Spins L = 0
eine Lösung liefert, entfällt die Spinabhängigkeit der Lösung und wir können gδ,(i,j) schreiben.
Im Fall δ = 0 hingegen werden die Lösungen g(i,j),L durch den Spin L indiziert und tragen keine
δ-Abhängigkeit mehr. Zur Darstellung der Lösungen de�nieren wir sogenannte chirale Variablen
zu s und t durch

si,j =: ui,j vi,j und ti,j =: (ui,j − 1) (vi,j − 1) .

Analog müssen wir chirale Variablen für ŝi,j und t̂i,j einführen.

ŝi,j =: ûi,j v̂i,j =
ui,j

ui,j − 1
vi,j

vi,j − 1

t̂i,j =: (ûi,j − 1) (v̂i,j − 1) =
1

ui,j − 1
1

vi,j − 1

Benutzt man die Relationen zwischen ŝi,j , t̂i,j und si,j , ti,j ergibt sich

ûi,j v̂i,j = ŝi,j =
si,j
ti,j

=
ui,j

ui,j − 1
vi,j

vi,j − 1

(ûi,j − 1) (v̂i,j − 1) = t̂i,j =
1
ti,j

=
1

ui,j − 1
1

vij − 1
=
(

ui,j
ui,j − 1

− 1
) (

vi,j
vi,j − 1

− 1
)

.

Daraus lässt sich unmittelbar (vergleiche mit De�nition von û und v̂ im Abschnitt 2.3)

ûi,j =
ui,j

ui,j − 1
und v̂i,j =

vi,j
vi,j − 1

ablesen. Wir geben auÿerdem einen Ausdruck für die inverse Transformation von konform-invarianten
Variablen in chirale Variablen an (siehe [14]), der für si,j < (1−√ti,j)2 mit ui,j , vi,j ∈ R und
ui,j + vi,j < 1− ti,j + si,j < 2 gültig ist.

ui,j =
1
2

(
(1− ti,j + si,j) +

√
(1− ti,j + si,j)

2 − 4si,j

)
vi,j =

1
2

(
(1− ti,j + si,j)−

√
(1− ti,j + si,j)

2 − 4si,j

)
Weiterhin de�nieren wir zur Verkürzung der auftretenden Terme die beiden Funktionen (vergleiche
mit den De�nitionen aus Kapitel 2 und mit [4])

Gk,µ(x) := xµ+1 F

(
µ, µ+

k

2
; 2µ;x

)
Ek,ν (x, y) :=

1
x− y

(Gk,1+ν(x) Gk,0(y)−Gk,1+ν(y) Gk,0(x)) .
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Die Lösungen von (4.4) und (4.5) schreiben sich somit in der Form

gδ,(i,j) (x1, x2, x3, x4, x5) =
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

(
q(i,j) (s1, t1)

) δ
2 Eδ,0 (ui,j , vi,j)

g(i,j),L (x1, x2, x3, x4, x5) =
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

E0,L (ui,j , vi,j) .

(4.11)

Durch Vertauschung von x1 und x2 erhält man zusätzlich die Lösungen

ĝδ,(i,j) (x1, x2, x3, x4, x5) =
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

(
q(i,j) (s2, t2)

) δ
2 Eδ,0 (ûi,j , v̂i,j)

ĝ(i,j),L (x1, x2, x3, x4, x5) =
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

E0,L (ûi,j , v̂i,j) .

(4.12)

Dabei gilt stets δ
2 ∈ Z. Die Form der Funktionen q(i,j) kann Tabelle 4.2 entnommen werden.

q(3,4)(x, y) q(3,5)(x, y) q(4,5)(x, y)

1
x

y
x y

Tabelle 4.2: De�nition von q(i,j)

Wir haben eine Menge spezieller Lösungen g1 des Systems der Gleichungen (4.4) und (4.5) kon-
struiert. Durch Linearkombination dieser Lösungen lassen sich wiederum allgemeinere Lösungen
g0 von (4.4) konstruieren. Eine Lösung g2 konnte für beliebige Skalendimensionen dA, dB und dC
der Felder A bzw. B bzw. C nicht gefunden werden, da in diesem Fall der Operator (C4,5)r,s1,s2,s3,s4
von den Skalendimensionen der Felder abhängt. Lediglich die Lösung g2 :=A g1 liefert für dA = 0
eine Lösung g2 zum Spezialfall C4,5 g2 = λ1,L g2 von Gleichung (4.6).

4.2.4 Alternative Darstellung der Lösungen

Wir können alternativ zur Darstellung der Partialwellen nach [4] für den Spezialfall δ 6= 0 und
L = 0 auch die Lösungsdarstellung (3.8) benutzen. Für dA = 0 und δ = 2b erhält man

Agb,0 (x1, x2, x3, x4) =
1

ρ1−b
14 ρb13ρ23ρ

a−1
34

fb(s3,4, t3,4)

=
ρ−b45

ρ12ρa34ρ
b
35

ρ12ρ34ρ
b
35

ρ1−b
14 ρb13ρ23ρb45

fb(s3,4, t3,4)

=
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

ρ12ρ34ρ35

ρ13ρ23ρ45

(
ρ14ρ35

ρ13ρ45

)b−1

fb(s3,4, t3,4)

=
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

rs−b+1
1 fb(s3,4, t3,4) .



62 4 Zum Twist-2-Anteil dreier skalarer Felder

Setzen wir dB = 0 und δ = 2a gilt

Bga,0 (x1, x2, x3, x5) =
1

ρ1−a
15 ρa13ρ23ρ

b−1
35

fa (s3,5, t3,5)

=
ρa45

ρ12ρa34ρ
b
35

ρ12ρ
a−1
15 ρa34ρ35

ρa13ρ23ρa45

fa (s3,5, t3,5)

=
ρa45

ρ12ρa34ρ
b
35

ρ12ρ34ρ35

ρ13ρ23ρ45

(
ρ15ρ34

ρ13ρ45

)a−1

fa (s3,5, t3,5)

=
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

r

(
t1
s1

)a−1

fa (s3,5, t3,5) .

Für dC = 0 und δ = 2a folgt

Cga,0 (x1, x2, x4, x5) =
1

ρ1−a
15 ρa14ρ24ρ

c−1
45

fa (s4,5, t4,5)

=
ρa35

ρ12ρa34ρ
c
45

ρ12ρ
a−1
15 ρa34ρ45

ρa14ρ24ρa35

fa (s4,5, t4,5)

=
ρa35

ρ12ρa34ρ
b
35

ρ12ρ34ρ45

ρ14ρ24ρ35

(
ρ15ρ34

ρ14ρ35

)a−1

fa (s4,5, t4,5)

=
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

rs1s2t
a−1
1 fa (s4,5, t4,5) .

Die Funktion fm(x, y) ist de�niert durch

fm(x, y) :=
m−1∑
k=0

F

(
k −m+ 1, k + 1; 1;

x

y

)(
1
y

)k
.

Man erhält mit den in Tabelle 4.3 aufgeführten Funktionen pδ,(i,j) die Lösungen

Fδ,(i,j) (x1, x2, x3, x4, x5) =
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

· p δ
2
,(i,j) (r, s1, s2, t1, t2) f δ

2
(si,j , ti,j)

F̂δ,(i,j) (x1, x2, x3, x4, x5) =
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

· p δ
2
,(i,j) (r, s2, s1, t2, t1) f δ

2
(ŝi,j , t̂i,j) .

(4.13)

pm,(3,4) (v, w, x, y, z) pm,(3,5) (v, w, x, y, z) pm,(4,5) (v, w, x, y, z)

v
(

1
w

)m−1
v
( y
w

)m−1
v w x (y)m−1

Tabelle 4.3: Zur De�nition von pm,(i,j)
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4.3 Zur Unvollständigkeit der Lösungen

Wir wollen in diesem Abschnitt einen Beweis dafür geben, dass das von uns in Kapitel 4.2 kon-
struierte System von Lösungen unvollständig ist und formulieren folgenden Satz.

Satz 4.3.1. Die speziellen Lösungen gδ,(i,j) und g(i,j),L mit i ∈ {3, 4, 5} bilden kein vollständiges
System von Lösungen zu (4.4). Mit anderen Worten: Es gibt biharmonische Funktionen g, die
nicht vollständig nach den Lösungen gδ,(i,j) und g(i,j),L entwickelt werden können.

Beweis. Zum Beweis betrachten wir zunächst die Lösungen gδ,(3,4) und g(3,4),L. Diese hängen per
Konstruktion nicht von den beiden Abstandsquadraten ρ15 und ρ25 ab. Ebenso können ĝδ,(3,4)

und ĝ(3,4),L, da sie lediglich durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 in den Abstandsquadra-
ten aus gδ,(3,4) bzw. g(3,4),L hervorgehen, nicht von diesen Variablen abhängen. Die Lösungen zu
(i, j) = (3, 4) liegen somit allesamt im Kern des Operators

A5 :=
∂

∂ρ15
+

∂

∂ρ25
.

Analog �ndet man, dass die Lösungen zu (i, j) = (3, 5) nicht von ρ14 und ρ24 und die Lösungen
zu (i, j) = (4, 5) nicht von ρ13 und ρ23 abhängen können. In Tabelle 4.4 sind die drei Typen der
Lösungen aus Kapitel 4.2, unterschieden durch den Index (i, j), angegeben. Nebenstehend �nden
sich die Variablen, von denen die Lösungen per De�nition nicht abhängen, und in der rechten
Spalte ein Operator, der die Lösungen annihiliert. Da die drei Operatoren in der rechten Spalte

Typ der Lösung Nicht auftretende Variablen Annihilierender Operator

(i, j) = (3, 4) ρ15, ρ25 A5 = ∂
∂ρ15

+ ∂
∂ρ25

(i, j) = (3, 5) ρ14, ρ24 A4 = ∂
∂ρ14

+ ∂
∂ρ24

(i, j) = (4, 5) ρ13, ρ23 A3 = ∂
∂ρ13

+ ∂
∂ρ23

Tabelle 4.4: Zu den Lösungen von (4.7)

miteinander kommutieren, ist

A := A3 A4 A5 =
(

∂

∂ρ13
+

∂

∂ρ23

) (
∂

∂ρ14
+

∂

∂ρ24

) (
∂

∂ρ15
+

∂

∂ρ25

)
ein Operator, der beliebige Linearkombinationen aller in 4.2 gefundenen Lösungen annihiliert.
Würden die von uns konstruierten Lösungen von (4.8) ein vollständiges System bilden, so lieÿe
sich jede Fünfpunktfunktion der Form

G (x1, x2, x3, x4, x5) := 〈: φ1(x1)φ2(x2) : C(x3)B(x4)A(x5)〉 (4.14)
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komplett nach diesen Lösungen entwickeln. Dabei sind φ1 und φ2 freie Felder und das normalge-
ordnete Produkt : φ1(x1)φ2(x2) : tritt an die Stelle von V (x1, x2)1. Da der Operator A jedoch
jede der Partialwellen einzeln annihiliert, müsste er auch die komplette Fünfpunktfunktion (4.14)
annihilieren. Wir konstruieren nun eine Fünfpunktfunktion, die nicht von A annihiliert wird und
deshalb nicht vollständig nach den von uns konstruierten Lösungen entwickelt werden kann. Dazu
de�nieren wir Felder C, B und A, die aus dem Multiplett der Felder φ0, φ1, φ2, φ3 der Skalendi-
mension 1 sowie deren Ableitungen gebildet sind. Sei zunächst(

: φ
↔
∂µ ψ :

)
(x) := (: φ(∂µψ)− (∂µφ)ψ :) (x)

für zwei beliebige Skalarfelder φ und ψ de�niert. Die Felder A, B, C wählen wir

C(x3) := : (φ0

↔
∂µ φ2) (φ1

↔
∂µ φ3) : (x3)

B(x4) := : φ0φ1 : (x4)
A(x5) := : φ1φ3 : (x5) .

Das folgende Kontraktionsschema de�niert unser Gegenbeispiel2.

〈: φ1(x1)φ2(x2) : (: (φ0

↔
∂µ φ2)(φ1

↔
∂µ φ3) : (x3)) (: φ0φ1 : (x4)) (: φ1φ3 : (x5))〉

=
1
ρ15
〈φ0(x3)φ0(x4)〉 〈φ2(x2) (∂3µφ2(x3))〉 〈φ1(x3)φ1(x4)〉 〈(∂µ3 φ3(x3))φ3(x5)〉

− 1
ρ15
〈φ0(x3)φ0(x4)〉 〈φ2(x2) (∂3µφ2(x3))〉 〈(∂µ3 φ1(x3))φ1(x4)〉 〈φ3(x3)φ3(x5)〉

− 1
ρ15
〈(∂3µφ0(x3))φ0(x4)〉 〈φ2(x2)φ2(x3)〉 〈φ1(x3)φ1(x4)〉 〈(∂µ3 φ3(x3))φ3(x5)〉

+
1
ρ15
〈(∂3µφ0(x3))φ0(x4)〉 〈φ2(x2)φ2(x3)〉 〈(∂3µφ1(x3))φ1(x4)〉 〈φ3(x3)φ3(x5)〉

=
1
ρ15

1
ρ34

(
∂3µ

1
ρ23

)
1
ρ34

(
∂µ3

1
ρ35

)
− 1
ρ15

1
ρ34

(
∂3µ

1
ρ23

)
1
ρ35
·
(
∂µ3

1
ρ34

)
− 1

ρ15

1
ρ23

(
∂3µ

1
ρ34

)
1
ρ34

(
∂µ3

1
ρ35

)
+

1
ρ15

1
ρ23

(
∂3µ

1
ρ34

)
1
ρ35

(
∂µ3

1
ρ34

)
=

4
ρ15ρ23ρ2

34ρ35

(
x32 · x35

ρ23ρ35
− x32 · x34

ρ23ρ34
− x34 · x35

ρ34ρ35
+
x34 · x34

ρ34ρ34

)
=

2
ρ15ρ23ρ2

34ρ35

(
ρ35 − ρ25 + ρ23

ρ23ρ35
− ρ34 − ρ24 + ρ23

ρ23ρ34
− ρ35 − ρ45 + ρ34

ρ34ρ35
+

2
ρ34

)
=

2
ρ15ρ23ρ2

34ρ35

(
ρ24

ρ23ρ34
+

ρ45

ρ34ρ35
− ρ25

ρ23ρ35

)
Diese Fünfpunktfunktion ist per Konstruktion harmonisch in der Variablen x1 und x2 und wird
vom Operator A nicht annihiliert, da der erste Summand auf der rechten Seite einen Term das
Verhalten ρ24

ρ15ρ2
23

liefert. Sie kann deswegen nicht vollständig nach den Lösungen von Abschnitt

4.2 entwickelt werden.
1Dies ist möglich, da V (x1, x2) sich aus Termen der Form : φ1(x1)φ2(x2) : zusammensetzt, die manifest Twist-2-
Komponenten besitzen.

2Kontraktionen werden durch eine Klammer oberhalb oder unterhalb der Korrelationsfunktion gekennzeichnet
und geben die Abspaltung der Zweipunktfunktion der beiden geklammerten Felder φi i ∈ {0, 1, 2, 3} vom
Rest der Korrelationsfunktion an.
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4.4 Zur Charakterisierung des Twist-2-Anteils

Analog den im Fall zweier skalarer Felder A und B gefundenen Twist-2-charakterisierenden Opera-
toren D3,4 und E3,4 ist es wünschenswert Di�erentialoperatoren D3,4,5 und E3,4,5 der Variablen x3,
x4 und x5 zu �nden, die Funktionen des Typs 〈V (x1, x2)C(x3)B(x4)A(x5)〉 und somit auch jede
andere Funktion der Form 〈...Πκ=1C(x3)B(x4)A(x5)〉 annihilieren, sodass eine Charakterisierung
der Twist-2-Projektion gegeben ist. Unsere Strategie solche Operatoren zu �nden ist wie im Vier-
punktfall die Transformation der Operatoren in konform-invariante Variablen. Die Gleichungen
D3,4,5 gi = 0 und E3,4,5 gi = 0 charakterisieren die Projektion auf Twist 2 durch 〈V (x1, x2)| äqui-
valent zu �1 gi = 0 und �2 gi = 0, falls die transformierten Gleichungen (D3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 fi = 0
und (E3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 fi = 0 ein zum System (�1)r,s1,s2,t1,t2 fi = 0 und (�2)r,s1,s2,t1,t2 fi = 0
äquivalentes System partieller Di�erentialgleichungen bilden. Dies ist im folgenden Diagramm
dargestellt.

D3,4,5 gi = 0 ⇔ (D3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 fi = 0
E3,4,5 gi = 0 ⇔ (E3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 fi = 0

}
⇔
{

(�1)r,s1,s2,t1,t2 fi = 0 ⇔ �1 gi = 0
(�2)r,s1,s2,t1,t2 fi = 0 ⇔ �2 gi = 0

Wir werden jedoch in diesem Abschnitt aufzeigen, dass die von uns verfolgte Strategie die Opera-
toren D3,4,5 und E3,4,5 zu �nden mit Schwierigkeiten verbunden ist. Dazu tre�en wir die folgende
De�nition.

De�nition 4.4.1. Einen Di�erentialoperator bezüglich der Variablen x1, .., x5 nennen wir 1-2-
symmetrisch, wenn er invariant unter der Vertauschung x1 ↔ x2 ist. Entsprechend heiÿen Dif-
ferentialoperatoren bezüglich der Abstandsquadrate oder bezüglich der konform-invarianten Varia-
blen 1-2-symmetrisch, wenn sie invariant unter der Vertauschung ρ1j ↔ ρ2j ∀j ∈ {3, 4, 5} bzw.
der Vertauschung s1 ↔ s2 sowie t1 ↔ t2 sind.

Wir bemerken, dass bei entsprechendem Austausch der Indizes 1 und 2 innerhalb der Operato-
ren (�1)r,s1,s2,t1,t2 und (�2)r,s1,s2,t1,t2 die Operatoren zwar in einander jedoch nicht in sich selbst

überführt werden. Die Operatoren sind somit nicht 1-2-symmetrisch. Es sei A(1)
r,s1,s2,t1,t2

ein Dif-

ferentialoperator der konform-invarianten Variablen und A(2)
r,s1,s2,t1,t2

der durch Vertauschung der

Indizes 1 und 2 in allen Termen von A(1)
r,s1,s2,t1,t2

entstehende Operator. Dann ist der Operator

A(1)
r,s1,s2,t1,t2

(�1)r,s1,s2,t1,t2 +A(2)
r,s1,s2,t1,t2

(�2)r,s1,s2,t1,t2 (4.15)

1-2-symmetrisch. Insbesondere ist für jede Funktion h der konform-invarianten Variablen

h(r, s1, s2, t1, t2) (�1)r,s1,s2,t1,t2 + h(r, s2, s1, t2, t1) (�2)r,s1,s2,t1,t2 (4.16)

1-2-symmetrisch. Wir betrachten für i, j, k ∈ {3, 4, 5}, q ∈ Q die Operatoren

ρqij , xij · ∂k, ∂i · ∂j (4.17)

und die von den Operatoren aufgespannte Algebra A3, in der D3,4,5 und E3,4,5 enthalten sind.

Satz 4.4.2. Sei O3,4,5 ∈ A3 ein Operator und g(x1, x2, x3, x4, x5) := f(r,s1,s2,t1,t2)

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

eine Funk-

tion, sodass die Wirkung von O3,4,5 auf g über einen auf die Funktion f wirkenden Operator
(O3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 bezüglich der konform-invarianten Variablen r, s1, s1, t1, t1 angeben werden
kann. Dann ist (O3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 1-2-symmetrisch.
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Beweis. Zunächst bemerken wir, dass die oben aufgeführten Generatoren von A3 nicht von den
Punkten x1 und x2 abhängen und somit 1-2-symmetrisch sind. Unter algebraischen Operationen
bleibt die 1-2-Symmetrie erhalten und somit folgt, dass jedes Element O3,4,5 ∈ A 1-2-symmetrisch
ist. O3,4,5 transformiert sich deshalb angewendet auf eine Funktion g der Abstandsquadrate zu ei-
nem Di�erentialoperator (O3,4,5)ρ der Abstandsquadrate. (O3,4,5)ρ ist aufgrund der 1-2-Symmetrie
von O3,4,5 ebenfalls 1-2-symmetrisch. Zur Veranschaulichung betrachten wir die Generatoren von
A3 angewendet auf eine Funktion g der Abstandsquadrate.

(xij · ∂k) g =
5∑
l=1

(−ρik + ρil − ρjl + ρjk)
∂ g

∂ρkl

(∂i · ∂j) g = 2
5∑

l,m=1

(ρil + ρjm − ρij − ρlm)
∂2g

∂ρim∂ρjl
− 8

∂g

∂ρij
.

Die rechten Seiten der Gleichungen ergeben sich aus den Betrachtungen von Abschnitt 2.1, wobei
i, j, k ∈ {3, 4, 5} gilt. Auf den linken Seiten treten 1-2-symmetrische Operatoren von x1, ..., x5 und
auf den rechten Seiten 1-2-symmetrische Operatoren der entsprechenden Abstandsquadrate auf.
Algebraischen Verknüpfungen der Operatoren der linken Seiten entsprechen den gleichen alge-
braischen Operationen der Operatoren der rechten Seiten. Somit gilt, dass aus der 1-2-Symmetrie
von O3,4,5 ∈ A3 bereits die 1-2-Symmetrie von (O3,4,5)ρ folgt. Wir nutzen nun die spezielle Form

g(x1, x2, x3, x4, x5) = f(r,s1,s2,t1,t2)

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

sowie die Existenz von (O3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 . Direkt aus der De�-
nition der konform-invarianten Variablen im Fünfpunktfall (4.1) folgt:

• Nur die Variable r trägt eine Abhängigkeit von ρ12.

• s1 trägt die gleiche Abhängigkeit von ρ34, ρ35 und ρ45 wie s2.

• t1 trägt die gleiche Abhängigkeit von ρ34, ρ35 und ρ45 wie t2.

• s1 trägt die gleiche Abhängigkeit von ρ13, ρ14 und ρ15 wie s2 von ρ23 bzw. ρ24 bzw. ρ25.

• t1 trägt die gleiche Abhängigkeit von ρ13, ρ14 und ρ15 wie t2 von ρ23 bzw. ρ24 bzw. ρ25.

In einem ersten Schritt lässt sich der 1-2 symmetrische Di�erentialoperator O3,4,5 durch Anwen-
dung auf g zu einem Operator 1-2-symmetrischen (O3,4,5)ρ der Abstandsquadrate wirkend auf
g transformieren. Aufgrund der 1-2-Symmetrie des in der De�nition von g auftretenden Faktors

1
ρ12ρa34ρ

b
35ρ

c
45

und der symmetrischen Wahl der konform-invarianten Variablen r, s1, s2, t1 und t2
ist dann der im zweiten Transformationsschritt durch

(O3,4,5)ρg =
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

(O3,4,5)r,s1,s2,t1,t2f

bestimmte Operator (O3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 in den konform-invarianten Variablen 1-2-symmetrisch.

Als Folgerung dieser Betrachtungen ergibt sich, dass es keine Elemente D3,4,5 ∈ A3 mit D3,4,5g = 0
gibt, für die ein transformierter Operator (D3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 existiert, sodass (D3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 f = 0
entweder zu (�1)r,s1,s2,t1,t2 f = 0 oder zu (�2)r,s1,s2,t1,t2 f = 0 äquivalent ist. Die Bedingung
(D3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 f = 0 kann jedoch dazu äquivalent sein, dass ein Operator in (4.15) mit geeignet
gewählten A(1) und A(2) die Funktion f annihiliert.

Es ist sinnvoll, den einfachsten Fall zu untersuchen, in dem A(1) und A(2) gemäÿ (4.16) durch eine
Funktion h gegeben sind, sodass durch (4.16) ein Di�erentialoperator zweiter Ordnung de�niert
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wird. Die einfachsten Operatoren zweiter Ordnung in A3, deren Wirkung auf g in Form von Opera-
toren (O3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 wirkend auf f angegeben werden können, sind die d'Alembert-Operatoren
ρ34ρ35

ρ45
�3,

ρ34ρ45

ρ35
�4 und ρ35ρ45

ρ34
�5 sowie die Casimiroperatoren C3,4,5, C3,4, C3,5 und C4,5. Wir

werden zeigen, dass keine Funktion h existiert, sodass es eine Linearkombination D3,4,5 ∈ A3 der
aufgezählten Operatoren gibt, für die

(D3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 f = 0

⇔ (h(r, s1, s2, t1, t2) (�1)r,s1,s2,t1,t2 + h(r, s2, s1, t2, t1) (�2)r,s1,s2,t1,t2) f = 0

gilt. Wir betrachten dazu lediglich die Ableitungen zweiter Ordnung der in konform-invariante
Variablen transformierten Operatoren. Diese sind in Anhang D in den Tabellen D.1 bis D.5 zu
�nden. Die zweiten Ableitungen des transformierten (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 ergeben sich aus Addition
entsprechender Koe�zientenfunktionen der anderen Casimiroperatoren und wurden nicht extra
angegeben. Man erkennt anhand von Tabelle D.1, dass unabhängig von der Wahl der Funktion
h der Operator (4.16) verschwindende Koe�zientenfunktionen zu den Ableitungstermen ∂

∂s1∂s2
,

∂
∂s1∂t2

, ∂
∂s2∂t1

und ∂
∂t1∂t2

besitzt. Gleiches müsste für die gesuchte Linearkombination D3,4,5 der
Operatoren aus D.2 bis D.5 gelten. Es lässt sich jedoch keine nichttrivale Linearkombination der
betrachteten Operatoren �nden, die diese Bedingung erfüllt. Wir zeigen dies am Beispiel der
Koe�zientenfunktion ∂

∂s1∂s2
. Für a1, ..., a6 ∈ C folgt aus

a1

(
s2t1 + s1t2 − rs1s2

s1s2

)
+ a2 (t1 + t2 − rs1s2) + 2a3

+2a4

(
rs1s2 − s1 − s2

s1
+
rs1s2 − s1 − s2

s2
+

1 + s1 − t1
s1

+
1 + s2 − t2

s2
+ s1 + s2 − t1 − t2 − 2

)
+2a5

(
s1 + t1 − 1

s1
+
s2 + t2 − 1

s2

)
+ 2a6 (6 + t1 + t2 − s1 − s2)

!= 0

für beliebige Werte von r, s1, s2 , t1, t2, dass a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0 gilt. Wir können
somit den folgenden Satz formulieren

Satz 4.4.3. Es gibt keine Linearkombination der Operatoren ρ34ρ35

ρ45
�3,

ρ34ρ45

ρ35
�4 und ρ35ρ45

ρ34
�5

sowie der Casimiroperatoren C3,4,5, C3,4, C3,5 und C4,5 und zusätzlicher Operatoren erster Ord-
nung bezüglich der Variablen x3, x4 und x5, die einen der Di�ernetialoperatoren D3,4,5 oder E3,4,5

de�niert.
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5 Abschlieÿende Bemerkungen und Ausblicke

Wir wollen diese Diplomarbeit mit einigen Bemerkungen und Ausblicken beschlieÿen. Das erste
wesentliche Resultat der Arbeit stellt die Transformation des Casimirelements C dar, das wir in
Abschnitt 1.5 eingeführt und dessen Wirkung auf Vektoren |φ(x1)...φN (xN )〉 wir in Abschnitt 1.6
in Form des quadratischen konformen Casimiroperators C1,...,N angegeben haben. Hervorzuheben
ist dabei, dass die Darstellung des Casimiroperators C1,...,N in Satz 1.6.1 für beliebige Raumzeitdi-
mensionen n und beliebig viele verschiedene Skalarfelder φi gültig ist. Somit kann der in Satz 1.6.1
angegebene Casimiroperator in zukünftigen Arbeiten z.B. zur Untersuchung der Partialwellen von
Korrelationsfunktionen 2N skalarer Felder benutzt werden. Die Motivation, den quadratischen Ca-
simiroperator zu solchen Untersuchungen zu verwenden, ist dabei die überschaubare Form, die er
gemäÿ Satz 1.6.1 besitzt.

In Kapitel 3 haben wir mit Satz 3.4.1 den Twist-2-Anteil von Vektoren |B(x3)A(x4)〉 durch Anga-
be von Di�erentialoperatoren D3,4 und E3,4 charakterisieren können. Ein wichtiges Nebenresultat
der Untersuchungen ist die Erkenntnis, dass im Fall unterschiedlicher Skalendimensionen dA und
dB der Felder A bzw. B der Twist-2-Anteil von |B(x3)A(x4)〉 durch eine einzige Partialwelle
zum Spin L = 0 bestimmt ist. Motiviert wurde dieses Ergebnis durch die Regularitätsuntersu-
chungen der Partialwellen in Abschnitt 2.5 und speziell durch die Aussage von Satz 2.5.4. Es
bleibt anzumerken, dass die Form der Di�erentialoperatoren D3,4 und E3,4 aus Satz 3.4.1 für den
Fall unterschiedlicher Skalendimensionen dA 6= dB sehr viel komplizierter ist als im Fall glei-
cher Skalendimension. Im Fall gleicher Skalendimension sind D3,4 und E3,4 im Wesentlichen durch
d'Alembert-Operatoren, also als Operatoren zweiter Ordnung, gegeben. Im Fall unterschiedlicher
Skalendimension ist allgemein nur der durch den Casimiroperator bestimmte Di�erentialopera-
tor D3,4 = C3,4 − λ10 von zweiter Ordnung. Der Di�erentialoperator E3,4 besitzt hingegen eine
Ordnung, die mit der Di�erenz der Skalendimensionen der beiden Felder A und B wächst. Die-
ses Ergebnis ist besonders in Hinblick auf die Untersuchung des Twist-2-Anteils dreier skalarer
Felder in Kapitel 4 von Interesse. Analog den Ergebnissen von Satz 3.4.1 wäre es wünschenswert
gewesen, eine Charakterisierung des Twist-2-Anteils von Vektoren der Form |C(x3)B(x4)A(x5)〉
durch Di�erentialoperatoren D3,4,5 und E3,4,5 zu erhalten. Das den Twist-2-Anteil charakterisie-
rende System von Di�erentialgleichungen muss jedoch im Spezialfall A = 1 zum System der
Di�erentialgleichungen aus Satz 3.4.1 äquivalent sein, welches, wie bereits erwähnt, eine mit der
Di�erenz der Skalendimensionen der beteiligten Felder wachsende Ordnung besitzt. Es ist daher
nicht zu erwarten, dassD3,4,5 und E3,4,5 als Di�erentialoperatoren zweiter Ordnung gewählt werden
können. Das zuletzt in Abschnitt 4.4 durch Satz 4.4.3 dargestellte Resultat, dass Linearkombina-
tionen einfacher konform-invarianter Di�erentialoperatoren zweiter Ordnung zur De�nition einer
der gesuchten Operatoren D3,4,5 und E3,4,5 nicht ausreichen, bestätigt dies. Die Ergebnisse aus
Abschnitt 4.4 sind trotz der Tatsachte, dass wir keine Operatoren D3,4,5 und E3,4,5 angegeben
konnten, die den Twist-2-Anteil von |C(x3)B(x4)A(x5)〉 charakterisieren, von Bedeutung, da sie
aufzeigen welche Struktur die gesuchten Di�erentialoperatoren nicht besitzen, und somit weitere
Untersuchungsbestrebungen beein�ussen können.
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Die zentralen Ergebnisse der Analyse des Twist-2-Anteils dreier skalarer Felder |C(x3)B(x4)A(x5)〉
in Kapitel 4 sind die Unabhängigkeit der transformierten Operatoren (�1)r,s1,s2,t1,t2 , (�2)r,s1,s2,t1,t2
und (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 von den Skalendimensionen dA, dB und dC der Felder A, B und C, welche
die Konstruktion spezieller Lösungen der zugehörigen Di�erentialgleichungssysteme erlaubt. Trotz
der groÿen Anzahl an konstruierten Lösungen konnten wir in 4.3, zeigen, dass das in 4.2 angegebe-
ne Lösungssystem nicht vollständig ist. Auch diese Resultate sind von Bedeutung, da die bereits
vorhandenen Lösungen Aufschluss über die Struktur weiterer Lösungen liefern können. Durch
Ergänzung zu einem vollständigen Lösungssystem könnte genug Information über den Twist-
2-Anteil von |C(x3)B(x4)A(x5)〉 gewonnen werden, um die gewünschten Di�erentialoperatoren
D3,4,5 und E3,4,5 zu �nden. Mit diesen wäre dann die Berechnung von Twist-2-Partialwellen von
Sechspunktfunktionen als Lösungen der Twist-2-Di�erentialgleichungen sowie als Eigenfunktionen
des quadratischen Casimiroperators möglich. Darauf aufbauend könnten analog zur Partialwel-
lenanalyse von Vierpunktfunktionen in [13] Positivitätsuntersuchungen global konform-invarianter
Sechspunktfunktionen durchgeführt werden.
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A Hypergeometrische Funktion

Die hypergeometrische Funktion1 spielt eine zentrale Rolle innerhalb der konformen Quantenfeld-
theorie. So besitzen etwa die Partialwellen von Vierpunktfunktionen aus Kapitel 2 eine Darstellung
über diese Funktion. Sie ist eine von einem Parametertripel (a, b; c) abhängige Funktion einer kom-
plexen Veränderlichen und wird hier über ihre Reihendarstellung de�niert. Weiterhin werden in
diesem Exkurs zur hypergeometrischen Funktion eine Integraldarstellung und Funktionalgleichun-
gen hergeleitet sowie die für die Partialwellenentwicklung wichtigen Expansionsformeln bewiesen.
Die Darstellung erhebt dabei keinerlei Anspruch auf Vollständigkeit. Es wurden lediglich wichtige
Identitäten aus [1, 5, 13] zusammengetragen. Umfassende Diskussionen der hypergeometrischen
Funktion �nden sich in [1, 5].

De�nition A.0.4 (Hypergeometrische Funktion). Seien a, b ∈ C und c ∈ C \ {0,−1,−2, ...}.
Dann wird die hypergeometrische Funktion F auf D := {z ∈ C : |z| < 1} de�niert durch:

F (a, b; c; z) :=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
(A.1)

Dabei bezeichnet (a)n das Pochhammer-Symbol, welches durch

(a)n :=
Γ(a+ n)

Γ(a)
(A.2)

de�niert ist.

Die hypergeometrische Funktion ist holomorph in D und eine Lösung der hypergeometrischen
Di�erentialgleichung2

z (1− z) d2f

dz2
(z) + (c− (a+ b+ 1) z)

df

dz
(z)− ab f (z) = 0 (A.3)

Sie beinhaltet zudem viele Funktionen und Funktionenklassen als Spezialfälle. So gilt etwa ( [1])

F (a, c; c; z) = (1− z)−a (a ∈ R+)
F (1, 1; 2; z) = −z−1 ln(z)

F

(
1
2
, 1;

3
2

; z2

)
= z−1 1

2
ln
(

1 + z

1− z

)
F

(
1
2
, 1;

3
2

;−z2

)
= z−1 arctan(z)

F (−n, n+ 1; 1; z) = Pn(1− 2z) (n ∈ N0),

wobei Pn das n-te Legendre-Polynom bezeichnet.
1Die hypergeometrische Reihe stellt in gewisser Weise eine Verallgemeinerung der Exponentialreihe dar und wurde
zuerst von Carl Friedrich Gauÿ untersucht.

2Sie ist jedoch lediglich eine von 24 verschiedenen Lösungen dieser Di�erentialgleichung, die nach Ernst Eduard
Kummer auch als Kummer-Lösungen bezeichnet werden.
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Satz A.0.5 (Integraldarstellung). Die hypergeometrische Funktion besitzt die folgende Integ-
raldarstellung

F (a, b; c; z) :=
Γ (c)

Γ (b) Γ (c− b)

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−adt

Beweis. Wir betrachten die Betafunktion, die durch

B(x, y) :=
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y)

=
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt

gegeben ist3. Es folgt∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−adt =

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1

∞∑
n=0

(a)n
(tz)n

n!
dt

=
∞∑
n=0

(a)n
(z)n

n!

∫ 1

0
tb+n−1(1− t)c−b−1dt

=
∞∑
n=0

(a)n
(z)n

n!
Γ (b+ n) Γ(c− b)
Γ(b+ n+ c− b)

=
Γ (b) Γ (c− b)

Γ (c)

∞∑
n=0

(a)n (b)n
(c)n

zn

n!

=
Γ (b) Γ (c− b)

Γ (c)
F (a, b; c; z) .

Satz A.0.6 (Funktionalgleichungen). Für die hypergeometrische Funktion gelten die Funktional-
gleichungen

F (a, b; c; z) = (1− z)−a F
(
a, c− b; c; z

z − 1

)
= (1− z)−bF

(
c− a, b; c; z

z − 1

)
F (a, b; c; z) = (1− z)c−a−b F (c− a, c− b; c; z) .

(A.4)

Vorbemerkungen:

• Durch i(z) := z
z−1 wird eine Involution de�niert, d.h. es gilt für alle z ∈ C

(i ◦ i) (z) =
i(z)

i(z)− 1
=

z
z−1
z
z−1 − 1

=
z

1− (z − 1)
= z .

• Es gilt (1− i(z)) = (z−1−z)
z−1 = −(z − 1)−1.

3Die Gleichheit beider Darstellungen der Betafunktion kann etwa aus dem Satz von Bohr-Mollerup gefolgert
werden.
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Beweis des Satzes. Durch Substitution von s := 1− t in der Integraldarstellung der hypergeo-
metrischen Funktion erhalten wir∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)1−adt = −

∫ 0

1
(1− s)b−1(1− (1− s))c−b−1(1− (1− s) z)−ads

= (1− z)−a
∫ 1

0
sc−b−1 (1− s)b−1

(
1− z + sz

1− z

)−a
ds

= (1− z)−a
∫ 1

0
sc−b−1 (1− s)b−1

(
1− s z

z − 1

)−a
ds .

Das beweist die erste Funktionalgleichung. Die zweite Funktionalgleichung ergibt sich aus der
Symmetrie der hypergeometrischen Funktion in den ersten beiden Parametern. Durch Kompositi-
on der ersten beiden Funktionalgleichungen ergibt sich mit der zweiten Vorbemerkung schlieÿlich
die dritte Funktionalgleichung.

A.1 Expansionsformeln

In diesem Abschnitt soll ein Beweis der Expansionsformeln aus [13] gegeben werden, die in Kapitel
2 zur Durchführung der Partialwellenentwicklungen benötigt werden. Im Folgenden seien stets
α, β ∈ R, p ∈ N, γ ∈ R mit 2p+ γ > 0 sowie

Cα,β,γ (µ, p) :=
(−1)µ−p

(µ− p)!
(p+ α)µ−p (p+ β)µ−p

(µ+ p+ γ − 1)µ−p

Dα,β,γ (µ, p) :=
1

(µ− p)!
(p+ α)µ−p (p+ γ − β)µ−p

(µ+ p+ γ − 1)µ−p

für µ ≥ p de�niert.

Satz A.1.1 (Expansionsformeln). Mit den eingeführten Bezeichnungen gelten die beiden Expan-
sionsformeln

zp =
∞∑
µ=p

Cα,β,γ(µ, p) zµF (µ+ α, µ+ β; 2µ+ γ; z)

(
z

1− z

)p
= (1− z)α

∞∑
µ=p

Dα,β,γ(µ, p) zµF (µ+ α, µ+ β; 2µ+ γ; z) .

(A.5)

Beweis. Wir folgen dem Beweis der Expansionsformeln aus [13]. Durch Anwendung der ersten
Funktionalgleichung der hypergeometrischen Funktion (A.4) erkennt man, dass sich die zweite
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Expansionsformel auf die erste Expansionsformel zurückführen lässt.

(
z

z − 1

)p
=

∞∑
ν=p

Cα,β,γ(ν, p)
(

z

z − 1

)ν
F

(
ν + α, ν + β; 2ν + γ;

z

z − 1

)

=
∞∑
ν=p

Cα,β,γ(ν, p) zν (z − 1)−ν
(

1− z

z − 1

)−(ν+α)

F (ν + α, ν + γ − β; 2ν + γ; z)

= (1− z)α
∞∑
ν=p

Cα,β,γ(ν, p) zν (z − 1)−ν (1− z)ν F (ν + α, ν + γ − β; 2ν + γ; z)

= (1− z)α
∞∑
ν=p

(−1)νCα,γ−β′,γ(ν, p) zνF (ν + α, ν + β′; 2ν + γ; z)

= (−1)p (1− z)α
∞∑
ν=p

Dα,β′,γ(ν, p) zνF (ν + α, ν + β′; 2ν + γ; z)

wobei β′ := γ − β gesetzt wurde. Das beweist die Äquivalenz beider Formeln. Wir verwenden im
weiteren Verlauf des Beweises die folgenden Identitäten des Pochhammer-Symbols:

(a)l = (a)n (n+ a)l−n

(γ̃ + 2n− 1) =
(γ̃ + l + n− 1)n

l
+

(γ̃ + n− 1)(l − n)
l

γ̃ + 2n− 1
(γ̃ + n− 1)l+1

=
1

(γ̃ + n− 1)n

1
(2n+ γ̃)l−n

(A.6)

Wir müssen lediglich die erste Expansionsformel beweisen. Diese lässt sich auf eine einfachere
Aussage zurückführen.

zp =
∞∑
ν=p

Cα,β,γ(ν, p) zνF (ν + α, ν + β; 2ν + γ; z)

=
∞∑
ν=p

(−1)ν−p

(ν − p)!
(p+ α)ν−p(p+ β)ν−p

(ν + p+ γ − 1)ν−p
zνF (ν + α, ν + β; 2ν + γ; z)

⇔ 1 =
∞∑
ν=p

(−1)ν−p

(ν − p)!
(p+ α)ν−p(p+ β)ν−p

(ν + p+ γ − 1)ν−p
zν−pF (ν + α, ν + β; 2ν + γ; z)

=
∞∑
n=0

(−1)n

n!
(α̃)n(β̃)n

(n+ γ̃ − 1)n
znF

(
n+ α̃, n+ β̃; 2n+ γ̃; z

)

Hierbei haben wir α̃ := α+p, β̃ := β+p, γ̃ := γ+2p und n := ν−p gesetzt. Nun drücken wir die
hypergeometrische Funktion über ihre Potenzreihendarstellung aus und sortieren nach Potenzen
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von z.

1 =
∞∑
n=0

(−1)n

n!
(α̃)n(β̃)n

(n+ γ̃ − 1)n
znF

(
n+ α̃, n+ β̃; 2n+ γ̃; z

)
=

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−1)n

n!
(α̃)n(β̃)n

(n+ γ̃ − 1)n
zn

(n+ α̃)k(n+ β̃)k
(2n+ γ̃)k

zk

k!

=
∞∑
n=0

∞∑
l=n

(−1)n

n!
(α̃)n(β̃)n

(n+ γ̃ − 1)n
zn

(n+ α̃)l−n(n+ β̃)l−n
(2n+ γ̃)l−n

zl−n

(l − n)!

=
∞∑
n=0

∞∑
l=n

(−1)n

l!
(α̃)l(β̃)l

(γ̃ + n− 1)n

(
l

n

)
1

(2n+ γ̃)l−n
zl

Betrachtet man nun feste Potenzen zl, so ergibt sich als Koe�zient dieser Potenz

(α̃)l(β̃)l
l!

l∑
n=0

(−1)n

(γ̃ + n− 1)n

(
l

n

)
1

(2n+ γ̃)l−n
.

Für l = 0 ergibt dies mit den üblichen De�nitionen (α)0 := 1 für alle α ∈ R und 0! := 1

(α̃)l(β̃)l
l!

l∑
n=0

(−1)n

(γ̃ + n− 1)n

(
l

n

)
1

(2n+ γ̃)l−n

=
(α̃)0(β̃)0

0!

(
(−1)0

(γ̃ − 1)0

(
0
0

)
1

(γ̃)0

)
= 1 .

Für l ∈ N ergibt sich mit
(
l
−m
)

= 0 für m ∈ N und
(
l
m

)
= 0 für l < m ∈ N

(α̃)l(β̃)l
l!

l∑
n=0

(−1)n

(γ̃ + n− 1)n

(
l

n

)
1

(2n+ γ̃)l−n

=
(α̃)l(β̃)l

l!

l∑
n=0

(−1)n
γ̃ + 2n− 1

(γ̃ + n− 1)l+1

(
l

n

)

=
(α̃)l(β̃)l

l!

l∑
n=0

(−1)n
(

(γ̃ + l + n− 1)n
l

+
(γ̃ + n− 1)(l − n)

l

)
l!

n!(l − n)!
1

(γ̃ + n− 1)l+1

=
(α̃)l(β̃)l

l!

l∑
n=0

(−1)n
((

l − 1
n− 1

)
(γ̃ + l + n− 1)
(γ̃ + n− 1)l+1

+
(
l − 1
n

)
(γ̃ + n− 1)

(γ̃ + n− 1)l+1

)

=
(α̃)l(β̃)l

l!

l∑
n=0

(−1)n
((

l − 1
n− 1

)
1

(γ̃ + n− 1)l
+
(
l − 1
n

)
1

(γ̃ + n)l

)
= 0 .
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A.2 Gegenbauer-Polynome

Die Gegenbauer-Polynome4 Cλl sind eine Verallgemeinerung der assoziierten Legendre-Polynome
und bilden für λ > −1

2 ein im Intervall [−1, 1] orthogonales System von Polynomen bezüglich

des Maÿes ρ(x)dx mit ρ(x) := (1− x2)λ−
1
2 ∀x ∈ [−1, 1]. Sie können über die hypergeometrische

Funktion angegeben werden.

Cλl (x) =
1

Γ(λ)

[ l2 ]∑
m=0

(−1)m
Γ(λ+ l −m)
m!(l − 2m)

(2x)l−2m

=
(2λ)l
l!

F

(
−l, l + 2λ;λ+

1
2

;
1− x

2

)
(A.7)

Aus der hypergeometrischen Di�erentialgleichung ergibt unter Verwendung von (A.7) die Gegenbauer-
Di�erentialgleichung. [

(1− x2)
∂2

∂x2
− (2l + 3)

∂

∂x
+ λ

]
Cλl (x) = 0 (A.8)

Desweiteren genügen die Gegenbauerpolynome der Rekursionsrelation

lCλl (t) = 2(λ+ l − 1)Cλl−1(t)− (2λ+ l − 2)Cλl−2(t) . (A.9)

4Die Polynome wurden nach Leopold Gegenbauer benannt.
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B Beweis von Satz 3.3.4

Dieser Abschnitt ist dem Beweis von Theorem 3.3.4 gewidmet. Zunächst benötigen wir den fol-
genden Hilfssatz

Lemma B.0.1. Sei T eine total symmetrische l-Linearform auf Rd mit T (X,X, ..,X) = 0 für
alle X ∈ Rd. Dann gilt bereits T = 0.

Beweis. Im Beweis benutzen wir Multiindizes. Für λ = (λ1, .., λl) ∈ Rl und α = (α1, .., αl) ∈ Nl
0

setzen wir λα := Πl
i=1λ

αi
i . Weiterhin seien |α| :=

∑l
i=0 αi und 1 := (1, 1, .., 1) ∈ Nl de�niert. Wir

betrachten für beliebige, aber fest gewählte X1, X2, .., Xl ∈ Rd und variables λ = (λ1, .., λl) ∈ Rl

den Vektor

X :=
l∑

m=1

λmXm .

Dann gilt aufgrund der Multilinearität von T

0 = T (X,X, ..,X) = T

(
l∑

m=1

λmXm, X, ..,X

)
=

l∑
m=1

λmT (Xm, X, ..,X)

=
l∑
m1

..
l∑
ml

λm1 ..λmlT (Xm1 , .., Xml) .

Wir ordnen obige Summe um, indem wir die Symmetrie von T ausnutzen und Multiindexschreib-
weise mit α ∈ Nl verwenden.

T (X,X, ..,X) =
∑
|α|=l

Cαλ
αT (X1, .., X1︸ ︷︷ ︸

α1−mal

, .., Xl, .., Xl︸ ︷︷ ︸
αl−mal

)

=
∑
|α|=l

Dαλ
α

= 0 (B.1)

Für alle Multiindizes α gilt Cα ≥ 0. Insbesondere �ndet sich der der Term T (X1, X2, .., Xl) genau
C1 = l! mal. Somit istD1 = l! T (X1, X2, .., Xl) der Koe�zient zu λ1. Wir fassen nun T (X,X, ..,X)
als ein homogenes Polynom p vom Grad l auf.

p : Rl → C
λ 7→ p(λ) :=

∑
|α|=l

Dαλ
α

Da dieses Polynom nach (B.1) verschwindet, müssen sämtliche Koe�zienten Dα verschwinden.
Insbesondere gilt:

D1 = l! T (X1, .., Xl) = 0 ⇔ T (X1, .., Xl) = 0 .
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Wir betrachten nun symmetrische Tensoren vom Rang l des Typs Y ⊗l mit Y ∈ Rd. Derartige
Tensoren sind symmetrisch in allen l Indizes. Sei E die Projektion vom Raum der symmetrischen
Tensoren des Rangs l auf den Unterraum der spurlosen, symmetrischen Tensoren der Ordnung
l. Der spurlose, symmetrische Tensor E(Y ⊗l) de�niert auf kanonische Weise eine symmetrische
l-Linearform T .

T : Rd × ..× Rd︸ ︷︷ ︸
n−mal

→ C

(X1, .., Xl) 7→ T (X1, .., Xl) := (X1 ⊗X2 ⊗ ..⊗Xl) · E(Y ⊗l)

Nach [3] besitzt T (X,X, ..,X) eine Darstellung über die Gegenbauerpolynome Cλl (siehe A.2).

T (X,X, ..,X) = (X⊗l) · E
(
Y ⊗l

)
=

l!
2l
(
d
2 − 1

)
l

(X2Y 2)
l
2C

d
2
−1

l (t) (B.2)

Dabei ist t := X·Y
(X2Y 2)

1
2
de�niert. Bei den anschlieÿenden Betrachtungen sind stets l = n+ 1 und

d = 4 zu setzen. Wir werden Satz 3.3.4 in zwei Schritten beweisen.

Satz B.0.2. Der spurlose Ableitungsoperator O(n)
4 :=

(
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

der Ordnung (n + 1)
bezüglich der Variablen x4 annihiliert alle Polynome pk in den Variablen ρi4 vom Grad k ≤ n.

Zum Beweis des Satzes durch Induktion nach n beschränken wir uns aufgrund der Linearität von
O(n)

4 auf homogene Polynome pk und gehen wie folgt vor.

• Wir möchten
(
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

pk = 0 für alle k < n zeigen und nutzen dabei aus, dass der

spurlose, symmetrische Tensor
(
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

pn vom Rang (n+1) eine (n+1)-Linearform

T induziert, die nach Lemma B.0.1 verschwindet, falls T (X,X, ..,X) = 0 ∀X ∈ R4 gilt.

• Zur Berechnung von T (X,X, ..,X) bedienen wir uns Formel (B.2). Man erhält auf diese
Weise einen skalaren Ableitungsoperator T∂(X) der Ordnung (n+1) bezüglich der Variablen
x4 wirkend auf pn, für den

T∂(X)pn = T (X,X, ..,X)

gilt. Zudem folgt aus Lemma B.0.1

T∂(X)pn = T (X,X, ..,X) = 0 ∀X ∈ R4 ⇔
(
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

pn = 0 .

• Für n = 0 und n = 1 weisen wir die Aussage des Satzes B.0.2 direkt nach.

• Im Induktionsschritt können wir für n > 1 aufgrund der Linearität des Operators die Re-
lation pn = ρi4 pn−1 für irgendein Abstandsquadrat ρi4 ausnutzen und ziehen den Faktor
ρi4 durch den Ableitungsoperator T∂(X). Man erhält schlieÿlich einen Ableitungsoperator
T̃∂(xi4, X) der Ordnung (n+ 1) mit

T̃∂(xi4, X)pn−1 = T∂(X)pn .

• Durch Ausnutzung der Eigenschaften der Gegenbauerpolynome sowie der Induktionsannah-
me lässt sich T̃∂(xi4, X)pn−1 = 0 zeigen.
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Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, sei darauf hingewiesen, dass die De�nition von t
für Y = ∂4 zunächst nicht sinnvoll ist, weil in ihr der Term 1

(X2�4)
1
2
auftritt. Da dieser Term

jedoch gemäÿ der De�nition der Gegenbauerpolynome Cλl höchstens in der Ordnung l
2 auftritt

und in Gleichung (B.2) das Gegenbauerpolynom mit dem Faktor (X2Y 2)
l
2 multipliziert wird, ist

Gleichung (B.2) für Y = ∂4, l = n+ 1 und d = 4 auf folgende Weise zu verstehen:

(X2Y 2)
l
2C1

l (t) :=
[n+1

2
]∑

m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n+1−2m

Dies entspricht dem Fall, dass wir für 0 ≤ 2k ≤ l

(X2�4)
l
2 tl−2k := (X2�4)2(2X · ∂4)l−2k

de�nieren. Damit ergibt sich für eine beliebige Funktion f

(
X⊗(n+1)

)
·
(
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

f =
[n+1

2
]∑

m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n+1−2mf .

In formaler Schreibweise für f gilt somit(
X⊗(n+1)

)
· E(∂⊗(n+1)

4 f) =
(
X⊗(n+1)

)
·
((
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

f
)

=
l!

2l (1)l
(X2�4)

l
2C1

l (t)f .

Zuletzt berechnen wir noch die für uns relevante Rekursionsformel, die sich aus der formalen
Anwendung der Rekursionsgleichung (A.9) der Gegenbauerpolynome ergibt.

[n+1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m! (n+ 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n+1−2m

= (X2Y 2)
n+1

2 C1
n+1(t)

=
1

n+ 1
(X2Y 2)

n+1
2
(
2(n+ 1)tC1

n(t)− (n+ 1)C1
n−1(t)

)
= (2X · ∂4)

[n
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 1−m)
m!(n− 2m)!

(X2�4)m(2X · ∂4)n−2m

− (X2�4)
[n−1

2
]∑

m=0

(−1)m
Γ(n−m)

m!(n− 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n−1−2m

(B.3)

Beweis von Satz B.0.2.

Induktionsanfang

(n = 0) (k = 0): In diesem Fall ist das homogene Polynom pk einfach eine Konstante c ∈ C und

O(n)
4 =

(
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

= ∂4 der Ableitungsoperator.

O(n)
4 pn =

(
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

pn = ∂4pn = 0
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(n = 1), (k = 1): In diesem gilt pk = pn := ρi4 für ein i.

O(n)
4 pk =

(
X⊗2

)
·
(
(∂⊗2

4 )traceless pk
)

=
Γ(3)
0!2!

(2X · ∂4)2ρi4 −
Γ(2)
1!0!

(X2�4)ρi4

= −2(2X · ∂4)(2X · xi4) + 2X2 (∂4 · xi4)
= 4X · (2X)− 8X2 = 0

(n = 1), (k = 0):

O(n)
4 pk =

(
Γ(3)
0!2!

(2X · ∂4)2 − Γ(2)
1!0!

(X2�4)ρi4

)
1 = 0

Induktionsschritt (n− 1)→ n

(k = n): Wir nutzen die Darstellung pk = pn := ρi4 pn−1 und berechnen zunächst den Term

(2X · ∂4)n+1−2m pn = (2X · ∂4)n+1−2mρi4pn−1

=
n+1−2m∑
k=0

(
n+ 1− 2m

k

)
((2X · ∂4)kρi4)((2X · ∂4)n+1−2m−kpn−1)

= ρi4 (2X · ∂4)n+1−2mpn−1︸ ︷︷ ︸
=:g1︸ ︷︷ ︸

=:T1

−2 (n+ 1− 2m)(2X · xi4)(2X · ∂4)n−2mpn−1︸ ︷︷ ︸
=:T2

+ 4(n+ 1− 2m)(n− 2m)X2(2X · ∂4)n−1−2mpn−1︸ ︷︷ ︸
=:T3

.

Analog folgt:

(X2�4)m(ρi4g1) = (X2)m
(
ρi4�

m
4 − 4m(xi4∂4)�m−1

4 + 4m(m+ 1)�m−1
4

)
g1

(X2�4)mT1 = (X2�4)mρi4(2X · ∂4)n+1−2mpn−1

= (X2)m
(
ρi4�

m
4 − 4m(xi4 · ∂4)�m−1

4 + 4m(m+ 1)�m−1
4

)
(2X · ∂4)n+1−2m pn−1

(X2�4)mT2 = −4(n+ 1− 2m)(X2�4)m(X · xi4)(2X · ∂4)n−2mpn−1

= −4(n+ 1− 2m)(X2)m
(
(X · xi4)�m

4 (2X · ∂4)n−2m

−m(�m−1
4 (2X · ∂4)n+1−2m

)
pn−1

(X2�4)mT3 = 4(X2)m+1(n+ 1− 2m)(n− 2m)�m
4 (2X · ∂4)n−1−2mpn−1

Wir sortieren die Terme nach Potenzen von xi4 und weisen nach, dass die Summen über den Index
m dieser Terme verschwinden. Mittels der Rekursionsgleichung für den spurlosen Ableitungsope-
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rator folgt für die in xi4 quadratischen Terme

[n+1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
ρi4(X2�4)m(2X · ∂4)n+1−2mpn−1

= ρi4(2X · ∂4)
[n
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 1−m)
m!(n− 2m)!

(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpn−1

− ρi4

[n−1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n−m)

m!(n− 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n−1−2m(X2�4)pn−1 .

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet nach Induktionsannahme für (n− 1). Der
zweite Summand lässt sich au�assen als ρi4On−2f mit f := �4 pn−1. Aufgrund der Produktregel
besteht f aus Summanden, bei denen beide Ableitungsoperatoren auf den gleichen Faktor ρj4
in pn−1 wirken, und Summanden, bei denen die Ableitungsoperatoren auf zwei unterschiedliche
Faktoren ρj4 und ρl4 von pn−1 wirken. Der erste Fall liefert aufgrund �4ρj4 = 8 ein homogenes
Polynom vom Grad n−2. Im zweiten Fall gilt (∂4ρj4)·(∂4ρl4) = 4 (xj4 · xl4). Diese Skalarprodukte
lassen sich jedoch mittels der Formel 2(xij ·xkl) = −ρij +ρil−ρjl+ρjk erneut über Abstandsqua-
drate ausdrücken. Der zweite Fall liefert Polynome in ρi4 vom Grad kleiner n− 1. Somit ist f ein
Polynom in ρi4 vom Grad ≤ n− 2 und wird von On−2 nach Induktionsvoraussetzung annihiliert.

Für die in xi4 linearen Terme setzen wir nach B.0.1 ohne Beschränkung der Allgemeinheit xi4 = X.

[n+1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
(−4X2m)(xi4 · ∂4)(X2�4)m−1(2X · ∂4)n+1−2mpn−1

= 2
[n+1

2
]∑

m=1

(−1)m−1 Γ(n+ 1− (m− 1))
m(m− 1)!(n− 1− 2(m− 1))!

mX2(X2�4)m−1(2X · ∂4)n−2(m−1)pn−1

= 2X2

[n−1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 1−m)

m!(n− 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpn−1

= 2X2

[n
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 1−m)
m!(n− 2m)!

(n− 2m)(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpn−1

[n+1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
(−4)(n+ 1− 2m)(X · xi4)(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpn−1

= −4
[n
2

]∑
m=0

(−1)m
(n+ 1−m)Γ(n+ 1−m)

m!(n+ 1− 2m)!
X2(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpn−1

= −2X2

[n
2

]∑
m=0

Γ(n+ 1−m)
m!(n− 2m)!

(2n+ 2− 2m)(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpn−1
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Insgesamt folgt damit für (X · xi4):

[n+1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
[−4X2m(xi4 · ∂4)(X2�4)m−1(2X · ∂4)n+1−2m

−4(n+ 1− 2m)(X · xi4)(X2�4)m(2X · ∂4)n−2m]pn−1

= 2X2

[n
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 1−m)
m!(n− 2m)!

[(n− 2m)− (2n+ 2− 2m)]︸ ︷︷ ︸
=−(n+2)

(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpn−1

= −2X2(n+ 2)
[n
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 1−m)
m!(n− 2m)!

(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpn−1

= 0

Für den dritten Summanden gilt:

[n+1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
m(m+ 1)(n+ 1− 2m)(X2�4)m−1(2X · ∂4)n+1−2mpn−1

= −
[n+1

2
]∑

m=1

(−1)m−1 Γ(n+ 1− (m− 1))
m(m− 1)!(n− 1− 2(m− 1))!

m(m+ 1 + n+ 1− 2m)(X2�4)m−1 ×

×(2X · ∂4)n−1−2(m−1)pn−1

= −
[n−1

2
]∑

m=0

(−1)m
Γ(n+ 1−m)

m!(n− 1− 2m)!
(n+ 1−m)(X2�4)m(2X · ∂4)n−1−2mpn−1

= −
[n−1

2
]∑

m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
(n− 2m)(n+ 1− 2m)(X2�4)m(2X · ∂4)n−1−2mpn−1

= −
[n+1

2
]∑

m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
(n+ 1− 2m)(n− 2m)(X2�4)m(2X · ∂4)n−1−2mpn−1

Damit folgt:

[n+1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m!(n+ 1− 2m)!
4X2(m(m+ 1) + 4X2(n+ 1− 2m))(X2�4)m−1 ×

×(2X · ∂4)n+1−2mpn−1 + 4X2(n+ 1− 2m)(n− 2m)(X2�4)m(2X · ∂4)n−1−2mpn−1

= 0
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(k < n): In diesem Fall lässt sich von vornherein die Rekursionsgleichung (B.3) ausnutzen. Wie

zuvor gilt: qk−1 := �4pk ist ein Polynom in ρi4 vom Grad ≤ k − 1 und wird von O(n)
4 annihiliert.

[n+1
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 2−m)

m! · (n+ 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n+1−2mpk

= (2X · ∂4)
[n
2

]∑
m=0

(−1)m
Γ(n+ 1−m)
m!(n− 2m)!

(X2�4)m(2X · ∂4)n−2mpk︸ ︷︷ ︸
=0

−
[n−1

2
]∑

m=0

(−1)m
Γ(n−m)

m!(n− 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n−1−2m((X2�4)pk)

= −
[n−1

2
]∑

m=0

(−1)m
Γ(n−m)

m!(n− 1− 2m)!
(X2�4)m(2X · ∂4)n−1−2mqk−1 = 0

Damit ist die Aussage von Satz B.0.2 vollständig bewiesen.

Satz B.0.3. Die in den Variablen ρi4 homogenen Polynome pn sind die einzigen rationalen ho-
mogenen Funktionen vom Grad n in den Variablen ρi4, die im Kern des Ableitungsoperators

O(n)
4 =

(
∂
⊗(n+1)
4

)
traceless

liegen.

Beweis von Satz B.0.3. Wir lassen negative Potenzen der Variablen ρi4 innerhalb der Laurent-
Reihen der homogenen Funktionen zu und zeigen, dass bei Anwendung des Operators O(n)

4 Terme
erzeugt werden, die nicht annihiliert werden können. Wir nehmen an, dass

g(x1, x2, x3, x4) :=
N∑

k,l,m=−N
k+l+m=n

Cklmρ
k
14ρ

l
24ρ

m
34 (B.4)

gilt, wobei die Bedingung k + l +m = n die geforderte Homogenität im Index 4 sicherstellt. Die
Grenze N <∞ existiert, da g nach Voraussetzung eine rationale Funktion der Abstandsquadrate
sein soll. Es sei angenommen, dass Cklm 6= 0 für ein k < 0 oder ein l < 0 oder ein m < 0.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir die Existenz eines k < 0 an. Wir suchen
uns das negativste solche k = −k′ mit k′ ∈ N heraus. Sollte die Wahl nicht eindeutig sein, so
wählen wir von den verbleibenden Kandidaten zusätzlich noch den Term mit dem niedrigsten
Wert von l. Sollte die Wahl dann immer noch nicht eindeutig sein, so wählen wir unter den
verbleibenden Kandidaten den Term mit dem niedrigsten Wert von m. Durch Anwendung des
Di�erentialoperators O(n)

4 ergibt sich via Produktregel insbesondere ein Term, bei dem sämtliche
Ableitungen auf den Nenner ρk

′
14 wirken.

(∂⊗(n+1)
4 )µ1..µn+1C−k′lm

ρl24ρ
m
34

ρk
′

14

= C−k′lm(2)n+1k
′(k′ + 1)..(k′ + n)ρl24ρ

m
34

ρk
′+n+1

14

xµ1
14 ..x

µn+1

14

+ Terme geringerer Polordnung in ρ14
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Die Komponenten des ersten Summanden können nicht über teilweise Ersetzung durch Kompo-
nenten des metrischen Tensors gµiµj als ein Spuranteil geschrieben werden, weshalb der erste Sum-
mand durch Projektion auf spurlose Tensoren nicht annihiliert wird. Weiterhin kann er aufgrund
seiner speziellen Polordnung von keinem weiteren Term der rechten Seite von (B.5) annihiliert
werden. Ebenfalls aufgrund seiner Polordnung kann er nicht von Termen annihiliert werden, die
aus Anwendung von ∂⊗(n+1)

4 auf andere Summanden entstehen. Somit ist bereits

(∂⊗(n+1)
4 )traceless g 6= 0

gezeigt.

Die Sätze B.0.2 und B.0.3 liefern zusammengenommen die Aussage von Satz 3.3.4.
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C Operatoren zu Abschnitt 4.1

In diesem Anhang be�nden sich die Tabellen, denen die transformierten Operatoren (�1)r,s1,s2,t1,t2 ,
(�1)r,s1,s2,t1,t2 sowie (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 und (C4,5)r,s1,s2,t1,t2 entnommen werden können. Die Tabel-
len sind somit ein wichtiges Resultat der Anstrengungen von Kapitel 4. In den linken Spalten
sind jeweils alle partiellen Ableitungen bezüglich der konform invarianten Variablen r, s1, s2, t1
und t2 bis zur zweiten Ordnung aufgeführt. Rechts nebenstehend �nden sich die zur partiellen
Ableitung des transformierten Operators gehörenden Koe�zientenfunktionen. Das zentrale Er-
gebnis der Transformation der Operatoren �1, �2 und C3,4,5 in den Tabellen C.1 bzw. C.2 ist die
Unabhängigkeit von den Parametern a, b und c, die durch

a :=
dB + dC − dA

2

b :=
dA + dC − dB

2

c :=
dA + dB − dC

2

de�niert sind. Die Operatoren (�1)r,s1,s2,t1,t2 , (�2)r,s1,s2,t1,t2 und (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 sind somit un-
abhängig von den Skalendimensionen dA, dB und dC der Felder A bzw. B bzw. C. Dies tri�t
jedoch nicht auf (C4,5)r,s1,s2,t1,t2 zu, wie Tabelle C.3 zeigt. Weiterhin ist au�ällig, dass der trans-
formierte Casimiroperator dreier Punkte (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2 eine sehr viel einfachere Form besitzt
als der transformierte Casimiroperator zweier Punkte (C4,5)r,s1,s2,t1,t2 . Der Grund dafür liegt in
der hohen Symmetrie der Funktion

h(x1, x2, x3, x4, x5) :=
1

ρ12ρa34ρ
b
35ρ

c
45

,

die zur Transformation der Operatoren benutzt wurde.
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Ableitung Koe�zientenfunktion zu (�1)r,s1,s2,t1,t2 Koe�zientenfunktion zu (�2)r,s1,s2,t1,t2
r2 ∂2f

∂r2 −s2t1 −s1t2

s2
1
∂2f
∂s21

−rs1s2t1 0

s2
2
∂2f
∂s22

0 −rs1s2t2

t21
∂2f
∂t21

−rs2
1s2 0

t22
∂2f
∂t22

0 −rs1s
2
2

rs1
∂2f
∂r∂s1

(s2 − s1 + rs1s2)t1 0

rs2
∂2f
∂r∂s2

0 (s1 − s2 + rs1s2)t2

rt1
∂2f
∂r∂t1

(t2 − t1 + rs2(t1 − 1))s1 0

rt2
∂2f
∂r∂t2

0 (t1 − t2 + rs1(t2 − 1))s2

s1s2
∂2f

∂s1∂s2
0 0

s1t1
∂2f

∂s1∂t1
rs1s2(1− s1 − t1) 0

s1t2
∂2f

∂s1∂t2
0 0

s2t1
∂2f

∂s2∂t1
0 0

s2t2
∂2f

∂s2∂t2
0 rs1s2(1− s2 − t2)

t1t2
∂2f
∂t1∂t2

0 0

r ∂f∂r 0 0

s1
∂f
∂s1

−(s2 − s1 + rs1s2)t1 0

s2
∂f
∂s2

0 −(s1 − s2 + rs1s2)t2

t1
∂f
∂t1

−(t2 − t1 + rs1s2)s1 0

t2
∂f
∂t2

0 −(t1 − t2 + rs1s2)s2

f 0 0

Tabelle C.1: Ergebnisse der Transformationen �1 → (�1)s,t und �2 → (�2)s,t



87

Ableitung Koe�zientenfunktion von (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2
r2 ∂2f

∂r2 4

s2
1
∂2f
∂s21

0

s2
2
∂2f
∂s22

0

t21
∂2f
∂t21

0

t22
∂2f
∂t22

0

rs1
∂2f
∂r∂s1

2
(
s1−s2−rs1s2

s2

)
rs2

∂2f
∂r∂s2

2
(
s2−s1−rs1s2

s1

)
rt1

∂2f
∂r∂t1

2
(
t1−t2−rs2(t1−1)

s2t1

)
s1

rt2
∂2f
∂r∂t2

2
(
t2−t1−rs1(t2−1)

s1t2

)
s2

s1s2
∂2f

∂s1∂s2
2
(
rs1s2−s1−s2

s1

)
+ 2

(
rs1s2−s1−s2

s2

)
+ 8

s1t1
∂2f

∂s1∂t1
0

s1t2
∂2f

∂s1∂t2
2
(
rs1s2(s1+t2−1)+s1t2+s2t1−s1t1−s2t2

s1t2

)
s2t1

∂2f
∂s2∂t1

2
(
rs1s2(s2+t1−1)+s1t2+s2t1−s1t1−s2t2

s2t1

)
s2t2

∂2f
∂s2∂t2

0

t1t2
∂2f
∂t1∂t2

2
(
rs1s2−t1−t2

t1

)
+ 2

(
rs1s2−t1−t2

t2

)
+ 8

r ∂f∂r −4

s1
∂f
∂s1

0

s2
∂f
∂s2

0

t1
∂f
∂t1

0

t2
∂f
∂t2

0

f 0

Tabelle C.2: Ergebnis der Transformation C3,4,5 → (C3,4,5)r,s1,s2,t1,t2



88 C Operatoren zu Abschnitt 4.1

Ableitung Koe�zientenfunktion von (C4,5)r,s1,s2,t1,t2
r2 ∂2f

∂r2 4

s2
1
∂2f
∂s21

2 (1 + t1 − s1)

s2
2
∂2f
∂s22

2 (1 + t2 − s2)

t21
∂2f
∂t21

2 (t1 − s1 − 1) + 2
(

1−t1−s1
t1

)
t22
∂2f
∂t22

2 (t2 − s2 − 1) + 2
(

1−t2−s2
t2

)
rs1

∂2f
∂r∂s1

2 (s1 − t1 − 1)− 4

rs2
∂2f
∂r∂s2

2 (s2 − t2 − 1)− 4

rt1
∂2f
∂r∂t1

2
(

1+t1−s1
t1

)
+ 2 (s1 − t1 − 1)

rt2
∂2f
∂r∂t2

2
(

1+t2−s2
t2

)
+ 2 (s2 − t2 − 1)

s1s2
∂2f

∂s1∂s2
2 (1 + t1 − s1) + 2 (1 + t2 − s2)

s1t1
∂2f

∂s1∂t1
4 (t1 − s1 − 1)

s1t2
∂2f

∂s1∂t2
2 (t1 + t2 − s1 − s2)− 2

(
t1+t2−rs1s2

t2

)
s2t1

∂2f
∂s2∂t1

2 (t1 + t2 − s1 − s2)− 2
(
t1+t2−rs1s2

t1

)
s2t2

∂2f
∂s2∂t2

4 (t2 − s2 − 1)

t1t2
∂2f
∂t1∂t2

2 (1 + t1 − s1) + 2 (1 + t2 − s2) + 2
(

1+rs1s2−s1−t2
t1

)
+ 2

(
1+rs1s2−s2−t1

t2

)
− 8

r ∂f∂r −4a− 4b+ 12

s1
∂f
∂s1

2(b+ 1) (1 + t1 − s1) + 4a− 8

s2
∂f
∂s2

2(b+ 1) (1 + t2 − s2) + 4a− 8

t1
∂f
∂t1

2(b+ 1) (1 + t1 − s1) + 2(1− a)
(

1+t1−s1
t1

)
+ 4a− 4b− 8

t2
∂f
∂t2

2(b+ 1) (1 + t2 − s2) + 2(1− a)
(

1+t2−s2
t2

)
+ 4a− 4b− 8

f (a+ b)2 − 4(a+ b)

Tabelle C.3: Ergebnis der Transformation C4,5 → (C4,5)r,s1,s2,t1,t2
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D Operatoren zu Abschnitt 4.4

Ableitung h(r, s1, s2, t1, t2) (�1)r,s1,s2,t1,t2 + h(r, s2, s1, t2, t1) (�2)r,s1,s2,t1,t2
r2 ∂2f

∂r2 −s2t1 h(r, s1, s2, t1, t2)− s1t2 h(r, s2, s1, t2, t1)

s2
1
∂2f
∂s21

−rs1s2t1 h(r, s1, s2, t1, t2)

s2
2
∂2f
∂s22

−rs2s1t2 h(r, s2, s1, t2, t1)

t21
∂2f
∂t21

−rs2
1s2 h(r, s1, s2, t1, t2)

t22
∂2f
∂t22

−rs2
2s1 h(r, s2, s1, t2, t1)

rs1
∂2f
∂r∂s1

(s2 − s1 + rs1s2)t1 h(r, s1, s2, t1, t2)

rs2
∂2f
∂r∂s2

(s1 − s2 + rs1s2)t2 h(r, s2, s1, t2, t1)

rt1
∂2f
∂r∂t1

(t2 − t1 + rs2(t1 − 1))s1 h(r, s1, s2, t1, t2)

rt2
∂2f
∂r∂t2

(t1 − t2 + rs1(t2 − 1))s2 h(r, s2, s1, t2, t1)

s1s2
∂2f

∂s1∂s2
0

s1t1
∂2f

∂s1∂t1
rs1s2(1− s1 − t1) h(r, s1, s2, t1, t2)

s1t2
∂2f

∂s1∂t2
0

s2t1
∂2f

∂s2∂t1
0

s2t2
∂2f

∂s2∂t2
rs1s2(1− s2 − t2) h(r, s2, s1, t2, t1)

t1t2
∂2f
∂t1∂t2

0

Tabelle D.1: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung von (4.16)
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Ableitung
(
ρ34ρ35

ρ45
�3

)
r,s1,s2,t1,t2

(
ρ34ρ45

ρ35
�4

)
r,s1,s2,t1,t2

(
ρ35ρ45

ρ34
�5

)
r,s1,s2,t1,t2

r2 ∂2f
∂r2

s1+s2−(r+1)s1s2+s2t1+s1t2
s1s2

1 1

s2
1
∂2f
∂s21

t1
s1

t1 1

s2
2
∂2f
∂s22

t2
s2

t2 1

t21
∂2f
∂t21

1 s1
s1
t1

t22
∂2f
∂t22

1 s2
s2
t2

rs1
∂2f
∂r∂s1

(r+1)s1s2−2s2t1−s1t2−s2
s1s2

(1 + s1 − t1) −2

rs2
∂2f
∂r∂s2

(r+1)s1s2−2s1t2−s2t1−s1
s1s2

(1 + s2 − t2) −2

rt1
∂2f
∂r∂t1

s1+s2−s2t1−s1t2
s1s2

(1 + s1 − t1) 1−t1−s1
t1

rt2
∂2f
∂r∂t2

s1+s2−s2t1−s1t2
s1s2

(1 + s2 − t2) 1−t2−s2
t2

s1s2
∂2f

∂s1∂s2
s2t1+s1t2−rs1s2

s1s2
(t1 + t2 − rs1s2) 2

s1t1
∂2f

∂s1∂t1
s1+t1−1

s1
(s1 + t1 − 1) t1+s1−1

t1

s1t2
∂2f

∂s1∂t2
s1+t1−1

s1
(s1 + t2 − rs1s2 − 1) t2+s2−1

t2

s2t1
∂2f

∂s2∂t1
s2+t2−1

s2
(s2 + t1 − rs1s2 − 1) t1+s1−1

t1

s2t2
∂2f

∂s2∂t2
s2+t2−1

s2
(s2 + t2 − 1) t2+s2−1

t2

t1t2
∂2f
∂t1∂t2

2 (s1 + s2 − rs1s2) s1t2+s2t1−rs1s2
t1t2

Tabelle D.2: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung der d'Alembert-Operatoren
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Ableitung Koe�zientenfunktion zu (C3,4)r,s1,s2,t1,t2
r2 ∂2f

∂r2 2
(

1−t1
s1

+ 1−t2
s2

)
s2

1
∂2f
∂s21

2
(

1−s1−t1
s1

)
+ 2(s1 − t1 − 1)

s2
2
∂2f
∂s22

2
(

1−s2−t2
s2

)
+ 2(s2 − t2 − 1)

t21
∂2f
∂t21

2(1 + s1 − t1)

t22
∂2f
∂t22

2(1 + s2 − t2)

rs1
∂2f
∂r∂s1

4
(
t1+s1−1

s1

)
+ 2

(
s1+s2−rs1s2

s2

)
+ 2

(
t2−1
s2

)
+ 2(t1 − s1)

rs2
∂2f
∂r∂s2

4
(
t2+s2−1

s2

)
+ 2

(
s1+s2−rs1s2

s1

)
+ 2

(
t1−1
s1

)
+ 2(t2 − s2)

rt1
∂2f
∂r∂t1

2
(
s1+s2−rs1s2

s2

)
− 2(1 + s1 − t1) + 8

rt2
∂2f
∂r∂t2

2
(
s1+s2−rs1s2

s1

)
− 2(1 + s2 − t2) + 8

s1s2
∂2f

∂s1∂s2
2
(
rs1s2−s1−s2

s1
+ rs1s2−s1−s2

s2

)
+ 2

(
1+s1−t1

s1
+ 1+s2−t2

s2

)
+ 2 (s1 + s2 − t1 − t2 − 2)

s1t1
∂2f

∂s1∂t1
4(s1 − t1 − 1)

s1t2
∂2f

∂s1∂t2
2
(
rs1s2−s1−s2

s1

)
+ 2(s1 + s2 − (t1 + t2))

s2t1
∂2f

∂s2∂t1
2
(
rs1s2−s1−s2

s2

)
+ 2(s1 + s2 − (t1 + t2))

s2t2
∂2f

∂s2∂t2
4(s2 − t2 − 1)

t1t2
∂2f
∂t1∂t2

2(2 + s1 + s2 − (t1 + t2))

Tabelle D.3: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung von (C3,4)r,s1,s2,t1,t2
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Ableitung Koe�zientenfunktion zu (C3,5)r,s1,s2,t1,t2
r2 ∂2f

∂r2 2
(
s2+t2−1

s2

)
+ 2

(
1−s1−t1

s1

)
− 4

s2
1
∂2f
∂s21

2
(
s1+t1−1

s1

)
s2

2
∂2f
∂s22

2
(
s2+t2−1

s2

)
t21
∂2f
∂t21

2( s1+t1−1
t1

)

t22
∂2f
∂t22

2( s2+t2−1
t2

)

rs1
∂2f
∂r∂s1

4
(

1−t1
s1

)
+ 2

(
1−s2−t2

s2

)
rs2

∂2f
∂r∂s2

4
(

1−t2
s2

)
+ 2

(
1−s1−t1

s1

)
rt1

∂2f
∂r∂t1

2
(
s1+t1−1

t1

)
+ 2

(
rs1s2−s1t2−s2t1

s2t1

)
− 8

rt2
∂2f
∂r∂t2

2
(
s1+t1−1

t1

)
+ 2

(
rs1s2−s1t2−s2t1

s2t1

)
− 8

s1s2
∂2f

∂s1∂s2
2
(
s1+t1−1

s1

)
+ 2

(
s2+t2−1

s2

)
s1t1

∂2f
∂s1∂t1

8

s1t2
∂2f

∂s1∂t2
2
(
s1t2+s2t1−rs1s2

s1t2

)
+ 4

s2t1
∂2f

∂s2∂t1
2
(
s1t2+s2t1−rs1s2

s2t1

)
+ 4

s2t2
∂2f

∂s2∂t2
8

t1t2
∂2f
∂t1∂t2

2
(
s1+t1−1

t1

)
+ 2

(
s2+t2−1

t2

)
Tabelle D.4: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung von (C3,5)r,s1,s2,t1,t2
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Ableitung Koe�zientenfunktion zu (C4,5)r,s1,s2,t1,t2
r2 ∂2f

∂r2 4

s2
1
∂2f
∂s21

2 (1 + t1 − s1)

s2
2
∂2f
∂s22

2 (1 + t2 − s2)

t21
∂2f
∂t21

2
(

1−t1−s1
t1

)
+ 2(t1 − s1 − 1)

t22
∂2f
∂t22

2
(

1−t2−s2
t2

)
+ 2(t2 − s2 − 1)

rs1
∂2f
∂r∂s1

2(s1 − t1 − 3)

rs2
∂2f
∂r∂s2

2(s2 − t2 − 3)

rt1
∂2f
∂r∂t1

2(s1 − t1 − 1) + 2
(

1+t1−s1
t1

)
rt2

∂2f
∂r∂t2

2(s2 − t2 − 1) + 2
(

1+t2−s2
t2

)
s1s2

∂2f
∂s1∂s2

2 (6 + t1 + t2 − (s1 + s2))

s1t1
∂2f

∂s1∂t1
4(t1 − s1 − 1)

s1t2
∂2f

∂s1∂t2
2(t1 + t2 − (s1 + s2))− 2

(
t1+t2−rs1s2

t2

)
s2t1

∂2f
∂s2∂t1

2(t1 + t2 − (s1 + s2))− 2
(
t1+t2−rs1s2

t1

)
s2t2

∂2f
∂s2∂t2

4(t2 − s2 − 1)

t1t2
∂2f
∂t1∂t2

2(t1 + t2 − (s1 + s2)) + 2
(

1−(s1+t1+t2)+rs1s2
t1

)
+ 2

(
1−(s2+t1+t2)+rs1s2

t2

)
Tabelle D.5: Zu den Ableitungen zweiter Ordnung von (C4,5)r,s1,s2,t1,t2
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5 Symbolverzeichnis

Rp,q Rn mit semiriemannscher Metrik der Signatur (p, q)
ηµν metrischer Tensor von Rp,q

xij Di�erenzvektor der Punkte xi, xj ∈ Rp,q

ρij Abstandsquadrat der Punkte xi, xj ∈ Rp,q

∂i Ableitungsoperator bezüglich des Punktes xi ∈ Rp,q

�i d'Alembert-Operator bezüglich des Punktes xi ∈ Rp,q

⊗ Tensorprodukt
Conf(Rp,q) Konforme Gruppe von Rp,q

O(p, q) Gruppe der Isometrien von Rp,q

conf(Rp,q) von der konformen Gruppe Conf(Rp,q) erzeugte Lie-Algebra
so(p, q) von der Isometriegruppe O(p, q) erzeugte Lie-Algebra
Jµν in�nitesimale Erzeuger von so(p, q)
Pµ in�nitesimale Erzeuger von Translationen
Kµ in�nitesimale Erzeuger von speziellen konformen Transformationen
D in�nitesimaler Erzeuger von Dilatationen
C quadratisches Casimirelement der konformen Lie Algebra
C1,...,N quadratischer Casimiroperator
λκL Eigenwert des Casimiroperators zu Twist 2κ und Spin L
H physikalischer Hilbert-Raum
〈Ω1,Ω2〉 Skalarprodukt der Vektoren Ω1,Ω2 ∈H
† Adjunktion bezüglich des Skalarproduktes von H
Hκ, HL, Hκ,L Unterräume von H zum Twist κ und Spin L
Πκ, ΠL, ΠκL Projektionen von H auf die Unterräume Hκ, HL bzw. Hκ,L

Ω Vakuumzustand
Wl1..lN Wightman-Distribution
Wl1..lN reduzierte Wightman-Distribution
Ŵl1..lN Fouriertransformierte der reduzierten Wightman-Distribution
V+ Vorwärtslichtkegel
[x] Gauÿ-Klammer von x ∈ R[
Φ(1)(x1),Φ(2)(x2)

]
Kommutator der Felder Φ(1)(x1) und Φ(2)(x2)

supp(f) Träger der Funktion f
S (Rn,C) Schwartz-Raum der schnell abfallenden Funktionen
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