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Kapitel 1EinleitungIn der Quantentheorie werden die an einem physikalis
hen System messbarenGr�o�en, die Observablen, dur
h selbstadjungierte Operatoren bes
hrieben. Dieseerzeugen eine Algebra, die sogenannte Observablenalgebra.Ein Theorem von v. Neumann besagt, dass es f�ur die Observablenalgebra einesquantenme
hanis
hen Systems, also eines Systems mit endli
h vielen Freiheits-graden, im Wesentli
hen nur eine Darstellung gibt. In dieser Darstellung k�onnenalle vers
hiedenen Zust�ande eines zu untersu
henden physikalis
hen Systems be-s
hrieben werden.Dieses Theorem gilt jedo
h ni
ht mehr in der Quantenfeldtheorie, der Quan-tentheorie unendli
h vieler Freiheitsgrade, die man zum Beispiel in einer speziell-relativistis
hen Quantentheorie, mit der Elementarteil
hen bes
hrieben werden,notwendig vorliegen hat. In der Quantenfeldtheorie gibt es deshalb im Allgemei-nen sehr viele in�aquivalente Darstellungen einer Observablenalgebra, die soge-nannten Superauswahlsektoren. Physikalis
h wird diese rein mathematis
he Er-kenntnis dadur
h gedeutet, dass die Superauswahlsektoren verallgemeinerte La-dungen sind: Da die Gesamtladung des Zustandes eines physikalis
hen Systemserhalten ist, k�onnen zwei Zust�ande mit unters
hiedli
her Gesamtladung ni
htineinander �uberf�uhrt werden, das hei�t die beiden Zust�ande m�ussen in in�aqui-valenten Darstellungen der zu diesem System geh�orenden Observablenalgebrabes
hrieben werden. Die Systeme liegen in unters
hiedli
hen Superauswahlsekto-ren.Es gibt eine konzeptionelle De�nition des Produktes von Superauswahlsek-toren, das dem Kompositionsgesetz f�ur verallgemeinerte Ladungen entspri
ht.Diese De�nition ist jedo
h sehr abstrakt, weshalb im Allgemeinen die Fusionsre-geln, die angeben, wie das Produkt von Superauswahlsektoren dur
h eine Summeausgedr�u
kt werden kann, praktis
h s
hwer zu bere
hnen sind.Wir bere
hnen im Folgenden die Fusionsregeln f�ur ein spezielles Modell miteiner SU(2)-Symmetrie. Hierbei benutzen wir einerseits spezi�s
he Eigens
haftender Lie-Gruppe SU(2). Andererseits liefert diese Symmetrie eine Verbindung zur5



6 Kapitel 1. EinleitungKonformen Quantenfeldtheorie, die in unseren Re
hnungen eine �uberaus wi
htigeRolle spielt.1.1 Aufbau der ArbeitIm Kapitel 2 stellen wir kurz den Rahmen dieser Arbeit vor. Wir f�uhren die vonuns verwendete Notation ein, de�nieren die im weiteren benutzten Begri�e undzitieren die ben�otigten S�atze.Wir beginnen mit einem Abs
hnitt �uber die Konforme Quantenfeldtheorie miteinem Unterabs
hnitt �uber die Darstellungstheorie der Virasoro-Algebra. DieseAlgebra stellt eine konkrete Realisierung der Theorie der Superauswahlsekto-ren in der Konformen Quantenfeldtheorie dar. Der folgende Abs
hnitt "Algebra-is
he Quantenfeldtheorie\ erm�ogli
ht die ans
hliessende Einf�uhrung in die DHR-Theorie der Superauswahlsektoren. Um die Probleme, die si
h bei der konkretenRe
hnung mit den abstrakten De�nitionen aus der Theorie der Superauswahl-sektoren ergeben, umgehen zu k�onnen, benutzen wir das Produkt von Zust�andenna
h Fredenhagen. Dieses f�uhren wir in Abs
hnitt 2.4 ein, und wir geben einBeispiel f�ur seine Anwendung am Ende des zweiten Kapitels.Das n�a
hste Kapitel beginnen wir mit einer Spezialisierung der vorgestelltenKonzepte und Erkenntnisse auf unseren Fall der SU(2)-Symmetrie. Im Abs
hnitt3.2 erl�autern wir zun�a
hst das im Zusammenhang mit der abstrakten De�niti-on des Produktes von Superauswahlsektoren in unserem konkreten Modell auf-tretende Problem, um dieses dann s
hliessli
h unter Benutzung des Produktesvon Zust�anden zu umgehen und das Produkt zweier Superauswahlsektoren na
hunten dur
h eine kontinuierli
he direkte Summe abzus
h�atzen. Um diese zu be-re
hnen, w�ahlen wir spezielle Symmetrietransformationen aus, die jedo
h keineEins
hr�ankung der Allgemeinheit bedeuten. Wir identi�zieren die dazugeh�oren-den Superauswahlsektoren in Abs
hnitt 3.4 und k�onnen damit die in der konti-nuierli
hen direkten Summe auftretenden Darstellungen in eine endli
he direkteSummme von Darstellungen zerlegen, die erstaunli
herweise ni
ht von der In-tegrationsvariable abh�angen und deren Superauswahlsektoren wir in Abs
hnitt3.6 bestimmen k�onnen. S
hlie�li
h geben wir einige Beispiele f�ur die von unsbere
hneten Fusionsregeln an. Abs
hliessend untersu
hen wir die Auswirkungendes Fehlens einer te
hnis
hen Voraussetzung f�ur die von uns gew�ahlten speziellenSymmetrietransformationen auf unser Ergebnis.



Kapitel 2Theoretis
her Rahmen undHilfsmittelIn diesem Kapitel f�uhren wir kurz in den theoretis
hen Rahmen dieser Diplom-arbeit ein und stellen verwendete Hilfsmittel vor.2.1 Konforme QuantenfeldtheorieIn masselosen 1+1-dimensionalen Quantenfeldtheorien gibt es Wightman-Felder[SW78℄ 	, die in eine Summe 	(x0; x1) =  +(x0 + x1) +  �(x0 � x1) zerlegtwerden k�onnen, wobei die Felder  + und  � (anti-)vertaus
hen: [ +;  �℄� = 0und nur von jeweils einer Li
htkegelkoordinaten x0 + x1 oder x0 � x1 abh�angen.Die Felder  � leben nur auf dem Li
htstrahl und hei�en 
hirale Felder. Falls si
halle Felder einer Theorie derart zerlegen lassen, entkoppelt eine sol
he Theoriealso in zwei 
hirale Theorien. Beispiele hierf�ur sind das masselose freie Dira
-Feldund sein erhaltener Strom.Ein Feld � hei�t skaleninvariant mit Skalendimension d, wenn seine n-Punkt-Funktionen W (n) die Bedingung8� 2 R>0 : W (n)(x1; : : : ; xn) = �ndW (n)(�x1; : : : ; �xn)erf�ullen. Insbesondere werden dann dur
hU(�)
0 := 
0 undU(�)�(x1) : : : �(xn)
0 := �nd�(�x1) : : : �(�xn)
0unit�are Operatoren U(�) auf der Vakuumdarstellung zum Vakuumvektor 
0 de-�niert, die die Skalentransformationen implementieren:U(�)�(x)U(�)� = �d�(�x) :7



8 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und HilfsmittelAnhand der Zweipunktfunktion des 
hiralen Fermi-FeldesW (2)(x; y) = 12� lim�&0(ix� iy + �)�1kann man na
hre
hnen, dass dieses skaleninvariant ist mit Skalendimension 12 .2.1.1 Der kanonis
he Energie-Impuls-TensorEs gilt dasTheorem 2.1 (L�us
her-Ma
k [LM76, Ma
87℄). Es sei T �� ein symmetri-s
hes, erhaltenes Tensorfeld einer skaleninvarianten Quantenfeldtheorie in 1+1Dimensionen, sodass RR T �0dx1 die Translationen erzeugen. Dann gelten die fol-genden Aussagen:1. T �� hat die Skalendimension 2.2. T �� ist spurfrei.3. Die Felder T�(x0�x1) := T 00(x0; x1)�T 01(x0; x1) vertaus
hen miteinanderund sind 
hirale, skaleninvariante Felder der Skalendimension 2.4. Die Felder T� erf�ullen die Vertaus
hungsrelationeni[T�(x); T�(y)℄ = T 0�(y)Æ(x� y)� 2T�(y)Æ0(x� y) + 
24�Æ000(x� y)mit einer Konstanten 
 � 0.Ein sol
her Operator T �� und au
h seine 
hiralen Anteile T� hei�en Energie-Impuls-Tensor mit zentraler Ladung 
. Im Folgenden sei T stets ein 
hiraler Anteildes Tensorfeldes T �� , also entweder T = T+ oder T = T�.Satz 2.2 ([MS72℄). Die Operatoren P := RR T (x)dx, D := RR xT (x)dx undK := RR x2T (x)dx verni
hten den Vakuumvektor und erzeugen eine unit�are Dar-stellung U der M�obius-Gruppe SL(2;R)=Z2, sodass f�ur ein Gruppenelement g =�a b
 d� 2 SL(2;R) gilt: U(g)
0 = 
0U(g)T (x)U(g)� = (
x+ d)�4 T�ax + b
x + d� ;wobei g und �g miteinander identi�ziert werden.



2.1 Konforme Quantenfeldtheorie 9Diese Transformationen sind f�ur gewisse Elemente der M�obius-Gruppe sin-gul�ar, und sie k�onnen in der urspr�ungli
hen Theorie im Minkowski-Raum zeitar-tige Punkte in raumartige Punkte �uberf�uhren. Dieses Problem kann man l�osen,indem man den Minkowski-Raum kompakti�ziert: Ein Punkt x = x0 � x1 wirdmittels einer Cayley-Transformation auf den Punkt z = 1+ix1�ix des Einheitskreisesabgebildet. Der Einheitskreis wird �uberlagert, sodass s
hlie�li
h die �Uberlage-rungsgruppe der M�obius-Gruppe dargestellt wird und die 
hiralen Felder dannauf dem �uberlagerten Einheitskreis de�niert sind. Lokale 
hirale Felder sind je-do
h periodis
h, und ihr De�nitionsberei
h kann wieder auf den Einheitskreiseinges
hr�ankt werden.Die Forderung der konformen Kovarianz an die Zweipunktfunktionen eineslokalen Feldes s
hr�ankt die m�ogli
hen Skalendimensionen dieses Feldes auf dienat�urli
hen Zahlen ein. Der Testfunktionenraum f�ur lokale 
hirale Felder mitSkalendimension d kann ebenfalls erweitert werden, und zwar auf die glattenFunktionen auf dem Einheitskreis, wel
he denjenigen glatten Funktionen auf denreellen Zahlen entspre
hen, die im Unendli
hen h�o
hstens wie xd�1 anwa
hsenund f�ur die x1�df(x) bei x! +1 denselben endli
hen Grenzwert annimmt wiebei x! �1. Denn einer sol
hen zul�assigen Testfunktion f auf den reellen Zahlenentspri
ht die glatte Funktion~f : S1 ! C; z 7! �� i2(1� ix(z))2�1�d f(x(z))mit x(z) := i1�z1+z , die damit eine zul�assige Testfunktion auf dem Einheitskreis ist.Die Funktionen dieses erweiterten Testfunktionenraumes hei�en zul�assige Test-funktionen.Die obige Beziehung zwis
hen den Testfunktionen auf der reellen A
hse fund denen auf dem Einheitskreis ~f r�uhrt von der 
hiralen Kompakti�zierungeines Feldes � mit Skalendimension d mittels ~�(z) := �dxdz �d �(x(z)), x = i1�z1+z ,her. Denn hieraus folgt f�ur die Testfunktionen:�(f) = ZR �(x)f(x)dx= ZS1 ~�(z)�dxdz�1�d f(x(z))dz= ~�( ~f) :Zum Beispiel erf�ullt der Energie-Impuls-TensorT �� := i2 :	
�$��	: (2.1)des komplexen Fermi-Feldes 	 die Voraussetzungen des obigen Theorems 2.1. Indiesem Fall ist die freie Konstante 
 = 1. Au
h die 
hiralen Anteile des Feldes 	



10 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und Hilfsmitteltransformieren si
h wie oben angegeben bei Adjunktion mit U(g). Die n-Punkt-Funktionen des Feldes 	 sind kovariant unter der M�obius-Gruppe.2.1.2 Die Virasoro-AlgebraDe�nition 2.3. F�ur d 2 R>0 und n 2 R de�nieren wir die Funktionenf (d)n : R! C; x 7! (1 + ix)d�1+n(1� ix)d�1�n :Hierbei ist die Exponentiation einer komplexen Zahl mit Hilfe des Logarithmuswohlde�niert, da wir wegen 1� ix 62 R�0 als De�nitionsberei
h des Logarithmusdie Menge C nR�0 w�ahlen k�onnen.Die Funktionen f (d)n sind zul�assige Testfunktionen f�ur 
hirale Felder mit Skalen-dimension d. Da der Energie-Impuls-Tensor T die Skalendimension 2 hat, k�onnenwir f�ur ganze Zahlen n 2 Z die OperatorenLn := 12T (f (2)n )de�nieren. Man kann folgende Identit�aten na
hre
hnen:Satz 2.4 ([LM76, Ma
87℄).1. L�n = L�n2. L0 = 12(P +K)3. L�1 = 12(P �K)� iD4. [Lm; Ln℄ = (m� n)Lm+n + 
12m(m2 � 1)Æm;�nNeben den Operatoren P , D und K erzeugen also au
h die Operatoren L0und L�1 die M�obius-Gruppe. Die Algebra, die von den Operatoren Ln erzeugtwird, hei�t Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung 
.Wir interessieren uns aus physikalis
hen Gr�unden nur f�ur Darstellungen po-sitiver Energie. In diesen sind die Operatoren P und | wegen der Identit�atenU��01 �10 �� P U��01 �10 ���1 = K undL0 = 12(P +K)| au
h K und L0 positiv dargestellt. Die unit�aren, irreduziblen Darstellungender Virasoro-Algebra, in denen der Operator L0 positiv ist, sind vollst�andig klas-si�ziert ([FQS86℄ und Referenzen dort). Sie werden f�ur gegebene zentrale Ladung
 dur
h eine reelle, ni
ht-negative Zahl h 2 R�0 indiziert, an die f�ur 0 < 
 < 1



2.1 Konforme Quantenfeldtheorie 11weitere Eins
hr�ankungen gema
ht werden m�ussen. Die Darstellungsr�aume werdenaus den Verma-Moduln Vh := Mk2N0 V (k)hdur
h Herausteilen der Nullvektoren konstruiert, wobei die R�aume V (k)h die Ei-genr�aume des Operators L0 zum Eigenwert k + h sind:V (k)h := SpannL�n1 : : : L�nr jhi : n1 � � � � � nr > 0; Xni = ko :Der Vektor jhi ist also der Grundzustandsvektor zum Eigenwert h bez�ugli
h L0.Die Skalarprodukte dieser Basisvektoren sind dur
h die Vertaus
hungsrelationender Operatoren Ln und die Identit�at L�n = L�n eindeutig �xiert und de�nieren,mit den oben erw�ahnten Eins
hr�ankungen an die Werte f�ur h im Fall 
 < 1,einen Pr�a-Hilbertraum, der f�ur 
 > 1 ein e
hter Hilbertraum ist. Im Falle 
 = 1enthalten die Verma-Moduln Vh nur f�ur h 2 (12N0)2 Nullvektoren.F�ur eine Darstellung �h der Virasoro-Algebra gibt der Charakter �h(t) :=Sp�h(tL0) Auskunft �uber das Spektrum des Operators L0 und die Entartung derEigenwerte: Da das Spektrum des Operators L0 diskret ist, kann der Charakter�h(t) als formale Potenzreihe mit Summanden der Form intn ges
hrieben werden.Die Menge aller in dieser Reihe auftretenden Exponenten n ist das Spektrum, undder KoeÆzient in gibt die Entartung des Eigenwertes n an.Die Charaktere divergieren f�ur t% 1, da der Operator L0 unbes
hr�ankt ist.Es gibt jedo
h Darstellungen �h, f�ur die die asymptotis
he Dimensiondas(�h) := limt%1 �h(t)�0(t)endli
h ist. Bei zentraler Ladung 
 = 1 gilt f�ur die Charaktere [Ka
79℄:�h(t) = � th(1� t2s+1)p(t) falls h = s2 und s 2 12N0thp(t) sonst ; (2.2)wobei p(t) :=Q1n=1(1� tn)�1 die kombinatoris
he Zustandssumme ist. Die Ursa-
he f�ur den zus�atzli
hen Faktor bei h 2 (12N0)2 sind die oben erw�ahnten linearenAbh�angigkeiten zwis
hen den Elementen der Eigenr�aume V (k)h , die nur bei diesenspeziellen Werten von h auftreten.Aus Formel (2.2) folgt sofort f�ur die statistis
he Dimension einer Darstellung�h der Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung 
 = 1:das(�h) = � 2s+ 1 falls h = s2 und s 2 12N01 sonst :



12 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und Hilfsmittel2.1.3 Innere SymmetrienDie Algebra F sei die von den N 
hiralen, komplexen, freien Fermi-Feldern 1; : : : ;  N erzeugte CAR-Feldalgebra mit den Antivertaus
hungsrelationen8i; j 2 N�N : [ i(x);  �j (y)℄+ = Æi;j Æ(x� y) :Eine lokale Ei
htransformation 
 : R! SU(N) induziert einen Automorphismus�
 auf der CAR-Feldalgebra�
 : F ! F ;  i 7! NXj=1  j
ji; i 2 N�Ndur
h Fortsetzung zu einem Algebrenhomomorphismus. Auf dem mit einer zu-l�assigen Testfunktion g : R ! CN | wobei die Funktion g eine zul�assige Test-funktion ist, wenn ihre Eintr�age zul�assige Testfunktionen sind | vers
hmiertenFermi-Feld  (g) wirkt der Automorphismus also wie�
( (g)) =  (
g) : (2.3)F�ur eine globale Ei
htransformation k 2 SU(N) de�nieren wir:
k : x 7! k und �k := �
k :F�ur zwei Ei
htransformationen 
 und Æ k�onnen wir na
hre
hnen, dass dieHintereinanderausf�uhrung von Automorphismen der punktweisen Matrixmulti-plikation der Ei
htransformationen entspri
ht:�
Æ�Æ = �
Æ :Diese SU(N)-Symmetrie wird von den Str�omenja := NXi;j=1 : iT aij �j : (2.4)erzeugt, wobei T a, a = 1; : : : ; N2 � 1 Erzeuger der Lie-Algebra su(N) sind. DieFelder sind entspre
hend der Vors
hrift:  � : (x) := limy!x� (x) �(y)� 12��(x� y)�normalgeordnet, wobei (x; y) 7! 12��(x� y) die Zweipunktfunktion des Feldes  ist und dur
h �(z) := lim�&0(iz+�)�1 gegeben ist. Die Theorie mit N komplexenFermionen, das hei�t der Vakuumzustand dieser Theorie und damit alle ihre n-Punkt-Funktionen, ist invariant unter der globalen Symmetrie �k, die von denOperatoren Qa := RRja erzeugt wird.



2.1 Konforme Quantenfeldtheorie 13Die Str�ome sind 
hirale, skaleninvariante Felder mit Skalendimension 1, undihre Vertaus
hungsrelationen mit den Fermi-Feldern lauten:[ja(x);  j(y)℄ = NXi=1  i(y)T aijÆ(x� y) (2.5)beziehungsweise f�ur den ausges
hmierten Strom j(f) := PNi;j=1 RR : ifij �j : unddas ausges
hmierte Fermi-Feld  (g) := PNi=1 RR i(gi) mit zul�assigen Testfunk-tionen f : R! su(N) und g : R! CN :[j(f);  (g)℄ =  (fg) :Dies ist die in�nitesimale Form der Wirkung der Automorphismen �
 auf dieFermi-Felder (2.3). In diesem Sinne ist die obige Aussage, die Str�ome ja erzeugendie SU(N)-Symmetrie, zu verstehen. Insbesondere erzeugen also die OperatorenQa = j(T a) die globale SU(N)-Symmetrie.Aus den Vertaus
hungsrelationen (2.5) folgen die Vertaus
hungsrelationen derStr�ome untereinander:[ja(x); jb(y)℄ = ifab
j
(y)Æ(x� y) + i2�gabÆ0(x� y) ; (2.6)wobei fab
 die Strukturkonstanten ifab
T 
 := [T a; T b℄ und gab := Sp(T aT b) dieCartan-Metrik sind.Der Zusammenhang zwis
hen Str�omen und Energie-Impuls-Tensor wird her-gestellt dur
h dasTheorem 2.5 (Sugawara, Segal; [FST89℄). Die Operatoren ja seien Str�omemit den Vertaus
hungsrelationen (2.6). Dann ist das FeldT := �N + 1gab :jajb :ein 
hiraler Energie-Impuls-Tensor mit zentraler Ladung 
 = N � 1, der mit denStr�omen die Vertaus
hungsrelationeni[T (x); ja(y)℄ = �y (ja(y)Æ(x� y))hat. Dieser Energie-Impuls-Tensor hei�t Sugawara-Energie-Impuls-Tensor. DieNormalordnung der Str�ome ist dur
h:jajb : (x) := limy!x�ja(x)jb(y)� i2��(x� y)fab
j
(x)� 1(2�)2�2(x� y)gab�de�niert.



14 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und HilfsmittelInsbesondere ist also die Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung 
 = N � 1 eineUnteralgebra der SU(N)-Stromalgebra.Die Funktionen f (1)n sind zul�assige Testfunktionen f�ur die Str�ome, also werdendur
h jan := ja(f (1)n ) Operatoren de�niert. Diese erf�ullen die Vertaus
hungsrela-tionen [jam; jbn℄ = ifab
j
m+n + gabmÆm;�n und (2.7)[Lm; jan℄ = �njam+n ; (2.8)wobei die Operatoren Ln die Virasoro-Algebra zu dem Energie-Impuls-Tensoraus Theorem 2.5 erzeugen. Insbesondere sind die jan f�ur negative beziehungsweisepositive n Auf- beziehungsweise Absteigeoperatoren zu L0.Die Operatoren Qa := ja0 erzeugen die globale SU(N)-Symmetrie. Da dieOperatoren Qa und L0 vertaus
hen, transformieren si
h die Zust�ande niedrig-ster Energie, das hei�t die Grundzust�ande, in einer Darstellung der Lie-GruppeSU(N). Es lassen si
h also die irreduziblen Darstellungen der Algebra B, die vonden bes
hr�ankten Funktionen der Str�ome jan erzeugt wird, analog zu den Verma-Moduln aus den Moduln �uber den Grundzust�anden j�; hi konstruieren, wobei �die irreduziblen Darstellungen der Lie-Gruppe SU(N) indiziert.Lemma 2.6. Im Fall N = 2 existieren genau zwei irreduzible Hilbertraum-Dar-stellungen der Stromalgebra (2.7), und zwar die zu den Grundzust�anden 
0 :=j0; 0i und 
 12 := ���1=2; 1=4E, wobei 0 beziehungsweise 1=2 die irreduziblen Darstel-lung der Lie-Gruppe SU(2) mit Isospin 0 beziehungsweise 1=2 bezei
hnen.Beweis. Gem�a� Formel (4.42) in [FST89℄ sind nur die irreduziblen Darstellun-gen � = 0 und � = 1=2 erlaubt. Der Isospin J dieser Darstellungen wiederumbestimmt den Wert von h, denn es gilt die Formel h = J(J+1)3 ([FST89℄, (4.43)und [FST89℄, (B.15b)): Bei vers
hwindendem Isospin ist nur h = 0 erlaubt, beiIsospin 1=2 nur h = 1=4.In dieser Arbeit werden wir uns haupts�a
hli
h in der Darstellung zu demGrundzustand 
0 bewegen und 
harakterisieren sie deshalb in folgendem Lemman�aher.Lemma 2.7. Die Darstellung zum Grundzustand 
0 ist die Vakuumdarstellungder Stromalgebra.Beweis. Der Vektor 
0 ist ein Grundzustand und wird deshalb von dem Abstei-geoperator L1 verni
htet. Au�erdem geh�ort er zu der Darstellung mit h = 0, dashei�t, er wird ebenfalls von dem Operator L0 verni
htet. Aus den Vertaus
hungs-relationen folgt: jjL�1
0jj2 = (
0; [L1; L�1℄
0)= (
0; 2L0
0)= 0 :



2.1 Konforme Quantenfeldtheorie 15Also wird der Vektor 
0 von den Erzeugern der M�obius-Gruppe L0 und L�1 ver-ni
htet und ist somit invariant unter der M�obius-Gruppe. Da diese Eigens
haftenden Vakuumvektor eindeutig de�nieren, ist 
0 der Vakuumvektor. Damit handeltes si
h bei dieser Darstellung um die Vakuum-Darstellung der Stromalgebra B.Die Operatoren in der Cartan-Unteralgebra kommutieren untereinander undmit dem konformen Hamilton-Operator L0. Da sie eins
hlie�li
h L0 rein diskre-tes Spektrum haben und da die Eigenr�aume des Operators L0 endli
h entartetsind, lassen sie si
h also auf dem Vakuum-Hilbertraum simultan diagonalisieren.Die Eigenwerte bez�ugli
h der Cartan-Unteralgebra hei�en (Cartan-)Ladung, dieEigenwerte bez�ugli
h L0 hei�en (konforme) Energie des entspre
henden Vektors.Satz 2.8. Vektoren mit unters
hiedli
her Ladung oder unters
hiedli
her Energiestehen senkre
ht aufeinander.Beweis. Die Aussage folgt aus der Hermitizit�at der Operatoren Qa und L0, daf�ur einen hermites
hen Operator A mit Eigenvektoren  und � gilt: � h ; �i =hA ; �i = h ;A�i = �� h ; �i.Lemma 2.9. Im Fall N = 2 vers
hwinden Vektoren der Vakuumdarstellung derStromalgebra, f�ur die das Quadrat ihrer Ladung gr�o�er ist als ihre Energie.Beweis. F�ur N = 2 l�asst si
h der Charakter �0 der Vakuumdarstellung derStromalgebra mit den Vertaus
hungsrelationen (2.7) zu�0(t; q) = Sp(tL0qQ3)= p(t) 1Xn=0 tn2(1� t2n+1) nXm=�n qm= p(t) 1 + 1Xn=1(q�n + qn)tn2!bere
hnen [Ka
74℄. Ein Vektor dieser Vakuumdarstellung habe Ladung Q undEnergie E. Da die Menge der Exponenten des Argumentes q, die in dem Cha-rakter �0 auftreten, das Spektrum des Operators Q3 in der Vakuumdarstellungist, gibt es einen Exponenten nQ 2 N0, sodass Q2 = n2Q. Da die kombinatoris
heZustandssumme p(t) = Q1i=1(1 � ti)�1 den Exponenten n2 von t in der Summenur erh�oht, folgt die Behauptung: E � n2Q = Q2.



16 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und Hilfsmittel2.1.4 Weitere Energie-Impuls-TensorenBisher haben wir zu einem Fermi-Feld bereits den kanonis
hen Energie-Impuls-Tensor aus Formel (2.1) und den Sugawara-Energie-Impuls-Tensor aus Theorem2.5 kennengelernt. In einer Theorie mit N komplexen 
hiralen Fermi-Feldern gibtes jedo
h weitere Energie-Impuls-Tensoren. Ihren Zusammenhang erl�autern wirin diesem Unterabs
hnitt.Satz 2.10. Zu jedem komplexen Fermi-Feld  i gibt es einen Energie-Impuls-Tensor Ti := i2 : i$� �i : :Dieser hat die zentrale Ladung 
 = 1. Die Energie-Impuls-Tensoren zu unter-s
hiedli
hen Fermi-Feldern kommutieren miteinander.Beweis. Aus der Bewegungsglei
hung eines Fermions folgt, dass die Vorausset-zungen des Theorems 2.1 von L�us
her und Ma
k erf�ullt sind. Die zentrale La-dung muss man ausre
hnen. Die Energie-Impuls-Tensoren zu unters
hiedli
henFermi-Feldern kommutieren miteinander, da die unters
hiedli
hen Fermi-Feldermiteinander anti-kommutieren.Satz 2.11. Zu jedem Fermi-Feld  i gibt es einen Strom ji := :  i �i :, dessenWi
k-Quadrat den Energie-Impuls-Tensor aus Satz 2.10 zu diesem Fermi-Feldergibt: Ti = � :jiji : :Beweis. Zun�a
hst stellen wir fest, dass der Strom ji ein freies Bose-Feld ist, dennseine Vertaus
hungsrelationen lauten [ji(x); ji(y)℄ = i2�Æ0(x�y). Wir k�onnen alsoseine Wi
k-Produkte dur
h die bosonis
he Normalordnung de�nieren::jiji : (x) := limy!x�j(x)j(y)� 1(2�)2�(x� y)2� :Nun kann man die Identit�at [Ti;  i℄ = �[:jiji:;  i℄ na
hre
hnen. Da die Fo
kraum-Darstellung der Fermi-Felder irreduzibel ist, ist der Operator Ti � � : jiji : einVielfa
hes der Identit�at. Die Zweipunktfunktion dieses Operators vers
hwindet,und es folgt die Behauptung.Satz 2.12. Der totale Energie-Impuls-Tensor Ttot := PNi=1 Ti l�asst si
h in eineSumme zweier miteinander kommutierender Energie-Impuls-Tensoren zerlegen:Ttot = TU + TCartanmit den De�nitionen TU := �2 :j0j0 : und TCartan := � :j3j3 : f�ur den Fall N = 2.



2.1 Konforme Quantenfeldtheorie 17Beweis. Den Beweis geben wir hier nur f�ur N = 2 an. F�ur den allgemeinen Fallverweisen wir auf [FST89℄. Mit T 0 := � 1 00 1 � und T 3 := 1p2 � 1 00 �1 � folgtaus der De�nition (2.4) und aus Satz 2.11:j1 + j2 = : 1 �1 :+: 2 �2 := j0j1 � j2 = : 1 �1 :� : 2 �2 := p2j3 :Dieses setzen wir nun in die De�nition des totalen Energie-Impuls-Tensors Ttotein: Ttot = � :j1j1 :+� :j2j2 := �2 :(j1 + j2)(j1 + j2) :+�2 :(j1 � j2)(j1 � j2) := �2 :j0j0 :+� :j3j3 := TU + TCartan :Hier bemerken wir, dass mit den Str�omen ji au
h die Str�ome ja freie Felder sindund wir deshalb ihr Wi
k-Produkt wie oben de�nieren k�onnen. TCartan ist we-gen Theorem 2.13 ein Energie-Impuls-Tensor; die Vertaus
hungsrelationen vonTU muss man na
hre
hnen.Theorem 2.13. Der Sugawara-Energie-Impuls-Tensor T = �N+1gab :jajb : ausTheorem 2.5 ist identis
h mit dem Energie-Impuls-Tensor TCartan aus Satz 2.12.Im Fall N = 2 l�asst er si
h s
hreiben alsT = � :jaja :f�ur a = 1; 2; 3.Beweis. Wieder nur f�ur N = 2. Die Energie-Impuls-Tensoren Ttot und TU sindSU(2)-invariant. Damit ist au
h deren Di�erenz TCartan = Ttot � TU SU(2)-invariant. Da si
h die Str�ome ja f�ur a = 1; 2; 3 dur
h eine SU(2)-Transformationineinander drehen lassen, folgt:TCartan = � :jaja : :Dieses setzen wir in die Formel f�ur den Sugawara-Energie-Impuls-Tensor T ausTheorem 2.5 ein und erhalten die Behauptung.
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her Rahmen und Hilfsmittel2.2 Algebrais
he QuantenfeldtheorieDie algebrais
he Quantenfeldtheorie [HK64, Haa96℄ untersu
ht Quantenfeldtheo-rien, indem sie die Theorien alleine dur
h ihre Observablen und damit dur
h (prin-zipiell) experimentell zug�angli
he Objekte als gegeben annimmt. Die Observablensind (wie s
hon in der Quantenme
hanik) Elemente einer Operator-Algebra, wo-bei die in einem bes
hr�ankten Raum-Zeit-Gebiet O lokalisierten Observablen dieC�-Algebra A(O) erzeugen. Dur
h die ZuordnungO 7! A(O)erhalten wir also ein Netz von C�-Algebren, dessen C�-induktiver Limes A alsquasilokale Algebra bezei
hnet wird:A :=[O A(O)jj�jj :Das Netz soll folgende Axiome erf�ullen:1. Isotonie. Ist ein Gebiet O1 in dem Gebiet O2 enthalten, so gilt das au
h f�urdie entspre
henden lokalen Algebren:O1 � O2 ) A(O1) � A(O2) :2. Lokalit�at. Falls die Gebiete O1 und O2 raumartig getrennt sind, vertaus
hendie Elemente der lokalen Algebren:O1 � O?2 ) [A(O1);A(O2)℄ = 0 :3. Kovarianz. Es existiert eine Darstellung der Poin
ar�e-Gruppe P dur
h Au-tomorphismen �g, die geometris
h wirken:8g 2 P : �g(A(O)) = A(gO) :F�ur eine kovariante Darstellung � der Algebra A(O) gibt es eine unit�areDarstellung U� der Poin
ar�e-Gruppe, dur
h die obige Automorphismen im-plementiert sind:8g 2 P 8A 2 A(O) : U�(g)�(A)U�(g)� = �(�g(A)) :4. Spektrumsbedingung. Wird die Darstellung U� auf die Translationen einge-s
hr�ankt, so ist sie stark stetig, und das Spektrum ihrer Erzeuger P � liegtim Vorw�artsli
htkegel.5. Vakuum. Es gibt eine treue und irreduzible Darstellung �0 : A ! B(H0),genannt Vakuumdarstellung, mit zyklis
hem, irreduziblem und translati-onsinvariantem Vakuumvektor 
0 2 H0.



2.2 Algebrais
he Quantenfeldtheorie 19Da wir uns im Rahmen dieser Arbeit mit konformen Quantenfeldtheorienbes
h�aftigen, ersetzen wir in dem Axiom 3 (Kovarianz) die Poin
ar�e-Gruppedur
h die M�obius-Gruppe. Weiterhin wird bei 
hiralen konformen Quantenfeld-theorien, die auf dem Li
htstrahl oder dem Einheitskreis leben, die Bedingung derraumartigen Trennung zweier Intervalle O1 und O2 einfa
h dur
h die Forderungeines leeren S
hnittes O1\O2 = ; ausgedr�u
kt, und das raumartige Komplementeines Gebietes ist das Komplement in den reellen Zahlen R beziehungsweise aufdem Einheitskreis S1.Au�erdem setzen wir voraus, dass die Vakuumdarstellung die Haag-Dualit�aterf�ullt [Haa59℄: 8 Intervalle O : �0(A(O?))0 = �0(A(O)) :Diese Forderung bedeutet f�ur uns keine Eins
hr�ankung, da sie f�ur 
hirale kon-forme Quantenfeldtheorien auf dem Einheitskreis immer [BGL93℄ und auf demLi
htstrahl f�ur den hier behandelten Fall der zentralen Ladung 
 = 1 [BSM90℄erf�ullt ist.Die heuristis
he Idee, die zu obigen Axiomen gef�uhrt hat, besteht zwar da-rin, dass die Observablen die bes
hr�ankten Funktionen der mit Testfunktionenf ausges
hmierten Wightman-Felder  (f) sind, aber es gibt au
h algebrais
heQuantenfeldtheorien, die si
h ni
ht aus Feldern erzeugen lassen, und ni
ht alleWightman-Theorien lassen si
h dur
h algebrais
he Quantenfeldtheorien bes
hrei-ben. In dieser Arbeit jedo
h haben wir hinrei
hend regul�are Felder (Str�ome zuFermi-Feldern), die ein Netz B erzeugen, das den obigen Axiomen gen�ugt miteiner Vakuumdarstellung �0;B und einem Vakuumvektor 
0;B [BSM90, DF77℄.Weiter gibt es eine kompakte globale Ei
hgruppe G und eine treue, stark stetige,unit�are Darstellung U : G ! B(H0;B), die f�ur beliebige k 2 G einen Automor-phismus �k auf B induziert: �0;BÆ�k := AdU(k)Æ�0;B. Die Observablenalgebra Awird nun dur
h die Fixpunkte von B unter diesen Automorphismen erzeugt:A := BG := fA 2 B 8k 2 G : �k(A) = Ag :Die Vakuumdarstellung �0;A von A ist die GNS-Darstellung zum Vakuum !0;A :=!0;BjA. Sie ist irreduzibel, da das Vakuum rein ist, und gen�ugt ebenfalls obigenAxiomen.In dem vorliegenden Fall ist G = SO(3) �= SU(2)=Z2, da wegen der Identit�at�k = ��k f�ur k 2 SU(2) nur dieser Quotient in der Vakuumdarstellung treudargestellt werden kann.Theorem 2.14 ([DHR69℄, Kapitel 3). Mit Ĝ sei die Menge der �Aquivalenz-klassen der stetigen, unit�aren, irreduziblen Darstellungen von G bezei
hnet. Die



20 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und HilfsmittelDarstellungen in der Klasse [�℄ 2 Ĝ haben die Dimension n[�℄. Dann gilt:�0;BjA = M[�℄2Ĝ idn[�℄ 
 �[�℄U = M[�℄2Ĝ � 
 idH[�℄ ;wobei idn[�℄ die Identit�aten auf den n[�℄-dimensionalen Vektorr�aumen und �[�℄irreduzible, unit�are Darstellungen positiver Energie der Algebra A auf den Hil-bertr�aumen H[�℄ sind.2.3 DHR-Theorie der SuperauswahlsektorenDa ni
ht alle Darstellungen der Observablenalgebra A physikalis
h interessantsind, werden weitere Kriterien benutzt, um die physikalis
h interessanten Dar-stellungen auszuw�ahlen, so zum Beispiel das DHR-Kriterium [DHR71℄:8O : �jA(O?) �= �0jA(O?) :Um diese Bedingung n�aher zu untersu
hen, ist folgender Begri� hilfrei
h:De�nition 2.15. Seien �1 und �2 zwei Darstellungen der quasilokalen Algebra Aauf den Hilbertr�aumen H1 beziehungsweise H2, und sei O ein Raum-Zeit-Gebiet.Ein unit�arer Operator UO : H1 !H2 hei�t in O lokalisierter partieller Verketter,falls er folgende Bedingung erf�ullt:8A 2 A(O?) : UO�1(A) = �2(A)UO :Das DHR-Kriterium ist also �aquivalent dazu, dass es zu jedem Raum-Zeit-Gebieteinen dort lokalisierten partiellen Verketter zwis
hen der betra
hteten Darstellungund der Vakuumdarstellung gibt.F�ur eine DHR-Darstellung � de�nieren wir f�ur beliebige Gebiete O mit Hilfeeines in O lokalisierten partiellen Verketters UO sogenannte DHR-Endomorphis-men %O : A! A wie folgt ([DHR71℄ (1.7)):8A 2 A : �0Æ%O(A) := UO�(A)U�O :Ein DHR-Endomorphismus %O ist in O lokalisiert, das hei�t auf dem kausalenKomplement von O wirkt er wie die Identit�at: %OjA(O?) = idA(O?). DHR-Endo-morphismen, die von unit�ar �aquivalenten DHR-Darstellungen induziert werden,hei�en �aquivalent.Umgekehrt induziert ein beliebiger lokalisierter Endomorphismus % die DHR-Darstellung �0Æ%. F�ur �aquivalente DHR-Endomorphismen %O1 und %O2 sind dieinduzierten DHR-Darstellungen �0Æ%O1 und �0 Æ%O2 unit�ar �aquivalent. Es gibt



2.3 DHR-Theorie der Superauswahlsektoren 21also eine 1:1-Beziehung zwis
hen den �Aquivalenzklassen der Darstellungen [�℄und denen der Endomorphismen [%℄.Es gibt au
h eine 1:1-Beziehung zwis
hen Paaren von Darstellungen und zy-klis
hen Vektoren einerseits und Zust�anden andererseits: Die GNS-Konstrunktionliefert zu einem Zustand ! eine Darstellung �! und einen Vektor 
!, die die Glei-
hung ! = (
!; �!
!) erf�ullen. Umgekehrt erhalten wir zu einer Darstellung �und einem Vektor 
 sofort einen Zustand !� := (
; �
). Zust�ande werden als�aquivalent de�niert, wenn die entspre
henden Darstellungen �aquivalent sind. Die�Aquivalenzklassen [�℄ (oder stellvertretend die Darstellungsr�aume H�), [%℄ und[!℄ werden als (Superauswahl-) Sektoren bezei
hnet.Im Folgenden sei �i stets eine von %i induzierte irreduzible Darstellung, dashei�t 8i : [�i℄ = [�0Æ%i℄. Auf der Menge der Sektoren ist dur
h die direkte Summevon Darstellungen in nat�urli
her Weise eine Addition de�niert: [�1℄ � [�2℄ :=[�1 � �2℄. F�ur zwei Sektoren [�1℄ und [�2℄ k�onnen wir ein Produkt de�nieren([DHR74℄, Lemma 2.1): [�1℄� [�2℄ := [�0Æ%1Æ%2℄ :Auf den �Aquivalenzklassen der DHR-Darstellungen ist dur
h den Statistik-Operator ([DHR71℄, Kapitel 4) eine Abbildung dst, die statistis
he Dimension,mit Werten in dem Intervall [1;1℄ de�niert. Sie ist additiv ([DHR71℄, (6.5)) undmultiplikativ ([DHR71℄, Lemma 6.7):dst([�1℄� [�2℄) = dst([�1℄) + dst([�2℄)dst([�1℄� [�2℄) = dst([�1℄)dst([�2℄) :Die Zerlegung eines Produktes zweier Darstellungen in eine direkte Summeirreduzibler Darstellungen (f�ur Darstellungen mit endli
her statistis
her Dimen-sion) [�i℄� [�j℄ = �kNkij[�k℄ ; Nkij 2 Noder �aquivalent f�ur die entspre
henden DHR-Endomorphismen%iÆ%j �= �kNkij%kwird als Fusionsregel bezei
hnet.Theorem 2.16 ([DR90℄, Theorem 3.14). Die Bezei
hnungen seien wie inTheorem 2.14. Dann erf�ullen die Sektoren [�(�)℄ dieselben Fusionsregeln wie dieentspre
henden Darstellungen � der Ei
hgruppe G.F�ur einen irreduziblen Sektor [�℄ endli
her statistis
her Dimension de�nie-ren wir den ebenfalls irreduziblen konjugierten Sektor [��℄ dur
h die Bedingung([DHR74℄, Theorem 3.1) [��℄� [�℄ � [�0℄ :



22 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und HilfsmittelMan kann zeigen, dass [��℄ dur
h diese Bedingung eindeutig bestimmt ist und dasfolgende Theorem erf�ullt.Theorem 2.17 (Dimension der konjugierten Darstellung).dst([��℄) = dst([�℄) :F�ur den Beweis verweisen wir auf [DHR74℄, Theorem 3.1 b).2.4 Das Produkt von Zust�andenDas Produkt von Zust�anden wurde von Fredenhagen in [Fre92℄ eingef�uhrt. Bei-spiele f�ur seine Verwendung �nden si
h au
h in [Fre94℄.Die DHR-Endomorphismen k�onnen in der Regel nur abstrakt de�niert werden,weshalb sie den gro�en Na
hteil haben, dass man sie nur s
hwer explizit angebenkann. Dieses Problem versu
hen wir mit dem folgenden Konzept zu umgehen.Die Idee ist, eine gegebene DHR-Darstellung � dur
h einen Zustand ! und DHR-Endomorphismen % dur
h positive lineare Abbildungen � : A! A mit ! = !0Æ�zu ersetzen. Wir ho�en, �ahnli
he Strukturen wie bei den DHR-Endomorphismenzu �nden, das hei�t zum Beispiel eine Multiplikation!i � !j = !0Æ�iÆ�j = �kNkij!0Æ�k ;die die glei
hen Fusionsregeln wie die entspre
henden DHR-Endomorphismenerf�ullt, mit der GNS-Konstruktion vertr�agli
h ist (�!1 � �!2 = �!1�!2) und dieDe�nition von konjugierten positiven Abbildungen erlaubt. Diese Strukturen wer-den wir in den folgenden Unterabs
hnitten einf�uhren. Allerdings errei
ht man imAllgemeinen nur die Unglei
hung �!1 � �!2 � �!1�!2, siehe Theorem 2.26.2.4.1 De�nition der positiven AbbildungenIn diesem Abs
hnitt werden positive, lineare, normierbare Funktionale als Zust�andebezei
hnet, au
h wenn sie ni
ht normiert sind. F�ur einen Zustand ! sei �! diemittels GNS-Konstruktion zu ! geh�orende Darstellung. Die Menge der DHR-Zu-st�ande sei S := f! 2 A�+ : �! ist eine DHR-Darstellungg. Mit Hilfe vonS(O) := f! 2 S : 9� > 0 8A 2 A(O?) : A � 0 =) !(A) � �!0(A)gl�asst si
h die Menge der vom Vakuum im raumartig Unendli
hen dominiertenZust�ande S0 := SO S(O) de�nieren. Diese Menge ist eine normdi
hte Untermengevon S ([DHR71℄, Anhang A).



2.4 Das Produkt von Zust�anden 23F�ur die De�nition der zu einem Zustand assoziierten positiven Abbildungenben�otigen wir dasLemma 2.18 (zweite Charakterisierung von S0).S0 = f! 2 S : 9O 9S! : H0 ! H! 8A 2 A(O?) :S!�0(A) = �!(A)S! und ! = (S!
0; �!S!
0)gBeweis. Sei ! 2 S ein Zustand mit einem Lokalisierungsgebiet O und mit in Olokalisiertem partiellem Verketter S! : H0 ! H!, sodass ! = (S!
0; �!S!
0).Dann erhalten wir f�ur eine Observable A 2 A(O?) dur
h Adjungieren der par-tiellen Verkettungseigens
haft die Identit�at: S�!S!�0(A) = �0(A)S�!S!. Also liegtS�!S! in der Kommutanten von �0(A(O?)) und wegen Haag-Dualit�at in �0(A(O)).Sei A 2 A(O?) positiv. Dann gilt:!(A) = (S!
0; �!(A)S!
0)= (
0; S�!S!�0(A)
0)� jjS�!S!jj !0(A) :Da der Operator S�!S! Darsteller einer in O lokalisierten Observable ist, ist seineNorm endli
h, also liegt der Zustand ! in S(O) und damit in S0.Sei nun umgekehrt ! 2 S0, also ! 2 S(O). Sei �! die GNS-Darstellung zu! mit zyklis
hem und separierendem Vektor 
! 2 H!. De�niere nun einen in Olokalisierten partiellen Verketter S! : H0 !H! dur
h8A 2 A(O?) : S!�0(A)
0 = �!(A)
! :S! wird damit di
ht de�niert, da 
0 separierend ist f�ur �0(A(O)) = �0(A(O?))0und damit zyklis
h f�ur �0(A(O?)). S! ist aber au
h bes
hr�ankt:jjS!�0(A)
0jj2 = jj�!(A)
!jj2= (�!(A)
!; �!(A)
!)= !(A�A)� �!0(A�A)= �jj�0(A)
0jj2 :Also ist die De�nition von S! eindeutig erweiterbar auf ganz H0, und mit 
! =S!
0 folgt die partielle Verkettungseigens
haft f�ur S!.De�nition 2.19. F�ur einen Zustand ! 2 S0 de�niere eine positive Abbildung�! : A! A; A 7! ��10 (S�!�!(A)S!) ;wobei S! der partielle Verketter aus Lemma 2.18 ist.



24 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und HilfsmittelLemma 2.20.1. �! ist wohlde�niert.2. �! ist positiv.Beweis. 1. Das Gebiet O sei Lokalisierungsgebiet von ! und S!. Es seien P � O,A 2 A(P ) und B 2 A(P?). Dann kommutiert �0(�!(A)) = S�!�!(A)S! mit�0(B): [�0(�!(A)); �0(B)℄ = S�!S!�0(A)�0(B)� �0(B)S�!�!(A)S!= S�!S![�0(A); �0(B)℄= 0und liegt also wegen Haag-Dualit�at in �0(A(P )). Da �0 treu ist, k�onnen wir seinInverses bilden und haben somit die Inklusion �!(A(P )) � A(P ).2. �0(�!(A�A)) = S�!�!(A)��!(A)S!= (�!(A)S!)�(�!(A)S!)� 0Theorem 2.21 (Eindeutigkeit der positiven Abbildung). Die positive, li-neare Abbildung �! : A! A ist dur
h die beiden Bedingungen1. !0Æ�! = ! und2. 8A 2 A(O) 8B;C 2 A(O?) : �!(BAC) = B�!(A)Ceindeutig bestimmt.Beweis. Sofort aus der De�nition folgt mit den Eigens
haften von S!, dass �!die beiden Bedingungen erf�ullt:1. !0Æ�!(A) = (
0; S�!�!(A)S!
0) = !(A)2. �!(BAC) = ��10 (S�!�!(B)�!(A)�!(C)S!) = B�!(A)CSei nun � eine Abbildung, die die beiden Bedingungen f�ur einen gegebenenZustand ! erf�ullt. Da 
0 separierend f�ur �0(A(O)) = �0(A(O?))0 und damitzyklis
h f�ur �0(A(O?)) ist, ist �0(A(O?))
0 � H0 eine di
hte Teilmenge. Aufdieser sind die Matrixelemente von �0(�(A)) mit A 2 A(O) unabh�angig von �,denn f�ur B;C 2 A(O?) gilt:(�0(B)�
0; �0(�(A))�0(C)
0) 2:= (
0; �0(�(BAC))
0)1:= !(BAC) :Diese Matrixelemente bestimmen � aber eindeutig, also folgt � = �!.



2.4 Das Produkt von Zust�anden 25De�nition 2.22 (Produkt von Zust�anden). Seien !1; !2 2 S0. Dann wirddur
h !1 � !2 := !1Æ�!2das Produkt der beiden Zust�ande de�niert.Lemma 2.23. F�ur zwei Zust�ande !1; !2 2 S(O) liegt au
h ihr Produkt wiederin S(O): !1 � !2 2 S(O).Beweis. Sei A 2 A(O?). Wegen Haag-Dualit�at folgt ausA�1Æ�2(1) 2:= �1Æ�2(A) 2:= �1Æ�2(1)A ;dass �1Æ�2(1) in A(O) liegt.Das Produkt der Zust�ande kann f�ur positives A wie folgt abges
h�atzt werden:!1 � !2(A) = !0(�1Æ�2(A))2:= !0(�1Æ�2(1)A)� jj�1Æ�2(1)jj!0(A)Die Norm des Operators �1Æ�2(1) ist aber endli
h, da er in einer lokalen Algebraliegt. Also folgt die Behauptung: !1 � !2 2 S(O).Bemerkung 2.24 ([Fre92℄, (23)). Das Produkt von Zust�anden ist vertr�agli
hmit der Komposition positiver Abbildungen, das hei�t:�!1�!2 = �!1Æ�!2 :2.4.2 GNS-Konstruktion und das Produkt von Zust�andenIn diesem Unterabs
hnitt soll die Vertr�agli
hkeit des Produktes von Zust�andenmit der GNS-Konstruktion untersu
ht werden. Gegeben sind also zwei Zust�ande!1 und !2. Ma
ht es einen Unters
hied, ob wir zuerst die GNS-Darstellungen�!1 und �!2 und dann deren DHR-Produkt �!1 � �!2 , oder zuerst das Produktder Zust�ande !1 � !2 und dann die GNS-Darstellung f�ur diesen Produktzustandbilden? Die Antwort wird sein: Ja, aber nur ein biss
hen.Lemma 2.25. Seien ! 2 S0 ein Zustand und O ein bes
hr�anktes Raum-Zeit-Gebiet. Dann gibt es einen in O lokalisierten DHR-Endomorphsimus % und einein O lokalisierte Observable S 2 A(O), sodass folgende Aussagen gelten:1. �! �= �0Æ%,
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her Rahmen und Hilfsmittel2. �! = S�%S,3. �0(S)
0 ist zyklis
h f�ur �0Æ%(A) .4. Dur
h die Bedingungen 1. bis 3. sind die Observable S 2 A(O) bis aufLinksmultiplikation mit einer unit�aren Observable U 2 %(A)0 und der DHR-Endomorphsimus % bis auf Verkettung von links mit AdU eindeutig de�niert.Beweis. S! sei der zu ! de�nierte partielle Verketter aus Lemma 2.18 mit Loka-lisierungsgebiet O. Der DHR-Endomorphismus % sei in O lokalisiert und erf�ulledie Bedingung �! �= �0Æ%. Sei V : H0 !H! unit�ar mit V ��!V = �0Æ%. De�niereS := ��10 (V �S!). Dann gilt f�ur A 2 A(O?):�0(S)�0(A) = V �S!�0(A)= �0(%(A))V �S!= �0(A)�0(S)Also liegt �0(S) wegen Haag-Dualit�at in �0(A(O)) und damit ist S ein in Olokasisierter Operator, das hei�t S ist wohlde�niert.1. Siehe Abs
hnitt 2.3.2. Sei A 2 A. �!(A) = ��10 (S�!�!(A)S!)= ��10 (S�!V �0(%(A))V �S!)= S�%(A)S:3. Der Vektor 	 := V �
! 2 H0 ist zyklis
h f�ur �0 Æ%(A), denn 
! ist zy-klis
h f�ur �!(A) und damit au
h f�ur V ��!(A) = �0(%(A))V �. Andererseits gilt:�0(S)
0 = V �S!
0 = V �
! = 	.4. Mit einem unit�aren U 2 %(A)0 gelten die Bedingungen 1. bis 3. ebenso f�urT := US, wenn wir au�erdem % dur
h � := U%U� ersetzen.W�ahle T und � so, dass sie die Bedingungen 1. bis 3. erf�ullen. Dann sind�0Æ% und �0Æ� unit�ar �aquivalent. W : H0 ! H0 implementiere diese �Aquivalenz:W�0Æ%W � = �0Æ�. Das Gebiet P enthalte die Lokalisierungsgebiete von % und�. F�ur eine Observable A 2 A(P?) gilt dann:W�0(A) = W�0(%(A))= �0(�(A))W= �0(A)W :Also ist W wegen Haag-Dualit�at ein in P lokalisierter Operator, W 2 �0(%(A))0,und U := ��10 (W ) ist eine lokale Observable mit � = U%U�.



2.4 Das Produkt von Zust�anden 27Aus der zweiten Bedingung folgt: S�%S = T ��T = T �U%U�T . F�ur die Ma-trixelemente gilt also:(�0(U�T )
0; �0Æ% �0(U�T )
0) = (�0(S)
0; �0Æ% �0(S)
0)) �0(U�T )
0 = �0(S)
0 :Da �0 treu und 
0 separierend f�ur �0(A) sind, folgt die Behauptung: T = US.Theorem 2.26. F�ur zwei Zust�ande !1 und !2 aus S0 enth�alt das Produkt derGNS-Darstellungen der Zust�ande die GNS-Darstellung ihres Produktes:�!1 � �!2 � �!1�!2 :Beweis. �!i seien die zu !i assoziierten positiven Abbildungen mit lokalen Ob-servablen Si aus Lemma 2.25: �!i = S�i %iSi. F�ur das Produkt der Zust�ande folgtdann: !1 � !2 = !0(�1(S�2%2S2))= !0(S�1%1(S�2%2S2)S1)= !0(S�1%1(S2)� %1Æ%2 %1(S2)S1)= (�0(%1(S2)S1)
0; �0Æ%1Æ%2 �0(%1(S2)S1)
0) :Dieses ist o�ensi
htli
h ein Zustand in der Darstellung �0Æ%1Æ%2 �= �!1 � �!2 .Die Darstellung �!1�!2 ist im Allgemeinen nur eine Unterdarstellung des Pro-duktes �!1��!2 , da der Vektor �0(%1(S2)S1)
0 im Allgemeinen ni
ht zyklis
h istf�ur die Algebra �0Æ%1Æ%2(A).2.4.3 FusionsregelnIn der DHR-Theorie k�onnen Produkte von Sektoren mit den Fusionsregeln inSummen zerlegt werden:[�i℄� [�j℄ =Mk Nkij[�k℄ , %iÆ%j �=Mk Nkij%k :Gibt es eine sol
he Zerlegung au
h f�ur das Produkt von Zust�anden?Theorem 2.27 (Fusionsregel f�ur das Produkt von Zust�anden). Es seien!i Zust�ande mit DHR-Darstellungen �i, die die Fusionsregeln [�i℄�[�j℄ = �kNkij[�k℄erf�ullen. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zust�ande !kij, die eine Summe vonh�o
hstens Nkij reinen Zust�anden sind, sodass!i � !j = Xk:Nkij�1!kij :



28 Kapitel 2. Theoretis
her Rahmen und HilfsmittelBeweis. Ek seien Projektoren auf den irreduziblen Darstellungsraum von �k ��i � �j, sodass Xk Ek = id :Dann gibt es f�ur alle i, j, k und n = 1; : : : ; Nkij Isometrien T k;nij , sodassNkijXn=1 T k;nij �T k;nij = Ek ;T k;nij %iÆ%j = %kT k;nij undT k;nij �T k0;n0ij = Ækk0Ænn0 :Die Verkn�upfung zweier DHR-Endomorphismen l�asst si
h also in eine Summezerlegen: %iÆ%j =Xk NkijXn=1 T k;nij �%kT k;nij :Na
h Lemma 2.25 gibt es nun f�ur jedes i ein Si, sodass f�ur die Zust�ande !i dieIdentit�at !i = !0(S�i %iSi) gilt. Dann ist!kij := NkijXn=1 !0(S�i %i(Sj)�T k;nij �%k T k;nij %i(Sj)Si)ein Zustand im Sektor [�k℄, der aus einer Summe von h�o
hstens Nkij reinenZust�anden besteht. Weiter folgt:!i � !j = !0(S�i %i(Sj)� %iÆ%j %i(Sj)Si)= Xk NkijXn=1 !0(S�i %i(Sj)�T k;nij �%k T k;nij %i(Sj)Si)= Xk !kijDie Eindeutigkeit der !kij folgt aus der Eindeutigkeit der Nkij. Au�erdem sinddie Ek und Si bis auf Unitarit�at eindeutig bestimmt. Die Wahlfreiheit bei denT k;nij wird dur
h die Summation �uber n bei der De�nition der Zust�ande !kij wiederaufgehoben.



2.4 Das Produkt von Zust�anden 292.4.4 KonjugationIn der DHR-Theorie wird der zu dem irreduziblen Sektor [�℄ mit endli
her sta-tistis
her Dimension konjugierte Sektor [��℄ dur
h die Bedingung[��℄� [�℄ � [�0℄eindeutig de�niert.De�nition 2.28 (konjugierter Zustand). Es sei ! ein irreduzibler Zustand.Wir w�ahlen wieder eine Observable S 2 A(O) na
h Lemma 2.25, sodass ! =!0(S%S�). Es sei % ein in O lokalisierter DHR-Endomorphismus mit Konjugier-tem �%, der dann ebenfalls in O lokalisiert ist. Es gibt Isometrien, die folgendeSektoren verketten: R : id! �%% und �R : id! %�% :Au�erdem k�onnen sie so gew�ahlt werden, dass sie die BedingungR��%( �R)d(%) = 1 = �R�%(R)d(%) :erf�ullen. Der zu ! konjugierte Zustand wird dann dur
h�! := dst([!℄)!0(�%(S�)R �% R��%(S))eindeutig de�niert.Theorem 2.29 (Eigens
haften des konjugierten Zustandes). F�ur den zu! konjugierten Zustand �! gelten folgende Aussagen:1. ��! = !2. ! � �! � dst([!℄)�1!0(�!(1) : �!(1)�)3. �! � ! � dst([�!℄)�1!0(��!(1) : ��!(1)�)Beweis. Siehe Seiten 204 f. in [Fre92℄.Vermutung 2.30 (Vermutung von Fredenhagen [Fre92℄). Die Unglei
hun-gen aus Theorem 2.29 bestimmen �! und d([!℄) vollst�andig:De�niereS! := f!0 2 S0 9� > 0 : ! � !0 � �!0(�!(1) : �!(1)�) und!0 � ! � �!0(�!0(1) : �!0(1)�)gund �!(!0) := supf� 2 R : ! � !0 � �!0(�!(1) : �!(1)�) und!0 � ! � �!0(�!0(1) : �!0(1)�)g :Dann gelten:
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her Rahmen und Hilfsmittel1. dst([!℄)�1 = sup!02S! �!(!0) und2. !0 2 S! : �!(!0) = dst([!℄)�1 ) !0 = �! .Bemerkung 2.31. Die Aussagen in diesem Abs
hnitt wurden zwar nur f�ur dieZust�ande in S0 bewiesen, sie k�onnen jedo
h auf S erweitert werden, indem manFolgen von Zust�anden aus S0 betra
htet.2.5 Produkt von Zust�anden am Beispiel SO(2)In diesem Abs
hnitt stellen wir ein Modell vor, um den Gebrau
h des Produktesvon Zust�anden zu illustrieren und um es sp�ater mit unserem zu verglei
hen. DiesesModell wurde erstmals von Fredenhagen bere
hnet [Fre94℄.Gegeben seien zwei 
hirale Str�ome j1 und j2. Die bes
hr�ankten Funktionendes Stromes j(f) := R j1f1 + R j2f2 mit Paaren von Testfunktionen f = (f1; f2)erzeugen die Stromalgebra B. Auf dieser wirkt die Gruppe SO(2) dur
h Drehungdes Paares von Testfunktionen: Das Gruppenelement R' 2 SO(2) induziert denAutomorphismus �' : j(f) 7! j(R'f).F�ur Funktionenpaare F , deren Ableitungen Testfunktionen sind, k�onnen wirDHR-Endomorphismen �F de�nieren:�F : B ! B; j(f) 7! (j + F 0)(f) = j(f) + F 0(f) :Eigentli
h sind die unbes
hr�ankten Operatoren j(f) keine Elemente der Al-gebra B, da diese von den bes
hr�ankten Weyl-Operatoren der Form exp(ij(f))erzeugt wird. Hier und im Folgenden werden wir aber immer mit den unbe-s
hr�ankten Operatoren re
hnen, da dieses die Bere
hnungen vereinfa
ht. Die Er-gebnisse lassen si
h jedo
h sofort von den unbes
hr�ankten Operatoren auf dieWeyl-Operatoren �ubertragen.Die Sektoren der Algebra B werden dur
h die Ladung ~qF := (qF;1; qF;2) :=(R F 01; R F 02) indiziert, das hei�t f�ur Testfunktionen F und G mit glei
her Ladung~qF = ~qG folgt, dass die Sektoren glei
h sind: [�F ℄ = [�G℄. An dem Ausdru
k f�ur�F Æ�g k�onnen wir die Fusionsregeln ablesen: [~qF ℄� [~qG℄ = [~qF + ~qG℄.Die Observablenalgebra A ist die Fixpunktalgebra der Str�ome unter der Sym-metriegruppe SO(2): A := BSO(2). Typis
he Observable sind bes
hr�ankte Funk-tionen des Operators T (f) := �(j(f)) := R 2�0 j(R'f)d'2� . S
hr�anken wir einenDHR-Zustand !F = !0Æ�F der Stromalgebra B auf die Observablen ein, so istni
ht mehr klar, wie der DHR-Endomorphismus zu !F jA aussieht, da �F ausden Observablen herausf�uhrt: �F (A) 6� A. Die gem�a� Theorem 2.21 zu !F jAgeh�orende positive Abbildung �F kann jedo
h dur
h Mittelung �uber die GruppeSO(2) bere
hnet werden:�F = �Æ�F : A! A; j(f) 7! j(f) + J(F; f) :



2.5 Produkt von Zust�anden am Beispiel SO(2) 31Hierbei ist das Funktional J mit Hilfe der modi�zierten Besselfunktion J0 de�niertdur
h J(F; f) := lnJ0�2q�RF1f1 + RF2f2�2 + �RF1f2 � RF2f1�2� :F�ur die Sektoren der Observablen spielt der Betrag der Ladung die ents
hei-dende Rolle: qF := qq2F;1 + q2F;2. Falls die Ladung vers
hwindet, l�asst si
h derZustand !F jA gem�a� Theorem 2.14 entspre
hend den Darstellungen der Lie-Gruppe SO(2) zerlegen: !F (A) =Pn2Z !F;n. F�ur ni
ht vers
hwindende Ladungindiziert qF die Sektoren. Mit!F � !G = !0Æ�F Æ�g = 2�Z0 !F+R'G d'2�und Theorem 2.26 folgt f�ur die Fusionsregeln:[!F ℄� [!G℄ � [!F � !G℄ = ��Z0 �qq2F + q2G + 2qF qG
os'� d'� :Zur kontinuierli
hen direkten Summe tragen alle Sektoren mit Ladung im Inter-vall [jqF � qGj; qF + qG℄ bei. F�ur die statistis
he Dimension folgt aus den Fusions-regeln: dst([qF ℄)dst([qG℄) � Xq2[jqF�qGj;qF+qG℄ dst([q℄) =1 :Also haben die Sektoren mit ni
ht vers
hwindender Ladung unendli
he statisti-s
he Dimension.
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Kapitel 3Das Modell der SU(2)Die Algebra F sei die von zwei komplexen 
hiralen Fermi-Feldern  1 und  2 mitden Antivertaus
hungsrelationen[ i(x);  �j (y)℄+ = Æi;j Æ(x� y)erzeugte CAR-Feldalgebra. Eine lokale Ei
htransformation 
 : R! SU(2) indu-ziert einen *-Algebrenautomorphismus�
 : F ! F ;  i 7! 2Xj=1  j
ji; i = 1; 2dur
h Fortsetzung auf die gesamte CAR-Feldalgebra. Entspre
hend de�nieren wirf�ur eine globale Ei
htransformation k 2 SU(2):
k : x 7! k und �k := �
k :Lemma 3.1. F�ur zwei Ei
htransformationen 
 und Æ ist die Induktion von Auto-morphismen mit der punktweisen Matrixmultiplikation der Ei
htransformationenvertr�agli
h: �
Æ�Æ = �
Æ.Beweis. �
  2Xj=1  jÆji! = 2Xj=1 �
( j)Æji= 2Xj;k=1 k
kjÆji= 2Xk=1  k(
Æ)ki= �kÆ( i)
33



34 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)F�ur zul�assige Testfunktionen f : R! su(2) de�nieren wir den ausges
hmier-ten Strom j(f) := ZR 2Xi;j=1 : ifij �j :mit der Normalordnung: i �j :(x) := limy!x i(x) �j (y)� 12��(x� y)Æi;j ;wobei die Abk�urzung �(z) := lim�&0(iz + �)�1 verwendet wurde. Die bes
hr�ank-ten Funktionen des Stromes erzeugen die Stromalgebra B � F .Bemerkung 3.2. Der Automorphismus �
 : F ! F ist ein DHR-Endomor-phismus [DHR71℄, falls der Tr�ager der lokalen Ei
htransformation 
 bes
hr�anktist, das hei�t falls es ein Gebiet O gibt, O 6= R beziehungsweise O 6= S1, sodassgilt: 
jO? = � 1 00 1 �.Bemerkung 3.3. Der Automorphismus �
jB : B ! B ist ein DHR-Endomor-phismus, falls der Tr�ager der lokalen Ei
htransformation 
 modulo Z2 bes
hr�anktist, das hei�t falls es ein Gebiet O gibt, O 6= R beziehungsweise O 6= S1, sodassgilt: 
jO? = �� 1 00 1 �.Man sagt: Der Automorphismus �
 ist in O lokalisiert.Da es �ofter notwendig sein wird, in einer speziellen Basis zu re
hnen, w�ahlenwir als Basis der Lie-Algebra su(2) beziehungsweise ihrer Komplexi�kation:T 1 = 1p2 � 0 11 0 � ; T 2 = 1p2i � 0 1�1 0 � ; T 3 = 1p2 � 1 00 �1 �beziehungsweiseT+ = � 0 10 0 � ; T� = � 0 01 0 � ; T 3 = 1p2 � 1 00 �1 � :In beiden F�allen hat die Cartan-Metrik gab := Sp(T aT b) nur die Eintr�age 1 oder 0.Die Cartan-Unteralgebra C der Stromalgebra B wird von dem Strom j3 := j(T 3)erzeugt. Hier m�ussen wir jedo
h den Erzeuger der Cartan-Unteralgebra andersals in Unterabs
hnitt 2.1.3 normieren: Q3 := 1p2j30 .Die Observablenalgebra A ist die Algebra der Fixpunkte der Stromalgebra Bunter der globalen Ei
hgruppe SO(3):A = BSO(3) := fA 2 B 8k 2 SU(2) : �k(A) = Ag :



3.1 Sektoren der Algebren 35Wegen der Identit�at �kjB = ��kjB ist auf der Stromalgebra B nur die GruppeSO(3) �= SU(2)=Z2 treu dargestellt.In [Reh94℄ hat Rehren gezeigt, dass diese Observablenalgebra die Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung 
 = 1 ist. Sie wird also von dem Sugawara-Energie-Impuls-Tensor aus Theorem 2.5, der zu der Stromalgebra B geh�ort, erzeugt.3.1 Sektoren der AlgebrenWir haben nun eine Reihe von Algebren eingef�uhrt, deren Sektorstruktur wir imFolgenden kurz erl�autern. Die CAR-Feldalgebra F besitzt als einzige irreduzibleDarstellung mit positiver Energie die bekannte Fo
kraum-Darstellung mit demVakuum als Grundzustand.Wie wir bereits in Lemma 2.6 erfahren haben, existieren f�ur die StromalgebraB genau zwei Sektoren: einer mit Isospin 0 zum Grundzustand 
0 und einer mitIsospin 12 zum Grundzustand 
 12 . Der Sektor mit Isospin 12 ist zum Beispiel zumGrundzustand � 1(f ( 12 )12 )
0;  2(f ( 12 )12 )
0� in dem Fo
kraum der CAR-Feldalgebraenthalten.Die Cartan-Unteralgebra C l�asst si
h als Fixpunktalgebra der StromalgebraB s
hreiben: C = BU(1), wobei die Gruppe U(1) mittels ei' 7! �exp(i'T 3=p2)auf den Str�omen treu dargestellt ist. Gem�a� Theorem 2.14 zerf�allt die Strom-Vakuumdarstellung bei Eins
hr�ankung auf die Cartan-Unteralgebra in Sektorender Cartan-Unteralgebra, die mit einer Zahl q 2 Z �= dU(1) indiziert werdenk�onnen und gem�a� Theorem 2.16 die Fusionsregeln der U(1) erf�ullen: [q1℄� [q2℄ =[q1 + q2℄. Die Cartan-Unteralgebra C besitzt jedo
h ein ganzes Kontinuum vonSektoren, in denen der bez�ugli
h C zentrale Operator Q3 einen beliebigen reellenWert annehmen kann. In Kapitel 3.3 werden wir sehen, wie wir diese Sektorenmittels Automorphismen aus dem Vakuum erzeugen k�onnen.Die Sektorstruktur der Virasoro-Algebra haben wir bereits im Unterabs
hnitt2.1.2 dargelegt. Wir werden nun versu
hen, diese Sektoren in den beiden Sekto-ren der Stromalgebra wiederzu�nden. Die Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung
 = 1 ist eine Fixpunktalgebra der Stromalgebra, und wir k�onnen den Zusam-menhang zwis
hen dem Strom-Vakuumsektor und Sektoren der Virasoro-Algebramit Hilfe der DHR-Theorie untersu
hen: Gem�a� Theorem 2.14 zerf�allt der Strom-Vakuumsektor analog zu den Darstellungen der Gruppe SO(3) in Sektoren derVirasoro-Algebra, die si
h mit dem Isospin J 2 N0 �= dSO(3) indizieren lassen:�0;BjA = MJ2N0(2J + 1)�J :Die Vektoren  J;m := j+0 m J mit  J := j��1Jj0�J(J�1)
0 und m = 0; : : : ; 2J bildenein Multiplett von Grundzust�anden der Sektoren [�J ℄. Wegen Lemma 2.9 sinddieses Grundzust�ande der Virasoro-Algebra. Sie haben die Energie J2 und liegen



36 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)damit im Sektor [h = J2℄ = [�J ℄. Also folgen mit Theorem 2.16 f�ur die Sektorender Virasoro-Algebra zur Grundzustandsenergie h 2 N20 die Fusionsregeln:[J21 ℄� [J22 ℄ = J1+J2MJ=jJ1�J2j[J2℄ ; (3.1)wobei J1; J2 2 N0. Eine Analyse des Charakters der Strom-Vakuumdarstellung�0(t; q) = p(t) Xn2N0 tn2(1� t2n+1) nXm=�n qm (3.2)�ahnli
h dem Beweis des Lemmas 2.9 zeigt, dass f�ur einen gegebenen Vektor mitLadung Q der zugeh�orige Grundzustand die Energie Q2 hat. Somit sind in derStrom-Vakuumdarstellung auss
hlie�li
h die Sektoren [h℄ der Virasoro-Algebramit einer Grundzustandsenergie h 2 N20 enthalten.In dem Sektor der Strom-Algebra zu dem Grundzustand 
 12 �nden wir wei-tere Sektoren der Virasoro-Algebra: Die Vektoren  J;m := j+0 m J mit  J :=j��1Jj0�J2
 12 undm = 0; : : : ; 2J sind wieder wegen Lemma 2.9 Grundzust�ande derVirasoro-Algebra mit Energie (J+ 12)2. Sie liegen also in dem Sektor [h = (J+ 12)2℄der Virasoro-Algebra. Da der Vektor 
 12 kein Vakuum-Vektor ist, k�onnen wir indiesem Fall ni
ht die DHR-Theorie zu Hilfe nehmen, um die Fusionsregeln dieserSektoren zu bestimmen. An dem Charakter dieser Darstellung der Stromalgebra� 12 (t; q) = p(t) Xn2N0+ 12 tn2(1� t2n+1) nXm=�n qmsehen wir wieder, dass in dieser Darstellung auss
hliessli
h die Sektoren [(J+ 12)2℄enthalten sind. Folgli
h sind genau die Sektoren der Virasoro-Algebra in denbeiden Sektoren der Strom-Algebra enthalten, die eine endli
he asymptotis
heDimension haben (siehe Unterabs
hnitt 2.1.2).Das Ziel dieser Arbeit wird es sein, Fusionsregeln f�ur das Produkt [h1℄� [h2℄�uber den obigen Fall h1; h2 2 N20 hinaus zu bere
hnen. Wir werden hier bis zudem Fall h1 2 (12N0)2; h2 2 R�0 vordringen, es jedo
h ni
ht bis zum allgemeinenFall h1; h2 2 R�0 s
ha�en. Hierzu werden wir im n�a
hsten Kapitel Zust�andeuntersu
hen, die zu gegebenen Sektoren der Virasoro-Algebra geh�oren und mittelspositiver Abbildungen aus dem Vakuum erzeugt werden.3.2 Zust�ande auf AF�ur eine Ei
htransformation 
 mit kompaktem Tr�ager ist na
h Bemerkung 3.3der Automorphismus �
jB ein DHR-Endomorphismus auf der Stromalgebra B.Sei !0 der Vakuumzustand. Der zu dem DHR-Endomorphismus �
jB assoziierte



3.2 Zust�ande auf A 37Zustand �
 := !0 Æ �
jB auf der Algebra B induziert dur
h Eins
hr�ankung denZustand �
jA auf der Algebra A. Der zu dem Zustand �
jA geh�orende DHR-Endomorphismus auf den Observablen ist jedo
h ni
ht die Eins
hr�ankung �
 jA,da das Bild �
(A) im Allgemeinen keine Teilmenge der Observablen ist.Zun�a
hst bes
hreiben wir die Wirkung des Endomorphismus �
jB dur
h denSatz 3.4. Sei 
 : R ! SU(2) eine lokale Ei
htransformation. F�ur zul�assigeTestfunktionen f : R! su(2) gilt dann:�
(j(f)) = j(
f
�1) + 12�i ZR Sp(f
�1
0) :Beweis. Wir bere
hnen zun�a
hst die Wirkung des Endomorphismus auf einemnormalgeordneten Produkt zweier Fermi-Felder. Wir benutzen die De�nition derNormalordnung der Fermi-Felder. Dann wird der Grenzwert dur
h Hinzuf�ugeneines Terms proportional zu �(x� y)Æ�;� auf den Feldern ausgef�uhrt:�
(: i �j:)(x) = 2X�;�=1 limy!x � �(x)
�i(x) ��(y)
�j(y)� 12��(x� y)Æi;j�= 2X�;�=1�
�i(x)
�j(x) : � ��: (x)++ 12� limy!x h�(x� y)(
�i(x)
�j(y)Æ�;� � Æi;j)i� :Wenn wir nun 
�j(y) an der Stelle y = x Taylor-entwi
keln und ber�u
ksi
hti-gen, dass in der Gruppe SU(2) das Komplex-Konjugieren identis
h ist mit demTransponieren und Invertieren, fallen die Summanden, die nur von x und ni
htvon y abh�angen, wegen der Zyklizit�at der Spur weg, und es bleibt der zu y � xproportionale Teil:2X�;�=1 limy!x h�(x� y)(
�i(x)
�j(y)Æ�;� � Æi;j)i = i(�
�1
)ji(x)= �i(
�1
0)ji(x) :Die letzte Glei
hung folgt mit der Produktregel der Di�erentiation aus der Iden-



38 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)tit�at 
�1
 = id. Dieses setzen wir nun in die De�nition des Stromes ein:�
(j(f)) = ZR 2Xi;j=1 fij(x)�
(: i �j :)(x)dx= ZR 2Xi;j fij(x) 2X�;�=1 
�i(x)
�1j� (x) : � ��: (x) + 12�i(
�1
0)ji(x)! dx= j(
f
�1) + 12�i ZR Sp(
�1
0f) :
Mit diesem Satz k�onnen wir nun die Wirkung des Endomorphismus �
 aufden Observablen untersu
hen. Hier gilt derSatz 3.5. F�ur zul�assige Testfunktionen g : R! R wird die Wirkung des Endo-morphismus �
 auf dem Sugawara-Energie-Impuls-Tensor T zur Stromalgebra Bdur
h �
(T (g)) = T (g)� ij(g
0
�1)� 14� ZR gSp(
0
�1
0
�1)bes
hrieben.Beweis.Ganz analog zum ersten Teil des Beweises des Satzes 3.4 folgt hier f�ur dieWirkung auf dem normalgeordneten Produkt zweier Str�ome aus der De�nitionder Normalordnung mit Hilfe der Taylor-Entwi
klung:�
(:jajb:) = Ra
Rbd :jajb:� 12� �iSaRbe + iSbRae + f 
deRa
R0bd� je (3.3)� 18�2 �R00b
Ra
 + 2SaSb� ;wobei wir die Abk�urzungen Rab := Sp(
T a
�1T b) und Sa := Sp(
�1
0T a) miteiner Basis T a der Lie-Algebra su(2) benutzt haben. Die Metrik ist die Cartan-Metrik gab := Sp(T aT b), und die Strukturkonstanten sind dur
h ifab
 :=Sp([T aT b℄T
) de�niert. Aus den f�ur A;B;X; Y 2 su(2) gruppentheoretis
h her-leitbaren Identit�atenSp([X;A℄[Y;B℄) = �2 (Sp(XY )Sp(AB)� Sp(XB)Sp(Y A))Sp(
0
�1T a) = SbRbaf bd
RabR0
d = �iSp([
�1T

; T a℄[
�1
0; T b℄)= 2i(gabRd
Sd � SaRb
)i(Ra
Sb �Rb
Sa) = 12fabdR0d




3.2 Zust�ande auf A 39folgt f�ur den zweiten Summanden in der Formel (3.3)iSaRbe + iSbRae + f 
deRa
R0bd = �iSaRbe + iSbRae + 2igabS
R
e= 12fab
R0
e + 2igabS
R
e :Um den dritten Summanden in der Formel (3.3) weiter vereinfa
hen zu k�onnen,ben�otigen wir zus�atzli
h die Identit�atenRa
Rb
 = gabRa
R0b
 = ifab
S
R0a
R0b
 = Sp([
�1
0; T a℄[
�1
0; T b℄)Ra
Rbdf 
de = fab
R
e ;aus denen die Glei
hungR00b
Ra
 + 2SaSb = �ifab
S 0
 + 2gabS
S
 :f�ur den dritten Summanden folgt. Damit ergibt si
h die Wirkung des Endomor-phismus: �
(:jajb:) = Ra
Rbd :jajb:+ 12�i �2gabR
dS
 � 12 ifab
R0
d� jd� 18�2 �2gabS
S
 � ifab
S 0
� :Hieraus erhalten wir mit dem Theorem 2.5 die Behauptung.Aus Satz 3.5 folgt, dass das Bild der Observablen unter dem Endomorphismus�
 im Allgemeinen keine Teilmenge der Observablen ist und somit der DHR-Endomorphismus zu dem Zustand �
jA ersteinmal ni
ht explizit zug�angli
h ist.Relativ lei
ht l�asst si
h jedo
h die gem�a� De�nition 2.19 zu dem Zustand �
jAgeh�orende positive Abbildung �nden: Die Mittelung �uber die globale Ei
hgruppeSU(2) de�niert eine positive, lineare Abbildung� : B ! A; B 7! ZSU(2)�k(B)dk ;wobei dk das Haar-Ma� ist.Lemma 3.6 (Eigens
haften von �).1. � ist wohlde�niert.2. � ist positiv.



40 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)3. � ist linear.4. � ist bes
hr�ankt.5. �jA = idA .Beweis.1. � ist wohlde�niert: Sei A 2 B.�kÆ�(A) = �k0B� ZSU(2)�l(A)dl1CA= ZSU(2)�kÆ�l(A)dl= ZSU(2)�kl(A)dl= ZSU(2)�l(A)dl= �(A)Also bildet � in die Fixpunkte der Stromalgebra B unter der globalen Ei
h-symmetrie SU(2), und damit in die Observablen A ab.2. � ist positiv: Dieses folgt sofort aus der De�nition des Bo
hner-Integrals[Bo
33℄ und der Positivit�at des Haar-Ma�es.3. � ist linear, da das Bo
hner-Integral und �k linear sind.4. � ist bes
hr�ankt: Sei A 2 B.jj�(A)jj = jj ZSU(2)�k(A)dkjj� ZSU(2)jj�k(A)jjdk� jjAjj ZSU(2)dk= jjAjj ;da �k ein Algebrenautomorphismus ist. Also folgt: jj�jj = 1.



3.2 Zust�ande auf A 415. �jA = idA: F�ur eine Observable A 2 A gilt:�(A) = ZSU(2)�k(A)dk= ZSU(2)Adk= A ZSU(2)dk= A :
De�nition 3.7. F�ur eine lokale Ei
htransformation 
 : R ! SU(2) de�nierenwir nun die Abbildung �
 : A! A; A 7! �Æ�
(A).Lemma 3.8 (Eigens
haften der Abbildung �
).1. Die Abbildung �
 ist positiv und linear.2. Der Automorphismus �
 sei in dem Gebiet O lokalisiert (verglei
he Be-merkungen 3.2 und 3.3). Dann gilt f�ur die Observablen A 2 A(O) und B,C 2 A(O?): �
(BAC) = B�
(A)C :Beweis.1. Die Abbildungen � und �
 sind positiv und linear.2. Seien �
 in O lokalisiert und A 2 A(O) und B, C 2 A(O?).�
(BAC) = ZSU(2)�k(�
(BAC))dk= ZSU(2)�k(B�
(A)C)dk= ZSU(2)�k(B)�k(�
(A))�k(C)dk= B ZSU(2)�k(�
(A))dkC= B�
(A)C :



42 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)De�niere den Zustand !
 auf A dur
h:!
 := !0Æ�
= !0Æ�Æ�
jA= !0Æ�
jA= �
jA :Hier ist ents
heidend, dass das Vakuum invariant unter den globalen Ei
htrans-formationen �k und damit au
h unter der Abbildung � ist.Hiermit k�onnen wir nun die Fusionsregeln bere
hnen:Satz 3.9. Es seien 
 und Æ zwei lokale Ei
htransformationen mit kompaktemTr�ager im Sinne von Bemerkung 3.3. Die Fusionsregeln der von ihnen erzeugtenSektoren lassen si
h wie folgt abs
h�atzen:[!
℄� [!Æ℄ � �ZSU(2)[!
kÆ℄ dk ;wobei �aquivalente Sektoren zu der kontinuierli
hen direkten Summe nur einfa
hbeitragen.Beweis. Die Abbildungen �
 und �Æ seien die mit De�nition 3.7 den loka-len Ei
htransformationen zugeordneten Abbildungen. Diese erf�ullen wegen Lem-ma 3.8 die Bedingungen in Theorem 2.21 und sind somit die eindeutig zu denZust�anden !
 beziehungsweise !Æ assoziierten positiven Abbildungen. F�ur dieVerkettung dieser beiden Abbildungen k�onnen wir nun folgende Identit�at na
h-re
hnen: �
Æ�Æ = �Æ�
Æ�Æ�Æ= �Æ�
0B� ZSU(2)�kÆ�Æ dk1CA= ZSU(2)�Æ�
kÆ dk= ZSU(2)�
kÆ dk :Hieraus folgt mit Theorem 2.26 und der De�nition des Produktes von Zust�andendie Behauptung.



3.3 Spezielle Ei
htransformationen 433.3 Spezielle Ei
htransformationenBevor wir den Satz 3.9 anwenden k�onnen, ben�otigen wir weitere Informationen�uber die Wirkung der Endomorphismen �
 auf den Erzeugenden der Observa-blenalgebra. Um die entspre
henden Re
hnungen zu vereinfa
hen, bes
hr�ankenwir uns im Folgenden auf den Spezialfall der lokalen Ei
htransformationen
q = � eiq� 00 e�iq� � (3.4)mit der reellen Funktion � : R ! R; x 7! �i log x�ix+i . Diese liefern, wie wirim n�a
hsten Kapitel sehen werden, alle Sektoren der Cartan-Unteralgebra undder Virasoro-Algebra. Anhand der Bemerkungen 3.2 und 3.3 sehen wir, dassdie Automorphismen �
q ni
ht lokalisiert sind. Sie sind jedo
h auf der Cartan-Unteralgebra und der Virasoro-Unteralgebra asymptotis
h lokalisiert, das hei�tlimx!�1(�
q(j3)� j3)(x) = 0 und limx!�1(�
q(T )� T )(x) = 0, wie wir in Satz3.10 und Satz 3.11 sehen werden. Wir w�ahlen denno
h diese Ei
htransformatio-nen, da sie den Vorteil lei
hter Re
hnungen haben.Wir �ubertragen nun die Ergebnisse aus dem vorherigen Abs
hnitt f�ur die Wir-kung des Automorphismus �
 auf den Spezialfall der oben angegebenen lokalenEi
htransformationen.Satz 3.10. F�ur die lokalen Ei
htransformationen 
q ist die Wirkung auf derCartan-Unteralgebra gegeben dur
h�
q(j3) = j3 + qp2��0 :Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Satz 3.4, wenn wir ber�u
ksi
htigen,dass 
, 
�1 und 
0 mit T 3 kommutieren.Satz 3.11. F�ur die lokalen Ei
htransformationen 
q ist die Wirkung auf denObservablen gegeben dur
h�
q(T ) = T +p2q�0j3 + 12�q2�02 :Beweis. Die Behauptung folgt aus
0q
�1q = p2iq�0T 3 undSp(
0q
�1q 
0q
�1q ) = �2q2�02mit Satz 3.5.Um die Wirkung des Automorphismus �
 auf den unbes
hr�ankten Operatorenzu bere
hnen, ben�otigen wir zun�a
hst das



44 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)Lemma 3.12. F�ur die Funktionen f (d)n aus De�nition 2.3 gelten1. f�ur m 2 N0: �0mf (d)n = 2mf (d�m)n und2. f�ur n 2 Z: RR f (0)n = �Æn;0.Beweis.1. Diese Behauptung folgt sofort aus �0(x) = 2(1+ix)(1�ix) .2. Sei zun�a
hst n 2 N. Dann hat die Funktion f (0)n (z) = (1�iz)n�1(1+iz)n+1 einen (n+1)-fa
hen Pol an der Stelle z = �i: Da der Grenzwert limjzj!1 f (0)n (z) ver-s
hwindet, folgt aus dem Residuensatz:ZR f (0)n = �2�iRes(f (0)n ;�i)= �2�i 1n! limz!�i dndzn (1 + iz)n�1= 0 :Wegen der Identit�at f (0)n (x) = f (0)�n(�x) folgt die Behauptung au
h f�ur denFall �n 2 N.Sei nun n = 0. ZR f (0)0 = 1Z�1 1(1 + ix)(1� ix)dx= 1Z�1 11 + x2dx= � :Hiermit haben wir die Behauptung f�ur alle n 2 Z gezeigt.Satz 3.13. Die Wirkung der lokalen Ei
htransformationen 
q auf den Erzeugen-den der Cartan-Unteralgebra j3n := j3(f (1)n ) ist gegeben dur
h�
q(j3n) = j3n +p2q :Beweis. Die Behauptung folgt mit dem Lemma 3.12 aus Satz 3.10.Satz 3.14. F�ur die Erzeugenden der Virasoro-Algebra Ln := 12T (f (2)n ) gilt:�
q(Ln) = Ln +p2qj3n + q2Æn;0 :Beweis. Die Behauptung folgt mit dem Lemma 3.12 aus Satz 3.11.



3.4 Sektoren der Zust�ande 453.4 Sektoren der Zust�andeNun gilt es zu kl�aren, in wel
hem Sektor der Zustand !
q liegt. Betra
hten wirzun�a
hst den Zustand !
q als Zustand auf der Cartan-Unteralgebra! Ihre Sektorensind dur
h die Eigenwerte des in der Cartan-Unteralgebra zentralen OperatorsQ3 := 1p2j30 
harakterisiert. Aus Satz 3.13 folgt: !
q(Q3) = q. Mit Satz 3.10 undTheorem 2.26 sehen wir, dass die zu den Zust�anden !
q geh�orenden Sektoren derCartan-Unteralgebra die Fusionsregeln[!
q ℄� [!
p℄ � [!0Æ�
q Æ�
p℄ = [!
q+p ℄erf�ullen. Dieses sind gerade die Fusionsregeln, die wir in Abs
hnitt 3.1 mit Hilfeder DHR-Theorie f�ur q 2 Z hergeleitet haben. Jetzt wissen wir allerdings, dasssie f�ur beliebige q 2 R gelten. Zu jedem Sektor der Cartan-Unteralgebra k�onnenwir also einen dazugeh�origen Zustand !
q �nden.Wenden wir uns nun dem Zustand !
q als Zustand auf der Virasoro-Algebrazu! Bei gegebener zentraler Ladung 
 werden die Sektoren eindeutig dur
h den Ei-genwert h des Grundzustandsvektors bez�ugli
h des Operators L0 
harakterisiert(siehe Unterabs
hnitt 2.1.2). Das Vakuum 
0 ist invariant unter der konformenGruppe und unter den globalen Ei
htransformationen, deshalb verni
hten dieOperatoren L0 und Q3 das Vakuum. Also folgt aus Satz 3.14 f�ur den Erwar-tungswert des Operators L0: !
q(L0) = q2. Da die Abbildung �
q ein Algebren-homomorphismus ist, gilt insbesondere �
q(L20) = �
q(L0)2. Daraus folgt f�ur dieVarianz des Operators L0 im Zustand !
q : !
q(L20) � !
q(L0)2 = 0. Die Zahl q2ist also der Eigenwert des Operators L0 in diesem Zustand.Es bleibt no
h zu zeigen, dass der Zustand !
q ein Grundzustand ist: Sein 2 N. !
q(L�nLn) = !0(�
q(Ln)��
q(Ln))= jj�
q(Ln)
0jj2= jjLn
0 +p2qj3n
0jj2= 0 ;denn Ln verni
htet das Vakuum, da es ein Grundzustand ist, und j3n verni
htet dasVakuum, da j3n wegen Formel (2.8) ein Absteigeoperator bez�ugli
h des OperatorsL0 ist. Also ist !
q der Grundzustand im Sektor zu h = q2. Dur
h Wahl desParameters q � 0 k�onnen wir alle Sektoren der Algebra A pr�aparieren.3.5 FusionsregelnIn diesem Abs
hnitt versu
hen wir, f�ur zwei beliebige Sektoren [h1℄ und [h2℄ dieFusionsregeln zu bere
hnen. Zun�a
hst w�ahlen wir die lokalen Ei
htransforma-tionen 
1 und 
2 vom Typ (3.4) so, dass sie die ri
htigen Sektoren erzeugen:



46 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)[!
i ℄ = [hi℄. Die Parameter qi der lokalen Ei
htransformationen 
i m�ussen alsodie Bedingung qi = phi erf�ullen. Um daf�ur die kontinuierli
he direkte Summeaus Satz 3.9 bere
hnen zu k�onnen, untersu
hen wir den Zustand !
1k
2 n�aher.F�ur den entspre
henden Endomorphismus gilt derSatz 3.15. Es seien 
1; 
2 : R! SU(2) zwei lokale Ei
htransformationen vomTyp (3.4) mit Parametern q1 beziehungsweise q2. Weiter sei k 2 SU(2) mit derParametrisierung k = � k1 ik2ik2 k1 � ;wobei jk1j2 + jk2j2 = 1 und ki 2 C. Dann wirkt die Abbildung �
1k
2 auf demEnergie-Impuls-Tensor T wie folgt:�
1k
2(T )= T +p2�0 h�q1 + q2(jk1j2 � jk2j2)� j3 +p2iq2 �e�2iq1�k1k2j� � e2iq1�k1k2j+�i+ 12��02 �q21 + q22 + 2q1q2(jk1j2 � jk2j2)� :Um das sehen zu k�onnen, ben�otigen wir zun�a
hst einige Hilfss�atze.Lemma 3.16. Seien 
 eine lokale Ei
htransformation vom Typ (3.4) und k 2SU(2). Dann gilt:Sp(
kT 3k�1
�1T a) = (jk1j2 � jk2j2)g3a +p2i(e�2iq�k1k2g�a � e2iq�k1k2g+a) :Beweis. F�ur die Kommutatoren kann man die Identit�aten�T+; 
� = �2i sin(q�)T+�T�; 
� = 2i sin(q�)T��T 3; 
� = 0
�1T� = e�iq�T�na
hre
hnen und erh�alt damitSp(
kT 3k�1
�1T a)= Sp(kT 3k�1T a) + Sp(kT 3k�1
�1[T a; 
℄)= Sp(kT 3k�1T a)+2i sin(q�) ��e�iq�ga+Sp(kT 3k�1T+) + eiq�ga�Sp(kT 3k�1T�)� :Nun kann man f�ur die Spuren die Identit�atenkT 3k�1 = 1p2 � jk1j2 � jk2j2 �2ik1k2�2ik1k2 jk2j2 � jk1j2 �Sp(kT 3k�1T+) = p2ik1k2Sp(kT 3k�1T�) = �p2ik1k2Sp(kT 3k�1T 3) = jk1j2 � jk2j2



3.5 Fusionsregeln 47na
hre
hnen, und es folgt die Behauptung.Lemma 3.17. Es seien 
1, 
2 und k wie im Satz 3.15. Die Matrizen T a seieneine Basis der Lie-Algebra su(2). Dann gilt:Sp((
1k
2)0(
1k
2)�1T a)= p2i�0 h�q1 + q2(jk1j2 � jk2j2)� g3a +p2iq2 �e�2iq1�k1k2g�a � e2iq1�k1k2g+a�iBeweis. (
1k
2)0(
1k
2)�1 = 
01
�11 + 
1k
02
�12 k�1
�11= p2i�0(q1T 3 + q2
1kT 3k�1
�11 ) (3.5)Dieses setzen wir in die Spur ein und erhalten mit Lemma 3.16 die Behauptung.Lemma 3.18. Sp((
1k
2)0(
1k
2)�1(
1k
2)0(
1k
2)�1)= �2�02 �q21 + q22 + 2q1q2(jk1j2 � jk2j2)�Beweis. Mit Formel (3.5) folgt:Sp((
1k
2)0(
1k
2)�1(
1k
2)0(
1k
2)�1)= �2�02 �q21Sp(T 3T 3) + 2q1q2Sp(
1kT 3k�1
�11 T 3) + q22Sp(
1kT 3T 3k�1
�11 )� :Aus Lemma 3.16 folgt damit die Behauptung.Beweis des Satzes 3.15. Aus Satz 3.5 folgt:�
1k
2(T ) = T � iSp((
1k
2)0(
1k
2)�1T a)ja� 14�Sp((
1k
2)0(
1k
2)�1(
1k
2)0(
1k
2)�1) :Hier brau
hen wir jetzt nur no
h die Formeln aus Lemma 3.17 und Lemma 3.18einzusetzen, und wir erhalten die Behauptung.Folgerung 3.19. F�ur beliebige k 2 SU(2) und n 2 Z erhalten wir�
1k
2(Ln) = Ln +p2 �q1 + (jk1j2 � jk2j2)q2� j3n ++2iq2e2�iq1 �k1k2j�n�2q1 � k1k2j+n+2q1�+ (3.6)+ �q21 + q22 + 2q1q2(jk1j2 � jk2j2)� Æn;0 :Hier sind die Operatoren j�n+2q1 f�ur den Fall 2q1 62 Z nur formal de�niert, woraufwir weiter unten n�aher eingehen werden.



48 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Lemma 3.12, wenn wir zus�atzli
h dieIdentit�at e�2iq1�f (1)n = f (1)n�2q1ber�u
ksi
htigen.F�ur den Spezialfall kT 3k�1 = �T 3, also f�ur k1 = 0 oder k2 = 0, folgt aus Satz3.15: �
1k
2(T ) = T +p2(q1 � q2)�0j3 + 12� (q1 � q2)2�02�
1k
2(Ln) = Ln +p2(q1 � q2)j3n + (q1 � q2)2Æn;0 :Dies sind gerade die Abbildungen aus Satz 3.14 f�ur q = q1 � q2, das hei�t indiesem Fall gilt: �
1k
2 = �
q1�q2 . Wegen Satz 3.9 kennen wir also bereits einenTeil der Fusionsregeln, und zwar wissen wir, dass die Sektoren [(q1� q2)2℄ in demProdukt [q21℄� [q22 ℄ enthalten sind: [q21℄� [q22℄ � [(q1 + q2)2℄� [(q1 � q2)2℄.In der Folgerung 3.19 ist der Operator jar allgemein f�ur r 2 R formal de�niertdur
h jar := ZR �1 + ix1� ix�r ja(x)dx :F�ur den Fall r =2 Z kann man jedo
h na
hre
hnen, dass die Norm von Vektoren derForm j�r 
0 divergiert. Dies ist dadur
h begr�undet, dass der Integralkern �1+ix1�ix�rkeine zul�assige Testfunktion mehr ist, denn die Grenzwerte f�ur x ! 1 und f�urx ! �1 stimmen ni
ht �uberein. Die Operatoren jar mit r 62 Z liegen also ni
htin der Stromalgebra, und der Vektor 
0 liegt ni
ht in ihrem De�nitionsberei
h.Deshalb m�ussen wir uns im Folgenden auf den Fall r 2 Z, das hei�t 2q1 2 N0bes
hr�anken.Mit Folgerung 3.19 k�onnen wir nun zwar den Zustand !
1k
2 f�ur ein beliebigesElement der Virasoro-Algebra bere
hnen, man sieht der Formel (3.6) jedo
h ni
htan, in wel
he Sektoren uns der Zustand !
1k
2 f�uhrt. Um diese Frage beantwortenzu k�onnen, bemerken wir, dass si
h der Zustand !
1k
2 in eine konvexe Summevon Zust�anden zerlegen l�asst. Er ist also in der Regel ein Gemis
h von reinerenZust�anden, und wir werden sp�ater diskutieren, ob diese tats�a
hli
h rein sind.Satz 3.20 (Zerlegung des Zustandes !
1k
2). Der Zustand !
1k
2 der Vira-soro-Algebra l�asst si
h in eine endli
he Summe von Zust�anden�(�)q1;q2 := (2q1 � �)!�!(2q1)! �j��2q1�
0; �
1
2j��2q1�
0� (3.7)zerlegen: !
1k
2 = 2q1X�=0 �2q1� �jk1j2(2q1��)jk2j2��(�)q1;q2 :



3.5 Fusionsregeln 49Bemerkenswert an dieser Zerlegung ist die Tatsa
he, dass nur die Gewi
hte vonk abh�angen, ni
ht aber die Zust�ande �(�)q1;q2.Um diesen Satz beweisen zu k�onnen, ben�otigen wir einige Hilfss�atze:Lemma 3.21 (Implementierung von Automorphismen). Es seien � 2su(2), 
 2 C und e
� 2 SU(2). Dann ist der Automorphismus �e
� auf derStromalgebra dur
h die Adjunktion mit dem Operator e
j(�) implementiert.Beweis. Sei f : R! su(2) eine beliebige zul�assige Testfunktion. Dann gilt:�e
�(j(f)) = �e
�  2Xi;j=1Z : ifij �j :!= 2Xi;j=1Z : 2X�=1  � (e
�)�i fij 2X�=1  ��(e
�)�j := 2Xi;j=1Z : 2X�=1  � (e
�)�i fij 2X�=1(e�
�)j� �� := 2Xi;j=1Z :e
j(�) ie�
j(�) fij e
j(�) �j e�
j(�) := 2Xi;j=1Z e
j(�) : ifij �j : e�
j(�)= Ade
j(�)(j(f)) :Hierbei wurden die exponentierten Vertaus
hungsrelationen (2.5) der Str�ome mitden Feldern benutzt.Lemma 3.22. F�ur n 2 N0 und � 2 f0; : : : ; n� 1g gilt:[j+n ; j��n�+1℄
0 = (� + 1)(n� �)j��n�
0 :Beweis. Vollst�andige Induktion. � = 0:[j+n ; j��n℄
0 = (p2j30 + n)
0 = n
0 :� � 1! �:[j+n ; j��n�+1℄
0 = j��n�(n� � + 1)j��n��1
0 + (p2j30 + n)j��n�
0= ((� + 1)n+ �(�� + 1)) j��n�
0 +p2[j30 ; j��n�℄
0= (� + 1)(n� �)j��n�
0 :Die Induktion bri
ht bei � = n � 1 ab, da f�ur gr�o�ere Werte von � der Vektorj��n�+1
0 die Bedingung E � Q2 aus Lemma 2.9 ni
ht mehr erf�ullt und somitvers
hwindet.



50 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)Lemma 3.23. F�ur n 2 N0 und �; � 2 f0; : : : ; ng mit � � � gilt:[j+n �; j��n�℄
0 = �!(n� � + �)!(� � �)!(n� �)!j��n���
0 :Beweis. Vollst�andige Induktion na
h �. F�ur � = 0 ist die Aussage o�ensi
htli
hri
htig. �! �+ 1: Es gilt[j+n �+1; j��n�℄
0 = �!(n� � + �)!(� � �)!(n� �)! [j+n ; j��n���℄
0= �!(n� � + �+ 1)!(� � �� 1)!(n� �)!j��n����1
0 ;wobei die Induktionsvoraussetzung und Lemma 3.22 benutzt wurden.Beweis des Satzes 3.20. Das Element k 2 SU(2) l�asst si
h in ein Produktk = ea�T�ebT 3ea+T+zerlegen, wobei a+ = ik2=k1 , a� = ik2=k1 und eb=p2 = k1gew�ahlt werden m�ussen. Aus Lemma 3.21 folgt dann mit Uk := ea�j�0 ebj30ea+j+0 :�
1k
2 = �
1ÆAdUkÆ�
2= �
1(Uk) �
1
2�
1(U�k ) :Mit Satz 3.4 k�onnen wir die Wirkung des Automorphismus �
1 auf den Opera-toren j�0 und j30 bere
hnen:�
1(j�0 ) = (�1)2q1j��2q1�
1(j30) = j30 +p2q1 :Im Zustand !
1k
2 wirkt der Operator �
1(U�k ) auf den Vakuumvektor 
0:�
1(U�k )
0= exp �a+�
1(j�0 )� exp �b�
1(j30)� exp �a��
1(j+0 )�
0= exp �a+(�1)2q1j��2q1� exp �p2 bq1� exp �bj30� exp �a�(�1)2q1j+2q1�
0= exp �p2 bq1� exp �a+(�1)2q1j��2q1�
0= 2q1X�=0 1�! (�i)�(�1)2q1� �k12q1�� �k2�j��2q1�
0 :



3.6 Die Zust�ande �(�)q1;q2 51Die Exponentialreihe bri
ht bei � = 2q1 ab, da f�ur gr�o�ere Werte von � dieBedingung E � Q2 f�ur den Vektor j��2q1�
0 ni
ht mehr erf�ullt ist und er somitna
h Lemma 2.9 vers
hwinden muss. F�ur den Zustand !
1k
2 folgt:!
1k
2= (�1(U�k )
0; �
1
2�1(U�k )
0)= 2q1X�;�=0 1�!�! (�i)�i�(�1)2q1(�+�) �k12q1��k2q1��1 �k2�k�2 (j��2q1�
0; �
1
2j��2q1�
0)= 2q1X�=0 1�!�! jk1j2(2q1��)jk2j2�(j��2q1�
0; �
1
2j��2q1�
0)= 2q1X�=0 �2q1� �jk1j2(2q1��)jk2j2��(�)q1;q2 :In der Doppelsumme tragen nur die Diagonalelemente bei, da na
h Lemma 2.8unters
hiedli
h geladene Vektoren senkre
ht aufeinander stehen und mit X 2 Aau
h der Operator �
1
2(X) die Cartan-Ladung eines Vektors ni
ht ver�andert.An der Formel (3.7) sieht man sofort, dass die Funktionale �(�)q1;q2 positiv undlinear sind. Aus Lemma 3.23 folgt, dass sie normiert und damit Zust�ande sind.Wir haben somit zwei M�ogli
hkeiten, die Zust�ande �(�)q1;q2 auf einem gegebenenOperator zu bere
hnen: Auf der einen Seite k�onnen wir ihre De�nition 3.7 be-nutzen. Da jedo
h die Zust�ande �(�)q1;q2 ni
ht von k abh�angen, haben wir au
h dieM�ogli
hkeit, mit Hilfe der Folgerung 3.19 den Zustand !
1k
2 = !0Æ�
1k
2 auf ei-nem gegebenen Operator zu bere
hnen und das Ergebnis na
h Termen der Form�2q1� �jk1j2(2q1��)jk2j2�, eventuell unter Ausnutzung der Identit�at jk1j2 + jk2j2 = 1,zu ordnen. Der KoeÆzient des Terms �2q1� �jk1j2(2q1��)jk2j2� ist dann der Wert desgegebenen Operators auf dem Zustand �(�)q1;q2.3.6 Die Zust�ande �(�)q1;q2Nun haben wir uns s
hon re
ht nahe an die endg�ultige Bere
hnung der Fusions-regeln herangetastet. Zun�a
hst bestand die eigentli
he Aufgabe darin, die konti-nuierli
he direkte Summe �uber die von den Zust�anden !
1k
2 erzeugten Sektorenzu bere
hnen. Da wir diese Zust�ande in eine konvexe Summe anderer Zust�andezerlegt haben, die ni
ht von dem Gruppenelement k 2 SU(2) abh�angen, rei
htes jetzt aus, die direkte Summe dieser endli
h vielen von den Zust�anden �(�)q1;q2erzeugten Sektoren zu bere
hnen. Wir haben also die



52 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)Folgerung 3.24. Die Fusionsregel aus Satz 3.9 vereinfa
ht si
h mit Satz 3.20 zu[!
1 ℄� [!
2 ℄ � 2q1M�=0 [�(�)q1;q2℄ :In diesem Abs
hnitt wollen wir nun die Zust�ande �(�)q1;q2 n�aher untersu
hen umherauszu�nden, zu wel
hen Sektoren sie geh�oren. Da die Sektoren der Virasoro-Algebra dur
h ihre Grundzustandsenergie indiziert werden, bere
hnen wir zu-n�a
hst die Energie der Zust�ande �(�)q1;q2:Lemma 3.25 (Energie der Zust�ande �(�)q1;q2). Die Energie der Zust�ande �(�)q1;q2betr�agt (q1 + q2 � �)2 + �(2q1 � �).Beweis. �(�)q1;q2(L0) = (2q1 � �)!�!(2q1)! [�j��2q1�
0; L0j��2q1�
0�+p2(q1 + q2) �j��2q1�
0; Q3j��2q1�
0�+(q1 + q2)2 �j��2q1�
0; j��2q1�
0�℄= 2q1� �p2(q1 + q2)p2� + (q1 + q2)2= (q1 + q2 � �)2 + �(2q1 � �)Lemma 3.26. Die Varianz der Energie L0 im Zustand �(�)q1;q2 vers
hwindet.Beweis. Zun�a
hst bere
hnen wir�(�)q1;q2(L20) = (2q1 � �)!�!(2q1)! [�j��2q1�
0; L20j��2q1�
0�+2(q1 + q2)2 �j��2q1�
0; (Q3)2j��2q1�
0�+(q1 + q2)4 �j��2q1�
0; j��2q1�
0�+p2(q1 + q2) �j��2q1�
0; L0Q3j��2q1�
0�+p2(q1 + q2) �j��2q1�
0; Q3L0j��2q1�
0�+2(q1 + q2)2 �j��2q1�
0; L0j��2q1�
0�+2p2(q1 + q2)3 �j��2q1�
0; Q3j��2q1�
0�℄= 4q21�2 + 2(q1 + q2)22�2 + (q1 + q2)4 �p2(q1 + q2)p2�2q1��p2(q1 + q2)2q1�p2� + 2(q1 + q2)22q1� � 2p2(q1 + q2)32q1�= ((q1 + q2 � �)2 + �(2q1 � �))2 :Hieraus folgt mit Lemma 3.25 die Behauptung.Die Zust�ande �(�)q1;q2 sind also Eigenzust�ande des Operators L0.



3.6 Die Zust�ande �(�)q1;q2 53Nun kehren wir zur�u
k zu der Frage, zu wel
hen Sektoren die Zust�ande �(�)q1;q2geh�oren. Aus Lemma 3.25 kennen wir bereits ihre Energie; au�erdem vermutenwir, dass sie rein sind und somit zu genau einem Sektor geh�oren. Da die Sekto-ren der Virasoro-Algebra aber dur
h ihre Grundzustandsenergie indiziert werden(siehe Unterabs
hnitt 2.1.2), versu
hen wir im Folgenden herauszu�nden, wel
heAnregungsenergie die Zust�ande �(�)q1;q2 haben, um auf ihre Grundzustandsenergieund damit auf den dazugeh�origen Sektor s
hlie�en zu k�onnen:Satz 3.27. Die Zust�ande �(�)q1;q2 sind h�o
hstens �(2q1 � �)-fa
h angeregt.Beweis. Es sei X = Lnr : : : Ln1 ein Element der Virasoro-Algebra, das die Anre-gung eines Vektors um den Wert � :=Pri=1 ni � 0 erniedrigt. Der Zustand �(�)q1;q2sei mindestens �-fa
h angeregt: �(�)q1;q2(X�X) > 0. Es ist also die Unglei
hung� � �(2q1 � �) zu zeigen.Der Operator�
1
2(Lni) = Lni +p2(q1 + q2)j3ni + (q1 + q2)2Æni;0erniedrigt die Anregung eines Vektors um den Wert ni und l�asst seine Cartan-Ladung unver�andert. Der Operator �
1
2(X) erniedrigt die Anregung eines Vek-tors um den Wert � und l�asst seine Ladung ebenfalls unver�andert. Der Vektor�
1
2(X)j��2q1� hat also die Ladung �� und die Anregung 2q1� � �. Damit derVektor ni
ht vers
hwindet, muss na
h Lemma 2.9 die Unglei
hung �2 � 2q1���und damit au
h � � 2q1� � �2 = �(2q1 � �) erf�ullt sein.Bereits in Abs
hnitt 3.5 haben wir gesehen, dass die Sektoren [(q1+ q2)2℄ und[(q1 � q2)2℄ in den Fusionsregeln zu dem Produkt [q21 ℄ � [q22 ℄ auftau
hen. Dieseswird best�atigt dur
h dieFolgerung 3.28. Die Zust�ande �(0)q1;q2 und �(2q1)q1;q2 sind Grundzust�ande und geh�orenzum Sektor [(q1 + q2)2℄ beziehungsweise [(q1 � q2)2℄.Wir wissen jetzt also, dass die Zust�ande �(�)q1;q2 zu einem oder mehreren derSektoren [h℄ mit h = (q1+ q1� �)2; (q1+ q1� �)2+1; : : : ; (q1+ q1� �)2+ �(2q1��) geh�oren. Im Folgenden werden wir sehen, dass der Sektor [(q1 + q1 � �)2℄tats�a
hli
h auftritt. Bevor wir das jedo
h beweisen k�onnen, ben�otigen wir wiedereinige Hilfss�atze:Lemma 3.29. Sei � 2 N0. Dann gilt: jjj��2�+1j��2�+3 : : : j��3j��1
0jj2 = 1.Beweis. Vollst�andige Induktion na
h �: Der Fall � = 0 ist klar.� ! �+1: Hier bemerken wir zun�a
hst, dass der Vektor j��2�+1j��2�+3 : : : j��3j��1
0die Energie �2 und die Ladung �� tr�agt und somit von dem Operator j+2�+1



54 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)wegen Lemma 2.9 verni
htet wird. Wir k�onnen also im Folgenden das Produktj+2�+1j��2��2 dur
h den Kommutator [j+2�+1; j��2��2℄ ersetzen. Es gilt:jjj��2��1j��2�+1 : : : j��3j��1
0jj2= (
0; j+1 j+3 : : : j+2��1j+2�+1j��2��1j��2�+1 : : : j��3j��1
0)= (
0; j+1 j+3 : : : j+2��1[j+2�+1; j��2��1℄j��2�+1 : : : j��3j��1
0)= (
0; j+1 j+3 : : : j+2��1(p2Q3 + 2� + 1)j��2�+1 : : : j��3j��1
0)= (
0; j+1 j+3 : : : j+2��1(p2(�p2�) + 2� + 1)j��2�+1 : : : j��3j��1
0)= (
0; j+1 j+3 : : : j+2��1j��2�+1 : : : j��3j��1
0)= 1na
h Induktionsvoraussetzung.Lemma 3.30. Es seien � 2 N0 und n 2 N��. Dann gilt:[�
1
2(L2(q1�n)+1); j��2q1��n+1℄ = �2q2(� � n+ 1)j��2q1��nj��2n+1 :Beweis. Die Behauptung folgt sofort mit Satz 3.14 aus den beiden Kommutato-ren [Ln; j��m`℄ = `mj��m`�1j�n�m und[j3n; j��m`℄ = �p2`j��m`�1j�n�m :Nun kommen wir zu dem eigentli
hen Satz:Satz 3.31. Es seien q2 > 0 und � = 0; : : : ; 2q1. Dann gilt:[�(�)q1;q2℄ � [(q1 + q2 � �)2℄ :Beweis. Sei zun�a
hst 0 � � � q1. Wir de�nieren den OperatorL�(2q1��) := L2(q1��)+1L2(q1���1)+1 : : : L2q1�3L2q1�1 :Die Vektoren �
1
2(L2(q1�n)+1)j��2n+3j��2n+5 : : : j��3j��1
0 mit n 2 N�q1 tragen for-mal die Energie E = �2(q1 � n)� 1 +Pn�1i=1 (2i� 1) = n2 � 2q1 und die Cartan-Ladung Q = �n + 1, erf�ullen also wegen n � q1 die Bedingung E � Q2 ausLemma 2.9 ni
ht und vers
hwinden deshalb. Mit dieser Bemerkung f�uhren wir



3.6 Die Zust�ande �(�)q1;q2 55nun folgende Bere
hnung dur
h:�(�)q1;q2(L��(2q1��)L�(2q1��))= (2q1��)!�!(2q1)! jj�
1
2(L�(2q1��))j��2q1�
0jj2= (2q1��)!�!(2q1)! jj�
1
2(L2(q1��)+1) : : : �
1
2(L2q1�1)j��2q1�
0jj2= (2q1��)!�!(2q1)! jj�
1
2(L2(q1��)+1) : : : �
1
2(L2q1�3)[�
1
2(L2q1�1); j��2q1�℄
0jj2= 4q22�2 (2q1��)!�!(2q1)! jj�
1
2(L2(q1��)+1) : : : �
1
2(L2q1�3)j��2q1��1j��1
0jj2= 4q22�2 (2q1��)!�!(2q1)! jj�
1
2(L2(q1��)+1) : : : [�
1
2(L2q1�3); j��2q1��1℄j��1
0jj2 :Wegen obiger Bemerkung k�onnen wir die Produkte �
1
2(L2(q1�n)+1)j��2q1��n+1dur
h Kommutatoren [�
1
2(L2(q1�n)+1); j��2q1��n+1℄ ersetzen und damit Lemma3.30 weitere (� � 1)-mal anwenden. Wir erhalten also mit Lemma 3.29:�(�)q1;q2(L��(2q1��)L�(2q1��)) = (2q2)2� �!(2q1��)!(2q1)! > 0f�ur den ni
ht-trivialen Fall q2 > 0.F�ur den Fall q1 < � � 2q1 bemerken wir mit Satz 3.20, dass der Zustand!
1k
2 von k nur �uber die Betragsquadrate jk1j2 und jk2j2 abh�angt. Der Zustand!
1k
2 kann also au
h von dem KoeÆzienten 2iq2e2�iq1 vor den Termen k1k2j�n�2q1und k1k2j+n+2q1 aus Folgerung 3.19 nur quadratis
h abh�angen. Damit ist der Zu-stand !
1k
2 invariant unter der Ersetzung k1 7! k2, k2 7! k1 und q2 7! �q2.Entspre
hend haben wir wegen Satz 3.20 die Identit�at �(�)q1;q2 = �(2q1��)q1;�q2 und damitfolgt aus dem ersten Teil dieses Beweises: [�(�)q1;q2℄ = [�(2q1��)q1;�q2 ℄ � [(�q1 � q2 + �)2℄.Also gilt die Behauptung f�ur alle � mit 0 � � � 2q1.Wenn wir dieses Ergebnis nun in Folgerung 3.24 einsetzen, erhalten wir s
hlie�-li
h (fast) die erwarteten Fusionsregeln:Folgerung 3.32. Es seien [q21℄ und [q22℄ zwei Sektoren der Virasoro-Algebra mit2q1 2 N0 und q2 2 R�0. Ihre Fusionsregel kann wie folgt abges
h�atzt werden:[q21℄� [q22℄ � 2q1M�=0 [(q1 + q2 � �)2℄ :Diese Fusionsregeln haben ni
ht ganz die von uns erwartete Form der SU(2)-Fusionsregeln (siehe Formel (3.1))[q21℄� [q22℄ = q1+q2Mq=jq1�q2j[q2℄ ;sondern enthalten im Fall q1 > q2 zus�atzli
h die Sektoren [(q1 + q2 � �)2℄ f�ur� = 2q1�1; 2q1�2; : : : � q1+ q2. Diese Sektoren sind in den SU(2)-Fusionsregeln
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ht enthalten, da der Betrag jq1+ q2��j = �� q1� q2 kleiner ist als der Betragjq1 � q2j. Diese F�alle k�onnen dur
h die Wahl q1 � q2 ausges
hlossen werden undsind dann mit der erwarteten SU(2)-Regel konsistent. Ihre Herkunft werden wirim Abs
hnitt 3.8 n�aher untersu
hen.�Uber Satz 3.31 hinaus wissen wir, dass der Zustand �(�)q1;q2 im generis
hen Fallein reiner Vektorzustand ist, denn wir haben denSatz 3.33. F�ur den zu dem Zustand �(�)q1;q2 geh�orenden Sektor [�(�)q1;q2℄ gilt:[�(�)q1;q2℄8<: � 1Ls=jq1+q2��j[s2℄ falls q1 + q2 � � 2 12Z= [(q1 + q2 � �)2℄ sonst.Beweis. Sei H der Vektorraum der Vakuumdarstellung der SU(2)-StromalgebraB. Dann ist die Darstellung des Zustandes �(�)q1;q2 auf dem zyklis
hen UnterraumX := �
1
2(A)j��2q1�
0 � H realisiert. Da der Operator �
1
2(L) f�ur ein beliebi-ges Element L 2 A die Cartan-Ladung eines Vektors ni
ht ver�andert, liegt derUnterraum X sogar im Eigenraum H�� des Operators Q3 := 1p2j30 zum Eigen-wert ��. An dem Charakter der Vakuum-Darstellung der Stromalgebra B (sieheFormel (3.2)) k�onnen wir die Beitr�age zu dem Eigenwert m = �� ablesen:SpH�� (tL0qQ3) = p(t)q�� 1Xn=� tn2(1� t2n+1)= p(t)t�2q�� :Mit Hilfe dieser Formel bere
hnen wir nun den Charakter der Darstellung �
1
2der Virasoro-Algebra auf dem Hilbertraum H��:SpH�� �t�
1
2 (L0)� = SpH�� �tL0+2(q1+q2)Q3+(q1+q2)2�= t(q1+q2)2SpH�� �tL0(t2(q1+q2))Q3�= p(t)t(q1+q2��)2 :Im Fall q1 + q2 � � 62 12Z ist dieses gerade der Charakter �h=(q1+q2��)2 derVirasoro-Algebra mit zentraler Ladung 
 = 1 aus Formel (2.2) zur irreduziblenDarstellung mit Grundzustandsenergie h = (q1 + q2 � �)2. Der Automorphismus�
1
2 ist also eine irreduzible Darstellung der Virasoro-Algebra auf dem Hilbert-raum H��. Da der Unterraum X � H�� ni
ht trivial ist, muss er den Darstel-lungsraum auss
h�opfen: X = H��. Also haben wir f�ur diesen Fall die Behauptung:[�(�)q1;q2℄ = [(q1 + q2 � �)2℄.



3.6 Die Zust�ande �(�)q1;q2 57F�ur den anderen Fall q1 + q2 � � 2 12Z k�onnen wir weiterre
hnen:SpH�� �t�
1
2 (L0)� = p(t)t(q1+q2��)2= p(t) 1Xs=jq1+q2��j ts2(1� t2s+1)= 1Xs=jq1+q2��j�h=s2(t) :Der Automorphismus �
1
2 ist also eine reduzible Darstellung der Virasoro-Alge-bra auf dem Hilbertraum H��, und der Unterraum X kann ein e
hter Unterraumsein. Wir wissen jedo
h, dass nur die Sektoren zur Grundzustandsenergie h = s2mit s 2 Z�jq1+q2��j auftreten k�onnen.Der Grundzustandsvektor der Darstellung �
1
2 ist der Vektorj��(2��1)j��(2��3) : : : j��3j��1
0 ;da er Eigenvektor des Operators �
1
2(L0) zum Eigenwert (q1 + q2 � �)2 ist undvon Operatoren �
1
2(Ln) mit n 2 N wegen Lemma 2.9 verni
htet wird. DerVektor j��(2��1)j��(2��3) : : : j��3j��1
0 entspri
ht also dem Vektor j(q1 + q2 � �)2)iin der Verma-Modul-Darstellung aus Unterabs
hnitt 2.1.2.Folgerung 3.34. Der Zustand �(�)q1;q2 ist f�ur q1 + q2 � � 62 12Z ein �(2q1 � �)-fa
hangeregter, reiner Vektorzustand.Beweis. Dieses folgt, da der Vektor j��2q1�
0 ein Vektor in dem DarstellungsraumH�� der irreduziblen Darstellung �
1
2 ist und wir die Energie des Zustandes �(�)q1;q2aus Lemma 3.25 kennen.Den Vektor jx i, der zu dem Vektorzustand �(�)q1;q2 geh�ort, k�onnen wir wie folgtbere
hnen: Der Vektor jx i liegt in dem Unterraum V (�(2q1��))(q1+q2��)2 des Vermamodulszur Grundzustandsenergie (q1+ q2��)2. Dieser Unterraum ist ein P (�(2q1��))-dimensionaler Vektorraum, wobei P (n) die Anzahl der ungeordneten Partitionender Zahl n angibt. Die Vektoren Xi jhi seien eine Basis dieses Unterraumes, in derder Vektor jx i dur
h die KoeÆzienten (xi)i dargestellt werde. Die Operatoren Xierh�ohen die Energie eines Vektors gerade um die Anregungsenergie �(2q1��) desZustandes �(�)q1;q2. Die KoeÆzienten �nden wir, indem wir das Glei
hungssystem,das aus den P (�(2q1 � �)) Glei
hungen�j��(2��1)j��(2��3) : : : j��3j��1
0; �
1
2(X�i )j��2q1�
0� = P (�(2q1��))Xi=1 xi hhjX�iXi jhibesteht, l�osen. Dann k�onnen wir den Zustand �(�)q1;q2 dur
h �(�)q1;q2 = hx j:jxihx jxi darstellen.



58 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)3.7 BeispieleIn diesem Abs
hnitt bere
hnen wir einige der Vektoren, die zu den Zust�anden�(�)q1;q2 geh�oren. Wir verwenden dabei jedo
h ni
ht die Folgerungen aus Satz 3.33,sondern setzen den Zustand �(�)q1;q2 allgemein mit einer Di
htematrix an. Die Er-gebnisse best�atigen dann die Folgerung 3.34.Die Di
htematrix %(�)q1;q2, die zu dem Zustand �(�)q1;q2 geh�ort, operiert auf dem di-rekten Produkt der Verma-Moduln Vh mit h 2 R�0 (siehe Unterabs
hnitt 2.1.2).Da der Zustand �(�)q1;q2 wegen Lemma 3.25 s
harfe Energie hat, wirkt die Di
hte-matrix %(�)q1;q2 nur auf den Unterr�aumen V (k)h der Verma-Moduln mit k 2 N0 undGesamtenergie h + k = (q1 + q2 + �)2 + �(2q1 � �) ni
ht-trivial. Au�erdem istwegen der maximalen Anregung �(2q1� �) des Zustandes �(�)q1;q2 aus Satz 3.27 dieGrundzustandsenergie h na
h unten dur
h (q1 + q2 � �)2 bes
hr�ankt. Die Di
h-tematrix %(�)q1;q2 wirkt somit h�o
hstens auf den Unterr�aumen V (0)(q1+q2��)2+�(2q1��),V (1)(q1+q2��)2+�(2q1��)�1, : : : , V (�(2q1��))(q1+q2��)2 ni
ht-trivial und hat damit die Gestalt%(�)q1;q2 = 0BBB� R(�(2q1��)) . . . R(1) R(0) 1CCCA ; (3.8)wobei die Matrizen R(i) auf den Vektorr�aumen V (i)(q1+q2��)2+�(2q1��)�i operieren.3.7.1 Das ProgrammDer Fall q2 = 0 | der Sektor [!
2 ℄ ist der Vakuumsektor | ist trivial, da hier derAutomorphismus �
2 die Identit�at ist, und die Fusionsregeln lauten: [!
1 ℄� [0℄ =[!
1 ℄. Dieser Fall sei im Folgenden ausges
hlossen.Um f�ur gegebene Parameter q1, q2 und � die Di
htematrix %(�)q1;q2 und damitden Zustand �(�)q1;q2 bestimmen zu k�onnen, ben�otigen wir also ein System vonP�(2q1��)i=0 (dimR(i))2 Glei
hungen. Diese erhalten wir, indem wir f�ur hinrei
hendviele geeignete Elemente X der Virasoro-Algebra die Glei
hung(2q1 � �)!�!(2q1)! (j��2q1�
0; �
1
2(X)j��2q1�
0) = �(�)q1;q2(X) = Sp(%(�)q1;q2X) (3.9)bere
hnen. Mit diesem Glei
hungssystem k�onnen wir dann die Eintr�age der Ma-trizen R(i) und damit au
h die Di
htematrix %(�)q1;q2 bestimmen.Anhand eines Beispieles f�ur q1 = 32 und � = 1 erkl�aren wir im Folgenden, wiewir diese Glei
hungssysteme f�ur vers
hiedene Werte von q1 und � mit Hilfe vonMaple l�osen k�onnen. Als Operatoren X, f�ur die wir obige Glei
hung bere
hnen,w�ahlen wir id, L�1L1, L2�1L21, L�2L21, L2�1L2 und L�2L2.



3.7 Beispiele 59with(linalg):h := (3/2+q-1)^2:Wir laden die ben�otigte Erweiterung "linalg\ und de�nieren den Parameter hals die Grundzustandsenergie in dem von uns f�ur den Zustand �(1)32 ;q erwartetenSektor.x := ve
tor( [1, # id8/3*q^2, # L-1L14/3*q^2*(2*q+1)^2, # L-1L-1L1L1-4/3*q^2*(2*q+1), # L-2L1L1-4/3*q^2*(2*q+1), # L-1L-1L24/3*q^2 # L-2L2℄ ):Dieses sind die Erwartungswerte der obigen Operatoren in dem Zustand �(1)32 ;q, diewir mit der De�nition dieses Zustandes aus Satz 3.20 bere
hnet haben.Wir setzen die Di
htematrix %(1)32 ;q als allgemeinste Di
htematrix der Form (3.8)an: %(1)32 ;q = r1L2�1 jhi hhjL21 + r2L2�1 jhi hhjL2 +r3L�2 jhi hhjL21 + r4L�2 jhi hhjL2 +r5L�1 jh + 1i hh + 1jL1 +r6 jh+ 2i hh+ 2jund bere
hnen die KoeÆzienten der Parameter ri in dem Ausdru
k Sp(%(1)32 ;qX)f�ur die jeweiligen Operatoren X:# idA1 := [4*h*(2*h+1),6*h,6*h,4*h+1/2,2*(h+1),1℄:# L-1L1A2 := [8*h*(2*h+1)^2,12*h*(2*h+1),12*h*(2*h+1),18*h,4*(h+1)^2,0℄:# L-1L-1L1L1A3 := [16*h^2*(2*h+1)^2,4*h*(2*h+1)*h*6,4*h*(2*h+1)*6*h,36*h^2,0,0℄:# L-2L1L1A4 := [4*h*(2*h+1)*6*h,4*h*(2*h+1)*(4*h+1/2),36*h^2,6*h*(4*h+1/2),0,0℄:# L-1L-1L2A5 := [6*h*4*h*(2*h+1),36*h^2,4*h*(2*h+1)*(4*h+1/2),(4*h+1/2)*6*h,0,0℄:# L-2L2A6 := [36*h^2,6*h*(4*h+1/2),6*h*(4*h+1/2),(4*h+1/2)^2,0,0℄:Wegen Formel (3.9) wissen wir, dass der Vektor r die Glei
hungen xi = hAi; rif�ur i = 1; : : : ; 6 erf�ullen muss, und k�onnen ihn bestimmen, indem wir das Glei-
hungssystem x = Ar l�osen:



60 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)A := matrix([ A1, A2, A3, A4, A5, A6 ℄):r := linsolve(A,x);Als Ergebnis liefert Maple den Vektorr = � 148 16 q2 + 24 q + 9q2 (1 + 12 q3 + 4 q4 + 6 q + 13 q2) ;�148 8 q2 + 18 q + 9(2 q3 + 5 q2 + 4 q + 1) q2 ;�148 8 q2 + 18 q + 9(2 q3 + 5 q2 + 4 q + 1) q2 ;148 4 q2 + 12 q + 9(q2 + 2 q + 1) q2 ; 0; 0� :Die Sektoren [h + 1℄ und [h + 2℄ kommen also ni
ht vor, und wir k�onnen dieDi
htematrix %(1)32 ;q als 2� 2-Matrix in der Basis L2�1 jhi, L�2 jhi darstellen:rho := matrix( 2,2, [r[1℄*A1[1℄ + r[3℄*A1[3℄,r[1℄*A1[2℄ + r[3℄*A1[4℄,r[2℄*A1[1℄ + r[4℄*A1[3℄,r[2℄*A1[2℄ + r[4℄*A1[4℄ ℄):Wir bere
hnen die Eigenvektoren dieser Matrix:v := eigenve
tors(rho);Als Ergebnis liefert Maple die beiden Vektoren �1;�4 q2+8 q+33+4 q � zum Eigenwert 1und (1; 2 q + 1) zum Eigenwert 0. Der Zustand �(1)32 ;q ist also ein Vektorzustand zudem Vektor L2�1 jhi � 4 q2+8 q+33+4 q L�2 jhi, der | genau wie wir erwartet haben |ein 2-fa
h angeregter Vektor mit Grundzustandsenergie h = (3=2 + q � 1)2 ist.Die Ergebnisse dieses Programms f�ur andere Werte von q1 und � stellen wirim Folgenden vor:3.7.2 q1 = 0Dieser Fall ist | genau wie q2 = 0 | trivial, da hier der Automorphismus �
1die Identit�at und der Sektor [!
1 ℄ der Vakuumsektor sind. Die Di
htematrix %(0)0;q2ist eindimensional und operiert auf dem Vektorraum V (0)q22 . Der Zustand �(0)0;q2 istder Vektorzustand �(0)0;q2 = hq22j : jq22i, und wir haben die "Zerlegung\ !
1k
2 = �(0)0;q2und damit die Fusionsregeln: [0℄� [q22℄ � [q22℄ :



3.7 Beispiele 613.7.3 q1 = 12Au
h dieser Fall ist trivial in dem Sinne, dass hier na
h Folgerung 3.28 die bei-den Zust�ande �(0)12 ;q2 = 
(q2 + 12)2�� : ��(q2 + 12)2� und �(1)12 ;q2 = 
(q2 � 12)2�� : ��(q2 � 12)2�Grundzust�ande sind. Die Zerlegung lautet also !
1k
2 = jk1j2�(0)12 ;q2+ jk2j2�(1)12 ;q2, undwir haben die Fusionsregeln:[(12)2℄� [q22℄ � [(q2 � 12)2℄� [(q2 + 12)2℄ :3.7.4 q1 = 1Dieses ist der erste Fall, in dem ni
ht alle auftretenden Zust�ande Grundzust�andesind. Das in Unterabs
hnitt 3.7.1 bes
hriebene Programm liefert das Ergebnis�(1)1;q2 = 12q22 hq22jL1 : L�1jq22i und s
hlie�t somit den laut Lemma 3.25 und Satz 3.27m�ogli
hen Grundzustand des Sektors [q22 + 1℄ aus. Die Fusionsregeln lauten:[1℄� [q22℄ � [(q2 � 1)2℄� [q22℄� [(q2 + 1)2℄ :3.7.5 q1 = 32Diesen Fall haben wir bereits in Unterabs
hnitt 3.7.1 erl�autert. Das Maple-Pro-gramm liefert f�ur � = 1 beziehungsweise � = 2 das Ergebnis:�(1=2)32 ;q2 = 112 q22 (2q2 � 2)2�(4q2 � 3)2q2 � 1 
(q2 � 12)2��L21 � (2q2 � 3) 
(q2 � 12)2��L2� :�(4q2 � 3)2q2 � 1 L2�1��(q2 � 12)2�� (2q2 � 3)L�2��(q2 � 12)2��und damit die Fusionsregeln[(32)2℄� [q22 ℄ � [(q2 � 32)2℄� [(q2 � 12)2℄� [(q2 + 12)2℄� [(q2 + 32)2℄ :3.7.6 q1 = 2Hier sind die Di
htematrizen der Zust�ande �(1)2;q2 und �(3)2;q2 zun�a
hst (3� 3) + (2�2) + (1 � 1) + (1 � 1)-Matrizen. Das Maple-Programm liefert au
h hier wieder



62 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)Vektorzust�ande�(1=3)2;q2 = 136 q22 (2q2 � 3)2�(4q2 � 3)2q2 � 1 � 12q2 � 2 
(q2 � 1)2��L31 � 
(q2 � 1)2��L2L1��(2q2 � 6)� 12q2 � 2 
(q2 � 1)2��L1L2 � 
(q2 � 1)2��L3�� :�(4q2 � 3)2q2 � 1 � 12q2 � 2L3�1��(q2 � 1)2�� L�1L�2��(q2 � 1)2���(2q2 � 6)� 12q2 � 2L�2L�1��(q2 � 1)2�� L�3��(q2 � 1)2��� :Die Di
htematrix zum Zustand �(2)2;q2 ist eine (5� 5)+ (3� 3)+ (2� 2)+ (1� 1)+(1� 1)-Matrix. Da die Re
hnungen f�ur das in Unterabs
hnitt 3.7.1 bes
hriebeneProgramm hier zu umfangrei
h geworden w�aren, haben wir diesen Vektor unterAusnutzung der Folgerung 3.34 bere
hnet:���x (2)2;q2E = 116q2(4q22 � 1)2(4q22 � 9) ��32q42 � 74q22 + 2712q22(q22 � 1) L4�1 jhi+44q42 � 86q22 + 273q22(q22 � 1) L�2L2�1 jhi�4(2q22 � 3)L2�2 jhi+64q62 � 264q42 + 212q22 � 276q22(q22 � 1) L�3L�1 jhi+16q42 � 28q22 + 273(q22 � 1) L�4 jhi� :Damit erhalten wir hier die Fusionsregeln[22℄� [q22℄ � [(q2 � 2)2℄� [(q2 � 1)2℄� [q22℄� [(q2 + 1)2℄� [(q2 + 2)2℄ :Die Beispiele zeigen wieder, dass | wie s
hon im Ans
hluss an Folgerung 3.32bemerkt | an den Stellen 2q2 2 N0 mit q2 < q1 Sektoren in unseren Fusionsre-geln vorkommen, die ni
ht in den SU(2)-Fusionsregeln vorhanden sind. Au�erdemsehen wir, dass die bere
hneten Vektoren an diesen Stellen ni
ht existieren, dadort die KoeÆzienten singul�ar werden. Dieses war zu erwarten, da na
h Satz 3.33f�ur diese F�alle der Zustand �(�)q1;q2 kein Vektorzustand sein muss. Die Besonderheitist darin begr�undet, dass f�ur Grundzustandsenergien h 2 (12N0)2 zuz�atzli
he li-neare Abh�angigkeiten zwis
hen den Vektoren der R�aume V (k)h auftreten, die im



3.8 Asymptotis
he Lokalisiertheit 63generis
hen Fall h 62 (12N0)2 ni
ht vorhanden sind. Somit ist unser Ansatz in die-sen F�allen ni
ht g�ultig, da er von zu vielen Dimensionen der Vektorr�aume V (k)hausgeht.3.8 Asymptotis
he LokalisiertheitIn diesem Abs
hnitt untersu
hen wir die Auswirkungen der s
hon in Abs
hnitt3.3 bemerkten fehlenden Lokalisierbarkeit des Automorphismus �
q , wegen dererLemma 2.25 ni
ht angewendet werden kann: Die Darstellung �!
q enth�alt zwargenau den gew�uns
hten Sektor, aber die positive Abbildung �
q enth�alt dar�uberhinaus weitere Sektoren.Der Automorphismus �
q ist ein Bogolyubov-Automorphismus, der f�ur Pa-rameter q 2 12N0 auf der CAR-Feldalgebra F unit�ar implementiert ist ([PS86℄,Abs
hnitt 6.3.1): �
q = 	q : 	�q : (3.10)Wir zerlegen den Operator 	q 2 F mit Hilfe der harmonis
hen Analyse: Die Ho-momorphismen U (s) : SU(2)! EndC(C2s+1) seien die irreduziblen Darstellungender Gruppe SU(2) zum Isospin s 2 12N0. Dann de�nieren wir die harmonis
henKomponenten des Operators 	q als (s)m;n := (2s+ 1) ZSU(2)U (s)m;n(k)�k(	q)dk :Damit haben wir den Operator na
h den Darstellungen der Gruppe SU(2) zerlegt:	q = Xs2 12N0 sXm=�s (s)m;m :Die Spaltenvektoren ( (s)�;n�)� transformieren si
h f�ur jedes n 2 f�s;�s + 1; : : : ;s� 1; sg wie ein SU(2)-Multiplett.Aus Formel (3.10) und Satz 3.13 folgt, dass der Operator 	�q die Cartan-Ladung q tr�agt: [Q3;	�q℄ = q	�q :Wenn wir die dur
h die Quantenzahlen s und m der Operatoren  (s)m;m� implizier-ten Kommutatorrelationen ber�u
ksi
htigen, k�onnen wir aus obigem Kommutatorau
h deren Cartan-Ladung bere
hnen:[Q3;  (s)m;m�℄ = q (s)m;m� :



64 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)Dieses bedeutet jedo
h, dass die Operatoren  (s)m;m� entweder an der Stelle � = qin dem Multiplett ( (s)�;m�)� stehen, oder vers
hwinden, da sie f�ur m 6= q keineEigenvektoren des Operators Q3 zum Eigenwert q sein k�onnen:  (s)m;m� = Æm;q (s)q;q�.F�ur die Darstellung des Operators 	q folgt daraus:	q = Xs2q+N0  (s)q;q :Da wir das SU(2)-Transformationsverhalten der harmonis
hen Komponenten (s)q;q� kennen: �k( (s)q;q�) = sXm=�sU (s)q;m(k) (s)m;q� ;k�onnen wir die Wirkung der positiven Abbildung �
q auf ein Virasoro-Algebra-Element A 2 A bere
hnen:�
q(A) := �Æ�
q(A)= ZSU(2)�k(	q)A�k(	�q)dk= Xs2q+N0 12s+ 1 sXm=�s (s)m;qA (s)m;q�= Xs2q+N0 �(s)q (A) ;wobei die positiven Abbildungen�(s)q : A! A; A 7! 12s+ 1 sXm=�s (s)m;qA (s)m;q�wieder in die Virasoro-Algebra f�uhren, da sie invariant unter den Transformatio-nen der Gruppe SU(2) sind: �kÆ�(s)q = �(s)q . Wir untersu
hen im Folgenden derenSektorzugeh�origkeit.Der Fo
kraum-Charakter der CAR-Feldalgebra l�asst si
h in eine Summe zer-legen: �(t; r; z) = Sp(tL0rQ3zQel)= �0(t; r)Xk2Z z2ktk2p(t) + � 12 (t; r)Xk2Z z2k+1t(k+ 12 )1p(t) ;wobei der Operator Qel die "elektris
he\ U(1)-Ladung der U(2) �= U(1)� SU(2)-invarianten Zwei-Fermionen-Theorie misst und die Charaktere �0 und � 12 zu den



3.8 Asymptotis
he Lokalisiertheit 65beiden Darstellungen der Stromalgebra B geh�oren. Der Fo
kraum zerf�allt also indie direkte SummeH = H0 
 ��k2ZH(2k)el � M H 12 
 ��k2ZH(2k+1)el � :Da die Vektoren  (s)m;n�
0 keine "elektris
he\ U(1)-Ladung tragen und Grund-zust�ande bez�ugli
h des Energie-Impuls-Tensors zu dem "elektris
hen\ U(1)-Stromsind | dieses folgt aus der Invarianz der entspre
henden Operatoren unter denTransformationen �
q |, k�onnen wir sie wegen der obigen Zerlegung des Fo
k-Raumes H als Vektoren in der Vakuumdarstellung der Stromalgebra B au�assen.Wenn wir das Fo
k-Vakuum !0 auf die Virasoro-Algebra eins
hr�anken, sozerf�allt die GNS-Darstellung der Eins
hr�ankung !0jA gem�a� Theorem 2.14 indie Darstellungen [!0jA℄ = Ms2 12N0C2s+1 
 [h = s2℄ :Da die positive Abbildung �(s)q dur
h ein SU(2)-Multiplett in der Darstellung zumIsospin s implementiert wird, geh�ort sie na
h Theorem 2.16 zum Sektor [h = s2℄,und a priori tragen zur positiven Abbildung �
q alle Sektoren mit s 2 q+N0 bei.Nun betra
hten wir die Evaluation der positiven Abbildung �(s)q im Vaku-umzustand: !
q = !0 Æ �
q . Da wir den Isospin s des Vektors  (s)m;n�
0 ken-nen, ist wegen der obigen Zerlegung des Vakuumzustandes !0 na
h dem Iso-spin au
h die Grundzustandsenergie h = s2 dieses Vektors festgelegt. Wie wirim Abs
hnitt 3.4 gesehen haben, hat der Zustand !
q die Energie q2 mit ver-s
hwindender Varianz. Da dieser Zustand dur
h die positive Abblidung �
q er-zeugt werden kann: !
 = !0 Æ�
q , wissen wir, dass die Vektoren  (s)m;q�
0 mitm 2 f�s;�s + 1; : : : ; s � 1; sg die Energie q2 haben, wenn sie ni
ht vers
hwin-den. Insbesondere gilt dieses f�ur den Vektor  (s)s;q�
0 mit Cartan-Ladung s. Gem�a�Lemma 2.9 vers
hwinden deshalb die Vektoren  (s)s;q �
0 mit Isospin s > q. Da wiraus diesen Vektoren jedo
h mit Hilfe des Absteigeoperators die anderen Vektorendes Multipletts bekommen k�onnen, m�ussen au
h diese vers
hwinden:8s 2 12N0; s > q 8m :  (s)m;q�
0 = 0 :Damit k�onnen wir den Zustand !
q s
hreiben als !
q = !0Æ�(q)q . Die Sektorenzu Grundzustandsenergien h = s2 mit s 2 12N>q, die in der positiven Abbildung�
q aufgrund der fehlenden Lokalisierbarkeit vorhanden sind, tragen also zumZustand !
q ni
ht bei, was au
h wegen der Ergebnisse im Abs
hnitt 3.4 ni
htanders zu erwarten war.



66 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)Um zu verstehen, warum im Fall q1 > q2 in unseren Fusionsregeln unerwarteteSektoren auftau
hen, untersu
hen wir den Zustand !
1Æ�
2 n�aher:!
1Æ�
2 = !0Æ�(q1)q1 Æ�
2= Xs2 12N�q2 !0Æ�(q1)q1 Æ�(s)q2= Xs2 12N�q2 q1+sXs0=jq1�sj!0Æ ~�(s0) ;wobei die positiven Abbildungen ~�(s0) zu den Sektoren [h = s02℄ geh�oren unddie Fusion der positiven Abbildungen �(q1)q1 Æ�(s)q2 na
h den bekannten SU(2)-Fusionsregeln erfolgt. Hieran sehen wir, dass die unerwarteten Sektoren nur vonden positiven Abbildungen �(s)q2 mit s > q2 herr�uhren k�onnen, also von Sektoren,die zu dem Zustand !
2 ni
ht beitragen. Au�erdem k�onnen wir au
h die G�ultigkeitunserer Fusionsregeln f�ur den Fall q1 � q2 trotz der fehlenden Lokalisierbarkeitveri�zieren, da hier nur die Sektoren der positiven Abbildung �(q2)q2 beitragen.



Kapitel 4Abs
hliessende BemerkungenWir haben f�ur zwei Sektoren [q21 ℄ und [q22℄ der Virasoro-Algebra mit q1 2 12N0 undq2 2 R�0 die Abs
h�atzung[q21℄� [q22℄ � 2q1M�=0 [(q1 + q2 � �)2℄ :f�ur die Fusionsregeln bere
hnet. Die fehlende Glei
hheit r�uhrt ni
ht von unrei-nen Zust�anden, sondern alleine von der bereits im Ans
hluss an Theorem 2.26bemerkten Tatsa
he her, dass ein bestimmter Vektor im Allgemeinen ni
ht zy-klis
h ist. Diese Fusionsregeln entspre
hen im Fall q1 � q2 2 12N0 den erwartetenFusionsregeln der Gruppe SU(2). Die f�ur den Fall q1 > q2 2 12N0 "�uberz�ahligen\Sektoren r�uhren von den nur asymptotis
h lokalisierten Symmetrietransformatio-nen her. Wir konnten zeigen, dass si
h die Auswirkungen der fehlenden Lokalit�atauf diesen Fall bes
hr�anken.Im Prinzip ist es m�ogli
h, die Sektorzugeh�origkeit eines Zustandes der Vira-soro-Algebra intrinsis
h zu bestimmen. In den von uns konstruierten Zust�andenwird die Kombinatorik jedo
h so un�ubersi
htli
h, dass es si
h als vorteilhaftererwiesen hat, auf ihre Realisierungen als Vektorzust�ande in einbettenden Hilber-tr�aumen zur�u
kzugreifen.Aufgrund des in Abs
hnitt 3.5 erl�auterten te
hnis
hen Problems mit den vonuns gew�ahlten speziellen Ei
htransformationen f�ur Parameter q1 62 12N0 konntenwir den interessanten Fall, in dem si
h die Grundzustandsenergien beider Super-auswahlsektoren ni
ht als Quadrat einer halbzahligen Zahl s
hreiben lassen undsomit beide Superauswahlsektoren unendli
he asymptotis
he Dimension haben,leider ni
ht bearbeiten. Wir erwarten, dass au
h in diesem Fall alle in der kon-tinuierli
hen direkten Summe in Satz 3.9 auftau
henden Zust�anden �aquivalentsind, die einzelnen Zust�ande jedo
h statt in endli
h viele in unendli
h viele reineZust�ande zerfallen. Dann k�onnten wir analog dem Beispiel der Gruppe SO(2) inAbs
hitt 2.5 folgern, dass au
h die statistis
he Dimension dieser Sektoren unend-li
h ist, und h�atten damit ein weiteres Beispiel f�ur die Hypothese der Glei
hheitdieser beiden Gr�o�en gefunden. 67
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