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1. Einf�uhrung1.1. Hintergrund und Ziel der ArbeitDie heutige Physik kennt zwei fundamentale Beshreibungsweisen der Natur, die allgemeineRelativit�atstheorie Einsteins einerseits und die Quantenfeldtheorie andererseits. Wegen derkonzeptionellen Vershiedenheit beider Theorien sheinen alle Versuhe ihrer Vereinigungauf absehbare Zeit zum Sheitern verurteilt zu sein. Trotzdem kann die Untersuhung vonVorstufen einer solhen vereinheitlihten Theorie wihtige Einsihten in das Zusammenspielvon Gravitation und Quantenfeldtheorie liefern.Eine solhe Vorstufe stellt die sogenannte Quantenfeldtheorie auf gekr�ummten Raumzei-ten dar, in deren Rahmen auh die vorliegende Arbeit angesiedelt ist. Es handelt sihdabei um die semiklassishe Theorie der Quantenfelder auf einem klassish beshriebenenRaumzeit-Hintergrund. Ihr spektakul�arster Erfolg war die Voraussage einer duh Quan-tene�ekte bedingten Temperaturstrahlung shwarzer L�oher durh Hawking [9℄ (vergleiheauh die Monographie [34℄).Um eine Basis f�ur die mathematish rigorose Untersuhung dieses E�ektes zu liefern, wur-den von B. Kay in den Arbeiten [15℄, [16℄, [17℄ Grund- und Temperaturzust�ande f�ur dasfreie skalare Feld auf bestimmten Keilregionen der Shwarzshild-Kruskal-Raumzeit (imfolgenden kurz SK-Raumzeit genannt) konstruiert.Ein shwieriges Problem im Rahmen der Quantenfeldtheorie auf gekr�ummter Raumzeitstellt die Auswahl physikalisher Zust�ande des Quantenfeldes dar. W�ahrend im Minkowski-raum unter Zuhilfenahme seiner Symmetrie ein eindeutiger Vakuumzustand ausgezeihnetwerden kann, l�asst eine generishe Raumzeit wegen des Fehlens von Symmetrien ein solhesVorgehen niht zu.Ein Vorshlag f�ur ein Kriterium zur Auswahl physikalisher Zust�ande, welhes auf freieTheorien auf allgemeinen Raumzeiten angewandt werden kann, ist die sogenannte Hada-mard-Bedingung. Dabei handelt es sih um eine Bedingung an das Kurzabstands- bzw.Hohenergieverhalten des Zustandes.Die Hadamard-Bedingung ist inzwishen relativ gut untersuht und verstanden ([23℄, [19℄,[28℄, [14℄) und es gibt weitreihende Vorshl�age zu ihrer Verallgemeinerung ([30℄, [1℄). Alsnotwendiges Kriterium f�ur physikalishe Zust�ande ist sie bzw. geeignete Verallgemeinerun-gen nunmehr unumstritten.Motivierend f�ur die vorliegende Arbeit war die Beobahtung, da� die Hadamard-Bedingungf�ur die zuvor erw�ahnten Zust�ande auf der Shwarzshild-Kruskal-Raumzeit bisher niht5



1. Einf�uhrungbewiesen wurde. Zwar geben einem die Arbeiten [5℄ und [14℄ Werkzeuge in die Hand, diezur �Uberpr�ufung der Hadamard-Eigenshaft in konkreten Situationen verwendet werdenk�onnen. Diese sind jedoh niht auf die SK-Raumzeit anwendbar: Der in [5℄ gegebene Be-weis der Hadamard-Bedingung f�ur Grundzust�ande des freien Skalarfeldes auf statishenRaumzeiten verwendet eine Bedingung an die Metrik, die auf der Shwarzshild-Raumzeitniht erf�ullt ist, weil deren Killing-Vektorfeld am Shwarzshild-Radius lihtartig wird, des-sen Norm also niht eht positiv von unten beshr�ankt ist.Die in der Arbeit [14℄ gegebenen allgemeineren Methoden sind ohne weiteres nur auf Raum-zeiten anwendbar, die eine kompakte Cauhy-Fl�ahe besitzen, denn sie ben�otigen ein Re-sultat aus der Theorie der Pseudodi�erentialoperatoren, das { soweit uns nah intensiverLiteraturreherhe bekannt ist { nur f�ur den Fall einer kompakten Riemannshen Mannig-faltigkeit in der mathematishen Literatur bewiesen wurde. Es handelt sih dabei um dieAussage, da� der Operator (��+ V )�1=2(� ist der Laplae-Beltrami-Operator, V aus einer bestimmten Klasse skalarer Potentiale)ein Pseudodi�erentialoperator ist.Da die Cauhy-Fl�ahen der SK-Raumzeit niht kompakt sind, ist die Verwendung derResultate aus [14℄ also zun�ahst ebenfalls niht m�oglih.Ziel dieser Arbeit soll es sein, S�atze �uber das Vorliegen der Hadamard-Eigenshaft zu be-weisen, die auh in der oben geshilderten Situation anwendbar sind. Dazu werden wir zweivershiedene Wege beshreiten:Im ersten Teil der Arbeit werden wir versuhen, das besagte, zur Anwendung der Methodenaus [14℄ auf Raumzeiten mit nihtkompakten Cauhy-Fl�ahen fehlende mathematishe Re-sultat zu etablieren. Dies gelingt uns unter bestimmten Zusatzannahmen, die jedoh im Fallder SK-Raumzeit aufgrund der Ergebnisse aus [17℄ erf�ullt sind. Allerdings haben wir beider Besh�aftigung mit diesen Fragen in der Beweisf�uhrung aus [14℄, wiederum im Zusam-menhang mit dem Vorliegen einer nihtkompakten Cauhy-Fl�ahe, eine L�uke festgestellt,so da� deren Anwendbarkeit in dem uns interessierenden Fall weiterhin niht gekl�art ist.In einem zweiten Teil der Arbeit werden wir einen sehr viel direkteren Zugang w�ahlen:Wir verwenden unter Zuhilfenahme starker Resultate aus der mikrolokalen Analysis diephysikalishen Grundlagen der Theorie und beweisen so, im Vergleih zum ersten Ansatzm�uhelos, die Hadamard-Eigenshaft f�ur Grundzust�ande des freien Skalarfeldes auf stati-on�aren Raumzeiten ohne weitere Zusatzannahmen.Im letzten Teil zeigen wir, wie sih die zuvor entwikelten Methoden auf die Zust�ande aufder SK-Raumzeit anwenden lassen. Wir beweisen dabei die Hadamard-Eigenshaft sowohlf�ur den Grund- als auh f�ur die Temperaturzust�ande aus [17℄.6



1.2. Geometrishe Grundlagen1.2. Geometrishe GrundlagenDa wir es in dieser Arbeit h�au�g mit Mannigfaltigkeiten zu tun haben werden, wollenwir in diesem Abshnitt einige der damit verbundenen Konventionen, De�nitionen undWerkzeuge in Erinnerung rufen. Gleihzeitig dient dieser Abshnitt dazu, die in diesemZusammenhang von uns verwendete Notation zu �xieren.Mannigfaltigkeiten: Die De�nition einer Mannigfaltigkeit soll hier niht wiederholt wer-den. Wir verweisen dazu auf die Standardliteratur. Alle im Text auftauhenden Mannigfal-tigkeiten sollen zusammenh�angend, parakompakt (s.u.) und C1 sein. Raumzeiten habendie Dimension s + 1, wir versehen sie mit der Signatur 1 � s, bezeihnen sie mit M undihre Metriken mit g. Riemannshe Mannigfaltigkeiten und Mannigfaltigkeiten ohne Metrikwerden von uns mit �, ihre Dimension mit n und ihre Metriken gegebenenfalls mit bezeihnet.Eine Karte einer Mannigfaltigkeit � bezeihnen wir mit (U; �), dabei ist U � � und� : �! Rn .Di�erenzierbare Abbildungen: Sei � eine C1-Mannigfaltigkeit. Eine Funktion f : �!C hei�t Cr, wenn f�ur beliebige Karten (U; �) die Funktionen f(��1�) in Cr(�U) liegen.Entsprehend nennen wir sie glatt (C1), wenn sie in allen Karten glatt ist.Durh analogen R�ukgri� auf die Karten wird auh allgemeiner die Di�erenzierbarkeit f�urAbbildungen zwishen zwei beliebigen Mannigfaltigkeiten de�niert.Zerlegung der Eins: Ein topologisher Raum T hei�t parakompakt, wenn jede �Uber-dekung (Ui) von T eine Verfeinerung ~Uj besitzt, die lokal endlih ist, d.h. zu jedem K b T igilt K \ ~Ui 6= ; nur f�ur endlih viele Indies i.Sei � eine C1-Mannigfaltigkeit. Eine Zerlegung der Eins auf � ist eine Familie (�i) vonFunktionen �i 2 C10 (�) auf �, so da�0 � �i � 1; Xi �i = 1:Ist eine o�ene �Uberdekung (Uj) von � gegeben, so hei�t (�i) der �Uberdekung unterge-ordnet, wenn es zu jedem Index i einen Index j gibt, so da� supp�i � Uj ist. Zu gegebenem(Uj) kann eine solhe Zerlegung der Eins immer gefunden werden.Ist (Uj) lokal endlih und sind die einzelnen Ui relativ kompakt, so �ndet man sogar eineuntergeordnete Zerlegung der Eins (�j) derart, da� zu jedem Index j supp�j � Uj gilt.Alle im folgenden auftretenden Mannigfaltigkeiten werden als parakompakt angenommen,und wenn wir von einer untergeordneten Zerlegung der Eins sprehen, dann meinen wirimmer eine in dem eben erl�auterten speziellen Sinn.Pullbak und Tangentialabbildung: Seien �;�0 C1-Mannigfaltigkeiten, � : � ! �0eine invertierbare Abbildung zwishen ihnen und f eine Funktion auf �0. Dann bezeiheni`b' meint `kompakte Teilmenge von'. 7



1. Einf�uhrungwir mit ��f den Pullbak ��f(p) := f(�(p)); p 2 �von f nah �. Den `inversen Pullbak' (��1)� notieren wir als ��.Ist � di�erenzierbar, so erhalten wir die von uns ebenfalls mit �� bezeihnete Tangential-abbildung �� : T�! T�0 verm�oge��(p;X) := (�(p);X 0) mit X 0(f) := X(��f); X 2 Tp�; f di�erenzierbar.Die inverse Abbildung (��1)� bezeihnen wir wiederum mit ��.Indem wir die Dualit�at zwishen Tangential- und Kotangentialraum ausnutzen, gewinnenwir auh eine Abbildung �� : T ��0 ! T ��, indem wir f�ur alle Vektorfelder X auf � undalle 1-Formen A auf �0 (��A)(X) := A(��X) (1.1)setzen. Auh hier bezeihnen wir wieder die Inverse mit ��.Wir ho�en, da� die gleihen Bezeihungen f�ur vershiedene Abbildungen niht zu Verwir-rung f�uhren. Diese Notation hat den Vorteil, da� die Position des � immer die Rihtungder betre�enden Abbildung angibt. Welhe Objekte abgebildet werden, sollte aus dem Zu-sammenhang ersihtlih sein.Integration: Ein konsistentes, koordinatenunabh�angiges Lebesgue-Integral auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist f�ur n-Formen gegeben. Sollen Funktionen integriert wer-den, m�ussen diese also zuvor mit einer n-Form multipliziert werden.Es besteht eine eindeutige Abbildung zwishen n-Formen und skalaren Dihten vom Ge-wiht +1. Daher ist auh durh eine solhe Dihte ein Integralbegri� f�ur Funktionen gege-ben.Auf einer Riemannshen Mannigfaltigkeit (�; ) existiert eine ausgezeihnete n-Form, diesogenannte Volumenform. Diese bezeihnen wir als dVol und shreiben das betre�endeIntegral f�ur eine Funktion f als R f dVol oder R f(p) dVol(p) um die Integrationsvariablezu kennzeihnen.Hat f Tr�ager unter einer Karte (U; �) und sind ij(x) die Komponenten von  in denbetre�enden Koordinaten, so istZ f dVol = ZRn ��f(x) jdet(ij)(x)j1=2 dnx;dabei ist RRn das gew�ohnlihe Lebesgue-Integral auf dem Rn .Normale Umgebungen, geod�atisher Abstand: Sei � eine (Pseudo-)RiemannsheMannigfaltigkeit.8



1.2. Geometrishe GrundlagenDe�nition 1.2.1. Eine zusammenh�angende o�ene Menge U � � hei�t normale Umge-bung, sofern es zu irgend zwei Punkten p; q aus U genau eine ganz in U liegende, p und qverbindende Geod�ate gibt.F�ur zwei Punkte p; q aus einer normalen Umgebung de�nieren wir den geod�atishen Ab-stand r(p; q) zwishen p und q als die L�ange der in U liegenden eindeutigen, p und qverbindenden Geod�ate.Wihtig ist das folgende Ergebnis von Whitehead (zitiert nah [4℄, Se. 1.2)Satz 1.2.2. Jeder Punkt einer (Pseudo-)Riemannshen C1-Mannigfaltigkeit besitzt einenormale Umgebung.F�ur unsere sp�ateren Rehnungen erweist es sih auh noh als praktish, die (im Gegensatzzum geod�atishen Abstand r glatte) Funktion � := 12r2 einzuf�uhren.Die R�aume C10 (�); C1(�): Wir wollen die Mengen der glatten Funktionen bzw. derglatten Funktionen mit kompaktem Tr�ager auf einer Mannigfaltigkeit � als lokalkonvexeR�aume de�nieren. Dies ist ohne weiteres und in kompletter Analogie zum Rn m�oglih:Wir �xieren dazu eine �Uberdekung Ui von � durh Kartenumgebungen von Karten (Ui; �i)und eine zugeh�orige, der �Uberdekung untergeordnete Zerlegung �i der Eins. Mit deren Hilfede�nieren wir jetzt die Shariijf jk;K :=Xi Xj�j�k supUi\K j����(�if)j (1.2)von Halbnormen f�ur glatte Funktionen f und k 2 N, K b �. W�ahlt man eine andere�Uberdekung und Zerlegung der Eins, so erh�alt man eine andere Shar von Halbnormenj�j0k;K . Diese sind jedoh �aquivalent zu den ursp�unglihen (siehe dazu z.B. [4℄), d.h. zu jedemk;K gibt es Konstanten ; 0, so da�jf jk;K �  jf j0k;K � 0 jf jk;K 8f 2 C10 (�)gilt. Die beiden vershiedenen Halbnormensysteme generieren also die gleihen Topologien.Deshalb untersheiden wir die vershiedenen Halbnormensysteme im folgenden auh nihtin der Notation.Konvergenz in C1(�) wird nun de�niert als Konvergenz in allen obigen Halbnormen.Folgenkonvergenz in C10 (�) wird de�niert als Konvergenz bez�uglih aller Halbnormen wieoben, wobei zus�atzlih alle Folgenglieder ihren Tr�ager in einem gemeinsamen Kompaktumhaben m�ussen. Die volle De�nition der Topologie ist in diesem Fall etwas komplizierteriiHier und im folgenden bezeihnen �; �; : : : Multiindies, d.h Elemente aus Nn0 . Wir setzen f�ur einenMultiindex � = (�1; : : : ; �n) und ein beliebiges n-komponentiges Objekt x = (x1; : : : ; xn)j�j := nXk=1�k; x� := nYk=1x�kk :
9



1. Einf�uhrung(`induktiver Limes'), wird aber von uns im folgenden niht ben�otigt und soll deswegenauh hier niht genauer besprohen werden.Die R�aume D0(�); E 0(�): Wir de�nieren nun die R�aume D0(�) und E 0(�) als R�aumeder stetigen linearen Funktionale �uber C10 (�) bzw. C1(�).iiiWir wollen noh unsere Notation abrunden. Seien dazu � und �0 Mannigfaltigkeiten und� : �! �0 eine invertierbare Abbildung. Dann erkl�aren wir�� : D0(�)! D0(�0); ��u(�) := u(���)und �� := (��)�1.Weitere Konventionen:� Auf einer (Pseudo-)Riemannshen Mannigfaltigkeit (�; ) induziert die Metrik einen Isomorphismus zwishen T �� und T�. Insbesondere de�nieren wir zu � 2 T �p�ein Element �℄ 2 Tp� gem�a� � = p(�℄; �):� Zwei Punkte p; q einer RaumzeitM hei�en akausal, sofern es keine kausale (d.h. zeit-oder lihtartige) glatte Kurve inM gibt, die p und q verbindet. Wir notieren das alsp��q.Sei M zeitorientierbar und V � M. Mit J+(V ), J�(V ) bezeihnen wir die kausaleZukunft bzw. Vergangenheit von V d.h. alle Punkte, die durh zukunftsgerihtete bzw.vergangenheitsgerihtete kausale glatte Kurven mit einem Punkt aus V verbundenwerden k�onnen. Wir setzen J(V ) := J+(V ) [ J�(V ).Um den Umgang mit den Karten einer Mannigfaltigkeit � etwas zu vereinfahen, wollenwir noh einige Vereinbarungen bez�uglih der Notation tre�en:� Die Buhstaben p; q bezeihnen Punkte der Mannigfaltigkeit �. Mit x; y bezeihnenwir hingegen Punkte im Rn .� Sprehen wir �uber eine Funktion f auf � und wollen ihren Wert an einem bestimm-ten Punkt p der Mannigfaltigkeit angeben, so shreiben wir f(p). Betrahten wir fhingegen in den Koordinaten einer lokalen Karte (U; �), so shreiben wir gelegentlihf(x) mit x 2 �U und meinen eigentlih ��f(x).iiiWir weisen darauf hin, da� wir damit niht der gebr�auhlihen Konvention folgen. �Ubliherweise werdendie stetigen linearen Funktionale �uber obigen R�aumen als Distributionsdihten bezeihnet und derenR�aume anders notiert. Distributionen sind dann Objekte, die erst noh mit einer Dihte multipliziertwerden m�ussen, um Funktionale zu werden.10



1.3. QFT auf station�aren und statishen Raumzeiten1.3. QFT auf station�aren und statishen Raumzeiten1.3.1. Station�are und statishe RaumzeitenM�ohte man Quantenfeldtheorie auf generishen Raumzeiten betreiben, so st�o�t man aufshwerwiegende Probleme, die durh die m�ogliherweise komplizierte Raumzeit-Geometrieund -Topologie verursaht werden:Einerseits ist die Formulierung der Kinematik f�ur quantenfeldtheoretishe Modelle shwie-rig, denn eine m�ogliherweise `zerrissene' oder `durhl�oherte' kausale Struktur der Raum-zeit maht wohlgestellte Anfangswertprobleme f�ur Feldgleihungen unm�oglih.Andererseits ist, wie oben shon geshildert, wegen fehlender Symmetrien die Charakteri-sierung physikalisher Zust�ande shwierig.In der vorliegenden Arbeit entsh�arfen wir beide Probleme, indem wir zus�atzlihe Annah-men �uber die Raumzeiten mahen, mit denen wir arbeiten. Diese Annahmen sind gegen�uberder Situation auf generishen Raumzeiten starke Einshr�ankungen. Es wird sih jedoh zei-gen, da� sie trotzdem viele physikalish interessante Modelle einshlie�en.Globale Hyperbolizit�at: Als Forderung an die kausale Struktur der Raumzeit stellen wirdie der globalen Hyperbolizit�at:De�nition 1.3.1. Eine RaumzeitM hei�t global hyperbolish, sofern sie eine sogenannteCauhy-Fl�ahe besitzt, d.h. eine glatte Hyper�ahe � � M, so da� jede kausale Kurveohne Endpunkte � genau einmal shneidet.Eine global hyperbolishe Mannigfaltigkeit M hat eine relativ einfahe kausale Struktur:Es gibt keine geshlossenen kausalen Kurven und solhe treten auh niht bei kleinen De-formationen vonM auf. Globale Hyperbolizit�at hat weitere Konsequenzen, die f�ur uns vonInteresse sind:Ist M global hyperbolish, so ist die Topologie von M relativ einfah. Ist � eine Cauhy-Fl�ahe von M, so gilt M ' R � �. Insbesondere liegt also jeder Punkt von M auf einerzu � hom�oomorphen Cauhy-Fl�ahe.Zum anderen sind Anfangswertprobleme f�ur hyperbolishe Di�erentialgleihungen mit An-fangswerten auf einer Cauhy-Fl�ahe wohlgestellt (siehe z.B. [3℄). Dies wollen wir f�ur denFall der Klein-Gordon-Gleihung etwas konkreter fassen: Seien dazu die Abbildungen�0 : C1(M) �! C1(�); F 7�! F j��1 : C1(M) �! C1(�); F 7�! (na�aF )j� (1.3)einer Funktion auf einer global hyperbolishen Raumzeit M auf ihre Anfangsdaten aufeiner Cauhy-Fl�ahe � gegeben. n bezeihnet dabei das Normalenvektorfeld von � undna�a mithin die Normalenableitung. Mit �00; �01 bezeihnen wir die jeweiligen Adjungierten,die E 0(�) in E 0(M) abbilden. Es gibt nun eine Abbildung E, die wir (wie die analogeAbbildung auf dem Minkowski-Raum) als Propagator f�ur die KG-Gleihung bezeihnen,denn sie hat die folgenden Eigenshaften: 11



1. Einf�uhrungSatz 1.3.2 ([3℄, vergleihe auh [14℄). E : C10 (M) �! C1(M) ist linear, stetig undes gilt E(2g +m2)F = (2g +m2) EF = 0; suppEF � J(suppF ):Weiterhin ist  = E �00f1 � E �01f0die (eindeutige) glatte L�osung der KG-Gleihung zu den Cauhy-Daten f0 = �0 ; f1 =�1 2 C10 (�).Die letzte Gleihung wollen wir noh in einer etwas anderen Form shreiben: O�ensihtlihist �0 E �00 = 0 �0 E �01 = �1�1 E �00 = 1 �1 E �01 = 0: (1.4)Stationarit�at: Weiterhin wollen wir unsere Betrahtungen auf station�are Raumzeiten ein-shr�anken, das sind solhe, die bez�uglih einer bestimmten Zeitkoordinate eine zeitinvarian-te Geometrie besitzen. Pr�aziser und koordinatenfrei ist eine station�are Raumzeit de�niertals eine Raumzeit, auf der ein zeitartiges Killing-Vektorfeld existiert, d.h. ein zeitartigesVektorfeld v, so da� ravb �rbva = 0gilt. Gibt es ein Vektorfeld, welhes diese Gleihung erf�ullt, so kann lokal immer ein Koordi-natensystem gew�ahlt werden, in dem die Metrik gab unabh�angig von der Zeitkoordinate ist.Auf einer global hyperbolishen, station�aren Raumzeit M gibt es auh global eine derartausgezeihnete Zeitkordinate, die einem die folgende Darstellung von M erm�ogliht [18℄:Sei � Cauhy-Fl�ahe vonM. Man erh�alt dann eine Isometrie � = (t; �) :M! R��, wobeidie Metrik auf R � � (in lokalen Koordinaten) die Form� �2 � (�; �) �t�  �besitzt und das Killing-Vektorfeld v durh �t gegeben ist. Dabei ist � eine glatte Funktion,� ein glattes Vektorfeld auf � und  die durh g auf � induzierte Riemannshe Metrik, dieletzteren jeweils in beliebigen Koordinaten von �. �t bezeihnet den transponierten Vektorzu �.Die Translationen in der ausgezeihneten Zeitkoordinate t ergeben eine einparametrigeGruppe �a; a 2 R von Isometrien �a(p) := ��1(t(p) + a; �(p)).12



1.3. QFT auf station�aren und statishen Raumzeiten1.3.2. Das Klein-Gordon-FeldAls Beispiel einer Quantenfeldtheorie auf einem gekr�ummten Raumzeit-Hintergrund wollenwir die Theorie des neutralen Klein-Gordon-Feldes (im Folgenden kurz KG-Feld) auf einerglobal hyperbolishen Raumzeit M betrahten.Feldalgebra, Zust�ande des Feldes: In Analogie zur Formulierung der Theorie auf demMinkowskiraum w�urde man versuhen, das KG-Feld � als eine lineare, stetige Abbildung(`operatorwertige Distribution')� : C10 (M) �! lin. Operatoren �uber Hmit einem geeigneten Hilbertraum H zu konstruieren, die die Eigenshaften1. � erf�ullt die KG-Gleihung in dem Sinne, da��((2g +m2)f) = 0 8f 2 C10 (M):2. � erf�ullt (bez�uglih geeigneter De�nitionsbereihe) die Vertaushungsrelationen[�(f); �(g)℄ = hf;E gi1I:Dabei ist h; i das Skalarprodukt bez�uglih des kanonishen Volumenelementes vonM.3. F�ur reelle Funktionen f ist �(f) bez�uglih geeigneter De�nitionsbereihe selbstadjun-giert, d.h. �(f)y = �(f). Allgemein gilt �(f)y = �(f).besitzt.Die Wahl des Hilbert-Raumes H und der Abbildungsvorshrift � entspriht der Auswahleiner Klasse von Zust�anden mit jeweils �ahnliher globaler Struktur. Diese ist physikalishsehr bedeutsam und speziell auf gek�ummten Raumzeiten in vielen F�allen niht einfahzu tre�en. Daher legen wir uns zun�ahst niht auf einen Hilbert-Raum H fest, sondernbehandeln die Operatoren �(f) als Elemente einer abstrakt de�nierten �-Algebra A, dersogenannten Feldalgebra:Wir de�nieren also A als die von in f 2 C10 (M) linearen Objekten �(f) mit den obigen Ei-genshaften 1 und 2 sowie der 1I komplex erzeugte Algebra, versehen mit der aus Bedingung3 resultierenden �-Struktur.ivIst M zus�atzlih station�ar, so gibt es wie im letzten Abshnitt gesehen eine einparamet-rige Gruppe �t von Isometrien, die als Zeittranslationen aufgefasst werden k�onnen. Dieseinduzieren eine einparametrige Gruppe von Automorphismen �t auf A durh�t(�(f)) := �((�t)�f)ivEine mathematish pr�azise De�nition von A kann leiht erreiht werden, indemman von der Tensoralgebra�uber C10 (M) ausgeht und duh der Linearit�at und den Eigenshaften 1,2 und 3 entsprehende Idealeteilt. 13



1. Einf�uhrungund Fortsetzung auf ganz A als Automorphismus.Der physikalishe Zustand des Quantenfeldes kann nun durh ein Zustandsfunktional be-shrieben werden: Ein lineares Funktional ! auf A mit den zus�atzlihen Eigenshaften!(A�A) � 0 f�ur A aus A (Positivit�at) und !(1I) = 1 (Normierung) hei�t Zustand (�uber A).Die eben gegebene Beshreibung einer Quantenfeldtheorie durh eine Algebra und einenZustand ist einer der Grundgedanken der algebraishen Quantenfeldtheorie. F�ur eine ge-nauere Beshreibung ihrer Prinzipien verweisen wir auf [8℄. F�ur die Behandlung von Quan-tenfeldtheorien auf gekr�ummter Raumzeit erweist sih deren Formulierung im Rahmen deralgebraishen Quantenfeldtheorie als �au�erst n�utzlih.Hat man einen Zustand �uber der Feldalgebra gegeben, so ergibt die sogenannte GNS-Konstruktion (nah Gelfand, Naimark, Segal, f�ur eine genaue Beshreibung siehe wiederum[8℄) eine Darstellung der Feldalgebra als Algebra von Operatoren auf einem Hilbert-RaumH im Sinne der Bedingungen 1,2 und 3. Die Beshreibung der Theorie durh Algebra undZustand enth�alt also auh die konventionelle Beshreibung des Feldes als operatorwertigeDistribution.Ein Zustand ist vollst�andig bestimmt durh die multilinearen Funktionale!m(f1; f2; : : : fm) := !(�(f1)�(f2) : : : �(fm)) f1; f2; : : : fm 2 C10 (M) m = 1; 2; : : : ;die sogenannten n-Punkt-Funktionen. Wir betrahten im folgenden nur Zust�ande, derenn-Punkt-Funktionen stetige Funktionale sind.Wir halten an dieser Stelle fest, da� die n-Punkt-Funktionen wegen der Eigenshaft 1 von� L�osungen der KG-Gleihung in allen Argumenten (im Sinne von Distributionen) sind.Quasifreie Zust�ande: Wir wollen nun eine besonders einfahe Klasse von Zust�andenvorstellen, die sogenannten quasifreien Zust�ande. Diese sind vollst�andig durh ihre jeweiligeZweipunktfunktion !2 beshrieben. Ihre n-Punkt-Funktionen lassen sih per De�nition aufdie folgende Weise durh !2 ausdr�uken:!m(f1; : : : fm) := 8>><>>:0 f�ur m ungeradePZerlegungenvon 1;2;:::min Paare (i;j);i<j QPaare (i;j)!2(fi; fj) f�ur m gerade :Quasifreie Zust�ande haben eine weitere wihtige Eigenshaft: Ihre GNS-Darstellungen kannman explizit angeben. Es handelt sih um Fokraumdarstellungen, d.h. es gibt einen Hil-bertraum H und eine lineare Abbildung k : C10 (M) ! H (mit bestimmten zus�atzlihenEigenshaften), so da� durh �(�(f)) := ay(k(f)) + a(k(f))14



1.4. Die Hadamard-Bedingungeine Darstellung � der Feldalgebra A auf dem Fokraum F(H) �uber H gegeben ist und!(A) = h
; �(A)
iF(H)mit dem Fokraum-Vektor 
 = (1; 0; 0; : : : ). ay und a sind dabei die �ublihen Erzeugungs-bzw. Vernihtungsoperatoren auf F(H).Den Hilbert-Raum H bezeihnet man auh als Einteilhen-Hilbert-Raum, das Paar (k;H)als Einteilhen-Struktur. F�ur eine pr�azise De�nition dieser Begri�e verweisen wir auf [18℄,f�ur den Beweis der obigen Behauptung auf [19℄.Quasifreie Grundzust�ande: Der Grundzustand eines physikalishen Systems ist der Zu-stand mit der niedrigsten Gesamtenergie. In der Quantenfeldtheorie auf dem Minkow-skiraum wird der Vakuumzustand daher dadurh harakterisiert, da� der Generator derZeittranslationen (der Hamilton-Operator des Systems) auf dem GNS-Hilbert-Raum desVakuumzustands positives Spektrum hat (`Spektrumsbedingung') und den Vakuumvektorvernihtet.Auf station�aren Raumzeiten kann man wegen der Zeittranslations-Symmetrie �ahnlih vor-gehen: Im Falle des KG-Feldes wird de�niertDe�nition 1.3.3 (siehe dazu z.B. [18℄). Ein quasifreier Grundzustand f�ur das KG-Feldist ein quasifreier Zustand mit Einteilhen-Struktur (k;H), so da� es einen positiven selbst-adjungierten Operator h (`Einteilhen-Hamiltonoperator') aufH gibt, mit kÆ�t = exp(�ith)k.Man sieht, wie die Positivit�atsforderung in die De�nition eingeht. Da� der Hamilton-Operator H = d�(h) v das Fok-Vakuum 
 vernihtet, folgt shon aus den De�nitionenvon d� und 
.Es zeigt sih, da� ein quasifreier Grundzustand des KG-Feldes auf einer gegebenen stati-on�aren global hyperbolishen Raumzeit eindeutig ist [15℄.KMS-Zust�ande: Bei den sogenannten KMS-Zust�anden handelt es sih um Zust�ande, diedas thermishe Gleihgewiht bei einer bestimmten Temperatur beshreiben. De�niert wer-den sie �uber die Analytizit�atseigenshaften der Funktionen !(A�t(B)) f�ur bestimmte A;Baus A.KMS-Zust�ande f�ur das KG-Feld die quasifrei sind, kann man alternativ �uber Eigenshaf-ten ihrer Einteilhen-Struktur harakterisieren [15℄. Sie sind, wie die quasifreien Grund-zust�ande, eindeutig [15℄.1.4. Die Hadamard-Bedingung1.4.1. Einf�uhrungDie Menge der positiven linearen Funktionale �uber der Feldalgebra ist sehr gro�. Nur�au�erst wenige dieser Zust�ande beshreiben jedoh Situationen, die unter physikalishenvd� meint die `zweite Quantisierung' f�ur selbstadjungierte Operatoren, siehe [24℄. 15



1. Einf�uhrungGesihtspunkten zul�assig und sinnvoll sind (d.h. sie weisen z.B. keine singul�aren Energie-verteilungen oder �ahnlihes auf).Selbst die reht eingeshr�ankte Klasse der quasifreien Zust�ande enth�alt noh viele, die alsunphysikalish betrahtet werden. Daher sind weitere Kriterien erforderlih, um die phy-sikalish sinnvollen Zust�ande auszuzeihnen. Ein solhes Kriterium stellt die Hadamard-Bedingung dar. Entstanden ist sie aus der Forderung, da� in physikalish akzeptablenZust�anden der Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors Tab in zufriedenstellender Wei-se als glatte Funktion aufM de�nierbar sein soll. vi Hadamard-Zust�ande sind nun quasifreieZust�ande, deren Zweipunktfunktion eine bestimmte zustandsunabh�angige Singularit�aten-struktur aufweist. Grob gesprohen mu� sie von der Form!2(p; q) = U(p; q)r(p; q) + V (p; q) ln(r(p; q)) +W (p; q)sein. Dabei bezeihnet r den geod�atishen Abstand (bez�uglih g), U; V und W sind glatteFunktionen und U und V h�angen (auf eine genau de�nierte und lokale Weise) ausshlie�lihvon der Metrik g und ihren Ableitungen ab.vii Anders ausgedr�ukt stellt die Hadamard-Bedingung also eine Einshr�ankung des Kurzabstands- bzw. Hohenergieverhaltens derbetre�enden Zust�ande dar.viiiDie mathematishe Pr�azisierung obiger De�nition erfordert erheblihen Aufwand. Sie wurdezuerst in [19℄ erreiht.Hadamard-Zust�ande haben Eigenshaften, die sie zu guten Kandidaten f�ur physikalisheZust�ande mahen: Zun�ahst l�asst sih f�ur sie tats�ahlih eine zufriedenstellende De�nitiondes Erwartungswertes von Tab geben [32℄. Weiterhin haben sie die Eigenshaften, die man imRahmen der algebraishen Quantenfeldtheorie f�ur das Folium der physikalishen Zust�andefordert [28℄, [29℄.Ein Durhbruh im Verst�andnis der Hadamard-Bedingung gelang mit ihrer Formulierungim Rahmen der mikrolokalen Analysis durh Radzikowski [23℄. Diese Umformulierung istzun�ahst tehnish sehr hilfreih denn sih maht die in der mikrolokalen Analysis ent-wikelten mathematishen Werkzuge anwendbar. Sie ist jedoh auh konzeptionell wihtig,denn sie hat gezeigt, da� die Hadamard-Bedingung als Ersatz der Spektrumsbedingung ausder Minkowskiraumtheorie auf gekr�ummten Raumzeiten betrahtet werden kann. Au�er-dem hat sie die Verallgemeinerungen der Hadamard-Bedingung auf beliebige Zust�ande [1℄viIm allgemeinen ist dies niht gew�ahrleistet, denn die naive De�nition von Tab als quadratisher Ausdrukin den Feldern enth�alt Produkte von Distributionen am selben Raum-Zeit-Punkt, ist also (und mit ihmauh sein Erwartungswert) zun�ahst niht einmal als Distribution wohlde�niert.Das Verfahren der Normalordnung, mit dem man dieses Problem auf dem Minkowski-Raum l�ost, istauf gekr�ummten Raumzeiten niht problemlos einsetzbar, denn es ist abh�angig von der Wahl einesausgezeiheten Referenzzustandes.viiEine solhe Singularit�atenstruktur weisen auh die zuerst von Hadamard konstruierten L�osungen hy-perbolisher DGL auf beliebigen Mannigfaltigkeiten auf. Daher stammt die Bezeihnung Hadamard-Bedingung.viiiDer Begri� `Kurzabstandsverhalten' ist hier bez�uglih der Topologie auf M � M zu verstehen. DieHadamard-Bedingung betri�t durhaus auh das Verhalten an aufM weit voneinander entfernten Punk-ten!16



1.4. Die Hadamard-Bedingungund in den Rahmen der algebraishen Quantefeldtheorie [30℄ erm�ogliht.Diese Umformulierung sowie die f�ur sie ben�otigten mathematishen Begri�e werden wir imn�ahsten Abshnitt vorstellen.1.4.2. Wellenfrontmengen und Hadamard-BedingungWir wollen zun�ahst die sogenanntenWellenfrontmengen als ein mathematishes Hilfsmittelzur Beshreibung der Singularit�aten von Distributionen vorstellen. Diese wurden von Rad-zikowski bei der Umformulierung der Hadamard-Bedingung herangezogen. Im Anshlu� anderen Beshreibung werden wir das Resultat von Radzikowski vorstellen.Eine detailliertere Einf�uhrung in die Theorie der Wellenfrontmengen sowie weitergehendeResultate �ndet man z.B. in [12℄.Wir wollen die Beshreibung der Wellenfrontmengen damit beginnen, da� wir sagen, waseine Singularit�at einer Distribution ist:De�nition 1.4.1. Sei u 2 D0(M). Dann de�nieren wir die Menge R der regul�aren Punktevon u als R(u) := np 2M ��� 9 Umgebung V von p; h 2 C1(V );u(f) = Z hf dVol 8f 2 C10 (V )o:Der singul�are Tr�ager von u ist die Mengesingsuppu :=Mn R(u):Anders ausgedr�ukt liegt immer dann eine Singularit�at vor, wenn die Distribution nihtdurh eine glatte Funktion gegeben ist.Solhe Singularit�aten werden nun durh den Begri� der Wellenfrontmengen genauer klas-si�ziert. Dabei wird verwendet, da� sih die lokale Regularit�at einer Funktion bzw. Distri-bution mit kompaktem Tr�ager auf dem Rn im asymptotishen Verhalten ihrer Fourier-Transformiertenix (im folgenden kurz F-Transformierten) wiederspiegelt: So besagt dasTheorem von Paley, Wiener und Shwartz (siehe z.B. [25℄ Thm. IX.11, IX.12), da� die F-Transformierte einer solhen Distribution h�ohstens polynomial ansteigt und shnell abf�allt,sofern die Distribution durh eine glatte Funktion gegeben ist.ixZur Fixierung der verwendeten Konventionen notieren wir die De�nition der Fourier-Transformierten undihrer Inversen f�ur Funktionen auf dem Rn :f̂(�) � F(f)(�) := (2�)�n=2 Z f(x)e�ihx;�i dx;�f(x) � F�1(f)(x) = (2�)�n=2 Z f(�)eihx;�i d�:
17



1. Einf�uhrungAllerdings verliert man durh F-Transformation die Ortsau�osung der Singularit�aten: Umaus dem asymptotishen Verhalten der F-Transformation Informationen �uber das Verhal-ten der Distribution ausshlie�lih an einem Punkt zu erhalten, mu� man diese vorherm�oglihst gut um diesen Punkt lokalisieren.Die De�nition, die diese beiden Gedanken, zun�ahst f�ur Distributionen auf dem Rn , zu-sammenfasst, lautetDe�nition 1.4.2. Sei u 2 D0(Rn), x 2 Rn . Die Menge der regul�aren Rihtungen am Punktx wird de�niert alsRx(u) := n� 2 Rn ��� 9h 2 C10 (Rn) mit h(x) 6= 0;9 Umgebung V von �; so da� 8N 2 N 9N mit���hu(��0)��� � N (1 + �)�N 8� 2 R+ ; 8�0 2 V o:Weiterhin wird de�niertWFx(u) := Rn n (Rx(u) [ f0g) ;WF(u) := �(x; �) 2 R2n j � 2WFx(u)	 :Wir wollen einige grundlegende Eigenshaften von WF notieren: Mit u 2 D0(Rn), x 2 Rnist � WFx(u) ein Kegel.� WFx(hu) �WFx(u) sofern h 2 C1(Rn) und Gleihheit, wenn au�erdem h(x) 6= 0.� fx 2 Rn j WFx(u) 6= ;g = singsuppu.Der erste Punkt besagt, da� wir es bei der Wellenfrontmenge mit einer `Menge von Rihtun-gen' zu tun haben. Der zweite zeigt, da� die De�nition von WFx nur das lokale Verhaltender Distribution bei x betri�t. Der letzte Punkt zeigt, da� mit WF tats�ahlih eine feinereKlassi�kation der Singularit�aten aus De�nition 1.4.1 erreiht wird.Als n�ahstes betrahten wir das Transformationsverhalten der Wellenfrontmenge unter Dif-feomorphismen:Satz 1.4.3 ([25℄ Thm. IX.44). x Sei u 2 D0(Rn) und � : Rn ! Rn ein Di�eomorphis-mus. Dann giltWF(��u) = �(�(x); (d��1)t� 2 Rn � Rn j (x; �) 2WF(u)	 :Dabei meint (d��1)t die Transponierte der Jakobimatrix (d��1)ij = ���1i�xj von ��1.xIn [25℄ gibt es bei der Formulierung des Satzes einen Drukfehler. Dieser wurde in obiger Wiedergabekorrigiert.18



1.4. Die Hadamard-BedingungMit anderen Worten, WF transformiert sih wie eine Teilmenge des Kotangentialb�undelsT �Rn . Dieses Transformationsverhalten erm�ogliht uns, die Wellenfrontmenge auh f�ur Dis-tributionen auf Mannigfaltigkeiten zu de�nieren:De�nition 1.4.4. Sei u 2 D0(�). Mit Hilfe einer lokalendlihen �Uberdekung (Ui) von �durh Kartenumgebungen und einer untergeordneten Zerlegung �i der Eins de�nieren wirWF(u) :=[i ��WF(��(�iu));WFp(u) := �� 2 T �p� j (p; �) 2WF(u)	f�ur p 2 �.Diese Menge ist o�ensihtlih wohlde�niert und unabh�angig von der Wahl der �Uberdekung(Ui).Diese De�nition der Wellenfrontmenge steht am Anfang einer ganzen mathematishenTheorie, der sogenannten mikrolokalen Analysis (z.B. [12℄,[7℄). Diese widmet sih dem Stu-dium partieller Di�erentialgleihungen auf Mannigfaltigkeiten mit Hilfe von Objekten aufdem Kotangentialb�undel. Sie hat sehr m�ahtige Resultate vorzuweisen, die auh in derPhysik zunehmend Anwendung �nden.Radzikowski beweist nun in [23℄, da� die Hadamard-Bedingung als eine Bedingung an dieWellenfrontmenge der Zweipunktfunktion geshrieben werden kann.Um dieses Resultat zu formulieren, shiken wir einige De�nitionen voraus. Sei M einezeitorientierbare Raumzeit. Wir erkl�aren eine Relation � auf T �M durh(p1; �1) � (p2; �2) :, 8><>:9 aÆn parametrisierte Nullgeod�ate �;9s1; s2;so da� �(si) = pi; dds�����si = �℄i ; i = 1; 2und de�nieren die MengenWp1;p2 := n(�1; �2) 2 T �p1;p2(M�M) j (p1; �1) � (p2;��2); �℄1 zukunftsgerihteto ;W := f(p1; �1; p2; �2) 2 T �(M�M) j (�1; �2) 2 Wp1;p2g :Damit lautet Radzikowskis ResultatSatz 1.4.5 ([23℄). Sei � 2 D0(M�M) die Zweipunktfunktion eines quasifreien Zustan-des ! des KG-Feldes auf einer global hyperbolishen Raumzeit M. ! ist genau dann einHadamard-Zustand, wenn WF(�) =W.Die Asymmetrie in der De�nition von W (der erste Kotangentialvektor mu� zukunfts-der zweite vergangenheitsgerihtet sein, die umgekehrte Konstellation ist niht m�oglih)kann man als eine shwahe Form der Spektrumsbedingung interpretieren. Die Hadamard-Bedingung wird in ihrer mikrolokalen Fassung daher auh als `wave-front-set spetral on-dition' bezeihnet [23℄. 19



2. Erster ZugangIn diesem Kapitel wollen wir einen ersten Weg vorstellen, die Hadamard-Eigenshaft f�urZust�ande auf statishen Raumzeiten nahzuweisen.In diesem Zugang spielt ein Theorem von Junker [14℄ die zentrale Rolle. Dieses wird imAbshnitt 2.2 vorgestellt. Um allerdings die Voraussetzungen f�ur die Anwendung diesesTheorems zu sha�en, sind umfangreihe mathematishe Vorarbeiten notwendig, betre�endFunktionen bestimmter elliptisher Di�erentialoperatoren. Diese bringen weniger physikali-she als vielmehr mathematishe Einsihten. Das von uns in diesem Zusammenhang erzielteResultat (Satz 2.3.4) sheint neu zu sein i, deshalb werden wir es hier ausf�uhrlih vorstel-len.Um unser Resultat anzuwenden und damit die Voraussetzungen f�ur die Anwendung derMethoden aus [14℄ auf nihtkompakten Mannigfaltigkeiten zu sha�en, m�ussen wiederumVoraussetzungen �uberpr�uft werden. Au�erdem besteht die erw�ahnte L�uke im Beweis aus[14℄. Daher stellt sih dieser Ansatz als niht besonders e�ektiv zur Bearbeitung unsererkonkreten physikalishen Fragestellung heraus.Allerdings sollte er, sofern die L�uke in [14℄ behoben werden kann, in relativ allgemeinenSituationen einsetzbar sein.2.1. Mathematishe Vorbemerkungen2.1.1. Pseudodi�erentialoperatorenIn diesem Abshnitt wollen wir die sogenannten Pseudodi�erentialoperatoren, im folgen-den kurz  DO genannt, einf�uhren. Dabei handelt es sih um eine Verallgemeinerung derDi�erentialoperatoren, im folgenden kurz DO. DO haben viele Eigenshaften, die sie in der Mathematik, namentlih in der Theorie derpartiellen Di�erentialgleihungen, zu einem h�au�g verwendeten Werkzeug mahen. Ansto�f�ur die Entwiklung der Theorie war z.B., da� elliptishe DO Parametries, d.h. `Inverse bisauf C1-Terme', besitzen, die  DO sind. Solhe Parametries stellen wiederum den Aus-gangspunkt f�ur die L�osungstheorie partieller Di�erentialgleihungen dar.Zur N�utzlihkeit der  DO tr�agt bei, da� wesentlihe Resultate �uber DO ohne oder nur mitiJedenfalls hat intensive Suhe in der mathematishen Literatur, abgesehen von einigen Bemerkungen,da� derartige Verallgemeinerungen m�oglih sein sollten, kein Ergebnis gebraht.20



2.1. Mathematishe Vorbemerkungenleihten Ver�anderungen auh f�ur  DO gelten. Viele Eigenshaften der Di�erentialopera-toren haben Entsprehungen im Verhalten der Pseudodi�erentialoperatoren, gerade auhwas den Bereih der mikrolokalen Analysis angeht.In unserem Zusammenhang spielen  DO eine Rolle, weil sie bei Anwendung auf Distribu-tionen deren Wellenfrontmenge niht vergr�o�ern, sondern in kontrollierbarer Weise verklei-nern.Allerdings m�ussen wir betonen, da� der Begri�  DO eigentlih eine ganze Reihe von ver-shiedenen Operatorklassen umfa�t. Allen gemeinsam ist die Art und Weise der Verallge-meinerung der DO, sie untersheiden sih jedoh in der tehnishen Ausgestaltung, nament-lih der De�nition der sogenannten Symbolklassen. Wir werden weiter unten eine speziellesolhe Klasse einf�uhren. Diese geht auf H�ormander zur�uk und wird auh in der f�ur unswihtigen Arbeit [14℄ verwendet. Wesentlih ist, da� �uber diese Klasse eine F�ulle von Re-sultaten vorliegt.Wir wollen nun die eigentlihe Einf�uhrung der  DO mit ein paar Worten �uber DO begin-nen:Eine Shar von glatten Funktionen fa�(x)j j�j � mg auf dem Rn harakterisiert einen DOP der Ordnung m auf dem Rn , indem wir f�ur f 2 C10 (Rn)Pf = Xj�j�m a�(�i�x)�f:setzen. F�uhren wir jetzt die Fouriertransformation f̂ von f ein, so k�onnen wir obige Glei-hung umshreiben in Pf(x) = 1(2�)n=2 ZRn a(x; �)f̂(�)eihx;�i d� (2.1)mit a(x; �) = Xj�j�m a�(x)��: (2.2)Die Funktion a nennt man Symbol des DO P . Es harakterisiert also die Wirkung des be-tre�enden Operators im `Impulsraum'.  DO sind nun Operatoren, deren Wirkung ebenfallsin die Form (2.1) gebraht werden kann, bei denen jedoh a niht notwendig die Gestalt(2.2) hat.Es ist niht sinnvoll, beliebige Funktionen a(x; �) als Symbole zuzulassen: Damit die  DOgute Eigenshaften bekommen, insbesondereC10 (Rn) stetig nah C1(Rn) abbilden, m�ussenan die zul�assigen Funktionen a bestimmte Bedingungen gestellt werden. Eine m�ogliheWahlsolher Bedingungen wird in der folgenden De�nition getro�en:De�nition 2.1.1 ([11℄). Sei m 2 R, 
 � Rn o�en. Dann bezeihnen wir mit Sm(
) dieMenge aller a 2 C1(
 � Rn), so da� zu jedem Kompaktum K � 
 und zu beliebigenMultiindies �; � eine Konstante C�;�;K existiert, f�ur die gilt�����x ��� a(x; �)��� � C�;�;K(1 + j�j)m�j�j; 8x 2 K; � 2 Rn : (2.3)21



2. Erster ZugangDurh a 2 Sm(
) ist ein Operator PaPa : C10 (
) �! C1(
); (Paf)(x) = (2�)�n=2 ZRn a(x; �)f̂(�)eihx;�i d�de�niert. Diese Operatoren sind nun im wesentlihen die von uns zugrundegelegten  DO .Allerdings ist es sinnvoll, diese Menge noh etwas zu erweitern, und zwar um die Gl�attungs-operatoren ii. Die De�nition, die dies erreiht, lautetDe�nition 2.1.2. Wir bezeihnen mit 	m(
) die Menge der linearen Abbildungen P :C10 (
) �! C1(
), f�ur die zu jedem f 2 C10 (
) ein Symbol af 2 Sm(
) existiert, soda�iii PMfg = Paf g 8g 2 C10 (
):Wir nennen die Operatoren aus 	m(
)  DO der Ordnung m.Findet man f�ur P 2 	m(
) zu jedem K b 
 ein K 0 b 
 mitsuppf � K ) suppPf � K 0; P f jK0 = 0 ) f jK = 0;so bezeihnen wir P als vom eigentlihen Typ.Mit diesen De�nitionen gilt n�amlih:Lemma 2.1.3 ([11℄). Jedes P 2 	m(
) kann als Summe P = P 0+P 00 geshrieben werden,wobei P 0 einen glatten Kern hat, P 00 vom eigentlihen Typ ist und f�ur ein bestimmtesa 2 Sm(
) P 00 = Pa gilt.Die Lokalisierung in obiger De�nition erm�ogliht gleihzeitig eine Erweiterung auf Mannig-faltigkeiten:De�nition 2.1.4. Sei � eine C1-Mannigfaltigkeit. Wir bezeihnen mit 	m(�) die Mengeder Operatoren P : C10 (�)! C1(�), f�ur die gilt: F�ur jede Karte (U; �) von � liegt ��P��in 	m(�U).Zur Charakterisierung von Pseudodi�erentialoperatoren werden wir das folgende Lemmaverwenden, welhes Aussagen aus [11℄, S. 148, 153 zusammenfa�t.Lemma 2.1.5. Sei P : C10 (�) ! C1(�) ein stetiger linearer Operator, dessen Kernabseits der Diagonalen glatt ist. Weiterhin gebe es eine �Uberdekung (Uj) von � durhKartenumgebungen, so da� mit e�(x) := eih�;xia�j ;�;�0(x; �) :=M�e��(x) � (�j�P��jM�0e�)(x) 2 Sm(�iUi) 8�; �0 2 C10 (�jUj)f�ur alle j gilt. Dann ist P 2 	m(�).iiGl�attungsoperatoren sind Integralkern-Operatoren mit einem glatten Integralkern.iiiHier und im weiteren untersheiden wir zwishen der Funktion � 2 C10 (�) und dem durh sie gegebenenMultiplikationsoperator, welhen wir als M� shreiben.22



2.1. Mathematishe VorbemerkungenDie im obigen Lemma de�nierten Funktionen aj;�;�0 kann man als `lokale Symbole' desOperators P au�assen. Ein global de�niertes Symbol f�ur einen  DO P auf einer Mannig-faltigkeit gibt es niht mehr, allerdings lassen sih immer noh sogenannte Hauptsymbolevon P �nden. Dabei handelt es sih um Funktionen a 2 C1(T ��), so da� f�ur jede Karte(U; �) und Funktionen �; �0 2 C10 (�U)(a�;�;�0(x; �)� ��0��a) 2 Sm�1(�U)gilt. Die Hauptsymbole von P beshreiben also das Verhalten von P in der h�ohsten Ord-nung in �, d.h. `im h�ohsten Di�erentiationsgrad'.Mit Hilfe der Hauptsymbole k�onnen wir nun bestimmte  DO besonders auszeihnen:De�nition 2.1.6. Ein Operator P 2 	m(�) hei�t elliptish, sofern er ein Hauptsymbola besitzt, f�ur das in jeder Karte (U; �) f�ur jedes Kompaktum K � �U Konstanten ; 0existieren, so da� die Absh�atzungj�jm �  j(��a)(x; �)j 8x 2 K; 8� : j�j > 0gilt.Angesihts der etwas umst�andlihen De�nition des Hauptsymbols wollen wir hier ein ein-fahes und wihtiges Beispiel geben: F�ur den Laplae-Beltrami-Operator � auf einer Rie-mannshen Mannigfaltigkeit ist p(�℄; �℄) ein Hauptsymbol. � ist elliptish. In den fol-genden Abshnitten werden wir einige wihtige Eigenshaften der elliptishen DO n�aheruntersuhen.Wir wollen zum Shlu� dieses Abshnitts noh den folgenden wihtigen Satz �uber das Pro-dukt zweier  DO angeben:Satz 2.1.7 (Konsequenz aus [13℄, Prop. 18.1.22, Thm.18.1.23). Seien P1 2 	m1(�)und P2 2 	m2(�) zwei  DO , von denen mindestens einer vom eigentlihen Typ ist. Dannist das Produkt P1P2 ein  DO aus 	m1+m2(�). Haben P1 und P2 Hauptsymbole a1 bzw.a2, so ist a1a2 Hauptsymbol von P1P2.2.1.2. Elliptishe Regularit�atEin wihtiges Hilfsmittel f�ur die weiteren Rehnungen wollen wir in diesem Abshnitt vor-stellen und in die von uns ben�otigte Form bringen. Dabei handelt es sih um die Tatsahe,da� Funktionen aus dem De�nitionsbereih elliptisher DO gute Regularit�atseigenshaftenhaben.Die Idee, diese Tehniken im Zusammenhang mit der W�armeleitungskernentwiklung an-zuwenden, stammt von R. Wald [33℄. Entsprehend orientieren sih viele der in diesemAbshnitt ausgef�uhrten Rehnungen sehr stark an [33℄.Wir beginnen mit einem tehnishen Lemma �uber bestimmte Di�erentialoperatoren: 23



2. Erster ZugangLemma 2.1.8. Sei (�; ) eine Riemannshe Mannigfaltigkeit, A = �� + V wobei Veine glatte und von unten beshr�ankte Funktion ist.iv Sei A w.s.a. auf C10 (�), ebenso allePotenzen Al; l 2 N.Dann gibt es zu jedem � 2 C10 (�) und jedem N 2 N eine Konstante �;N;V , so da�AN�fL2 � �;N;V NXl=0 AlfL2 8f 2 \l2N dom�Al� :Der Beweis beruht auf einer Idee, die in [33℄ im Zusammenhang mit einem �ahnlihen Lemmaangegeben wurde. Er besteht im wesentlihen in einer relativ m�uhsamen Rehnung, weshalbwir ihn niht an dieser Stelle, sondern im Anhang A durhf�uhren.Nun f�uhren wir als Ma� f�ur die Regularit�at einer Funktion die sogenannten Sobolev-R�aumemit ihren Normen ein. �Ahnlih wie bei den Wellenfrontmengen wird dabei das asymptoti-she Verhalten der Fouriertransformation ausgenutzt:De�nition 2.1.9. F�ur s 2 R de�nieren wir Hs(Rn) als den Raum der Elemente u 2S 0(Rn)v, f�ur die die Sobolev-Normkuks := 1(2�)n=2 �Z (1 + j�j2)s jû(�)j2 dn��1=2 <1ist.Als erstes bemerken wir, da� k�k0 = k�kL2 die gew�ohnlihe L2-Norm ist.vi Allgemeiner kannman zeigen, da� alle Sobolev-Normen tats�ahlih Normen sind. Sie stammen sogar vonSkalarprodukten, aber die Hilbertraumstruktur der Hs ist f�ur uns niht so wihtig. Vielmehrwollen wir den Zusammenhang zwishen Sobolev-Norm einer Funktion und ihrer Glattheitgenauer fassen. Dazu bemerken wir zun�ahst, da� es f�ur m 2 N positive Konstanten ; 0gibt, so da�  kukm � Xj�j�m k��uk0 � 0 kukm 8u 2 Hm(Rn)ist. Elemente aus Hm haben also quadratintegrable m-te Ableitungen. Ein weitergehendesResultat in dieser Rihtung ist das sogenannte Sobolev-Lemma. Es zeigt, da� die Sobolev-Normen im wesentlihen die gleihe Regularit�at messen, wie die Halbnormen (1.2):ivWie man am Beweis dieses Lemmas in Anhang A sehen kann, lie�e sih die Voraussetzung, da� V vonunten beshr�ankt ist, ersetzen durh die Bedingung(�V � 1)V �6(��g):Dabei meint �V die harakteristishe Funktion von fpjV (p) � 0g. Das Lemma gilt daher auh f�ur gewisseniht von unten beshr�ankte Potentiale.vS 0(Rn): Der Raum der temperierten DistributionenviIm folgenden shreiben wir manhmal auh abk�urzend k�k0 f�ur k�kL2(�;dVol).24



2.1. Mathematishe VorbemerkungenLemma 2.1.10 ([6℄, Lemma 1.1.4). Sei k 2 N; s 2 R so, da� s > k + n=2. Dann istHs(Rn) � Ck(Rn) stetig eingebettet, d.h. es gibt zu jedem Kompaktum K � Rn eine Kon-stante , so da� jf jk;K �  kfks 8f 2 Hs(Rn)gilt.Nah diesen Vorbereitungen k�onnen wir nun mit dem eigentlihen Thema dieses Abshnittsbeginnen: Die Ungleihung, die das Prinzip der elliptishen Regularit�at in unserem Zu-sammenhang ausdr�ukt, ist die sogenannte G�arding-Ungleihung. Von dieser Ungleihungexistieren viele Variationen und Verallgemeinerungen. Wir geben hier einen Spezialfall von[31℄, S. 55, Thm. 8.1 wieder:Satz 2.1.11. Sei 
 � Rn o�en und K b 
 und P ein elliptisher DO von der Ordnungm auf 
. Dann gibt es eine Konstante K;P , so da�kfkm � K;P (kfk0 + kPfk0) 8f 2 C10 (K)gilt.Im folgenden wollen wir jedoh die Di�erenzierbarkeit der betrahteten Funktionen nihtwie im obigen Satz voraussetzen, sondern ableiten. Dazu m�ussen wir vom Operator P etwasmehr verlangen. Au�erdem wollen wir Operatoren auf Mannigfaltigkeiten betrahten. Wirnotieren deshalb folgendesKorollar 2.1.12. Sei � eine Riemannshe Mannigfaltigkeit, (U; �) eine Karte von �, K bU und A = �� + V wie in Lemma 2.1.8. Dann gibt es zu jedem m 2 N eine Konstante (abh�angig von K;m; ), so da� viik��fkm � �k��fk0 + ��Adm=2ef0� 8f : f 2 \l2N dom�Al� und suppf � Kist.Beweis. Seien (U; �);K; f;m wie oben. Das Lemma A.1.2 aus dem Anhang zeigt, da� eseine Folge (fi) von Funktionen aus C10 (�) gibt, f�ur die Akfi ! Pf; k = 0; 1; : : : ; dm=2ef�ur i!1.Sei � 2 C10 (U), �jK = 1. Wegen Lemma 2.1.8 ist Adm=2eM�fi eine Cauhy-Folge. Wegender Abgeshlossenheit von Adm=2e konvergiert sie gegen Adm=2eM�f .Jetzt wenden wir die G�arding-Ungleihung an: Es gibt , so da�k��M�(fi � fj)km �  �k��M�(fi � fj)k0 + k��PM�(fi � fj)k0�viidm=2e bezeihnet dabei die zu m=2 n�ahstgr�o�ere ganze Zahl. 25



2. Erster Zuganggilt. Wir stellen also fest, da� die Folge (��M�fi) Cauhy-Folge in der m-Norm ist. DaHm vollst�andig und � als Multiplikationsoperator stetig ist, liegt ��M�f ebenfalls in Hm.Indem wir nun in k��M�fikm �  �k��M�fik0 + k��PM�fik0�auf beiden Seiten den Grenzwert bilden, erhalten wir das gew�unshte Ergebnis.Die Shlagkr�aftigkeit der G�arding-Ungleihung zeigt sih jetzt in Verbindung mit demSobolev-Lemma. Wir erhalten das f�ur unser weiteres Vorgehen wihtige ResultatSatz 2.1.13. Sei A wie in Lemma 2.1.8, K b �, k 2 N und bezeihne j�jk;K die Halb-norm (1.2) (bez�uglih einer beliebigen Zerlegung der Eins). Dann gibt es eine Konstante (abh�angig von K; k und der Zerlegung der Eins), so da�jf jK;k �  ds=2eXl=0 Alf0 8f 2 \l2N dom�Al�f�ur s > k + n=2 gilt.Beweis. Seien A;�;K; k wie in den Voraussetzungen der obigen Behauptung. Da � para-kompakt ist, gibt es eine endlihe �Uberdekung (Ui) von K durh Kartenumgebungen. Wirerg�anzen diese zu einer �Uberdekung von � und w�ahlen eine dieser �Uberdekung unterge-ordnete Zerlegung der Eins (�i). Wir bezeihnen die Halbnorm bez�uglih dieser Zerlegungder Eins mit j�j0k;K und sh�atzen f�ur beliebiges f 2 Tl�N dom �Al� ab:viiijf j0K;k = Xi Xj�j�k supUi\K j���i�(M�if)j� 6 Xi:K\Ui 6=; k�i� (M�if)ks f�ur s > k + n2 (Sobolev-Lemma)� 6 Xi:K\Ui 6=;��i� �Ads=2eM�if�0 + k�i� (M�if)k0� (Korollar 2.1.12)� 6 Xi:K\Ui 6=; 6i ds=2eXl=0 Alf0 (Satz 2.1.8)� 6 ds=2eXl=0 Alf0 ;viiiDabei verwenden wir das Symbol 6 , die Reehshe universelle Konstante: Die Relation jX(Y )j1 �6  jY j2zwishen zwei (Halb-)Normen 1 und 2 und irgendwelhen Objekten X;Y meint, da� es eine positiveKonstante  gibt, die m�ogliherweise von X, niht jedoh von Y abh�angt und f�ur die jX(Y )j1 �  jY j2gilt.26



2.1. Mathematishe Vorbemerkungenda nur endlih viele K\Ui 6= ; sind. Da wir die Halbnormen j�jk;K und j�j0k;K gegeneinanderabsh�atzen k�onnen, folgt die Behauptung.Eine weitere Anwendung des Prinzips der elliptishen Regularit�at ist der folgende Satz.Sowohl die Idee, ein solhes Resultat zu verwenden, als auh dessen Beweis verdanken wirR. Verh.Satz 2.1.14. Sei A ein DO, der die Annahmen 1,2 und 3 aus Satz 2.3.4 erf�ullt. Ist B eineSesquilinearform auf C10 (�)�C10 (�) und gibt es zu beliebigen zwei Kompakta K1;K2 � �und beliebigem N 2 N0 eine Konstante K1;K2;N , so da���B(ANf;ANg)�� � K1;K2;N kfk0 kgk0 8f 2 C10 (K1) 8f 2 C10 (K2) (2.4)gilt, so ist B durh einen glatten Kern gegeben.Beweis. Strategie: Wir werden zeigen, da� B einen glatten Integralkern besitzt, indemwir beweisen, da� WF(B) = ;. Dazu werden wir B lokalisieren und alle Rehnungen inKoordinaten durhf�uhren. Durh direkte Rehnung k�onnen wir dann das Abfallverhaltender Fouriertransformierten der lokalisierten Bilinearform bestimmen.Die Fouriertransformierte: Seien U1; U2 beliebige, relativkompakte Kartenumgebungenvon Karten (U1; �1); (U2; �2) der Mannigfaltigkeit � und bezeihne hab(i)(x)�a�b, i = 1; 2 denTerm zweiter Ordnung von A in den jeweiligen Koordinaten auf Ui. Nah Voraussetzungan A ist dann hab(i)(x)kakb eine positiv de�nite Bilinearform auf dem Rn f�ur alle x aus derUmgebung �iUi.Wir identi�zieren nun Sn�1 mit der Einheitssph�are fk 2 Rn j kkk = 1g im Rn und de�nie-ren die FunktionenklassenBi := �' 2 C1(�iUi � Sn�1) j supp'(�; v) b �iUi 8v 2 Sn�1	 i = 1; 2;B := B1 
 B2:F�ur '(i) 2 Bi und v(i) 2 Sn�1 shreiben wir' � '(1) 
 '(2) 2 Bv � (v(1); v(2)) 2 Sn�1� Sn�1'v � '(1)v(1)(�)
 '(2)v(2)(�) � '(1)(�; v(1))
 '(2)(�; v(2)) 2 C1(�1U1)
 C1(�2U2)ev � ev(1) 
 ev(2) :Wir beweisen jetzt die folgende Aussage �uber eine BilinearformB, die die oben angegebenenVoraussetzungen erf�ullt:Seien N 2 N0 , ' 2 B, dann gibt es eine Konstante  so, da������B('ve�v)��� � ��4N 8� 2 R : � � 1; 8v 2 Sn�1� Sn�1 (�)27



2. Erster Zuganggilt. Diese Aussage bedeutet insbesondere, da� die FouriertransformierteB(�(1)ek(1) 
 �(2)ek(2))(mit �(i) 2 C10 (Ui) beliebig) der durh die �(i) lokalisierten Bilinearform B rash abf�allt.Wir verwenden vollst�andige Induktion �uber N0 :Induktionsanfang N = 0: Aufgrund der Vorausetzungen an B k�onnen wir absh�atzen�����B('ve�v)��� �6'(1)v(1)0 '(2)v(2)0 �6:Im zweiten Shritt haben wir zus�atzlih benutzt, da� die '(i)(vi; x) glatt in beiden Ar-gumenten sind und Tr�ager unter einem Kompaktum haben. Daher kann die auftretendeKonstante unabh�angig von v gew�ahlt werden.Die Aussage (�) ist also f�ur N = 0 rihtig.Induktionsshritt: Angenommen, (�) sei rihtig f�ur ein bestimmtes N 2 N0 . Sei ' aus Bbeliebig.Wir beobahten, da� zu ' und N Funktionen '(N;�;�) 2 B existieren, so da���(AN 
AN )��('v0ev) =(hab(1)v(1)a v(1)b 
 hd(2)v(2) v(2)d )N'v0ev+ Xj�j;j�j<2N v(1)�v(2)�'(N;�;�)v0 evgilt. Insbesondere �nden wir f�ur � 2 R��(AN 
AN )��('ve�v) =�4N (hab(1)v(1)a v(1)b 
 hd(2)v(2) v(2)d )N've�v+ Xj�j;j�j<2N � j�j+j�j'(N;�;�)v e�v (℄)mit Funktionen '(N;�;�)v 2 B.Wir de�nieren nun'0v := �(hab(1)v(1)a v(1)b )�(N+1)'(1)v(1)�
 �(hab(2)v(2)a v(2)b )�(N+1)'(2)v(2)� :Da die h(i) positiv de�nit sind, kann man sih leiht �uberzeugen, da� auh '0 in B liegt.Mit dem gleihen Argument, wie beim Induktionsanfang �ndet man���B �(AN+1 
AN+1)'0ve�v���� �6unabh�angig von � und v. Gleihzeitig gibt es jedoh nah (℄) Funktionen '0(N;�;�), so da�B �(AN+1 
AN+1)'0ve�v� = �4(N+1)B('ve�v)+ Xj�j;j�j<2(N+1) � j�j+j�jB('0(N;�;�)v e�v)
28



2.2. Das Theorem von W. JunkerDamit sh�atzen wir ab:���B('ve�v)��� � ��4(N+1) ���B �(AN+1 
AN+1)'0ve�v����+ Xj�j;j�j<2(N+1) � j�j+j�j�4(N+1) ���B('0(N;�;�)v e�v)���� 6��4(N+1)+ 6��1 supv;�;� ���B('0(N;�;�)v e�v)���f�ur � � 1, und weiter aufgrund der Induktionshypothese� 6��4(N+1)+ 6��4N�1� 6��4N�1Damit haben wir die Absh�atzung (�) aus der Induktionshypothese um eine Stufe ver-bessert. Indem wir die obige Absh�atzung mit der verbesserten Ungleihung wiederholen,erhalten wir ���B('ve�v)��� � 6��4N�2 8� � 1:Die Absh�atzung hat sih also wiederum um eine Stufe verbessert. Dieses Vorgehen k�onnenwir nun shrittweise solange wiederholen, bis wir zur gew�unshten Ungleihung���B('ve�v)��� � 6��4(N+1) 8� � 1:gelangen. (Weiter kann dieses Verfahren auh tats�ahlih niht fortgesetzt werden.)Damit haben wir also durh vollst�andige Induktion (�) f�ur alle N bewiesen.Shlu�: Wie wir gesehen haben, k�onnen wir B um einen beliebigen Punkt aus � � � solokalisieren, da� die betre�ende Fouriertransformierte rash abf�allt. Daher ist die Wellen-frontmenge von B leer.2.2. Das Theorem von W. JunkerWir stellen nun den f�ur uns im Hinblik auf die Anwendung in Kapitel 4 wihtigen Spezi-alfall (statishe Raumzeit, Grundzustand) eines Theorems aus [14℄ vor. Leider enth�alt derBeweis des Theorems eine L�uke, die wir weiter unten n�aher beshreiben werden.SeiM eine statishe, global hyperbolishe Raumzeit. Wir bezeihnen ihr Killing-Vektorfeldmit �t, dessen Norm mit � := j�tj und mit � eine Cauhy-Fl�ahe. Seien �0; �1 die in (1.3)de�nierten Abbildungen von Funktionen auf ihre Anfangswerte und E der Propagator derKG-Gleihung nah Satz 1.3.2. Mit diesen Bezeihnungen erhalten wir den 29



2. Erster ZugangSatz 2.2.1 (Spezialfall von [14℄, Thm. 3.12). Sei I ein positiver, symmetrisher, in-vertierbarer, elliptisher  DO auf �, dessen Inverses ebenfalls ein  DO ist. Es gebe wei-terhin einen  DO Q auf M, so da��Q(iI + ��1�t) = 2g +m2: (2.5)Q besitze ein Hauptsymbol q, f�ur dasq�1(0) n f(p; 0) j p 2Mg � f(p; �) 2 T �M j �(�t) > 0g (2.6)gelte. Dann ist die Wellenfrontmenge der durh�(F;G) = 12 �h�0 EF; I�0 EGiL2(�;dVol) + h�1 EF; I�1�1 EGiL2(�;dVol)+i �h�0 EF; �1 EGiL2(�;dVol) � h�1 EF; �0 EGiL2(�;dVol)�� (2.7)gegebenen Distribution aus D0(M�M) durh W gegeben. Ist � also Zweipunktfunktioneines quasifreien Zustandes des KG-Feldes, so erf�ullt dieser die Hadamard-Bedingung.Das Resultat aus [14℄ ist allgemeiner als der hier wiedergegebene Spezialfall, indem es nureine global hyperbolishe Raumzeit voraussetzt und die den Gleihungen 2.5 und 2.7 ent-sprehenden Formeln allgemeiner sind.Die Forderung, da� auh I�1  DO sein soll, wird in [14℄ niht explizit gestellt, ist jedohnotwendig. Hingegen haben wir die Annahme aus [14℄, I sei selbstadjungiert, in die Symme-trieforderung abgeshw�aht, denn die Selbstadjungiertheit von I spielt in dem betrahtetenSpezialfall keine Rolle im Beweis aus [14℄.Der Beweis des Resultats beruht auf der Anwendung von S�atzen aus der mikrolokalen Ana-lysis, betre�end das Verhalten von Wellenfrontmengen unter Komposition der betre�endenDistributionen, deren Einshr�ankung auf Untermannigfaltigkeiten und der Anwendung von DO auf selbige. Die Eigenshaft von I und I�1,  DO zu sein, geht wesentlih in den Be-weis ein.Wie wir in Kapitel 4 feststellen werden, ist I in der von uns betrahteten Situation imwesentlihen die Quadratwurzel aus einem selbstadjungierten elliptishen DO zweiter Ord-nung. Bevor wir obigen Satz anwenden k�onnen, m�ussen wir also untersuhen, ob solheOperatoren (und ihre Inversen)  DO sind.Leider enth�alt der Beweis des Resultats aus [14℄ eine L�uke in dem Fall, da� die Cauhy-Fl�ahe � niht kompakt ist: Im Beweis zu Lemma 3.13 aus [14℄ wird die Zweipunktfunktion� in eine Summe von Distributionen I1; : : : I4 aufgespalten und deren Wellenfrontmengengetrennt betrahtet. Die Distribution I2 ist dabei gegeben als der Integralkern der Kompo-sition zweier Gl�attungsoperatoren, die beide niht notwendig vom eigentlihen Typ sind.Nun wird geshlossen, auh I2 m�usse deswegen durh eine glatte Funktion gegeben sein.Dieser Shlu� ist aber niht zul�assig: Eine solhe Komposition kann sehr wohl einen Kernhaben der niht glatt ist. ixixMan betrahte z.B. die beiden glatten FunktionenF1(x; y) := (1 + y2)�1=4e�(xy)2 ; F2(y; z) := (1 + y2)�1=4e�(zy)230



2.3. Funktionen von (Pseudo-)Di�erentialoperatorenIst � kompakt, tritt dieses Problem jedoh niht auf: Die beiden Gl�attungsoperatoren sinddann automatish vom eigentlihen Typ und deren Komposition besitzt wieder einen glat-ten Kern.Vielleiht kann man die De�nition der beiden Gl�attungsoperatoren durh I;E; �0; �1 et.ausnutzen um zu zeigen da� I2 tats�ahlih immer glatt sein mu�. Das sheint jedoh nihtganz einfah zu sein.2.3. Funktionen von (Pseudo-)Di�erentialoperatorenIst ein selbstadjungierter Operator A;dom (A) auf einem Hilbertraum gegeben, so kannman mit Hilfe des Spektralkalk�uls Funktionen F (A) (f�ur Borel-Funktionen F ) des Ope-rators A de�nieren. Im allgemeinen werden die so de�nierten Funktionen nat�urlih keineDi�erentialoperatoren mehr sein. Es ist jedoh eine interessante (und wie wir gesehen ha-ben, auh relevante) Frage, ob sie zumindest noh  DO sind.In der mathematishen Literatur gibt es zwei Resultate, die, wenn kombiniert, diese Fragef�ur Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten f�ur eine gro�e Klasse von Funktionenpositiv beantworten. Um niht noh mehr Begri�e einf�uhren zu m�ussen, geben wir sie hierin einer etwas abgeshw�ahten Form wieder. (Ein weiteres, vergleihbares Resultat �ndetsih in [27℄). Wir bezeihnen mit � eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer nihtvershwin-denden Dihte v vom Gewiht +1. Das zugeh�orige Volumenelement bezeihnen wir mitdVol. Selbstadjungiertheit von Operatoren bezieht sih im folgenden also immer auf denHilbertraum H = L2(�;dVol).Satz 2.3.1 ([26℄). Sei � kompakt, P 2 	m(�) ein selbstadjungierter, invertierbarer, el-liptisher  DO mit homogenem Hauptsymbol und � 2 C . Dann ist P � 2 	Re �(�).Satz 2.3.2 ([31℄, XII, Thm. 1.3). Sei � kompakt, P 2 	1(�) ein selbstadjungierter,elliptisher  DO mit reellem homogenem Hauptsymbol, m 2 R und F eine glatte Funktionauf R, so da� zu jedem k 2 N0 eine Konstante k existiert, mit der���(�kxF )(x)��� � k(1 + jxj)m�k 8x 2 Rgilt, dann ist F (P ) ein  DO aus 	m(�).Betrahtet man nur Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten, so lassen diese Re-sultate nihts zu w�unshen �ubrig. F�ur nihtkompakte Mannigfaltigkeiten sind uns jedohkeinerlei vergleihbare Resultate bekannt.Vermutlih fehlen Resultate �uber den Fall nihtkompakter Mannigfaltigkeiten, weil die-ser weniger elegant gehandhabt werden kann. Insbesondere zeigt sih, da� f�ur Funktio-nen F (x), die singul�ar bei x = 0 sind, die M�oglihkeit von Infrarot-Divergenzen (kurz:IR-Divergenzen) besteht, die die  DO -Eigenshaft st�oren, obwohl A invertierbar ist. EsDeren Komposition R F1(x; y)F2(y; z) dy hat o�ensihtlih eine Singularit�at bei (0; 0). 31



2. Erster Zugangsheint daher notwendig zu sein, zus�atzlihe Forderungen an den betre�enden Operatorund die Funktion zu stellen, um dies zu verhindern.Um das von uns bewiesene Resultat zu formulieren, de�nieren wir zun�ahst die folgendeFunktionenklasse:De�nition 2.3.3. F�ur � > 0 sei K� die Menge aller Funktionen F : R ! R, so da� es einlokal integrierbares f gibt, dessen Laplae-Transformierte F ist und f�ur das es KonstantenÆ; � > 0 gibt, so da�1. jf(�)j ��� integrierbar auf [0; Æ℄,2. jf(�)j � 6���1 f�ur � > Æ ist.Weiterhin f�uhren wir noh die folgenden Abk�urzungen ein: Sei A ein elliptisher DO zweiterOrdnung. Wie wir in Abshnitt 2.5 demonstrieren werden, transformiert sih die KoeÆ-zientenmatrix aij des Terms h�ohster Ordnung von A wie ein Tensor zweiter Stufe underKoordinatentransformationen. v0 := (det(�aij))�1=2 de�niert also eine Dihte vom Geiht+1 auf M und � := (v=v0)1=2 ist somit eine glatte Funktion auf M. Unser Resultat lautetnun:Satz 2.3.4. Sei A ein DO auf H mit den folgenden Eigenshaften:1. A ist von 2. Ordnung, elliptish und hat reelle glatte KoeÆzienten.2. A und alle seine Potenzen Ak, k 2 N sind wesentlih s.a. auf C10 (�)(� H).3. Das Spektrum von A ist in [0;1) enthalten, A ist invertierbar. (`A ist strikt positiv'.)4. Es gibt ein � > 0, so da� f�ur beliebige � 2 C10 (�) gilt: kA��M�kOp <1x.5. Die Funktion M�A��1 ist von unten beshr�ankt.Sei F eine Funktion aus K�. Dann ist F (A) ein  DO aus 	0(�).Wir wollen einige Bemerkungen zu diesem Resultat mahen:Bedingungen 3 und 4: Das Infrarotverhalten des Spektralma�es von A wird durh dieBedingungen 3 und 4 kontrolliert. Hat A eine eht positive untere spektrale Shranke, soist Bedingung 4 trivialerweise erf�ullt.xiUm IR-Divergenzen auszushlie�en, mu� die Funktion F in Abh�angigkeit von � gew�ahltxk�kOp bezeihnet die Operatornorm.xiWie der Status der Forderung 4 von dem betre�enden Operator abh�angen kann, zeigt das Beispiel A =��2x + V (x) mit V (x) > 0, jedoh ohne eht positive untere Shranke. Es kann gezeigt werden, da�ausshlie�lih das asymptotishe Verhalten von V entsheidet, wie gro� � gew�ahlt werden kann, so da�Forderung 4 noh erf�ullt ist. F�allt V exponentiell ab, so mu� � notwendig kleiner als 3=4 sein. Ist derAbfall shw�aher, so sind gr�o�ere � m�oglih [2℄.32



2.4. Die Beweisstrategiewerden. Das Verhalten von F (x) f�ur kleine x h�angt mit dem Verhalten der inversen Laplae-Transformierten f von F f�ur gro�e Argumente zusammen. Daher wird im wesentlihendieses reglementiert. Die Bedingung an das Verhalten von f f�ur kleine � ist hingegen rehtshwah.Bedingung 5: Wir werden im �ubern�ahsten Abshnitt zeigen, da� A auf die Form ��+Vgebraht werden kann. Die Bedingung 5 garantiert dann, da� V von unten beshr�ankt ist(was wihtig f�ur die Anwendung von Lemma 2.1.8 ist).Unser Resultat ist viel weniger allgemein als die oben zitierten Ergebnisse. Allerdingswerden zu deren Gewinnung auh reht aufwendige mathematishe Methoden bem�uht,w�ahrend unser Beweis weitestgehend elementar gef�uhrt wird. Wir wollen zu den einzelnenEinshr�ankungen unseres Ergebnisses sowie zu etwaigen Verallgemeinerungsm�oglihkeitennoh etwas mehr sagen:Die behandelte Funktionenklasse: E�ektiv lassen sih durh unser Ergebnis mehrFunktionen behandeln, als in K� enthalten sind: Einerseits ist nat�urlih A selber ein  DOvom eigentlihen Typ und daher lassen sih unter Zuhilfenahme von Satz 2.1.7 alle Funk-tionen von A behandeln, die Produkte aus Polynomen und Funktionen aus K� sind.Andererseits wird Satz 2.1.14 zeigen, da� F (A) f�ur F (x) beshr�ankt und f�ur x!1 shnellabfallend ebenfalls  DO sind, deren Addition also auh kein Problem darstellt.Wie gro� die (unter Verwendung der oben gegebenen Hinweise erweiterte) Funktionenklas-se ist, die von unserem Ergebnis erfasst wird, ist niht einfah zu sagen. W�unshenswertw�are auf jeden Fall eine einfahere Charakterisierung dieser Klasse. Dann w�are auh einbesserer Vergleih mit den oben zitierten Ergebnissen aus der Literatur m�oglih.Die Anforderungen an A: Die Anforderungen an den betrahteten Operator A sind inunserem Ergebnis viel h�oher als bei den Ergebnissen aus der Literatur, auh wenn man vonder Bedingung 4 absieht, die so oder in �ahnliher Form notwendig zu sein sheint.Zumindest die Bedingung 2 an A lie�e sih jedoh im Rahmen unserer Beweisf�uhrung unterVerwendung einer Bemerkung aus [33℄ (`note added in proof') noh erheblih abshw�ahen.Shwieriger sheint es jedoh zu sein, auh Funktionen von  DO in diesem Rahmen zu be-handeln.Da die Voraussetzungen in Lemma 2.1.8 noh etwas ver�andert werden k�onnen, lie�e sihshlie�lih Bedingung 5 noh etwas abshw�ahen.2.4. Die BeweisstrategieBevor wir in den n�ahsten Abshnitten den Beweis von Satz 2.3.4 f�uhren, wollen wir hierganz kurz die Beweisstrategie shildern:Zun�ahst zeigen wir, da� es reiht, Operatoren der Form A = �� + V zu betrahten.Die Grundidee besteht dann darin, die abstrakt de�nierten Funktionen F (A) durh Objek-te auszudr�uken, �uber die man mehr Informationen hat. Wir folgen dabei R. Wald [33℄ undverwenden dazu die Operatoren e��A. Wald beweist (aufbauend auf Arbeiten von Patodiund anderen), da� diese f�ur A = �� durh einen glatten Integralkern gegeben sind und33



2. Erster Zuganggibt dessen asymptotishes Verhalten f�ur kleine � an.Wir verallgemeinern nun dieses Resultat in der von uns ben�otigten Weise. Mit Hilfe derLaplae-Transformation k�onnen wir dann den Integralkern von F (A) durh den Integral-kern von e��A ausdr�uken. Wir zerlegen daraufhin den Integralkern von F (A) in drei Teile,von denen einer den IR-Anteil und einer den UV-Anteil von F (A) repr�asentiert.Unsere Bedingungen an A garantieren e�ektiv ein bestimmtes Abfallverhalten des Integral-kerns von e��A f�ur gro�e � . Dies hat wiederum zur Folge, da� der IR-Anteil des Integralkernsvon F (A) glatt ist. Von dem UV-Anteil von F (A) k�onnen wir durh eine relativ m�uhsameRehnung unter Verwendung von Lemma 2.1.5 zeigen, da� es sih um einen  DO handelt.Der letzte Teil des Integralkerns von F (A) stellt sih wiederum als glatt heraus.2.5. R�ukf�uhrung von A auf einfahe GestaltDer folgende Satz zeigt, da� wir die allgemeine Situation aus Satz 2.3.4 auf einen Spezialfallzur�ukf�uhren k�onnen:Satz 2.5.1. Sei P ein elliptisher DO 2. Ordnung mit reellen, glatten KoeÆzienten aufeiner Mannigfaltigkeit � mit skalarer nihtvershwindender Dihte v vom Gewiht +1.Dieser erf�ulle die Annahmen 2 und 3 aus Satz 2.3.4 bez�uglih des durh v induzierten L2-Raums L2(�; dVol). Dann gibt es eine Metrik , eine glatte Funktion V auf � und einenunit�aren MultiplikationsoperatorU : L2(�; dVol) �! L2(�; dVol)induziert durh eine glatte Funktion, so da�UAU�1 = �� + Vund UAU�1 die Annahmen 1,2 und 3 aus Satz 2.3.4 bez�uglih L2(�; dVol) erf�ullt.Beweis. Wir betrahten A in einer Karte (U; �): Der Term h�ohster Ordnung hat in denentsprehenden Koordinaten xi (und bez�uglih der entsprehenden Basis des Tangential-und des Kotangentialraums) die Form aij�i�j , wobei a o.B.d.A. symmetrish und wegender Elliptizit�at und der Positivit�at die durh �a induzierte quadratishe Form positiv de-�nit ist. aij ist dabei zun�ahst nur eine Ansammlung von Funktionen, �uber die wir nohkein bestimmtes Transformationsverhalten voraussetzen.W�ahlen wir eine neue Karte (U 0; �0), so erhalten wir einen neuen Term h�ohster Ordnunga0kl�0k�0l . �Uberlappen sih beide Kartengebiete, so k�onnen wir im �Uberlappungsgebiet be-rehnen aij�i�j = aij �x0k�xi �0k �x0l�xj �0l= aij �x0k�xi �x0l�xj �0k�0l + aij �x0k�xi  �0k �x0l�xj ! �0l:34



2.5. R�ukf�uhrung von A auf einfahe GestaltDurh Vergleih der Terme 2. Ordnung erhalten wira0kl = aij �x0k�xi �x0l�xj :Die Matrix aij transformiert sih also wirklih wie die Komponenten eines Tensors 2. Stufeim Tangentialraum.Bei der inversen Matrix, die wir mit aij bezeihnen, handelt es also wegen der Positivit�at deraus �a resultierenden quadratishen Form um die Komponenten eines metrishen Tensorsauf � und wir bezeihnen diesen im folgenden mit .Der MultiplikationsoperatorU : L2(�;dVol) �! L2(�;dVol); U =M� ; � = v1=2(det )1=4ist, wie man leiht nahrehnet, eine bijektive Isometrie, also eine unit�are Abbildung.UAU�1 hat den gleihen Term 2. Ordnung wie A und mithin den gleihen wie �� .Au�erdem erf�ullt UAU�1; U dom (A) wegen der Unitarit�at von U und der EigenshaftU : C10 (�)! C10 (�) die Annahmen 1,2 und 3 aus Satz 2.3.4 bez�uglih L2(�;dVol).Insbesondere ist UAU�1 symmetrish auf C10 (�). Nun hat aber jeder symmetrishe Ope-rator mit reellen KoeÆzienten und �ij�i�j als Term h�ohster Ordnung die Form�� + V;denn wir k�onnen keinen Term erster Ordnung mit reellen KoeÆzienten hinzuf�ugen, ohneda� der entstehende Operator asymmetrish wird. Terme 0. Ordnung k�onnen nat�urlihhinzugef�ugt werden, daher das V in der obigen Formel.Wissen wir nun, da� F ( ~A) mit ~A := UAU�1 ein  DO ist, so ist auh A ein solher, dennes gilt F (A) = U�1UF (A)U�1U = U�1F (UAU�1)U = U�1F ( ~A)Uda Funktionalkalk�ul und unit�are Abbildungen vertaushen. Man kann sih relativ einfahklarmahen, da� die Multiplikation von rehts und links mit glatten Funktionen die  DO-Eigenshaften niht st�ort. Auh F (A) ist also ein  DO , in der gleihen Klasse wie F ( ~A).Eine kurze Rehnung zeigt, da� V gerade durh M�A��1 gegeben ist. Daher garantiert dieBedingung 5 aus Satz 2.3.4, da� f�ur die durh sie zugelassenen Operatoren V von untenbeshr�ankt ist.Es reiht also, wenn wir in den folgenden Abshnitten Operatoren der Form �� + V mitvon unten beshr�anktem V betrahten, die die Eigenshaften 1,2,3 und 4 aus Satz 2.3.4erf�ullen. 35



2. Erster Zugang2.6. Der W�armeleitungskernIm Allgemeinen sind Funktionen F (A) selbstadjungierter Di�erentialoperatoren abstraktde�nierte Objekte, �uber die man wenig konkrete Informationen besitzt. Eine f�ur uns wih-tige Ausnahme stellen dabei jedoh die Exponentialfunktionen exp(�� �), � 2 R dar, mitdenen wir uns in diesem Abshnitt n�aher besh�aftigen wollen: Zumindest f�ur bestimm-te Klassen von Operatoren A ist �uber die zugeh�orige Shar exp(��A), den sogenanntenW�armeleitungsoperator, eine ganze Menge bekannt.Die zum Laplae-Operator geh�origen W�armeleitungsoperatoren sind z.B. f�ur kompakteMannigfaltigkeiten gut untersuht, zum einen, weil sie Informationen �uber die Topologieder Mannigfaltigkeit enthalten (Atiyah-Singer-Indexsatz, siehe z.B. [6℄), zum anderen, weilsie f�ur das Studium von Di�usionsvorg�angen auf Mannigfaltigkeiten von Bedeutung sind.Ziel dieses Abshnittes ist es demgegen�uber, den W�armeleitungskern f�ur Operatoren aufniht notwendig kompakten Mannigfaltigkeiten zu untersuhen.Grundlage f�ur alle �Uberlegungen in diesem Abshnitt sind die Ergebnisse aus einer Arbeitvon R. Wald [33℄. In dieser wird der W�armeleitungsoperator f�ur den Fall A = �� +m2konstruiert. Wir werden dieses Ergebnis vorstellen und anshlie�end auf solhe Operatorenmit ortsabh�angigem Potential V verallgemeinern, die die Annahmen 1,2,3 und 4 aus Satz2.3.4 erf�ullen.2.6.1. Parametries f�ur die W�armeleitungsgleihungUm den Kern des W�armeleitungsoperators zu konstruieren, erweist es sih als wihtig,dessen asymptotishes Verhalten zu kennen. Um dieses soll es im vorliegenden Abshnittgehen.Zun�ahst bemerken wir, da� exp(��A) Propagator der W�armeleitungsgleihung� dd� +A�h(�) = 0; h(�) 2 L2(�) 8� 2 R+in dem Sinne ist, da� f�ur f 2 L2(�)� dd� +A� e��Af = 0; e��Af ���=0 = fgilt. Besitzt exp(��A) einen Integralkern, sollte dieser also eine Propagator-Funktion f�urdie homogene W�armeleitungsgleihung sein.Betrahten wir zun�ahst einen Spezialfall im Rn : Im L2(Rn) ist ��+m2 (m2 = onst: � 0)w.s.a. auf C10 (Rn). Man kann den Kern H(�; x; y) von exp(��(��+m2)) (und damit diePropagator-Funktion der W�armeleitungsgleihung) explizit angeben. Er lautetH(�; x; y) = 1(4��)n=2 e��m2e (x�y)24� :36



2.6. Der W�armeleitungskernWir wollen einige Eigenshaften von H f�ur den sp�ateren Vergleih mit den Resultaten f�urbeliebige Mannigfaltigkeiten und allgemeinere Operatoren festhalten:Bemerkung 2.6.1. 1. H ist glatt in allen Argumenten f�ur � > 0.2. H f�allt f�ur � ! 0 abseits der Diagonalen exponentiell ab, auf der Diagonalen divergiertH wie ��n=2.3. Das Verhalten von H f�ur gro�e � h�angt von der Existenz der unteren spektralenShranke m2 ab: F�ur m = 0 f�allt H wie ��n=2 ab, f�ur m 6= 0 sogar exponentiell.Allgemeiner sollte man vermuten, da� das Verhalten von H f�ur kleine � von dem UV-Verhalten des Spektralma�es von A abh�angt, w�ahrend sih das Verhalten f�ur gro�e � ausdem IR-Verhalten des Spektralma�es ergibt. Zumindest letztere Vermutung �ndet man imobigen Beispiel auh klar best�atigt.Wesentlih ist nun, da� das UV-Verhalten, etwa von �� auf einer Riemannshen Mannig-faltigkeit (�; ), im Prinzip niht von den globalen Eigenshaften von � abh�angt, sonderndem Verhalten von �� auf dem Rn gleiht. Insofern erwarten wir, da� das Verhalten vonH f�ur kleine � niht von der Mannigfaltigkeit abh�angt. Dies ist auh tats�ahlih der Fall:In [21℄ und [22℄ werden Parametries FN (�; p; q) f�ur die W�armeleitungsgleihung (d.h.L�osungen der W�armeleitung `bis auf glatte Terme') f�ur A = �� konstruiert: Sie habendie Form FN (�; p; q) = �(p; q) 1(4��)n=2 e��(p;q)2� NXl=0 Ul(p; q)� l: (2.8)Dabei ist � der halbe quadratishe geod�atishe Abstand wie in De�nition 1.2.1, �(p; q) eineglatte Funktion, die f�ur festes q identish 1 in einer Umgebung von p = q ist, jedoh au-�erhalb einer normalen Umgebung von q vershwindet und so daf�ur sorgt, da� FN Tr�agernur dort hat, wo � wohlde�niert ist.Die Ul sind wiederum glatte Funktionen. Sie sind als L�osungen bestimmter Di�erentialglei-hungen eindeutig und lokal bestimmt durh die Geometrie von �.Diese FN sind Parametries der W�armeleitungsgleihung in dem Sinne, da�xiipN (�; p; q) := ((�� +A2)FN ) (�; p; q) (2.9)glatt und in (p; q) gleihm�a�ig durh �N beshr�ankt ist.Diese Parametries sind nun wihtig f�ur die Konstruktion des W�armeleitungskerns von�� , insofern dieser ja Propagator f�ur die W�armeleitungsgleihung sein soll. Um dieseKonstruktion auf Operatoren A = �� +V �ubertragen zu k�onnen, werden wir auh Para-metries f�ur die W�armeleitungsgleihung mit A = �� + V ben�otigen. Diese erhalten wirleiht unter Verwendung der in [21℄ und [22℄ angegebenen Konstruktionsvorshrift:xiiA2 meint, da� A hier auf das zweite Argument (d.h. auf p) wirkt. 37



2. Erster ZugangSatz 2.6.2. Auh f�ur A = �� + V mit V 2 C1(�) gibt es glatte Funktionen Ul(p; q), soda� (mit �(p; q) wie oben)FN (�; p; q) := �(p; q) 1(4��)n=2 e��(p;q)2� NXl=0 Ul(p; q)� lParametries der W�armeleitungsgleihung im Sinne von (2.9) sind.Beweis. In [21℄ und [22℄ werden die Parametries bez�uglih A = �� konstruiert, indemein Ansatz der Form (2.8) (mit � � 1) in die W�armeleitungsgleihung eingesetzt und darausGleihungen f�ur die Ul abgeleitet werden. Diese lauten (p; q in einer normalen Umgebung,� die in der betre�enden Umgebung liegende p und q verbindende Geod�ate)U0(p; q) = �det (p)det (q)�1=4Ui(p; q) = 1(2�(p; q))i=2 det (q)1=4� p2�(p;q)Z0 ds si�1 det (�(s)) (��Ui�1) (p; �(s)) i = 1; 2; : : :Setzen wir nun stattdessen A = �� + V (p) an und spielen die Konstruktionsvorshriftdurh, so kommen wir zu ganz �ahnlihen Ergebnissen: Die Gleihung f�ur U0 �andert sihniht, und in den Gleihungen f�ur die restlihen Ui m�ussen wir nur �� durh ��+V (p)ersetzen. Die erhaltenen Ui sind also wieder wohlde�niert und glatt.Nun wollen wir die f�ur uns wihtigen Ergebnisse aus [33℄ vorstellen.Wald betrahtet den Fall, da� H = L2(�;dVol) und A = �� und alle nat�urlihenPotentzen AN , N 2 N w.s.a auf C10 (�) sind. Er beweist den folgendenSatz 2.6.3. exp(��A) besitzt f�ur � > 0 einen glatten Integralkern H(�; p; q). Sein asym-ptotishes Verhalten f�ur kleine � ist durh die FN aus (2.8) gegeben, in dem Sinne, da� eszu N 2 N0 ein k(N) 2 N0 gibt, so da� QN := H � Fk(N) folgendes Verhalten zeigt:Zu jedem Kompaktum K � �� � gibt es N;K derart, da�jQN (�; p; q)j � N;K�N 8(p; q) 2 Kf�ur hinreihend kleine � ist.Zun�ahst wollen wir bemerken, da� dieses Ergebnis in vieler Hinsiht �ahnlih dem f�ur denahen Raum ist (vergleihe Bemerkung 2.6.1): Der W�armeleitungskern ist glatt und dieAsymptotik f�ur kleine � ist die gleihe.Zum Beweis des Satzes nutzt Wald zum einen die Parametries aus [21℄,[22℄, zum anderenLokalisation und G�arding-Ungleihung (siehe Abshnitt 2.1.2).Diesen Beweis wollen wir im folgenden Abshnitt auf den den Fall A = �� + V verallge-meinern.38



2.6. Der W�armeleitungskern2.6.2. Der W�armeleitungskern f�ur ��+PotentialSatz 2.6.4. Sei A = �� + V (p) mit einer glatten und von unten beshr�ankten FunktionV und erf�ulle bez�uglih eines gewissen De�nitionsbereihes dom (A) � H = L2(�; dVol) dieAnnahme 3 aus Satz 2.3.4. Dann besitzt exp(��A) f�ur � > 0 einen glatten IntegralkernH(�; p; q). Auh in diesem Fall gibt es zu K b � � � eine Konstante N;K, so da� mitQN := H � Fk(N) jQN (�; p; q)j � N;K�N 8(p; q) 2 Kgilt. Dabei sind die Fk die Parametries der W�armeleitungsgleihung bez�uglih A (Satz2.6.2).Zus�atzlih vermerken wir, da� in jeder beliebigen Karte (U1 � U2; �1 � �2) f�ur beliebigeMultiindies �; � lim�!0 ��x ��yQN (�; x; y) = 0 (2.10)gilt.Beweis. Wie shon weiter oben bemerkt, beruht der Beweis von Wald f�ur Satz 2.6.3 zumeinen auf der Parametrix-Konstruktion aus [21℄, [22℄, zum anderen auf der Lokalisation zurVerwendung der elliptishen Theorie.Um nun auh den Fall allgemeiner V (p) zu behandeln, m�ussen diese beiden Werkzeugeangepasst werden. Der eigentlihe Beweis kann dann unver�andert �ubernommen werden.Parametrix-Konstruktion: Wie wir gesehen haben, kann man die Parametrixkonstruk-tion aus [21℄ und [22℄ problemlos auf den Fall eines Potentials V (p) �ubertragen und erh�altParametries mit den Eigenshaften, die f�ur das Argument von Wald gebrauht werden(Satz 2.6.2).Lokalisierung: Um lokal die elliptishe Theorie anwenden zu k�onnen, benutzt Wald diefolgende Aussage:Lemma 2.6.5 ([33℄, Teilaussage von 'Lemma'). A = �� erf�ulle die Annahme 2 ausSatz 2.3.4. Dann gibt es zu jedem � 2 C10 (�) und jedem N 2 N eine Konstante �;N , soda� ANM�f0 � �;N �kfk0 + ANf0� 8f 2 dom �AN�ist.Diese m�ussen wir durh eine analoge Aussage f�ur A = �� + V mit variablem (glatten,von unten beshr�ankten) V ersetzen. Eine solhe haben wir jedoh shon in Lemma 2.1.8formuliert.Allerdings ist Lemma 2.1.8 o�ensihtlih shw�aher als die Aussage von Wald und zwar in39



2. Erster Zugangzwei Punkten: Erstens maht es nur Aussagen f�ur eine eingeshr�anktere Klasse von Vekto-ren f . Zweitens stehen auf der rehten Seite unserer Ungleihung mehr Terme als bei dervon Wald.Diese beiden Abshw�ahungen mahen aber f�ur die Anwendung im Beweis aus [33℄ nihtsaus, denn erstens wird die Ungleihung nur auf Vektoren f angewandt, die in den De�ni-tionsbereihen aller Ak; k 2 N liegen, weshalb die erste Einshr�ankung ohne Belang ist.Zweitens verhalten sih alle Akf0 ; k 2 N �ahnlih, weshalb der Untershied der beidenrehten Seiten nihts ausmaht.Die Zusatzaussage (2.10): Gleihung (2.10) ist shon implizit in dem Beweis von 2.6.3in [33℄ enthalten: Wald zeigt, da�Qk(�; p; q) = �Z0 g(�; � 0; p; q) d� 0ist, wobei g f�ur � � � 0 � 0 eine glatte Funktion in allen Argumenten ist. BezeihneG(�; � 0; p; q) die Stammfunktion in � 0 von g. G ist nat�urlih ebenfalls glatt. Gehen wirin eine Karte (U1 � U2; �1 � �2), so sind auh alle Ableitungen��x��yG(�; � 0; x; y)glatt und es gilt somit tats�ahlih:lim�!0 ��x ��yQk(�; x; y) = lim�!0 h(��x ��yG)(�; �; x; y) � (��x ��yG)(�; 0; x; y)i = 0:
2.7. Die Operatoren F (A)Wir wollen nun beweisen, da� die Funktionen F (A) eines elliptishen Di�erentialoperators(mit den in Satz 2.3.4 vorausgesetzten Eigenshaften)  DO sind. Dazu werden wir derenIntegralkerne mit Hilfe der Laplae-Transformation durh den W�armeleitungskern H vonA ausdr�uken und dann genauer untersuhen.Dabei wird sih die Annahme 4 aus Satz 2.3.4 als wihtig erweisen.2.7.1. Die Laplae-TransformationWir wollen zun�ahst an die De�nition der Laplae-TransformiertenF (x) = L(f)(x) := 1Z0 d� f(�)e��x; x > 0
40



2.7. Die Operatoren F (A)einer (exponentiell beshr�ankten) Funktion f erinnern. Als ein Beispiel notieren wir diefolgende, von uns im weiteren vershiedentlih benutzte Laplae-Transformation: F�ur x; � >0 und f(�) = �(�)�1���1 istL(f)(x) = 1�(�) 1Z0 ���1e��x d� = x��: (2.11)F�ur den sp�ateren Gebrauh notieren wir nun die folgenden Aussagen:Lemma 2.7.1. Sei F = Lf eine Funktion aus K� (De�nition 2.3.3). Dann gilt:1. Es gibt eine Konstante F , so da� f�ur alle x > 0 die UngleihungjF (x)j � F (1 + x��)gilt.2. F�ur a > 0 und � > 0 istÆZ0 d� jf(�)j � te� a� � ( 6at+� f�ur t+ � < 06 f�ur t+ � � 0:Beweis. Erste Aussage des Lemmas: Einfahe Rehnung liefertjF (x)j � 1Z0 d� jf(�)j e��x � ÆZ0 d� jf(�)j+ 6 1ZÆ d� e��x���1� 6+ 6 1Z0 d� e��x���1� 6F (1 + x��) nah (2.11):Zweite Aussage des Lemmas: Setze h(�) := jf(�)j ��� . h ist nah Voraussetzung inte-grierbar auf [0; Æ℄ und es istÆZ0 d� jf(�)j � te� a� = ÆZ0 d� h(�)� t+�e� a� :Der Fall t+ � � 0: � t+�e� a� �6Æ auf [0; Æ℄. Damit folgt die Behauptung.Der Fall t + � < 0: Die Funktion � t+�e� a� nimmt bei �a=(t + �) ihr Maximum an. Wirk�onnen daher absh�atzen:ÆZ0 d� h(�)� t+�e� a� � 6at+� ÆZ0 d� h(�) � 6at+� ;da h integrierbar ist. 41



2. Erster Zugang2.7.2. Der Integralkern von F (A)In diesem und dem n�ahsten Abshnitt werden wir Funktionen F (A) von Operatoren Abetrahten. Wir nehmen dazu an:Annahme 2.7.2. Seien A und � > 0, so da� die Annahmen 1,2,3,4 und 5 aus Satz 2.3.4gelten. Weiterhin sei F eine Funktion aus K�. Wir bezeihnen mit f die Funktion L�1(F )und mit �; Æ die Konstanten aus den Absh�atzungen aus De�nition 2.3.3.Satz 2.7.3. F�ur den Operator F (A) gilt:1. 8� 2 C10 (�) : kF (A)M�kOp <1.2. F (A) : C10 (�)! C1(�) ist stetig.Beweis. Aussage 1: Seien �; g 2 C10 (�). Wir bezeihnen mit E� die Spektralshar vonA. Dann gilt:kF (A)M�gk20 = 1Z0 F 2(�) dhM�g;E�M�gi� 6F 1Z0 (��2� + ��� + 1) dhM�g;E�M�gi nah Lemma 2.7.1� 6F 1Z0 (��2� + 1)) dhM�g;E�M�gi da ��� �6 (��2� + 1)= 6F �A��M�g20 + kM�gk20�� kgk20Da C10 (�) diht in H ist, folgt die Aussage.Aussage 2: Sei K b �, K 0 b �, k 2 N. Wir w�ahlen ein � 2 C10 (�), so da� �jK0 = 1 ist.Dann k�onnen wir f�ur beliebiges g 2 C10 (K 0) absh�atzen:jF (A)gjK;k = jF (A)M�gjK;k �6 ds=2eXl=0 AlF (A)M�g0 (Satz 2.1.13 mit s > k + n2 )= 6 ds=2eXl=0 F (A)M�0AlM�g0 f�ur �0 2 C10 (�); �0jsupp� = 1� 6 ds=2eXl=0 AlM�g0 wg. Beshr�anktheit von F (A)M�0 nah Teil 1,= 6supp� jgjs;supp� :Damit ist die Glattheit von F (A)f und die Stetigkeit von F (A) bewiesen.42



2.7. Die Operatoren F (A)Wir berehnen nun den Integralkern des Operators F (A), aufgefa�t als AbbildungC10 (�)!C1(�). Dazu dr�uken wir F (A) in geeigneter Weise durh den W�armeleitungskern aus: Wirberehnen f�ur g; h 2 C10 (�):hg; F (A)hi = 1Z0 F (�) dhg;E�hi (2.11)= 1Z0 1Z0 f(�)e��� d� dhg;E�hi:Um die Integrationsreihenfolge zu vertaushen, wollen wir den Satz von Fubini anwenden.Da das Ma� dh: : : ; : : : i niht positiv ist, m�ussen wir zuvor die Polarisationsidentit�at an-wenden. Diese zerlegt dh: : : ; : : : i in eine Linearkombination positiver Ma�e, auf die wireinzeln den Satz von Fubini anwenden k�onnen. So ist z.B.1Z0 1Z0 ���f(�)e������ d� dhg + h;E�(g + h)i � 1Z0 (6F + ���) dhg + h;E�g + hi= hg + h; (6F +A��)(g + h)i <1;wie im Beweis zu Lemma 2.7.1. Wir setzen alles wieder zusammen und erhaltenhg; F (A)hi = 1Z0 f(�)hg; e��Ahi d�=: I1(g; h) + I2(g; h) + I3(g; h)mit I1(g; h) = ÆZ0 f(�)ZZ g(p)Fk(0)(�; p; q)h(q) dVol(p) dVol(q) d�; (2.12a)I2(g; h) = ÆZ0 f(�)ZZ g(p)Q0(�; p; q)h(q) dVol(p) dVol(q) d�; (2.12b)I3(g; h) = 1ZÆ f(�)hg; e��Ahi d� (2.12)f�ur g; h 2 C10 (�). I1 ist eine Art UV-Anteil, I3 eine Art IR-Anteil von F (A). Wir untersu-hen jetzt die einzelnen quadratishen Formen genauer:Satz 2.7.4. Die quadratishen Formen I2 und I3 haben C1-Integralkerne K2 bzw. K3. I1hat den Integralkern K1(p; q) = ÆZ0 d� Fk(0)(�; p; q)f(�)Dieser ist C1 abseits der Diagonalen. 43



2. Erster ZugangBeweis. Der Kern von I2: In I2 wird in allen Variablen nur �uber kompakte Bereiheintegriert. Der Integrand ist eine in p; q glatte Funktion. In � ist sein Betrag integrierbarauf [0; Æ℄, denn dieses gilt f�ur f , und Q ist glatt in � auf (0; Æ℄ und nah (2.6.4) beshr�anktf�ur � ! 0.Wir sehen also, da� die Integrale in I2 absolut konvergieren, wir k�onnen die Integrations-reihenfolge ver�andern und erhaltenI2(g; h) = � ZZ g(p)h(q) ÆZ0 f(�)Q0(�; p; q) d�| {z }=:K2(p;q) dVol(p) dVol(q):
K2(p; q) ist auh glatt: Ein Standardresultat besagt, da� Di�erentiation nah einem Para-meter und Integration vertausht werden d�urfen, wenn die Ableitung des Integranden nahdem Parameter unabh�angig von diesem integrabel majorisiert werden kann.Q0 ist nah Satz 2.6.4 glatt in p; q und � . Die Ableitungen nah p und q sind also lokalbeshr�ankt. Wegen der Integrierbarkeit von jf j auf [0; Æ℄ sind also die Ableitungen des In-tegranden alle (lokal in p und q) integrabel majorisierbar und wir d�urfen beliebige partielleAbleitungen unter das Integral ziehen. K2 ist also tats�ahlih glatt.Der Kern von I3: Um zu beweisen, da� I3 einen glatten Kern besitzt, wollen wir den Satz2.1.14 anwenden. Dazu m�ussen wir zun�ahst die Voraussetzungen sha�en.Gegeben zwei beliebige Kompakta K1;K2 � � und M 2 N0 : Seien h1 2 C10 (K1); h2 2C10 (K2). Wir sh�atzen ab:��hh1; A2Me��Ah1i�� = ���hA��h1; A2(M+�)e��AA��h1i���= 1Z0 �2(�+M)e���| {z }=:g(�;�) dhA��h1; E�A��h1iDie Funktion g(�; �) hat f�ur festes � > 0 das einzige Maximum bei �max = 2(�+M)=� , esist somit f(�; �) � f(�; �max) �6���2(�+M). Damit k�onnen wir weiter absh�atzen� 6���2(�+M) 1Z0 dhA��h1; E�A��h1i= 6���2(�+M) A��h120� 6�;M;K1��2(�+M) kh1k20nah Voraussetzung anA;�. Eine analoge Absh�atzung gilt nat�urlih f�ur ��hh2; A2Me��Ah2i��.44



2.7. Die Operatoren F (A)Damit k�onnen wir uns nun an die eigentlihe Absh�atzung mahen:��I3(AMh1; AMh2)�� = ������ 1ZÆ f(�)hh1; A2Me��Ah2i d� ������� 6 1ZÆ ���1 ��hh1; A2Me��Ah2i�� d�� 6 1ZÆ ���1 ��hh1; A2Me��Ah1i��1=2 ��hh2; A2Me��Ah2i��1=2 d�indem wir die CS-Ungleihung auf die positive Form h�; A2Me��A�i angewendet haben,�6�;M;K1;K2 kh1k0 kh2k0 1ZÆ ��(1+�+2M) d� nah obiger Absh.�6�;M;K1;K2 kh1k0 kh2k0 ;da 1 + �+ 2M > 1 und das letzte Integral somit konvergent ist. Durh diese Absh�atzungsind die Voraussetzungen zur Anwendung von Satz 2.1.14 gesha�en. Wir erhalten alsotats�ahlih das Resultat, da� I3 einen glatten Kern besitzt.Der Kern von I1: Um den Integralkern von I1 zu erhalten, m�ussen wir die Integrations-reihenfolge in (2.12a) ver�andern. Dazu sh�atzen wir mit Hilfe des zweiten Teils von Lemma2.7.1 ab: ÆZ0 ��f(�)g(p)Fk(0)(�; p; q)h(q)�� d�� j�(p; q)g(p)h(q)j k(0)Xl=0 ÆZ0 ���f(�)��n=2+lUl(p; q)��� e��(p;q)2� d�� j�(p; q)g(p)h(q)j k(0)Xl=0 jUl(p; q)j(�(p; q)�+l�n=2 f�ur � + l � n=2 < 01 sonst.Die rehte Seite ist nun aber in y(= �q) integrierbar, wie man sih in lokalen Koordinatenaus der Absh�atzung aus Lemma B.1.3, Teil 1 und der Tatsahe, da�� > 0 ) 2(� � n=2) > �n;�uberzeugen kann.Also k�onnen wir die Integrationsreihenfolge in (2.12a) ver�andern und erhalten den angege-benen Integralkern. 45



2. Erster ZugangGlattheit: Gegeben p; q 2 �; p 6= q. Liegt p niht in einer normalen Umgebung von q, so istK1(�; p; q) = 0 und wir haben nihts zu beweisen. Anderenfalls verwenden wir eine Karte(U; �), die diese normale Umgebung �uberdekt und setzen x := �p; y := �q: Jede partielleAbleitung, die auf �� exp(� �2� )(x; y) wirkt, erzeugt einen Faktor ��1. Wir sh�atzen wieoben ab: ÆZ0 ����f(�)g(x)Fk(0)(�; x; y)h(y)�� d�� 6 k(0)Xl=0 (�(x; y)�+l�n=2�j�j f�ur �+ l � n=2� j�j < 01 sonst<1nah Voraussetzung. Daher k�onnen wir den Satz von Lebesgue anwenden, um beliebigepartielle Ableitungen durh die � -Integration zu ziehen.Setzen wir jetzt K := K1 +K2 +K3 und bezeihnen mit I den OperatorC10 (�) 3 g 7�! Ig := Z�K(�; q)g(q) dVol(q);so stellen wir zusammenfassend fest, da�hf; F (A)gi = hf; Igi 8f; g 2 C10 (�)gilt und wegen der Dihtheit von C10 (�) sogarF (A)g = Ig 8g 2 C10 (�)ist. F (A) und I stimmen also als Operatoren C10 (�) ! C1(�) �uberein. Das ist ent-sheidend f�ur alles folgende, denn f�ur die  DO -Eigenshaft von F (A) spielt nur dessenEinshr�ankung auf C10 (�) eine Rolle.Wie oben f�ur K vorgef�uhrt, k�onnen wir auh den einzelnen Ki Operatoren C10 (�) !C1(�) zuordnen, die wir der Einfahheit halber wie die zugeh�origen Formen mit Ii be-zeihnen.Da I2 und I3 C1-Integralkerne haben, also stetig C10 (�) ! C1(�) sind und F (A) =I1 + I2+ I3 nah Satz 2.7.3 als Operator C10 (�)! C1(�) ebenfalls stetig ist, k�onnen wirnoh das folgende Korollar festhalten:Korollar 2.7.5. I1 : C10 (�)! C1(�) ist stetig.Da I2 und I3 einen glatten Kern haben und somit shon als  DO erkannt sind, bleibt jetztnur noh zu zeigen, da� I1 ebenfalls  DO ist.46



2.7. Die Operatoren F (A)Ein Weg, dies zu zeigen, w�are die Verwendung der shon bekannten Resultate �uber Funk-tionen von (Pseudo-)Di�erentialoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten ([31℄, [26℄,[27℄, siehe Abshnitt 2.3) nah dem folgenden Shema:Der Integralkern von I1 an einem Punkt (p1; p2) 2 � � � h�angt nah den im Beweis zuSatz 2.6.2 angegebenen Formeln f�ur die Parametrix von A nur von der Geometrie in einerbeliebig kleinen Umgebung von (p1; p2) ab. Konstruiert man also eine kompakte Mannigfal-tigkeit ~�, so da� Umgebungen Ui von pi durh Abbildungen �i isometrish in ~� eingebettetwerden und de�niert man einen DO ~A auf ~�, der auf �iUi wie �i�A��i wirkt, so sollte F ( ~A)einerseits  DO sein (sofern ~A die Anwendung einer Kombination der Ergebnisse aus [31℄und [26℄ bzw. aus [27℄ zul�a�t), andererseits sollte sein Integralkern auf �1U1 � �2U2 gleih��1 � ��2K1 bis auf C1-Funktionen sein.Da die Eigenshaft,  DO zu sein, lokal getestet werden kann (Lemma 2.1.5), w�are damitauh I1 als  DO erkannt.Wir w�ahlen jedoh einen anderen Weg, indem wir die  DO -Eigenshaft von I1 direkt ausder expliziten Darstellung des Integralkernes K1 (Satz 2.7.4) beweisen. Das hat den Vorteil,da� wir unabh�angig von den Ergebnissen aus [31℄, [26℄, [27℄ sind und uns mithin auh keineGedanken dar�uber mahen m�ussen, ob man ~A so konstruieren kann, da� es die n�otigenVorausetzungen (Selbstadjungiertheit, Invertierbarkeit) erf�ullt.Der Nahteil unserer direkten Rehnung ist, da� sie relativ langwierig ist. Daher haben wirsie in den Anhang B vershoben und bringen hier nur das Ergebnis:Satz 2.7.6. I1 ist ein  DO aus 	0(�).Daraus ergibt sih nun sofort der Satz 2.3.4.
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3. Zweiter ZugangIn diesem Kapitel wollen wir einen zweiten Weg beshreiben, die Hadamard-Eigenshaft f�urquasifreie Grundzust�ande zu beweisen. Dieser wird sih als erfolgreiher herausstellen alsder im letzten Kapitel besprohene, denn er ist sehr viel einfaher und f�uhrt auf station�arenRaumzeiten zum Ziel. Alle wesentlihen Ideen, die in diesem Zugang verwendet werden,verdanken wir R. Verh.Bei diesem Zugang gehen wir niht von einer konkreten Darstellung der Zweipunktfunktion� aus, sondern versuhen vielmehr, die allgemeinen Eigenshaften von �, die aus Eigen-shaften des Feldes und des Zustands folgen, auszunutzen.Namentlih werden wir die Grundzustandseigenshaft (Invarianz und Spektrumsbedin-gung) auf Seiten des Zustandes sowie Lokalit�at und Feldgleihung auf Seiten des Feldesverwenden. Aus jeder dieser Eigenshaften leiten wir Einshr�ankungen an die Wellenfront-menge von � her. Zusammengenommen spezi�zieren sie WF(�) vollst�andig.Um aus den oben genannten Eigenshaften der Theorie die Einshr�ankungen an WF(�)zu erhalten, sind mathematishe Hilfsmittel vonn�oten: Um die Grundzustandseigenshaftauszunutzen, verwenden wir einen in [12℄ gegebenen Zusammenhang zwishen Fouriertrans-formierten und Wellenfrontmenge von Elementen aus S 0(Rn). Dazu setzen wir � lokal zueiner temperierten Distribution fort.Die Feldgleihung l�a�t sih ausnutzen, indem S�atze aus der mikrolokalen Analysis �uber dieAusbreitung von Singularit�aten angewendet werden.3.1. Mathematishe HilfsmittelUm die Notation zu �xieren, de�nieren wir zun�ahst die die Topologie von S(Rn) konsti-tuierenden Halbnormen:De�nition 3.1.1. Sei f 2 S(Rn), j; k 2 N. Dann de�nieren wir die Halbnormenjf jj;k := Xj�j�jj�j�k sup ���x���x f(x)���und jf jj := jf jj;0 :48



3.2. Bedingungen an WF(�)Wir bezeihnen mit �a f�ur a 2 Rn die Translationen �af(x) := f(x�a) und halten folgendeeinfahe Eigenshaften der Halbnormen j�jj fest:Lemma 3.1.2. Seien f; g 2 S(Rn). Dann gilt1. j�af jj = jf jj 8a 2 Rn .2. jfgjj � jf jj jgjj.Wir bezeihnen mit S 0(Rn) den Raum der temperierten Distributionen und verwenden imfolgenden h�au�g (und ohne expliziten Hinweis) die folgende Tatsahe (`Satz vom Kern',z.B. [24℄ Thm. V.12):Satz 3.1.3. Zu jedem bilinearen, in beiden Eintr�agen getrennt stetigen Funktional T (�; �)auf S(Rn)� S(Rn) gibt es ~T 2 S 0(R2n), so da� T (f; g) = ~T (f 
 g) ist.In [12℄ wird ein Zusammenhang zwishen asymptotishem Verhalten von Fouriertransfor-mierter und der Wellenfrontmenge einer temperierten Distribution gegeben. Dieser ben�otigtfolgendeDe�nition 3.1.4. Sei G � Rn . Dann de�niert�(G) := �k 2 Rn j k = limj!1 jkj mit kj 2 G; j 2 R+ ; limj!1 j = 0�den sogenannten Grenzkegel von G.iDamit k�onnen wir die betre�ende Aussage formulieren:Satz 3.1.5 ([12℄, Lemma 8.1.7). Sei u 2 S 0(Rn), G := supp û. Dann ist WF(u) � Rn ��(G).3.2. Bedingungen an WF(�)In diesem Abshnitt wollen wir die vershiedenen physikalishen Eigenshaften der Theoriedazu nutzen, Aussagen �uber die Wellenfrontmenge zu mahen. Wie sih dann im n�ahstenAbshnitt zeigen wird, reihen diese tats�ahlih aus, um die Hadamard-Eigenshaft nah-zuweisen.Dazu nehmen wir die folgende Situation als gegeben an:Annahme 3.2.1. (M; g) sei eine station�are, global hyperbolishe, s+1-dimensionale Raum-zeit. � 2 D0(M) sei die Zweipunktfunktion des eindeutigen, quasifreien Grundzustandesdes KG-Feldes auf M.iWie man leiht einsehen kann, ist �(G) tats�ahlih ein Kegel. 49



3. Zweiter ZugangInsbesondere gibt es also, wie in Abshnitt 1.3.1 ausgef�uhrt, eine Isometrie (t; �) : M !R � �.Wir versehen M mit der durh die ausgezeihnete Zeitkoordinate t gegebenen Zeitorien-tierung, d.h. TpM3 v mit gp(v; v) � 0 ist zukunftsgerihtet :, gp(v; �t) > 0:3.2.1. Positivit�at und InvarianzZun�ahst nutzen wir die Positivit�at und Zeitinvarianz aus: Wir de�nierenGp1;p2 := �(�1; �2) 2 T �p1;p2(M�M) j �1(�t) > 0; �1(�t) = ��2(�t)	 p1; p2 2M;G := f(p1; �1; p2; �2) 2 T �(M�M) j (�1; �2) 2 Gp1;p2g :Dann giltSatz 3.2.2. WF(�) � G.Beweis. R�aumlihe Lokalisierung: zun�ahst werden wir � in den r�aumlihen Variablenlokalisieren und als Distribution auf dem Rn shreiben: Seien p1; p2 2M. Wir setzenpi := �pi 2 �; i = 1; 2Dann gibt es Karten (Ui; �i) von � mit pi 2 Ui und darauf aufbauend Karten( ~Ui; ~�i) := (��1(R � Ui); t� �i Æ �); i = 1; 2von M. Wir notieren die Eigenshaft ~�i��t = (1; 0): (3.1)Seien nun �i 2 C10 (�); supp�i � Ui; �i(pi) 6= 0; i = 1; 2:Wir de�nieren nun ' 2 D0(R2(s+1)) durh'(F ) := �(�1 
 �2(~�1 
 ~�2)�F ); F 2 C10 (R2(s+1) ):Indem wir das Transformationsverhalten der Wellenfrontmenge als Teilmenge des Kotan-gentialraums verwenden, �nden wir aufgrund der Konstruktion von 'WFp1;p2(�) = (~�1 
 ~�2)�WF~�1(p1);~�2(p2)('): (3.2)50



3.2. Bedingungen an WF(�)' als temperierte Distribution: Jetzt werden wir zeigen, da� ' zu einer temperier-ten Distribution fortgesetzt werden kann. Zun�ahst konstruieren wir dazu eine spezielleZerlegung der Eins auf R: Sei 0 < � < 12 und ~� 2 C10 (R) so, da�~�j[�1=2+�;0℄ � 1; ~�j[�1;�1=2��℄ � 0 (3.3)ist. Wir setzen jetzt �(x) = 8><>:~�(x) f�ur x 2 [�1; 0℄1� ~�(x� 1) f�ur x 2 (0; 1℄0 sonst :Damit ist � in C10 (R) und hat die Eigenshaften�j[�1=2+�;1=2��℄ � 1; �jRn[�1=2��;1=2+�℄ � 0:Zus�atzlih gilt  NXn=�N �(x� n)!�����[�N+�;N��℄ � 1:Wir f�uhren die Abk�urzung �n(x) := �(x� n) ein und de�nieren f�ur f; g 2 S(Rs+1)�'(f; g) := limM;N�!1 Xn=�N;::: ;Nm=�M;::: ;M '(�mf; �ng): (3.4)Nun folgen zwei Hilfss�atze �uber �'(f; g):Lemma 3.2.3. Der Grenzwert in (3.4) existiert und es gilt1. �' 2 S 0(R2(s+1) )2. �'(�yf; �yg) = '(f; g) 8f; g 2 S(Rs+1); y 2 R.Dabei meint �y jetzt eine `Zeittranslation' �yf(x0; : : : xs) := f(x0 � y; x1; : : : xs).Beweis. Teil 1: Seien f; g 2 S(Rs+1). Zun�ahst k�onnen wir absh�atzenj �'(�mf; �ng)j = j�(�1�mf; �2�ng)j� j�(�1�mf; �1�mf)j1=2 j�(�2�ng; �2�ng)j1=2 ; (�)
51



3. Zweiter Zugangda � eine positive Bilinearform ist, auf welhe wir die CS-Ungleihung anwenden k�onnen.Weiterhin ist � 2 D0(M�M), weshalb zu K b M ein jK 2 N und eine Konstante Kexistiert, so da� f�ur alle f aus C10 (K)�(f; f) � K jf 
 f jjK = jf 
 1 � 1
 f jjK� 6K j1
 f j2jK (Lemma 3.1.2, Teil 2)= 6K jf j2jK :Wir w�ahlen nun K bM, so da� supp�1� � K. Seien j;  die zu K geh�orenden Konstantenaus der obigen Absh�atzung. Dann k�onnen wir berehnen:j�(�1�mf; �1�mf)j1=2 = j�(�1���mf; �1���mf)j1=2wegen [M�i ; �y℄ = 0 (die �i h�angen nur von den r�aumlihen Koordinaten ab) und Zeitinva-rianz von �, � 6 j�1���mf jj nah obiger Absh.= 6 ���1���m �(1 + t2)�p(1 + t2)pf���j= 6 ���1� ���m(1 + t2)�p� ��m �(1 + t2)pf���j� 6 ���1���m(1 + t2)�p��j ����m(1 + t2)pf ��j Lemma 3.1.2, Teil 2� 6 (1 + jmj)�p ��(1 + t2)pf ��j wg. supp� komp. und 3.1.2, Teil 1� 6 (1 + jmj)�p jf jj;2p :Dabei ist p 2 N beliebig. Eine analoge Ungleihung ergibt sih f�ur �(�2�ng; �2�ng). Wendenwir die so erhaltenen Ungleihungen zusammen mit (�) an, so ergibt sihj �'(�mf; �ng)j � 6 (jmj+ 1)�p (jnj+ 1)�p jf jj;2p jgjj0;2p : (��)W�ahlen wir nun p > 1 so werden die Folgen (jmj+ 1)�p und (jnj+ 1)�p summierbar undwir erhalten j �'(f; g)j � 6p jf jj;2p jgjj0;2pDamit ist Teil 1 gezeigt.Teil 2: Wir sh�atzen ab:iij �'(f; g)� �'(�af; �ag)j� limM;N!10� NXn=N�dae dM+aeXm=�dM+ae j'(�mf; �ng)j+ �N �! �N�+ MXm=M�dae dN�aeXn=�dN+ae j'(�mf; �ng)j+ �M �! �M�1AiiDabei bezeihnet d�e die n�ahstgr�o�ere ganze Zahl.52



3.2. Bedingungen an WF(�)und indem wir (��) benutzen und die Grenzwerte f�ur die inneren Summen bilden�6f;g;p limN!10� NXn=N�dae(jnj+ 1)�p + �N �! �N�1A+ 6f;g;p0� limM!1 MXm=M�dae(jmj+ 1)�p + �M �! �M�1A�6f;g;p;a limN!1(jN j � jdaej + 1)�p= 0:Damit ist auh der 2. Teil des Lemmas gezeigt.Da �' eine Erweiterung von ' ist, k�onnen wir im folgenden deren Untersheidung gefahrlosfallen lassen und bezeihnen die Erweiterung ebenfalls mit '.Fourierspektrum von ': Jetzt berehnen wir das Fourierspektrum von ': Dazu de�nie-ren wir die MengenG1 := n(�; �0) 2 R2(s+1) j �0 = ��00o ; G2 := n(�; �0) 2 R2(s+1) j �0 � 0o :Wir behauptenLemma 3.2.4. supp '̂ � G1 \ G2.Beweis. supp '̂ � G1: F�ur diese Aussage verwenden wir die Translationsinvarianz, indemwir ein Standardargument leiht abwandeln: Wir m�ussen nah De�nition des Tr�agers einerDistribution zeigen, da� '̂ = 0 auf der Menge K := C10 (R2(s+1) n G1) ist.Sei dazu I eine o�ene Teilmenge von R undVI := �� 2 Rs+1 j �0 2 I	~K := �f1 
 f2 j fi 2 C10 (Rs+1); 9Ii � R : suppfi � VIi I1 \ �I2 = ;	 : (�)Man kann nun relativ einfah zeigen, da� die Menge der endlihen Linearkombinationenvon Elementen aus ~K diht ist in K. iii Es reiht also, wenn wir zeigen, da� '̂ = 0 auf ~K.Betrahten wir also f 
 g 2 ~K:iiiSei F 2 K: Da R2(s+1) nG1 o�en ist, �ndet man eine �Uberdekung VI(k)1 �VI(k)2 von suppF , f�ur die I(k)1 \�I(k)2 = ; f�ur alle k. Da suppF kompakt ist, �nden wir eine endlihe Teil�uberdekung VI(~k)1 � VI(~k)2 .Sei(Fl) eine Folge aus C10 (Rs+1)
 C10 (Rs+1), die gegen F konvergiert. Man kann nun jedes Fl mit Hilfeeiner geeigneten Zerlegung der Eins auf den VI(~k)1 � VI(~k)2 als Summe von Elementen aus ~K shreiben.53



3. Zweiter ZugangWegen der Translationsinvarianz gibt es w 2 S 0(R2(s+1)�1 ), so da� (mit der Shreibweisegt(x) := g(t; x)) '(f; g) = ZR w(��tf 
 gt) dtist (siehe dazu z.B. [25℄, S.66). Damit berehnen wir'̂(f 
 g) = '(f̂ ; ĝ)= ZRw(��tf̂ 
 ĝt) dt= w�ZR ��tf̂ 
 ĝt dt�= w(f̂ �0 ~̂g)mit ~h(t; x) := h(�t; x) und �0 der Faltung in der Nullkomponente= w( ^(f~g)0) mit (f~g)0(t; x; y) = f(t; x)g(�t; y)= w(0) = 0wegen der Tr�agereigenshaften aus (�) von f und g. Damit ist '̂ = 0 auf ~K und mithinauh auf K. Wir haben also gezeigt, da� supp '̂ � G1 gilt.supp '̂ � G2: Wiederum mit einem Standard-Argument zeigen wir die Asymmetrie desFourierspektrums. Dazu m�ussen wir die Grundzustandseigenshaft ausnutzen: � ist alsSkalarprodukt auf einem Einteilhen-Hilbert-Raum H gegeben, auf welhem die Zeittrans-lationen durh einen unit�aren Operator mit positivem Generator h implementiert sind(De�nition 1.3.3).Nah De�nition des Tr�agers m�ussen wir zeigen, da�'̂(F ) = 0 f�ur alle F 2 S(R2(s+1)) mit suppF � n(�; �0) 2 R2(n+1) j �00 � 0o (℄)gilt. Seien dazu f; g 2 C10 (Rs+1). Wir berehnen'(f; �tg) =�(�1f; �t�2g)= hk[�1f ℄;k[�t�2g℄iH= hk[�1f ℄; e�ihtk[�2g℄iH:Sei nun zus�atzlih h 2 S(R). Wir betrahten das Integral (welhes existiert, da '(f; �tg)54



3.2. Bedingungen an WF(�)beshr�ankt ist):ZR h(t)'(f; �tg) dt = ZR h(t)hk[�1f ℄; e�ihtk[�2g℄iH dt= ZR h(t)ZR e�i�t dhk[�1f ℄; E�k[�2g℄iH dt=6ZR ĥ(�) dhk[�1f ℄; E�k[�2g℄iH dt= 0; falls supp ĥ � R� :Die Vertaushung des t- und des �-Integrals ist dabei erlaubt: Um den Satz von Fubi-ni direkt anwenden zu k�onnen, mu� nur noh das Ma� dh: : : ; : : : i per Polarisation desSkalarproduktes in eine Linearkombination positiver Ma�e zerlegt werden.Andererseits berehnen wir (unter Verwendung der Notation ex(�) := eih�;xi):ZR h(t)'(f; �tg) dt = ZR h(t)'̂( �f 
 ��tg) dt= ZR h(t)'̂( �f 
 e(t;0)�g) dt= '̂( �f 
 �g ZR e(t;0)h(t) dt)= 6 '̂( �f 
 �g�h)= 6 '̂( �f 
 �g ~̂h);wobei ~̂h(t) ĥ(�t) meint. Wir �nden also'̂(f 
 gh) = 0 f�ur f; g 2 FC10 (Rs+1); h 2 S(R) mit supph � R+ :Das k�onnen wir jedoh verallgemeinern zu'̂(F � h) = 0 f�ur F 2 S(R2(s+1)); h 2 S(R) mit supph � R+ ;denn wie eine kurze Rehnung zeigt, ist mit C10 (Rs+1) 
 C10 (Rs+1) auh FC10 (Rs+1) 
FC10 (Rs+1) diht in S(R2(s+1)).Damit haben wir jedoh (℄) gezeigt, denn jedes F 0 2 S(R2(s+1)) mitsuppF 0 � n(�; �0) 2 R2(n+1) j �01 � 0ol�a�t sih als Produkt F 0 = Fh shreiben mit F 2 S(R2(s+1)) und h 2 S(R) mit supph �R+ .Die beiden vorangegangenen Argumente liefern nun zusammen die Aussage des Lemmas.
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3. Zweiter ZugangUm den Beweis des Satzes abzushlie�en, m�ussen wir noh G und G1\G2 in Zusammenangbringen.Zun�ahst haben wir durh Satz 3.1.5 und die Tatsahe, da� G1 \ G2 ein Kegel istWF(') � (~�1 ~U1 � ~�2 ~U2)� G1 \ G2 ,! T �R2(s+1) : (�)Sei q 2 ~Ui und � ein Kovektor � 2 T �~�iqRs+1 f�ur i = 1 oder 2. Dann ist(~��i �)(�t) (1.1)= �(~�i��t) (3.1)= �0:Wir �nden also f�ur �i 2 T �~�iqiRs+1 , qi 2 ~Ui,i = 1; 2� (~��2�2)(�t) < 0 , (�2)0 < 0,� (~��1�1)(�t) = �(~��2�2)(�t) , (�1)0 = �(�2)0.Mit anderen Worten ist ~��h(~�1 ~U1 � ~�2 ~U2)� G1 \ G2� � G: (��)Insbesondere erhalten wir f�ur p1; p2WFp1;p2(�) (3.2)= ~��WF�p1;�p2(')(�)� ~��h(~�1p1 � ~�2p2)� G1 \ G2i(��)� Gp1;p2 :Da p1; p2 bei der Konstruktion von ' beliebig gew�ahlt werden k�onnen, ist damit der Satzbewiesen.3.2.2. Lokalit�atSei � der 'Flip' � :M�M�!M�M; �(p; q) = (q; p):Damit formulieren wir die AussageLemma 3.2.5. Seien p1; p2 2M, p1��p2. Dann giltWFp1;p2(�) = ��WFp2;p1(�):56



3.2. Bedingungen an WF(�)Beweis. Seien p1; p2 2 M, p1��p2 gegeben. Da die Menge der akausal gelegenen Punkteo�en ist, �nden wir �1; �2 mit �i(pi) 6= 0, i = 1; 2 und supp�1�� supp�2.Sei F 2 C10 (R2(s+1) ). Da C10 (Rs+1)
 C10 (Rs+1) diht in C10 (R2(s+1) ) ist, gibt es Folgen(f (1)k ); (f (2)k ) von Funktionen aus C10 (Rs+1), so da�limN!1 NXk=1 f (1)k 
 f (2)k = F in C10 (R2(s+1))ist. Wir berehnen damit�(�1 
 �2F ) = limN!1 NXk=1�(�1f (1)k 
 �2f (2)k )= limN!1 NXk=1�(�2f (2)k 
 �1f (1)k ); wegen der Lokalit�at,= limN!1 NXk=1��(�2 
 �1)��(f (1)k 
 f (2)k )�= �(�2 
 �1��F ):Mit Hilfe des Transformationsverhaltens der Wellenfrontmenge ist also tats�ahlihWFp1;p2(�) = WFp1;p2 ��((�1 
 �2)�)�= WFp1;p2 ��((�2 
 �1)���)�; nah obiger Rehnung,= ��WFp2;p1 ��((�2 
 �1)�)�; wg. Trafoverhalten von WF,= ��WFp2;p1(�):Damit ist das Lemma bewiesen.3.2.3. FeldgleihungDie Zweipunktfunktion � des KG-Feldes ist per Konstruktion eine L�osung der KG-Gleih-ung in beiden Argumenten. Dies wollen wir zur Bestimmung ihrer Wellenfrontmenge aus-nutzen.Ist eine Distribution L�osung einer partiellen Di�erentialgleihung, so hat das erhebliheAuswirkungen auf die Struktur ihrer Wellenfrontmenge:Einerseits k�onnen nur bestimmte Strahlen aus den Kotangentialr�aumen in der Wellen-frontmenge auftreten. Andererseits bedingt das Auftreten eines Elements in der Wellen-frontmenge auh das Auftreten von anderen { die Singularit�aten `breiten sih aus'. 57



3. Zweiter ZugangDie mikrolokale Analysis stellt sehr allgemeine S�atze zur Verf�ugung, die diese Ph�anomenebeshreiben. Da diese S�atze und ihre Anwendung auf den f�ur uns interessanten Fall aber ananderer Stelle (siehe z.B. [14℄) sehr eingehend beshrieben wurden, wollen wir sie hier nihtdetailliert vorstellen, sondern nur die Ergebnisse zitieren. Dazu de�nieren wir zun�ahst dasUnterb�undel N := n(p; �) 2 T �M j gp(�℄; �℄) = 0odes Kotangtentialb�undels. Damit lautete das ben�otigte Resultat:Satz 3.2.6. F�ur eine L�osung � 2 D0(M�M) der KG-Gleihung in beiden Argumentenist WF(�) � N �N . Weiterhin gilt(p1; �1; p2; �2) 2WF(�) und (p1; �1) � (p01; �01)) (p01; �01; p2; �2) 2WF(�)und ebenso(p1; �1; p2; �2) 2WF(�) und (p2; �2) � (p02; �02)) (p1; �1; p02; �02) 2WF(�):3.3. Berehnung von WF(�)Jetzt wollen wir WF(�) tats�ahlih berehnen. Wir verwenden dazu Argumente, wie sieauh shon in [14℄ benutzt wurden.Nehmen wir Satz 3.2.2 und den ersten Teil von Satz 3.2.6 zusammen, so wissen wirWF(�) � GN := G \ (N �N ):Wir betrahten jetzt wieder zwei Punkte p1; p2 2M und wollen Bedingungen anWFp1;p2(�)erhalten. Dazu mahen wir eine Falluntersheidung bez�uglih der Lage von p1 und p2 zu-einander:p1; p2 akausal: Einerseits ist GN \ ��GN = f0g wegen der Asymmetrie von G. Andererseitsgilt f�ur p1��p2 wegen Lemma 3.2.5:GN � (p1; p2;WFp1;p2(�)) = (p2; p1; ��WFp2;p1(�)) � ��GN :Damit ist WFp1;p2(�) = ; f�ur p1��p2:Auf der Diagonalen: Angenommen (p; �1; p; �2) 2 WF(�) und �1 , �2. Dann �nden wir(p01; �01) und (p02; �02) mit (p01; �01) � (p; �1) und (p02; �02) � (p; �2)58



3.3. Berehnung von WF(�)und so, da� p01 und p02 auf einer gemeinsamen Cauhy-Fl�ahe liegen (globale Hyperbolizit�at).In einer gewissen Umgebung von p haben die betre�enden Nullgeod�aten keine konjugiertenPunkte, so da� wir zus�atzlih p01 6= p02 annehmen k�onnen. Damit f�uhrt aber (p01; �01; p02; �02) 2WF(�) zum Widerspruh mit der �Uberlegung bez�uglih akausal gelegener Punkte. Alsomu� �1k�2 gelten. Wir wissen also �1 = ��2, � 2 R. Au�erdem mu� aber (�1; �2) 2 G, also�1(�t) = ��2(�t) gelten. Damit folgt � = �1 und insgesamtWFp;p(�) � n(�; �0) j g(�℄; �℄) = 0; �(�t) > 0; � = ��0o : (3.5)p1; p2 kausal, niht durh Nullgeod�ate verbunden: Angenommen (p1; �1; p2; �2) 2WF(�). Dann �nden wir wegen der globalen Hyperbolizit�at (p02; �02) mit p02 auf der gleihenCauhy-Fl�ahe wie p1 und (p02; �02) � (p2; �2). Nah Voraussetzung ist p1 6= p02, somit p1��p02und nah dem vorherigen Abshnitt WFp1;p02(�) = ;. Daher mu� auhWFp1;p2(�) = ;sein.p1; p2 durh mindestens eine Nullgeod�ate verbunden: Angenommen (p1; �1; p2; �2) 2WF(�). Zun�ahst nehmen wir zus�atzlih an, da� �℄1 niht tangential zu einer der p1 undp2 verbindenden Nullgeod�aten ist. Dann �nden wir (p01; �01) mit p01 in der Cauhy-Fl�ahevon p2, jedoh von p2 vershieden, so da� (p1; �1) � (p01; �01) gilt. Da p2��p01 f�uhrt das zumWiderspruh. �℄1 ist tangential zu einer bestimmten, p1 und p2 verbindenden Nullgeod�ate�.Somit �nden wir �01, so da� (p1; �1) � (p2; �01) gilt. Nah (3.5) mu� �01 = ��2 sein, es gilt also(p1; �1) � (p2;��2). Au�erdem mu� �01(�t) > 0 sein, daher erhalten wir auh �1(�t) > 0,denn diese Gr�o�e �andert sih beim Transport des (Ko-)Vektors entlang der Geod�aten niht.Wir haben also gefunden, da�WFp1;p2(�) � f(�1; �2) j (p1; �1) � (p2;��2); �1(�t) > 0gist.Ergebnisse der Falluntersheidung: Wenn wir die Ergebnisse der Falluntersheidungzusammenfassen und uns erinnern, da� f�ur � 2 T �M�(�t) > 0 , g(�℄; �t) > 0 , �℄ ist zukunftsgerihtet;erhalten wir WF(�) � W: (3.6)(W wurde in Abshnitt 1.4.2 de�niert.) Jetzt m�ussen wir nur noh zeigen, da� tats�ahlihGleihheit der beiden Mengen gilt. Dazu verwenden wir, da� die Wellenfrontmenge desPropagators E der KG-Gleihung bekannt ist. Wir ben�otigen niht die genaue Strukturdieser Menge, sondern lediglih den singul�aren Tr�ager von E: 59



3. Zweiter ZugangSatz 3.3.1 (Korollar von Thm. 2.32 aus [14℄). Es giltsingsuppE = f(p1; p2) 2M�M j 9 Nullgeod�ate, die p1 und p2 verbindetg :E ist der Imagin�arteil von �. Daher istsingsupp� � singsuppEund somit WFp1;p2(�) 6= ;, sofern p1 und p2 durh eine Nullgeod�ate verbunden sind. Sindp1 und p2 durh genau eine Nullgeod�ate verbunden, so ist also auf jeden Fall WFp1;p2(�) =Wp1;p2 .Wir betrahten nun den Fall, da� p1 und p2 durh mehrere Nullgeod�aten verbunden sind.Sei �(s) eine davon. Auf � gibt es nun aber auf jeden Fall einen Punkt p3 6= p1, der nur durh� mit p1 verbunden ist. Nah obiger �Uberlegung ist also WFp1;p3(�) =Wp1;p3 . Wenden wirnun den Satz 3.2.6 an, so ergibt sih tats�ahlih auhWFp1;p2(�) � �(�1; �2) 2 T �p1;p2(M�M) j �2 Paralleltr. von �2 entl. �; �1(�t) > 0	 :�Ahnlihe Relationen erhalten wir auh f�ur alle anderen Nullgeod�aten, die p1 und p2 ver-binden. Damit ist tats�ahlih WFp1;p2(�) =Wp1;p2 und wir �nden shlie�lihSatz 3.3.2. Sei � die Zweipunktfunktion eines quasifreien Grundzustandes des KG-Feldesauf einer global hyperbolishen station�aren Raumzeit M. Dann giltWF(�) =W;d.h. der Zustand ist ein Hadamard-Zustand.
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4. Das ModellIn diesem Kapitel besprehen wir eine Anwendung der in den letzten Kapiteln bereitgestell-ten Tehniken auf eine konkrete Situation: Wir wollen die Hadamard-Eigenshaft f�ur die in[17℄ auf bestimmten Teilgebieten der Shwarzshild-Kruskal-Raumzeit de�nierten Zust�andenahweisen. Diese Anwendung war eine wesentlihe Motivation f�ur die gesamte Arbeit.Zun�ahst stellen wir die Shwarzshild-Kruskal-Raumzeit vor:4.1. Die Shwarzshild-Kruskal-RaumzeitDie Shwarzshild-Kruskal-Raumzeit (im Folgenden immer SK-Raumzeit genannt) ist eineErweiterung der bekannten Shwarzshild-Raumzeit. Sie wurde 1959 von Kruskal angege-ben [20℄. Sie ist niht weiter analytish fortsetzbar, in diesem Sinne also eine maximaleErweiterung.Die im folgenden angegebenen grundlegenden Eigenshaften der SK-Raumzeit �ndet manz.B. in [10℄.4.1.1. Grundlegende EigenshaftenDie zugrundeliegende topologishe Mannigfaltigkeit ist R2�S2, die Metrik lautet in Kruskal-Koordinaten T;X;� g = �(dT 2 � dX2)� r2d
2:Dabei ist der Vorfaktor � = 32M3 1r e�r=2Mund r ist implizit durh T 2 �X2 = �1� r2M � er=2Mgegeben. d
2 bezeihnet die Metrik auf der Einheitssph�are S2 � R3 und T und X durh-laufen den Bereih T 2 � X2 < 1. Die Hyperbeln T 2 � X2 = 1 sind geometrishe Singu-larit�aten der Raumzeit. Die auf der S2 konstanten Kurven x(u) mit T (u) = �X(u) sindNullgeod�aten.Als L�osung der Vakuumfeldgleihungen ist die SK-Raumzeit Rii- und somit auh skalar-ah. Au�erdem ist sie raumartig asymptotish ah. 61



4. Das Modell4.1.2. Symmetrien und Kausalit�atsstrukturDie SK-Raumzeit ist sehr symmetrish: Sie ist kugelsymmetrish und besitzt ein Killing-Vektorfeld K = X�T � T�X :Der Flu� dieses Vektorfeldes l�a�t die S2 �0 bei T = X = 0 invariant. An jedem Punktvon �0 gibt es zwei zukunfts- und zwei vergangenheitsgerihtete Nullvektoren. Die Null-geod�aten, die in diese Rihtungen von �0 ausgehen sind Integralkurven von K und bildenNullhyper�ahen h�L ; h�R. Nah [19℄ bezeihnet man eine solhe Kon�guration von Hyper-�ahen als Bifurkations-Killing-Horizont. Diese Nullhyper�ahen teilen die Raumzeit invier o�ene Bereihe, die Keilregionen R (X > jT j) und L (X < � jT j) und die Regionen F(T > jXj) sowie P (T < � jXj).In den Bereihen R und L ist K zeitartig, sein Flu� de�niert also eine ausgezeihneteZeitkoordinate f�ur diese Bereihe, in denen die Metrik zumindest manifest station�ar wird.Es zeigt sih jedoh, da� die Raumzeit f�ur diese Bereihe sogar statish ist. Eine m�oglihWahl von Koordinaten (t; x), in denen die Metrik explizit statish wird, ist implizit gegebendurh T = �ex=4M sinh(t=4M); X = �ex=4M osh(t=4M); x; t 2 R (4.1)f�ur R resp. L. In den neuen Kordinaten (t; x) wird die MetrikgjL;R = �2(dt2 � dx2)� r2d
2 mit � = (g(K;K))1=2 = �1� 2Mr �1=2und r implizit gegeben durh x = 2M ln� r2M � 1�+ r:Neben der Kugelsymmetrie und den durh das Killing-Vektorfeld gegebenen Isometriengibt es eine weitere Symmetrie, die Spiegelungsisometrie� : (T;X; �) 7�! (�T;�X; �); (4.2)wobei � beliebige Koordinaten auf dem S2-Anteil bezeihnen.Die SK-Raumzeit ist global hyperbolish, die durh T = 0 gegebene Hyper�ahe � istbeispielsweise eine Cauhy-Fl�ahe. � zerf�allt in �0, �R := R\� und �L = L\�. Auh Rund L sind global hyperbolish, �R resp. �L sind Beispiele f�ur Cauhy-Fl�ahen. Insofernist also das Cauhy-Problem sowohl f�ur die SK-Raumzeit als Ganzes als auh f�ur R und Lim Sinne von Satz 1.3.2 wohlgestellt [17℄.62



4.2. Das KG-Feld auf der SK-Raumzeit4.2. Das KG-Feld auf der SK-RaumzeitIn [17℄ realisiert Kay das KG-Feld auf dem Shwarzshild-Teil R der SK-Raumzeit wiefolgt:Einteilhen-Hilbert-Raum wird der RaumH := L2��R; 1�r2 dVol�R� :Auf diesem Raum und in den Koordinaten (4.1) de�niert Kay den DOA := ��2x � �2r2 L2 + �2�2Mr3 +m2� :Dabei haben wir mit L2 den Laplae-Operator auf der Einheitssph�are S2 (den `Drehim-pulsoperator') bezeihnet. A ist, bis auf Multiplikation mit Funktionen, der �R-Anteil desKG-Operators: 2g +m2 = 1�2 �t + 1r�2Ar:Kay zeigtSatz 4.2.1 ([17℄, Abshnitt 4). � F�ur alle N 2 N ist AN ;dom �AN� = C10 (�R) �H wesentlih selbstadjungiert.� Das Spektrum des selbstadjungierten Abshlusses A ist enthalten in [0;1), A istinvertierbar.� Es ist C10 (�R) � dom �A�1=2�.Der Einteilhen-Hamilton-Operator ergibt sih zuh := A1=2und die Einteilhen-Abbildung alsk : C10 (R)!H; k(F ) = 1p2 �h1=2r�0 EF + ih�1=2�r�1 EF� :Dabei ist E der Propagator der KG-Gleihung nah Satz 1.3.2, und �0 und �1 sind die inGleihung 1.3 de�nierten Abbildungen (bez�uglih �R). Weiterhin werden die OperatorenS := �e�h � 1��1=2 ; C := �1� e��h��1=2de�niert. Man kann sih leiht �uberzeugen, da� Sh� und Ch� f�ur � � 1=2 beshr�ankte Ope-ratoren sind. In Verbindung mit der Aussage C10 (�R) � dom �A�1=2� des oben zitierten63



4. Das ModellSatzes ergibt sih rank � dom (S)\dom(C). Wir notieren auh noh, da� C2�S2 = 1I ist.Aus diesen Elementen konstruiert Kay nun einen quasifreien KMS-Zustand !� zur inversenTemperatur �, sowie einen quasifreien Grundzustand !1. Die Zweipunktfunktionen lauten��(F;G) = hCk(F ); Ck(G)iH + hSk(G); Sk(F )iH;�1(F;G) = hk(F );k(G)iH:4.3. Die Hadamard-Eigenshaft f�ur !� und !1Auf die im letzten Abshnitt vorgestellten Zust�ande wollen wir nun unsere Methoden an-wenden. Zun�ahst betrahten wir !1:Erster Ansatz: A hat o�ensihtlih glatte KoeÆzienten, ist von zweiter Ordnung undelliptish. Zus�atzlih hat A die in Satz 4.2.1 genannten Eigenshaften. Damit erf�ullt A dieAnnahmen 1,2,3 und 4 aus Satz 2.3.4.Es ist keine �Uberrashung, da� auh Annahme 5 erf�ullt ist. Eine kleine Rehnung zeigt,da� mit den dort verwendeten Bezeihnungen� = �r ; M�(A��1) = �2m2 � M2r4 > �(4M)�2:Wir m�ussen nun das IR-Verhalten von A harakterisieren. Dazu beweisen wir das folgendeLemma, dessen Aussage implizit shon in der Arbeit von Kay enthalten ist.Lemma 4.3.1. A�1=2M�Op <1; M�A�1=2Op <1.Beweis. Wie in [17℄ bemerkt, ist mit der Funktion � := 2M�2=r3A1=2f20 = hf;AfiH � hf;M�fi = M�1=2f20 8f 2 C10 (�R):Da � glatt, positiv und nihtvershwindend ist, �ndet man zu � 2 C10 (�R) eine Konstante�, so da� kM�fk0 � � M�1=2f0 f�ur beliebige f aus C10 (�R) gilt, es folgtkM�fk0 � � A1=2f 8f 2 C10 (�R):Da auh A1=2 wesentlih selbstadjungiert auf C10 (�R) ist, gilt obige Absh�atzung sogar f�uralle Elemente aus dom �A1=2�. Sei jetzt f aus dom �A�1=2�. Wir k�onnen dann absh�atzen:M�A�1=2f0 � � A1=2A�1=2f = � kfk0 :Mithin kann man M�A�1=2 zu einem beshr�ankten Operator auf ganz H fortsetzen.Man kann nun leiht nahrehnen, da� (M�A�1=2)y = A�1=2M� auf C10 (�R) ist. Daherist A�1=2M� beshr�ankt auf C10 (�R) und l�a�t sih daher ebenfalls beshr�ankt auf ganz Hfortsetzen.64



4.3. Die Hadamard-Eigenshaft f�ur !� und !1Nun k�onnen wir unser Resultat 2.3.4 auf die Funktion F (A) = A�1=2 anwenden: Wegen(2.11) ist (L�1F )(�) =6�1=2�1 2 K1=2, A�1=2 ist also tats�ahlih ein  DO .Da weiterhin A vom eigentlihen Typ ist, ist das Produkt AA�1=2 = A1=2 ebenfalls ein  DO. A1=2 ist auh elliptish, denn aufgrund der in Satz 2.1.7 gegebenen Multiplikationsregelf�ur Hauptsymbole ist pp(�; �) ein Hauptsymbol von A1=2.Shreiben wir die Zweipunktfunktion �1 aus und gehen zu dem von Junker in [14℄ ver-wendeten Volumenelement �uber, so erhalten wir�1(F;G) = 12h�0 EF; 1p�U�1hU 1p��0 EGiL2(�R;dVol)+ 12 h�1 EF;p�U�1h�1Up��1 EGiL2(�R;dVol)+ i2 �h�0 EF; �1 EGiL2(�R;dVol) � h�1 EF; �0 EGiL2(�R;dVol)� :Dabei bezeihnet U den unit�aren Operator U : L2(dVol)! H, der durh den Multiplikati-onsoperator U =Mp�r gegeben ist.I := ��1=2U�1hU��1=2 ist ebenfalls ein elliptisher  DO , denn diese Eigenshaft wird,wie man sih �uberzeugen kann, durh Multiplikation mit glatten nihtvershwindendenFunktionen niht gest�ort. Da er au�erdem noh symmetrish ist, und mitQ = 1�(iI�� �t)ein Q gefunden ist, welhes die Forderungen aus Satz 2.2.1 erf�ullt,i k�onnten wir Satz 2.2.1tats�ahlih anwenden. G�abe es also niht die L�uke im Beweis dieses Satzes, so k�onnten wirjetzt shlie�en, da� !1 tats�ahlih ein Hadamard-Zustand ist.Zweiter Ansatz: Der zweite Ansatz f�uhrt zum Ziel: Da h strikt positiv ist, ist !1 einGrundzustand. Daher l�asst sih Satz 3.3.2 anwenden und wir erhaltenSatz 4.3.2. !1 ist ein Hadamard-Zustand.Nun wollen wir zeigen, da� auh die KMS-Zust�ande !� Hadamard-Zust�ande sind. Wirverwenden dazu unser Ergebnis �uber die Hadamard-Eigenshaft des Grundzustandes !1indem wir zeigen, da� die Di�erenz zwishen �� und �1 eine glatte Funktion ist.iEs ist �Q(iI + 1��t) = 1�I�I + 1�2 �2t = 1r�2 h2r + 1�2 �2t (4.2)= 2+m2:Ein Hauptsymbol von Q ist gegeben durh q(p; �) = iqp(�; �)� i=��0. Es gilt alsoq(p; �) = 0; � 6= 0 , �0 = �qp(�; �) > 0:
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4. Das ModellZun�ahst formen wir �� ein wenig um. Wegen C10 (�R) � dom �Sh�1=2� \ dom �Ch�1=2�sind alle dabei auftretenden Terme zumindest im Sinne von quadratishen Formen de�niert:��(F;G) = hCk(F ); Ck(G)iH + hSk(G); Sk(F )iH= hk(F ); C2k(G)iH + hk(G); S2k(F )iH= hk(F ); (1I + S2)k(G)iH + hk(G); S2k(F )iH= hk(F );k(G)iH + 2Re(hk(F ); S2k(G)iH)= �1(F;G) + hr�0 EF; hS2r�0 EGiH + h�r�1 EF; h�1S2�r�1 EGiH| {z }=:��(F;G)Die Tatsahe, da� der Di�erenzterm �� glatt ist, wird sih daraus ergeben, da� �� ei-ne L�osung der KG-Gleihung in beiden Argumenten ist, deren Anfangswerte glatt sind.Dazu zitieren wir zun�ahst ein Ergebnis aus [5℄, betre�end die Regularit�at von parameter-abh�angigen L�osungen der KG-Gleihung:Satz 4.3.3 (Spezialfall von [5℄, Prop. A1). Wir betrahten eine L�osung � der KG-Gleihung (2+m2)1�(p; q) = 0auf einer global hyperbolishen Raumzeit M zu den Anfangswertenu0(p; q); u1(p; q); p 2 �; q 2Mauf einer Cauhy-Fl�ahe �. u0; u1 sollen glatt in beiden Argumenten zusammen sein undkompakten Tr�ager in p f�ur jedes feste q besitzen.Dann ist � glatt in beiden Argumenten zusammen.Wir beweisen folgendes, auf die vorliegende Situation zugeshnittenes Korollar:Korollar 4.3.4. SeiM global hyperbolish und � 2 C10 (M�M) L�osung der KG-Gleihungin beiden Argumenten. Seien die Anfangswerte(�i 
 �j�)(�; �) := �(�0i�; �0j �) i = 1; 2 j = 1; 2wohlde�niert, glatt und mit kompaktem Tr�ager. Dann ist � durh eine glatte Funktiongegeben.Beweis. Wir fassen (�i
 �0�)(�; q) f�ur i = 1; 2 als Anfangswerte f�ur die KG-Gleihung auf.Wegen Satz 1.3.2 gibt es eine eindeutige L�osung �0(p; q) zu diesen Anfangswerten, wegenSatz 4.3.3 ist diese glatt in beiden Argumenten gemeinsam ii und wegen der EindeutigkeitiiDa� hier �i
�0� nur auf ��� und niht auf ��M de�niert ist, ist niht wesentlih: Man setze einfahglatt auf ��M fort.66



4.4. Die Hadamard-Eigenshaft f�ur !HHgleih 1I
 �0�. 1I
 �0� ist also glatt.Genauso verf�ahrt man nun mit �i 
 �1� und zeigt damit die Glattheit von 1I
 �1�.1I 
 �0� und 1I 
 �1� werden nun als Anfangswerte f�ur die KG-Gleihung (im zweitenArgument) aufgefa�t. Man erh�alt eine nah Satz 1.3.2 eindeutige, nah Satz 4.3.3 in beidenArgumenten gemeinsam glatte L�osung, die wegen der Eindeutigkeit mit � �ubereinstimmt.Daher ist � tats�ahlih durh eine glatte Funktion gegeben.Wir kommen nun zur�uk zu ��: Sei �1; �2 2 C10 (�R). Wir de�nieren folgende Modi�kationvon ��:��(�; �) := hr�0 EF;M�1hS2M�2r�0 EGiH + h�r�1 EF;M�1h�1S2M�2�r�1 EGiH:Die Anfangswerte von �� sind wohlde�niert: Mit Hilfe der Gleihungen (1.4) berehnenwir: (�0 
 �0��) (f1; f2) =hf1;M�r�1S2h�1M�r�2f2iH(�1 
 �0��) (f1; f2) =0(�0 
 �1��) (f1; f2) =0(�1 
 �1��) (f1; f2) =hf1;Mr�1S2hMr�2f2iH:Der Operator Sh�1=2M� = Sh1=2h�1M� ist wegen Lemma 4.3.1 (Beshr�anktheit vonh�1M�) und der Beshr�anktheit von Sh1=2 beshr�ankt f�ur beliebiges � 2 C10 (�). Gleihesgilt f�ur ANSh�1=2M�, N 2 N. Seien nun K1;K2 b � gegeben. Wir w�ahlen � 2 C10 (�), soda� �jK2 = 1. F�ur fi aus Ki und N aus N0 gilt also���hf1; ANSh�1=2f2i��� = ���hf1; ANSh�1=2M�f2i��� �6 kf1k0 kf2k0Daher erf�ullt die quadratishe Form von Sh�1=2 die Voraussetzungen von Satz 2.1.14. Siehat also einen glatten Kern. Gleihes gilt f�ur die quadratishe Form von Sh1=2. Insofernsind die Anfangswerte von �� tats�ahlih glatt und haben wegen der �i auh kompaktenTr�ager. Wir k�onnen also das eben bewiesene Korollar anwenden und erhalten, da� �� durheine glatte Funktion gegeben ist.Der Zusammenhang zwishen �� und �� ist nun leiht herzustellen: Seien K1;K2 zweibeliebige Kompakta in �R. W�ahlen wir �1 2 C10 (�R) so, da� �1jJ(K1)\�R = 1 gilt und �2analog mit �2jJ(K2)\�R = 1, so ist wegen der in Satz 1.3.2 gegebenen Tr�agereigenshaftenvon E �� = �� auf C10 (K1) 
 C10 (K2). Es folgt wegen der Beliebigkeit von K1;K2, da��� �uberall glatt ist. Damit hat �� die gleihe Wellenfrontmenge wie �1. Wir erhaltenSatz 4.3.5. !� ist ein Hadamard-Zustand.4.4. Die Hadamard-Eigenshaft f�ur !HHKay de�niert in [17℄ nun auh noh eine Shar von quasifreien Zust�anden !�� des KG-Feldesauf dem Doppelkeil R�L in der SK-Raumzeit. Die Einshr�ankungen dieser Zust�ande auf67



4. Das Modelleine der Keilregionen ergeben die im letzten Abshnitt vorgestellten Zust�ande !�. Allerdingshandelt es sih bei den !�� niht um Produktzust�ande: Sie sind rein und es gibt nihttrivialeKorrelationen zwishen den beiden Regionen. Wir de�nieren��(F;G) := �2Re�hCk(F ); Sk(G)iH� F;G 2 C10 (�R):Die Zweipunktfunktion von !�� lautet dann��� (FR; FL; GR; GL) = ��(FR; GR) + ��(��FL; ��GL)+ ��(FR; ��GL) + ��(��FL; GR);wobei FR; GR 2 C10 (R); FL; GL 2 C10 (L): (�)Dabei erinnern wir daran, da� mit � die Keilspiegelung (4.2) gemeint ist. Eine kurze Reh-nung liefert��(F;G) = h�r�1 EF;CSh�1�r�1 EGiH � hr�0 EF;CShr�0 EF iH:Dabei ist der erste Ausdruk wieder im Sinne quadratisher Formen zu verstehen.Auh �� ist L�osung der KG-Gleihung in beiden Argumenten. Wiederum k�onnen wir diebetre�enden Anfangswerte bestimmen. Es ergibt sih(�0 
 �0��) (f1; f2) =hf1;M�rCSh�1M�rf2iH(�1 
 �0��) (f1; f2) =0(�0 
 �1��) (f1; f2) =0(�1 
 �1��) (f1; f2) =hf1;MrCShMrf2iH:Sind also CSh�1 und CSh durh einen glatten Kern gegeben, so k�onnen wir unsere Argu-mentation aus dem letzten Abshnitt (Modi�kation mit �1; �2, Anwendung von Korollar4.3.4) auh hier anwenden und erhalten die Glattheit von ��.Nun ist aber wiederum CSh�1 als quadratishe Form beshr�ankt auf C10 (K1) � C10 (K2)f�ur feste Kompakta K1;K2, ebenso nat�urlih ANCSh�1 und ANCSh f�ur alle N 2 N. Daherkann in beiden F�allen der Satz 2.1.14 angewendet werden: CSh�1 und CSh sind tats�ahlihdurh glatte Funktionen gegeben.Betrahten wir nun wieder ��� als Ganzes: Da R und L akausal liegen, ist !�� genau dannein Hadamard-Zustand, wenn die Einshr�ankungen auf R bzw. L Hadamard-Zust�ande sindund es keine weiteren Beitr�age zur Wellenfrontmenge von ��� gibt.Die beiden ersten Terme in (�) sorgen daf�ur, da� die Einshr�ankungen von !�� aufR bzw. Ldurh !� gegeben, mithin Hadamard-Zust�ande sind. Die durh �� gegebenen `Mishterme'sind, wie eben gesehen, glatt, tragen also zur Wellenfrontmenge nihts bei. Daher giltSatz 4.4.1. !�� ist ein Hadamard-Zustand.Unser Ergebnis zeigt, da� bez�uglih der Hadamard-Eigenshaft kein Wert f�ur � bevorzugtist. Wir wollen jedoh an dieser Stelle bemerken, da� es Anzeihen daf�ur gibt, da� der68



4.4. Die Hadamard-Eigenshaft f�ur !HHsogenannte Hartle-Hawking-Zustand !HH := !�8�M , also derjenige der obigen Zust�ande, dergerade Hawking-Temperatur besitzt, gegen�uber den �ubrigen dadurh ausgezeihnet ist, da�er sih als einziger zu einem Hadamard-Zustand auf der gesamten SK-Raumzeit fortsetzenl�asst. Siher ist zumindest, da� es h�ohstens einen Zustand gibt, der auf den Keilen R undL jeweils ein KMS-Zustand und auf der gesamten SK-Raumzeit ein Hadamard-Zustand ist.Dieser mu� auf den Regionen R und L mit !HH �ubereinstimmen [19℄.
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A. Der Beweis von Lemma 2.1.8Wir wollen hier den Beweis von Lemma 2.1.8 �uber die Lokalisierung von Funktionen imDe�nitionsbereih eines elliptishen DO nahholen. Er beruht auf der in [33℄ gegebenenIdee.Wir beginnen ihn mit einem Lemma, das es uns erm�ogliht, unsere Betrahtungen auf denFall f 2 C10 (�) zu reduzieren.Lemma A.1.2. Sei N 2 N und f 2 dom�A2N�. Dann gibt es eine Folge (fl) � C10 (�),so da� Amfl ! Amf; m = 0; 1; : : : 2Ngilt.Beweis. Wir zeigen per Induktion nah N : Sei (fl) eine Folge, f�ur die fl ! f und A2N fl !A2N f gilt. Dann gilt auh Amfl ! Amf; m = 1; : : : 2N : (�)Induktionsanfang: N = 1, also nihts zu beweisen.Induktionsshritt: Angenommen, (�) gilt f�ur N . Gegeben sei eine Folge (fl) mitfl ! f; A2N+1fl ! A2N+1f:Wegen A2N (fl � f)20 � kfl � fk0 A2N+1(fl � f)0folgen f 2 dom�A2N� und A2N fl ! A2N f:Nah Induktionsvoraussetzung sind also die Gleihungen f�ur m = 1; : : : 2N in (�) erf�ullt.Wir setzen jetzt ~fl := A2N fl und ~f := A2N f . Dann gilt~fl ! ~f; A2N ~fl ! A2N+1f = A2N ~f:Somit ist auh hier die Induktionsvoraussetzung anwendbar, es folgtAm ~fl ! Am ~f m = 1; : : : 2N :70



Insgesamt haben wir damit (�) f�ur N + 1 bewiesen.Shlu�: Wir k�onnen jetzt die Aussage des Lemmas beweisen: Ist ein bestimmtes N undf 2 dom�A2N� vorgegeben, so �nden wir aufgrund der wesentlihen Selbstadjungiertheitvon A2N auf C10 (�) eine Folge fl aus C10 (�) mit fl ! f und A2N fl ! A2N f . F�ur diesegilt (�), womit die gesuhte Folge gefunden ist.Wir beweisen jetzt zun�ahst die gew�unshte Ungleihung f�ur f 2 C10 (�) per Induktionnah N . Vorab bemerken wir, da� in diesem FallA�f = �Af � (��)f � 2(r�;rf) (��)ist.Induktionsanfang: N = 1: Nah (��)kA�fk20 � (k�Afk0 + k(��)fk0 + 2 k(r�;rf)k0)2� 6� �kAfk20 + kfk20 + k(r�;rf)k20� :Die ersten beiden Terme sind shon von der geforderten Form. Wir sh�atzen nun den drittenTerm ab. Dazu bezeihnen wir mit �V die harakteristishe Funktion von fp 2 � j V (p) �0g. Nah Voraussetzung ist also (1� �V )V beshr�ankt. Damit berehnen wirk(r�;rf)k20 = Z� (r�;rf)(r��;r �f) dVol(p)� Z� (r�;r��)(rf;r �f) dVol(p);wobei wir die CS-Ungleihnung auf  angewendet haben,� 6� Z� (rf;r �f) dVol(p)=6�hf;��fi� 6�hf; (��+ �V V )fi� 6� �kfk20 + k(��+ �V V )fk20�= 6� �kfk20 + k(A� (1� �V )V )fk20�= 6��(1 + 2 sup� ((1� �V )V )) kfk20 + 2 kAfk20�� 6�;V �kfk20 + kAfk20� :Die entsprehende Ungleihung f�ur die Normen selber und niht f�ur deren Quadrat erh�altman sofort aus der obigen. 71



A. Der Beweis von Lemma 2.1.8Induktionsshritt: Angenommen, die Ungleihung gelte f�ur N , d.h. es gibt Konstanten�;V;k, k = 1; : : : N , so da�Ak�f0 � �;V;k kXl=0 Alf0 ; 8f 2 C10 (�) k = 1; : : : Ngilt. Seien wiederum �; f 2 C10 (�) vorgegeben. Wir erhalten nah (��)AN+1�f20 � 2�AN�Af20 + AN (��)f+ 4AN(r�;rf)� :Die beiden ersten Terme k�onnen mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung abgesh�atzt werden.Wir betrahten den Term AN(r�;rf):Unter Verwendung der Formeln (abstrakte Indexnotation!)[A; h℄ = ��h� 2rahra;[A;ra℄Tb1:::bm = � mXj=1 �rR eabj +R eabjr�Tb1:::bj�1ebj+1:::bm�R ea reTb1:::bm � (raV )Tb1:::bm ;mahen wir aus AN(r�;rf) eine Summe von TermenAN(r�;rf) =Xi F ��:::(i1) r� : : :r�F ��:::(i2) r� : : :r� : : : Arif: (� � �)Dabei sollen die � Indies andeuten, �uber die in irgendeiner Weise kontrahiert wird. DieTensoren F(ij) enthalten den Kr�ummungstensor und die Funktionen � und V sowie derenAbleitungen. Weiterhin gilt� Zu festem i hat mindestens ein F(ij) kompakten Tr�ager, denn in jedem Summandenmu� die Funktion � oder eine ihrer Ableitungen mindestens einmal vorkommen.� Die Anzahl ki der (unter anderem) auf f wirkenden kovarianten Ableitungen, dieniht in einem der Ari enthalten sind, erf�ullt die Ungleihungri + ki � N + 1:Denn: Wir starten mitAN(r�;rf), also mit einer kovarianten Ableitung undN maldem Operator A, und die verwendeten Vertaushungsrelationen erh�ohen die Summeaus Anzahl der As und Anzahl der auf f wirkenden kovarianten Ableitungen niht.Wir formen weiter um: Mittels [f;ra℄ = �(raf)72



bringen wir die kovarianten Ableitungen aus (� � �) nah links und erhaltenAN(r�;rf) =Xi;j ra1 : : :ralij (Ga1:::alij(ij) Arif):Dabei sind die G(ij) wiederum Tensorfelder mit kompaktem Tr�ager und es giltlij + ri � N + 1:Diese Terme k�onnen wir jetzt unter Verwendung der G�arding-Ungleihung absh�atzen.Wir nehmen dazu f�ur den Moment an, supp� l�age unter der Koordinatenumgebung Ueiner Karte (U; �) und sh�atzen ab:AN(r�;rf)20 � Xi;j ra1 : : :ralij (Ga1:::alij(ij) Ari)20� 6Xi;j Xa1:::alij ��Ga1 :::alijArif2lij ;indem die Christo�el-Symbole und ihre Ableitungen aus den kovarianten Ableitungen aufsupp� abgesh�atzt wurden. Da wir wissen, da� der betrahtete Term glatt ist und kom-pakten Tr�ager hat, k�onnen wir jetzt die G�arding-Ungleihung anwenden:� 6Xi;j Xa1:::alij ���Ga1:::alijArif20 + ��Adlij=2eGa1:::alijArif20�� 6Xi kArifk20+ 6Xi;j Xa1:::alij Adlij=2eGa1:::alijArif20| {z }(�) :Sofern nun dlij=2e � N ist, k�onnen wir auf die Terme (�) die Induktionshypothese anwen-den und erhalten insgesamt eine Absh�atzung der gew�unshten Form. (Der �Ubergang vonder Ungleihung f�ur die Quadrate der Normen zur Ungleihung f�ur die Normen selber istelementar.)Da lij + ri � N + 1 ) lij � N + 1 gilt, ist tats�ahlih dlij=2e � N f�ur N � 1, wie mansih leiht �uberzeugen kann. Insofern haben wir das Gew�unshte zumindest shon f�ur denFall gezeigt, da� supp� unter einer Koordinatenumgebung liegt.Der allgemeine Fall ist damit jedoh auh niht mehr shwierig: Da � parakompakt ist,k�onnen wir uns eine lokal endlihe �Uberdekung durh Kartenumgebungen (Ui) und einedieser untergeordneten Teilung (�i) der Eins besha�en. Dann sh�atzen wir ab:AN+1�f0 �Xi AN+1�i�f0 :In der Summe sind nur endlih viele Terme von Null vershieden. Diese k�onnen wir jetztwie oben absh�atzen. 73



A. Der Beweis von Lemma 2.1.8Shlu�: Bisher haben wir die gew�unshte Ungleihung lediglih f�ur f 2 C10 (�) gezeigt.Der allgemeine Fall ergibt sih daraus jedoh sofort mit Hilfe von Lemma A.1.2:Sei f 2 Tl�N dom �Al�, N 2 N gegeben. Dann gibt uns Lemma A.1.2 eine Folge (fi) vonFunktionen aus C10 (�) in die Hand, f�ur dieAlfl ! Alf; l = 0; 1; : : : Ngilt. Durh Induktion haben wir gezeigt, da� es eine Konstante �;A;N gibt, so da�AN�(fj � fi)0 � �;P;N NXl=0 Al(fj � fi)0ist. An dieser Ungleihung sehen wir, da� AN�fi eine Cauhy-Folge sein mu�, also gegenein Element aus L2(�) konvergiert. Dieses Element kann aber nur AN�f sein, denn ANist selbstadjungiert, der Graph von AN also abgeshlossen. Insofern k�onnen wir in derUngleihung AN�fi0 � �;P;N NXl=0 Alfi0auf beiden Seiten den Grenz�ubergang durhf�uhren und erhalten das gew�unshte Ergebnis.
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B. Der Beweis von Satz 2.7.6In diesem Anhang wollen wir die  DO -Eigenshaft f�ur den Operator I1 aus Abshnitt 2.7.2nahweisen. Dazu ben�otigen wir zun�ahst einige Eigenshaften von �, dem halben Quadratdes geod�atishen Abstandes auf einer Riemannshen Mannigfaltigkeit (�; ):� erf�ullt in Koordinaten in einer normalen Umgebung die folgenden Gleihungeni:[r1ir1j�℄(x) = ij(x); (1)[�i�℄(x) = 0; (2)�(x; y) = 12ij(x)�xi�(x; y)�xj�(x; y): (3)Des weiteren gelten die folgenden Ungleihungen:Lemma B.1.3. Sei K ein Kompaktum in einer normalen Koordinatenumgebung U (zu-geh�orige Kartenabbildung: �) von �. Dann gibt es1. Konstanten K ; 0K , so da�jx� yj2 � K�(x; y) � 0K jx� yj2 8x; y 2 �(K)ist.2. eine Konstante 00K , so da�j�i�(x; y)j � 00K jx� yj 8x; y 2 �(K)ist.3. zu jedem Multiindex � eine Konstante �;K , so da�j(�x + �y)��(x; y)j � �;K jx� yj2 8x; y 2 �(K)ist.4. zu jedem Multiindex � eine Konstante 0�;K , so da�j(�x + �y)��i�(x; y)j � 0�;K jx� yj 8x; y 2 �(K)ist.iDabei steht [f ℄(x) f�ur den sogenannten Koinzidenzlimes f(x; x) einer Funktion f auf dem R2n und �i istdie partielle Ableitung nah einem der Argumente x1; : : : xn, y1; : : : yn von �. 75



B. Der Beweis von Satz 2.7.6Beweis. Erste Aussage: Wir betrahten zun�ahst Punkte (x; y) abseits der Diagonalen.Dazu de�nieren wir(1)� := minjx�yj2�� �(x; y)jx� yj2 ; (2)� := maxjx�yj2�� �(x; y)jx� yj2 :Wegen �(x; y) = 0, x = y ist (1)� > 0 und wegen der Stetigkeit der Quotienten �= j�j aufdem betrahteten Bereih (2)� <1.Es gilt jx� yj2 � 1(1)� �(x; y) � (2)�(1)� jx� yj2 f�ur jx� yj2 � �: (4)Jetzt betrahten wir das Verhalten in der N�ahe der Diagonalen: Wegen�r1ir1j�� = �r1i�1j�� = h�1i�1j� + �kij�1k�i= ��1i�1j��+ �kij [�1k�℄(2)= ��1i�1j��und (1) gilt [�℄ = 0; [�1k�℄ = 0; ��1i�1j�� (y) = ij(y):Analog gilt [jx� yj2℄ = 0; [�1i jx� yj2℄ = 0; h�1i�1j jx� yj2i (y) = Æij :Wie zu erwarten, haben also sowohl �(x; y) als auh jx� yj2 f�ur festes y ein lokales Minimum0 bei x = y.F�ur zun�ahst festes y k�onnen wir nun die positiv de�niten quadratishen Formen ij(y)und 2Æij gegeneinander absh�atzen: Es gibt positive (1)y ; (2)y , so da��i�jÆij < (1)y �i�jij(y) < (2)y �i�jÆij 8� 2 Rn n f0ggilt. Diese quadratishen Formen geben aber nun die Rihtungsableitung { in Rihtung � {der ersten Ableitung der entsprehenden Funktion wiederum in Rihtung � an. Daher gibtes zun�ahst f�ur festes y ein �y > 0 mitjx� yj2 � (1)y �(x; y) � (2)y jx� yj2 f�ur x mit jx� yj2 < �y:Da sowohl (1)y ; (2)y als auh �y stetig von y abh�angen, �nden wir ein Minimum � > 0 von�y auf K sowie Konstanten(1) := maxK (1)y > 0; (2) := maxK (2)y(1)y <1:
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Damit gilt jx� yj2 � (1)�(x; y) � (1)(2) jx� yj2 f�ur x; y mit jx� yj2 < �y:Zusammen mit (4) ergibt das die erste Ungleihung.Zweite Aussage: Wir sh�atzen ab:j�1k�j �qÆij(�1i�)(�1j�) (�)� Kqij(�1i�)(�1j�)(3)= Kp� � 0K jx� yj ;wobei f�ur (�) wieder wie im ersten Teil die quadratishen Formen uniform gegeneinanderabgesh�atzt wurden und im letzten Shritt ein Ergebnis aus dem ersten Teil verwendetwurde.Die Ableitungen �2k� k�onnen wir mit einer analogen Rehnung absh�atzen.Dritte Aussage: Setzen wir zur Abk�urzungf(x; y) := (�1 + �2)��(x; y):Wie im ersten Teil betrahten wir zun�ahst Punkte au�erhalb der Diagonalen: Mit� := maxjx�yj2�� jf(x; y)jjx� yj2 <1gilt jf(x; y)j � � jx� yj2 f�ur jx� yj2 � �: (5)Jetzt untersuhen wir die Situation in der N�ahe der Diagonalen:Zun�ahst beobahten wir, da� ganz allgemein f�ur eine glatte Funktion f(x; y)�i[f ℄(x) = �if(x; x) = (�1if)(x; x) + (�2if)(x; x)= [(�1i + �2i)f ℄(x) (6)gilt. Mit Hilfe dieser Gleihung berehnen wir nun[f ℄ = ��[�℄ = 0;[�1if ℄ = ��[�1i�℄ (2)= 0;��1i�1jf� = ��[�1i�1j�℄ (1)= ��gij :Wir sehen also, da� f(x; y) f�ur festes y bei x = y zwar niht notwendig ein lokales Extre-mum, jedoh zumindest einen Sattelpunkt besitzt. Analog zum ersten Teil �nden wir indieser Situation zumindet ein y, so da����i�j��ij(y)�� < y�i�jÆij 8� 2 Rn n f0g 77



B. Der Beweis von Satz 2.7.6ist und damit ein �y mitjf(x; y)j � y jx� yj2 f�ur x mit jx� yj2 < �y:Wie im ersten Teil kann man sih daher auh Konstanten �;  besha�en, so da�jf(x; y)j �  jx� yj2 f�ur x; y mit jx� yj2 < �gilt. Zusammen mit (5) ergibt das die Behauptung.Vierte Aussage: Da uns kein Analogon der Formel (3) f�ur D�� zur Verf�ugung steht,k�onnen wir niht wie im zweiten Teil des Beweises argumentieren, sondern gehen den glei-hen Weg wie im dritten Teil:Wir f�uhren die Abk�urzungenD� := (�1 + �2); f(x; y) := (D��i�)2ein und setzen � := maxjx�yj2�� jf(x; y)jjx� yj2 <1womit jf(x; y)j � � jx� yj2 f�ur jx� yj2 � � (7)folgt. Weiterhin gilt [f ℄ = [D��i�℄2 (6)= (��[�i�℄)2 = 0;[�1if ℄ = [2D��i�℄[D��1i�j�℄ = 0:Die Matrix der zweiten Ableitungen ist auf der Diagonalen wiederum niht positiv de�nit,f hat also f�ur festes y bei x = y einen Sattelpunkt oder ein lokales Extremum. Wie imdritten Teil shlie�en wir auf die Existenz von Konstanten �; , so da�jf(x; y)j �  jx� yj2 f�ur x; y mit jx� yj2 < �ist. Mit Hilfe von (6) �nden wir also eine Konstante �;K mitjf(x; y)j � �;K jx� yj2 :Ziehen wir auf beiden Seiten die Wurzel, so ergibt sih die Behauptung.Jetzt beweisen wir das folgende Lemma:78



Lemma B.1.4. Sei K � � kompakt und liege unter einer Normalkoordinatenumgebung.Sei � 2 C10 (���). Seien weiterhin Multiindies �; �;  mit jj � j�j sowie � > 0 gegeben.Dann gibt es eine Konstante  (abh�angig von K, Æ und den Multiindies), so da� in lokalenKoordinaten die UngleihungZ dy ���(�x + �y)���y ��(x; y)(y � x)e��(x;y)2� ���� � � 12 (n+jj�j�j) 8x 2 K 8� : 0 < � � �gilt.Beweis. Strategie: Wenn man die Ableitungen des Integranden auf der linken Seite derzu beweisenden Ungleihung ausf�uhrt, erh�alt man i.a. eine Summe von sehr vielen Termen.Wir werden die Integrale dieser Summanden einzeln absh�atzen. Dabei wird es daraufankommen, in geeigneter Weise �uber die Faktoren in den Summanden Buh zu f�uhren, diedas Verhalten f�ur kleine � beeinussen:� Der Faktor ��1, der beim Ableiten der Exponentialfunktion entsteht, maht einenSummanden bei � = 0 singul�arer.� Faktoren, die auf der Diagonalen vershwinden, mahen den betre�enden Summandenbei � = 0 regul�arer. Zu diesen Faktoren geh�oren z.B.(yi � xi); �yi�; (�x + �y)��yi�:Irrelevant hingegen sind Funktionen, die glatt sind, jedoh auf der Diagonalen niht not-wendig vershwinden. Beispiele hierf�ur sind �i�j� oder auh � und alle seine Ableitungen.Diese werden insofern in den folgenden Rehnungen niht genauer betrahtet werden.Die Ableitungen ��y : Wir f�uhren zun�ahst die Ableitungen ��y aus:��y ��(x; y)(y � x)e��(x;y)2� � =Xi 1� ti� (y � x)i� (�y�)�i� ( Irrel. )i�e��(x;y)2� :Dabei numeriert i die entstehenden Terme in irgendeiner Weise durh, �i� ; i� sind ent-sprehend gew�ahlte Multiindies und ( Irrel. )i� enth�alt die von uns als irrelevant erkanntenTerme.Entsheidend ist nun f�ur uns die folgende Tatsahe: Es gilt f�ur alle i; �; :2ti� + jj � j�j � j�i� j+ ji� j : (8)Diese Ungleihung beweisen wir per vollst�andiger Induktion nah j�j:Verankerung: F�ur j�j = 0 hat die obige Summe nur einen Term. Er werde, sagen wir,durh i = 0 gekennzeihnet. Mithin giltj�j = j�0� j = 0; jj = j0� j ; t0� = 0 79



B. Der Beweis von Satz 2.7.6und Beziehung (8) ist erf�ullt.Induktionsshritt: Gegeben sei nun der i-Term aus der Summe zu �; . Angenommen,er erf�ullt (8). Wir leiten diesen Term nah yj ab. Indem wir die Kettenregel anwenden,erhalten wir eine Summe4Xl=1 1� tl�0 (y � x)l�0 (�y�)�l�0 ( Irrel. )l�0e��(x;y)2� :Dabei ist �0j = �j + 1, �0k = �k f�ur k 6= j. Es giltl Ableitung wirkte auf tl�0 ���l;�0�� ��l;�0��1 exp(��=2�); ti� + 1 j�i� j+ 1 ji� j2 (�y)�i� ; ti� j�i� j � 1 ji� j3 (y � x)i� ; ti� j�i� j ji� j � 14 ( Irrel. )i� ; ti� j�i� j ji� jUnter Beahtung von j�0j = j�j + 1 und der Induktionshypothese liest man jetzt aus derTabelle ab, da� f�ur jeden einzelnen Term tats�ahlih2tl�0 + jj � ���0�� � ���l�0��+ ��l�0��gilt, womit (8) gezeigt ist.Die Ableitungen (�x + �y)�: Jetzt m�ussen wir die Wirkung der restlihen Ableitungenuntersuhen. Wir verwenden die Abk�urzungenD� := (�x + �y)� sowie �(i) := �i� ; (i) := i� ; et.und berehnenD�� 1� ti (y � x)(i)(�y�)�(i)( Irrel. )ie��(x;y)2� �= (y � x)(i)Xj 1� ti+kij �D�(ij)(�y�)�(i)��DÆ(ij)(D�)�(ij)� ( Irrel. )ije��(x;y)2� :Dabei numeriert j wiederum die enstehenden Terme durh, (ij) et. sind entsprehendgew�ahlte Multiindies, die nat�urlih auh noh von �; � und  abh�angen.Die genaue Struktur von (ij); Æ(ij); Æ(ij) ist niht wihtig, wir halten jedoh fest, da����(ij)�� = kij (9)ist.Shlu�: Wir k�onnen jetzt absh�atzen:���D���y � : : :�����6K�K�KXij 1� ti+kij jy � xj(i) ���D�(ij)(�y�)�(i)��� ���DÆ(ij)(D�)�(ij) ��� e��(x;y)2� ;
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weil die irrelevanten Terme glatt sind und kompakten Tr�ager in K�K haben. �K�K meintdie harakteristishe Funktion von K �K.�6K�K�KXij 1� ti+kij jy � xjj(i)j+j�(i)j+2j�(ij)j e�6K jy�xj22�wegen Lemma B.1.3.�6K;��K�KXij 1� ti+kij jy � xj2ti+jj�j�j+2kij e�6K jy�xj22�denn wegen (8) und (9) ist��(i)��+ ���(i)��+ 2 ���(ij)�� � 2ti + jj � j�j+ 2kij :Fassen wir das bisher Erreihte zusammen:Z dy ���(�x + �y)���y � : : :���� �6K;�Xij 1� bij Z dy jx� yjaij e�6K jy�xj22� : (10)Dabei wurden die Abk�urzungenaij = 2ti + jj � j�j+ 2kij bij = ti + kijverwendet. Betrahten wir den ij-Term separat:1� bij Z dy jx� yjaij e�6K jy�xj22�= 1� bij ZR dy1 � � � ZR dyn  nXl=1 jyl � xlj2!aij=2 exp � 61� nXm=1 jym � xmj2!=6n 1� bij 1Z0 p�ds1 � � � 1Z0 p�dsn  nXl=1 �s2l!aij=2 exp � 6 nXm=1 jsmj2!via Substitution sl = ��1=2 jyl � xlj,=6� 12 (n+aij)�bij :Einsetzen in (10) liefert jetzt das Gew�unshte:Z dy ���(�x + �y)���y � : : :���� �6Xij � 12 (n+aij)�bij =6� 12 (n+jj�j�j):
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B. Der Beweis von Satz 2.7.6Jetzt haben wir alle Werkzeuge beisammen, um den entsheidenden Satz zu beweisen:Satz B.1.5. I1 ist ein  DO aus 	0(�).Beweis. Strategie: Wir wollen das in Lemma 2.1.5 angegebene Kriterium f�ur die  DO-Eigenshaft verwenden. Nah Korollar 2.7.5 ist I1 : C10 (�)! C1(�) stetig und hat einenIntegralkern, der abseits der Diagonalen glatt ist.Um das in Lemma 2.1.5 gegebene Kriterium f�ur die  DO -Eigenshaft anzuwenden, bleibtalso nur noh die Absh�atzung der f�ur eine geeignete �Uberdekung (Ui) de�nierten Funk-tionen ai(x; �) auszuf�uhren. Dies wollen wir im folgenden tun:Die Funktionen ai(x; �): Als �Uberdekung von � durh Kartenumgebungen verwendenwir eine �Uberdekung (Ui) durh konvexe normale Umgebungen (Satz 1.2.2). Aus diesengreifen wir uns eine beliebige Umgebung U heraus und bezeihnen die zugeh�orige Kar-tenabbildung mit �. F�ur �; �0 aus C10 (�U) de�nieren wir wie in Lemma 2.1.5a(x; �) : = �(x)e��(x)��I1���0e�= Z� dy ei�(y�x) ÆZ0 d� f(�) k(0)Xl=0 ��n=2+l�l(x; y)e��(x;y)2� :Dabei wurde die Abk�urzung�l(x; y) = jdet j1=2 (x) jdet j1=2 (y)�(x)�0(y)�(x; y)Ul(x; y)verwendet. Wir w�ahlen ein beliebiges k � j�j und sh�atzen ab:����ki ��x ��� a(x; �)��� ;� �������ki ��x Z� dy (y � x)�ei�(y�x) ÆZ0 d� f(�) k(0)Xl=0 ��n=2+l�l(x; y)e��(x;y)2� ������ ;denn wir k�onnen die �-Ableitungen in das Integral hineinziehen, da sih die �-Ableitungendes Integranden unabh�angig von � durh j�j���n=2 (Lemma 2.7.1) integrabel majorisierenlassen. = �������ki ��x ÆZ0 d� Z� dy (y � x)�ei�(y�x)f(�) k(0)Xl=0 ��n=2+l�l(x; y)e��(x;y)2� ������ ;wobei wiederum die Absh�atzung aus Lemma 2.7.1 die Integralvertaushung erm�ogliht.= ��������x ÆZ0 d� Z� dy ei�(y�x)�kyi0�f(�) k(0)Xl=0 ��n=2+l�l(x; y)(y � x)�e��(x;y)2� 1A������ ;82



indem die �i unter das Integral gezogen, als Ableitungen nah yi von exp i�(y�x) geshrie-ben und shlie�lih per partieller Integration auf den Rest des Integranden hin�ubergew�alztwurden.Jetzt m�ussen noh die Ableitungen nah x durh die � -Integration gezogen werden. Dazum�ussen wir die Ableitung des Integranden unabh�angig von x integrabel majorisieren. Diewesentlihe Arbeit dazu ist shon in Lemma B.1.4 geleistet. Wir berehnen:��������x Z� dy ei�(y�x)�kyi0�f(�) k(0)Xl=0 ��n=2+l�l(x; y)(y � x)�e��(x;y)2� 1A������= jf(�)j k(0)Xl=0 ��n=2+l ������Z� dy ��x �ei�(y�x)�kyi ��l(x; y)(y � x)�e��(x;y)2� �������� ;da der Integrand des y-Integrals glatt mit kompaktem Tr�ager ist,= jf(�)j k(0)Xl=0 ��n=2+l ������Z� dy ei�(y�x)(�x + �y)���yi ��l(x; y)(y � x)�e��(x;y)2� ������� ;indem �xl exp(i�(y � x)) = ��yl exp(i�(y � x)) ausgenutzt und anshlie�end partiell inte-griert wurde�6 jf(�)j k(0)Xl=0 � 12 (j�j+l�k)wegen Lemma B.1.4. Das ist unabh�angig von x und integrabel in � auf [0; Æ℄, da jf(�)jintegrierbar auf [0; Æ℄ und k � j�j ist.Mit dieser Absh�atzung haben wir zweierlei gezeigt:1. a(x; �) ist glatt in beiden Argumenten zusammen.2. ����j�ji ��x��� a(x; �)��� �6.Aus 2. m�ussen wir jetzt nur noh shlie�en, da� a tats�ahlih die Ungleihungen (2.3)erf�ullt. Das ist aber niht mehr shwierig: Da es eine positive Konstante 6 gibt, so da�j�jj�j �6 nXj=1 j�jjj�jist, erhalten wir j�jj�j �����x ��� a(x; �)��� �6: 83



B. Der Beweis von Satz 2.7.6Es gilt auh �����x ��� a(x; �)��� �6, womit shlussendlih) (1 + j�j) �����x��� a(x; �)��� 1j�j �6) �����x ��� a(x; �)��� �6 (1 + j�j)�j�j :
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