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1. Einfithrung

1.1. Hintergrund und Ziel der Arbeit

Die heutige Physik kennt zwei fundamentale Beschreibungsweisen der Natur, die allgemeine
Relativititstheorie Einsteins einerseits und die Quantenfeldtheorie andererseits. Wegen der
konzeptionellen Verschiedenheit beider Theorien scheinen alle Versuche ihrer Vereinigung
auf absehbare Zeit zum Scheitern verurteilt zu sein. Trotzdem kann die Untersuchung von
Vorstufen einer solchen vereinheitlichten Theorie wichtige Einsichten in das Zusammenspiel
von Gravitation und Quantenfeldtheorie liefern.

Eine solche Vorstufe stellt die sogenannte Quantenfeldtheorie auf gekriimmten Raumzei-
ten dar, in deren Rahmen auch die vorliegende Arbeit angesiedelt ist. Es handelt sich
dabei um die semiklassische Theorie der Quantenfelder auf einem klassisch beschriebenen
Raumzeit-Hintergrund. Ihr spektakuldrster Erfolg war die Voraussage einer duch Quan-
teneffekte bedingten Temperaturstrahlung schwarzer Locher durch Hawking [9] (vergleiche
auch die Monographie [34]).

Um eine Basis fiir die mathematisch rigorose Untersuchung dieses Effektes zu liefern, wur-
den von B. Kay in den Arbeiten [15], [16], [17] Grund- und Temperaturzustinde fiir das
freie skalare Feld auf bestimmten Keilregionen der Schwarzschild-Kruskal-Raumzeit (im
folgenden kurz SK-Raumzeit genannt) konstruiert.

Ein schwieriges Problem im Rahmen der Quantenfeldtheorie auf gekriimmter Raumzeit
stellt die Auswahl physikalischer Zustinde des Quantenfeldes dar. Wihrend im Minkowski-
raum unter Zuhilfenahme seiner Symmetrie ein eindeutiger Vakuumzustand ausgezeichnet
werden kann, lisst eine generische Raumzeit wegen des Fehlens von Symmetrien ein solches
Vorgehen nicht zu.

Ein Vorschlag fiir ein Kriterium zur Auswahl physikalischer Zustéinde, welches auf freie
Theorien auf allgemeinen Raumzeiten angewandt werden kann, ist die sogenannte Hada-
mard-Bedingung. Dabei handelt es sich um eine Bedingung an das Kurzabstands- bzw.
Hochenergieverhalten des Zustandes.

Die Hadamard-Bedingung ist inzwischen relativ gut untersucht und verstanden ([23], [19],
[28], [14]) und es gibt weitreichende Vorschlige zu ihrer Verallgemeinerung ([30], [1]). Als
notwendiges Kriterium fiir physikalische Zusténde ist sie bzw. geeignete Verallgemeinerun-
gen nunmehr unumstritten.

Motivierend fiir die vorliegende Arbeit war die Beobachtung, dafy die Hadamard-Bedingung
fiir die zuvor erwidhnten Zustinde auf der Schwarzschild-Kruskal-Raumzeit bisher nicht
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bewiesen wurde. Zwar geben einem die Arbeiten [5] und [14] Werkzeuge in die Hand, die
zur Uberpriifung der Hadamard-Eigenschaft in konkreten Situationen verwendet werden
konnen. Diese sind jedoch nicht auf die SK-Raumzeit anwendbar: Der in [5] gegebene Be-
weis der Hadamard-Bedingung fiir Grundzustinde des freien Skalarfeldes auf statischen
Raumzeiten verwendet eine Bedingung an die Metrik, die auf der Schwarzschild-Raumzeit
nicht erfiillt ist, weil deren Killing-Vektorfeld am Schwarzschild-Radius lichtartig wird, des-
sen Norm also nicht echt positiv von unten beschrinkt ist.

Die in der Arbeit [14] gegebenen allgemeineren Methoden sind ohne weiteres nur auf Raum-
zeiten anwendbar, die eine kompakte Cauchy-Fliache besitzen, denn sie bendtigen ein Re-
sultat aus der Theorie der Pseudodifferentialoperatoren, das — soweit uns nach intensiver
Literaturrecherche bekannt ist — nur fiir den Fall einer kompakten Riemannschen Mannig-
faltigkeit in der mathematischen Literatur bewiesen wurde. Es handelt sich dabei um die
Aussage, dafl der Operator

(A4 V)72

(A ist der Laplace-Beltrami-Operator, V' aus einer bestimmten Klasse skalarer Potentiale)
ein Pseudodifferentialoperator ist.

Da die Cauchy-Flichen der SK-Raumzeit nicht kompakt sind, ist die Verwendung der
Resultate aus [14] also zunéchst ebenfalls nicht moglich.

Ziel dieser Arbeit soll es sein, Sdtze iiber das Vorliegen der Hadamard-Eigenschaft zu be-
weisen, die auch in der oben geschilderten Situation anwendbar sind. Dazu werden wir zwei
verschiedene Wege beschreiten:

Im ersten Teil der Arbeit werden wir versuchen, das besagte, zur Anwendung der Methoden
aus [14] auf Raumzeiten mit nichtkompakten Cauchy-Flichen fehlende mathematische Re-
sultat zu etablieren. Dies gelingt uns unter bestimmten Zusatzannahmen, die jedoch im Fall
der SK-Raumzeit aufgrund der Ergebnisse aus [17] erfiillt sind. Allerdings haben wir bei
der Beschiftigung mit diesen Fragen in der Beweisfiihrung aus [14], wiederum im Zusam-
menhang mit dem Vorliegen einer nichtkompakten Cauchy-Fliche, eine Liicke festgestellt,
so daf} deren Anwendbarkeit in dem uns interessierenden Fall weiterhin nicht geklért ist.
In einem zweiten Teil der Arbeit werden wir einen sehr viel direkteren Zugang wéhlen:
Wir verwenden unter Zuhilfenahme starker Resultate aus der mikrolokalen Analysis die
physikalischen Grundlagen der Theorie und beweisen so, im Vergleich zum ersten Ansatz
miihelos, die Hadamard-Eigenschaft fiir Grundzustinde des freien Skalarfeldes auf stati-
ondren Raumzeiten ohne weitere Zusatzannahmen.

Im letzten Teil zeigen wir, wie sich die zuvor entwickelten Methoden auf die Zustéinde auf
der SK-Raumzeit anwenden lassen. Wir beweisen dabei die Hadamard-Eigenschaft sowohl
fiir den Grund- als auch fiir die Temperaturzustinde aus [17].
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1.2. Geometrische Grundlagen

Da wir es in dieser Arbeit hiufig mit Mannigfaltigkeiten zu tun haben werden, wollen
wir in diesem Abschnitt einige der damit verbundenen Konventionen, Definitionen und
Werkzeuge in Erinnerung rufen. Gleichzeitig dient dieser Abschnitt dazu, die in diesem
Zusammenhang von uns verwendete Notation zu fixieren.

Mannigfaltigkeiten: Die Definition einer Mannigfaltigkeit soll hier nicht wiederholt wer-
den. Wir verweisen dazu auf die Standardliteratur. Alle im Text auftauchenden Mannigfal-
tigkeiten sollen zusammenhingend, parakompakt (s.u.) und C* sein. Raumzeiten haben
die Dimension s + 1, wir versehen sie mit der Signatur 1 — s, bezeichnen sie mit M und
ihre Metriken mit g. Riemannsche Mannigfaltigkeiten und Mannigfaltigkeiten ohne Metrik
werden von uns mit Y, ihre Dimension mit n und ihre Metriken gegebenenfalls mit ~y
bezeichnet.

Eine Karte einer Mannigfaltigkeit > bezeichnen wir mit (U,7), dabei ist U C X und
w3 — R

Differenzierbare Abbildungen: Sei ¥ eine C'*°-Mannigfaltigkeit. Eine Funktion f : ¥ —
C heiBt C”, wenn fiir beliebige Karten (U, ) die Funktionen f(7~!.) in C"(nU) liegen.
Entsprechend nennen wir sie glatt (C°°), wenn sie in allen Karten glatt ist.

Durch analogen Riickgriff auf die Karten wird auch allgemeiner die Differenzierbarkeit fiir
Abbildungen zwischen zwei beliebigen Mannigfaltigkeiten definiert.

Zerlegung der Eins: Ein topologischer Raum T heifit parakompakt, wenn jede Uber-
deckung (U;) von T eine Verfeinerung Uj besitzt, die lokal endlich ist, d.h. zu jedem K € T!
gilt K N U; # 0 nur fiir endlich viele Indices .

Sei ¥ eine C'*°-Mannigfaltigkeit. Eine Zerlegung der FEins auf ¥ ist eine Familie (¢;) von
Funktionen ¢; € C§°(X) auf X, so daB

0<¢i <1, Z¢i=1-

Ist eine offene Uberdeckung (U;) von ¥ gegeben, so heifit (¢;) der Uberdeckung unterge-
ordnet, wenn es zu jedem Index i einen Index j gibt, so daf} supp ¢; C U; ist. Zu gegebenem
(U;) kann eine solche Zerlegung der Eins immer gefunden werden.

Ist (U;) lokal endlich und sind die einzelnen Uj; relativ kompakt, so findet man sogar eine
untergeordnete Zerlegung der Eins (¢;) derart, dal zu jedem Index j supp ¢; C U; gilt.
Alle im folgenden auftretenden Mannigfaltigkeiten werden als parakompakt angenommen,
und wenn wir von einer untergeordneten Zerlegung der Eins sprechen, dann meinen wir
immer eine in dem eben erlduterten speziellen Sinn.

Pullback und Tangentialabbildung: Seien 3, %' C°°-Mannigfaltigkeiten, ¢ : ¥ — ¥’
eine invertierbare Abbildung zwischen ihnen und f eine Funktion auf ¥’. Dann bezeichen

i€’ meint ‘kompakte Teilmenge von’.
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wir mit ¢*f den Pullback

¢*f(p) :== f(¢(p), peX

von f nach ¥. Den ‘inversen Pullback’ (¢~')* notieren wir als ¢,.

Ist ¢ differenzierbar, so erhalten wir die von uns ebenfalls mit ¢, bezeichnete Tangential-
abbildung ¢, : TY. — TY' vermoge

bi(p, X) 1= (¢(p), X) mit X'(f) := X (¢ f), X € T, %, f differenzierbar.

Die inverse Abbildung (¢~'), bezeichnen wir wiederum mit ¢*.

Indem wir die Dualitét zwischen Tangential- und Kotangentialraum ausnutzen, gewinnen
wir auch eine Abbildung ¢* : T*Y — T*X, indem wir fiir alle Vektorfelder X auf ¥ und
alle 1-Formen A auf ¥’

(9" A)(X) := A(¢.X) (1.1)

setzen. Auch hier bezeichnen wir wieder die Inverse mit ¢,.

Wir hoffen, dafl die gleichen Bezeichungen fiir verschiedene Abbildungen nicht zu Verwir-
rung fithren. Diese Notation hat den Vorteil, daf§ die Position des * immer die Richtung
der betreffenden Abbildung angibt. Welche Objekte abgebildet werden, sollte aus dem Zu-
sammenhang ersichtlich sein.

Integration: Ein konsistentes, koordinatenunabhingiges Lebesgue-Integral auf einer n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit ist fiir n-Formen gegeben. Sollen Funktionen integriert wer-
den, miissen diese also zuvor mit einer n-Form multipliziert werden.

Es besteht eine eindeutige Abbildung zwischen n-Formen und skalaren Dichten vom Ge-
wicht +1. Daher ist auch durch eine solche Dichte ein Integralbegriff fiir Funktionen gege-
ben.

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (X,) existiert eine ausgezeichnete n-Form, die
sogenannte Volumenform. Diese bezeichnen wir als dVol, und schreiben das betreffende
Integral fiir eine Funktion f als [ f dVol, oder [ f(p) dVol,(p) um die Integrationsvariable
zu kennzeichnen.

Hat f Trager unter einer Karte (U,7) und sind v;;(z) die Komponenten von + in den
betreffenden Koordinaten, so ist

/fdvol7 = /w*f(z)det(%j)(z)|1/2 d"z,
R
dabei ist fR" das gewohnliche Lebesgue-Integral auf dem R™.

Normale Umgebungen, geoditischer Abstand: Sei ¥ eine (Pseudo-)Riemannsche
Mannigfaltigkeit.
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Definition 1.2.1. Eine zusammenhingende offene Menge U C ¥ heifit normale Umge-
bung, sofern es zu irgend zwei Punkten p, ¢ aus U genau eine ganz in U liegende, p und ¢
verbindende Geodite gibt.

Fiir zwei Punkte p,q aus einer normalen Umgebung definieren wir den geodétischen Ab-
stand r(p,q) zwischen p und ¢ als die Linge der in U liegenden eindeutigen, p und ¢
verbindenden Geodéte.

Wichtig ist das folgende Ergebnis von Whitehead (zitiert nach [4], Sec. 1.2)

Satz 1.2.2. Jeder Punkt einer (Pseudo-)Riemannschen C*-Mannigfaltigkeit besitzt eine
normale Umgebung.

Fiir unsere spiteren Rechnungen erweist es sich auch noch als praktisch, die (im Gegensatz
zum geoditischen Abstand r glatte) Funktion o := 1r?

Die Rdume C§°(X),C*>°(X): Wir wollen die Mengen der glatten Funktionen bzw. der
glatten Funktionen mit kompaktem Triger auf einer Mannigfaltigkeit 3 als lokalkonvexe
Riume definieren. Dies ist ohne weiteres und in kompletter Analogie zum R” méglich:
Wir fixieren dazu eine Uberdeckung U; von ¥ durch Kartenumgebungen von Karten (U, ;)
und eine zugehérige, der Uberdeckung untergeordnete Zerlegung ¢&; der Eins. Mit deren Hilfe
definieren wir jetzt die Schar'

Flog = Y sup [0°m (xif)] (1.2)

i fa<k 08

einzufiithren.

von Halbnormen fiir glatte Funktionen f und £ € N, K € . W&hlt man eine andere
Uberdeckung und Zerlegung der Eins, so erhilt man eine andere Schar von Halbnormen
||;€K Diese sind jedoch dquivalent zu den urspiinglichen (siehe dazu z.B. [4]), d.h. zu jedem
k, K gibt es Konstanten c, ', so daf}

flog Sclflx < Uflex VFECEE)

gilt. Die beiden verschiedenen Halbnormensysteme generieren also die gleichen Topologien.
Deshalb unterscheiden wir die verschiedenen Halbnormensysteme im folgenden auch nicht
in der Notation.

Konvergenz in C*°(3) wird nun definiert als Konvergenz in allen obigen Halbnormen.
Folgenkonvergenz in C§°(X) wird definiert als Konvergenz beziiglich aller Halbnormen wie
oben, wobei zusétzlich alle Folgenglieder ihren Tréiger in einem gemeinsamen Kompaktum
haben miissen. Die volle Definition der Topologie ist in diesem Fall etwas komplizierter

iHjer und im folgenden bezeichnen «,8,... Multiindices, d.h Elemente aus Ni. Wir setzen fiir einen
Multiindex o = (@1, ... ,arn) und ein beliebiges n-komponentiges Objekt z = (z1,... ,Zn)

n n
la| := Zak, %= Hmzk
k=1 k=1
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(‘induktiver Limes’), wird aber von uns im folgenden nicht benétigt und soll deswegen
auch hier nicht genauer besprochen werden.

Die Riume D'(X),E'(X): Wir definieren nun die Rdume D'(X) und £'(X) als Riume
der stetigen linearen Funktionale iiber C3°(X) bzw. C>°(%). 1

Wir wollen noch unsere Notation abrunden. Seien dazu ¥ und ¥’ Mannigfaltigkeiten und
¢ : 3 — X' eine invertierbare Abbildung. Dann erkliren wir

¢« : D'(Z) = D'(X),  dsul) :==u(¢"™)

und ¢ = ($)"".

Weitere Konventionen:

e Auf einer (Pseudo-)Riemannschen Mannigfaltigkeit (3,7) induziert die Metrik
einen Isomorphismus zwischen 7" und T'3. Insbesondere definieren wir zu { € T;%
ein Element ¢# € T,% geméaf

€= y(E4, ).

e Zwei Punkte p, g einer Raumzeit M heiflen akausal, sofern es keine kausale (d.h. zeit-

oder lichtartige) glatte Kurve in M gibt, die p und ¢ verbindet. Wir notieren das als
pXq.
Sei M zeitorientierbar und V. C M. Mit J*(V), J~ (V) bezeichnen wir die kausale
Zukunft bzw. Vergangenheit von V' d.h. alle Punkte, die durch zukunftsgerichtete bzw.
vergangenheitsgerichtete kausale glatte Kurven mit einem Punkt aus V verbunden
werden kénnen. Wir setzen J(V) := JT (V) U J~ (V).

Um den Umgang mit den Karten einer Mannigfaltigkeit 3 etwas zu vereinfachen, wollen
wir noch einige Vereinbarungen beziiglich der Notation treffen:

e Die Buchstaben p, g bezeichnen Punkte der Mannigfaltigkeit 3. Mit z,y bezeichnen
wir hingegen Punkte im R".

e Sprechen wir iiber eine Funktion f auf ¥ und wollen ihren Wert an einem bestimm-
ten Punkt p der Mannigfaltigkeit angeben, so schreiben wir f(p). Betrachten wir f
hingegen in den Koordinaten einer lokalen Karte (U, 7), so schreiben wir gelegentlich
f(z) mit x € 7U und meinen eigentlich . f (z).

HiWir weisen darauf hin, da wir damit nicht der gebriuchlichen Konvention folgen. Ublicherweise werden
die stetigen linearen Funktionale iiber obigen Rédumen als Distributionsdichten bezeichnet und deren
RAume anders notiert. Distributionen sind dann Objekte, die erst noch mit einer Dichte multipliziert
werden miissen, um Funktionale zu werden.

10
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1.3. QFT auf stationaren und statischen Raumzeiten

1.3.1. Stationdre und statische Raumzeiten

Méchte man Quantenfeldtheorie auf generischen Raumzeiten betreiben, so st6ft man auf
schwerwiegende Probleme, die durch die moglicherweise komplizierte Raumzeit-Geometrie
und -Topologie verursacht werden:

Einerseits ist die Formulierung der Kinematik fiir quantenfeldtheoretische Modelle schwie-
rig, denn eine moglicherweise ‘zerrissene’ oder ‘durchlocherte’ kausale Struktur der Raum-
zeit macht wohlgestellte Anfangswertprobleme fiir Feldgleichungen unmdglich.
Andererseits ist, wie oben schon geschildert, wegen fehlender Symmetrien die Charakteri-
sierung physikalischer Zustinde schwierig.

In der vorliegenden Arbeit entschirfen wir beide Probleme, indem wir zusétzliche Annah-
men iiber die Raumzeiten machen, mit denen wir arbeiten. Diese Annahmen sind gegeniiber
der Situation auf generischen Raumzeiten starke Einschréankungen. Es wird sich jedoch zei-
gen, daf} sie trotzdem viele physikalisch interessante Modelle einschlieflen.

Globale Hyperbolizitit: Als Forderung an die kausale Struktur der Raumzeit stellen wir
die der globalen Hyperbolizitat:

Definition 1.3.1. Eine Raumzeit M heifit global hyperbolisch, sofern sie eine sogenannte
Cauchy-Fliche besitzt, d.h. eine glatte Hyperfliche ¥ C M, so daf} jede kausale Kurve
ohne Endpunkte ¥ genau einmal schneidet.

Eine global hyperbolische Mannigfaltigkeit M hat eine relativ einfache kausale Struktur:
Es gibt keine geschlossenen kausalen Kurven und solche treten auch nicht bei kleinen De-
formationen von M auf. Globale Hyperbolizitit hat weitere Konsequenzen, die fiir uns von
Interesse sind:

Ist M global hyperbolisch, so ist die Topologie von M relativ einfach. Ist > eine Cauchy-
Fliache von M, so gilt M ~ R x X. Insbesondere liegt also jeder Punkt von M auf einer
zu Y homéomorphen Cauchy-Fléche.

Zum anderen sind Anfangswertprobleme fiir hyperbolische Differentialgleichungen mit An-
fangswerten auf einer Cauchy-Flache wohlgestellt (siehe z.B. [3]). Dies wollen wir fir den
Fall der Klein-Gordon-Gleichung etwas konkreter fassen: Seien dazu die Abbildungen

po: CP(M) — C*(X), F+— F|x

p1 - COO(M) — COO(Z), F— (n“@aF)|g (13)

einer Funktion auf einer global hyperbolischen Raumzeit M auf ihre Anfangsdaten auf
einer Cauchy-Fliache ¥ gegeben. n bezeichnet dabei das Normalenvektorfeld von ¥ und
n®0d, mithin die Normalenableitung. Mit pj, p}| bezeichnen wir die jeweiligen Adjungierten,
die &'(X) in £'(M) abbilden. Es gibt nun eine Abbildung E, die wir (wie die analoge
Abbildung auf dem Minkowski-Raum) als Propagator fiir die KG-Gleichung bezeichnen,
denn sie hat die folgenden Eigenschaften:

11
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Satz 1.3.2 ([3], vergleiche auch [14]). E : C§°(M) — C°°(M) ist linear, stetig und
es gilt

E(O, + m*)F = (0, +m?)EF =0, suppEF C J(supp F).
Weiterhin ist

Y =Epyfi —Epifo

die (eindeutige) glatte Lisung der KG-Gleichung zu den Cauchy-Daten fo = pot), f1 =
p1yp € Cg° ().

Die letzte Gleichung wollen wir noch in einer etwas anderen Form schreiben: Offensichtlich
ist

poEpy =0  poEpj| =-1

, , (1.4)
prEpg=1  p1Ep; =0.

Stationaritéit: Weiterhin wollen wir unsere Betrachtungen auf stationfire Raumzeiten ein-
schrinken, das sind solche, die beziiglich einer bestimmten Zeitkoordinate eine zeitinvarian-
te Geometrie besitzen. Préziser und koordinatenfrei ist eine stationdre Raumzeit definiert
als eine Raumzeit, auf der ein zeitartiges Killing- Vektorfeld existiert, d.h. ein zeitartiges
Vektorfeld v, so dafl

Va’l)b — vaa =0

gilt. Gibt es ein Vektorfeld, welches diese Gleichung erfiillt, so kann lokal immer ein Koordi-
natensystem gewihlt werden, in dem die Metrik g, unabhéngig von der Zeitkoordinate ist.
Auf einer global hyperbolischen, stationdren Raumzeit M gibt es auch global eine derart
ausgezeichnete Zeitkordinate, die einem die folgende Darstellung von M ermoglicht [18]:
Sei ¥ Cauchy-Fliache von M. Man erhélt dann eine Isometrie . = (¢,1) : M — Rx X, wobei
die Metrik auf R x ¥ (in lokalen Koordinaten) die Form

(*2 %)

besitzt und das Killing-Vektorfeld v durch 0; gegeben ist. Dabei ist a eine glatte Funktion,
B ein glattes Vektorfeld auf ¥ und « die durch g auf ¥ induzierte Riemannsche Metrik, die
letzteren jeweils in beliebigen Koordinaten von . 8¢ bezeichnet den transponierten Vektor
zu f3. B

Die Translationen in der ausgezeichneten Zeitkoordinate ¢ ergeben eine einparametrige
Gruppe 7,, a € R von Isometrien 7,(p) := ¢~ (t(p) + a,1(p)).

12
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1.3.2. Das Klein-Gordon-Feld

Als Beispiel einer Quantenfeldtheorie auf einem gekriitmmten Raumzeit-Hintergrund wollen
wir die Theorie des neutralen Klein-Gordon-Feldes (im Folgenden kurz KG-Feld) auf einer
global hyperbolischen Raumzeit M betrachten.

Feldalgebra, Zustinde des Feldes: In Analogie zur Formulierung der Theorie auf dem
Minkowskiraum wiirde man versuchen, das KG-Feld ¢ als eine lineare, stetige Abbildung
(‘operatorwertige Distribution’)

¢ : O (M) — lin. Operatoren iiber H

mit einem geeigneten Hilbertraum H zu konstruieren, die die Eigenschaften

1. ¢ erfiillt die KG-Gleichung in dem Sinne, daf§
¢((Oy +m?)f) =0  VfeCrM).

2. ¢ erfiillt (beziiglich geeigneter Definitionsbereiche) die Vertauschungsrelationen

[¢(f), p(9)] = (f,Eg)T.

Dabei ist (,) das Skalarprodukt beziiglich des kanonischen Volumenelementes von M.

3. Fiir reelle Funktionen f ist ¢(f) beziiglich geeigneter Definitionsbereiche selbstadjun-
giert, d.h. ¢(f)T = ¢(f). Allgemein gilt ¢(f)" = ¢(f).

besitzt.

Die Wahl des Hilbert-Raumes H und der Abbildungsvorschrift ¢ entspricht der Auswahl
einer Klasse von Zustinden mit jeweils &hnlicher globaler Struktur. Diese ist physikalisch
sehr bedeutsam und speziell auf gekiimmten Raumzeiten in vielen Féllen nicht einfach
zu treffen. Daher legen wir uns zunéchst nicht auf einen Hilbert-Raum #H fest, sondern
behandeln die Operatoren ¢(f) als Elemente einer abstrakt definierten %-Algebra 2, der
sogenannten Feldalgebra:

Wir definieren also 2 als die von in f € C§°(M) linearen Objekten ¢(f) mit den obigen Ei-
genschaften 1 und 2 sowie der T komplex erzeugte Algebra, versehen mit der aus Bedingung
3 resultierenden *-Struktur.'

Ist M zusétzlich stationér, so gibt es wie im letzten Abschnitt gesehen eine einparamet-
rige Gruppe 7; von Isometrien, die als Zeittranslationen aufgefasst werden kénnen. Diese
induzieren eine einparametrige Gruppe von Automorphismen ¢y auf 2 durch

ai(¢(f)) = (1)« [)

VEine mathematisch prizise Definition von 2 kann leicht erreicht werden, indem man von der Tensoralgebra
iiber C5°(M) ausgeht und duch der Linearitdt und den Eigenschaften 1,2 und 3 entsprechende Ideale
teilt.
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1. Einfiihrung

und Fortsetzung auf ganz 2 als Automorphismus.

Der physikalische Zustand des Quantenfeldes kann nun durch ein Zustandsfunktional be-
schrieben werden: Ein lineares Funktional w auf 2 mit den zusétzlichen Eigenschaften
w(A*A) > 0 fur A aus 2 (Positivitdt) und w(I) = 1 (Normierung) heifit Zustand (itber ).

Die eben gegebene Beschreibung einer Quantenfeldtheorie durch eine Algebra und einen
Zustand ist einer der Grundgedanken der algebraischen Quantenfeldtheorie. Fiir eine ge-
nauere Beschreibung ihrer Prinzipien verweisen wir auf [8]. Fiir die Behandlung von Quan-
tenfeldtheorien auf gekriimmter Raumzeit erweist sich deren Formulierung im Rahmen der
algebraischen Quantenfeldtheorie als duflerst niitzlich.

Hat man einen Zustand iiber der Feldalgebra gegeben, so ergibt die sogenannte GNS-
Konstruktion (nach Gelfand, Naimark, Segal, fiir eine genaue Beschreibung siehe wiederum
[8]) eine Darstellung der Feldalgebra als Algebra von Operatoren auf einem Hilbert-Raum
‘H im Sinne der Bedingungen 1,2 und 3. Die Beschreibung der Theorie durch Algebra und
Zustand enthilt also auch die konventionelle Beschreibung des Feldes als operatorwertige
Distribution.

Ein Zustand ist vollstindig bestimmt durch die multilinearen Funktionale

wm(flaf?a"'fm) :w(¢(f1)¢(f2)¢(fm)) flaf?a"-fmecgo(M) m:1a27"' )

die sogenannten n-Punkt-Funktionen. Wir betrachten im folgenden nur Zustéinde, deren
n-Punkt-Funktionen stetige Funktionale sind.

Wir halten an dieser Stelle fest, daf} die n-Punkt-Funktionen wegen der Eigenschaft 1 von
¢ Losungen der KG-Gleichung in allen Argumenten (im Sinne von Distributionen) sind.

Quasifreie Zustinde: Wir wollen nun eine besonders einfache Klasse von Zustinden
vorstellen, die sogenannten quasifreien Zustédnde. Diese sind vollstindig durch ihre jeweilige
Zweipunktfunktion wo beschrieben. Ihre n-Punkt-Funktionen lassen sich per Definition auf
die folgende Weise durch wy ausdriicken:

0 fiir m ungerade

.= > [I waofi.fj) fir m gerade
wm(fla PN fm) : Zerlogungen Paare (i,j) ’
von 1,2,..m
in Paare (i,5),i<j

Quasifreie Zustédnde haben eine weitere wichtige Eigenschaft: Thre GNS-Darstellungen kann
man explizit angeben. Es handelt sich um Fockraumdarstellungen, d.h. es gibt einen Hil-
bertraum H und eine lineare Abbildung k : C§°(M) — H (mit bestimmten zusitzlichen
Eigenschaften), so daf§ durch
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1.4. Die Hadamard-Bedingung

eine Darstellung 7 der Feldalgebra 2 auf dem Fockraum F(H) iiber H gegeben ist und
w(A) = (Q, 7(A)Q) Fn)

mit dem Fockraum-Vektor Q = (1,0,0,...). a! und a sind dabei die iiblichen Erzeugungs-
bzw. Vernichtungsoperatoren auf F(H).

Den Hilbert-Raum # bezeichnet man auch als Einteilchen-Hilbert-Raum, das Paar (k, )
als Finteilchen-Struktur. Fiir eine prézise Definition dieser Begriffe verweisen wir auf [18],
fiir den Beweis der obigen Behauptung auf [19].

Quasifreie Grundzustinde: Der Grundzustand eines physikalischen Systems ist der Zu-
stand mit der niedrigsten Gesamtenergie. In der Quantenfeldtheorie auf dem Minkow-
skiraum wird der Vakuumzustand daher dadurch charakterisiert, da} der Generator der
Zeittranslationen (der Hamilton-Operator des Systems) auf dem GNS-Hilbert-Raum des
Vakuumzustands positives Spektrum hat (‘Spektrumsbedingung’) und den Vakuumvektor
vernichtet.

Auf stationiren Raumzeiten kann man wegen der Zeittranslations-Symmetrie dhnlich vor-
gehen: Im Falle des KG-Feldes wird definiert

Definition 1.3.3 (siehe dazu z.B. [18]). Ein quasifreier Grundzustand fiir das KG-Feld
ist ein quasifreier Zustand mit Einteilchen-Struktur (k, ), so daf es einen positiven selbst-
adjungierten Operator h (‘Einteilchen-Hamiltonoperator’) auf H gibt, mit kor, = exp(—ith)k.

Man sieht, wie die Positivititsforderung in die Definition eingeht. Dafl der Hamilton-
Operator H = dI'(h) ¥ das Fock-Vakuum € vernichtet, folgt schon aus den Definitionen
von dI' und €.

Es zeigt sich, daf ein quasifreier Grundzustand des KG-Feldes auf einer gegebenen stati-
ondren global hyperbolischen Raumzeit eindeutig ist [15].

KMS-Zusténde: Bei den sogenannten KMS-Zustédnden handelt es sich um Zusténde, die
das thermische Gleichgewicht bei einer bestimmten Temperatur beschreiben. Definiert wer-
den sie iiber die Analytizititseigenschaften der Funktionen w(Awy(B)) fiir bestimmte A, B
aus 2.

KMS-Zusténde fiir das KG-Feld die quasifrei sind, kann man alternativ iiber Eigenschaf-
ten ihrer Einteilchen-Struktur charakterisieren [15]. Sie sind, wie die quasifreien Grund-
zustinde, eindeutig [15].

1.4. Die Hadamard-Bedingung

1.4.1. Einfiihrung

Die Menge der positiven linearen Funktionale iiber der Feldalgebra ist sehr grofl. Nur
duferst wenige dieser Zustinde beschreiben jedoch Situationen, die unter physikalischen

Vdl' meint die ‘zweite Quantisierung’ fiir selbstadjungierte Operatoren, siehe [24].
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1. Einfiihrung

Gesichtspunkten zulissig und sinnvoll sind (d.h. sie weisen z.B. keine singulidren Energie-
verteilungen oder &hnliches auf).

Selbst die recht eingeschrinkte Klasse der quasifreien Zustédnde enthélt noch viele, die als
unphysikalisch betrachtet werden. Daher sind weitere Kriterien erforderlich, um die phy-
sikalisch sinnvollen Zustinde auszuzeichnen. Ein solches Kriterium stellt die Hadamard-
Bedingung dar. Entstanden ist sie aus der Forderung, dal in physikalisch akzeptablen
Zustidnden der Erwartungswert des Energie-Impuls-Tensors Ty, in zufriedenstellender Wei-
se als glatte Funktion auf M definierbar sein soll. V' Hadamard-Zustéinde sind nun quasifreie
Zustidnde, deren Zweipunktfunktion eine bestimmte zustandsunabhingige Singularitéten-
struktur aufweist. Grob gesprochen muf} sie von der Form

alpra) = S D V() nlr(p.0) + W p.0)

sein. Dabei bezeichnet r den geoditischen Abstand (beziiglich g), U,V und W sind glatte
Funktionen und U und V hingen (auf eine genau definierte und lokale Weise) ausschlieflich
von der Metrik g und ihren Ableitungen ab."! Anders ausgedriickt stellt die Hadamard-
Bedingung also eine Einschrinkung des Kurzabstands- bzw. Hochenergieverhaltens der
betreffenden Zustinde dar.Vil

Die mathematische Prézisierung obiger Definition erfordert erheblichen Aufwand. Sie wurde
zuerst in [19] erreicht.

Hadamard-Zustinde haben Eigenschaften, die sie zu guten Kandidaten fiir physikalische
Zustdnde machen: Zunéchst ldsst sich fiir sie tatséichlich eine zufriedenstellende Definition
des Erwartungswertes von T}, geben [32]. Weiterhin haben sie die Eigenschaften, die man im
Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie fiir das Folium der physikalischen Zustinde
fordert [28], [29].

Ein Durchbruch im Verstdndnis der Hadamard-Bedingung gelang mit ihrer Formulierung
im Rahmen der mikrolokalen Analysis durch Radzikowski [23]. Diese Umformulierung ist
zunichst technisch sehr hilfreich denn sich macht die in der mikrolokalen Analysis ent-
wickelten mathematischen Werkzuge anwendbar. Sie ist jedoch auch konzeptionell wichtig,
denn sie hat gezeigt, daf} die Hadamard-Bedingung als Ersatz der Spektrumsbedingung aus
der Minkowskiraumtheorie auf gekriimmten Raumzeiten betrachtet werden kann. Aufler-
dem hat sie die Verallgemeinerungen der Hadamard-Bedingung auf beliebige Zusténde [1]

ViTm allgemeinen ist dies nicht gewihrleistet, denn die naive Definition von Ty als quadratischer Ausdruck
in den Feldern enthélt Produkte von Distributionen am selben Raum-Zeit-Punkt, ist also (und mit ihm
auch sein Erwartungswert) zunichst nicht einmal als Distribution wohldefiniert.

Das Verfahren der Normalordnung, mit dem man dieses Problem auf dem Minkowski-Raum 18st, ist
auf gekriimmten Raumzeiten nicht problemlos einsetzbar, denn es ist abhéingig von der Wahl eines
ausgezeicheten Referenzzustandes.

ViiEine solche Singularititenstruktur weisen auch die zuerst von Hadamard konstruierten Losungen hy-
perbolischer DGL auf beliebigen Mannigfaltigkeiten auf. Daher stammt die Bezeichnung Hadamard-
Bedingung.

viliDer Begriff ‘Kurzabstandsverhalten’ ist hier beziiglich der Topologie auf M x M zu verstehen. Die
Hadamard-Bedingung betrifft durchaus auch das Verhalten an auf M weit voneinander entfernten Punk-
ten!
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1.4. Die Hadamard-Bedingung

und in den Rahmen der algebraischen Quantefeldtheorie [30] ermdéglicht.
Diese Umformulierung sowie die fiir sie bendtigten mathematischen Begriffe werden wir im
nichsten Abschnitt vorstellen.

1.4.2. Wellenfrontmengen und Hadamard-Bedingung

Wir wollen zunéchst die sogenannten Wellenfrontmengen als ein mathematisches Hilfsmittel
zur Beschreibung der Singularititen von Distributionen vorstellen. Diese wurden von Rad-
zikowski bei der Umformulierung der Hadamard-Bedingung herangezogen. Im Anschlufl an
deren Beschreibung werden wir das Resultat von Radzikowski vorstellen.

Eine detailliertere Einfiihrung in die Theorie der Wellenfrontmengen sowie weitergehende
Resultate findet man z.B. in [12].

Wir wollen die Beschreibung der Wellenfrontmengen damit beginnen, daf} wir sagen, was
eine Singularitéit einer Distribution ist:

Definition 1.4.1. Sei u € D'(M). Dann definieren wir die Menge R der reguliren Punkte
von u als

R(u) := {p eEM ‘ 3 Umgebung V von p, h € C*°(V),
u(f) =/hf dvol erCSO(V)}.
Der singulédre Triger von u ist die Menge

singsuppu := M \ R(u).

Anders ausgedriickt liegt immer dann eine Singularitit vor, wenn die Distribution nicht
durch eine glatte Funktion gegeben ist.

Solche Singularitdten werden nun durch den Begriff der Wellenfrontmengen genauer klas-
sifiziert. Dabei wird verwendet, daf} sich die lokale Regularitit einer Funktion bzw. Distri-
bution mit kompaktem Triger auf dem R" im asymptotischen Verhalten ihrer Fourier-
Transformierten™ (im folgenden kurz F-Transformierten) wiederspiegelt: So besagt das
Theorem von Paley, Wiener und Schwartz (siehe z.B. [25] Thm. IX.11, IX.12), daf die F-
Transformierte einer solchen Distribution héchstens polynomial ansteigt und schnell abfillt,
sofern die Distribution durch eine glatte Funktion gegeben ist.

*Zur Fixierung der verwendeten Konventionen notieren wir die Definition der Fourier-Transformierten und
ihrer Inversen fiir Funktionen auf dem R":

f©) = F© = Cn) " [ f@e 9 an,
f@)=F () = (zﬂ)*nﬂ/f(g)euz,a) a.
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1. Einfiihrung

Allerdings verliert man durch F-Transformation die Ortsauflésung der Singularititen: Um
aus dem asymptotischen Verhalten der F-Transformation Informationen iiber das Verhal-
ten der Distribution ausschlieBlich an einem Punkt zu erhalten, mufl man diese vorher
moglichst gut um diesen Punkt lokalisieren.

Die Definition, die diese beiden Gedanken, zunéchst fiir Distributionen auf dem R", zu-
sammenfasst, lautet

Definition 1.4.2. Seiu € D'(R"), z € R". Die Menge der reguliren Richtungen am Punkt
z wird definiert als

R, (u) := {g c R

Jh € C3°(R"™) mit h(z) # 0,
3 Umgebung V von £, so dafl VN € N dey mit
W(Ag')\ <en(1+N)Y VAER,, VE € V}.

Weiterhin wird definiert

WFy(u) := R" \ (Ry(u) U{0}),
WF(u) == {(z,) € R*" | ¢ € WF,(u)}.

Wir wollen einige grundlegende Eigenschaften von WF notieren: Mit u € D'(R"), z € R”
ist

e WF,(u) ein Kegel.

e WF,(hu) C WF,(u) sofern h € C*°(R") und Gleichheit, wenn auflerdem h(z) # 0.

o {x e R" | WF,(u) # 0} = singsuppu.
Der erste Punkt besagt, dafl wir es bei der Wellenfrontmenge mit einer ‘Menge von Richtun-
gen’ zu tun haben. Der zweite zeigt, daf} die Definition von WF, nur das lokale Verhalten
der Distribution bei x betrifft. Der letzte Punkt zeigt, dafl mit WF tatséichlich eine feinere
Klassifikation der Singularitdten aus Definition 1.4.1 erreicht wird.

Als néchstes betrachten wir das Transformationsverhalten der Wellenfrontmenge unter Dif-
feomorphismen:

Satz 1.4.3 ([25] Thm. IX.44). * Sei u € D'(R") und ¢ : R* — R" ein Diffeomorphis-
mus. Dann gilt

WE(¢.u) = {(¢(2), (dp™")'€ € R x R* | (2,€) € WF(u)} .

-1
Dabei meint (d¢~"')t die Transponierte der Jakobimatriz (d¢=");; = B;Z von ¢~ 1.
J

*In [25] gibt es bei der Formulierung des Satzes einen Druckfehler. Dieser wurde in obiger Wiedergabe
korrigiert.
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1.4. Die Hadamard-Bedingung

Mit anderen Worten, WF transformiert sich wie eine Teilmenge des Kotangentialbiindels
T*R". Dieses Transformationsverhalten ermdglicht uns, die Wellenfrontmenge auch fiir Dis-
tributionen auf Mannigfaltigkeiten zu definieren:

Definition 1.4.4. Sei u € D'(X). Mit Hilfe einer lokalendlichen Uberdeckung (U;) von ¥
durch Kartenumgebungen und einer untergeordneten Zerlegung x; der Eins definieren wir

WF(u) := U 7 WF (7, (i),

WE,(u) := {¢ € T,;X | (p.€) € WF(u) }

fiir p € 3.

Diese Menge ist offensichtlich wohldefiniert und unabhiingig von der Wahl der Uberdeckung
(U;).

Diese Definition der Wellenfrontmenge steht am Anfang einer ganzen mathematischen
Theorie, der sogenannten mikrolokalen Analysis (z.B. [12],[7]). Diese widmet sich dem Stu-
dium partieller Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten mit Hilfe von Objekten auf
dem Kotangentialbiindel. Sie hat sehr méichtige Resultate vorzuweisen, die auch in der
Physik zunehmend Anwendung finden.

Radzikowski beweist nun in [23], daf die Hadamard-Bedingung als eine Bedingung an die
Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktion geschrieben werden kann.

Um dieses Resultat zu formulieren, schicken wir einige Definitionen voraus. Sei M eine
zeitorientierbare Raumzeit. Wir erklédren eine Relation ~ auf T* M durch

3 affin parametrisierte Nullgeodite v, 3s1, so,

~ =
(plagl) (p2752) so daB I/(Si) = pi. diy — glﬂ’ § = 1’2
S )

Si

und definieren die Mengen

Worps 1= {(51,@) €T (M X M) | (p1,61) ~ (p2, —&2), & zukunftsgerichtet} ,
W = {(p1,£1,02,&2) € T*(M x M) | (£1,€2) € Wyypo } -
Damit lautet Radzikowskis Resultat

Satz 1.4.5 ([23]). Sei A € D'(M x M) die Zweipunktfunktion eines quasifreien Zustan-
des w des KG-Feldes auf einer global hyperbolischen Raumzeit M. w ist genau dann ein
Hadamard-Zustand, wenn WF(A) = W.

Die Asymmetrie in der Definition von W (der erste Kotangentialvektor muff zukunfts-
der zweite vergangenheitsgerichtet sein, die umgekehrte Konstellation ist nicht méglich)
kann man als eine schwache Form der Spektrumsbedingung interpretieren. Die Hadamard-
Bedingung wird in ihrer mikrolokalen Fassung daher auch als ‘wave-front-set spectral con-
dition’ bezeichnet [23].
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2. Erster Zugang

In diesem Kapitel wollen wir einen ersten Weg vorstellen, die Hadamard-Eigenschaft fiir
Zustidnde auf statischen Raumzeiten nachzuweisen.

In diesem Zugang spielt ein Theorem von Junker [14] die zentrale Rolle. Dieses wird im
Abschnitt 2.2 vorgestellt. Um allerdings die Voraussetzungen fiir die Anwendung dieses
Theorems zu schaffen, sind umfangreiche mathematische Vorarbeiten notwendig, betreffend
Funktionen bestimmter elliptischer Differentialoperatoren. Diese bringen weniger physikali-
sche als vielmehr mathematische Einsichten. Das von uns in diesem Zusammenhang erzielte
Resultat (Satz 2.3.4) scheint neu zu sein |, deshalb werden wir es hier ausfiihrlich vorstel-
len.

Um unser Resultat anzuwenden und damit die Voraussetzungen fiir die Anwendung der
Methoden aus [14] auf nichtkompakten Mannigfaltigkeiten zu schaffen, miissen wiederum
Voraussetzungen iiberpriift werden. Auflerdem besteht die erwihnte Liicke im Beweis aus
[14]. Daher stellt sich dieser Ansatz als nicht besonders effektiv zur Bearbeitung unserer
konkreten physikalischen Fragestellung heraus.

Allerdings sollte er, sofern die Liicke in [14] behoben werden kann, in relativ allgemeinen
Situationen einsetzbar sein.

2.1. Mathematische Vorbemerkungen

2.1.1. Pseudodifferentialoperatoren

In diesem Abschnitt wollen wir die sogenannten Pseudodifferentialoperatoren, im folgen-
den kurz DO genannt, einfithren. Dabei handelt es sich um eine Verallgemeinerung der
Differentialoperatoren, im folgenden kurz DO.

DO haben viele Eigenschaften, die sie in der Mathematik, namentlich in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen, zu einem héufig verwendeten Werkzeug machen. Anstof3
fiir die Entwicklung der Theorie war z.B., daf} elliptische DO Parametrices, d.h. ‘Inverse bis
auf C*°-Terme’, besitzen, die 9)DO sind. Solche Parametrices stellen wiederum den Aus-
gangspunkt fiir die Losungstheorie partieller Differentialgleichungen dar.

Zur Niitzlichkeit der 9/DO tréigt bei, dafl wesentliche Resultate iiber DO ohne oder nur mit

{Jedenfalls hat intensive Suche in der mathematischen Literatur, abgesehen von einigen Bemerkungen,
daf} derartige Verallgemeinerungen moglich sein sollten, kein Ergebnis gebracht.
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2.1. Mathematische Vorbemerkungen

leichten Verdnderungen auch fiir /DO gelten. Viele Eigenschaften der Differentialopera-
toren haben Entsprechungen im Verhalten der Pseudodifferentialoperatoren, gerade auch
was den Bereich der mikrolokalen Analysis angeht.

In unserem Zusammenhang spielen yDO eine Rolle, weil sie bei Anwendung auf Distribu-
tionen deren Wellenfrontmenge nicht vergrofiern, sondern in kontrollierbarer Weise verklei-
nern.

Allerdings miissen wir betonen, dafi der Begriff ¥y DO eigentlich eine ganze Reihe von ver-
schiedenen Operatorklassen umfafit. Allen gemeinsam ist die Art und Weise der Verallge-
meinerung der DO, sie unterscheiden sich jedoch in der technischen Ausgestaltung, nament-
lich der Definition der sogenannten Symbolklassen. Wir werden weiter unten eine spezielle
solche Klasse einfithren. Diese geht auf Hérmander zuriick und wird auch in der fiir uns
wichtigen Arbeit [14] verwendet. Wesentlich ist, daf iiber diese Klasse eine Fiille von Re-
sultaten vorliegt.

Wir wollen nun die eigentliche Einfithrung der ¥/DO mit ein paar Worten iiber DO begin-
nen:

Eine Schar von glatten Funktionen {a(z)||a| < m} auf dem R" charakterisiert einen DO
P der Ordnung m auf dem R", indem wir fiir f € C§°(R")

Pf=>" an(—ids)"f.

laj<m

setzen. Fithren wir jetzt die Fouriertransformation f von f ein, so konnen wir obige Glei-
chung umschreiben in

1

Pf(@) = s [ ol dg (21)
4

(2m)

a(z,&) = > aq(x)” (2.2)
laj<m

Die Funktion a nennt man Symbol des DO P. Es charakterisiert also die Wirkung des be-
treffenden Operators im ‘Impulsraum’. DO sind nun Operatoren, deren Wirkung ebenfalls
in die Form (2.1) gebracht werden kann, bei denen jedoch a nicht notwendig die Gestalt
(2.2) hat.
Es ist nicht sinnvoll, beliebige Funktionen a(z, &) als Symbole zuzulassen: Damit die $/DO
gute Eigenschaften bekommen, insbesondere C§°(R") stetig nach C°°(R") abbilden, miissen
an die zuldssigen Funktionen a bestimmte Bedingungen gestellt werden. Eine mégliche Wahl
solcher Bedingungen wird in der folgenden Definition getroffen:

Definition 2.1.1 ([11]). Sei m € R, Q C R" offen. Dann bezeichnen wir mit S”(Q2) die
Menge aller a € C°(Q x R"), so dal zu jedem Kompaktum K C € und zu beliebigen
Multiindices «, 3 eine Konstante C, g i existiert, fiir die gilt

0207a(w,€) < Capi(L+[E)™ V7, VoeK¢eRr" (2.3)
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2. Erster Zugang

Durch a € S™(Q) ist ein Operator P,

Py CR(Q) — C%(Q),  (Puf)(x) = (2m) /2 / alw, &) f (€)= d
Rn
definiert. Diese Operatoren sind nun im wesentlichen die von uns zugrundegelegten ¥ DO .

Allerdings ist es sinnvoll, diese Menge noch etwas zu erweitern, und zwar um die Glattungs-
operatoren . Die Definition, die dies erreicht, lautet

Definition 2.1.2. Wir bezeichnen mit ¥ () die Menge der linearen Abbildungen P :
C3e(Q2) — C(Q), fiir die zu jedem f € C§°(Q) ein Symbol ay € S™(12) existiert, so
daﬁiii

PMyg = P,,g Vg€ C5(Q).

Wir nennen die Operatoren aus ¥ (Q) 4/DO der Ordnung m.
Findet man fir P € ¥™(Q) zu jedem K € Q ein K' € Q mit

suppf C K = suppPf C K/, Pflgr=0 = flg =0,

so bezeichnen wir P als vom eigentlichen Typ.

Mit diesen Definitionen gilt ndmlich:

Lemma 2.1.3 ([11]). Jedes P € U™ (Q) kann als Summe P = P'+P" geschrieben werden,
wobei P’ einen glatten Kern hat, P" vom eigentlichen Typ ist und fir ein bestimmtes
a € S™(Q) P" =P, gilt.

Die Lokalisierung in obiger Definition ermoglicht gleichzeitig eine Erweiterung auf Mannig-
faltigkeiten:

Definition 2.1.4. Sei X eine C*°-Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit U™ (%) die Menge
der Operatoren P : C§°(X) — C*°(X), fiir die gilt: Fiir jede Karte (U, 7) von ¥ liegt 7, Prc*
in Y™ (nU).

Zur Charakterisierung von Pseudodifferentialoperatoren werden wir das folgende Lemma
verwenden, welches Aussagen aus [11], S. 148, 153 zusammenfafit.

Lemma 2.1.5. Sei P : C§°(X) — C®(X) ein stetiger linearer Operator, dessen Kern
abseits der Diagonalen glatt ist. Weiterhin gebe es eine Uberdeckung (U;) von ¥ durch
Kartenumgebungen, so daf8 mit e¢(x) := ei{é:z)

aﬂj’x’xl(x,f) = Mxe,g(x) : (ﬂj*PW;MX'eg)(ZL') € Sm(TrZUZ) vy, X’ S Cgo(WjUj)
fiir alle j gilt. Dann ist P € U™ (X).

_??Gléttungsoperatoren sind Integralkern-Operatoren mit einem glatten Integralkern.
"'Hier und im weiteren unterscheiden wir zwischen der Funktion x € C§°(X) und dem durch sie gegebenen
Multiplikationsoperator, welchen wir als M, schreiben.
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Die im obigen Lemma definierten Funktionen a;, . kann man als ‘lokale Symbole’ des
Operators P auffassen. Ein global definiertes Symbol fiir einen yDO P auf einer Mannig-
faltigkeit gibt es nicht mehr, allerdings lassen sich immer noch sogenannte Hauptsymbole
von P finden. Dabei handelt es sich um Funktionen a € C*°(T*X), so daf} fiir jede Karte
(U, 7) und Funktionen x, x' € C§°(nU)

(aﬂ,x,x’ (z,8) — XXIT(*G) € Sm_l(ﬂ'U)

gilt. Die Hauptsymbole von P beschreiben also das Verhalten von P in der héchsten Ord-
nung in £, d.h. ‘im hochsten Differentiationsgrad’.
Mit Hilfe der Hauptsymbole kénnen wir nun bestimmte ¥y DO besonders auszeichnen:

Definition 2.1.6. Ein Operator P € U™ (X) heifit elliptisch, sofern er ein Hauptsymbol
a besitzt, fiir das in jeder Karte (U, ) fiir jedes Kompaktum K C w«U Konstanten ¢,
existieren, so da} die Abschétzung

€™ < cl(ma)(z,§)| Vo e K, V¢ >

gilt.

Angesichts der etwas umsténdlichen Definition des Hauptsymbols wollen wir hier ein ein-
faches und wichtiges Beispiel geben: Fiir den Laplace-Beltrami-Operator A, auf einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit ist y,(£¥, ¢%) ein Hauptsymbol. A, ist elliptisch. In den fol-
genden Abschnitten werden wir einige wichtige Eigenschaften der elliptischen DO néher
untersuchen.

Wir wollen zum Schlufy dieses Abschnitts noch den folgenden wichtigen Satz iiber das Pro-
dukt zweier yDO angeben:

Satz 2.1.7 (Konsequenz aus [13], Prop. 18.1.22, Thm.18.1.23). Seien P, € U™ ()
und Py € ¥2(X) zwei 1p DO , von denen mindestens einer vom eigentlichen Typ ist. Dann
ist das Produkt PyP, ein DO aus V™ T™2(%). Haben P; und P, Hauptsymbole ai bzw.
asz, S0 ist ayas Hauptsymbol von Py P;.

2.1.2. Elliptische Regularitat

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die weiteren Rechnungen wollen wir in diesem Abschnitt vor-
stellen und in die von uns bendétigte Form bringen. Dabei handelt es sich um die Tatsache,
dafl Funktionen aus dem Definitionsbereich elliptischer DO gute Regularitéitseigenschaften
haben.

Die Idee, diese Techniken im Zusammenhang mit der Wiarmeleitungskernentwicklung an-
zuwenden, stammt von R. Wald [33]. Entsprechend orientieren sich viele der in diesem
Abschnitt ausgefiihrten Rechnungen sehr stark an [33].

Wir beginnen mit einem technischen Lemma iiber bestimmte Differentialoperatoren:
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2. Erster Zugang

Lemma 2.1.8. Sei (X,v) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, A = —A, +V wobei V
eine glatte und von unten beschrankte Funktion ist.V Sei A w.s.a. auf C§ (), ebenso alle
Potenzen Al,l € N.

Dann gibt es zu jedem x € C3°(X) und jedem N € N eine Konstante ¢, n,v, so daff

N
HANXfHLz < ey NV Z HAlfHL2 Vfe ﬂ dom (Al) .
1=0 leN

Der Beweis beruht auf einer Idee, die in [33] im Zusammenhang mit einem &dhnlichen Lemma
angegeben wurde. Er besteht im wesentlichen in einer relativ mithsamen Rechnung, weshalb
wir ihn nicht an dieser Stelle, sondern im Anhang A durchfiihren.

Nun fithren wir als Maf fiir die Regularitit einer Funktion die sogenannten Sobolev-Riume
mit ihren Normen ein. Ahnlich wie bei den Wellenfrontmengen wird dabei das asymptoti-
sche Verhalten der Fouriertransformation ausgenutzt:

Definition 2.1.9. Fiir s € R definieren wir H*(R") als den Raum der Elemente u €
S'(R™)V, fiir die die Sobolev-Norm

1/2
T (/(1+I£2)5ﬂ(£)l2 d"&) < oo

Jull, = o

ist.

Als erstes bemerken wir, da8 |||, = ||[|;» die gewdhnliche L2-Norm ist."! Allgemeiner kann
man zeigen, daf} alle Sobolev-Normen tatsédchlich Normen sind. Sie stammen sogar von
Skalarprodukten, aber die Hilbertraumstruktur der H? ist fiir uns nicht so wichtig. Vielmehr
wollen wir den Zusammenhang zwischen Sobolev-Norm einer Funktion und ihrer Glattheit
genauer fassen. Dazu bemerken wir zunichst, daf es fiir m € N positive Konstanten ¢, ¢’
gibt, so daf}

clull, < Y 10%ullg < ¢ llull,,  VueH™R")
la|l<m

ist. Elemente aus H™ haben also quadratintegrable m-te Ableitungen. Ein weitergehendes
Resultat in dieser Richtung ist das sogenannte Sobolev-Lemma. Es zeigt, dal die Sobolev-
Normen im wesentlichen die gleiche Regularitét messen, wie die Halbnormen (1.2):

YWie man am Beweis dieses Lemmas in Anhang A sehen kann, liefe sich die Voraussetzung, dafi V von
unten beschrinkt ist, ersetzen durch die Bedingung

(kv = )V <A=Ay).

Dabei meint kv die charakteristische Funktion von {p|V (p) > 0}. Das Lemma gilt daher auch fiir gewisse
nicht von unten beschrinkte Potentiale.

VS'(R™): Der Raum der temperierten Distributionen

ViIm folgenden schreiben wir manchmal auch abkiirzend |||, fiir ||-||L2(E,dV01).
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2.1. Mathematische Vorbemerkungen

Lemma 2.1.10 ([6], Lemma 1.1.4). Sei k € N;s € R so, dafs s > k + n/2. Dann ist
H*(R") C CK(R") stetig eingebettet, d.h. es gibt zu jedem Kompaktum K C R" eine Kon-
stante ¢, so daf

[flex <clfll,  VfeH(R?)

gilt.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun mit dem eigentlichen Thema dieses Abschnitts
beginnen: Die Ungleichung, die das Prinzip der elliptischen Regularitit in unserem Zu-
sammenhang ausdriickt, ist die sogenannte Garding-Ungleichung. Von dieser Ungleichung
existieren viele Variationen und Verallgemeinerungen. Wir geben hier einen Spezialfall von
[31], S. 55, Thm. 8.1 wieder:

Satz 2.1.11. Sei Q C R" offen und K € Q und P ein elliptischer DO von der Ordnung
m auf 1. Dann gibt es eine Konstante cx p, so daf

[l < exp (Ifllo +1PFllg)  VF e G (K)

gilt.

Im folgenden wollen wir jedoch die Differenzierbarkeit der betrachteten Funktionen nicht
wie im obigen Satz voraussetzen, sondern ableiten. Dazu miissen wir vom Operator P etwas
mehr verlangen. Aulerdem wollen wir Operatoren auf Mannigfaltigkeiten betrachten. Wir
notieren deshalb folgendes

Korollar 2.1.12. Sei X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, (U, 7) eine Karte von 3, K €
Uund A= —-A,+V wie in Lemma 2.1.8. Dann gibt es zu jedem m € N eine Konstante c
(abhingig von K, m,v), so daf Vi

|7 fll, < € <||7r*f|\0 + ‘ W*A(m/Q]fHU) Vf: fe€ ﬂ dom (Al) und supp f C K
IEN

18t.

Beweis. Seien (U,7), K, f,m wie oben. Das Lemma A.1.2 aus dem Anhang zeigt, daf} es
eine Folge (f;) von Funktionen aus C$°(X) gibt, fiir die A¥f; — Pf, k=0,1,...,[m/2]
fiir 1 — oc.

Sei x € C§°(U), x|x = 1. Wegen Lemma 2.1.8 ist AI™/2I M, f; eine Cauchy-Folge. Wegen
der Abgeschlossenheit von A™/21 konvergiert sie gegen Al"/2] M,f.

Jetzt wenden wir die Garding-Ungleichung an: Es gibt ¢, so daf§

1w My (fi = )l < € (ImMy (fi = fi)llg + ImP My (fi = f)lo)

Vil /2] bezeichnet dabei die zu m/2 nichstgroBere ganze Zahl.
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2. Erster Zugang

gilt. Wir stellen also fest, daf§ die Folge (m.M, f;) Cauchy-Folge in der m-Norm ist. Da
H™ vollstdndig und x als Multiplikationsoperator stetig ist, liegt m, M, f ebenfalls in H™.
Indem wir nun in

I My fill,,, < e (lmMy filly + 1w PMy fill)

auf beiden Seiten den Grenzwert bilden, erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. O

Die Schlagkréiftigkeit der Garding-Ungleichung zeigt sich jetzt in Verbindung mit dem
Sobolev-Lemma. Wir erhalten das fiir unser weiteres Vorgehen wichtige Resultat

Satz 2.1.13. Sei A wie in Lemma 2.1.8, K € X, k € N und bezeichne |-|; r die Halb-
norm (1.2) (beziiglich einer beliebigen Zerlegung der Eins). Dann gibt es eine Konstante ¢
(abhingig von K,k und der Zerlegung der Eins), so dajf

[s/2]
flgx<c i HAlfHO vf € () dom (4')
=0 leN
fir s > k+n/2 gilt.

Beweis. Seien A, >, K,k wie in den Voraussetzungen der obigen Behauptung. Da 3 para-
kompakt ist, gibt es eine endliche Uberdeckung (U;) von K durch Kartenumgebungen. Wir
erginzen diese zu einer Uberdeckung von ¥ und wihlen eine dieser Uberdeckung unterge-
ordnete Zerlegung der Eins (x;). Wir bezeichnen die Halbnorm beziiglich dieser Zerlegung
der Eins mit H;C’K und schiitzen fiir beliebiges f € (] dom (A') ab:"iii

I<KN

flxr= D> sup (0% e (M, f)|

i |oj<k U0

<¢ S ma (M), firs > k+ g (Sobolev-Lemma)

1 KNU; #0
<¢ 3 (Hw (Afs/ﬂMXif)HO-l—Hm*(MXZ.f)HO) (Korollar 2.1.12)
1 KNU; #0
[5/2]
<¢ ¥ ¢Z~ZHAlfHU (Satz 2.1.8)
BKNU#0 =0

3
0

[s/2]
<3
=0

ViiDabei verwenden wir das Symbol ¢, die Reehsche universelle Konstante: Die Relation | X (Y)|, <#£|Y],
zwischen zwei (Halb-)Normen 1 und 2 und irgendwelchen Objekten X,Y meint, daf} es eine positive
Konstante ¢ gibt, die moglicherweise von X, nicht jedoch von Y abhéngt und fiir die | X(Y)|, < ¢|Y],
gilt.
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2.1. Mathematische Vorbemerkungen

da nur endlich viele KNU; # () sind. Da wir die Halbnormen ||, z- und ||;€K gegeneinander
abschétzen konnen, folgt die Behauptung. O

Eine weitere Anwendung des Prinzips der elliptischen Regularitit ist der folgende Satz.
Sowohl die Idee, ein solches Resultat zu verwenden, als auch dessen Beweis verdanken wir
R. Verch.

Satz 2.1.14. Sei A ein DO, der die Annahmen 1,2 und 3 aus Satz 2.3.4 erfillt. Ist B eine
Sesquilinearform auf C§°(X) x C§°(X) und gibt es zu beliebigen zwei Kompakta K, Ko C X
und beliebigem N € Ny eine Konstante cr, k,,n, S0 dafi

|BAYf,AYg)| < cxriav Ifllollally — Vf € CF°(K1)  Vf € C5°(Ko) (2.4)

gilt, so ist B durch einen glatten Kern gegeben.

Beweis. Strategie: Wir werden zeigen, dal B einen glatten Integralkern besitzt, indem
wir beweisen, da} WF(B) = (. Dazu werden wir B lokalisieren und alle Rechnungen in
Koordinaten durchfithren. Durch direkte Rechnung kénnen wir dann das Abfallverhalten
der Fouriertransformierten der lokalisierten Bilinearform bestimmen.

Die Fouriertransformierte: Seien Uy, Uy beliebige, relativkompakte Kartenumgebungen
von Karten (U, my), (Ua, m2) der Mannigfaltigkeit ¥ und bezeichne h‘(’ib) ()00, i = 1,2 den
Term zweiter Ordnung von A in den jeweiligen Koordinaten auf U;. Nach Voraussetzung
an A ist dann h?l.b) (2)kqoky eine positiv definite Bilinearform auf dem R" fiir alle = aus der
Umgebung ;U;.

Wir identifizieren nun S”~! mit der Einheitssphiire {k € R" | ||k|| = 1} im R” und definie-
ren die Funktionenklassen

B; = {(p € C®(mU; x S"1) | supp ¢(-,v) € mU; Yo € Sn_l} 1=1,2,
B := B ® Bs.

Fiir o) € B; und v € S"~! schreiben wir

(’1)(1),’0(2)) € Sn—l % Sn—l
0, =0 (V@D () =M ()@@ (,v®) €  C®(mUy) ® C®(nslh)

U

¥y
v

€y =€, @ ey)-

Wir beweisen jetzt die folgende Aussage iiber eine Bilinearform B, die die oben angegebenen
Voraussetzungen erfiillt:
Seien N € Ny, p € B, dann gibt es eine Konstante ¢ so, daf§

W*B((pvgrv) < CTi4N VreR: 1 > 1, VQ c S”fl % S”*l (*)
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2. Erster Zugang

gilt. Diese Aussage bedeutet insbesondere, dafy die Fouriertransformierte
B(xWeym ® xPeyw)

(mit x( € C$°(U;) beliebig) der durch die x¥ lokalisierten Bilinearform B rasch abfllt.
Wir verwenden vollstindige Induktion iiber Ny:

Induktionsanfang N = 0: Aufgrund der Vorausetzungen an B kénnen wir abschitzen
2)

< <.

—4 0 ‘ Mo = /

‘705)(2
Im zweiten Schritt haben wir zusitzlich benutzt, daB die ¢ (v, z) glatt in beiden Ar-
gumenten sind und Triger unter einem Kompaktum haben. Daher kann die auftretende
Konstante unabhéngig von v gewéhlt werden.
Die Aussage () ist also fiir N = 0 richtig.

(1)
o1

Ty B (fvgry)

Induktionsschritt: Angenommen, () sei richtig fiir ein bestimmtes N € Ny. Sei ¢ aus B
beliebig.
Wir beobachten, daf§ zu ¢ und N Funktionen f(N’“’B) € B existieren, so daf}

m (AN @ AN)r* (0, e,) =(hiholVv) @ higP v N g e,

n Z v(1)(11)(2);3fézl\f,caz,l3)g2
.| B]<2N

gilt. Insbesondere finden wir fiir 7 € R

m(AY @ AV (¢ e,y

) =r N (el l” & i) e

+ Y AlelNes), (#)
ol |8]<2N

mit Funktionen E(N’a’ﬁ) € B.

v
Wir definieren nun

E;, = ((hr(x{:)vgl)vgl))—(N+1)(p7(Jl(2)) ® ((hf‘gb)vf)v,g?))_(NH)@?(JZ(;) ‘

Da die h() positiv definit sind, kann man sich leicht iiberzeugen, daf auch ¢ in B liegt.
Mit dem gleichen Argument, wie beim Induktionsanfang findet man

‘B ((AN+1 ®AN+1)£;§TQ) S¢

unabhingig von 7 und v. Gleichzeitig gibt es jedoch nach (#) Funktionen Q’(N’a’ﬁ), so dafl

B ((AN+1 ® AN+1)£;QTQ> _ T4(N+1)B(‘Pv§w)

_I_ Z T‘a‘—l—‘ﬂ‘B(ﬁ’(QN’a’B)QTQ)
lal,|B|<2(N+1)

28



2.2. Das Theorem von W. Junker

Damit schitzen wir ab:

‘B(EQQT’U) < 7_74(N+1) ‘B ((AN+1 Q AN+1)£IQQTQ)‘
by el | g e, )
laf,|B]<2(N+1)
< ¢T_4(N+1)+ ¢T_1 sup B(ﬁlE)N’a”B)QTU)
Q’Q’B - B

fiir 7 > 1, und weiter aufgrund der Induktionshypothese

< grtNH) g —aN—1
< griN-1
Damit haben wir die Abschéitzung (*) aus der Induktionshypothese um eine Stufe ver-

bessert. Indem wir die obige Abschitzung mit der verbesserten Ungleichung wiederholen,
erhalten wir

< g N2 vr > 1.

Blg,e.,)

Die Abschétzung hat sich also wiederum um eine Stufe verbessert. Dieses Vorgehen kénnen
wir nun schrittweise solange wiederholen, bis wir zur gewiinschten Ungleichung

< ¢7‘74(N+1) V1 > 1.

‘B (%, &r0)

gelangen. (Weiter kann dieses Verfahren auch tatséchlich nicht fortgesetzt werden.)
Damit haben wir also durch vollstindige Induktion (*) fiir alle N bewiesen.

Schluf3: Wie wir gesehen haben, kénnen wir B um einen beliebigen Punkt aus ¥ x ¥ so
lokalisieren, dafl die betreffende Fouriertransformierte rasch abfillt. Daher ist die Wellen-
frontmenge von B leer. O

2.2. Das Theorem von W. Junker

Wir stellen nun den fiir uns im Hinblick auf die Anwendung in Kapitel 4 wichtigen Spezi-
alfall (statische Raumzeit, Grundzustand) eines Theorems aus [14] vor. Leider enthilt der
Beweis des Theorems eine Liicke, die wir weiter unten niher beschreiben werden.

Sei M eine statische, global hyperbolische Raumzeit. Wir bezeichnen ihr Killing-Vektorfeld
mit d;, dessen Norm mit « := |0;| und mit ¥ eine Cauchy-Fliche. Seien pg, p; die in (1.3)
definierten Abbildungen von Funktionen auf ihre Anfangswerte und E der Propagator der
KG-Gleichung nach Satz 1.3.2. Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir den
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2. Erster Zugang

Satz 2.2.1 (Spezialfall von [14], Thm. 3.12). Sei I ein positiver, symmetrischer, in-
vertierbarer, elliptischer 1y DO auf 3, dessen Inverses ebenfalls ein 1) DO ist. Es gebe wei-
terhin einen Y DO @ auf M, so dafs

—QGI+a ') =0, +m?. (2.5)
Q besitze ein Hauptsymbol q, fir das
g (0)\ {(p,0) | p € M} C {(p,&) € T*"M | £(8,) > 0} (2.6)
gelte. Dann ist die Wellenfrontmenge der durch
1 -
A(F,G) =5 ({(po EF, Ipo E G125 ,avon + (P EF, T p1 E G5, qvon

+i ((po EF,p1 EG)12(5,avo)) — (1 EF, po E G)12(5 avor)) )

gegebenen Distribution aus D'(M x M) durch W gegeben. Ist A also Zweipunktfunktion
eines quasifreien Zustandes des KG-Feldes, so erfillt dieser die Hadamard-Bedingung.

(2.7)

Das Resultat aus [14] ist allgemeiner als der hier wiedergegebene Spezialfall, indem es nur
eine global hyperbolische Raumzeit voraussetzt und die den Gleichungen 2.5 und 2.7 ent-
sprechenden Formeln allgemeiner sind.

Die Forderung, dafl auch I~ 4/DO sein soll, wird in [14] nicht explizit gestellt, ist jedoch
notwendig. Hingegen haben wir die Annahme aus [14], I sei selbstadjungiert, in die Symme-
trieforderung abgeschwicht, denn die Selbstadjungiertheit von I spielt in dem betrachteten
Spezialfall keine Rolle im Beweis aus [14].

Der Beweis des Resultats beruht auf der Anwendung von Sétzen aus der mikrolokalen Ana-
lysis, betreffend das Verhalten von Wellenfrontmengen unter Komposition der betreffenden
Distributionen, deren Einschrankung auf Untermannigfaltigkeiten und der Anwendung von
yDO auf selbige. Die Eigenschaft von I und I~!, DO zu sein, geht wesentlich in den Be-
weis ein.

Wie wir in Kapitel 4 feststellen werden, ist I in der von uns betrachteten Situation im
wesentlichen die Quadratwurzel aus einem selbstadjungierten elliptischen DO zweiter Ord-
nung. Bevor wir obigen Satz anwenden kdnnen, miissen wir also untersuchen, ob solche
Operatoren (und ihre Inversen) $DO sind.

Leider enthilt der Beweis des Resultats aus [14] eine Liicke in dem Fall, daf} die Cauchy-
Fliche ¥ nicht kompakt ist: Im Beweis zu Lemma 3.13 aus [14] wird die Zweipunktfunktion
A in eine Summe von Distributionen I3, ... I; aufgespalten und deren Wellenfrontmengen
getrennt betrachtet. Die Distribution I5 ist dabei gegeben als der Integralkern der Kompo-
sition zweier Glattungsoperatoren, die beide nicht notwendig vom eigentlichen Typ sind.
Nun wird geschlossen, auch I, miisse deswegen durch eine glatte Funktion gegeben sein.
Dieser Schluf} ist aber nicht zuléssig: Eine solche Komposition kann sehr wohl einen Kern
haben der nicht glatt ist. X

*Man betrachte z.B. die beiden glatten Funktionen

D 2 D 2
Fi(e,y)i= (L4 9") e 00", Fa(goz) i= (1) 1e 0
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Ist 3 kompakt, tritt dieses Problem jedoch nicht auf: Die beiden Glattungsoperatoren sind
dann automatisch vom eigentlichen Typ und deren Komposition besitzt wieder einen glat-
ten Kern.

Vielleicht kann man die Definition der beiden Glittungsoperatoren durch I, E, pg, p1 etc.
ausnutzen um zu zeigen dafl I, tatsdchlich immer glatt sein mufl. Das scheint jedoch nicht
ganz einfach zu sein.

2.3. Funktionen von (Pseudo-)Differentialoperatoren

Ist ein selbstadjungierter Operator A, dom (A) auf einem Hilbertraum gegeben, so kann
man mit Hilfe des Spektralkalkiils Funktionen F'(A) (fiir Borel-Funktionen F') des Ope-
rators A definieren. Im allgemeinen werden die so definierten Funktionen natiirlich keine
Differentialoperatoren mehr sein. Es ist jedoch eine interessante (und wie wir gesehen ha-
ben, auch relevante) Frage, ob sie zumindest noch ¢DO sind.

In der mathematischen Literatur gibt es zwei Resultate, die, wenn kombiniert, diese Frage
fiir Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten fiir eine grofle Klasse von Funktionen
positiv beantworten. Um nicht noch mehr Begriffe einfithren zu miissen, geben wir sie hier
in einer etwas abgeschwiichten Form wieder. (Ein weiteres, vergleichbares Resultat findet
sich in [27]). Wir bezeichnen mit ¥ eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer nichtverschwin-
denden Dichte v vom Gewicht +1. Das zugehérige Volumenelement bezeichnen wir mit
dVol. Selbstadjungiertheit von Operatoren bezieht sich im folgenden also immer auf den
Hilbertraum H = L?(X, dVol).

Satz 2.3.1 ([26]). Sei ¥ kompakt, P € U™ (X) ein selbstadjungierter, invertierbarer, el-
liptischer DO mit homogenem Hauptsymbol und @ € C. Dann ist P? € Re0(x),

Satz 2.3.2 ([31], XII, Thm. 1.3). Sei ¥ kompakt, P € V(%) ein selbstadjungierter,
elliptischer ¥ DO mit reellem homogenem Hauptsymbol, m € R und F eine glatte Funktion
auf R, so daf zu jedem k € Ny eine Konstante ¢ existiert, mit der

‘(a';F)(x)‘ <e(l+[z)™*F  vreR
gilt, dann ist F(P) ein DO aus V™ ().

Betrachtet man nur Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten, so lassen diese Re-
sultate nichts zu wiinschen iibrig. Fiir nichtkompakte Mannigfaltigkeiten sind uns jedoch
keinerlei vergleichbare Resultate bekannt.

Vermutlich fehlen Resultate iiber den Fall nichtkompakter Mannigfaltigkeiten, weil die-
ser weniger elegant gehandhabt werden kann. Insbesondere zeigt sich, daf§ fiir Funktio-
nen F'(z), die singuldr bei z = 0 sind, die Moglichkeit von Infrarot-Divergenzen (kurz:
IR-Divergenzen) besteht, die die DO -Eigenschaft storen, obwohl A invertierbar ist. Es

Deren Komposition [ Fi(z,y)F:(y, z) dy hat offensichtlich eine Singularitét bei (0, 0).
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2. Erster Zugang

scheint daher notwendig zu sein, zusétzliche Forderungen an den betreffenden Operator
und die Funktion zu stellen, um dies zu verhindern.

Um das von uns bewiesene Resultat zu formulieren, definieren wir zunéchst die folgende
Funktionenklasse:

Definition 2.3.3. Fiir y > 0 sei K, die Menge aller Funktionen F' : R — R, so daf} es ein
lokal integrierbares f gibt, dessen Laplace-Transformierte F' ist und fiir das es Konstanten
d,v > 0 gibt, so daf}

1. |f(7)| 77" integrierbar auf [0, ¢],

2. |f(7)] < ¢ri ! fiir 7 > 6 ist.
Weiterhin fithren wir noch die folgenden Abkiirzungen ein: Sei A ein elliptischer DO zweiter
Ordnung. Wie wir in Abschnitt 2.5 demonstrieren werden, transformiert sich die Koeffi-
zientenmatrix a'/ des Terms hochster Ordnung von A wie ein Tensor zweiter Stufe under
Koordinatentransformationen. v’ := (det(—a))~'/2 definiert also eine Dichte vom Geicht

+1 auf M und ¢ := (v/v')"/? ist somit eine glatte Funktion auf M. Unser Resultat lautet
nun:

Satz 2.3.4. Sei A ein DO auf H mit den folgenden Figenschaften:

1. A ist von 2. Ordnung, elliptisch und hat reelle glatte Koeffizienten.

2. A und alle seine Potenzen A*, k € N sind wesentlich s.a. auf C§°(X)(C H).

3. Das Spektrum von A ist in [0,00) enthalten, A ist invertierbar. (‘A ist strikt positiv’.)
4. Es gibt ein p > 0, so daf fir beliebige x € C§°(E) gilt: HA*“MXHOP < oo,
5. Die Funktion MCAC*1 15t von unten beschrankt.

Sei F eine Funktion aus K. Dann ist F(A) ein ¥ DO aus ¥°(X).

Wir wollen einige Bemerkungen zu diesem Resultat machen:

Bedingungen 3 und 4: Das Infrarotverhalten des Spektralmafies von A wird durch die
Bedingungen 3 und 4 kontrolliert. Hat A eine echt positive untere spektrale Schranke, so
ist Bedingung 4 trivialerweise erfiillt.*

Um IR-Divergenzen auszuschlieen, mufl die Funktion F' in Abhéingigkeit von p gewihlt

*|Illo, bezeichnet die Operatornorm.

*'Wie der Status der Forderung 4 von dem betreffenden Operator abhiingen kann, zeigt das Beispiel A =
—02 4+ V(z) mit V(z) > 0, jedoch ohne echt positive untere Schranke. Es kann gezeigt werden, daf
ausschliefllich das asymptotische Verhalten von V entscheidet, wie grof§ y gewéhlt werden kann, so daf§
Forderung 4 noch erfiillt ist. Féllt V' exponentiell ab, so muf} p notwendig kleiner als 3/4 sein. Ist der
Abfall schwicher, so sind gréfiere p moglich [2].
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werden. Das Verhalten von F'(z) fiir kleine z hingt mit dem Verhalten der inversen Laplace-
Transformierten f von F fiir grofie Argumente zusammen. Daher wird im wesentlichen
dieses reglementiert. Die Bedingung an das Verhalten von f fiir kleine 7 ist hingegen recht
schwach.

Bedingung 5: Wir werden im iibernéichsten Abschnitt zeigen, dafl A auf die Form —A,+V
gebracht werden kann. Die Bedingung 5 garantiert dann, dafl V' von unten beschriankt ist
(was wichtig fiir die Anwendung von Lemma 2.1.8 ist).

Unser Resultat ist viel weniger allgemein als die oben zitierten Ergebnisse. Allerdings
werden zu deren Gewinnung auch recht aufwendige mathematische Methoden bemiiht,
wihrend unser Beweis weitestgehend elementar gefithrt wird. Wir wollen zu den einzelnen
Einschrinkungen unseres Ergebnisses sowie zu etwaigen Verallgemeinerungsmaoglichkeiten
noch etwas mehr sagen:

Die behandelte Funktionenklasse: Effektiv lassen sich durch unser Ergebnis mehr
Funktionen behandeln, als in K, enthalten sind: Einerseits ist natiirlich A selber ein ¥/DO
vom eigentlichen Typ und daher lassen sich unter Zuhilfenahme von Satz 2.1.7 alle Funk-
tionen von A behandeln, die Produkte aus Polynomen und Funktionen aus XC,, sind.
Andererseits wird Satz 2.1.14 zeigen, daf F'(A) fur F'(z) beschriankt und fiir £ — oo schnell
abfallend ebenfalls ¥ DO sind, deren Addition also auch kein Problem darstellt.

Wie grof die (unter Verwendung der oben gegebenen Hinweise erweiterte) Funktionenklas-
se ist, die von unserem Ergebnis erfasst wird, ist nicht einfach zu sagen. Wiinschenswert
wire auf jeden Fall eine einfachere Charakterisierung dieser Klasse. Dann wire auch ein
besserer Vergleich mit den oben zitierten Ergebnissen aus der Literatur moglich.

Die Anforderungen an A: Die Anforderungen an den betrachteten Operator A sind in
unserem Ergebnis viel héher als bei den Ergebnissen aus der Literatur, auch wenn man von
der Bedingung 4 absieht, die so oder in dhnlicher Form notwendig zu sein scheint.
Zumindest die Bedingung 2 an A liefle sich jedoch im Rahmen unserer Beweisfithrung unter
Verwendung einer Bemerkung aus [33] (‘note added in proof’) noch erheblich abschwichen.
Schwieriger scheint es jedoch zu sein, auch Funktionen von 9¥DO in diesem Rahmen zu be-
handeln.

Da die Voraussetzungen in Lemma 2.1.8 noch etwas verdndert werden konnen, liefle sich
schlieflich Bedingung 5 noch etwas abschwichen.

2.4. Die Beweisstrategie

Bevor wir in den nichsten Abschnitten den Beweis von Satz 2.3.4 fithren, wollen wir hier
ganz kurz die Beweisstrategie schildern:

Zunichst zeigen wir, daf} es reicht, Operatoren der Form A = —A, + V zu betrachten.
Die Grundidee besteht dann darin, die abstrakt definierten Funktionen F'(A) durch Objek-
te auszudriicken, iiber die man mehr Informationen hat. Wir folgen dabei R. Wald [33] und
verwenden dazu die Operatoren e~74. Wald beweist (aufbauend auf Arbeiten von Patodi
und anderen), daf diese fiir A = —A,, durch einen glatten Integralkern gegeben sind und
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2. Erster Zugang

gibt dessen asymptotisches Verhalten fiir kleine 7 an.

Wir verallgemeinern nun dieses Resultat in der von uns benétigten Weise. Mit Hilfe der
Laplace-Transformation kénnen wir dann den Integralkern von F(A) durch den Integral-
kern von e~ ™4 ausdriicken. Wir zerlegen daraufhin den Integralkern von F(A) in drei Teile,
von denen einer den IR-Anteil und einer den UV-Anteil von F(A) représentiert.

Unsere Bedingungen an A garantieren effektiv ein bestimmtes Abfallverhalten des Integral-
kerns von e~ fiir groBe 7. Dies hat wiederum zur Folge, da der IR-Anteil des Integralkerns
von F(A) glatt ist. Von dem UV-Anteil von F(A) kénnen wir durch eine relativ miithsame
Rechnung unter Verwendung von Lemma 2.1.5 zeigen, dafl es sich um einen {)DO handelt.
Der letzte Teil des Integralkerns von F'(A) stellt sich wiederum als glatt heraus.

2.5. Riickfiihrung von A auf einfache Gestalt

Der folgende Satz zeigt, dafl wir die allgemeine Situation aus Satz 2.3.4 auf einen Spezialfall
zuriickfithren kénnen:

Satz 2.5.1. Sei P ein elliptischer DO 2. Ordnung mit reellen, glatten Koeffizienten auf
einer Mannigfaltigkeit ¥ mit skalarer nichtverschwindender Dichte v vom Gewicht +1.
Dieser erfiille die Annahmen 2 und 3 aus Satz 2.5.4 beziiglich des durch v induzierten L?-
Raums L2(X, dVol). Dann gibt es eine Metrik vy, eine glatte Funktion V auf ¥ und einen
unitdaren Multiplikationsoperator

U :1L3(%, dVol) — L%(S, dVol,)
induziert durch eine glatte Funktion, so daf
UAU ' = -A, +V
und UAU ' die Annahmen 1,2 und 8 aus Satz 2.3.4 beziglich L2(%, dVol,) erfiillt.

Beweis. Wir betrachten A in einer Karte (U, m): Der Term hochster Ordnung hat in den
entsprechenden Koordinaten x; (und beziiglich der entsprechenden Basis des Tangential-
und des Kotangentialraums) die Form a%/9;0;, wobei a 0.B.d.A. symmetrisch und wegen
der Elliptizitiat und der Positivitidt die durch —a induzierte quadratische Form positiv de-
finit ist. @/ ist dabei zunichst nur eine Ansammlung von Funktionen, iiber die wir noch
kein bestimmtes Transformationsverhalten voraussetzen.

Wihlen wir eine neue Karte (U’, '), so erhalten wir einen neuen Term héchster Ordnung
a"”a;gag. Uberlappen sich beide Kartengebiete, so kénnen wir im Uberlappungsgebiet be-
rechnen

1k 1
a"9;0; = a” 883; O gﬁj ll
L 0x'* 9!t O ox'"
17 T Al gl 1y Pz /
~ 0t O 91 +a oz O ozl %
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2.5. Riickfithrung von A auf einfache Gestalt

Durch Vergleich der Terme 2. Ordnung erhalten wir

1k 11
a = - —.
oz Ozl

Die Matrix a transformiert sich also wirklich wie die Komponenten eines Tensors 2. Stufe
im Tangentialraum.

Bei der inversen Matrix, die wir mit a;; bezeichnen, handelt es also wegen der Positivitét der
aus —a resultierenden quadratischen Form um die Komponenten eines metrischen Tensors
auf ¥ und wir bezeichnen diesen im folgenden mit +.

Der Multiplikationsoperator

v1/2

T2 2 _ _
U:L*%,dVol) — L*(%,dVol,), U=M,, (= ot 91/t
ist, wie man leicht nachrechnet, eine bijektive Isometrie, also eine unitire Abbildung.
UAU™! hat den gleichen Term 2. Ordnung wie A und mithin den gleichen wie —A.,.
Auflerdem erfiillt UAU !,U dom (A) wegen der Unitaritit von U und der Eigenschaft
U:C§(X) — C°(X) die Annahmen 1,2 und 3 aus Satz 2.3.4 beziiglich L(X, dVol,).
Insbesondere ist UAU ! symmetrisch auf C§°(X). Nun hat aber jeder symmetrische Ope-
rator mit reellen Koeffizienten und —v79;0; als Term héchster Ordnung die Form

AL+

denn wir konnen keinen Term erster Ordnung mit reellen Koeffizienten hinzufiigen, ohne
dafl der entstehende Operator asymmetrisch wird. Terme 0. Ordnung kdnnen natiirlich
hinzugefiigt werden, daher das V' in der obigen Formel. O

Wissen wir nun, daf F(A) mit A := UAU ! ein DO ist, so ist auch A ein solcher, denn
es gilt

F(A)=U 'WFAU 'U=U'FUAU YU =U 'F(A)U

da Funktionalkalkiil und unitére Abbildungen vertauschen. Man kann sich relativ einfach
klarmachen, daf§ die Multiplikation von rechts und links mit glatten Funktionen die 4y DO
-Eigenschaften nicht stért. Auch F(A) ist also ein ¢DO , in der gleichen Klasse wie F(A).
Eine kurze Rechnung zeigt, dal V' gerade durch MCAC_l gegeben ist. Daher garantiert die
Bedingung 5 aus Satz 2.3.4, daf} fiir die durch sie zugelassenen Operatoren V von unten
beschrinkt ist.

Es reicht also, wenn wir in den folgenden Abschnitten Operatoren der Form —A, + V' mit
von unten beschrinktem V betrachten, die die Eigenschaften 1,2,3 und 4 aus Satz 2.3.4

erfiillen.
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2.6. Der Warmeleitungskern

Im Allgemeinen sind Funktionen F'(A) selbstadjungierter Differentialoperatoren abstrakt
definierte Objekte, {iber die man wenig konkrete Informationen besitzt. Eine fiir uns wich-
tige Ausnahme stellen dabei jedoch die Exponentialfunktionen exp(—7:), 7 € R dar, mit
denen wir uns in diesem Abschnitt ndher beschiftigen wollen: Zumindest fiir bestimm-
te Klassen von Operatoren A ist iiber die zugehorige Schar exp(—7A), den sogenannten
Wirmeleitungsoperator, eine ganze Menge bekannt.

Die zum Laplace-Operator gehorigen Wirmeleitungsoperatoren sind z.B. fiir kompakte
Mannigfaltigkeiten gut untersucht, zum einen, weil sie Informationen iiber die Topologie
der Mannigfaltigkeit enthalten (Atiyah-Singer-Indexsatz, sieche z.B. [6]), zum anderen, weil
sie fiir das Studium von Diffusionsvorgiingen auf Mannigfaltigkeiten von Bedeutung sind.

Ziel dieses Abschnittes ist es demgegeniiber, den Warmeleitungskern fiir Operatoren auf
nicht notwendig kompakten Mannigfaltigkeiten zu untersuchen.

Grundlage fiir alle Uberlegungen in diesem Abschnitt sind die Ergebnisse aus einer Arbeit
von R. Wald [33]. In dieser wird der Wirmeleitungsoperator fiir den Fall A = —A, + m?
konstruiert. Wir werden dieses Ergebnis vorstellen und anschlieflend auf solche Operatoren
mit ortsabhingigem Potential V' verallgemeinern, die die Annahmen 1,2,3 und 4 aus Satz
2.3.4 erfiillen.

2.6.1. Parametrices fiir die Warmeleitungsgleichung

Um den Kern des Wéarmeleitungsoperators zu konstruieren, erweist es sich als wichtig,
dessen asymptotisches Verhalten zu kennen. Um dieses soll es im vorliegenden Abschnitt
gehen.

Zunichst bemerken wir, daf exp(—7A) Propagator der Wirmeleitungsgleichung

(% + A> h(r)=0, k(1) €eL*(X) VreRy

in dem Sinne ist, daB fiir f € L2(%)

<% + A) e TTAf =0, e =1
gilt. Besitzt exp(—7A) einen Integralkern, sollte dieser also eine Propagator-Funktion fiir
die homogene Wirmeleitungsgleichung sein.

Betrachten wir zunichst einen Spezialfall im R”: Im L2(R") ist —A +m? (m? = const. > 0)
w.s.a. auf C§°(R"). Man kann den Kern H (7, z,y) von exp(—7(—A + m?)) (und damit die
Propagator-Funktion der Warmeleitungsgleichung) explizit angeben. Er lautet

1 —rm2 (z—y)2

_ 4T
(4mT)n/2 ¢ ¢

H(r,z,y) =
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Wir wollen einige Eigenschaften von H fiir den spéiteren Vergleich mit den Resultaten fiir
beliebige Mannigfaltigkeiten und allgemeinere Operatoren festhalten:

Bemerkung 2.6.1. 1. H ist glatt in allen Argumenten fiir 7 > 0.

2. H fallt fiir 7 — 0 abseits der Diagonalen exponentiell ab, auf der Diagonalen divergiert
H wie 77"/2,

3. Das Verhalten von H fiir grofie 7 hingt von der Existenz der unteren spektralen
Schranke m? ab: Fiir m = 0 fillt H wie 7~"/2 ab, fiir m # 0 sogar exponentiell.

Allgemeiner sollte man vermuten, dafl das Verhalten von H fiir kleine 7 von dem UV-
Verhalten des Spektralmafies von A abhéngt, wihrend sich das Verhalten fiir grofle 7 aus
dem IR-Verhalten des Spektralmafes ergibt. Zumindest letztere Vermutung findet man im
obigen Beispiel auch klar bestétigt.

Wesentlich ist nun, daf§ das UV-Verhalten, etwa von —A, auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit (3,+), im Prinzip nicht von den globalen Eigenschaften von ¥ abhiingt, sondern
dem Verhalten von —A auf dem R” gleicht. Insofern erwarten wir, dafl das Verhalten von
H fiir kleine 7 nicht von der Mannigfaltigkeit abhéingt. Dies ist auch tatséichlich der Fall:
In [21] und [22] werden Parametrices Fy(7,p,q) fiir die Wérmeleitungsgleichung (d.h.
Losungen der Wiarmeleitung ‘bis auf glatte Terme’) fir A = —A, konstruiert: Sie haben
die Form

0( )
FN(Tapa q) = K‘(pa q)W pq Z Ul b,q . (28)

Dabei ist o der halbe quadratische geodétische Abstand wie in Definition 1.2.1, k(p, q) eine
glatte Funktion, die fiir festes ¢ identisch 1 in einer Umgebung von p = ¢ ist, jedoch au-
Berhalb einer normalen Umgebung von ¢ verschwindet und so dafiir sorgt, dafl Fy Trager
nur dort hat, wo o wohldefiniert ist.

Die U; sind wiederum glatte Funktionen. Sie sind als Losungen bestimmter Differentialglei-
chungen eindeutig und lokal bestimmt durch die Geometrie von X..

Diese Fyy sind Parametrices der Wirmeleitungsgleichung in dem Sinne, daf

pn (7,0, q) := ((0- + A2)Fx) (7,p,q) (2.9)
glatt und in (p, q) gleichméBig durch 7V beschriinkt ist.

Diese Parametrices sind nun wichtig fiir die Konstruktion des Wérmeleitungskerns von
—A,, insofern dieser ja Propagator fiir die Wérmeleitungsgleichung sein soll. Um diese
Konstruktion auf Operatoren A = —A, +V iibertragen zu kénnen, werden wir auch Para-
metrices fiir die Warmeleitungsgleichung mit A = —A, + V benétigen. Diese erhalten wir
leicht unter Verwendung der in [21] und [22] angegebenen Konstruktionsvorschrift:

i 4, meint, daB8 A hier auf das zweite Argument (d.h. auf p) wirkt.
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Satz 2.6.2. Auch fir A= —A,+V mit Ve C®(X) gibt es glatte Funktionen Uj(p,q), so
daf$ (mit k(p,q) wie oben)

pq)
FN(Tapﬂq) = K/(p7 )(4 Tn/? ZUZ p-q

Parametrices der Wirmeleitungsgleichung im Sinne von (2.9) sind.

Beweis. In [21] und [22] werden die Parametrices beziiglich A = —A,, konstruiert, indem
ein Ansatz der Form (2.8) (mit x = 1) in die Warmeleitungsgleichung eingesetzt und daraus
Gleichungen fiir die U; abgeleitet werden. Diese lauten (p, ¢ in einer normalen Umgebung,
v die in der betreffenden Umgebung liegende p und ¢ verbindende Geodéte)

Us(p.q) = (‘“—”p))/

dety(q) 1
ViD= (o, )72 detr ) 77
20(p,q)
X / ds st dety(v(s)) (A Ui—1) (p,v(s)) i=1,2,...
0
Setzen wir nun stattdessen A = —A, + V(p) an und spielen die Konstruktionsvorschrift

durch, so kommen wir zu ganz dhnlichen Ergebnissen: Die Gleichung fiir Uy &ndert sich
nicht, und in den Gleichungen fiir die restlichen U; miissen wir nur —A, durch —A, +V(p)
ersetzen. Die erhaltenen Uj; sind also wieder wohldefiniert und glatt. O

Nun wollen wir die fiir uns wichtigen Ergebnisse aus [33] vorstellen.
Wald betrachtet den Fall, da§ H = L?*(3,dVol,) und A = —A, und alle natiirlichen
Potentzen AN, N € N w.s.a auf C§°(X) sind. Er beweist den folgenden

Satz 2.6.3. exp(—T1A) besitzt fiir T > 0 einen glatten Integralkern H(T,p,q). Sein asym-
ptotisches Verhalten fiir kleine T ist durch die Fn aus (2.8) gegeben, in dem Sinne, dafl es
zu N € Ny ein k(N) € Ny gibt, so dafi Qn := H — Fy(ny folgendes Verhalten zeigt:

Zu jedem Kompaktum K C 3 x X gibt es ey k demrt daﬂ

|QN(Tapa q)| S CN,KTN V(pa q) €K

fiir hinreichend kleine T ist.

Zunéchst wollen wir bemerken, daf dieses Ergebnis in vieler Hinsicht dhnlich dem fiir den
flachen Raum ist (vergleiche Bemerkung 2.6.1): Der Warmeleitungskern ist glatt und die
Asymptotik fiir kleine 7 ist die gleiche.

Zum Beweis des Satzes nutzt Wald zum einen die Parametrices aus [21],[22], zum anderen
Lokalisation und Garding-Ungleichung (siehe Abschnitt 2.1.2).

Diesen Beweis wollen wir im folgenden Abschnitt auf den den Fall A = —A, + V verallge-
meinern.
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2.6.2. Der Wirmeleitungskern fiir —A_+-Potential

Satz 2.6.4. Sei A= —A, + V(p) mit einer glatten und von unten beschrinkten Funktion
V und erfiille beziiglich eines gewissen Definitionsbereiches dom (A) C H = L2(X, dVol) die
Annahme 3 aus Satz 2.3.4. Dann besitzt exp(—T1A) fir 7 > 0 einen glatten Integralkern
H(7,p,q). Auch in diesem Fall gibt es zu K € ¥ x ¥ eine Konstante ¢y ik, so daff mit

QN = H — Fyy)

‘QN(Tapa q)| S CN,KTN V(pa q) € K

gilt. Dabei sind die Fy die Parametrices der Wirmeleitungsgleichung beziiglich A (Satz
2.6.2).

Zusdtzlich vermerken wir, daf§ in jeder beliebigen Karte (Uy x Ua,m X o) fiir beliebige
Multiindices o, B

lim 9905 Qn (1, 2,y) = 0 (2.10)
7—0
gilt.

Beweis. Wie schon weiter oben bemerkt, beruht der Beweis von Wald fiir Satz 2.6.3 zum
einen auf der Parametrix-Konstruktion aus [21], [22], zum anderen auf der Lokalisation zur
Verwendung der elliptischen Theorie.

Um nun auch den Fall allgemeiner V(p) zu behandeln, miissen diese beiden Werkzeuge
angepasst werden. Der eigentliche Beweis kann dann unveréndert {ibernommen werden.

Parametrix-Konstruktion: Wie wir gesehen haben, kann man die Parametrixkonstruk-
tion aus [21] und [22] problemlos auf den Fall eines Potentials V' (p) iibertragen und erhilt
Parametrices mit den Eigenschaften, die fiir das Argument von Wald gebraucht werden
(Satz 2.6.2).

Lokalisierung: Um lokal die elliptische Theorie anwenden zu kénnen, benutzt Wald die
folgende Aussage:

Lemma 2.6.5 ([33], Teilaussage von ’Lemma’). A = —A, erfiille die Annahme 2 aus
Satz 2.3.4. Dann gibt es zu jedem x € C§°(X) und jedem N € N eine Konstante ¢y n, so

dafs
|AY My f (g < exon (IFllo + [[ A F[lg) - Vf € dom (A™)
15t.

Diese miissen wir durch eine analoge Aussage fiir A = —A, + V mit variablem (glatten,
von unten beschriankten) V' ersetzen. Eine solche haben wir jedoch schon in Lemma 2.1.8
formuliert.

Allerdings ist Lemma 2.1.8 offensichtlich schwiicher als die Aussage von Wald und zwar in
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zwei Punkten: Erstens macht es nur Aussagen fiir eine eingeschrinktere Klasse von Vekto-
ren f. Zweitens stehen auf der rechten Seite unserer Ungleichung mehr Terme als bei der
von Wald.

Diese beiden Abschwéichungen machen aber fiir die Anwendung im Beweis aus [33] nichts
aus, denn erstens wird die Ungleichung nur auf Vektoren f angewandt, die in den Defini-
tionsbereichen aller A¥, k € N liegen, weshalb die erste Einschrinkung ohne Belang ist.
Zweitens verhalten sich alle HAkaO ,k € N &dhnlich, weshalb der Unterschied der beiden
rechten Seiten nichts ausmacht.

Die Zusatzaussage (2.10): Gleichung (2.10) ist schon implizit in dem Beweis von 2.6.3
in [33] enthalten: Wald zeigt, daf

T

Qk(T7p7 q) = /9(7-7 T’apa q) dT’

0

ist, wobei g fiir 7 > 7 > 0 eine glatte Funktion in allen Argumenten ist. Bezeichne
G(r,7',p,q) die Stammfunktion in 7/ von g. G ist natiirlich ebenfalls glatt. Gehen wir
in eine Karte (Uy x Us, m X m2), so sind auch alle Ableitungen

G (7,7 x.y)
glatt und es gilt somit tatsichlich:

lim 07207 Qi (7, 2,) = Tim [(50]G) (7. 7,,y) = (820]G)(7,0,,)] = 0.
T—0 Y T—0 Y Y

2.7. Die Operatoren F(A)

Wir wollen nun beweisen, daf§ die Funktionen F'(A) eines elliptischen Differentialoperators
(mit den in Satz 2.3.4 vorausgesetzten Eigenschaften) 9/DO sind. Dazu werden wir deren
Integralkerne mit Hilfe der Laplace-Transformation durch den Wéarmeleitungskern H von
A ausdriicken und dann genauer untersuchen.

Dabei wird sich die Annahme 4 aus Satz 2.3.4 als wichtig erweisen.

2.7.1. Die Laplace-Transformation

Wir wollen zunéichst an die Definition der Laplace-Transformierten

o0

F(z) = L(f)(z) := /d’T f(r)e ™, x>0

0
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2.7. Die Operatoren F(A)

einer (exponentiell beschrinkten) Funktion f erinnern. Als ein Beispiel notieren wir die
folgende, von uns im weiteren verschiedentlich benutzte Laplace-Transformation: Fir z, A >
0 und f(7) = T(A\)~'7A~1 st

1 oo
L(f)(z) = F—/ Ale T dr = g, (2.11)
0

Fiir den spéteren Gebrauch notieren wir nun die folgenden Aussagen:

Lemma 2.7.1. Sei F = Lf eine Funktion aus IC, (Definition 2.3.3). Dann gilt:

1. Es gibt eine Konstante cp, so daf fiir alle x > 0 die Ungleichung
|F(z)| <ep(l+z7H)
gilt.

2. Fira>0und Tt >0 ist
)

a trv ir 1 0
[ i@t s <30 A
/ ¢ fiir t +v > 0.

Beweis. Erste Aussage des Lemmas: Einfache Rechnung liefert
00 )

P < [arifolem < [ar i) g [ar e
1)

0 0
< ¢+ ¢/d7 e~ Tkl

< ¢r(1+2z#) nach (2.11).

Zweite Aussage des Lemmas: Setze h(7) := |f(7)|77". h ist nach Voraussetzung inte-
grierbar auf [0, d] und es ist

)

1)
/d’T f(r rle 7 /dTh e 7.
0

0

Der Fall £ +v > 0: 7it¢e 7 <¢5 auf [0, 6]. Damit folgt die Behauptung.
Der Fall ¢ + v < 0: Die Funktion 7¢*”¢~% nimmt bei —a/(t + v) ihr Maximum an. Wir
konnen daher abschétzen:

)

0
/d’T h(r)ri*ve T < ¢at+”/d7' h(r) < da't?,
0 0
da h integrierbar ist. O
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2. Erster Zugang

2.7.2. Der Integralkern von F(A)

In diesem und dem néchsten Abschnitt werden wir Funktionen F(A) von Operatoren A
betrachten. Wir nehmen dazu an:

Annahme 2.7.2. Seien A und p > 0, so dal die Annahmen 1,2,3,4 und 5 aus Satz 2.3.4
gelten. Weiterhin sei F eine Funktion aus K,. Wir bezeichnen mit f die Funktion £7!(F)
und mit v, § die Konstanten aus den Abschétzungen aus Definition 2.3.3.

Satz 2.7.3. Fiir den Operator F(A) gilt:
1. Vx € C3°(2) « [[F(A)Myllo, < oc.
2. F(A) : C{P(X) — C*(X) ist stetig.

Beweis. Aussage 1: Seien x,g € C§°(X). Wir bezeichnen mit E) die Spektralschar von
A. Dann gilt:

oo
IFMglE = [ F20) didMyg. BaMyg)
0
(A72H L XTH 1) d{(M,g, ExM,g) nach Lemma 2.7.1

< ¢r

<dp [ (A1) d(Myg, ExMyg) da X * <g(A 2 41)

0\8 0\8

= ¢r (|47 5 + 1M39117)
< llglls

Da C§°(%) dicht in H ist, folgt die Aussage.
Aussage 2: Sei K € X, K' € X, k € N. Wir wéhlen ein x € C{°(X), so dal x|x = 1 ist.
Dann konnen wir fiir beliebiges g € C§°(K') abschétzen:

[5/2]
F(A)gl s, = IF(A) Mg, <¢ S HAZF(A)MXQHU (Satz 2.1.13 mit s > k + g)
1=0
[5/2]
=¢ Z HF(A)Mx’AlngHO fiir x' € Cgo(z)axl‘suppx =1
=0
[5/2]
<¢ Z HAZMXgHO wg. Beschranktheit von F'(A)M,, nach Teil 1,
=0
= ¢SUPDX ‘g|s,suppx '
Damit ist die Glattheit von F/(A)f und die Stetigkeit von F(A) bewiesen. O
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2.7. Die Operatoren F(A)

Wir berechnen nun den Integralkern des Operators F'(A), aufgefait als Abbildung C§°(32) —
C*(X). Dazu driicken wir F'(A) in geeigneter Weise durch den Warmeleitungskern aus: Wir
berechnen fiir g, h € C§°(X):

(g, F(A)h) = / F(A) dlg, Bxh) %2V / / f(r)e=™ dr dlg, Exh).
0 0 0

Um die Integrationsreihenfolge zu vertauschen, wollen wir den Satz von Fubini anwenden.
Da das Ma8 d(...,...) nicht positiv ist, miissen wir zuvor die Polarisationsidentitit an-
wenden. Diese zerlegt d(...,...) in eine Linearkombination positiver Mafle, auf die wir
einzeln den Satz von Fubini anwenden kénnen. So ist z.B.

7 7 f@)e™
0 0

wie im Beweis zu Lemma 2.7.1. Wir setzen alles wieder zusammen und erhalten

o

dr dig + h, Ex(g + 1)) s/(¢F+A-“) dlg+ h, Exg + h)
0
= (9g+h(fr+A ") (g+h) <oo,

(9. F(A)h) = / F(r) g e ARY dr

=:Ii(g,h) + Ix(g, h) + I3(g, h)

mit
1)
Li(g,h) = | f(r P) Fi(0)(7,p,9)h(q) dVol(p) dVol(q) d, (2.12a)
o= o o
1)
Iy(g,h) = | f(7 p)Qo(7,p,q)h(q) dVol(p) dVol(q) dr, (2.12b)
o= o o
I3(g, h) :/f(7)<g,emh) dr (2.12c)
[

fiir g, h € C§°(X). I, ist eine Art UV-Anteil, I3 eine Art IR-Anteil von F(A). Wir untersu-
chen jetzt die einzelnen quadratischen Formen genauer:

Satz 2.7.4. Die quadratischen Formen Iy und I3 haben C*°-Integralkerne Ky bzw. Ks. Iy
hat den Integralkern

)
Ki(p.q) = / dr Fio)(r.p. a)(7)
0

Dieser ist C* abseits der Diagonalen.
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2. Erster Zugang

Beweis. Der Kern von Iy: In I, wird in allen Variablen nur iiber kompakte Bereiche
integriert. Der Integrand ist eine in p, q glatte Funktion. In 7 ist sein Betrag integrierbar
auf [0, 0], denn dieses gilt fiir f, und @ ist glatt in 7 auf (0, §] und nach (2.6.4) beschrinkt
fiir 7 — 0.

Wir sehen also, daf§ die Integrale in I absolut konvergieren, wir konnen die Integrations-
reihenfolge verdindern und erhalten

)
B = [ [ 60(@) [ 10)@0(r.p.0) dr AVolts) avol(g)
0

/

-~

=:K3(p,q)

K5 (p, q) ist auch glatt: Ein Standardresultat besagt, da§ Differentiation nach einem Para-
meter und Integration vertauscht werden diirfen, wenn die Ableitung des Integranden nach
dem Parameter unabhéingig von diesem integrabel majorisiert werden kann.

Qo ist nach Satz 2.6.4 glatt in p,q und 7. Die Ableitungen nach p und ¢ sind also lokal
beschrinkt. Wegen der Integrierbarkeit von |f| auf [0, d] sind also die Ableitungen des In-
tegranden alle (lokal in p und ¢) integrabel majorisierbar und wir diirfen beliebige partielle
Ableitungen unter das Integral ziehen. Ky ist also tatséchlich glatt.

Der Kern von I3: Um zu beweisen, dafl I3 einen glatten Kern besitzt, wollen wir den Satz
2.1.14 anwenden. Dazu miissen wir zunichst die Voraussetzungen schaffen.

Gegeben zwei beliebige Kompakta K, K9 C ¥ und M € Ny: Seien h; € C{°(K1),hg €
C§°(K2). Wir schitzen ab:

‘<h1,A2M67TAh1>‘ = ‘<A7”h1,A2(M+”)€7TAA7uh1>

o0

= / A2HM) =N QAR Ry By AP hy)
(1.0)
0 =:9(7,

Die Funktion g(7, A) hat fiir festes 7 > 0 das einzige Maximum bei Amax = 2(n + M) /7, es
ist somit f(7,\) < (7, Amax) <7 2HFM) Damit kénnen wir weiter abschitzen

o0

< g7 2AREM) /d<A_“h1,E,\A_“h1>
0

gy | o

< dunnim XM |y

nach Voraussetzung an A, . Eine analoge Abschitzung gilt natiirlich fiir ‘ (ho, A2Me=TAp,) ‘
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2.7. Die Operatoren F(A)

Damit kénnen wir uns nun an die eigentliche Abschétzung machen:
o
I3(AM by, AM hy) | = /f(T)(hl,AQMe_TAhQ) dr
1)

IN

¢/T“1 ‘(hl,AQMefTAhQM dr

00
< ¢/7-N1 ‘(hl’AQMefTAh1>‘1/2 ‘(hQ’AQMefTAh2>‘1/2 dr

AQMefTA_>

indem wir die CS-Ungleichung auf die positive Form (-, angewendet haben,

00
< dunrrerrin 1o Izlly / 7 (Hi2M) 47 nach obiger Absch,
0
<MK K 1o [[hellg
da 1+ pu+2M > 1 und das letzte Integral somit konvergent ist. Durch diese Abschitzung

sind die Voraussetzungen zur Anwendung von Satz 2.1.14 geschaffen. Wir erhalten also
tatséichlich das Resultat, dafl I3 einen glatten Kern besitzt.

Der Kern von I;: Um den Integralkern von I; zu erhalten, miissen wir die Integrations-
reihenfolge in (2.12a) verindern. Dazu schitzen wir mit Hilfe des zweiten Teils von Lemma
2.7.1 ab:

0

/f(T)g(p)Fk(O)(T,p, a9)h(q)| dr

0

=

(0)

(p q)

dr

M

0
< Intp. go)h(a)| Y-, [ [1(r)r 2 Vitp.0)
0

I
=)

k(0

v+l—n/2 fi; I — 2<0
o(p,q ur v + n/2 <
< |6(p, a)g(p)h(a)| ) _ [Ui(p, q)] 1( ) /

—o sonst.

=

Die rechte Seite ist nun aber in y(= 7q) integrierbar, wie man sich in lokalen Koordinaten
aus der Abschéitzung aus Lemma B.1.3, Teil 1 und der Tatsache, daf}

v>0 = 2(v—n/2) > —n,

iiberzeugen kann.
Also kénnen wir die Integrationsreihenfolge in (2.12a) verindern und erhalten den angege-
benen Integralkern.
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2. Erster Zugang

Glattheit: Gegeben p, g € 3, p # q. Liegt p nicht in einer normalen Umgebung von ¢, so ist
Ki(1,p,q) = 0 und wir haben nichts zu beweisen. Anderenfalls verwenden wir eine Karte
(U, ), die diese normale Umgebung iiberdeckt und setzen z := mp,y := 7q: Jede partielle
Ableitung, die auf 7, exp(—£)(xz,y) wirkt, erzeugt einen Faktor 7~ !. Wir schiitzen wie
oben ab:

)
/aaf(T)g(fE)Fk(o)(Taiv,y)h(y) dr
0

< ¢]§):) o(z,y)rH=n/2=lel fir yp+1-n/2 - |al <0
a 1 sonst

< oo
nach Voraussetzung. Daher koénnen wir den Satz von Lebesgue anwenden, um beliebige
partielle Ableitungen durch die 7-Integration zu ziehen. O

Setzen wir jetzt K := Ky + K9 + K3 und bezeichnen mit I den Operator

CF(%) 39— Ig:= | K(a)ala) aVol(g),
so stellen wir zusammenfassend fest, dafl
(f,F(A)g) = (f,Ig) V[, g€ C5 (%)
gilt und wegen der Dichtheit von C§°(X) sogar
F(A)g=1Ig Vg€ (g (%)

ist. F(A) und I stimmen also als Operatoren C§°(X) — C°°(X) iiberein. Das ist ent-
scheidend fiir alles folgende, denn fiir die ¥)DO -Eigenschaft von F(A) spielt nur dessen
Einschrankung auf C§°(X) eine Rolle.

Wie oben fiir K vorgefithrt, konnen wir auch den einzelnen K; Operatoren C§°(X) —
C*(X) zuordnen, die wir der Einfachheit halber wie die zugehorigen Formen mit I; be-
zeichnen.

Da I und I3 C*°-Integralkerne haben, also stetig C§°(X) — C*°(X) sind und F(A) =
I1 + Iy + I nach Satz 2.7.3 als Operator C§°(X) — C*°(X) ebenfalls stetig ist, konnen wir
noch das folgende Korollar festhalten:

Korollar 2.7.5. I} : C§°(X) — C™(X) ist stetig.

Da I5 und I3 einen glatten Kern haben und somit schon als ¥ DO erkannt sind, bleibt jetzt
nur noch zu zeigen, dafl I; ebenfalls DO ist.
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2.7. Die Operatoren F(A)

Ein Weg, dies zu zeigen, wire die Verwendung der schon bekannten Resultate iiber Funk-
tionen von (Pseudo-)Differentialoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten ([31], [26],
[27], sieche Abschnitt 2.3) nach dem folgenden Schema:

Der Integralkern von I; an einem Punkt (p1,p2) € ¥ x ¥ hiingt nach den im Beweis zu
Satz 2.6.2 angegebenen Formeln fiir die Parametrix von A nur von der Geometrie in einer
beliebig kleinen Umgebung von (p1, p2) ab. Konstruiert man also eine kompakte Mannigfal-
tigkeit 3, so daB Umgebungen U; von p; durch Abbildungen :; isometrisch in 3 eingebettet
werden und definiert man einen DO A auf 3, der auf ;U; wie Lix Ay wirkt, so sollte F(fi)
einerseits /DO sein (sofern A die Anwendung einer Kombination der Ergebnisse aus [31]
und [26] bzw. aus [27] zuldBt), andererseits sollte sein Integralkern auf ¢1U; x 19Uy gleich
1] x 15K bis auf C'°°-Funktionen sein.

Da die Eigenschaft, ¥ DO zu sein, lokal getestet werden kann (Lemma 2.1.5), wére damit
auch I; als 9DO erkannt.

Wir wéhlen jedoch einen anderen Weg, indem wir die DO -Eigenschaft von I; direkt aus
der expliziten Darstellung des Integralkernes Ky (Satz 2.7.4) beweisen. Das hat den Vorteil,
daf wir unabhéngig von den Ergebnissen aus [31], [26], [27] sind und uns mithin auch keine
Gedanken dariiber machen miissen, ob man A so konstruieren kann, daf es die nétigen
Vorausetzungen (Selbstadjungiertheit, Invertierbarkeit) erfiillt.

Der Nachteil unserer direkten Rechnung ist, daf} sie relativ langwierig ist. Daher haben wir
sie in den Anhang B verschoben und bringen hier nur das Ergebnis:

Satz 2.7.6. I ist ein DO aus V().

Daraus ergibt sich nun sofort der Satz 2.3.4.
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3. Zweiter Zugang

In diesem Kapitel wollen wir einen zweiten Weg beschreiben, die Hadamard-Eigenschaft fiir
quasifreie Grundzustinde zu beweisen. Dieser wird sich als erfolgreicher herausstellen als
der im letzten Kapitel besprochene, denn er ist sehr viel einfacher und fiithrt auf stationdren
Raumzeiten zum Ziel. Alle wesentlichen Ideen, die in diesem Zugang verwendet werden,
verdanken wir R. Verch.

Bei diesem Zugang gehen wir nicht von einer konkreten Darstellung der Zweipunktfunktion
A aus, sondern versuchen vielmehr, die allgemeinen Eigenschaften von A, die aus Eigen-
schaften des Feldes und des Zustands folgen, auszunutzen.

Namentlich werden wir die Grundzustandseigenschaft (Invarianz und Spektrumsbedin-
gung) auf Seiten des Zustandes sowie Lokalitit und Feldgleichung auf Seiten des Feldes
verwenden. Aus jeder dieser Eigenschaften leiten wir Einschrinkungen an die Wellenfront-
menge von A her. Zusammengenommen spezifizieren sie WF(A) vollsténdig.

Um aus den oben genannten Eigenschaften der Theorie die Einschrinkungen an WF(A)
zu erhalten, sind mathematische Hilfsmittel vonnéten: Um die Grundzustandseigenschaft
auszunutzen, verwenden wir einen in [12] gegebenen Zusammenhang zwischen Fouriertrans-
formierten und Wellenfrontmenge von Elementen aus S'(R"). Dazu setzen wir A lokal zu
einer temperierten Distribution fort.

Die Feldgleichung 148t sich ausnutzen, indem Sétze aus der mikrolokalen Analysis iiber die
Ausbreitung von Singularititen angewendet werden.

3.1. Mathematische Hilfsmittel

Um die Notation zu fixieren, definieren wir zunéchst die die Topologie von S(R") konsti-
tuierenden Halbnormen:

Definition 3.1.1. Sei f € S(R"), j,k € N. Dann definieren wir die Halbnormen

flii= Y sup 2?02 f(x)
la|<j
18|<k
und
|f|j = |f|j,0-
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3.2. Bedingungen an WF(A)

Wir bezeichnen mit 7, fiir ¢ € R” die Translationen 7, f(z) := f(z —a) und halten folgende
einfache Eigenschaften der Halbnormen |-|; fest:

Lemma 3.1.2. Seien f,g € S(R"). Dann gilt

1. |rfl; = Ifl, VaeRr.

2. ‘fg‘j < |f|] ‘9|j-

Wir bezeichnen mit §'(R") den Raum der temperierten Distributionen und verwenden im
folgenden hiufig (und ohne expliziten Hinweis) die folgende Tatsache (‘Satz vom Kern’,
z.B. [24] Thm. V.12):

Satz 3.1.3. Zu jedem bilinearen, in beiden Eintrdgen getrennt stetigen Funktional T(-")
auf S(R™) x S(R") gibt es T € S'(R*), so dap T(f,g9) =T(f ® g) ist.

In [12] wird ein Zusammenhang zwischen asymptotischem Verhalten von Fouriertransfor-
mierter und der Wellenfrontmenge einer temperierten Distribution gegeben. Dieser benétigt
folgende

Definition 3.1.4. Sei ¢ C R"™. Dann definiert
F(g) = {k eR? ‘ k= lim Cjkj mit k]‘ S g,Cj e Ry, lim cj = 0}
j—oo J—00
den sogenannten Grenzkegel von G.1

Damit kénnen wir die betreffende Aussage formulieren:

Satz 3.1.5 ([12], Lemma 8.1.7). Seiu € S'(R"), G := supp 4. Dann ist WF(u) C R" x
r(g).

3.2. Bedingungen an WF(A)

In diesem Abschnitt wollen wir die verschiedenen physikalischen Eigenschaften der Theorie
dazu nutzen, Aussagen iiber die Wellenfrontmenge zu machen. Wie sich dann im néchsten
Abschnitt zeigen wird, reichen diese tatsichlich aus, um die Hadamard-Eigenschaft nach-
zuweisen.

Dazu nehmen wir die folgende Situation als gegeben an:

Annahme 3.2.1. (M, g) sei eine stationire, global hyperbolische, s+1-dimensionale Raum-
zeit. A € D'(M) sei die Zweipunktfunktion des eindeutigen, quasifreien Grundzustandes
des KG-Feldes auf M.

"Wie man leicht einsehen kann, ist T(G) tatsichlich ein Kegel.
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3. Zweiter Zugang

Insbesondere gibt es also, wie in Abschnitt 1.3.1 ausgefiihrt, eine Tsometrie (,1) : M —
R x X.

Wir versehen M mit der durch die ausgezeichnete Zeitkoordinate ¢ gegebenen Zeitorien-
tierung, d.h.

TpM 3 v mit g,(v,v) > 0 ist zukunftsgerichtet :< g,(v,0;) > 0.

3.2.1. Positivitat und Invarianz

Zunichst nutzen wir die Positivitat und Zeitinvarianz aus: Wir definieren

gpl,P? = {(§1a§2) € T;l,pQ(M X M) | 61(8t) > 07 él(at) = _62(675)} p1,p2 € Ma
G = {(p1,&1,p2,&2) € T* (M X M) | (£1,62) € Gpypo} -

Dann gilt

Satz 3.2.2. WF(A) C G.

Beweis. Raumliche Lokalisierung: zunichst werden wir A in den rdumlichen Variablen
lokalisieren und als Distribution auf dem R” schreiben: Seien p1,ps € M. Wir setzen

]_)l.:zgpiGE, 1=1,2
Dann gibt es Karten (U;, 7;) von ¥ mit p; € U; und darauf aufbauend Karten
(Ui, 7)== (YR x Uy),t xmjor), i=1,2
von M. Wir notieren die Eigenschaft
7i0h = (1,0). (3.1)
Seien nun
xi € Cg°(%), suppx; C Ui, xi(pi) #0, i=1,2.
Wir definieren nun ¢ € D'(R*+1)) durch
O(F) := A(x1 ® x2(1 @ 72)*F), F € CF(RXHD),

Indem wir das Transformationsverhalten der Wellenfrontmenge als Teilmenge des Kotan-
gentialraums verwenden, finden wir aufgrund der Konstruktion von ¢

WFIIH,P2 (A) = (7}1 ® ﬁQ)* WFfr1(p1),7~r2(p2)((p)‘ (32)
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3.2. Bedingungen an WF(A)

¢ als temperierte Distribution: Jetzt werden wir zeigen, dafl ¢ zu einer temperier-
ten Distribution fortgesetzt werden kann. Zunéchst konstruieren wir dazu eine spezielle
Zerlegung der Eins auf R: Sei 0 < € < £ und & € Cg°(R) so, daf

R“[—l/?—l—e,ﬂ} =1, R“[—l,—l/?—e} =0 (33)
ist. Wir setzen jetzt
k(z) fir z € [-1,0]
k(z) =< 1—Fk(z—1) fiirze (0,1]
0 sonst

Damit ist  in C§°(R) und hat die Eigenschaften

Kl—1/24e1/2- = 1, Klr\[—1/2—€,1/24¢ = 0.

Zusétzlich gilt

1.

N
(£)
n=-N [-N+e€,N—¢€]

Wir fiihren die Abkiirzung i, (2) := k(2 — n) ein und definieren fiir f, g € S(R**!)

#(f9)i= Jim > @(kmf k). (3.4)
n=—N,...,N
m=—M,.... M

Nun folgen zwei Hilfssitze iiber ¢(f, g):

Lemma 3.2.3. Der Grenzwert in (3.4) existiert und es gilt

1. ¢ e 8'(R2s+D))

2. ¢(ryf.1y9) = 0(f.9) Vf,geSERT), yeR

Dabei meint 1, jetzt eine ‘Zeittranslation’ 7, f(xo, ... xs) = f(zo — y, T1,...T4).

Beweis. Teil 1: Seien f,g € S(R**!). Zunichst kénnen wir abschiitzen

|@(km f; kng)| = [A(X16Em f5 X2Kn9)]

(%)
<IN Em Sy X1m F) 2 A (x2kng, x2kng) 2,
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3. Zweiter Zugang

da A eine positive Bilinearform ist, auf welche wir die CS-Ungleichung anwenden kénnen.
Weiterhin ist A € D'(M x M), weshalb zu K € M ein jx € N und eine Konstante cg
existiert, so daf fiir alle f aus C§°(K)

ASF) < erlf @ flj, =If@1-18f|;,
<¢k1®fl;, (Lemma 3.1.2, Teil 2)
= ¢k | f 1 -

Wir wihlen nun K € M, so dafy supp x1x C K. Seien j, ¢ die zu K gehorenden Konstanten
aus der obigen Abschitzung. Dann kénnen wir berechnen:
Axatm S xikm )2 = [AabT mf x167 mf)[?

wegen [M,,, 7,] = 0 (die x; hdngen nur von den rdumlichen Koordinaten ab) und Zeitinva-
rianz von A,

< ¢|x167—m [f|; nach obiger Absch.

= ¢ IXikTom [(L+ )P (L )P f]

— b [rom(1 4 )] 7o [+ 276])

< ¢ |x16T_m(1 +t2)*1’\j T_m(1 +t2)1’f\j Lemma 3.1.2, Teil 2
<#(1+|ml)? ‘(1 +t2)pf‘j wg. supp k komp. und 3.1.2, Teil 1
S LA+ m) P S

Dabei ist p € N beliebig. Eine analoge Ungleichung ergibt sich fiir A(x26n9, x26n9). Wenden
wir die so erhaltenen Ungleichungen zusammen mit (*) an, so ergibt sich

|B(km f; kng)| < ¢(Iml+1)77 (In] +1)7P[f12, 19151 25 - ()

Wiihlen wir nun p > 1 so werden die Folgen (|m|+1)"? und (|n| + 1)7? summierbar und
wir erhalten

‘@(fag” < ¢IJ ‘f‘j,Qp ‘g‘j’,Qp

Damit ist Teil 1 gezeigt.
Teil 2: Wir schiitzen ab:!

‘@(fag) - @(Tafa Tag)|

N [M+a)
< i B
n=N-[a] m=—[M+a]
M [N—a]

DY Y. lelsmf kgl + (M — —M)

m=M—[a] n=—[N+a]

Dabei bezeichnet [-] die nichstgréfere ganze Zahl.
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3.2. Bedingungen an WF(A)

und indem wir (%) benutzen und die Grenzwerte fiir die inneren Summen bilden

N
< i -p _
<trop lim [ > (| + )77+ (N — -N)
n=N—Ta]
M
. p B
+ £rgp ]V}lgloo Z (Im|+1)7P 4+ (M — —M)

m=M —[a]
<figpa A}gnoo(‘N| —|[fall + 1)~
=0.

Damit ist auch der 2. Teil des Lemmas gezeigt. U

Da ¢ eine Erweiterung von ¢ ist, konnen wir im folgenden deren Unterscheidung gefahrlos
fallen lassen und bezeichnen die Erweiterung ebenfalls mit ¢.

Fourierspektrum von ¢: Jetzt berechnen wir das Fourierspektrum von ¢: Dazu definie-
ren wir die Mengen

6= {(6.¢) e B g =~} Goi= {(6.¢) e R [ 2 0).

Wir behaupten

Lemma 3.2.4. suppg C G; N Gs.

Beweis. supp ¢ C Gi: Fiir diese Aussage verwenden wir die Translationsinvarianz, indem
wir ein Standardargument leicht abwandeln: Wir miissen nach Definition des Trégers einer
Distribution zeigen, daB ¢ = 0 auf der Menge K := C§°(R26+1) \ G;) ist.

Sei dazu I eine offene Teilmenge von R und

V= {¢e Rt & e}

X ()

K = {f1 ® fo | fi € CSO(RS—i—l), dI; CR: supp fi C V[z. LNn-I,= @}
Man kann nun relativ einfach zeigen, dafi die Menge der endlichen Linearkombinationen
von Elementen aus K dicht ist in K. il Bs reicht also, wenn wir zeigen, dal ¢ = 0 auf K.
Betrachten wir also f ® g € K:

fiiSei F € K: Da R*C*TY\ G offen ist, findet man eine Uberdeckung V, i XV, von supp F, fiir die Il(k) N
1 2
—Iék) = { fiir alle k. Da supp F kompakt ist, finden wir eine endliche Teiliiberdeckung VI(,;) X VI(,;) .Sei
1 2
(F,) eine Folge aus C§° (R°*T!) ® C°(R**!), die gegen F konvergiert. Man kann nun jedes F; mit Hilfe

einer geeigneten Zerlegung der Eins auf den VI(,;) X VI(,;) als Summe von Elementen aus K schreiben.
1 2
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3. Zweiter Zugang

Wegen der Translationsinvarianz gibt es w € S'(R26+t1)-1) 50 daB (mit der Schreibweise
g1(z) = g(t, z))

o(f.9) = [ wlrif 09
ist (siehe dazu z.B. [25], S.66). Damit berechnen wir

o(f®9) =o(f.q)

R
=w T,tf ® g dt)
R
=w(f *0 9)

mit (f§)o(t,z,y) = f(t,z)g9(—ty)

wegen der Trigereigenschaften aus (%) von f und g. Damit ist ¢ = 0 auf K und mithin
auch auf K. Wir haben also gezeigt, dafl supp ¢ C G; gilt.

supp ¢ C Ga: Wiederum mit einem Standard-Argument zeigen wir die Asymmetrie des
Fourierspektrums. Dazu miissen wir die Grundzustandseigenschaft ausnutzen: A ist als
Skalarprodukt auf einem Einteilchen-Hilbert-Raum # gegeben, auf welchem die Zeittrans-
lationen durch einen unitiren Operator mit positivem Generator h implementiert sind
(Definition 1.3.3).

Nach Definition des Trégers miissen wir zeigen, daf}

@(F) = 0 fiir alle F € S(R*GHD) mit supp F C {(5,5') e RA+D) gl > 0} (#)
gilt. Seien dazu f,g € C$°(R*T!). Wir berechnen

o(f,m9) =A(x1f, Tix29)
= (k[x1f], k[rex29])n
= (k[x1/], e ™ k[x29])n-

Sei nun zusétzlich h € S(R). Wir betrachten das Integral (welches existiert, da ¢(f, 7¢g)
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3.2. Bedingungen an WF(A)

beschrénkt ist):
[ H®(s.mg) dt = [ nie)ihu floe M Kixag
R R
= [ no / N dfklx f). Exklxag)w dt

—¢/ k[x1f], Exk[x29])# dt

=0, falls supph C R_.

Die Vertauschung des #- und des A-Integrals ist dabei erlaubt: Um den Satz von Fubi-
ni direkt anwenden zu koénnen, mufl nur noch das Maf d(... ,...) per Polarisation des
Skalarproduktes in eine Linearkombination positiver Mafle zerlegt werden.

Andererseits berechnen wir (unter Verwendung der Notation e, (£) := e'(&2)):

/ h(t)o(f mg) dt = / h(t)$(f @ rig) di
R R

- /R W) ® eq0)d) dt
=¢(f®g Re(t,g)h(t) dt)
= ¢¢(f ® gh)
= ¢¢(f ® gh),

wobei h(t) h(—t) meint. Wir finden also
G(f ®gh) =0 fir f,g € FOPR™), he S(R) mit supph C R,.
Das konnen wir jedoch verallgemeinern zu
G(F-h)=0 fir FeSRH), heS(R) mit supph C Ry,
denn wie eine kurze Rechnung zeigt, ist mit C°(R**1) ® C$°(R*T!) auch FC(R*T!) ®

FCL(RH!) dicht in S(R2(5+1),
Damit haben wir jedoch (f) gezeigt, denn jedes F' € S(R2(6+1) mit

supp F' C {(&,¢) € R [ ¢ > 0

148t sich als Produkt F' = Fh schreiben mit F € S(R2*+1)) und h € S(R) mit supph C
Ry.

Die beiden vorangegangenen Argumente liefern nun zusammen die Aussage des Lemmas.

O
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3. Zweiter Zugang

Um den Beweis des Satzes abzuschlieflen, miissen wir noch G und G; N Gs in Zusammenang
bringen.
Zunichst haben wir durch Satz 3.1.5 und die Tatsache, dal G; N Gy ein Kegel ist

WF (¢) C (mUr x 7olh) x G1 NGy = TRETY. (+)
Sei ¢ € U; und ¢ ein Kovektor ¢ € T;Z_QRSH fiir 4 = 1 oder 2. Dann ist

(L1

#@6)(@) "2 e(7a) L g,

Wir finden also fiir §; € T;r‘iqi]RSH, g €U i=1,2

o (7362)(01) <0 & (§2)0 <0,

o (7761)(01) = —(73&2)(0) & (§1)0 = —(&2)o-

Mit anderen Worten ist
* (7}1[71 X 7}262) x G N 92] C g. (**)

Insbesondere erhalten wir fiir py, po

(3:2) .4
WFm,m(A) = T WFﬂmﬂrm(‘P)

() _WT, . .
C 7| (T1p1 X Tap2) X G1 NGy

(%)
- gm,m-
Da p1,po bei der Konstruktion von ¢ beliebig gewdhlt werden konnen, ist damit der Satz

bewiesen. O

3.2.2. Lokalitat
Sei ¢ der 'Flip’
LZMXM—>M><M7 L(p,Q):(q,p)

Damit formulieren wir die Aussage

Lemma 3.2.5. Seien p1,p2 € M, p1 Xps. Dann gilt

WFP1,P2(A) = WFP2;P1(A)'
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3.2. Bedingungen an WF(A)

Beweis. Seien py,py € M, p1Xps gegeben. Da die Menge der akausal gelegenen Punkte
offen ist, finden wir x1, x2 mit x;(p;) # 0, i = 1,2 und supp x1 X supp xs.

Sei F € Co(R265H1), Da C§o(R*H!) @ Cg°(R*T!) dicht in C§°(R*5+1)) ist, gibt es Folgen
(f,gl)), (f,EQ)) von Funktionen aus C§°(R¥T1), so dafl

N
. (1) (2) _ i oo m2(s+1)
]\}E)nookz_lfk ® fi Fin Cg°(R )

ist. Wir berechnen damit

N
At @ x2F) = lim ST A @ xof @)

N—oc
k=1

N
- 2) (1) -
= Nh—I)Icl>o kE_l Alxafy” ®@xi1fy’), wegen der Lokalitét,

N
= lim S A (e e x5 @ 1))

N—o0
k=1
= A(x2 @ x1t*F).

Mit Hilfe des Transformationsverhaltens der Wellenfrontmenge ist also tatséchlich

WEpy o (A) = Wy, (A0 ©x2)))
= WF,, p, (A((XQ ® Xl)L*-)>, nach obiger Rechnung,

=" WF), (A((XQ ® Xl)-)), wg. Trafoverhalten von WF,
= 1" WEp, 5, (A).

Damit ist das Lemma bewiesen. O

3.2.3. Feldgleichung

Die Zweipunktfunktion A des KG-Feldes ist per Konstruktion eine Losung der KG-Gleich-
ung in beiden Argumenten. Dies wollen wir zur Bestimmung ihrer Wellenfrontmenge aus-
nutzen.

Ist eine Distribution Losung einer partiellen Differentialgleichung, so hat das erhebliche
Auswirkungen auf die Struktur ihrer Wellenfrontmenge:

Einerseits konnen nur bestimmte Strahlen aus den Kotangentialriumen in der Wellen-
frontmenge auftreten. Andererseits bedingt das Auftreten eines Elements in der Wellen-
frontmenge auch das Auftreten von anderen — die Singularitéiten ‘breiten sich aus’.
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3. Zweiter Zugang

Die mikrolokale Analysis stellt sehr allgemeine Sitze zur Verfiigung, die diese Phinomene
beschreiben. Da diese Sétze und ihre Anwendung auf den fiir uns interessanten Fall aber an
anderer Stelle (siehe z.B. [14]) sehr eingehend beschrieben wurden, wollen wir sie hier nicht
detailliert vorstellen, sondern nur die Ergebnisse zitieren. Dazu definieren wir zunéichst das
Unterbiindel

N i={(p.€) € T"M| gy, ¢%) = 0}

des Kotangtentialbiindels. Damit lautete das bendtigte Resultat:

Satz 3.2.6. Fiir eine Losung A € D'(M x M) der KG-Gleichung in beiden Argumenten
ist WF(A) C N x N. Weiterhin gilt

(p1,&1,p2,&2) € WF(A) und (p1,€1) ~ (91, €1) = (p1,€1,p2.&2) € WF(A)

und ebenso

(plaglap%é.?) € WF(A) und (p2a§2) ~ (p127§’2) = (plaflapl%é’?) € WF(A)

3.3. Berechnung von WF(A)

Jetzt wollen wir WF(A) tatsdchlich berechnen. Wir verwenden dazu Argumente, wie sie
auch schon in [14] benutzt wurden.

Nehmen wir Satz 3.2.2 und den ersten Teil von Satz 3.2.6 zusammen, so wissen wir
WFE(A) C Gy =GN (N xN).

Wir betrachten jetzt wieder zwei Punkte p1, p2 € M und wollen Bedingungen an WF,,, ., (A)
erhalten. Dazu machen wir eine Fallunterscheidung beziiglich der Lage von p; und py zu-
einander:

D1, p2 akausal: Einerseits ist Gy N1*Gy = {0} wegen der Asymmetrie von G. Andererseits
gilt fiir p1 Xps wegen Lemma 3.2.5:

Gn D (p1,p2, WEp, 5, (A)) = (p2,p1, 04 WEp, , (A)) C 2Gn-

Damit ist

WEFy, 5 (A) =0 fir  piXpa.

Auf der Diagonalen: Angenommen (p,&1,p,&2) € WF(A) und & } £&. Dann finden wir
(P}, &1) und (pj, &) mit

(p,lagll) ~ (pagl) und (p,Qagé) ~ (p7£2)
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3.3.  Berechnung von WF(A)

und so, daf} p| und p,, auf einer gemeinsamen Cauchy-Fliche liegen (globale Hyperbolizitiit).
In einer gewissen Umgebung von p haben die betreffenden Nullgeodéten keine konjugierten
Punkte, so daf} wir zusétzlich p| # p), annehmen kénnen. Damit fithrt aber (p), &}, p), &) €
WF(A) zum Widerspruch mit der Uberlegung beziiglich akausal gelegener Punkte. Also
muf} &[/&y gelten. Wir wissen also & = A, A € R. Aulerdem muf} aber (§1,&2) € G, also
&1(0) = —&2(0;) gelten. Damit folgt A = —1 und insgesamt

WE,,(A) € {(6,€) 1 9(€,6) =0, €@)>0, ¢=-¢}. (3.5)

p1, p2 kausal, nicht durch Nullgeodite verbunden: Angenommen (pi,&1,p2,&2) €
WF(A). Dann finden wir wegen der globalen Hyperbolizitét (ph, £5) mit p) auf der gleichen
Cauchy-Fliche wie p; und (ph, &) ~ (p2,&2). Nach Voraussetzung ist p; # pl, somit pi Xph
und nach dem vorherigen Abschnitt WF,, ,; (A) = (). Daher muf8 auch

WEp, p,(A) =0
sein.

P1, p2 durch mindestens eine Nullgeodéte verbunden: Angenommen (p1, &1, p2, &2) €
WF(A). Zunichst nehmen wir zusitzlich an, daf {g nicht tangential zu einer der p; und
po verbindenden Nullgeoditen ist. Dann finden wir (p},&]) mit p)| in der Cauchy-Fliche
von py, jedoch von py verschieden, so daf (p1,&1) ~ (p},€&}) gilt. Da poXp) fithrt das zum
Widerspruch. fg ist tangential zu einer bestimmten, p; und ps verbindenden Nullgeodite
v.

Somit finden wir &}, so daB (p1,&1) ~ (p2,€}) gilt. Nach (3.5) mufl &} = —&; sein, es gilt also
(p1,&1) ~ (p2, —&2). AuBerdem muf} &} (9;) > 0 sein, daher erhalten wir auch &;(d;) > 0,
denn diese Grofle andert sich beim Transport des (Ko-) Vektors entlang der Geodéten nicht.
Wir haben also gefunden, daf}

WFy, 5, (A) C {(&1,&2) | (p1,&1) ~ (p2, —&2), &1(0r) > 0}
ist.

Ergebnisse der Fallunterscheidung: Wenn wir die Ergebnisse der Fallunterscheidung
zusammenfassen und uns erinnern, daf fir £ € T* M

@) >0 <« g 9)>0 < & ist zukunftsgerichtet,
erhalten wir
WE(A) € W. (3.6)

(W wurde in Abschnitt 1.4.2 definiert.) Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dafl tatséichlich
Gleichheit der beiden Mengen gilt. Dazu verwenden wir, dal die Wellenfrontmenge des
Propagators E der KG-Gleichung bekannt ist. Wir bendtigen nicht die genaue Struktur
dieser Menge, sondern lediglich den singuldren Tréger von E:
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3. Zweiter Zugang

Satz 3.3.1 (Korollar von Thm. 2.32 aus [14]). Es gilt

singsupp E = {(p1,p2) € M x M | 3 Nullgeodite, die p1 und py verbindet} .

E ist der Imaginérteil von A. Daher ist
singsupp A D singsupp E

und somit WF,, ,,,(A) # 0, sofern p; und py durch eine Nullgeodite verbunden sind. Sind
p1 und po durch genau eine Nullgeodite verbunden, so ist also auf jeden Fall WF), ,,,(A) =
Wpl,PQ'

Wir betrachten nun den Fall, dafl p; und ps durch mehrere Nullgeodédten verbunden sind.
Sei v(s) eine davon. Auf v gibt es nun aber auf jeden Fall einen Punkt p3 # p1, der nur durch
v mit p; verbunden ist. Nach obiger Uberlegung ist also WEF,, ps(A) = Wy, p,. Wenden wir
nun den Satz 3.2.6 an, so ergibt sich tatséchlich auch

WE, p,(A) D {(61,62) € Ty, p, (M x M) | & Paralleltr. von & entl. v, £1(0;) > 0} )

Ahnliche Relationen erhalten wir auch fiir alle anderen Nullgeoditen, die p; und po ver-
binden. Damit ist tatsdchlich WF), ,,(A) =W,, », und wir finden schlielich

Satz 3.3.2. Sei A die Zweipunktfunktion eines quasifreien Grundzustandes des KG-Feldes
auf einer global hyperbolischen stationdren Raumzeit M. Dann gilt

WE(A) = W,

d.h. der Zustand ist ein Hadamard-Zustand.
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4. Das Modell

In diesem Kapitel besprechen wir eine Anwendung der in den letzten Kapiteln bereitgestell-
ten Techniken auf eine konkrete Situation: Wir wollen die Hadamard-Eigenschaft fiir die in
[17] auf bestimmten Teilgebieten der Schwarzschild-Kruskal-Raumzeit definierten Zustéinde
nachweisen. Diese Anwendung war eine wesentliche Motivation fiir die gesamte Arbeit.
Zunéchst stellen wir die Schwarzschild-Kruskal-Raumzeit vor:

4.1. Die Schwarzschild-Kruskal-Raumzeit

Die Schwarzschild-Kruskal-Raumzeit (im Folgenden immer SK-Raumzeit genannt) ist eine
Erweiterung der bekannten Schwarzschild-Raumzeit. Sie wurde 1959 von Kruskal angege-
ben [20]. Sie ist nicht weiter analytisch fortsetzbar, in diesem Sinne also eine maximale
Erweiterung.

Die im folgenden angegebenen grundlegenden Eigenschaften der SK-Raumzeit findet man
z.B. in [10].

4.1.1. Grundlegende Eigenschaften
Die zugrundeliegende topologische Mannigfaltigkeit ist R xS?, die Metrik lautet in Kruskal-
Koordinaten T, X, ©
g = B(dT? — dX?) — r2d0°.
Dabei ist der Vorfaktor
B = 3o Lo/
r
und r ist implizit durch

T2 _ X2 — (1 B L) or/2M
2M

gegeben. dQ? bezeichnet die Metrik auf der Einheitssphire S? ¢ R? und 7 und X durch-
laufen den Bereich T2 — X? < 1. Die Hyperbeln T? — X? = 1 sind geometrische Singu-
laritéiten der Raumzeit. Die auf der S? konstanten Kurven z(u) mit T(u) = +X (u) sind
Nullgeoditen.

Als Losung der Vakuumfeldgleichungen ist die SK-Raumzeit Ricci- und somit auch skalar-
flach. Auflerdem ist sie raumartig asymptotisch flach.
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4.1.2. Symmetrien und Kausalitatsstruktur

Die SK-Raumzeit ist sehr symmetrisch: Sie ist kugelsymmetrisch und besitzt ein Killing-
Vektorfeld

K = X0r — TOx.

Der FluB dieses Vektorfeldes laft die S? ¥y bei T = X = 0 invariant. An jedem Punkt
von Y, gibt es zwei zukunfts- und zwei vergangenheitsgerichtete Nullvektoren. Die Null-
geoditen, die in diese Richtungen von ¥, ausgehen sind Integralkurven von K und bilden
Nullhyperflichen hf, h%. Nach [19] bezeichnet man eine solche Konfiguration von Hyper-
flichen als Bifurkations-Killing-Horizont. Diese Nullhyperflichen teilen die Raumzeit in
vier offene Bereiche, die Keilregionen R (X > |T'|) und £ (X < — |T|) und die Regionen F
(T > |X|) sowie P (T < —|X|).

In den Bereichen R und L ist K zeitartig, sein Fluf} definiert also eine ausgezeichnete
Zeitkoordinate fiir diese Bereiche, in denen die Metrik zumindest manifest stationir wird.
Es zeigt sich jedoch, daff die Raumzeit fiir diese Bereiche sogar statisch ist. Eine mdoglich
Wahl von Koordinaten (¢, z), in denen die Metrik explizit statisch wird, ist implizit gegeben
durch

T = +e*/*M ginh(t/4M), X = +e®*M cosh(t/4M), =z, t€ R (4.1)

fiir R resp. L. In den neuen Kordinaten (¢, z) wird die Metrik

IM 1/2
gler = 2(dt? — da?) — r2dQ? mit o = (g(K,K))/? = (1 - —>

r

und r implizit gegeben durch

r

Neben der Kugelsymmetrie und den durch das Killing-Vektorfeld gegebenen Isometrien
gibt es eine weitere Symmetrie, die Spiegelungsisometrie

v (T,X,60) — (-T,—X,0), (4.2)

wobei @ beliebige Koordinaten auf dem S Anteil bezeichnen.

Die SK-Raumzeit ist global hyperbolisch, die durch T' = 0 gegebene Hyperfliche ¥ ist
beispielsweise eine Cauchy-Fliche. ¥ zerfillt in 3, Yz := RNYX und Xz = LNX. Auch R
und £ sind global hyperbolisch, ¥z resp. 3, sind Beispiele fiir Cauchy-Flichen. Insofern
ist also das Cauchy-Problem sowohl fiir die SK-Raumzeit als Ganzes als auch fiir R und £
im Sinne von Satz 1.3.2 wohlgestellt [17].
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4.2. Das KG-Feld auf der SK-Raumzeit

In [17] realisiert Kay das KG-Feld auf dem Schwarzschild-Teil R der SK-Raumzeit wie
folgt:

Einteilchen-Hilbert-Raum wird der Raum

r2

1
H = L2 <2'R, a— dVOl’YER> .
Auf diesem Raum und in den Koordinaten (4.1) definiert Kay den DO
2 2M
A= -8 - 212+ o2 <—3+m2> ,
T T

Dabei haben wir mit L? den Laplace-Operator auf der Einheitssphiire $2 (den ‘Drehim-
pulsoperator’) bezeichnet. A ist, bis auf Multiplikation mit Funktionen, der X-Anteil des
KG-Operators:

1 1
2 _
Dg-l-m = gat-l‘wfl’f‘

Kay zeigt

Satz 4.2.1 ([17], Abschnitt 4). e Fiir alle N € N ist AN, dom (AVN) = C§°(Sgr) C
‘H wesentlich selbstadjungiert.

e Das Spektrum des selbstadjungierten Abschlusses A ist enthalten in [0,00), A ist
invertierbar.

o Esist C{°(Sr) C dom (A71/2).
Der Einteilchen-Hamilton-Operator ergibt sich zu
h:= Zl/Q
und die Einteilchen-Abbildung als
1
ki CF(R) » H, k(F) = — (hl/Qrpo EF +ih Y 2arp EF) .

Dabei ist E der Propagator der KG-Gleichung nach Satz 1.3.2, und pg und p; sind die in
Gleichung 1.3 definierten Abbildungen (beziiglich ¥z ). Weiterhin werden die Operatoren

—~1/2 -1/2
S .= (eﬂh—l) , C .= (1—6_6h>
definiert. Man kann sich leicht iiberzeugen, da Sh* und Ch* fiir A > 1/2 beschriinkte Ope-

ratoren sind. In Verbindung mit der Aussage C§°(Xr) C dom (A~'/2) des oben zitierten
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Satzes ergibt sich rank C dom (S)Ndom (C). Wir notieren auch noch, da§ C? — §? = T ist.
Aus diesen Elementen konstruiert Kay nun einen quasifreien KMS-Zustand wg zur inversen
Temperatur 3, sowie einen quasifreien Grundzustand w.,. Die Zweipunktfunktionen lauten

Ag(F,G) = (Ck(F), Ck(G))x + (Sk(G), Sk(F))x,

4.3. Die Hadamard-Eigenschaft fiir ws und w

Auf die im letzten Abschnitt vorgestellten Zustéinde wollen wir nun unsere Methoden an-
wenden. Zunichst betrachten wir weg:

Erster Ansatz: A hat offensichtlich glatte Koeffizienten, ist von zweiter Ordnung und
elliptisch. Zusétzlich hat A die in Satz 4.2.1 genannten Eigenschaften. Damit erfiillt A die
Annahmen 1,2,3 und 4 aus Satz 2.3.4.
Es ist keine Uberraschung, da auch Annahme 5 erfiillt ist. Eine kleine Rechnung zeigt,
dal mit den dort verwendeten Bezeichnungen
M2
(==,  MJ(AC) =a?m® — — > —(4M) >
r r
Wir miissen nun das IR-Verhalten von A charakterisieren. Dazu beweisen wir das folgende
Lemma, dessen Aussage implizit schon in der Arbeit von Kay enthalten ist.

Lemma 4.3.1. HA*I/QMXHOP < o0, HMXA*I/2 < 0.

HOp
Beweis. Wie in [17] bemerkt, ist mit der Funktion n := 2Ma?/r3

|a2s || = . apy = g 00) = |Mpaf|) VE € CR R

Da 7 glatt, positiv und nichtverschwindend ist, findet man zu xy € C§°(Xx) eine Konstante
cx, so da || M, fl|, < ¢ ‘Mn1/2fH fiir beliebige f aus C{°(Xr) gilt, es folgt
0

IMfly < e |A20]| vF e CR(R),

Da auch A'/? wesentlich selbstadjungiert auf C°(XR) ist, gilt obige Abschétzung sogar fir
alle Elemente aus dom (Al/Q). Sei jetzt f aus dom (A_l/g). Wir kénnen dann abschétzen:

|pmcarirzg| <o |arzazg]| = e sl

Mithin kann man MXA_l/2 zu einem beschrinkten Operator auf ganz H fortsetzen.

Man kann nun leicht nachrechnen, daf (M, A~'/2)t = A=1/2)1, auf C$°(2g) ist. Daher
ist A='/2M,, beschrankt auf C§°(Xx) und li8t sich daher ebenfalls beschrinkt auf ganz H
fortsetzen. O
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4.3. Die Hadamard-Eigenschaft fiir wg und we

Nun kénnen wir unser Resultat 2.3.4 auf die Funktion F(A4) = A~'/2 anwenden: Wegen
(2.11) ist (L~'F)(1) =¢r'/>"1 € K12, A~1'/2 ist also tatsichlich ein /DO .

Da weiterhin A vom eigentlichen Typ ist, ist das Produkt AA~'/2 = A'/2 ebenfalls ein DO
. A1/2 ist auch elliptisch, denn aufgrund der in Satz 2.1.7 gegebenen Multiplikationsregel
fiir Hauptsymbole ist /7,(&, ¢) ein Hauptsymbol von A2,

Schreiben wir die Zweipunktfunktion A, aus und gehen zu dem von Junker in [14] ver-
wendeten Volumenelement iiber, so erhalten wir

1 | 1
Ao(F,G) = 5(;00 EF, EU thﬁPO E G)r2(2r.dvol)

+ (p EF,v/aU *h 'Uvap E G>L2(§]R,d\/01)

SN

1

T3

((po EF, p1 EG)12(5r avol) = (P EF, po EG) 1255 dvol)) -

Dabei bezeichnet U den unitiren Operator U : L?(dVol) — #, der durch den Multiplikati-
onsoperator U = M /5, gegeben ist.

I := o Y2U " hUa /2 ist ebenfalls ein elliptischer ¥/DO , denn diese Eigenschaft wird,
wie man sich iiberzeugen kann, durch Multiplikation mit glatten nichtverschwindenden
Funktionen nicht gestort. Da er aulerdem noch symmetrisch ist, und mit

1
Q= —(ila—d,)
o
ein @ gefunden ist, welches die Forderungen aus Satz 2.2.1 erfiillt,’ kénnten wir Satz 2.2.1
tatsdchlich anwenden. Gébe es also nicht die Liicke im Beweis dieses Satzes, so kénnten wir
jetzt schlieflen, dafl ws tatséichlich ein Hadamard-Zustand ist.

Zweiter Ansatz: Der zweite Ansatz fithrt zum Ziel: Da h strikt positiv ist, ist wee ein
Grundzustand. Daher lasst sich Satz 3.3.2 anwenden und wir erhalten

Satz 4.3.2. wy st ein Hadamard-Zustand.
Nun wollen wir zeigen, daf§ auch die KMS-Zustéinde wg Hadamard-Zusténde sind. Wir

verwenden dazu unser Ergebnis iiber die Hadamard-Eigenschaft des Grundzustandes wq
indem wir zeigen, daf§ die Differenz zwischen Ag und A, eine glatte Funktion ist.

Es ist

1 1 1, 1., 1 _,q@ ‘
—QGI+—=8,) = —Tal + —8? = —h*r+ —3? ‘¥ o4 m?,
(6% (6% (6% row (6%

Ein Hauptsymbol von @ ist gegeben durch q(p, &) = i, /vp(€,€) — i/ao. Es gilt also

q(p,§) =0, §#£0 & &o = ay/7p(§,€) > 0.
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4. Das Modell

Zunichst formen wir Ag ein wenig um. Wegen C§°(Xg) C dom (Sh~'/2) N dom (Ch~1/?)
sind alle dabei auftretenden Terme zumindest im Sinne von quadratischen Formen definiert:

As(F,G) = (CK(F), Ck(G))n + (Sk(G), Sk(F))n

+
+ (k(G), S’k(F))n

=:AA(F,G)

Die Tatsache, dafi der Differenzterm A glatt ist, wird sich daraus ergeben, dai Aa ei-
ne Losung der KG-Gleichung in beiden Argumenten ist, deren Anfangswerte glatt sind.
Dazu zitieren wir zunéchst ein Ergebnis aus [5], betreffend die Regularitdt von parameter-
abhéngigen Losungen der KG-Gleichung:

Satz 4.3.3 (Spezialfall von [5], Prop. Al). Wir betrachten eine Lisung I' der KG-
Gleichung

(O+m*)iT(p,q) =0
auf einer global hyperbolischen Raumzeit M zu den Anfangswerten

UU(an)a Ul(ﬂaq)a BGZ, QEM

auf einer Cauchy-Fldiche 3. ug,uy sollen glatt in beiden Argumenten zusammen sein und
kompakten Triger in p fir jedes feste q besitzen.
Dann ist T' glatt in beiden Argumenten zusammen.

Wir beweisen folgendes, auf die vorliegende Situation zugeschnittenes Korollar:

Korollar 4.3.4. Sei M global hyperbolisch undT' € C§°(MxM) Lisung der KG-Gleichung
in beiden Argumenten. Seien die Anfangswerte

(0: @ D)) =T(oph)  i=12 j=1,2

wohldefiniert, glatt und mit kompaktem Trdager. Dann ist I' durch eine glatte Funktion
gegeben.

Beweis. Wir fassen (p; ® pol') (-, ¢) fiir i = 1,2 als Anfangswerte fiir die KG-Gleichung auf.
Wegen Satz 1.3.2 gibt es eine eindeutige Losung I'g(p, ¢) zu diesen Anfangswerten, wegen
Satz 4.3.3 ist diese glatt in beiden Argumenten gemeinsam ' und wegen der Eindeutigkeit

iDaf hier pi ® pol’ nur auf ¥ x ¥ und nicht auf ¥ x M definiert ist, ist nicht wesentlich: Man setze einfach
glatt auf ¥ x M fort.
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4.4. Die Hadamard-Eigenschaft fiir wgp

gleich T® pol". T® pol ist also glatt.

Genauso verfihrt man nun mit p; ® p;I' und zeigt damit die Glattheit von I ® p;I.

I® pol’ und T ® pi;I" werden nun als Anfangswerte fiir die KG-Gleichung (im zweiten
Argument) aufgefafit. Man erhilt eine nach Satz 1.3.2 eindeutige, nach Satz 4.3.3 in beiden
Argumenten gemeinsam glatte Losung, die wegen der Eindeutigkeit mit ' iibereinstimmt.
Daher ist T' tatsdchlich durch eine glatte Funktion gegeben. O

Wir kommen nun zuriick zu Aa: Sei x1, x2 € C§°(Xx). Wir definieren folgende Modifikation
von Aa:
Ay () == (rpo EF, My, hS* M, ,7po E Gy + (arpt EF, My, h ™' S*M,,arp; E G)y.

Die Anfangswerte von A, sind wohldefiniert: Mit Hilfe der Gleichungen (1.4) berechnen
wir:

(Po ® POAx) (f1, f2) =(f1, Marx152h71Marxzf2>H
(1 ® poAy) (f1, f2) =0
(po ® p1Ay) (f1, f2) =0

(p1 ® p1Ay) (1, f2) =(f1, My, S*h My, f2) 2.

Der Operator Sh™Y2M, = ShY2h"1M, ist wegen Lemma 4.3.1 (Beschrinktheit von
h='M,,) und der Beschrinktheit von Sh'/? beschriinkt fiir beliebiges x € C3°(X). Gleiches
gilt fiir ANSh=Y2M,, N € N. Seien nun K, Ky € ¥ gegeben. Wir withlen x € C3°(%), so
daB k|g, = 1. Fiir f; aus K; und N aus Ny gilt also

(U, ANSEV2 )| = [ fr AN SHTV2 M )| <o 12l

—~

Daher erfiillt die quadratische Form von Sh~!/2 die Voraussetzungen von Satz 2.1.14. Sie

hat also einen glatten Kern. Gleiches gilt fiir die quadratische Form von Sh!/2. Insofern
sind die Anfangswerte von A, tatsichlich glatt und haben wegen der x; auch kompakten
Tréiger. Wir kénnen also das eben bewiesene Korollar anwenden und erhalten, daf$ A, durch
eine glatte Funktion gegeben ist.

Der Zusammenhang zwischen A, und Aa ist nun leicht herzustellen: Seien K, Ky zwei
beliebige Kompakta in ¥z. Wéhlen wir x; € Cg°(Xr) so, daB x1|7(k,)nzr = 1 gilt und 2
analog mit X2|J(K2)QER = 1, so ist wegen der in Satz 1.3.2 gegebenen Trigereigenschaften
von B Ax = Ay auf C§° (K1) ® C§°(K>). Es folgt wegen der Beliebigkeit von K, Ko, dafl
A iiberall glatt ist. Damit hat Ag die gleiche Wellenfrontmenge wie Ay,. Wir erhalten

Satz 4.3.5. wg ist ein Hadamard-Zustand.

4.4. Die Hadamard-Eigenschaft fiir wyy

Kay definiert in [17] nun auch noch eine Schar von quasifreien Zustinden w E des KG-Feldes
auf dem Doppelkeil R x £ in der SK-Raumzeit. Die Einschrinkungen dieser Zustinde auf
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4. Das Modell

eine der Keilregionen ergeben die im letzten Abschnitt vorgestellten Zustinde wg. Allerdings
handelt es sich bei den w /;f nicht um Produktzustéinde: Sie sind rein und es gibt nichttriviale
Korrelationen zwischen den beiden Regionen. Wir definieren

Ay (F,G) := —2Re ((ok(F), Sk(G))H> F.G € CZ(2R).
Die Zweipunktfunktion von wj lautet dann

Ay (Fr, Fr,Gr,Gr) = Mg(Fr, GRr) + Ag(V" Fr, 1" Gr)
+AX(FR,L*G£) +A><(L*F£,GR), (*)
wobei Fr,Gr € C§°(R), Fr,Gr € Cy°(L).

Dabei erinnern wir daran, daf§ mit ¢+ die Keilspiegelung (4.2) gemeint ist. Eine kurze Rech-
nung liefert

Ay (F,G) = (arpy EF,CSh™tarpy EG)y — (rpo E F,CShrpyE F).

Dabei ist der erste Ausdruck wieder im Sinne quadratischer Formen zu verstehen.
Auch A ist Losung der KG-Gleichung in beiden Argumenten. Wiederum kénnen wir die
betreffenden Anfangswerte bestimmen. Es ergibt sich

(po ® polx) (f1. f2) =(f1, MarCSh™ My, f2) 3
(p1 ® polx) (f1, fa) =0

(po ® p1Ax) (f1, fa) =0

(p1 ® p1Ax) (f1, fa) =(f1, My CShM, fa)y.

Sind also CSh~! und CSh durch einen glatten Kern gegeben, so kénnen wir unsere Argu-
mentation aus dem letzten Abschnitt (Modifikation mit x1, x2, Anwendung von Korollar
4.3.4) auch hier anwenden und erhalten die Glattheit von Ay.

Nun ist aber wiederum C'Sh™! als quadratische Form beschriinkt auf C$°(K) x C§°(K2)
fiir feste Kompakta K/, Ko, ebenso natiirlich AYCSh~" und ANCSh fiir alle N € N. Daher
kann in beiden Fillen der Satz 2.1.14 angewendet werden: CSh~' und C'Sh sind tatséichlich
durch glatte Funktionen gegeben.

Betrachten wir nun wieder A; als Ganzes: Da R und L akausal liegen, ist wE genau dann
ein Hadamard-Zustand, wenn die Einschrinkungen auf R bzw. £ Hadamard-Zusténde sind
und es keine weiteren Beitrige zur Wellenfrontmenge von AE gibt.

Die beiden ersten Terme in (*) sorgen dafiir, daf die Einschrénkungen von wﬁx auf R bzw. £
durch wg gegeben, mithin Hadamard-Zusténde sind. Die durch Ay gegebenen ‘Mischterme’
sind, wie eben gesehen, glatt, tragen also zur Wellenfrontmenge nichts bei. Daher gilt

Satz 4.4.1. wﬂx ist ein Hadamard-Zustand.

Unser Ergebnis zeigt, dafl beziiglich der Hadamard-Eigenschaft kein Wert fiir 8 bevorzugt
ist. Wir wollen jedoch an dieser Stelle bemerken, dafl es Anzeichen dafiir gibt, dafi der
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4.4. Die Hadamard-Eigenschaft fiir wgp

sogenannte Hartle-Hawking-Zustand wy i := wg, ), also derjenige der obigen Zustéinde, der
gerade Hawking-Temperatur besitzt, gegeniiber den iibrigen dadurch ausgezeichnet ist, daf}
er sich als einziger zu einem Hadamard-Zustand auf der gesamten SK-Raumzeit fortsetzen
ldsst. Sicher ist zumindest, dafl es hochstens einen Zustand gibt, der auf den Keilen R und
L jeweils ein KMS-Zustand und auf der gesamten SK-Raumzeit ein Hadamard-Zustand ist.
Dieser muf} auf den Regionen R und £ mit wgp iibereinstimmen [19].
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A. Der Beweis von Lemma 2.1.8

Wir wollen hier den Beweis von Lemma 2.1.8 {iber die Lokalisierung von Funktionen im
Definitionsbereich eines elliptischen DO nachholen. Er beruht auf der in [33] gegebenen
Idee.

Wir beginnen ihn mit einem Lemma, das es uns erméglicht, unsere Betrachtungen auf den
Fall f € C§°(%) zu reduzieren.

Lemma A.1.2. Sei N € N und f € dom (AQN). Dann gibt es eine Folge (f;) C C§°(%),
so daf

A™f — A™f, m=0,1,...2~
gilt.
Beweis. Wir zeigen per Induktion nach N: Sei (f;) eine Folge, fiir die f; — f und A2 fi—
A" f gilt. Dann gilt auch

A™ ) — A™f, m=1,...2N. ()

Induktionsanfang: N = 1, also nichts zu beweisen.
Induktionsschritt: Angenommen, (%) gilt fiir N. Gegeben sei eine Folge (f;) mit

N+1

= f AT Ay

Wegen

N 2 N41
|2 = < 5= 10|42 1= 1)
folgen  f € dom <A2N> und A2V f A2V F
Nach Induktionsvoraussetzung sind also die Gleichungen fiir m = 1,...2" in (x) erfiillt.

Wir setzen jetzt f, := A2 fiund f:= AQNf. Dann gilt

2N+1

fisf, AT aTTp=AT

Somit ist auch hier die Induktionsvoraussetzung anwendbar, es folgt

A"y — A™f  m=1,...2"V.
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Insgesamt haben wir damit (x) fiir N + 1 bewiesen.

Schluf3: Wir kénnen jetzt die Aussage des Lemmas beweisen: Ist ein bestimmtes N und
f € dom <A2N> vorgegeben, so finden wir aufgrund der wesentlichen Selbstadjungiertheit

von A2 auf C§° (%) eine Folge f; aus C§°(X) mit f; — f und A2V # 5 A2 f. Fiir diese
gilt (x), womit die gesuchte Folge gefunden ist. O

Wir beweisen jetzt zunichst die gewiinschte Ungleichung fir f € C§°(X) per Induktion
nach N. Vorab bemerken wir, dafl in diesem Fall

Axf = xAf — (Ax)f —2v(Vx, V) (#%)

ist.
Induktionsanfang: N = 1: Nach (xx)

14X 15 < (IxAFllo + 1(AX) Fllg + 2 [7(Vx: V£)lp)
<t (IAFIE + 1713 + 17 (T% )IE)
Die ersten beiden Terme sind schon von der geforderten Form. Wir schétzen nun den dritten

Term ab. Dazu bezeichnen wir mit sy die charakteristische Funktion von {p € ¥ | V(p) >
0}. Nach Voraussetzung ist also (1 — ky )V beschrinkt. Damit berechnen wir

(VX VA2 = / (V. V)7 (Vx, V) dVol(p)

< / (V. V)Y (V 1, V) dVol(p).
>

wobei wir die CS-Ungleichnung auf v angewendet haben,

<4 /E (Y £,V F) dVol(p)

:¢X<fa _Af>
S ¢x<fa (_A + HVV)f>

< b (718 + 1 (=2 + V) £12)

= ¢ (1713 + 104 = (0 = sV £1)

=t (14200 (- mV ) U1 + 2114117
< dov (1713 +1AL1)

Die entsprechende Ungleichung fiir die Normen selber und nicht fiir deren Quadrat erhélt
man sofort aus der obigen.
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A. Der Beweis von Lemma 2.1.8

Induktionsschritt: Angenommen, die Ungleichung gelte fiir NV, d.h. es gibt Konstanten
ey vk, k=1,...N, so dafl

HA’“XfHO_ VieOR(®) k=1,...N

gilt. Seien wiederum y, f € C§°(X) vorgegeben. Wir erhalten nach (#x)
ANt < 2 ([ AVxAf [ + 14N (Ax)f]| + 4 [ AN (Vx. V).

Die beiden ersten Terme konnen mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung abgeschétzt werden.
Wir betrachten den Term AN~ (Vy, Vf):
Unter Verwendung der Formeln (abstrakte Indexnotation!)

[A,h] = —Ah — 2VhV,,

m
(A, VTt = = D (VR + B Vo) Ton.oby ety 1.t
7j=1
- RcaceveTbl...bm - (vav)Tbl...bma

machen wir aus ANy (Vy, Vf) eine Summe von Termen

AN~ (Vyx, V) = ZF Ve . VoFi3Ve... Vo A" f. (% % *)

Dabei sollen die e Indices andeuten, iiber die in irgendeiner Weise kontrahiert wird. Die
Tensoren F(;;) enthalten den Kriimmungstensor und die Funktionen x und V' sowie deren
Ableitungen. Weiterhin gilt

e Zu festem i hat mindestens ein F{;;) kompakten Tréiger, denn in jedem Summanden
muf} die Funktion y oder eine ihrer Ableitungen mindestens einmal vorkommen.

e Die Anzahl k; der (unter anderem) auf f wirkenden kovarianten Ableitungen, die
nicht in einem der A™ enthalten sind, erfiillt die Ungleichung

r; + ki <N +1.
Denn: Wir starten mit AN~(Vy, V), also mit einer kovarianten Ableitung und N mal

dem Operator A, und die verwendeten Vertauschungsrelationen erhéhen die Summe
aus Anzahl der As und Anzahl der auf f wirkenden kovarianten Ableitungen nicht.

Wir formen weiter um: Mittels

[fa Va] = —(Vaf)
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bringen wir die kovarianten Ableitungen aus (* * %) nach links und erhalten

AN~(Vx, V) = Zval.. u, G(fj')" i AT g,

Dabei sind die G(;;) wiederum Tensorfelder mit kompaktem Tréger und es gilt
lij +r, <N+ 1.

Diese Terme konnen wir jetzt unter Verwendung der Garding-Ungleichung abschitzen.
Wir nehmen dazu fiir den Moment an, supp x lige unter der Koordinatenumgebung U
einer Karte (U, 7) und schéitzen ab:

(i5)

ST T fnea

i,J a1...ali].

HAN»),(Vx, Vf)HO Z Hval., “, Ga1 al”An)

,

indem die Christoffel-Symbole und ihre Ableitungen aus den kovarianten Ableitungen auf
supp x abgeschéitzt wurden. Da wir wissen, dafl der betrachtete Term glatt ist und kom-
pakten Triger hat, konnen wir jetzt die Garding-Ungleichung anwenden:

/8 X (e angy+ [natoige o ang )

i,J a1...al..

SONECIEEONDY R

1,7 Q1. az
(*)

Sofern nun [l;;/2] < N ist, kénnen wir auf die Terme (*) die Induktionshypothese anwen-
den und erhalten insgesamt eine Abschiitzung der gewiinschten Form. (Der Ubergang von
der Ungleichung fiir die Quadrate der Normen zur Ungleichung fiir die Normen selber ist
elementar.)

Dalijj+ri < N+1 = [;; <N +1 gilt, ist tatsdchlich [l;;/2] < N fiir N > 1, wie man
sich leicht iiberzeugen kann. Insofern haben wir das Gewiinschte zumindest schon fiir den
Fall gezeigt, dafl supp x unter einer Koordinatenumgebung liegt.

Der allgemeine Fall ist damit jedoch auch nicht mehr schwierig: Da ¥ parakompakt ist,
koénnen wir uns eine lokal endliche Uberdeckung durch Kartenumgebungen (U;) und eine
dieser untergeordneten Teilung (;) der Eins beschaffen. Dann schétzen wir ab:

A f [l < D0 11AY xax o -
7

In der Summe sind nur endlich viele Terme von Null verschieden. Diese kénnen wir jetzt
wie oben abschitzen.
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A. Der Beweis von Lemma 2.1.8

Schluf: Bisher haben wir die gewiinschte Ungleichung lediglich fiir f € C§°(X) gezeigt.
Der allgemeine Fall ergibt sich daraus jedoch sofort mit Hilfe von Lemma A.1.2:
Sei f € () dom (A!), N € N gegeben. Dann gibt uns Lemma A.1.2 eine Folge (f;) von

I<N
Funktionen aus C§°(X) in die Hand, fiir die
Alf — A'y, l=0,1,...N

gilt. Durch Induktion haben wir gezeigt, daf} es eine Konstante ¢, 4,y gibt, so daf}

N
[ANX(f5 = fi)lly < expv D HAl(fj =i,
=0

ist. An dieser Ungleichung sehen wir, da AN xf; eine Cauchy-Folge sein muB, also gegen
ein Element aus L2(X) konvergiert. Dieses Element kann aber nur ANy f sein, denn AV
ist selbstadjungiert, der Graph von AN also abgeschlossen. Insofern kénnen wir in der
Ungleichung

N
AN xfill < ex.pv Z HAlfz‘
1=0

0

auf beiden Seiten den Grenziibergang durchfithren und erhalten das gewiinschte Ergebnis.
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B. Der Beweis von Satz 2.7.6

In diesem Anhang wollen wir die DO -Eigenschaft fiir den Operator I; aus Abschnitt 2.7.2
nachweisen. Dazu bendtigen wir zunéchst einige Eigenschaften von o, dem halben Quadrat
des geodétischen Abstandes auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (3, ):

o erfiillt in Koordinaten in einer normalen Umgebung die folgenden Gleichungen':

[vlivlja](x) =7ij(x): (1)
9i(2) =0, )
o(2,9) = 57" (2)0,0(2,9)0s, 0, y). Q)

Des weiteren gelten die folgenden Ungleichungen:

Lemma B.1.3. Sei K ein Kompaktum in einer normalen Koordinatenumgebung U (zu-
gehorige Kartenabbildung: ) von 3. Dann gibt es

1. Konstanten cg, cy, so dafs
|2 —y|* < cxo(e,y) < dile -y Va,y € n(K)
18t.
2. eine Konstante cj., so daf8
0i0(z,y)| < ci lz —y|  Vz,y € n(K)
18t.
3. zu jedem Multiindex o eine Konstante cq i, so dafs
(0 + 0y) 0 (,y)| < cax |z —y[* Vo,y € n(K)
18t.
4. zu jedem Multiindex o eine Konstante c’a’K, so dafs
|(0p + 0y)*0i0 (2, y)| < co i [ —yl  Va,y € n(K)

18t.

‘Dabei steht [f](z) fiir den sogenannten Koinzidenzlimes f(z,z) einer Funktion f auf dem R*" und 9; ist
die partielle Ableitung nach einem der Argumente z1,...Zn, Y1,...Yyn von 0.
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B. Der Beweis von Satz 2.7.6

Beweis. Erste Aussage: Wir betrachten zunédchst Punkte (z,y) abseits der Diagonalen.
Dazu definieren wir

Do g &) O I CY)

5 C = .
e—y2>e |z — y[*’ T emye |z — vyl

Wegen o(z,y) =0< z =y ist cgl) > 0 und wegen der Stetigkeit der Quotienten o/ |-| auf

(2)

dem betrachteten Bereich ¢’ < oc.

el

Es gilt
1 c£2)
lx — y\Q < —=o(z,y) < - |z — y\Q fiir |z — y\Q > €. (4)
CEI) CE;I)

Jetzt betrachten wir das Verhalten in der Ndhe der Diagonalen: Wegen
[Vlivljg] = [Vlialja] = [811'81]‘0_"1—‘%8%0
= [01,01,0] + T};[01,0]

—~
~

= [alialy‘a]
und (1) gilt
o] =0, [Blka] =0, [31i31j0] (y) = ’)’z’j(y)-

Analog gilt
[z =y’ =0, [d]z—y]’]=0, [31i31j |z — ?Jﬂ (y) = 0y

Wie zu erwarten, haben also sowohl o(z, y) als auch |z — y|? fiir festes y ein lokales Minimum
0 bei x = y.
Fiir zunéchst festes y kénnen wir nun die positiv definiten quadratischen Formen -;;(y)

und 26;; gegeneinander abschitzen: Es gibt positive cg(,l),cg(f), so daf
806, < cDey(y) < PETsy; Ve e R\ {0}

gilt. Diese quadratischen Formen geben aber nun die Richtungsableitung — in Richtung & —
der ersten Ableitung der entsprechenden Funktion wiederum in Richtung £ an. Daher gibt
es zunéchst fiir festes y ein €, > 0 mit

|z —y|* < cél)a(fp,y) < cg(f) |z —y*  fiir 2z mit |z —y|* < €y.
Da sowohl cg(jl), cf) als auch €, stetig von y abhéngen, finden wir ein Minimum e > 0 von
ey auf K sowie Konstanten

2

:= max c{!) > 0, ¢? = max 2 < occ.
K K

(1)

Cy
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Damit gilt
2 1 1) (2 2 . 9
iz —y? < Wo(z,y) < Vel |z —y[*  fiir z,y mit |z —y|* < e,
Zusammen mit (4) ergibt das die erste Ungleichung,.

Zweite Aussage: Wir schitzen ab:

— (%) —
(01,0] < 1/61(01,0) (91, 0) < cxe\ /77 (D1,0) (8, 0)

(3)
= cgVo < gz —yl,

wobei fiir () wieder wie im ersten Teil die quadratischen Formen uniform gegeneinander
abgeschitzt wurden und im letzten Schritt ein Ergebnis aus dem ersten Teil verwendet

wurde.
Die Ableitungen 0, 0 kénnen wir mit einer analogen Rechnung abschétzen.

Dritte Aussage: Setzen wir zur Abkiirzung
f(z.y) = (01 + B)%0(z,y).
Wie im ersten Teil betrachten wir zunfichst Punkte auflerhalb der Diagonalen: Mit

¢ = max 1Y)

e—y2>e |z — y|?

< 00

gilt
f(zy)| <celz—y|* fir [z —y]* >e

Jetzt untersuchen wir die Situation in der Ndhe der Diagonalen:
Zunichst beobachten wir, dal ganz allgemein fiir eine glatte Funktion f(z,y)

0ilfl(z) = Oif (z,2) = (O, f)(z,2) + (02, f) (2, 7)
= [(01; + 92,) f1(z)

gilt. Mit Hilfe dieser Gleichung berechnen wir nun
[f] = 0%o] =0,
_ A (2
[alif] =0 [a1i0] = 0,
1
(01,01, 1] = 001, 01,01 € 9% g5

Wir sehen also, daf f(x,y) fiir festes y bei x = y zwar nicht notwendig ein lokales Extre-
mum, jedoch zumindest einen Sattelpunkt besitzt. Analog zum ersten Teil finden wir in

dieser Situation zumindet ein ¢y, so dafl

€€ 0%i(y)| < ¢y €'¢70;; VE € R\ {0}
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B. Der Beweis von Satz 2.7.6

ist und damit ein €, mit
f@y)| <eylz—y|* fiir z mit |z —y> <e,.

Wie im ersten Teil kann man sich daher auch Konstanten ¢, ¢ beschaffen, so dafl
@y <clz—y? fir o,y mit [z -y <

gilt. Zusammen mit (5) ergibt das die Behauptung.

Vierte Aussage: Da uns kein Analogon der Formel (3) fiir D zur Verfiigung steht,
kénnen wir nicht wie im zweiten Teil des Beweises argumentieren, sondern gehen den glei-
chen Weg wie im dritten Teil:
Wir fithren die Abkiirzungen

DY := (81 + &),  flz,y):= (D 9o0)*

ein und setzen

[/ (z,y)]

Cc = max ————5 <0
=y *>e |2 — y|

womit
flay)l <celz =yl fir |z -y > (7)
folgt. Weiterhin gilt

6
1] = [D°0i0]? € (0[0i0))* = 0,
(01, f] = 2D*0;0][D01,050] = 0.
Die Matrix der zweiten Ableitungen ist auf der Diagonalen wiederum nicht positiv definit,
f hat also fiir festes y bei £ = y einen Sattelpunkt oder ein lokales Extremum. Wie im
dritten Teil schlieflen wir auf die Existenz von Konstanten €, ¢, so daf§
Flay) <clz—yl® fir o,y mit Jo -y <e
ist. Mit Hilfe von (6) finden wir also eine Konstante ¢, x mit

f(2,9)] < cax |z —yl>.

Ziehen wir auf beiden Seiten die Wurzel, so ergibt sich die Behauptung. U

Jetzt beweisen wir das folgende Lemma:
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Lemma B.1.4. Sei K C 3 kompakt und liege unter einer Normalkoordinatenumgebung.
Sei x € C§°(X x X). Seien weiterhin Multiindices o, B,y mit |7y| > || sowie € > 0 gegeben.
Dann gibt es eine Konstante ¢ (abhdingig von K, § und den Multiindices), so dajf$ in lokalen
Koordinaten die Ungleichung

_a(zy)

/dy ‘(81 + 8y)a(95 (X(a:,y)(y —x)7e” or )‘ <crsmthl=IB) vy e Kvri0<r<e

gilt.

Beweis. Strategie: Wenn man die Ableitungen des Integranden auf der linken Seite der
zu beweisenden Ungleichung ausfiihrt, erhilt man i.a. eine Summe von sehr vielen Termen.
Wir werden die Integrale dieser Summanden einzeln abschitzen. Dabei wird es darauf
ankommen, in geeigneter Weise iiber die Faktoren in den Summanden Buch zu fiihren, die
das Verhalten fiir kleine 7 beeinflussen:

e Der Faktor 7!, der beim Ableiten der Exponentialfunktion entsteht, macht einen
Summanden bei 7 = 0 singulérer.

e Faktoren, die auf der Diagonalen verschwinden, machen den betreffenden Summanden
bei 7 = 0 regulérer. Zu diesen Faktoren gehoren z.B.

(yl - xi)a ayiO', (ax + ay)ﬁayia-

Irrelevant hingegen sind Funktionen, die glatt sind, jedoch auf der Diagonalen nicht not-
wendig verschwinden. Beispiele hierfiir sind d;0j0 oder auch x und alle seine Ableitungen.
Diese werden insofern in den folgenden Rechnungen nicht genauer betrachtet werden.

Die Ableitungen (95 : Wir fithren zunéchst die Ableitungen (95 aus:

9, (X(:vay)(y - x)ve*@) =

7

o(z,y)

(y — )67 (9y0)Psr ( Trrel. )igpe 2

Ttiﬁv

Dabei numeriert 4 die entstehenden Terme in irgendeiner Weise durch, 8;5,, v;5y sind ent-
sprechend gewéhlte Multiindices und ( Irrel. ), enthélt die von uns als irrelevant erkannten
Terme.

Entscheidend ist nun fiir uns die folgende Tatsache: Es gilt fiir alle 4, 3, 7:

2tigy + 7] — 18] < [Bigy| + [vigy| - (8)

Diese Ungleichung beweisen wir per vollstindiger Induktion nach |3
Verankerung: Fiir |3| = 0 hat die obige Summe nur einen Term. Er werde, sagen wir,
durch ¢ = 0 gekennzeichnet. Mithin gilt

‘/8| = ‘/80,37| =0, h" = ‘70[37|7 tO,B'y =0
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B. Der Beweis von Satz 2.7.6

und Beziehung (8) ist erfiillt.

Induktionsschritt: Gegeben sei nun der i-Term aus der Summe zu 3,~. Angenommen,
er erfiillt (8). Wir leiten diesen Term nach y; ab. Indem wir die Kettenregel anwenden,
erhalten wir eine Summe

_a(zy)
Z tm' — )8’ (8y0)6“3’7( Trrel. ) g e 2
=1
Dabei ist 8; = B; + 1, B, = By fiir k # j. Es gilt

l ‘ Ableitung wirkte auf ‘ 154 ‘/Bl,,@’v ‘71,6’7
1 exp(—o/271), tigy +1 |Bigy| +1  |vigy|
2 (y)Pie, tisy  1Bisyl =1 |vigy|
3 (y =)o, tigy |Bigy|l  Ivigy| — 1
4 ( Irrel. )igy, tigy |Big| |Yign|

Unter Beachtung von || = || + 1 und der Induktionshypothese liest man jetzt aus der
Tabelle ab, daf fiir jeden einzelnen Term tatsichlich

2t + 17 = 8] < [Bigrs

+ gy
gilt, womit (8) gezeigt ist.

Die Ableitungen (0, + 0,)*: Jetzt miissen wir die Wirkung der restlichen Ableitungen
untersuchen. Wir verwenden die Abkiirzungen

D% := (0p + 0y)® sowie By := Bigy, V) = Vigys  etc.

und berechnen

1 o(x,
D* <7’ti (y — )70 (9y0)7® ( Trrel. )ie(zfy)>

o(z,y)

1
= (=20 Y = (DP9 (0,0)°0) (D% (Do) ) (Trrel. )yge 5
i

Dabei numeriert j wiederum die enstehenden Terme durch, 7 etc. sind entsprechend

gewdhlte Multiindices, die natiirlich auch noch von «, 8 und ~ abhingen.

Die genaue Struktur von 7y, d(i;), d(;;) ist nicht wichtig, wir halten jedoch fest, daf
ki) | = Fig (9)

ist.

Schluf}: Wir kénnen jetzt abschétzen:

‘Daaﬂ(...)‘

<¢KXKxKZ Hk” ly — 2" | D (9,0)P®

0( )
@) (Do) | e o ,
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weil die irrelevanten Terme glatt sind und kompakten Tréger in K x K haben. x g« x meint
die charakteristische Funktion von K x K.

1 . . g ly—=|
<ERXRxE S e v - | 0B |2 m i | oot 57

ij

wegen Lemma B.1.3.

1 o ly—z!®
i+|v|—18]+2k; .
S¢K,5XK><KZW‘?J—$| i+h=18] i ek
— Tlitkij
L

denn wegen (8) und (9) ist
Y| + 18| +2[rap| = 28+ 17| = 18] + 2kij.

Fassen wir das bisher Erreichte zusammen:

/dy ‘(8x+8y)0‘85(...)‘ §¢K,€Z%/dy |z — y|" e—%\y;:p. (10)
ij

Dabei wurden die Abkiirzungen
ajj =2t + || — |B‘+2kij bij :ti-l—kij
verwendet. Betrachten wir den ¢j-Term separat:

1
7bij

ly—z|?

1 n aij /2 1 n
= /dyl---/dyn (Z Iy — ng) exp (— = lym = xml2>
=1 m=1

R R
1 o0 0 n aij/2 n
via Substitution s; = 77 1/2 oy — x1],

:¢T%(n+au)—bi:‘_
Einsetzen in (10) liefert jetzt das Gewiinschte:

/dy \(ax +ay)a35(...)\ <¢ 3 rhlntas) by g nthl-|8),
ij
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B. Der Beweis von Satz 2.7.6

Jetzt haben wir alle Werkzeuge beisammen, um den entscheidenden Satz zu beweisen:

Satz B.1.5. I; ist ein DO aus ¥O(X).

Beweis. Strategie: Wir wollen das in Lemma 2.1.5 angegebene Kriterium fiir die ¥yDO
-Eigenschaft verwenden. Nach Korollar 2.7.5 ist I; : C§°(X) — C'*°(X) stetig und hat einen
Integralkern, der abseits der Diagonalen glatt ist.

Um das in Lemma 2.1.5 gegebene Kriterium fiir die ¥y DO -Eigenschaft anzuwenden, bleibt
also nur noch die Abschitzung der fiir eine geeignete Uberdeckung (U;) definierten Funk-
tionen a;(x,¢) auszufiithren. Dies wollen wir im folgenden tun:

Die Funktionen a;(z,¢): Als Uberdeckung von ¥ durch Kartenumgebungen verwenden
wir eine Uberdeckung (U;) durch konvexe normale Umgebungen (Satz 1.2.2). Aus diesen
greifen wir uns eine beliebige Umgebung U heraus und bezeichnen die zugehorige Kar-
tenabbildung mit 7. Fiir x, x' aus C§°(nU) definieren wir wie in Lemma 2.1.5

a(z, &) : = x(z)e_e(z)m Iim* X eg

p K(0)
= /dy eif(y—x)/dT f(T)ZT_n/QHXl(ZE,y)e_O(;;y).
by 0 1=0

Dabei wurde die Abkiirzung
xa(.y) = [det [ () |det 7|2 ()x (@)X (WA (. y)Ui (. )
verwendet. Wir wihlen ein beliebiges k& < 5] und schétzen ab:

Forola(z,¢)

)

J k(0)
< Sfaﬁ/dy (y—w)ﬁeif(y‘”/dT F) S (e TR
9 0 =0

denn wir konnen die £-Ableitungen in das Integral hineinziehen, da sich die £-Ableitungen
des Integranden unabhiingig von ¢ durch |x| 0¥ ™/? (Lemma 2.7.1) integrabel majorisieren
lassen.

k(0)

1)
- 5?85 /dT /dy (y — x)ﬁeif(y—m)f(T) Z T_n/2+le(£U, y)e_a(;:;y) |
0

5 1=0
wobei wiederum die Abschitzung aus Lemma 2.7.1 die Integralvertauschung erméglicht.

9 k(0)
o it(y—z -n _olzy)
=02 [ar [ay oo | 1) Y ey - a)e )

0 s =0
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indem die & unter das Integral gezogen, als Ableitungen nach y; von expi&(y — ) geschrie-
ben und schliefllich per partieller Integration auf den Rest des Integranden hiniibergewélzt
wurden.

Jetzt miissen noch die Ableitungen nach z durch die 7-Integration gezogen werden. Dazu
miissen wir die Ableitung des Integranden unabhingig von z integrabel majorisieren. Die
wesentliche Arbeit dazu ist schon in Lemma B.1.4 geleistet. Wir berechnen:

k(0)

] —T -n _o(zy)
ag/dy WDk | F(1) S r T () (y — 2) e T
> =0
k(0) -
—n a i _x _o(zy
=1y [y o (6405 (ute - o) "))
=0 )

da der Integrand des y-Integrals glatt mit kompaktem Trager ist,

k(0
© o(z,y)

=@ [y S0, 10,00, () - a)e E) |
=0 )

indem 0y, exp(i&(y — z)) = —0,, exp(i{(y — x)) ausgenutzt und anschlieBend partiell inte-
griert wurde

k(0)
<HF ()3 raBHER)
=0

wegen Lemma B.1.4. Das ist unabhiingig von z und integrabel in 7 auf [0,6], da |f(7)]
integrierbar auf [0, §] und k£ < |4] ist.
Mit dieser Abschiitzung haben wir zweierlei gezeigt:

1. a(z,&) ist glatt in beiden Argumenten zusammen.
2. |6 0200 a(z, €)] <.

Aus 2. miissen wir jetzt nur noch schlieBen, dafi a tatséchlich die Ungleichungen (2.3)
erfiillt. Das ist aber nicht mehr schwierig: Da es eine positive Konstante ¢ gibt, so dafl

€7 <> 1g)?

j=1

ist, erhalten wir

m\ﬁ\

o 0fals,6)| <
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B. Der Beweis von Satz 2.7.6

Es gilt auch

8%8?@(3:,{)‘ <¢, womit schlussendlich

1

]

= (1+]) <¢

a20falw, &) <¢(1+ 1),

080; a(z, €)

=

84



85



Symbolverzeichnis

Symbolverzeichnis

Die néchstgréfiere ganze Zahl

Der Koinzidenzlimes

Eine Halbnorm auf einer Mannigfaltigkeit
Eine Schwartz-Norm

Eine Sobolev-Norm

Die Operator-Norm

s + 1-dimensionale Raumzeit
n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit
Karte einer Mannigfaltigkeit

Pullback und Push forward

Der duale Vektor zu ¢

p und ¢ liegen akausal

Der Definitionsbereich eines Operators
Die Fourier-Transformation

Die inverse Fourier-Transformation

Die Bicharakteristik-Relation

Die Reehsche universelle Konstante
Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Tréger auf X
Topologischer Dualraum von C§°(X)
Raum der glatten Funktionen auf ¥
Topologischer Dualraum von C*(X)

= iz:8)

Der Propagator der KG-Gleichung

Die Fourier-Transformation

Kausale Zukunft und Vergangenheit
Einteilchen-Abbildung

Eine bestimmte Klasse von Funktionen
Die Laplace-Transformation

Die Klasse der /DO m-ter Ordnung auf X
Geodétischer Abstand von p und ¢
Abbildungen auf die Cauchy-Daten

= 1/2r%(p, q)

Symbolklasse

Die Schwartz-Funktionen auf R”

Die Schwartz-Distributionen auf R”

Die n-Sphére

Die Wellenfrontmenge
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