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Kapitel 0

Einfiihrung

Buchholz und Haag berichten, daf} in den frithen sechziger Jahren der Spruch kursierte “The
contribution of axiomatic quantum field theory to physics is smaller than any preassigned
positive number &” [1]. Ein Grund fiir diese ausgesprochen negative Einschitzung der Bedeu-
tung des axiomatischen und auch des algebraischen Zugangs zur Quantenfeldtheorie damals
wie heute ist sicher darin zu sehen, daf allen zweifelsohne erreichten Erfolgen das noch im-
mer ungeloste Problem gegeniibersteht, mathematisch kontrollierbare und nicht-triviale, d.h.
wechselwirkende Modelle im 1 4 3-dimensionalen Minkowskiraum zu formulieren. Bislang
fithrte dieses Unterfangen nur im Fall von integrablen oder von konform-invarianten Model-
len in 1 4 1-dimensionaler Raumzeit (niederdimensionaler Fall) zum Erfolg. Die vorliegende
Arbeit stellt einen ersten Schritt dar in einem auf Ideen Bert Schroers [2, 3, 4] zuriickgehen-
den Ansatz, im Fall der letzteren erfolgreiche Methoden in den hoherdimensionalen Fall zu
iibertragen.

0.1 Ausgangspunkt: Die “fundamentale Struktur” der 1 + 1-
dimensionalen konformen Quantenfeldtheorie

0.1.1 Chirale Faktorisierung und Zopfgruppen-VR

Als fundamentale Struktur in den lésbaren konformen Modellen im niederdimensionalen Fall
haben sich quadratische Vertauschungsrelationen chiraler Austauschkomponenten erwiesen,
aus denen zelluldre Darstellungen der Zopfgruppe aufgebaut werden kénnen. Wir wollen dies
etwas niher erldutern.

Belavin, Polyakov und Zamolodchikov (BPZ) gelang es Mitte der achtziger Jahre, kon-
forme Quantenfeldtheorien mit endlich vielen priméren Feldern im niederdimensionalen Fall
zu klassifizieren und einen Algorithmus anzugeben, um die n-Punktfunktionen prinzipiell als
Losungen einer endlichen Anzahl bestimmter (auf Ward-Identitidten der euklidischen konfor-
men Invarianz aufbauender) Differentialgleichungen zu berechnen, die jeweils nur von einer
Lichtkegelkoordinate abhdngen [5]. Die n-Punktfunktion eines konformen Feldes ® in 1 + 1
Dimensionen hat die Form!

(@ (20, tn) - ®(ar,t1)) = D Fy (@) F (27) (1)
i—=1

'Die Aussagen von [5] gelten wie gesagt fiir endlich viele verschiedene primire Felder; wir konzentrieren
uns der Ubersichtlichkeit halber aber auf die Vertauschungsrelationen zwischen identischen Feldern.

7



8 KAPITEL 0. EINFUHRUNG

mit % = (z, £ t,,..., 21 £ t1); die konformen Blicke Fiz) (%) sind Lésungen der angespro-
chenen Differentialgleichungen.

Es stellt sich die Frage, wie diese chirale Struktur zusammenpafit mit der Lokalitdt der
Quantenfelder im Minkowskiraum. Ausgehend von Lehren aus [6, 7] fanden Rehren und
Schroer darauf eine Antwort [8, 9, 10]:

Die zweidimensionalen Felder lassen sich zerlegen in Anteile, die zwischen den Sektoren
der chiralen Observablen interpolieren. Diese Zerlegung ist eine Verfeinerung der Spektralzer-
legung bzgl. des Zentrums der Uberdeckenden der konformen Gruppe?. Diese Anteile wieder-
um faktorisieren in chirale Austauschkomponenten: Bezeichnen wir die Sektoren der chiralen
Observablen mit HE, so ist

o(,t)= 3 o, (2 ed5 , (o) (2)
atiBy
a_,B_
mit
(I)+

By (z7): ’H;Lr — HY

B+’
und jeder konforme Block ist ein Vakuumerwartungswert einer Kette solcher Austauschkom-
ponenten,

FJ(:) (x+) = <¢'a:a(n—1) (xr-lz_)@;r(n—n’a(n—m (x;:_1) T q);r(z),a(n (x;r)@;r(l)’o(xir)>

und entsprechend fiir den anderen Lichtkegel. Jede dieser Ketten definiert einen Pfad durch
die Menge der Sektoren der chiralen Observablen. Im folgenden betrachten wir der Einfach-
heit halber nur noch den Lichtkegel z, und unterdriicken den Index bzw. Superscript +;
entsprechende Gleichungen gelten jeweils auch fiir den anderen Lichtkegel.

Aus den Eigenschaften der F(*) in den in [5] betrachteten Modellen folgt fiir z; 1, > x;
(o= (a1, ..., aV)), o entsprechend)

<'1>0,a<n—1> (@n) + Potin) 00 (F1) Poi) o1 (Tig1) -+ @a<1>,o($1)>

= Z(Di)a,a’ : <¢0,O/(n_1) (xn) e @O/(H—l),a’(i) (xi+1)¢al(i)’a/(i—1) (xz) e ¢a/(1)’0(x1)> (3)

al
mit

L (a(i+1),a(i—l))

bzw. fiir 2,41 < z;

<@o,a<n—1> (@n) *+ Potin) o) (F1) o) o1 (Tig1) - - @a(1>,o($1)>
-1
= Z(Dz( ))a,a’ : <(I>0’a/(n—1)(xn) @) ) (i) P i () -+ q)af(1>,0($1)> .(5)
Oé,
Die Lokalitdt der unzerlegten Quantenfelder ist nun gleichbedeutend mit Constraints an

die R-Matrizen in (4): Damit die unzerlegten Felder ®(z,t) (s. (2)) lokal sind, miissen die
Matrizen der Vertauschungen der beiden Lichtkegelkomponenten sich geeignet kompensieren;

’Die ersten Verdffentlichungen zu diesem Thema arbeiten nur mit der Spektralzerlegung; spiter zeigte sich
aber, daf} diese i.a. zu grob ist.



0.1. 1 + 1-DIMENSIONALE KONFORME QUANTENFELDTHEORIE 9

im Fall eines hermiteschen, skalaren Feldes ® beispielsweise? ist dies dquivalent zur Unitaritit
der R.
Aus (3) und (4) folgert man die quadratische Vertauschungsrelation (VR)

©y5(2)®s,0(y ZRM "y (Y)Ppral2), y > . (6)

In diesem Sinn sind die Austauschmatrizen D; aufgebaut aus den R-Matrizen quadratischer
VR der Austauschkomponenten. Darstellungen dieser Art nennen wir im folgenden zelluldr
(s.a. Definition 1.2.4).

Die aus den R-Matrizen aufgebauten Austauschmatrizen D;,2 = 1,...,n — 1 bilden eine
Darstellung von Artins Zopfgruppe [11]: Die Reihenfolge dreier benachbarter chiraler Koor-
dinaten kann durch D;D;1D; oder D;y1D;D; 1 umgekehrt werden; fiir die Eindeutigkeit
dieser Operation ist es notwendig und hinreichend, daf}

D;D;i1D; = Di1D;Djqq (7)
gilt. Desweiteren sieht man leicht, daf§

Die Austauschalgebra (6) leistet aber noch wesentlich mehr, als nur die chirale Struktur
(1) mit der Lokalitit zu “versshnen”. In der Tat erweist sie sich als wichtiges Instrument zur
Bestimmung von n-Punktfunktionen in konformen niederdimensionalen Quantenfeldtheorien;
wéhrend sich die aus den Ward-Identitdten gewonnenen Differentialgleichungen fiir n > 4 i.a.
nicht mehr 16sen lassen, legt eine gegebene zelluldre Darstellung der Zopfgruppe im besten Fall
die Korrelationsfunktionen der zugehorigen Theorie fest [8]. Aber auch schon die abstrakten
Relationen (7) und (8) zusammen mit den sich aus der Lokalitdt der unzerlegten Felder
ergebenden Constraints stellen Restriktionen an die mdéglichen aus R-Matrizen gebildeten
Darstellungen und damit an die moglichen Skalendimensionen und Fusionsregeln [9, 10]. In
diesem Sinn gilt, “the exchange algebra [(6)] is the most fundamental structure inherent in
two-dimensional conformal quantum field theory” [9].

Die in der vorliegenden Arbeit aufgegriffene Idee Schroers besteht im wesentlichen darin,
ein Pendant dieser fundamentalen Struktur in héherdimensionalen konformen Quantenfeld-
theorien zu etablieren. Bevor wir dies ndher erliutern, machen wir noch eine Bemerkung zur
“Herkunft” der zelluldren Zopfgruppendarstellungen.

0.1.2 Darstellungen der Zopfgruppe in der DHR-Theorie

Der Ansatz von BPZ, der den Startpunkt der obigen Diskussion bildet, baut auf bestimmten
(Ladungs-, Virasoro-, W-) Algebren der konformen chiralen QFT und ihren positive-Energie-
Darstellungen auf und ist somit auf die niederdimensionale Quantenfeldtheorie beschrinkt.
Die Struktur der quadratischen VR interpolierender Felder und der daraus aufgebauten zel-
luldren Zopfgruppendarstellungen aber erweist sich als ein Sonderfall der DHR-Theorie der
Statistik [12, 13|, was eine Verallgemeinerung zum hoherdimensionalen Fall hin moglich er-
scheinen [48t.

3Hier stimmen Ff)(a:_,_) und F(z_) in der geordneten Region x$+1) > xz) ihrer Argumente iiberein,
“leben” aber auflerhalb der geordneten Region aufgrund unterschiedlicher ie-Vorschriften auf verschiedenen

Riemann-Flichen; daher ist in diesem einfachsten Fall R“Y) = R(-) = R.
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Im hoherdimensionalen Fall liefert die DHR-Theorie [14, 15, 16, 17] eine Beschreibung
der Superauswahlsektoren der Theorie und eine intrinsische Definition der Statistik eines
Sektors — mit jedem Sektor ist eine (bis auf Aquivalenz) eindeutige Darstellung der Per-
mutationsgruppe P, assoziiert. Fredenhagen, Rehren und Schroer zeigen, daf sich die DHR-
Theorie prinzipiell auch auf den niederdimensionalen Fall anwenden 148t; nur ist die Permu-
tationsgruppe in diesem Fall durch die Zopfgruppe By, zu ersetzen [12, 13], s.a. z.B. [18]. Das
Doplicher-Roberts-Theorem [19, 20] gilt dann nicht mehr.

Die Statistikoperatoren der DHR-Theorie liefern eine Darstellung der Zopfgruppe oder
im héherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe auf endlichdimensionalen Intertwiner-
RAumen. Eine natiirliche Basis dieser Rdume ist durch die Pfade durch die Menge der Sek-
toren indiziert; die Matrixelemente der Darsteller sind wie in (4) durch R-Matrizen gebildet,
die tatsichlich als Koeffizienten einer Austauschalgebra (6) gedeutet werden diirfen. Wir stel-
len diese Ergebnisse in Kapitel 1 zusammen. In diesem Sinn sind die Darstellungsrdume der
Zopfgruppe im chiralen Fall Pfadrdume einer gezopften DHR-Kategorie [12, 13].

Die niederdimensionalen Felder lassen sich nun entsprechend der so gefundenen Sektor-
Struktur durch die Sektor-Projektoren der chiralen Observablen-Algebra 2f = AT @A~ zerle-
gen; da die Sektoren infolge des Spin-Statistik-Theorems das Zentrum der Uberdeckenden der
konformen Gruppe diagonalisieren, ist diese Zerlegung eine Verfeinerung der Zerlegung bzgl.
dieses Zentrums [6, 7]. Die zerlegten Felder kommutieren gemafi einem Tensorprodukt zwei-
er Zopfgruppen Bl ® B, so, daf§ die unzerlegten Felder bei raumartigen Abstéinden gerade
kommutieren [21].

Die DHR-Theorie liefert somit eine abstrakte Begriindung® der zuniichst empirisch gefun-
denen Zerlegung der Felder in chirale Austauschkomponenten mit quadratischen VR, die auf
zelluldre Zopfgruppendarstellungen fiithren.

0.2 Erwartungen an den héherdimensionalen Fall

Im hoherdimensionalen (insbesondere im 1+ 3-dimensionalen) Fall werden wir natiirlich keine
chirale Faktorisierung erwarten kénnen. Was uns aber in konformen Theorien erhalten bleibt,
ist die spektrale Zerlegung der Felder unter dem Zentrum der Uberdeckenden der konformen
Gruppe [6, 7].

Desweiteren erfiillen die konforme Zwei- und Dreipunktfunktion zeit- und raumartige
Vertauschungsrelationen [2, 3, 4]; so gilt etwa fiir die konforme Zweipunktfunktion

(F(z)F(y)*) = ™8 (F(y)*F(z)), >y,

wobei dr die (anomale) Skalendimension des Feldes F' ist und = > y zu verstehen ist als “z
liegt in der Zukunft von y”.
Ausgehend von diesen Beobachtungen stellt Schroer die folgende Hypothese auf [2, 3, 4]:

Hypothese 0.2.1
Es gibt eine Zerlegung der konformen Felder

P(z) =) Fga(z), Fsalz):=PsF(z)P,,
B«

*Um MiBverstindnissen vorzubeugen, weisen wir darauf hin, da die DHR-Theorie alter ist als die chira-
len quadratischen VR; diese sind aber erst empirisch gefunden und dann abstrakt mittels der DHR-Theorie
begriindet worden.
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wobei P,, Pg orthogonale Projektoren sind, so daf die Austauschkomponenten Fj ,(z) Teil
einer Austauschalgebra

2)Gj.al Z RG 5 (5,9) - G o (4) iy ), (9)

fiir nichtlichtartige Abstinde von x und y, (z —y)? # 0, sind, die ggf. zwischen einer gréfBeren
Menge von Feldern gilt als denen, die in der Zerlegung von F' vorkommen. Fiir die beschrénk-
ten Operatoren der lokalen Algebren lautet (9)

F,5Gp0 =y RS (supp F,supp G) - G Fiyr
ﬁ/

wobei supp F' das Lokalisierungsgebiet von F' bezeichnet und supp F,supp G entweder voll-
standig zeit- oder vollstindig raumartig zueinander sind.

Auf Ketten einer gegebenen Linge n dieser Austauschkomponenten operieren Austausch-
matrizen D;(z;,z;11), die analog zu (4) aus den R-Matrizen der quadratischen VR (9) auf-
gebaut sind. Da die zeitartige Region in 1 4+ 3 Dimensionen dieselbe Topologie hat wie ein
Lichtkegel in einer chiralen Theorie (bzgl. eines gegebenen Punktes zerfillt die zeitartige
Region in zwei Zusammenhangskomponenten, Zukunft und Vergangenheit), miissen diese
Austauschmatrizen fiir zeitartige Abstinde® ((z;41 — z;)? > 0) wieder Darstellungen der
Zopfgruppe B, sein. Gegeniiber dem chiralen Fall treten aber neue Constraints an die mogli-
chen Zopfgruppendarstellungen auf: Fiir raumartige Abstéinde ((z;11 — 7;)? < 0) bilden die
Dj(z;,x;+1) infolge der Topologie der raumartigen Region bzgl. eines gegebenen Punktes im
héherdimensionalen Minkowskiraum eine Darstellung der Permutationsgruppe P,,; die Zopf-
und die Permutationsgruppendarstellung miissen kompatibel sein, d.h. Gleichungen der Form
(7) und (8) miissen fiir beliebige nichtlichtartige relative Abstinde der x;,7 = 1,...,n erfiillt
sein.

Vorbehaltlich der noch ausstehenden Rechtfertigung von Hypothese 0.2.1 besteht ein er-
ster Schritt zur Konstruktion hoherdimensionaler Modelle in Analogie zu den im niederdi-
mensionalen Fall erfolgreichen Methoden darin, die Kompatibilitit der zeitartigen (Zopf-)
mit der raumartigen (Permutations-) Statistik zu untersuchen. Unter der Annahme quadra-
tischer VR, d.h. VR der Form (9), miissen wir als Pendant der Zopfgruppe im chiralen Fall
die Vertauschungsgruppe BP, abstrahieren, die von den Austauschmatrizen dargestellt wird;
diese wird die Permutations- und die Zopfgruppe als Untergruppe enthalten, die Kompati-
bilitdtsforderung fithrt zu Restriktionen an die “gemischten” Produkte von Erzeugern der
beiden Untergruppen. Diese Gruppe ist in den VR zelluldr zu realisieren, d.h. die Darstel-
lungsmatrizen der BP,, sind aus den R-Matrizen der quadratischen VR (9) analog zu (3),
(4) und (6) aufzubauen. Dieser erste Schritt ist in der vorliegenden Arbeit ausgearbeitet, s.a.
den folgenden Abschnitt.

In einem weiteren Schritt wére zu iiberpriifen, wie sehr bereits die abstrakten Relationen
der BP,, wie im chiralen Fall a priori Restriktionen an die Skalendimensionen und Fusi-
onsregeln einer Theorie stellen. Die Situation in chiralen Theorien gibt Anlafl zu noch wei-
tergehender Hoffnung: Im giinstigsten Fall kénnte die Wahl einer Darstellung bereits die
n-Punktfunktionen der Theorie fixieren; das auszuarbeiten wire ein dritter Schritt. Die er-
folgreiche Ausarbeitung aller drei Schritte rechtfertigte dann die Hoffnung Schroers “In this

*Wir verwenden fiir den 1 + (d — 1)-dimensionalen Minkowskiraum die Metrik g = < ! 1 )
—lg—1
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way | expect 4-dimensional conformal fields to be the first nontrivial nonpertubatively con-
trollable and explicitly constructed QFT in physical spacetime” [4].

0.3 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit dient der Ausarbeitung des ersten Schrittes des oben skizzierten Pro-
gramms, d.h. der Abstraktion der Gruppe BP, und der Verifikation der Hypothese 0.2.1
im Spezialfall des konformen verallgemeinerten freien Feldes im héherdimensionalen Fall. Sie
zerfillt (abgesehen von dieser Einfithrung, dem Schlufikapitel 10 und den Anhingen) in drei
grofle Teile.

In Teil T geben wir einige “Hintergrundinformationen”: In Kapitel 1 skizzieren wir, wie
die DHR-Theorie via Statistikoperatoren auf zelluldre Darstellungen der Zopfgruppe (bzw.
im héherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe) in der Basis der Pfadintertwiner fiihrt;
im Permutationsfall konnen die R-Matrizen der quadratischen VR ohne Verwendung der
DHR-Endomorphismen und Intertwiner aus den Clebsch-Gordan-Koeffizienten einer eindeu-
tig bestimmten kompakten Gruppe (FEichgruppe) berechnet werden. Da sich die “fundamen-
tale Struktur” der quadratischen VR (6) bzw. der zelluliren Zopfgruppendarstellungen in
konformen chiralen Theorien als ein Sonderfall der DHR-Theorie erweist, erscheint es loh-
nend, sich diesen Mechanismus niher anzusehen. Es liegt nahe, zu vermuten, daf§ eine (noch
ausstehende) abstrakte Verifikation von Hypothese 0.2.1 zumindest Ahnlichkeiten mit dieser
im Fall der zelluldren Zopf- bzw. Permutationsgruppendarstellungen erfolgreichen Vorgehens-
weise zeigt. Tatséchlich gelingt uns in Kapitel 7 die Verifikation von Hypothese 0.2.1, d.h. die
Angabe von Austauschkomponenten mit zeit- und raumartigen quadratischen VR, fiir das
konkrete Beispiel des konformen verallgemeinerten freien Feldes im hoherdimensionalen Fall
in einer gewissen Analogie, allerdings auch mit groflen Unterschieden zu Abschnitt 1.3.

Auflerdem fithren wir in diesem Teil der Arbeit zur Vorbereitung von Kapitel 5 den Begriff
einer symmetrischen oder gezopften tensoriellen Kategorie ein, der eine natiirliche Sprache
und mittels einer graphischen Notation ein geometrisches Verstindnis von Vertauschungsre-
lationen bereithilt (Kapitel 2).

In Teil IT beschéftigen wir uns mit der von den Austauschmatrizen D;(x;,z;1) fiir zeit-
und raumartige Abstinde dargestellten Gruppe BP,,. Dabei dient Kapitel 3 der eigentlichen
Ausarbeitung des ersten Schrittes des oben skizzierten Programms: Ausgehend von Hypothese
0.2.1, d.h. insbesondere unter der Annahme quadratischer VR untersuchen wir die Kompa-
tibilitdt der zeit- und der raumartigen Statistik und abstrahieren die Vertauschungsgruppe
BP,.

Die BP,, 148t sich sowohl aus der Permutations- als auch aus der Zopfgruppe durch das
Hinzufiigen eines weiteren Erzeugers generieren (Kapitel 4). Dies liefert ein Verfahren, geeig-
nete Darstellungen einer dieser beiden Untergruppen zu Darstellungen der BP,, zu erweitern
— oder zu zeigen, daf} sich eine Darstellung der Zopfgruppe nicht zu einer Darstellung der
BP,, erweitern lafit (Darstellungen der Permutationsgruppe lassen sich immer trivial erwei-
tern, s. Abschnitt 4.1). Wir illustrieren dieses Verfahren in Kapitel 5, indem wir es auf eine
konkrete Darstellung der Zopfgruppe anwenden; es zeigt sich, daf sich diese von einer DHR-
Kategorie erzeugte Darstellung nicht zu einer Darstellung der BP,, erweitern I4ft.

In Teil IIT schlieBlich verifizieren wir die Hypothese 0.2.1 fiir den Fall des konformen ver-
allgemeinerten freien Feldes im hoherdimensionalen Fall. Die 2n-Punktfunktion dieses Feldes
zerfillt in (2n — 1)!! Produkte von Zweipunktfunktionen, und diese bilden die natirliche
Basis einer natirlichen Darstellung der BPs, (Kapitel 6). In der natiirlichen Basis ist die-
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se Darstellung allerdings nicht zellular. In Kapitel 7 erweitern wir den Fockraum des kon-
formen verallgemeinerten freien Feldes und identifizieren auf diesem grofleren Hilbertraum
Austauschkomponenten, die zwischen gewissen Unterrdumen interpolieren und in zeit- und
raumartiger Richtung quadratische VR erfiillen. Die Erzeuger und Vernichter des konformen
verallgemeinerten freien Feldes und damit auch das Feld selbst sind Linearkombinationen
bestimmter Austauschkomponenten. Wegen der quadratischen VR ist klar, dafl auf Ketten
der Liange 2n dieser Austauschkomponenten die BPy, zelluldr dargestellt ist; diese zellulére
Darstellung stimmt mit der natiirlichen Darstellung aus Kapitel 6 bis auf Aquivalenz iiberein
(Kapitel 8).

Bei dem hier zugrundeliegenden Pfadraum handelt es sich nicht um eine Tensorkategorie
und bei den genannten Unterrdumen nicht um Sektoren im Sinne der DHR-Theorie einer
geeigneten Observablenalgebra. Es ist zum einen nicht klar, bzgl. welcher “Observablen”
eine DHR-artige Realisierung (Endomorphismen und zugehérige Intertwiner) zu erwarten
wiére, zum anderen wird die in der DHR-Theorie wichtige Forderung nach Haag-Dualitdt und
daraus abgeleitet nach Natirlichkeit der Statistikoperatoren i.a. nicht in raum- und zeitartiger
Richtung aufrecht erhalten werden kénnen (vgl. Abschnitt 2.3).

Dennoch zeigt der Pfadraum gewisse Analogien zum gruppentheoretischen Pfadraum bei
Anwesenheit einer Eichsymmetrie (s. Abschnitt 1.3); an die Stelle der Eichgruppe tritt die
Gesamtheit der Permutationsgruppen Py, an die Stelle der Tensorierung mit einer Elemen-
tareichladung und anschliefender Ausreduktion tritt die Induktion zwischen Darstellungen
von Py und Pny1, N € Ny, bzw. die Restriktion zwischen Darstellungen von Py und Py _1,
N € N; anstelle der Clebsch-Gordan-Koeffizienten bestimmen im wesentlichen die Kompo-
nenten der Induktionsmatrizen zwischen Darstellungen der Py und der Py die R-Matrizen
der quadratischen VR der Austauschkomponenten (Kapitel 9).

In Kapitel 10 fassen wir unsere Ergebnisse noch einmal zusammen und weisen auf offene
Fragen hin; insbesondere werden im Rahmen dieser Arbeit die Schritte zwei und drei des
skizzierten Programms nicht untersucht.
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Kapitel 1

Darstellungen der Zopfgruppe in
der DHR-Theorie

Wir skizzieren, wie die Statistikoperatoren der DHR-Theorie eine Darstellung der Zopfgrup-
pe oder im héherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe auf endlichdimensionalen Inter-
twinerrdumen liefern; eine natiirliche Basis dieser Rdume ist durch Pfade durch die Menge der
Sektoren indiziert, und die Matrixelemente der Darsteller sind wie in (4) aus R-Matrizen gebil-
det, die tatséchlich als Koeffizienten einer Austauschalgebra interpolierender Felder gedeutet
werden diirfen. Im Permutationsfall gilt auflerdem das Doplicher-Roberts-Theorem: Die Sek-
toren lassen sich auffassen als irreduzible Unterdarstellungen der Observablenalgebra in der
Vakuumdarstellung einer Feldalgebra, wobei die Observablen die Fixpunkte der Feldalgebra
unter einer eindeutig bestimmten kompakten Gruppe G sind. Die Sektoren korrespondieren
mit den Darstellungen von G, und die R-Matrizen lassen sich allein aus der Kenntnis der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten von G berechnen. Unsere Untersuchungen in Kapitel 7 werden
sich in (etwas entfernter) Analogie zu dieser Vorgehensweise bewegen.

1.1 Praliminarien aus der DHR-Theorie

Den Rahmen der DHR-Theorie [14, 15, 16, 17] bildet der algebraische Ansatz zur Quanten-
feldtheorie nach Haag und Kastler [22]. In diesem Ansatz wird jeder offenen Menge O mit
kompakten Abschlufl im Minkowskiraum M eine C*-Algebra () mit Einselement zugeord-
net. Es gelten Isotonie,

Oy C 0O = 91(02) C Ql((’)l),

wobei das Einselement in 24(0s) mit dem in () iibereinstimmt, und Lokalitét,
0O, C Oll — 9[(02) C Q[(Ol)l,

wobei O] das kausale Komplement der Raumzeit-Region O; und 4(0;)" die Kommutante
der Algebra 24(O;) bezogen auf die Algebra der quasilokalen Observablen
oM
2= Ju(0)
o

bezeichnen. 2 enthélt alle relevanten Observablen der Theorie. Die Poincarégruppe ‘B ist auf
2 durch eine Gruppe von Automorphismen dargestellt,

Pogray € Autd, o,A(0) = A(gO).

17
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2 besitze mindestens eine treue irreduzible Darstellung.

Dieses abstrakte Algebren-Netz wird als grundlegend fiir die Theorie angenommen.

Unter einem Zustand verstehen wir im folgenden eine positive normierte Linearform auf
20 [23]. Eine positive Linearform w iiber einer C*-Algebra mit Eins ist reell, d.h. w(A4*) =
w(A),A € 2 (s. zB. [24]), und fiir selbstadjungierte Elemente von 2 (Observable) folgt
w(A) € Ry somit 148t sich ein Zustand fiir die Observablen als ein Erwartungswertfunktional
interpretieren. Jeder Zustand w fiihrt iiber die GNS-Konstruktion auf eine Darstellung =,
von A auf einem Hilbertraum #,, [25, 26]. H,, enthilt einen Vektor €2, der zyklisch ist fiir
(), d.h.

o (A)Q = Hy,.
Dies liefert eine Quantenfeldtheorie im Sinne von beschrinkten Operatoren auf einem Hil-
bertraum.

Wir nehmen im folgenden an, dafl es einen eindeutigen unter Poincarétransformationen
invarianten Zustand wy gebe, das Vakuum'; die zugehorige GNS-Darstellung g sei irredu-
zibel und treu auf dem Vakuumhilbertraum Hg. Da wg unter den Poincarétransformationen
invariant ist, wp o oy = wp, g € ‘B, induziert die Darstellung von P durch Automorphismen

auf 2 eine unitire Darstellung von P auf H,
7o (ag(A)) = U(g)mo (A) U(g)*

(vgl. [23], I11.3.2).

Wir betrachten ferner nur Darstellungen positiver Energie, d.h. solche, in denen die
Energie-Impuls-Operatoren (die Erzeuger der Translationen) unitéir implementiert sind und
ihr Spektrum im Vorwirtslichtkegel haben.

Die DHR-Theorie beschreibt geeignete Darstellungen der Algebra 2 durch lokalisierte
Endomorphismen p; die Superauswahlsektoren werden verstanden als Aquivalenzklassen der
irreduziblen geeigneten Darstellungen von 2. Eine zentrale Rolle spielen die Statistikoperato-
ren £(p,0'), die VR der sektorerzeugenden (“geladenen”) nichtobservablen Felder kodieren.
Wir geben keinen vollstindigen Uberblick iiber die DHR-Theorie, sondern tragen nur einige
fiir das Folgende wichtige Fakten zusammen, um den Ausgangspunkt fiir die Pfadraumdar-
stellungen der Zopfgruppe in den folgenden Abschnitten zu kliren und um die verwendeten
Begriffe und Notationen einzufiihren.

1.1.1 Voraussetzungen

Wir betrachten nur solche Darstellungen 7 des Algebrennetzes 2A(0), O C M, die im kausalen
Komplement O’ eines geeigneten Doppelkegels O der Vakuumdarstellung 7y unitér dquivalent
sind,

Tlaor) = mola(or)- (1.1)
Dieses Kriterium ist zu restriktiv, um Theorien mit langreichweitigen Ladungen wie etwa die
Quantenelektrodynamik zu betrachten [16]. Eine elektrische Ladung beispielsweise fiihrt via
GauBsches Gesetz auf einen konstanten Flufl durch eine beliebige, die Ladung umschliefende
Sphére und ist damit auch in beliebiger Entfernung vom Vakuum zu unterscheiden. Trotz-
dem gibt die DHR-Theorie die wesentlichen Strukturen wieder. Modifikationen fiir weniger
restriktive Kriterien werden beispielsweise in [28] diskutiert (Lokalisierung von Ladungen in
raumartigen Kegeln).

'Eine priizisere Definition eines Vakuumzustandes sowie eine kurze Diskussion der Existenz und der Eigen-
schaften von Vakuumzusténden findet sich z.B. in [23], III.3.2.
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Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes identifizieren wir die abstrakten Algebren der
Einfachheit halber mit ihren jeweiligen Vakuumdarstellungen [15],

A(0) = m(A(0)).
Desweiteren nehmen wir an, daf} fiir alle Doppelkegel O
A(0") =A(0)

gilt (Haag-Dualitat).

1.1.2 Endomorphismen

Unter der Annahme von Haag-Dualitéit fiir die Vakuumdarstellung ist das Kriterium (1.1)
daquivalent dazu, dafl ein in O lokalisierter Endomorphismus p : A — 2 existiert, so dafl
T = mp o p ([16], Proposition 1.2). Dabei bedeutet “lokalisiert in O”, daf§

o(A) = A YA € %(0)).

Das ist aus zwei Griinden von Interesse: Zum einen ermoglicht es, alle Aquivalenzklas-
sen von Darstellungen, die (1.1) erfiillen, auf demselben Hilbertraum #;, zu betrachten, zum
anderen induziert das Kompositionsgesetz der Morphismen eine Komposition von Darstel-
lungen.

Die Begriffe (unitir) d4quivalent und reduzibel bzw. irreduzibel verwenden wir im folgenden
fiir die Endomorphismen p so, wie fiir die von ihnen induzierten Darstellungen my o p. Die
Klasse der zu p unitir dquivalenten Endomorphismen bezeichnen wir mit [g].

Definition 1.1.1 A;(O) sei die Menge aller in O lokalisierten Endomorphismen p, fiir die
gilt, daB fiir jede aus O durch Poincarétransformation hervorgegangene Region O ein zu p
dquivalenter Endomorphismus mit Lokalisierungsgebiet in O existiert. Die Vereinigung aller
A4 (O) nennen wir Ay,

Ay = U (@)}
o
Die Endomorphismen in A; heiflen transportable Endomorphismen. Die Untermenge aller
irreduziblen ¢ € A; bezeichnen wir mit Al

Eigenschaften der lokalisierten Endomorphismen finden sich in [16], Lemmata 1.2, 2.1
bis 2.5. Wir erwihnen, dafl die Menge der durch Endomorphismen von A; beschriebenen
Darstellungen abgeschlossen ist unter direkten Summen und Unterdarstellungen.

Die Superauswahlsektoren der Theorie entsprechen in 1-zu-1-Korrespondenz den Klassen
unitir dquivalenter irreduzibler Endomorphismen in Al

1.1.3 Intertwiner

Zwei Darstellungen 7y o o, g o 0 besitzen genau dann unitir dquivalente Unterdarstellungen,
wenn es nichttriviale Intertwiner

A>T :0— 0, To(A) =c(A)T VAe A (1.2)

gibt ([16], Abschnitt IV).
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Die Menge aller Intertwiner ¢ — o bezeichnen wir im folgenden mit (o|p). Die Menge
(0|o) der Selbstintertwiner von p bildet offenbar gerade die Kommutante der Darstellung o,
und mit Schurs Lemma, folgt

o irreduzibel <= (p|o) = C - 1.
Fiir irreduzible p bildet (o|g) somit einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(T»,T1) == T}T; € C (1.3)

13,

1.1.4 Statistikoperatoren

Fiir zwei Endomorphismen p,0 € A; gibt es einen unitiren lokalen Intertwiner £(p,0) €
(0ploo), den Statistikoperator [16].
Die Gesamtheit der Statistikoperatoren e(p,0), 0,0 € A; ist eindeutig bestimmt durch
die Bedingung
e(o1,02) 01(T2) Th = Th 02(T1) e(01, 02) VT = (oi]0i) (1.4)

(Natiirlichkeit) und die “Anfangsbedingung”
e(o,0) =1, 0 < p, falls dimM=1+1 (1.5)

wobei o < ¢ bedeutet, dafl o im linken raumartigen Komplement des Lokalisierungsgebietes
von o lokalisiert ist, bzw.

e(o,0) =1, 0Xp, falls dimM > 1+ 2, (1.6)

wobei o)X bedeutet, dafl die Triiger der beiden Endomorphismen raumartig getrennt sind
(s. z.B. [13]).
Aus den obigen Bedingungen folgen die Gleichungen

e(0102,0) = e(01,0) e1(e(02,0)) bzw. e(g, 0102) = a1(e(0,02)) £(0, 01) (1.7)
und, da id in jeder Region des Minkowskiraumes lokalisiert ist,
£(o,id) = ¢(id, o) = 1.
Insbesondere folgt, dafl die Statistikoperatoren der Zopfrelation

03(e(01, 02))e(01, 03)01(e(02, 03)) = €(02, 03)02(£(01, 03))e(01, 02) (1.8)

geniigen.
Die Bedingung
e(o,0) =1, p <o,

anstelle der Bedingung (1.5) fiihrte auf die Operatoren (o, 0)*, 0,0 € Ay; im hoherdimensio-
nalen Fall (d.h. ohne eine intrinsische Unterscheidung zwischen dem linken und dem rechten
raumartigen Komplement) folgt die Permutationsrelation

e(0,0) = €(0,0)* baw. £(0,0)e(0,0) =1, fallsdimM > 14 2.
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Im héherdimensionalen Fall fithrt somit die Zuordnung

ti — 030" (e(0, 0)) (1.9)

fiir ein festes pg € A; mit der Transposition #; : ¢ <+ % + 1 auf eine unitdre Darstellung der
Permutationsgruppe ([16], Abschnitt 4), im niederdimensionalen Fall fithrt

bi + 030" ' (e(0, 0)) (1.10)

mit den Erzeugern b; von Artins Zopfgruppe [11] auf eine unitéire Darstellung der Zopfgruppe.
Diese Darstellung fiir pg = id heifit Statistik des Sektors .

1.1.5 Konjugierte Endomorphismen

Fiir jedes o € A; existiert eine Linksinverse ¢,, d.h. eine normierte, positive, lineare Abbil-
dung, so dal ¢,(0(A)Bo(C)) = Ap,(B)C, A,B,C € A ([16], Lemma 3.4).

Fiir jedes o € A" mit ¢,(e(0,0)) # 0 (endliche Statistik) gibt es einen bereits von der
Aquivalenzklasse [0] bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmten konjugierten Endomorphismus
2 € A", s0 daB ein isometrischer Intertwiner R € (pplid) existiert, d.h. my o go enthilt die
Vakuumdarstellung ([16], Theorem 3.9). p ist konjugiert zu p.

Wir nehmen im folgenden an, daf} alle betrachteten Endomorphismen endliche Statistik
haben und somit ein konjugierter Endomorphismus existiert.

Eng mit den Begriffen der Linksinversen und des konjugierten Endomorphismus’ verwandt
sind die Begriffe der statistischen Dimension und der statistischen Phase; da sie aber fiir
das Folgende nicht von direkter Bedeutung sind, verzichten wir an dieser Stelle darauf, sie
einzufithren, und holen dies in Kapitel 2 nach.

1.2 Zellulare Darstellung der Zopf- bzw. der Permutations-
gruppe

Wir fithren einen reduzierten Hilbertraum ein, der alle Sektoren mit Vielfachheit 1 enthalt.
Zwischen den Sektoren interpolieren Elemente eines reduzierten Feldbiindels, die bei raum-
artigem Abstand quadratische VR erfiillen; die R-Matrizen dieser quadratischen VR sind
durch die DHR-Endomorphismen und Intertwiner (insbesondere die Statistikoperatoren) be-
stimmt. Auf Produkten gegebener Linge von Elementen des reduzierten Feldbiindels ist die
Zopf- bzw. im héherdimensionalen Fall die Permutationsgruppe zellulédr dargestellt.

Bemerkung 1.2.1 Die in diesem Abschnitt zusammengestellten Ergebnisse gehen zuriick
auf Fredenhagen, Rehren und Schroer [12, 13].

1.2.1 Reduzierter Hilbertraum

Durch die Einfithrung der Endomorphismen oben ergibt sich die Moglichkeit, nicht unitéir
aquivalente Darstellungen auf demselben Hilbertraum # zu beschreiben. Die Abbildung
(I), o © Q(A)q))
(@, @)
wobei ® € H, ist und (-, -) das Skalarprodukt des H bezeichnet, ist ein Zustand iiber 2. Ein

solcher Zustand wird offenbar vollstéindig erst beschrieben durch Angabe des Vektors ® € H,
und des Endomorphismus’ p.

919Al—>(
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Dieses Bild enthilt einige Redundanz, da alle ¢ € [g] auf denselben Zustandsbegriff
fithren. Wir beseitigen diese Redundanz, indem wir aus jeder Klasse in Al einen Reprisen-
tanten auswihlen [13]; der Reprisentant von [id] sei id. Die Menge dieser Reprisentanten
bezeichnen wir im folgenden mit Aeq.

Definition 1.2.2 [13], 3. Ein generalisierter Zustandsvektor ist ein Paar {o,®} mit o €
Aved, ® € Hy. Der reduzierte Hilbertraum Hieq ist

Hred = @ Hga

0€Aed

wobei fiir p € Areq
HQ = {{Q,(I)} S HO} = {Qa HU}

ist.

Zwischen zwei Elementen von A.q gibt es keine Intertwiner, da die zugehorigen Darstel-
lungen irreduzibel und nicht dquivalent sind. Ein Produkt 9,0, 00,0 € Areq wird aber im
allgemeinen reduzibel sein in Endomorphismen g3 € A4 mit Vielfachheiten

08 _ A28 _ NOx _ NOx _ N8

id _ Ao _
Nowo = Noia = 000 0-

Somit gibt es fiir gegebene 04,0,038 € Areq einen Ngfg—dimensionalen Intertwinerraum
(0a0l0s); da pp irreduzibel ist, handelt es sich hierbei um einen Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt (1.3). Fiir diese Intertwinerrdume wihlen wir Orthonormalbasen {7.}; der Index e
enthélt Information iiber die Quelle s(e) = [0a], die Ladung c(e) = [o] und das Ziel r(e) = [op]
sowie eine Nummerierung bzgl. der gewéhlten Basis des Intertwinerraumes (g,0/0p). € heifit
ein Kanal von der Art (0, 0, 0a). Fiir e, f mit s(e) = s(f) und c(e) = c(f) gilt

TiT. = Oefloiey und Y ToTF = Lyoye(e),s (1.11)
r(e)

Falls Ladung oder Quelle trivial sind, wéhle T, = 1. Ist das Ziel trivial, d.h. ¢ = 94, so
wéhle T, = R, = Ry

1.2.2 Reduziertes Feldbiindel

Wir fithren nun das reduzierte Feldbiindel ein, dessen Elemente zwischen den Sektoren H, C
Hreq interpolieren.

Definition 1.2.3 [13], 3. Der lineare Operator {e, A} mit e von der Art (g, 0, 0,) und A € 2A
ist definiert durch

{e, A} : Mo — Heops {e, A} {0a, ®} = {0, T¢ 0a(A) D} . (1.12)

Das reduzierte Feldbiindel ist

Frea = P {e. 2}

e

{e, A} heift lokalisiert in O, {e, A} € Frea(O), wenn {e, A} mit allen Observablen kommu-
tiert, die im kausalen Komplement von O lokalisiert sind,

(mo © 05(B)) {e, A} = {e, A} (m0 0 0a(B)) VB € A(O").
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Observable sind offenbar Elemente aus F,eq mit trivialer Ladung.

Eine gewisse Willkiir birgt natiirlich die Auswahl der Reprisentanten p aus den jeweiligen
Aquivalenzklassen; wegen der unitiren Aquivalenz aller Darstellungen in einer Klasse fiihrte
aber eine andere Wahl der Représentanten nur auf zu den urspriinglichen unitir dquivalente
Grofen, dnderte also im wesentlichen nichts. Fiir eine gegebene Wahl von A4 transformieren
sich die {e, A} kontravariant unter einem Wechsel der Basis {7, } [13].

1.2.3 Pfade und Pfadintertwiner

Das Produkt {es, A2} {e1, A1} mit es von der Art (o, 02,08), e1 von der Art (gg, 01, 0a) ist
gegeben durch

({e2, A2} {e1, A1}) {a, @} := {e2, A2} ({e1, A1} {0a, @}) = {01, T2, T}, 0a(01(A2) A1) @} ;

fiir s(e2) # r(ey) setzen wir {ea, A2} {e1, A1} = 0. Hohere Produkte sind entsprechend erklirt.
Ein Produkt {e,, A, } - --{e1, A1} definiert einen Pfad n = e,o---oeq,r(e;) = s(ej+1) durch
die Menge der Sektoren (Abb. 1.1). Bei der mehrmaligen Anwendung von (1.12) entstehen

(@)
(©)
r(el).:,s( e) ®
5] ® r(eS)
e/ e2 T
® es

bt @
@ s(ea) . % r(es) =( &)
e~ é ®

r(e2) s(e) r(es) ss( e)

Abbildung 1.1: Der von {es, As}---{e1, A1} definierte Pfad durch die Menge der Sektoren
(in der Abbildung durch Punkte symbolisiert)

Pfadintertwiner T, = Te, o --- o Ty, ; fiir feste r(e,) = 0g,c(e;) = 0i,s(e1) = po und freie
r(e;) = s(ej+1),i =1,...,n — 1 bilden die

Tn:Tel"'Ten:Q,B—>Qagl"'gn

eine Orthonormalbasis des Intertwinerraumes (0,01 - - 0n|0g)-

1.2.4 Quadratische VR der Elemente von F,4

Eine Basis des Intertwinerraumes (0,01 - - - 0n|0g0} - - - 0},,) wird gebildet von den
T. - T.Tf T}

mit s(e1) = oa,clei) = oi,c(fi) = ol,s(f1) = op und freien s(e;) = r(ei—1),7(en) =
r(fm),s(fi) = r(fi—1) sonst.
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Die Statistikoperatoren (o1, 02) besitzen somit eine eindeutige Entwicklung (Bezeichnun-
gen wie oben, pg = g, m =n = 2, ¢} = 0;)

0a(eor,02) = > REP(+)-T.,T., TLT}, (1.13)
eioez,faof1

und
0 (elo2,00)") = Y RUP(-) T.,T., T T},

eroea, faof1

Im hoherdimensionalen Fall ist €(g1, 02) = (02, 01)*, d.h. R(+) = R(—) = R.
Fiir die Elemente des reduzierten Feldbiindels folgen daraus leicht die quadratischen VR

{er, A1} {ea, Ao} = Y RSP (+) - {fa, Ao} {f1, A},
f2ofr

falls {e;, A1} im rechten kausalen Komplement von {eg, A2} lokalisiert ist, bzw.

{er, Ai} {ea, Ao} = Y RGP (=) - {fa, Ao} {f1, A},
f2ofr

falls {e;, A1} im linken kausalen Komplement von {ey, A} lokalisiert ist; im héherdimensio-
nalen Fall ist entsprechend

{er, A1} {ea, Ao} = Y RESE - {fa, A} {1, Ar}, (1.14)
f20f1

falls die Lokalisierungsgebiete von {e2, A2} und {ej, A1} raumartig getrennt sind.

1.2.5 Zelluldre Darstellungen

Fiir Produkte von n Elementen des reduzierten Feldbiindels folgt aus den obigen quadrati-
schen VR (n wie oben, £ = f,0---0 f1)

{en, An} - {ei, Ai} {eiv1, Aip1} -+ - {er, Ar}

= (D) - {far An} - {firr, Aisr } {fis Ai} -+ { f1, Ar} (1.15)
: UBY
mit
(Dz;t)n’g = 68n,fn Tt 5ei+2,fi+2 : R;ziell:}ll(i) : 66i—1,fi71 e 661,f17 (1-16)

falls {e;, A;} im rechten/linken kausalen Komplement von {e;;1, A;+1} lokalisiert ist, bzw.
entsprechend im héherdimensionalen Fall.
Fiir e(e;) = ¢(fi) = 0,i =1,...,n folgt aus (1.8) und

R3S (+) =T, Tt 00 (e(01, 02)) Tr, T,
fof

(s. (1.13)) und entsprechend fiir R(—), R, daf} die Matrizen D;,7 = 1,...,n—1 eine Darstellung
der Zopfgruppe B, bzw. im héherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe P,, bilden (s.a.
(1.10) bzw. (1.9)).
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Definition 1.2.4 Eine Darstellung der jeweiligen Vertauschungsgruppe (B, P, oder spiter
BPy,) auf Produkten von Feldern, die zwischen geeigneten Unterrdumen interpolieren (wie
beispielsweise die Elemente von Feq in (1.15) zwischen verschiedenen Sektoren), mit Matrizen
D;, die wie in (1.16) aus den R-Matrizen quadratischer VR dieser interpolierenden Felder
aufgebaut sind, heifit zelluldr.

Bemerkung 1.2.5 Die Zellularitit ist eine basisabhingige Eigenschaft, d.h. dquivalente
Darstellungen miissen nicht zugleich zelluldr oder nicht-zellular sein. In Teil IIT etwa ge-
ben wir eine nicht-zelluldre Darstellung der BPs2, in einer bestimmten Basis an und zeigen
dann, daf} diese in einer anderen Basis zellulir ist.

Dieser Begriffsbildung liegt folgende Vorstellung zugrunde: Ein Produkt interpolierender
Felder definiert einen Pfad durch die Menge der jeweiligen Unterrdume (s.o.). Nichtverschwin-
dende Matrixelemente gibt es wegen der speziellen Form (1.16) der Darstellungsmatrizen nur
zwischen solchen Produkten, deren Pfade sich hichstens in einem Teilstiick der Linge 2 un-
terscheiden; die beiden unterschiedlichen Teilstiicke gleichen Anfangs- und Endpunktes bilden
eine Zelle (Abb. 1.2).

AN

ei+2 =fi+2\\\
oo r(fin)=r(a)

@
fi+
r(fi) =s(fir ) & ©
fi @ r(ei+1) =s(e)
s(en) = )6 ©
1 \ o
‘cei-1 =fia 6)
(@} \

Abbildung 1.2: Die Pfade e, 0- - -oe;joe;yj0---0eq und fpo---of;i10f;0---of; unterscheiden sich
nur in einem Teilstiick der Lange 2; die beiden unterschiedlichen Abschnitte gleichen Anfangs-
und Endpunktes bilden eine Zelle.

1.3 Besonderheit im Permutationsfall:
Das DR-Rekonstruktionstheorem und seine Folgen

Wir zeigen, wie sich im Permutationsfall die R-Matrizen auch ohne Verwendung der DHR-
Intertwiner bestimmen lassen aus den Clebsch-Gordan-Koeffizienten einer kompakten Eich-
gruppe G, die durch Automorphismen ay,g9 € G auf einer Feldalgebra § dargestellt ist, so
daf

A={A€F : qyA=AVge G} =3Y.

Wenn wir in Kapitel 7 fiir das konforme verallgemeinerte freie Feld fiir geeignete Austausch-
komponenten quadratische VR in zeit- und raumartiger Richtung angeben, aus denen Ma-
trizen einer zelluldren Darstellung der in Kapitel 3 abstrahierten Vertauschungsgruppe BPo,
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gebildet werden, zeigt die Leitidee unserer dortigen Konstruktion gewisse (bisweilen etwas
entfernte) Analogien zu der Vorgehensweise dieses Abschnittes.

1.3.1 Das DR-Rekonstruktionstheorem

In der DHR-Theorie der Superauswahlsektoren 1afit sich im héherdimensionalen Fall (die Sta-
tistikoperatoren bilden eine Darstellung der Permutationsgruppe) beobachten, daff die Supe-
rauswahlsektoren sich klassifizieren lassen durch die Aquivalenzklassen irreduzibler Darstel-
lungen einer bis auf Konjugation eindeutig bestimmten kompakten Gruppe G, der Eichgruppe
oder der Gruppe der inneren Symmetrien. Ende der achtziger Jahre konnten Doplicher und
Roberts die Existenz einer solchen Gruppe aus den “first principles” der Quantenfeldtheorie
zeigen [19, 20].

Theorem 1.3.1

Gegeben sei eine einfache C*-Algebra 2l mit Endomorphismen und Intertwinern wie oben; die
Statistikoperatoren bilden eine Darstellung der Permutationsgruppe. Dann gibt es eine bis auf
Konjugation eindeutig bestimmte kompakte Gruppe G, die Eichgruppe, und eine Einbettung
von 2 in eine Feldalgebra § (s.u.), auf der G durch Automorphismen dargestellt ist, so daf
A=F9.

Im niederdimensionalen (Zopf-) Fall gilt dieses Theorem nicht; dort bleibt zur Bestim-
mung der R-Matrizen nur der Weg iiber die DHR-Endomorphismen und Intertwiner. Fiir den
héherdimensionalen Fall zeigen wir im folgenden, beginnend mit der Feldalgebra § und der
Eichgruppe G, wie die R-Matrizen sich aus den Clebsch-Gordan-Koeffizienten von G berech-
nen lassen.

1.3.2 Feldalgebra und Eichgruppe

Feldalgebren sind von Doplicher und Roberts z.T. mit Haag bereits um das Jahr 1970 studiert
worden. Thre Eigenschaften sind dhnlich denen der Observablenalgebren 2 (s. z.B. [14, 29]);
insbesondere wird jedem Doppelkegel O € M eine C*-Algebra F(O) mit Einselement zuge-
ordnet, der Abschluf§ der Vereinigung aller §(O) ist eine C*-Algebra F,

—I"ll
=300 .
(@]
Wesentlich fiir uns sind vor allem zwei Unterschiede:

1. Neben der Poincarégruppe ist eine kompakte Gruppe G, die Eichgruppe oder Grup-
pe der inneren Symmetrien durch Automorphismen ay,g9 € G auf § dargestellt. Die
Feldalgebren der Doppelkegel sind invariant unter G,

ag8(0) =3(0) Vg €6, 3(0) C3.
Die inneren Symmetrien kommutieren mit den Poincarétransformationen,

agar, = aray Vg€ G, L €. (1.17)

2. Es sind auch fermionische Felder zugelassen, die bei raumartigen Abstéinden antikom-
mutieren. Genauer: Es gibt ein k € G, k? = 1, beziiglich dessen sich jedes F' € § in einen
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geraden Anteil F'y mit k(F;) = F; und einen ungeraden Anteil F_ mit k(F_) = —F_
zerlegen 1aBt; sind " in ©; und F? in O, lokalisiert mit O; C 0}, so gilt

(P, PP = [FS”,FEQ)L = [F F] =o.

Als Observable definieren wir die unter G invarianten (eichinvarianten) Elemente der
Feldalgebren,
A0):={AeFO) : ajA=AVgegG}.

Aus den Eigenschaften der Felder folgen die Lokalitéit und die Poincaré-Kovarianz des Obser-
vablen-Netzes. Wie iiblich benutzen wir die Bezeichnung

2= Ju(0) 39.
(@

Wir nehmen nun an, daf} es einen eindeutigen Poincaré-invarianten Vakuumzustand w auf
§ gebe, so dafl die via GNS erhaltene Darstellung 7(F) (die Vakuumdarstellung der Felder) auf
dem Hilbertraum H (dem Vakuumhilbertraum der Felder) irreduzibel sei. Wie oben existiert
eine unitdre Darstellung der Poincarétransformationen U(P) auf H. Wegen (1.17) ist mit
w auch w o oy fiir alle ¢ € G Poincaré-invariant, und aus der Eindeutigkeit von w folgt
woay = w; w ist somit a fortiori auch eichinvariant, und es existiert eine unitire Darstellung
der Eichgruppe U(G) auf H (ungebrochene Eichsymmetrie).

1.3.3 Zerlegung von H in Darstellungsrdume von 2

Schrinkt man die irreduzible Darstellung 7 von § auf die Unteralgebra 2l ein, so ist sie
i.a. reduzibel: Ist die Darstellung U(G) nicht-trivial, so projiziert wegen der Eichinvarianz
der Observablen jeder Projektor im Ring U(G)" = w(2A)" auf einen unter m(2() invarianten
Unterraum des Darstellungsraumes H; minimale Projektoren in U(G)"” projizieren auf die
Réume irreduzibler Unterdarstellungen von 7(21).

Da G kompakt ist, ist 4 (G)" isomorph zur direkten Summe endlichdimensionaler Matrix-
algebren ([30], IV §2.5): Bezeichnen wir die Aquivalenzklassen der irreduziblen Unterdarstel-
lungen von G in U mit g, die Dimension einer Darstellung in der Klasse ¢ mit d, < oo und
den Ring der komplexwertigen d, x d,-Matrizen My, mit My, so gilt

U@G)" =P My,
4

Zwei irreduzible Unterdarstellungen von 7(2l) sind genau dann dquivalent, wenn die zugehori-
gen minimalen Projektoren in U(G)"” zur selben Matrixalgebra gehoren.
‘H zerfillt somit geméif

HePH,oH,=2PC" oM, (1.18)
4 4

wobel

m(A) w0, = 1, @ mp(A) VA €A

und
U9, 0m, = Ma,(9) ® 1y, Vg€ G
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Mit Hilfe der besonderen strukturellen Eigenschaften der Quantenfeldtheorie zeigt man,
daB auf dem Vakuumraum der Felder # alle Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von
G dargestellt sind ([14], Theorem 3.6). Auf H,eq := ®,H, tritt jede irreduzible Darstellung
7, von 2 mit der Vielfachheit 1 auf; die Vielfachheit d, dieser Darstellung auf H ist in der
Dimension von H}, = C% kodiert.

Die triviale Darstellung der Eichgruppe korrespondiert zum Vakuumhilbertraum der Ob-
servablen

Ho = m(A)Q,
wobei  der zyklische Vektor in der GNS-Konstruktion zum Vakuumzustand w ist. Die Dar-

stellung
mo(2A) := ()|,

nennen wir die Vakuumdarstellung der Observablen (jeweils im Unterschied zur Vakuum-
darstellung 7(F) und dem Vakuumraum H der Feldalgebra §). Wie oben identifizieren wir
A= 0 (QL)

1.3.4 Eichmultipletts

Die von den minimalen Orthogonalprojektoren in ¢ (G)” bestimmten irreduziblen Unterdar-
stellungen 7,(2A) von 7(2A) erfiillen das DHR-Kriterium (1.1) ([14], Theorem 6.1), und die
Vakuumdarstellung 7o ist Haag-dual ([14], Theorem 4.1); das ist der Ausgangspunkt der
DHR-Theorie (s.o0.).

Die Superauswahlsektoren 7, lassen sich somit durch lokalisierte Endomorphismen o €
Ayeq beschreiben. “Neu” im Vergleich zu den vorigen Abschnitten ist, dal diese Endomor-
phismen durch einen Hilbertraum von Isometrien®

H,= {W) eB(H) : TOA= (AT vAc 2{}

implementiert werden ([29], Abschnitte 2 und 3), wobei B(#) die Menge der beschrinkten
Operatoren auf H bezeichnet. Sind die Lokalisierungsgebiete von g1, 0o raumartig getrennt,
so gilt
wlongle) — pgleglen)  glod ¢ g, 5% p,. (1.19)
— d
H, transformiert sich unter der Darstellung U/, der Eichgruppe. Die Basisvektoren {\I/l(-g) }.gl
1=
von H, (Fichmultipletts) lassen sich so wihlen, dai die Beziehungen

dQ
w0 = o1, S w0 =1 und (w0 digagg,awl (1.20)
i=1

gelten, wobei p die Mittelung iiber G bzgl. des invarianten Haarmafles dyu der Eichgruppe
bezeichne?. Weiter gilt

do
o) = 3 w0 A
i=1

(s.a. [20]).

’D.h. einen Unterraum H der beschrinkten Operatoren auf #, so daB jedes Element von H Vielfaches
einer Isometrie ist.
3Ein solches Haarmaf existiert wegen der Kompaktheit von G [30].
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1.3.5 Intertwiner

Wir driicken die Intertwiner T, mit e von der Art (8, o', @) aus durch Elemente der Eichmul-
tipletts von oben. Dazu setzen wir in der Intertwinergleichung (1.2) ¢ = 8 und o = @’ und
erhalten (wir schreiben wieder ¢ anstelle von o)

(Z\If AT ) Z\If gl | T,
das wird offenbar gel6st von
T. = Zce (ij|k)¥ )*, ce(ijlk) € C. (1.21)
’.79

Da die T, eichinvariant sind, miissen die Koeffizienten c(ij|k) die Clebsch-Gordan-Koeffizien-
ten der Eichgruppe G sein (s. z.B. [21]).

Wir formulieren noch ein Lemma, das uns bei der Berechnung der R-Matrizen von Nutzen
sein wird:

Lemma 1.3.2

Es gilt
PO B =3NS (iR v Ty
8k
mit
ce(ijlk) = dap (\y,gﬂ>q/§9>*\pga>*) T..
BEWEIS.

(o) gl

Multipliziert man (1.21) von links mit ¥ ;%" U™, so erhélt man

\If (g — > ce(ijlk)w (1.22)
k

Mulitplikation von rechts mit 7, und Summation aller dieser Gleichungen fiir alle in ap
enthaltenen f fithrt wegen der Vollstindigkeit (1.11) auf die erste Gleichung des Lemmas.

Die Form der ¢, (ij|k) folgt aus (1.22) durch Multiplikation von links mit ¥\” und Mit-
telung iiber die Eichgruppe, wenn man (1.20) und die Eichinvarianz der Intertwiner T, € A
beriicksichtigt.

0

Bemerkung 1.3.3 Die Form der ¢, (ij|k) ist konsistent damit, daB die Koeffizienten kom-
plexe Zahlen sind: p (\Ifgf )\Pg-g)*ﬁfga)*) T. sind Intertwiner von § nach 8 und somit komplexe
Vielfache der 1, da f irreduzibel ist. Die erste Glelchung im Lemma verdeutlicht die Rolle
der c.(ij]k) als Clebsch-Gordan-Koeffizienten von G: \If \If( )* transformiert sich unter der

i.a. reduziblen Darstellung U,(G) @ Uy (G), die Terme i 1n der Zerlegung auf der rechten Seite
transformieren sich unter irreduziblen Darstellungen Us(G).

Korollar 1.3.4 Es gilt
vl = N Gk
Bk
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1.3.6 Berechnung der R-Matrizen

Wir berechnen die R-Matrizen aus (1.14) bzw. der (1.13) im hoherdimensionalen Fall ent-
sprechenden Gleichung. Dazu weisen wir zunichst darauf hin, dafl die Statistikoperatoren

gegeben sind durch
(02) 02)* 3, (01)*
e(o1, 02) i§ vy v

Man iiberpriift leicht, daf diese Operatoren der Gleichung (1.4) und der Anfangsbedingung
(1.6) geniigen, wenn das Vorzeichen auf der rechten Seite das Vorzeichen der Vertauschung
der ¥ bei raumartigem Abstand (1.19) ist; ebenso sieht man leicht, daf die Permutationsei-
genschaft e(p1, 02) = (092, 01)* erfiillt ist. Offenbar ist also

0alelor, 02)) = £ Y WG glo) e g lo glea), (1.23)
9]’
Lemma 1.3.5
Es gilt
oale(on, ) = Y RSP T, T, T} T} ;

eroes, faofi

fiir das Matrixelement R%0% = T¢, T}, 0a(c(01, 02)) Ty, Ty, gilt dabei

€1 62

e10e 1 - ; ..
Riop =+ — > ce, (ikIn)ce, (njlm)ey, (ij]1) ey, (Lk|m).
r(f2) ik
lym,n

BEWEIS.
Anwenden von Lemma 1.3.2 bzw. Korollar 1.3.4 auf Gleichung (1.23) ergibt

oalelor,02)) =% DN ep (igll)er, (tkm) W w2 vl v s T},

iajzk Bl
y,m
== Z Z Cey (1kn)ce, (njlo)er, (j|)cy, (lk|m)Te2Tel\If(()")\If%Z)*T};T}‘I
iajzk Bl
S
7,0

(1.24)

mit fo von der Art (v, 02, 8), f1 von der Art (3, 01, 0o) und es von der Art (4, 02, 04), €1 von
der Art (n, 01,0).
0a(e(01,02)) als Intertwiner ist eichinvariant; insbesondere ist

2a(e(e1, 02)) = 1 (0ale(o1; 02))) -
Bilden des Mittels auf der rechten Seiten der vorigen Gleichung fiithrt mit

i (q;(n)q;(v)*) _ di(;w(;om

0 m
Y




Kapitel 2

Tensorielle Kategorien

Die in Abschnitt 1.1 beschriebene Struktur ist die einer tensoriellen Kategorie' [19, 31]; die
Objekte der Kategorie sind die DHR-Endomorphismen, die Pfeile zwischen den Objekten
die Intertwiner, das Tensorprodukt zwischen Objekten ist die Komposition von Endomor-
phismen. Im niederdimensionalen Fall sind die Statistikoperatoren der DHR-Theorie Stati-
stikoperatoren einer gezopften tensoriellen Kategorie, im héherdimensionalen Fall einer sym-
metrischen tensoriellen Kategorie. Der Begriff der tensoriellen Kategorie hilt eine natiirliche
Sprache und ein geometrisches Verstdndnis zur Untersuchung von Vertauschungsrelationen
bereit. Wir fithren diesen Begriff ein zur spiteren Verwendung in Kapitel 5.

2.1 Definitionen und Begriffe

Gegeben sei eine Kategorie 7 mit Objekten o,0,.... Den Raum der Pfeile von ¢ nach o
bezeichnen wir mit (o|p); es handele sich um einen komplexen Banachraum. 1, € (p|o) sei
die Identitdt auf p. Zwischen diesen Banachrdumen gebe es eine bilineare Komposition o mit
1T o Sllirio) < ITl(716) - ISll(o10), T € (7]0), S € (o|o). Weiter gebe es einen antilinearen,
kontravarianten und involutiven Funktor *,

T —T:(olo) T — T € (0|o)

der auf den Objekten als die Identitéit wirke. Die Banachraum-Norm erfiille |R*o R|| = ||R||%;
dann handelt es sich um eine C*-Kategorie.

Wir sagen, dafl T Unterobjekte hat, wenn es zu einem gegebenen (selbstadjungierten)
Projektor P € (p|p) ein Objekt o € T und eine Isometrie V' € (p|o) gibt, die P = V o V*
erfiillt. Weiter sagen wir, dafl 7 (endliche) direkte Summen habe, wenn fiir gegebene Objekte
01,02, --,0n €in 7 € T und Isometrien V; € (7|g;) existieren, so dafl

n
Y VoV =1,
i=1

gilt. Ein Objekt, das sich nicht in Unterobjekte zerlegen 148t, heif3t irreduzibel.
Es gebe weiterhin einen assoziativen bilinearen Bifunktor ® : T x T — T,

(0,0) = 0®o0,

n der Literatur findet sich bisweilen auch der Begriff einer monoidalen anstelle einer tensoriellen Kategorie.

31
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und fiir T € (o), T" € (¢'|0)
(T, T =TT € (c@d'|o® 0),
mit einem irreduziblen Einselement id,
d®o=0®id=pVeeT und 13T =T 1Lg="T.

® kommutiere mit *,
(T ® T/)* — T* ® T,*,

und es gelte?
(SoT)®(S'oT)=8S285TaT. (2.1)

Im folgenden verwenden wir der Einfachheit halber und zugunsten der Konsistenz mit der
Notation aus Kapitel 1 meistens die Notation 0102 = 91 ® p2 und schreiben T anstelle von
T ® 1, sowie p(T') anstelle von 1, ® T'.

Definition 2.1.1 Eine C*-Kategorie mit einem bilinearen Bifunktor ® wie oben beschrieben
heifit monoidale oder tensorielle C*-Kategorie.

Es gebe zu jedem Paar von Objekten p,0 € T einen unitiaren Pfeil e(p,0) € (0p|oo) (den
Statistikoperator), so daf} die Gesamtheit der Pfeile £(p,0), 0,0 € T den Gleichungen (1.4)
und (1.7) geniige. Die Gleichung (1.4) gewinnt unter Verwendung der Identitit (2.1) die Form

g(o1,00) 0Ty @Ty =To @ Ty 0 e(o1,02), T € (0iloi).

Weiterhin gelte fiir alle p € T

35€T, Re (oolid), R € (gplid) mit R op(R)=1, A R'o3(R)=1; (2.2)
Offenbar ist @ = p. ¢ wird das zu o konjugierte Objekt genannt.

Definition 2.1.2 Eine tensorielle C*-Kategorie T, in der zu jedem Objekt o € T ein konju-
giertes Objekt g € T existiert, mit Statistikoperatoren £(p, o) wie oben beschrieben nennen
wir gezopfte C*-Kategorie. Gilt zusétzlich noch fiir alle Statistikoperatoren

5(07 Q) o 5(Qa U) = ]lgm (23)

so heifit T eine symmetrische C*-Kategorie. Zur besseren Unterscheidung bezeichnen wir
symmetrische Statistikoperatoren (mit (2.3)) im folgenden mit 7(p, o), “nur” gezopfte Stati-
stikoperatoren (ohne (2.3)) mit 3(p, o).

Bemerkung 2.1.3 Ublicherweise definiert man die symmetrische oder gezopfte tensorielle
Kategorie ohne Bezug auf konjugierte Objekte und nennt eine symmetrische oder gezopfte
tensorielle Kategorie, in der zu jedem Objekt ein konjugiertes existiert, eine symmetrische
oder gezopfte tensorielle Kategorie mit konjugierten Objekten (s. z.B. [19]). Wir schrinken
uns im folgenden auf Kategorien mit konjugierten Objekten ein und bezeichnen der Einfach-
heit diese als gezopfte oder symmetrische tensorielle Kategorien. Auf dem Level der DHR-
Endomorphismen und Intertwiner bedeutet das, daff wir nur Endomorphismen mit endlicher
Statistik zulassen (s. Abschnitt 1.1.5).

2Wir folgen der Konvention, dal “®” vor “o” ausgewertet wird.
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2.2 Graphische Notation

Es gibt im Umfeld der symmetrischen bzw. gezopften tensoriellen C*-Kategorien eine graphi-
sche Notation, die ein geometrisches Verstandnis der Strukturen erlaubt (s. [32] und [33, 34]).

Grundsitzlich sind die auftretenden Diagramme “von oben nach unten” zu lesen. Dabei
wird ein Intertwiner 7' € (01 -+ 0|01 -~ 0n) (ein Pfeil im Sinne der Kategorie) durch einen
Kasten dargestellt, in den Pfeile g ... g, hinein- und aus dem Pfeile oy ... 0y, herausgehen;
der Kasten wird mit T gekennzeichnet, wenn der entsprechende Intertwinerraum mehrdimen-
sional ist (Abb. 2.1). Rechts davon kénnen beliebige Pfeile, Késten o.i. stehen; ein Pfeil 7

PP, Py P,

Abbildung 2.1: T € (o1 -+ oml|o1 - 0n)

rechts etwa entspricht der Operation - ® 1;, d.h. der identischen Einbettung (o|g) — (o7|oT).
Ist links ein Pfeil 7, entspricht das 7(7') (Abb. 2.2).

T Py PPy P,
T
0,0,0;, O

Abbildung 2.2: 7(T)

Ein Intertwiner T' € (o7|p) wird durch einen Pfeil symbolisiert, der sich in zwei Pfeile
aufspaltet; der Punkt der Aufspaltung wird mit dem Namen des Intertwiners gekennzeichnet.
Der adjungierte Intertwiner T* € (p|o7) wird entsprechend dargestellt (Abb. 2.3).

Ein konjugiertes Objekt wird wie jedes andere durch einen entsprechend gekennzeichneten
Pfeil dargestellt; auflerdem kann ein Objekt aber auch durch einen “riickwérts” laufenden
Pfeil des konjugierten Objektes symbolisiert werden. Verzichtet man weiter darauf, fiir ein
R € (pplid), das die Konjugationsgleichungen (2.2) 16st, den einlaufenden Pfeil id zu zeichnen,
so ergibt sich die in Abb. 2.4 dargestellte graphische Identitat.

B(o,0) wird durch zwei gekreuzte Pfeile dargestellt, wobei der Pfeil von links oben nach
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o T

\T*
Abbildung 2.3: T € (o7|p) und T* € (p|oT)

Abbildung 2.4: R € (pp|id)

rechts unten iiber dem anderen verliuft; bei §(p,0)* verhilt es sich genau andersherum,
und fiir die Statistikoperatoren 7(p,o) in symmetrischen Kategorien werden beide Pfeile
durchgezogen. (Abb. 2.5). Gleichung (1.8) ist in Abb. 2.6 dargestellt.

\B/ -
/

Abbildung 2.5: Die Operatoren (g, ), 8*(0, o) im gezopften sowie 7(p, o) im symmetrischen
Fall

P o

2.3 Statistische Dimension

Eigenschaften der symmetrischen und der gezopften tensoriellen Kategorien schrinken die
Moglichkeit stark ein, von einer Kategorie erzeugte Darstellungen der P, und der B, zu
finden, die sind im Sinn der zeit- und raumartigen VR kompatibel sind (s. Abschnitt 0.2 der
Einfiihrung o. Kapitel 3). Wir skizzieren dieses Problem und deuten einen méglichen Ausweg
an.

2.3.1 Definition der statistischen Dimension und der statistischen Phase

Wir fiithren zunéchst die Begriffe der statistischen Dimension und der statistischen Phase ein,
die wir in Kapitel 1 ausgelassen hatten.
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P1 p2

X

Abbildung 2.6: Die Gleichung (1.8)

Definition 2.3.1 [31] Fiir R € (plid) und R € (gp|id), die der Konjugationsgleichung (2.2)
geniigen, definieren wir die statistische Dimension eines Objektes o € T durch

d(p) = R*oR=TR o R =d(7). (2.4)

Fiir ein irreduzibles Objekt ¢ € T ist diese Definition eindeutig, fiir ein reduzibles fordern
wir, daf8 d(o) minimal sein soll (dieses Minimum existiert).

Lemma 2.3.2
[19], Korollar 2.4 und Korollar 2.8
Es gelten d(p201) = d(02)d(01) sowie

d (@ Qz') = d()-
i=1 i=1

Definition 2.3.3 Fiir ein R € (pp|id), das der Konjugationsgleichung (2.2) geniigt, definie-
ren wir die Statistikphase® eines Objektes o € T durch

k(o) == d(o) - R* o 9(£(0,0)) o R. (2.5)

Fiir irreduzible o € T sind d(p) und #(p) bereits durch die Aquivalenzklasse [g] festgelegt.
Um den Zusammenhang mit Abschnitt 1.1.5 zu klidren, weisen wir darauf hin, daf}

$o: A= R2(A)R

3DaB es sich fiir irreduzible Objekte wirklich um eine Phase handelt, wird in [31], Abschnitt 4 gezeigt; fiir
ein reduzibles Objekt ¢ ist k(0) = > k(a)Pa, wobei die P, die minimalen Orthogonalprojektoren in (o|o)
sind und x(a) die Statistikphasen der korrespondierenden irreduziblen Objekte.
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eine Linksinverse von p ist. Fiir irreduzible p € T ist

0 # dole(0,0) = @ (o)

wegen |k(p)| = 1 dquivalent zu d(p) # oco; das motiviert die oben etwas eigenwillige Begriffs-
bildung “endliche Statistik”.

2.3.2 Statistische Dimension in symmetrischen und in gezopften tensori-
ellen Kategorien

Lemma 2.3.4

[19], Korollar 2.15

Die statistische Dimension eines Objektes o in einer symmetrischen tensoriellen Kategorie ist
eine natiirliche Zahl, d(o) € N; ist o irreduzibel, so gilt fiir die Statistikphase k(o) = +1.

Fiir eine gezopfte tensorielle Kategorie (ohne (2.3)) ist das im allgemeinen nicht der Fall
[31]. Zwar gilt auch hier d(p) > 1Vp € T, aber anstelle der Ganzzahligkeit existieren nichtli-
neare Constraints an die Dimensionen und Statistikphasen, die nur in Ausnahmefillen explizit
gelost werden konnen und i.a. keine ganzzahligen Dimensionen zulassen.

2.3.3 Konsequenzen von Lemma 2.3.4

Eine symmetrische tensorielle Kategorie erzeugt via (1.9) zelluldre Darstellungen der Per-
mutationsgruppe (nimlich gerade die Statistikoperatoren in der durch die Pfade indizierten
Basis der Intertwinerrdume, s. Abschnitt 1.2), eine gezopfte tensorielle Kategorie erzeugt via
(1.10) zellulidre Darstellungen der Zopfgruppe. Im Kontext der zeit- und raumartigen VR
sind wir an zelluldren Darstellungen der BP,, interessiert, die sowohl die P, als auch die B,
als Untergruppe enthélt, wobei die Erzeuger dieser beiden Untergruppen gewisse Konsistenz-
relationen untereinander erfiillen (s. Abschnitt 0.2 oder fiir eine exakte Definition der BP,
Kapitel 3). Eine DHR-artige Darstellung dieser Gruppe, die von einer gezopften und symme-
trischen tensoriellen Kategorie erzeugt wird, sollte aus einer Darstellung der Zopfgruppe,

bi = 1y, ® 0" @ B(0,0) ® 0" = 000" (Bl0, 0)),

und einer Darstellung der Permutationsgruppe,

ti 1, ® 0" ®@7(0,0) ® 0" = 000" (7(0, 0)),

bestehen, die die in Kapitel 3 abstrahierten Konsistenzrelationen erfiillen (Kompatibilitit der
Zopf- und der Permutationsgruppendarstellung). Diese Konsistenzrelationen bedeuten somit
Restriktionen an die (g, ¢) und 7(p, 0) der Kategorie.

Die Symmetrie der Kategorie erfordert ganzzahlige statistische Dimension der Objekte,
was vom Standpunkt der gezopften Statistikoperatoren aus ein unnatiirlicher Constraint ist.
Die Darstellungen der Zopfgruppe, die von der Kategorie erzeugt werden, sind dann sehr
stark eingeschrinkt. Als Ausweg aus diesem Dilemma bietet es sich an, die Forderung nach
Natiirlichkeit (1.4) entweder fiir die symmetrischen oder fiir die gezopften Statistikoperato-
ren abzuschwichen und sie durch eine geeignete Auswahl ihrer Konsequenzen zu ersetzen:
Miissen die 8 nicht natiirlich sein, so werden die oben erwihnten nichtlinearen Constraints



2.3. STATISTISCHE DIMENSION 37

abgeschwicht; es ist zu kliren, ob eine geeignete Abschwichung existiert, die ganzzahlige Di-
mensionen zuldfit, so dafl die zugehorigen “gezopften Statistikoperatoren” nichttriviale Dar-
stellungen der B, C BP, erzeugen*. Verlangt man von den 7 keine Natiirlichkeit, so bricht
der Beweis von Lemma 2.3.4 zusammen, und der Constraint d(p) € N fillt weg.

Nun ist die Natiirlichkeit auf dem Level der Endomorphismen und Intertwiner eine Fol-
ge der Haag-Dualitit; Haag-Dualitiat aber werden wir im allgemeinen nicht in raum- und
zeitartiger Richtung vorfinden, was die Abschwiichung einer Natiirlichkeit rechtfertigt®. Typi-
scherweise werden wir zunichst Haag-Dualitéit in raumartiger Richtung finden, Nichtlokalitit
in zeitartiger. Man kann jetzt das Algebren-Netz verkleinern zu einem in beide Richtungen
lokalen Huygens-Netz, das auf einem Unter-Hilbertraum des urspriinglichen Hilbertraumes
lebt. Dieses Huygens-Netz, das keine Felder mit anomalen Skalendimensionen mehr enthilt,
188t sich auf diesem Unter-Hilbertraum in raum- oder zeitartiger Richtung dualisieren, wobei
die andere Richtung im allgemeinen nicht-lokal wird. Dies ist jedoch noch ein weites Feld
voller ungeklirter Fragen, auf die wir nicht weiter eingehen werden (hier liegt auch zumin-
dest ein Grund dafiir, da} es noch keine allgemeine abstrakte Rechtfertigung der Hypothese
0.2.1 gibt); wichtig fiir uns ist: Wir kénnen Haag-Dualitit wahlweise in raum- oder zeitarti-
ger Richtung bekommen, kénnen dem entsprechend die “volle” Natiirlichkeit wahlweise fiir
B oder 7 annehmen.

Die Frage, ob eine gezopfte und symmetrische tensorielle Kategorie (evtl. mit einer ab-
geschwichten Natiirlichkeit) existiert, die eine nichttriviale Darstellung der B, C BP, er-
zeugt, bleibt im Rahmen dieser Arbeit offen. Kapitel 5 zeigt ein Gegenbeispiel einer von einer
gezopften Kategorie erzeugten Darstellung der B, die sich nicht zu einer Darstellung der
BP,, erweitern lif}t; eine allgemeine Aussage in Form eines No-Go-Theorems wird aber nicht
gezeigt. Der in Teil III gefundenen zelluliren Darstellung der BPs, wiederum liegt keine
tensorielle Kategorie zugrunde.

‘DaB die Zopfgruppe als Untergruppe der BP,, aufgefaBt wird, B, C BP,, bedeutet insbesondere, daB die
Darstellung der Zopfgruppe sich zu einer Darstellung der BP,, erweitern 1aft; d.h. es existiert eine Darstellung
der P,, (erzeugt von den symmetrischen Statistikoperatoren der Kategorie), die mit ihr im Sinne von Kapitel
3 kompatibel ist. “Nichttrivial” meint hier, da§ die Darstellung nicht von der Form D(b;) = const - D(t;),i =
1,...,n—1 ist.

Die 7 (Permutation) sind mit der raumartigen Richtung assoziiert, die 8 (Zopf) mit der zeitartigen.
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Teil 11

Die Gruppe BP,,
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Kapitel 3

Abstraktion der Gruppenrelationen

Wir untersuchen modellunabhiingig die Kompatibilitdt der zeit- und der raumartigen Sta-
tistik in hoherdimensionalen konformen Quantenfeldtheorien; wir gehen dazu aus von der
Hypothese 0.2.1, d.h. wir nehmen an, daf} es eine Zerlegung des konformen Feldes F' in Aus-
tauschkomponenten Fg , gibt,

T) = ZF,B,a(x)a Fpo(z) == P3F(z) Py

mit orthogonalen Projektoren P,, Pg, so dal die Austauschkomponenten fiir nichtlichtartige
Abstinde von z und y ((z — y)? # 0) Teil einer Austauschalgebra

F, 5(x) Fa o ZRg 3 (@,y) - By (y) Fyr o) (3.1)

sind, die ggf. zwischen einer gréfleren Menge von Feldern gilt als denen, die in der Zerlegung
von F' vorkommen.

Bemerkung 3.0.1 Die Existenz einer Zerlegung konformer Felder in Austauschkomponen-
ten mit quadratischen VR dient in diesem Kapitel als Arbeitshypothese und als Ansatz zur
Abstraktion der Gruppe BP,,. Eine abstrakte Rechtfertigung von Hypothese 0.2.1 steht noch
aus; fiir den Fall konformer verallgemeinerter freier Felder rechtfertigen wir sie in Teil III,
indem wir die Austauschkomponenten und ihre VR explizit angeben.

3.1 Eine Konsequenz der konformen Kovarianz

Wegen der vorausgesetzten konformen Kovarianz ist R(z,y) in Gleichung (3.1) jeweils kon-
stant auf

Vii={(z,y) : (z—9)*>0,2">y°}, Voi={(z,y) : (z—9)?>0,2° <y}

und
S = {(az,y) : (az—y)2 < 0}.

Wir machen zur Vereinfachung der Notation die folgende

Definition 3.1.1 Analog zur oben verwendeten Notation z > y fiir “z liegt in der Zukunft
von y” ((x,y) € Vi), bezeichne z < y die Situation “z liegt in der Vergangenheit von y”
((z,y) € V_). Ferner stehe x)Xy fiir “x und y sind raumartig getrennt” ((z,y) € S).

41
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Damit gilt dann

0 falls =Xy
R(z,y) = R(e(z,y)) mit e(zr,y)=< + falls z>y (3.2)
— falls z<y

3.2 Zelluldre Darstellung der Vertauschungsgruppe
Aus (3.1) folgt fiir eine Kette von n Austauschkomponenten
Fan,an—l (fl?n) e Fai+1,oéi (mi)Faiaai—l(l"’i‘i‘l) o Foél,oéo (331)

=y D (gf(xi’zi“))aa, Fopar (@) For o (@ie) Forar (30) - For or (1) (3.3)
o' ’

n—1

mit Multiindizes o = (o, ..., ap), o' entsprechend und
D (g2 e basaty B (0, 2040) Gy gl
gl o Qn Oy Q1,0 4 ai,a’i iy bitl Qj—1,0;_ 4 @p,0g "

Durch Inversion von (3.3) in span {F'--- F'} folgt wegen =11 > z; <= z; < x;y1 und
iL‘Z'_|_1><£L‘Z' <~ xiXxiH firte=1,...,n—1

D ()= (D () wd (D(g))" =D (s);

wir abstrahieren 1 1
P =) md (6) =g .

Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir im folgenden fiir ¢ = 1,...,n — 1 die Bezeich-
nungen t; := gz0 und b; := ng".

3.3 Abstraktion der Gruppe BP,,

Die Reihenfolge dreier benachbarter Koordinaten kann umgekehrt werden durch Anwendung
von
D(g; ) D(g; ) D (g )
oder von
D(g; =) D) D),
notwendig und hinreichend fiir die Eindeutigkeit dieser Operation ist, daf
D(g ") D(g; "+ )D(g ) = D(g; ) D (g ) D (g )

i—1 7 i—1 7 7
fiir alle denkbaren nichtlichtartigen relativen Lagen der betroffenen Punkte z; 1,z;, x;11.
Weiter sieht man leicht, dafl

D(g;(szjﬂ))D(g;f(xi,xiﬂ)) _ D(gf(xiyxi+1))D(g;(IjI]‘+l)) falls |i — | > 2.

Fiir nur zeitartige Abstinde folgt, dal die D(b;) eine Darstellung der B,, bilden, fiir nur
raumartige Absténde folgt, dafl die D(¢;) eine Darstellung der P, bilden. Im Fall beliebiger
nichtlichtartiger Absténde fithren die Forderungen DDD = DDD bzw. DD = DD auf

Konsistenzrelationen zwischen den D(b;) und den D(t;); wir finden
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Theorem 3.3.1
Die Matrizen D(b;),D(t;),i = 1,...,n — 1 aus (3.3) bilden eine Darstellung D der Gruppe

BP,, die von Generatoren b;,t;,;i =1,...,n — 1 mit

2 = e (3.5)
ticititicy =ttt (3.6)
tiitibir = bitiat (3.7)
ti1bibi1 = bib1t (3.8)
tix1 bibirn = bibigit; (3.9)
bi1bibi 1 = bbb (3.10)
[tj,tx] =e wenn [j—Fk|>2 (3.11)
[tj,by] =€ wenn |j—k|>2 (3.12)
[bj,b] =e wenn |j —k|> 2, (3.13)

erzeugt wird, wobei [g,h] := ghg 'h~! den gruppentheoretischen Kommutator bezeichnet
und e das Einselement der BP,, ist.

Bemerkung 3.3.2 Der aus dem Durchmustern aller denkbaren relativen Lagen von drei
bzw. 2-2 Punkten im héherdimensionalen Minkowskiraum sowie aus elementaren Rechnungen
bestehende Beweis dieses Satzes findet sich in Anhang A.1. Die Gruppenrelationen sind ohne
Beweis bereits in [4] angegeben.

Definition 3.3.3 Losen eine gegebene Darstellung der B, und eine gegebene Darstellung
der P, das System aus Theorem 3.3.1, d.h. bilden sie gemeinsam eine Darstellung der BP,,,
so nennen wir die beiden Darstellungen kompatibel.

Bemerkung 3.3.4 Esist nicht klar, ob die Gruppenrelationen in Theorem 3.3.1 die Relation
tibizbiti, 1= 1,...,n—1 (3.14)

implizieren. [33, 34], die die BP,, im mathematischen Kontext besprechen, behandeln die
mit diesem zusétzlichen Constraint versehene Gruppe als eine Quotientengruppe der BP,,
allerdings ohne die Unabhingigkeit der Relation (3.14) von den Gruppenrelationen zu zeigen.

Die Darstellung der BPs, im Fall des konformen verallgemeinerten freien Feldes' (Teil
IIT) ist von der Art, daf§

D(tZ)D(bl) = D(bl)D(tZ), 1= 1, NN 1

(Darstellung vom anyonischen Typ); solange die Frage nach der Unabhéngigkeit von (3.14)
nicht geklart ist, ist natiirlich auch unklar, ob die Darstellungen vom anyonischen Typ Dar-
stellungen einer echten Quotientengruppe oder bereits (potentiell) treue Darstellungen der
BP,, sind.

'Der Index 2, erklirt sich daher, daf} fiir das freie Feld Vakuumerwartungswerte von ungeraden Potenzen
des Feldes verschwinden.
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Kapitel 4

Erzeugung der BP,, aus einer ihrer
Untergruppen P,, oder B,

Wir entwickeln ein Verfahren, um die Gruppe BP,, aus der Permutationsgruppe P,, oder der
Zopfgruppe B, durch Hinzufiigen eines weiteren Erzeugers zu gewinnen; es folgt, daf} eine
Darstellung der P, oder B, sich genau dann zu einer Darstellung der BP,, erweitern lif}t,
wenn der neue Erzeuger darstellbar ist.

4.1 Erzeugung von BP, aus P,

Wir schreiben die Gruppenrelationen der BP,, um in Relationen fiir die ¢; und die Produkte
m; := b;t;. Diese Relationen wiederum folgen aus denen fiir ¢; und m; und einer Rekursions-
formel fiir die Produkte.

4.1.1 Eine Rekursionsformel fiir die Produkte b;¢;

Definition 4.1.1 Fir:=1,...,n — 1 sei
m; = bit;; mqp = m. (4.1)

Lemma 4.1.2
Fiir die Produkte m; gilt die Rekursionsformel

m; = ti—l ti mg;_1 ti ti—l- (4.2)

BEWEIS.
Aus (3.7) folgt nach Multiplikation von rechts mit #;

ticitimi—r = biti—ititi
GO bty i t; (4.3)
~—~
m;

und daraus durch Multiplikation von rechts mit ¢;t;—1 wegen (3.5) die Behauptung des Lem-
mas.

O

45



46 KAPITEL 4. ERZEUGUNG DER BP,, AUS IHREN UNTERGRUPPEN

4.1.2 Definition der BP,, durch t;, m;

Wir setzen b; = m;t; in die Gleichungen aus Theorem 3.3.1 ein und erhalten nach einigen
Umformungen:

Lemma 4.1.3
Die Gleichungen in Theorem 3.3.1 sind dquivalent zu den Gleichungen

2 = e (4.4)

by titi = titiqts (4.5)

[tj,tk] = e wenn |j—Fk|>2 (4.6)

[mg, tx] = e falls [i—k| >2 (4.7)

[mi, tigttisatitivn Mitipi titipatil] = e (4.8)
[mi, tig1 titipimitivititiv] = e (4.9)

[mi, tiyimitiy] = e (4.10)

[mi, titizimitiz1t;] = e (4.11)

zwischen den t; und m; = b;t;.

Bemerkung 4.1.4 Der Beweis dieses Lemmas besteht aus elementaren Rechnungen; er fin-
det sich in Anhang A.2.

4.1.3 Erzeugung der BP, aus der P, durch Hinzufiigen eines weiteren Er-
zeugers

Durch einfaches Nachrechnen finden wir

Lemma 4.1.5
Die Gleichungen in Lemma 4.1.3 folgen bereits aus (4.4) bis (4.6) und den Gleichungen fiir
m (d.h. i =1 in den Gleichungen (4.7) bis (4.11)) sowie der Rekursionsformel (4.2).

Bemerkung 4.1.6 Der Beweis des Lemmas findet sich in Anhang A.3.
Unmittelbar folgt

Theorem 4.1.7

Gegeben sei eine Darstellung D der Permutationsgruppe P, mit Erzeugernt;,i =1,...,n—1,
die den Gleichungen (3.5), (3.6) und (3.11) geniigen. Lafit sich in dieser Darstellung ein
weiterer Erzeuger m mit den Eigenschaften

[m, tx] = e falls k>3
[m, tatstitamitatitsts] = e
[m,tatitamitatita] = e
[m, tamty] = e
[m, titaomtaty] = e (4.12)

darstellen, so erhilt man mit der Rekursionsformel (4.2) eine Darstellung aller m; und via
D(b;) := D(m;)D(t;) eine Darstellung der BP,,.
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Bemerkung 4.1.8 Es ld8t sich offenbar jede Darstellung D der P,, zu einer Darstellung der
BP,, erweitern; wir setzen dazu D(b;) := const - D(¢;),7 = 1,...,n — 1. Man sieht leicht, daf}
diese Darstellungen den Relationen aus Theorem 3.3.1 geniigen. Sie entsprechen der trivialen
Losung D(m) = const - 1 des Systems in Theorem 4.1.7; eine solche Darstellung nennen
wir dementsprechend auch triviale Erweiterung einer Permutationsgruppendarstellung. Die
Darstellung der BPg,, im Fall des konformen verallgemeinerten freien Feldes (Teil I11) ist fiir
anomale Skalendimensionen § ¢ Z keine triviale Erweiterung einer Darstellung der Po,.

4.2 Erzeugung von BP, aus dem Zopfanteil

Analog zum vorangegangenen Abschnitt 148t sich die Gruppe BP,, auch aus der Zopfgruppe
durch Hinzufiigen des oben definierten Erzeugers m gewinnen; wir geben die definierenden
Relationen zwischen m und den b; an. Wieder gilt: Kennt man eine Darstellung der Zopf-
gruppe, in der sich der zusitzliche Erzeuger darstellen 148t, so 148t sich daraus mittels der
angegebenen Rekursionsformeln eine Darstellung der BP,, gewinnen. Der augenfilligste Un-
terschied zu den obigen Uberlegungen ist, daf b? # e ist; zum einen hat das zur Folge, daf
in den Bedingungen an m auch bi_1 auftritt, zum anderen treten Terme der Art b? auf, die in
den obigen Betrachtungen trivial waren. Zudem 148t sich eine Darstellung der 5,, i.a. nicht
zu einer trivialen Darstellung der BP,, erweitern.

4.2.1 Zwei Rekursionsformeln fiir die m;

Lemma 4.2.1
Fiir die Produkte m; gelten die Rekursionsformeln

b:jl bi_l mg;_1 bi bi—l = m; = bi—l bi mi—1 bi_l b:}l (4.13)

BEWEIS.
Aus (3.8) folgt nach Multiplikation von links mit b;

m;_1bibi 1 = bbb 11
3.10
(1% b; bi—1m;
<~ m; = b:jl bi_l mi_1 b; bi_1; (4.14)

ganz entsprechend folgt aus (3.9) durch Multiplikation von links mit b;1

mit1bibir1 = bipibibigit;
3.10
(1% b; bit1m;
< M1 = b; bi-i—l m; b;rll b;l (4.15)

und damit die zweite Gleichung im Lemma.

4.2.2 Definition der BP,, durch b;, m;

Wir setzen t; = b, Ym; in die Gleichungen aus Theorem 3.3.1 ein und erhalten nach einigen
Umformungen:
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Lemma 4.2.2
Die Gleichungen in Theorem 3.3.1 sind dquivalent zu den Gleichungen

bii bibiiy = b b1 b; (4.16)

[bi,by] = e, falls [i —k|>2 (4.17)

b; mi_1 b; = my (4.18)

[mi, by] = e, falls |i—k| >2 (4.19)

[mi, bit1bip1] = e (4.20)

[mi, bit1bibibi] = e (4.21)

[m, Ad(bir1)m;] = e (4.22)

[m;, Ad(bjbir1)m;] = e (4.23)

[mi, Ad (bj11bi42bibip1)m;] = e (4.24)

zwischen den b; und m; = b;t;.

Bemerkung 4.2.3 Der Beweis dieses Lemmas besteht aus elementaren Rechnungen; er fin-
det sich in Anhang A .4.

4.2.3 Erzeugung der BP, aus der B, durch Hinzufiigen eines weiteren Er-
zeugers

Durch einfaches Nachrechnen finden wir

Lemma 4.2.4
Die Gleichungen in Lemma 4.2.2 folgen bereits aus (4.16), (4.17) und den Gleichungen fiir m
(d.h. i =1 in den Gleichungen (4.18) bis (4.24)) sowie den Rekursionsformeln (4.13).

Bemerkung 4.2.5 Der Beweis des Lemmas findet sich in Anhang A.5.
Unmittelbar folgt

Theorem 4.2.6

Gegeben sei eine Darstellung D der Zopfgruppe B, mit den Erzeugern b;,1 = 1,...,n — 1,
die den Gleichungen (3.10) und (3.13) geniigen. LaBt sich in dieser Darstellung ein weiterer
Erzeuger m mit den Eigenschaften

bym™'b, = m (4.25)

[m, bij] = e, falls >3 (4.26)

[m, baby] = e (4.27)

[m, bab1 b1 bs] = e (4.28)

[m, Ad(by)m] = e (4.29)

[m, Ad(b1b2)m] = e (4.30)

[m, Ad (babgbiba)m] = e (4.31)

darstellen, so erhilt man mit den Rekursionsformeln (4.13) eine Darstellung aller m; und via
D(t;) := D(b;)~'D(m;) eine Darstellung der BP,,. LBt sich m nicht darstellen, so it sich
die gegebene Darstellung der B, nicht zu einer Darstellung der BP,, erweitern.
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Anders als im Fall der Pemutationsgruppe lat sich nicht jede Darstellung D der Zopf-
gruppe trivial zu einer Darstellung der BP,, erweitern. D(m) = const - 1 16st zwar (4.26) bis
(4.31), (4.25) aber erzwiinge dann D(b?) = const? - 1; dies wird jedoch nur von speziellen
(anyonischen) Darstellungen der Zopfgruppe erfiillt.

Wir illustrieren das hier entwickelte Verfahren, Darstellungen der P, oder der B,, auf ihre
Erweiterbarkeit zu priifen und ggf. zu Darstellungen der BP, zu erweitern, indem wir es
im folgenden Kapitel auf eine konkrete Zopfgruppendarstellung anwenden; es zeigt sich, dafl
diese sich nicht zu einer Darstellung der BP,, erweitern laft.
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Kapitel 5

Anwendung des in Kapitel 4
entwickelten Verfahrens auf eine
konkrete Zopfgruppendarstellung

Wir betrachten eine von der tensoriellen Kategorie des 1 4+ 1-dimensionalen Isingmodells er-
zeugte Darstellung der Zopfgruppe und zeigen mit der in Abschnitt 4.2 entwickelten Methode,
daf} diese sich nicht zu einer Darstellung der BP,, erweitern 148t.

5.1 Eine tensorielle Kategorie

Den Ansatzpunkt der Betrachtungen in diesem Kapitel bildet eine tensorielle Kategorie mit
drei irreduziblen Objekten. Es handelt sich um die Kategorie des 1 + 1-dimensionalen Ising-
modells; wir werden aber keinen direkten Bezug auf das Isingmodell nehmen, sondern die
Kategorie selber als grundlegend fiir das Folgende annehmen.

5.1.1 Definition der Kategorie

Wir haben drei irreduzible Objekte id, o, . Fiir die Dimensionen und Statistikphasen gilt
2mi
d(o) =V2,k(0) = eTo; d(id) = 1,k(id) = 1; d(a) = 1, k(a) = —1.
Es ist 02 2id @ o, a0 = o und o? = id. Ohne Einschrinkung kann sogar

ac =0 und o =id (5.1)

angenommen werden. Es gibt triviale Intertwiner (¢ = id,0,a) 9 ® id — 9,id ® ¥ —
9,id — o? und ¢ — ao, die wir alle zu 1 wihlen kénnen. Es bleiben nicht-triviale Intert-
winer [35]

V: 0c— o«
R: id — o2
S: a— o’ (5.2)

Insbesondere ist id das Einselement bzgl. des Bifunktors ®, und «, o sind jeweils zu sich
selber konjugiert.

o1
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5.1.2 Eine Basis des Intertwinerraumes (0?|0?)

Anhand von (5.2) sehen wir, dal o2 die beiden irreduziblen Unterobjekte id, o jeweils mit
Vielfachheit 1 hat; somit bilden RR* und SS* eine Basis des Intertwinerraumes (02|0?); es
gilt
R*'S=S"R=0, R*"R=1;4, S*S=1, und RR" + SS* = 1.
Die Darstellung von
V=V®l,:0? — cao =02,

d.h. V € (02|0?), bzgl. dieser Basis lifit sich wie folgt bestimmen [35]:
Vi=V*®1,:00° =0 — o

ist ein Vielfaches von V', und die relative Phase kénnen wir so wihlen, da V = V* bzw.
V? = 1,. Es folgt V = £RR* £ SS*. Desweiteren ist a(R) : « — ao? = o ein Vielfaches
von S, und die relative Phase kénnen wir so wihlen, daf§

a(R) =S bzw. a(S)=R. (5.3)

Legen wir das globale Vorzeichen von V fest, V.= RR* £ SS*, folgt «(V) = £V. Die
Konsistenzrelationen fiir die Statistikoperatoren 7(o, @) = —1 und (0, ) : ca — ao = o,
d.h. B(o, @) ist ein Vielfaches von V' = V* (es zeigt sich, daB f(o,a) = f(a,0) = —iV)

verlangen

d.h.
V =RR" - SS*.

5.1.3 Wirkung von o. Statistikoperator (3(o, o)

Zur Verwendung im folgenden Abschnitt bestimmen wir die Wirkung von ¢ aus R und S
sowie den Statistikoperator (o, 0) = ,; wir halten uns dabei an [35].
Zunéichst einmal ist
o(R) : 0 — 03,

d.h. o(R) ist eine Linearkombination von R, S; aus ao(R)éa(R) (s.0.) folgt o(R) =
S). Weiter gilt mit (5.3)

(R+

S

C

V2

man sieht sofort, dafl ao(S) = o(S). Aus R*JQ(R)RéR folgt ¢ = +1.
Fiir B, € (02]0?) gilt B, = wrRR* + wgSS*; aus der Bedingung o(R) = B,0(B,)R (s.
Abb. 5.1) und

o(S) =ca(R) =Vo(R)V* = (R—-8)V;

k(o)
= R'0(6,)R
(s. (2.5)) sowie der Unitaritéit von S, folgen ¢ =1 und wg = —iwg = —R(lg), d.h.

o(R) = \/g(zﬂ S), o(S) = \/g(R _ SV (5.4)
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o

e e

Abbildung 5.1: 0(R) = B,0(8s)R

und )
B0.0) = By = —(RR' +iS5") # §;

mit k := k(o)
Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, daf

bi— o By), i=1,...,n—1

eine Darstellung der B, ist.

5.2 Eine Darstellung der Zopfgruppe

Wir betrachten den reduziblen Sektor o = No und wenden das in Abschnitt 4.2 beschriebene

Verfahren an, d.h. in diesem Abschnitt bestimmen wir die durch die obigen Beziehungen indu-

zierte Darstellung der Zopfgruppe b; — o'~ '(3(o, 0)) und versuchen dann in Abschnitt 5.3, in

dieser Darstellung einen Erzeuger m mit den Eigenschaften aus Theorem 4.2.6 darzustellen.
Wir beginnen, indem wir eine Basis von (0%|0?) > (o, 0) angeben.

5.2.1 Selbstintertwiner von p?

Da o die direkte Summe @ ;o ist, existieren N Isometrien
N
W;:0 — o mit Z W;W; =1, und W;W;=d;1,.
i=1

Die Selbstintertwiner von ¢? sind von der Gestalt “o> — 02,02 — 02,02 — 0?” (Abb.

5.2). Da RR*,SS* eine Basis fiir den Intertwiner-Raum 02 — o2 bilden, kénnen wir mit
Wi == W; @ W;
{Wi]‘RR*W]:l, WijSS*W]:l mit i,j, k,l = 1, e ,N}
als Basis fiir (0%|0?) wihlen. Ein Intertwiner I : o> — p? ist dann von der Gestalt
N
I = Z (O (D) Wi RR*Wy + T3 (1) Wi SS*Wihy) (5.5)
0,5,k =1

mit Koeffizienten Fg’fl. Unitaritit des Intertwiners I ist dquivalent zur Unitaritit der Koef-
fizientenmatrizen I'™S wie man sich leicht iiberzeugt.
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Abbildung 5.2: Die Selbstintertwiner von o?

5.2.2 Darstellung der B,
Wir setzen fiir den Erzeuger b; der By, (Wy,..a, =Wy Q- - Q@ Wy, >, W W5 =1,)

bi = o (Ble,0) = (B
— Z Wal...ai_lai+1ai © 0'271(50') o Wt;kl...aiflaiapfl (56)

(s. Abb. 5.3). Wieder kann man sich leicht davon iiberzeugen, daff dies eine Darstellung der
B,, ist.

pmI(B) = Z o o

0) 0) 0) 0)
Wa, wa || W Wa
= 1 +1 1

| D | D | D | D

Abbildung 5.3: Darsteller o~ (5(0, 0)) = 0~ '(8) des Erzeugers b; der B,
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5.2.3 Explizite Angabe der Darsteller von b, und b3

Zur spiteren Verwendung geben wir die Darsteller von b; und b2 an.
b1 wird dargestellt durch

* ]‘ * - * *
Blo:0) = 8= WarfoWiy, = Y War—(RR" +iSS )Wy, (5.7)
Weiter ist 0(83,) = L[o(RR*) +ic(SS*)]. Mit den Gleichungen (5.4) ergibt sich
+(RR*) = %(1 + RS+ SRY), o(SS) = %(1 _ RS*— SRY),
d.h. ,
o(B,)? = —(RS" + SR).

Somit wird b3 dargestellt durch

082 = (D Wareo (Bo)We) © (D Waeso (B W)
= ZWach(IBcI)Q ;bc
= 3 Wase 5 (RS" + SRW, (5.8)

5.2.4 Strategie zur Erweiterung der Darstellung

Wir haben einen gezopften Statistikoperator 3, der via (5.6) eine Darstellung der Zopfgruppe
liefert, und versuchen jetzt, diese zu einer Darstellung der BP,, zu erweitern; d.h. wir suchen
einen “symmetrischen Statistikoperator”! 7 € (0?|0?), so daB die von diesem gelieferte Dar-
stellung der P,, mit der obigen Zopfgruppendarstellung kompatibel ist (s. Definition 3.3.3).
Nach Abschnitt 4.2 ist die Existenz von 7 #quivalent dazu, daf in (0?|0?) ein unitéirer? In-
tertwiner p existiert, so daB ¢~ '(8),i = 1,...,n — 1 und p als Darsteller des Erzeugers m
das System aus Theorem 4.2.6 16sen. 7 ist dann durch 7 = g*u gegeben.

Die Bedingungen aus Theorem 4.2.6 sind z.T. automatisch erfiillt; so implizieren die
Forderungen an den Bifunktor ® bereits

Ri® Ry = ]lgl ® Ry o Ry ®]lgz =Ry (X)]lg2 O]lg1 ® Ry VR; € (ai|gi),7l =1,2.

Wir werten diese Identitét fiir 019 = p12 = 0% aus. R ® 1,> ist ein beliebiger Intertwiner in
(0%, 0*), der die beiden linken ¢ miteinander verkniipft, und 1,2 ® Ry ein Intertwiner, der die
beiden rechten g miteinander verkniipft. Die obige Gleichung lautet dann

192®R20R1®]192:R1®1920192®R2

(Abb. 5.4); entsprechend sind die Kommutatoren zwischen p und ¢/(3),7 > 3 automatisch
erfiillt.
Die verbleibenden Relationen stellen Restriktionen an p.

'Wegen d(0) = v/2 ¢ N ist nicht zu erwarten, dafl es einen symmetrischen Statistikoperator 7 € (0°|0%)
mit voller Natiirlichkeit gibt (s. Bemerkung 2.3); selbst wenn wir also ein 7 finden, das eine Darstellung der
Py, lieferte, die mit der gegebenen Zopfgruppendarstellung kompatibel wére, handelte es sich evtl. nicht im
eigentlichen Sinn um einen symmetrischen Statistikoperator.

2Wir erinnern daran, daf die Statistikoperatoren unitire Intertwiner sind.
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p P P P p P P P
R2 R1

R1 R2

lplp Pyp P plplp

Abbildung 5.4: ]lg2 & R2 o R1 &® ]lg2 = R1 &® ]lg2 o ]192 & R2

5.3 Auswertung der Relationen aus Theorem 4.2.6

Fiir 1 (den potentiellen Darsteller des Erzeugers m) machen wir in leichter Vereinfachung
der Notation von oben den Ansatz

p= Z Wap (Mg} gRR* + My, .4SS* )W}y (5.9)
mit unitiren Matrizen MF M5,

Lemma 5.3.1
Aus Gleichung (4.25) in Theorem 4.2.6 folgt

R s
KME ,=ME, und KMJ ., =-Mj

a

BEWEIS.
Aus Gleichung (4.25) in Theorem 4.2.6 folgt fiir die Darsteller 8 bzw. p von by bzw. m (s.
(5.7), (5.9))

ZWab M 4RR* + My, ,SS* )Wy = <2Wabl(RR*+iSS*)Wb*a>
o (32 Wy (M RE" + M, S5 )W)
o (Z Wgh—(RR* + iSS*)W,;‘g>
= ZWab = ME  RR* — M35, SS*)W;{5.10)

Koeffizientenvergleich liefert das Lemma.

Lemma 5.3.2
Aus Gleichung (4.27) in Theorem 4.2.6 folgt

ME = Mm%,
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BEWEIS.
Einerseits gilt

poB? = (D WM} aRR* + M3, 0SS W) o

1 * * *
<ZWefg§(RS +SR) efg>

1 * % *
= 5 D Warg(Mgf 4RS* + Mg, SE)W gy (5.11)
andererseits ist
]‘ % * *
IQ(IB)2/J’ = <Z Wabc?(RS + SR ) abc) °©
(3" WaelME g RE* + M, 1,85 )W}, )
1 k * *
= =Y WaelME ,SR* + M3, ;,RS* )W}, (5.12)

K

Wegen Gleichung (4.27) aus Theorem 4.2.6 miissen aber beide Ausdiicke iibereinstimmen,
und damit folgt das Lemma.

O

Korollar 5.3.3 Die Gleichungen (4.25) und (4.27) aus Theorem 4.2.6 implizieren mit der
gegebenen Darstellung der Zopfgruppe

ME = M5 =o.

1 = 0 ist aber keine Darstellung des Erzeugers m, denn eine Darstellung miifite zumindest
D(m)D(m™") =1, erfiillen; damit ist gezeigt:

Theorem 5.3.4

Die Darstellung b; — 0'~(8),0 = No,i < n der Zopfgruppe B,, die von der tensoriellen Ka-
tegorie des 1+ 1-dimensionalen Isingmodells erzeugt wird, 148t sich nicht zu einer Darstellung
der BP,, erweitern.
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Teil I11

Konformes verallgemeinertes freies
Feld

99






In diesem Teil der Arbeit verifizieren wir die Hypothese 0.2.1 fiir den Fall des konfor-
men verallgemeinerten freien Feldes im 1 4 3-dimensionalen Minkowskiraum. Wir motivie-
ren die Betrachtung dieses Feldes mit der Beobachtung, dafl man ausgehend von seiner 2n-
Punktfunktion leicht eine Darstellung der 5P, erhalten kann, die fiir anomale Skalendimen-
sionen ¢ ¢ Z nicht von der trivialen Art r(b;) = const - r(¢;) ist. Diese natiirliche Darstellung
ist in ihrer natiirlichen Basis allerdings nicht zelluliar (Kapitel 6).

Kapitel 7 dient der eigentlichen Verifikation der Hypothese 0.2.1: Wir fithren unsymme-
trisierte Erzeuger und Vernichter auf dem relativ zum Fockraum Hp des konformen verall-
gemeinerten freien Feldes erweiterten Hilbertraum H = @H?N D HF ein. Diesen reduzieren
wir zu einem Hilbertraum #,.q, auf dem alle Darstellungen der unitdren Gruppe des Einteil-
chenraumes U(H1) mit Vielfachheit 1 auftreten; H,eq enthilt immer noch Hp. Wir zerlegen
die unsymmetrisierten Erzeuger und Vernichter in Austauschkomponenten, die zwischen ver-
schiedenen Darstellungsraumen von U(H1) in Heq interpolieren und in zeit- und raumartiger
Richtung quadratische VR erfiillen. Das konforme verallgemeinerte freie Feld ist eine Linear-
kombination von bestimmten Austauschkomponenten.

Wegen der quadratischen VR ist klar, daf} die BPg, auf Ketten der Linge 2n dieser
Austauschkomponenten zellulir dargestellt ist. In Kapitel 8 zeigen wir, dafl diese zellulire
Darstellung bis auf Aquivalenz mit der natiirlichen Darstellung iibereinstimmt und illustrieren
dies durch zwei Beispiele.

Wir beschlielen die Betrachtung des konformen verallgemeinerten freien Feldes, indem wir
einige Analogien zwischen dem Vorgehen in Kapitel 7 und dem DHR-Fall bei Anwesenheit
einer Eichsymmetrie ziehen (Kapitel 9).
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Kapitel 6

Natiirliche Darstellung der BP»>,

Die 2n-Punktfunktion des konformen verallgemeinerten freien Feldes zerfillt in (2n — 1)!!
Produkte von Zweipunktfunktionen. Diese bilden die natiirliche Basis einer Darstellung der
BPay,, die fiir anomale Skalendimensionen ¢ ¢ Z nicht vom trivialen Typ r(b;) = const - r(t;)
ist. In der natiirlichen Basis ist diese Darstellung allerdings nicht zellulér.

Bemerkung 6.0.1 Wie bereits mehrfach angesprochen, existiert keine abstrakte Zerlegungs-
theorie (etwa nach dem Vorbild von [14, 15, 16, 17], [5] oder [6]), die Hypothese 0.2.1 be-
griindet. Die Idee, statt dessen das konkrete Beispiel des konformen verallgemeinerten freien
Feldes zu untersuchen, geht auf eine Anregung von D. Buchholz zuriick.

6.1 Das konform invariante verallgemeinerte freie Feld

6.1.1 Definition des Feldes

Verallgemeinerte freie Felder wurden von Greenberg eingefiihrt [36]; fiir einen guten Einblick
in die Theorie der verallgemeinerten Felder s.a. [37]. Anders als ein kanonisches Feld ist ein
verallgemeinertes freies Feld keine Losung einer Bewegungsgleichung, und die Zweipunktfunk-
tion liegt nicht auf einer Massenschale; vielmehr ist

(B(2)B(y)) = /R do(m?) Wz — 1),

wobei Wi, (z — y) die Zweipunktfunktion des Klein-Gordon-Feldes mit Masse m ist. Das
Kallen-Lehmann-Gewicht do(m?) [38, 39] ist positiv und polynomial beschriinkt.

Konkret betrachten wir auf dem 1+ 3-dimensionalen Minkowskiraum M das verallgemei-
nerte hermitesche skalare freie Feld mit Killen-Lehmann-Gewicht do(m?) = m?=2dm?,§ >
2; dieses ist ein konform invariantes Feld mit Skalendimension 4 (s. z.B. [40] und die dor-
tigen Referenzen). Es ist gegeben durch! (V, bezeichne den offenen Vorwirtslichtkegel im

'Das ist der Spezialfall d = 4 des verallgemeinerten hermiteschen skalaren freien Feldes mit Kéllen-
Lehmann-Gewicht do(m?) = m*®~%?dm? im 1 + (d — 1)-dimensionalen Minkowskiraum, d > 2; das Feld ist
gegeben durch

®(z) :/v A%k (¢(k)6—ikz+¢+(k)eikz)

mit
1

d—1
[¢(k), ¢* (k)] = <%> KOsk — k), [p.6] = [¢7,67] =0.
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Impulsraum)

B(z) = /V a'k (p()e™™ 4+ gt (k)™ ) = Alw) + A* (2) (6.1)

mit einem Erzeugeroperator ¢ (k) und einem Vernichteroperator ¢(k); diese erfiillen die
Vertauschungsrelationen

1

[6(k), $* (k)] = (—

3
) ROD54 k), (4] = [4F, 6] = 0.
2T

Dieses Feld ist definiert auf dem Fockraum

e @ (),

NeENy

itber dem Einteilchenraum H, = L*(Vy, k*®=2)d*k); dabei identifizieren wir
L2V, k20D dd) 5 f = ‘f> - (27r)3/ A4k f(B) 6T (k)2 € Hy
Vi

mit dem Vakuumuvektor €2. Der Index g bezeichnet den symmetrischen Unterraum des Ten-
sorraumes H?N .
Wir fithren uneigentliche Vektoren

|z) := AT (2)Q

mit dem Erzeuger A' aus (6.1) ein. Die uneigentlichen Vektoren ergeben nach dem Ver-
schmieren mit einer quadratintegrablen Funktion f einen eigentlichen Vektor; man sieht, dafl

fiir
flz) = <%>2/V+ dk f(k)e ** baw. f(k) = <%>2/d$f($)eum

gilt

7) = (%) [ e @) 1) = (%) [ @ f@ar@a=atne=1.

Fiir den Kommutator unseres verallgemeinerten freien Feldes & gilt

@(z), B(y)] = ( 1 >3/ £20-2) 341, {ez’k(:z:—y) _e—z’k(x—y)}
Vi

2
-~ 1 (o Cik(z—
— m2(5 2)dm2 (_)/ d4k 5(162 o m2) {ezk(x y) e ik(x y)}
Ry 2r ) Jyv,
= m?0=2dm? A, (z — y), (6.2)
Ry

Wir setzen im folgenden nur voraus, daf§ die raumartige Region bzgl. eines Punktes bzw. einer beschrénkten
Region zusammenhingend ist, d.h. d > 2; der Einfachheit halber formulieren wir die definierenden Gleichungen
fiir den Spezialfall d = 4 (physikalische Raumzeit).
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wobei A, (z — y) der Kommutator des Klein-Gordon-Feldes der Masse m ist. Insbesondere
ist

m?0=2Ddm? Wi (z — y)
Ry

(®(2)®(y)) (6.3)

[A(z), A™(y)]

und

[AT(2), AT (y)] = 0=[A(z), A(y)] Vz,y €M
Der Erzeuger AT wirkt auf (den uneigentlichen Vektoren von) (H‘lg’N )S durch

At (z) 2N, ... z1)g == VN+1-(|2) ®|zN,...,71))g
= VN+1-]|z, xN,...,:El)SG(H?NH)S, (6.4)

wobei der Index g die Symmetrisierung in allen Argumenten bezeichnet.
Der Vernichter A aus (6.1) vernichtet das Vakuum, A(z)Q2 = 0; aus (6.3) und (6.4) folgt

weiter fiir |zy,...,z1) € (H§N>S
Alz)|zn, ..., z1)g = \/I A(x)AT (zn) - AT (21)Q
_ \/72 DAt (@) - At (@) - At (1)

_ \/72 |xN,...,@,...,x1>Se(H?N—l)s,(a.m

wobei A/JF(Z) bzw. z; bedeutet, daf} dieser Eintrag gestrichen wird.

Aus (6.1) sowie (6.4) und (6.5) folgt, dafl die 2n-Punktfunktion des konform invarianten
hermiteschen verallgemeinerten skalaren freien Feldes eine Summe von (2n — 1)!! Produkten
von Zweipunktfunktionen ist,

(D(z9y) - D(z1)) = > | H (B(zp-1(11))@(Tp-1(3))) - (6.6)

6.1.2 Zweipunktfunktion

Die Zweipunktfunktion unseres verallgemeinerten freien Feldes mit Kéllen-Lehmann-Gewicht
do(m?) = m?0=2dm? ist

. 2 >
(@(y)®(z)) = const - gg% ((yo — 20 —ig)2 — (y — x)2> i (6.7)

man liest die zeitartige Vertauschungsrelation

(D(y)®(2)) = ™ (B(2)D(y)), y > & (6.8)

ab [4]. Diese VR ist eine direkte Folge der Zweipunktfunktion (6.7); aus diesem Grund ist sie
nur fiir das hier betrachtete konform invariante verallgemeinerte freie Feld ® mit Skalendi-
mension 0 (s.o.) giiltig.



66 KAPITEL 6. NATURLICHE DARSTELLUNG DER BPs,

6.2 Natiirliche Darstellung der BP,

Die Eigenschaft (6.8) der konformen Zweipunktfunktion erlaubt im Fall eines konform in-
varianten skalaren freien Feldes die Konstruktion einer Darstellung der BPs,, wenn die z;
jeweils paarweise raum- oder zeitartig zueinander liegen. Basisvektoren des Darstellungsrau-
mes sind die Produkte von Zweipunktfunktionen in der Zerlegung (6.6); wir bezeichnen diese
im folgenden mit [] (®®). Die von ihnen gebildete Basis nennen wir natirliche Basis, die
zugehorige Darstellung natiirliche Darstellung; den Darstellungsraum der natiirlichen Dar-
stellung bezeichnen wir mit N := span {[[ (®®)}.

Wir diskutieren, wie sich ein Basisvektor [[ (®®) unter der Vertauschung ®(z;41) +—
®(x;) verhalt:

Falls der Basisvektor den Faktor (®(x;11)®(x;)) enthilt, so enthélt das Bild den Faktor
(®(x;)®(x541)), alle anderen Faktoren bleiben gleich. Dieses Bild ist offenbar nicht von der
Form der natiirlichen Basisvektoren in (6.6), da die Argumente in diesem Faktor in der
falschen Reihenfolge stehen; die “richtige” Form gewinnen wir zuriick mit der Identitét

(@(2:)@(2it1)) = X (D(@it1) B (2:)) (6.9)
wobei (0 sei die Skalendimension des Feldes)

2™ falls x; > T
e 20 falls x; < Tipy (6.10)

1 falls l"i+1><517i

X =

ist (vgl. Gleichung (6.8)). In allen anderen Féllen sieht man leicht, daf ®(z;11) «— ®(z;)
zwei der natiirlichen Basisvektoren miteinander vertauscht.
Im Fall z; 1 Xx; wird diese Vertauschung somit durch eine Matrix r(¢;) beschrieben, die

aus 2 x 2-Blocken ( 1 > und 1 x 1-Blécken 1 aufgebaut ist, im Fall z; > ;41 durch eine

1

Matrix r(b;) mit denselben 2 x 2-Blécken und 1 x 1-Blécken €™ und im Fall z; < ;4 durch
r(b;)~t. Offensichtlich ist fiir anomale Skalendimensionen § ¢ 7

r(bi) ¢ C-r(t).

Lemma 6.2.1
Die Matrizen r(t;),r(b;),i = 1,...,2n — 1 bilden eine Darstellung der BPsy,.

In der natiirlichen Basis ist diese Darstellung der BP2y, nicht zelluldr (s. Abschnitt 6.3.3).
Im folgenden Kapitel werden wir auf einem Hilbertraum, der den Fockraum Hpg enthilt,
Austauschkomponenten identifizieren, die quadratische VR erfiillen. Die Erzeuger und Ver-
nichter des konformen verallgemeinerten freien Feldes erweisen sich als Summen bestimmter
Austauschkomponenten. Wegen der quadratischen VR ist klar, dafl die BP,,, auf Ketten der
Lange 2n dieser Austauschkomponenten zelluldr dargestellt ist. In Kapitel 8 zeigen wir, dafl
diese zelluldre Darstellung dquivalent ist zu den obigen Matrizen r(t;),r(b;),i = 1,...,2n—1;
insbesondere ist dann klar, dafl diese wirklich eine Darstellung der BPs, bilden. An dieser
Stelle verzichten wir auf den nicht sehr schwierigen, aber etwas technischen direkten Beweis
der Darstellungseigenschaft und illustrieren stattdessen das oben beschriebene Verfahren,
indem wir die natiirliche Darstellung der BP, explizit ausrechnen.
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6.3 Natiirliche Darstellung der BP,

6.3.1 Zerlegung der Vierpunktfunktion

Die Vierpunktfunktion des konformen verallgemeinerten freien Feldes zerlegen wir gemif
(6.6),

(B(z4) - @(21)) = (D(24)P(23)) (D(22)D(21))
+ (@ (24) @ (1)) (D(23) D (22))
+(®(24) ®(22)) (P(23) P (21))
=: e; +e2+es; (6.11)

1
Z2
e, = 1,2,3 bilden die natiirliche Basis der Darstellung der BP4, die wir im folgenden

angeben.

6.3.2 Natiirliche Darstellung der BP,

Fiir die Vertauschungen ®(x;11) <> ®(xz;),7 = 1,2,3 lesen wir aus (6.11) ab

€1 = X21€1 ey — es
D(x1) <> P(x2) : es — ez , D(xg) & D(x3): es = X322
€3 > € e €1

€1 = X43€1
D(x3) <> P(zg): { €3 — ez
es €2

wobei wie in (6.10)
e?™0  falls x; > x4
Xit+1,i = e 2m0 falls x; < Tit1
1 falls :Ci><$i+1

ist.
Wir lesen aus den obigen Gleichungen fiir x; 11 Xx; die Matrizen

1 0 0 0 0 1
r (tl) =T (tg) == 0 01 , T (tg) == 010
010 1 0 0
ab und fiir z;11 > z; die Matrizen
e 0 0 0 1
r(b) =r(b3) = 0 0 1 |, rb)=1] 0 €2 0
0 10 1 0 0

Man rechnet nun leicht nach, da§ diese Matrizen eine Darstellung der BP4 bilden.
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6.3.3 Nicht-Zellularitit in der natiirlichen Basis

Wir zeigen, wie die Annahme, die natiirliche Darstellung in ihrer natiirlichen Basis sei zellulér,
zum Widerspruch fiihrt.

Angenommen, die obige Darstellung der BP, wire zellulir. Insbesondere entspriche dann
jeder natiirliche Basisvektor einem Pfad der Linge 4 durch geeignete Unterrdume von Hp,

€jEHjOG]'OFjOE]‘,

wobei Hj, ..., E; die Kanten eines hypothetischen Graphen wie in Abb. 1.1 sind; r(;),7(b;)
“vermischten” nur solche Wege, die sich héchstens in dem Teilstiick des von rechts gelesen
i-ten und (7 4+ 1)-ten Schrittes unterscheiden (vgl. Definition 1.2.4).

Lemma 6.3.1
Unter den obigen Annahmen folgt aus der Form von r(t1),r(by), da

H2 = H3 und G2 == G3.

BEWEIS.

Die beiden erwihnten Matrizen vermischen die (hypothetischen) Pfade ey, e3. Da diese sich
aber wegen der angenommenen Zellularitdt der Darstellung nur auf dem ersten und zweiten
Schritt unterscheiden diirfen, folgt das Lemma.

0

r(g3) = r(g91),9 = t,b, mischen ey und e3 in gleicher Weise; da sich die beiden (hypothe-
tischen) Pfade jetzt nur in den ersten beiden Teilstiicken unterscheiden diirfen, folgt

F2 = F3 und E2 = E3.
Korollar 6.3.2 Wire die natiirliche Darstellung in der natiirlichen Basis zelluldr, so folgte
€9 = €3.

Das kann aber schon deswegen nicht sein, weil ey und e sich unter r(¢3),r(by) unter-
schiedlich transformieren; damit ist klar, daf} die natiirliche Darstellung in der natiirlichen
Basis nicht zellulér ist.



Kapitel 7

Austausch-Komponenten und
quadratische VR

Wir verifizieren die Hypothese 0.2.1 fiir den Spezialfall des konformen verallgemeinerten freien
Feldes des vorigen Kapitels; dabei halten wir uns an die folgende Strategie:

Wir fithren unsymmetrisierte Erzeuger und Vernichter auf dem relativ zum Fockraum Hp
des konformen verallgemeinerten freien Feldes erweiterten Hilbertraum H = @HY > Hp
ein. Die unitdre Gruppe U(H;) des Einteilchenraumes ist auf H reduzibel dargestellt (2.
Quantisierung). Wir zerlegen H in die Darstellungsraume irreduzibler Unterdarstellungen
von U(H1); die entsprechenden Unterrdume von ?—[?N korrespondieren zu minimalen Ortho-
gonalprojektoren im Gruppenring der Ppy. Der reduzierte Hilbertraum H,eq, auf dem alle
irreduziblen Darstellungen der U(#1) mit Vielfachheit 1 vorkommen, enthilt immer noch
HF.

Wir zerlegen die unsymmetrisierten Erzeuger und Vernichter in Austauschkomponenten,
die zwischen verschiedenen Darstellungsraumen von U(H1) in H,eq interpolieren und in zeit-
und in raumartiger Richtung quadratische VR erfiillen. Die R-Matrizen dieser quadratischen
VR werden im wesentlichen bestimmt von den Matrixelementen der Matrizen der Induktion
bzw. Restriktion zwischen Darstellungen von Py und Pn41. Die Erzeuger und Vernichter
AT, A des konformen verallgemeinerten freien Feldes und damit auch das Feld selbst ergeben
sich als Linearkombinationen von bestimmten Austauschkomponenten.

7.1 Voraussetzungen

7.1.1 Erweiterter Hilbertraum. Erzeuger und Vernichter

Wir betrachten den erweiterten Hilbertraum

Hi= P HV > Hr
NeNy

iiber dem Einteilchenraum Hq des vorigen Kapitels. Das Skalarprodukt auf #Hq sei
(g1f) == (2 (9) 2(f)),

wobei (® (g) @ (f)) die Zweipunktfunktion des konformen verallgemeinerten freien Feldes ®
mit nichtkanonischer Skalendimension § aus dem vorigen Kapitel ist.

69



70 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VR

Der mit einer quadratintegrablen Funktion f verschmierte unsymmetrisierte Erzeuger
a™(f) sei gegeben durch

at () = |f)
a+(f)|fN7'-'af1> = |f>®|fN7'-'af1>E|f7fN7'-'7f1>7
(7.1)

der mit f verschmierte unsymmetrisierte Vernichter a(f) sei erklart durch

a(f)2=0 und a(f)|fn,..-. f1) = (FUfw) - Ifv—r,o fr), N2 L (7.2)

Offenbar ist a(f)* = a*(f).
Die unitiire Gruppe auf H; heifle U(H;). HP® = Q transformiert sich trivial unter (),
HEN tragt die N-fache Tensordarstellung T'y (U(H1)) (2. Quantisierung).

7.1.2 Gruppenring Ry der Permutationsgruppe Py

Auf H?N , N € Ny wirke die Permutationsgruppe Py geméif
Py 3 P:|fn,es f1)y = [fpotinvys s foo1(1)) - (7.3)

Wir bezeichnen mit « : P; — Py die Einbettung in die “néchstgréfere” Permutations-
gruppe, d.h. aus (7.3) folgt

Lm_N(P)|fm7"'7f1> = |fM7"'7fN+1>®P|fN7"'7f1>a m > Na PGPN (74)
Fiir Py € Py, Pn_1 € Py_1 gilt auf ‘Hy offenbar
a*(f)Py = ¢(Py)a*(f) und Py_ia(f) = a(f)e(Pn-1). (7.5)

Auflerdem fiithren wir die Abbildung « : P, — P41 : t; — t;41 ein; es folgt

am_N(P)|fm7"'af1>=P|fm7"'7fm—N+1>®|fm—N7"'7f1>a m > N, P € Py.

Wir setzten (7.3) linear fort auf den Gruppenring Ry der Px:

S epPilfn, o fi) e Y ep(Plfn.-s fi)- (7.6)

PePN PeEPN

Die erzeugenden Einheiten der zweiseitigen Ideale im Gruppenring Ry der Py sind die
Youngrahmen' mit N Kistchen, diese sind zentral in R . Die Menge der Youngrahmen mit N
Kistchen bezeichnen wir mit )y, ein einzelnes Element von Yy mit Yy. Zwei Youngrahmen
Yy € Yy und Yny1 € Vw1 heilen benachbart, Yy < Yyy1, wenn Yy, aus Yy durch
Hinzufiigen eines weiteren Kistchens entsteht (s. Abb. 7.1). Ein Youngtableau Ty der Grofie N
ist eine Abfolge von benachbarten Youngrahmen, Ty = (Yn, Yy _1,...,Y2, Y1), Y <Yiy1,k =
1,...,N—1. Wir sagen, dal Ty zum Rahmen Yy gehort, Tx|Yy, wenn Yy der groite Rahmen
in dieser Abfolge ist. Die Menge aller Youngtableaux der Gréfie N bezeichnen wir mit Ty . Bei
der Angabe der Rahmenabfolge eines Tableaus verzichten wir auf Y7 = 0O = 1, da es keinen
anderen Rahmen in ) gibt und die Angabe dieses Rahmens keine nichttriviale Information
beinhaltet.

!Eine recht umfassende Abhandlung der Darstellungstheorie des Ringes Ry der symmetrischen Gruppe Py,
in der die Youngrahmen und -tableaux eine wichtige Rolle spielen, findet sich bei [41]. Die fiir den gegebenen
Zusammenhang wichtigsten Resultate sind in Abschnitt B.1 von Anhang B zusammengestellt.
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H < ﬁ,_l; aber Hﬁm

% Nvoo% Y kS

Abbildung 7.1: Yo AYY', weil nicht nur ein Késtchen hinzugefiigt, sondern auch noch eines
umgesetzt werden miifite.

Fiir ein Youngtableau Tv = (Yn,Yn_1,...,Y3) € Tn definieren wir? (P* := P, P ¢
Pn)
Q(Tn) :==Ynoa(Yn_i)o-0a"2(Vs) = Q(Tn)";

die Q(T) sind minimale Orthogonalprojektoren in Ry. Es gilt
Q(TN)Q (Tx) =7y 7 Q@(Tx), Y, Q(Tn)=Yn, > Yn=1Ir, (7.7)

TN‘YN YNE);N
und
Yvou (YN—I) 75 0<—Yy_1aYy (78)

und ebenso natiirlich fiir «(Yy_1) o Yx (s. Abschnitt B.1 von Anhang B).
Q(Ty) € Ry ist gemiB (7.3) zuniichst auf HPY definiert. Wir setzen Q(Ty) auf H fort
durch
Q(TN)HP™ =0 falls N #m

Im Fall m > N gilt wegen (7.4)
Ron 2 " NQIN) |fms - 1) = |fms oo fva1) @ QUIN) [ fns - f1) -

Wir benutzen die Bezeichnung

Hry = Q(TNn)HPN.

7.2 Zerlegung von H in Darstellungsrdume von U(#H,)

Die Gruppe U(H1) ist auf H reduzibel dargestellt; wir zerlegen H in die Darstellungsraume
irreduzibler Unterdarstellungen von U(#;). Projektoren auf diese Rdume sind bekanntlich
minimale Orthogonalprojektoren im Ry, N € Ny, etwa die Q(Ty) aus Abschnitt 7.1.23.
Wir werden # jedoch nicht direkt durch die Q(Tx) zerlegen, sondern durch Elemente von
Q(T](\,2 ))R NQ(T](\,1 )); dies fiihrt nach der Auswahl eines Referenztableaus TY, fiir jeden Rahmen
Yn € Yn auf eine Zerlegung der Form

He P P v e,

NeNg YneYN

wobei auf Hieq 1= @yen, Dyyevy Hrpo jede irreduzible Darstellung von U (H1) mit Viel-
fachheit 1 vorkommt (d.h. ein Représentant je Klasse dquivalenter Darstellungen), wihrend
die entsprechende linke Tensorkomponente die Vielfachheit dieser Darstellung in H angibt
(vgl. (1.18)). Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Aussagen iiber die Q(T](\,2 ))R NQ(T](\,1 )).

2 und ¢ setzen wir gemaB a(ci Py +c2P2) := cio(P1) 4 caa(P»), entsprechend fiir ¢, linear von der Gruppe
auf den Ring fort.
3Die minimalen Orthogonalprojektoren sind nur bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt.
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7.2.1 Die Mengen () ( ) RnQ ( )
Jede Menge Q( )R NQ( ) enthilt hochstens ein unabhiingiges Element:

Lemma 7 2 1
e1T |YN ,i=1,2. FaHSY #Y ist, so ist

QTP IWQTY) =0 ¥y € Ry.
Tst dagegen V) = V", so ist
QI RNQTY) == { QUITPNQTY) |7 € R}
eindimensional, d.h. alle Elemente von Q( )RNQ( ) sind Vielfache eines Représentan-

ten.

BEWEIS.

Der erste Teil des Lemmas folgt aus der Tatsache, dafl die Yy zentral in Ry ([41], Satz
IT1.3.10) und auBerdem orthogonal sind. Der zweite Teil folgt direkt aus der Anwendung von
[41] TIT §4 (S. 62) auf Ry.

O

Korollar 7.2.2 Jedes ¢ € Q( )RNQ( ) T](\,l),T](\?)|YN ist Vielfaches einer partiellen
Isometrie, d.h.

&6 e RLQ(TY)) und é¢* € R Q(TY).
7.2.2 Definition der Wy,

Fiir alle T](\,2 ),T](\,1 ) |Yn und Yy € Yn wihlen wir partielle Isometrien

W p) € QTRNQ(TY).

so daf}

. ! . ! 1)
=W, ) e und W, W = Wy o = QTY)). 7.9
@ 0 = Wre 1) @ 70 Wr® 70 o rm =Q(Ty’) (7.9)

Wegen der Eindimensionalitit von Q( )RNQ( ) sind die W2 1) durch die Be-
N °N

dingungen (7.9) bis auf eine komplexe Phase festgelegt.
Fiir jeden Rahmen Yy € Yy wihlen wir ein Referenztableau T](\],|YN und setzen fiir Ty |Yn

WTN = WTN,T]%

Lemma 7.2.3
Es gelten die beiden Gleichungen

WT@)W n = 6va2),va1) - Q(TY) und Z Z W Wi, =1
YNEYN TN|YN
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BEWEIS.
Die erste Gleichung folgt direkt aus Gleichung (7.9) und der Orthogonalitdt der Q(Ty). Die
zweite Gleichung ergibt sich aus

Y S wnwi, @Y Y o= Y vw=t

YNEYN TNn|YN YNERN Tn|YN YNEYVN

7.2.3 Transformationsverhalten der Wy, unter der Permutationsgruppe

Zur spiteren Verwendung untersuchen wir das Transformationsverhalten der Wr, unter Ele-
menten der Permutationsgruppe. Konkret werden wir die Transformationsgesetze aus Lemma
7.2.4 und Lemma, 7.2.5 in Abschnitt 7.6 zur Berechnung der R-Matrizen benétigen.

Lemma 7.2.4
Wry, Tn|Yn transformiert sich unter einer unitidren Darstellung U (Y¥) der Pn, d.h. fiir P €
Py gilt
PWr, = Y. UYM). (P)Wsy (7.10)
Sn|Yn

mit einer unitiren Matrix UY~)(P).

BEWEIS
der Gleichung (7.10) und der Darstellungseigenschaft ™) (PYUON)(P) = UO~) (P! P).
Wegen Wr,, = Wr, Q(TY) und

Y oesn= Y Y esn= Y vv=1
Sn€TN YNEVN Sn|YN YnEVN

gilt mit Lemma 7.2.1

0 falls SN /{/YN
PWry= Y QSNPWn,QR) =13 S U™ (P)Ws, falls Sy[vy - (7.11)
SNETN Sn |V

Mit P, P € Py gilt P'P € Py und somit
P'PWry = 37 Uypl'p, (P'P)Wi;
Vn|YN

andererseits ist

P'PWry =P 3 UGN (PWsy = Y UPN (PYUSY), (PYWy,

N TN N>SN
SN YN VNn,Sn|YN

d.h.
U(YN)(p’)U(YN)(p) — U(YN)(p'p)_

Um die Unitaritit zu zeigen, zeigen wir zunéchst
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Lemma 7.2.5
FEine Permutation P € Py wirkt von rechts auf Wj’i ,Tn|Yn durch
Wi P= > Ul NSN( WS (7.12)
SN YN
BEWEIS.
Das Lemma, folgt unmittelbar aus Lemma 7.2.4:
Y;
PWy, = > UYM. (P)Ws,
Sn|Yn
Y;
— Wi PWy, = U}NIQN(P)Q (TS)
= Wi P = > UL NVN PYWy, . (7.13)
Vn|YN
O

Damit kénnen wir die Unitaritit der Darstellung /(~) von Py zeigen.

Lemma 7.2.6
Es gilt
U5 (P) = UER(P), i (U(P))" =00 (P)
also " X
o) (p) (U(YN)(P)) _ (U(YN)(p)) UM (P) = 1.
BEWEIS.

Die Konjugation von Gleichung (7.10) ergibt
—OYN) oy
Wr, P* = E USNNTN YW, -

Der Vergleich mit Gleichung (7.12) liefert das Lemma.
O

Bemerkung 7.2.7 Fiir ein gegebenes Yy € Yy ist UY™) die Einschrinkung der reguliren
Darstellung von Py auf ein minimales Linksideal RyQ(Ty),T%|Yn des Gruppenrings und
somit irreduzibel (s. z.B. [41], IIT §2).

7.2.4 Zerlegung von H
Wir koénnen nun eine Zerlegung von H?N in Unterrdume W%NH?N angeben; da die N-fache

Tensordarstellung T'x (U(H1)) der U(H;) auf HEY mit Ry > Wi, vertauscht?, ist klar, daf
diese Unterdume invariant sind unter U (H1).

Lemma 7.2.8
Der Unterraum HPY ist isomorph zur direkten Summe der W%NH?N ,In € Tw,

H@NN @ WTNH®N @ @ WTNH®N

TnETN YNEYN TN |YN

‘s.a. Anhang B.2
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BEWEIS.
Aus Lemma 7.2.3 folgt
W= S W
TneTN
Das heif3t aber, es existieren partielle Isometrien
N N . 0
Wiy : Wi HPY — HPY mit Wi, Wy = 0py 1, Q(TR), > Wi Wi, =1
TneTN
Anf Wi HEY = Q(TS) Wi, HEN wirkt Q(T§) aber wie die Identitit,
Wfi;v Wry |W7*1N HEN = 5T]’V TN ]lw;N HON -
Die Existenz solcher partieller Isometrien aber heifit
N ~ N
TNETN
O

Korollar 7.2.9 H ist isomorph zur direkten Summe der W:,’iNHi@N,TMYN,YN € Yy und

N €Ny,
nH=@Pp p P wrH".

NeNy Yy EYN TN|YN

Wir fiihren Bezeichnungen fiir die irreduziblen Unterdarstellungen der U (#;) ein:

Definition 7.2.10 Fiir u € U(H,) sei
mry (1) == Q(TN)T v (u) = T'n(u)lrr,

und

Tyy = 779, Hyy 1= Hro.

Die Irreduzibilitit dieser Darstellungen folgt aus der Minimalitat der Q(T) (vgl. Korollar
B.2.4); weiter sind 77, und mri, genau dann dquivalent, wenn Ty und T); zam selben Rahmen
Yy gehoren (vgl. Lemma B.2.5).

Lemma 7.2.11
Wry, Tn|Yn ist ein Intertwiner zwischen my,, und mry, Wr, € (7, |7y )-
BEWEIS.
Zu zeigen ist, dafB fiir alle U € Hy, ,u € U(H1)
TN (u) Wry U = Wrymyy (u)¥

gilt:

Ty (WWr ¥ = Q(Ty)T N (u)Wry Q(TR) Y
Q(TN)Wry Q(TR)T i (u) ¥
WTN TY N (U)\If (7.14)
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Es ist unmittelbar klar, dal W7, =€ (myy |71y ) ist. Damit gilt

Korollar 7.2.12 Alle W}NH?N,TNWN tragen dieselbe Darstellung my, (U(#1)). Als Dar-
stellungsraum von U(H,) aufgefaBt, gilt fiir H also (vgl. Korollar 7.2.9)

nH=@P p Pp wi,H"=2P P v Hy,, (7.15)

NeNg Yy EYN TN‘YN NeNy YN EYN

wobei fy, die Anzahl der T |Yy ist.

7.3 Der reduzierte Hilbertraum H, .

7.3.1 Definition des reduzierten Hilbertraumes

Wir schrinken uns ein auf einen reduzierten Hilbertraum, auf dem alle Darstellungen my,,
von U(H1) mit Yy € Yy, N € Ny mit Vielfachheit 1 auftreten:

Definition 7.3.1 Der reduzierte Hilbertraum ist

Hred := @ @ HYN'

NeNg YneYN

Bezeichnen wir mit Gy je nach Kontext den total symmetrischen Youngrahmen in Yy

bzw. das einzige Tableau zu diesem Rahmen?®,

Sx =[] ] oder &y :=[1[ -]

so gilt fiir den Fockraum Hr des konformen verallgemeinerten freien Feldes aus Kapitel 6

HF = @ HGN - Hred-
NeENy

7.3.2 Die interpolierenden Felder Wy, o™ (f)Wr, und W7 a(f)Wry,,

Wir betrachten nun die Operatoren W}Nﬂa*'( Wty und W7 a(f)Wry,,; man iiberlegt
sich mit (7.4) und (7.8) leicht, da} diese nur von Null verschieden sein kénnen, wenn fiir
TN|YN,TN+1|YN+1 gilt, da Yy < Yn1.

Offenbar ist

Wi, o (HWry = QTR ) Wiy, a™ (/) Wry Q(TN)
mit Tn|Yn, Tn41|Yn+1 und Yy < Y41 eine Abbildung

W%N+1a+ (f)WTN : HYN I HYN+1 (716)

® Alternativ zur Angabe eines Tableaus durch seine Rahmenabfolge (s. Abschnitt 7.1) kennzeichnen wir ein
Tableau Tn = (Yw,...,Y>2) auch derart, dafl wir den Rahmen Yy so mit Zahlen belegen, daff die Késtchen
mit den Nummern 1, ...,k den Rahmen Y}, in der Rahmenabfolge bilden; vgl. auch Anhang B: Dort definieren
wir ein Tableau Ty € Ty zuerst iiber die Belegung eines Rahmens Yy € Yy mit Ziffern 1,..., N und stellen
dann den Zusammenhang zur Rahmenabfolge her.
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und entsprechend
Wiy a()Wry = Q(Th_1)Wry,_,a(f)Wry Q(Ty)
mit Ty 1|Ynv_1,Tn|Yn und Yy_1 < Yx eine Abbildung
Wiy a(f)Wry : Hyy — Hyy_, (7.17)

Es handelt sich aber nicht um einen Intertwiner zwischen den Darstellungen 7y, und
Tyy,, von U(Hy); vielmehr gilt fiir u € U(H,) beispielsweise

Ty o1 Wi 0" (OWry [fns oo 1) = Wi a7 (0 (w) )Wy vy (u) [y -5 f1)

wobei die unitire Gruppe auf den quadratintegrablen Funktionen durch
at (mo(u) f)Un = (ra(u) |f) ® Uy, ¥y eHPV,N €Ny

erklart ist.

Es gibt fiir gegebene f und Yy, Y41 mit Yy < Yy 41 i.a. mehr als einen nichtverschwin-
denden Operator Wj’i]HlaJr (fYWry, Tn|Yn, Tn+1|Yn+1. Diese sind jedoch alle Vielfache eines
Repriisentanten, wie wir im folgenden Abschnitt zeigen.

Zuvor weisen wir noch darauf hin, da$§ sich wegen W§ = Ws, = Q(6y) = Gy die
Erzeuger und Vernichter des konformen verallgemeinerten freien Feldes ® aus Kapitel 6 in
der Form

= > VN H1-Q6Gr1)a" (HQGN) (7.18)
N=0
und
ZV Q(Sy-1)a(f)Q(6) (7.19)

schreiben lassen: Fiir Uy € Hg, folgt fiir AT(f), A(g) wie in (7.18), (7.19) aus (7.1) und
(7.2)

A(Q)AT(f)In — AT(HA(QTIN = (N+1)-Q(6n)a(9)Q(Gn11)a™ (f)Q(SN) TN
—N-Q(6x)a™ (f)Q(6N-1)a(9)Q(SNn) ¥y
= (@f)In = (D(9)®(f)) Tn, (7.20)

d.h. AT(f), A(g) aus (7.18), (7.19) erfiillen die VR (6.3). [AT, AT] = 0 = [A, A] sind offen-
sichtlich ebenfalls erfiillt.
Es folgt

= Y VN +1:Q6n41)a* (NQGN) + Y VN - Q(6r-1)a(f)Q(Ex).  (7.21)

NeNy NeN

o~ —

7.4 Austauschkomponenten

Wir zeigen zunéchst, dafl fiir gegebene Yy <1 Yy alle W%NHL(WTN),TN|YN,TN+1|YN+1
Vielfache eines Représentanten sind. Dann folgt fiir gegebene f sofort dieselbe Aussage fiir
Wiy W )at (f) = Wi a® (F)Wry, TNIYN, T 1 [Vivr
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Lemma 7.4.1
WZ"iNHL(WTN) mit Ty|Yy, Tn41|Yn41 und Yy <Y ist ein Intertwiner io @7y, — Ty, ;-

BEWEIS.
Sei u € U(H1).

Wi Wiy ) (mo @ myy) (w) [fn41, fas -5 f1)
= Wi tWr ) (Q (TR)) Tva (u) | v, fvs s fr)
= Q(Txp) Pnra (Wi, o(Wry)e (Q (TR)) 1w, fvs- -, f1)
- Tyn o (Wi (W) [N s oo f1) (7.22)

0

Lemma 7.4.2
Der Raum der Intertwiner nq ® Tyy — Tyy,,, (Tyy,, |70 ® Tyy ), ist eindimensional, falls
Yn < Yn41 gilt; andernfalls existieren keine nichttrivialen Intertwiner.

BEWEIS.

Die Dimension von (7y,, , [T0®7y, ) ist gleich der Vielfachheit von 7y, | in der i.a. reduziblen
Darstellung 7o ® 7y, . Diese wiederum ist nach [42, 43] gleich der Vielfachheit der Darstellung
UYV+1) yon Py im duferen ProduktS der Darstellungen (™) und /™). Diese wiederum ist
nach [44], Kapitel 7-12 fiir einen gegebenen Rahmen Yy € Yy gleich 1 fiir alle Y41 € Y1
mit Yy < Yyy1 und Null fiir alle anderen Yyy1 € Yni1.

O

Bemerkung 7.4.3 Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die Darstellungen endlichdi-
mensionaler unitiarer Gruppen; die Aussage iiber die Gleichheit der Vielfachheiten findet sich
dann bei [41], VI §5 bzw. [44], Kapitel 10-3.

Korollar 7.4.4 Alle Wj’iNHL(WTN)aJ“(f) = WJ"iNHaJ“(f)WTN mit Tny1|Yni1, Tn|Yy und
Yn < Yny1 sind Vielfache eines Repréisentanten (Y 1|f|Yn),

W;‘N+1a+(f)WTN = CTN+1TN . (YN+1|f|YN), (7.23)
wobei cry 7y € Cund (Yni1|f|YN) : Hyy — Hyy,,-

Mit Lemma 7.2.3 folgt daraus, da auf HN

a'+(f) = Z Z Ty~ Wiy (YN+1|f|YN)WJtN (7.24)
YN4+1,YN TN41IYN 41
TNIYN

gilt.
Analog erhilt man die entsprechenden Gleichungen fiir die Vernichter (oder einfach durch
Adjungieren der obigen Gleichungen und die Umbenennung f — f):

Wi, a(f)Wry =eryty_, - (Yn1lfIYN)

bs. [44], Kapitel 7-12
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und auf HEN

a(f) = Z Z CInTn—1 " Wiy, (YN—1|f|YN)W1tN- (7.25)
Yn-1, YN Tn—1l¥N_1
TN IYN

Die (Yn+1|f|Yn) nennen wir Austauschkomponenten von a™(f) bzw. a(f). Wie in Hy-
pothese 0.2.1 verlangt, ist das konforme Feld eine Linearkombination von bestimmten Aus-
tauschkomponenten,

o(f) = Y, VN+1-QGn11)a"(HQSN)+ D VN -Q(Sn 1)a(f)Q(SN)

NeENy NeN
= > VN+1-(Gx4lfI&n) + Y VN - (Sn|fISn+1). (7.26)
NeENy NeN

In Abschnitt 7.6 zeigen wir, dafl die Gesamtheit aller Austauschkomponenten quadratischen
VR in zeit- und raumartiger Richtung geniigt.

7.5 Die Induktionsmatrix C'(v+1:¥v)

Zur spiteren Verwendung bei der Bestimmung der quadratischen VR der Austauschkom-
ponenten untersuchen wir die aus den Koeffizienten cry 7 in (7.24) bzw. (7.25) gebildete
Matrix.

Definition 7.5.1 Die aus den Koeflizienten cr, 7, mit Tn|Yn und Ty 41|Yv41 mit Yy <
Yn1 gebildete Matrix heife CON+1:YN),

Lemma 7.5.2
CYN+1.YN) st ein Intertwiner

U (Pr) — U+ o (Py),

wobei v die Einbettung v : Py < Pny1 bezeichnet.

BEWEIS.
Sei P € Py. Gleichung (7.5) besagt

a’ (f)P = uP)a" (f);

daraus folgt mit Gleichung (7.24) und Lemma 7.2.5 bzw. Lemma 7.2.4

Y] *
S S enase USRS (PYWry,, (Yl fIY) Wik,

YN+1,YN TN+11YN+1 T |V

SNIYN
Y;
- Z Z Z UJ(—’NJZ_-:,IS)'N_FI(L(P))CSNJFITN WTN+1 (YN—|—1|f|YN) W%N (727)
YN4+1,YN SN41l¥N41 Tvg1|Yasa
TNIYN
und somit ) o)
Y;
Z CTN 1SN USNI\,[TN (P) = Z UTN]E—,ISNH(L(P))CSNHTN
Sn|Yn SN+1lYN 41

bzw.
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C(YN+1aYN)U(YN)(P) — U(YN+1)(L(P))C(YN+1aYN)_
O
Definition 7.5.3 C(Ynv+1,Yn ), Yn <Y1 heifit Induktionsmatriz zwischen den Darstellungen
UYN) und YUON+1) oy,

Da U™ irreduzibel ist, ist nach Schurs Lemma CON+1Y8)*C(YN+1.YN) oin Vielfaches der
1 (und CON+1L YN O(YN4+1YY) = (), falls Vv # Yy ; andernfalls wire C N+ YN C(YN+1YY) ein
nichttrivialer Intertwiner zwischen nicht dquivalenten irreduziblen Darstellungen). Wihle die
Normierung der (Yyi1|f|Yx) so, daf COV+1YN*CON+1YN) = 1, d.h.

Z CTN 41 SNCTN 1 Ty = 65N,TN' (7.28)
Tn4+11YN41

Die reduzible Darstellung YYV+1) o, der Py wiederum zerfillt in die irreduziblen Dar-
stellungen U (Py) mit Yy < Y41, diese kommen jeweils mit Vielfachheit 1 vor ([45], V
§18.1). Mit der obigen Normierung ergibt sich

Z C(YN+1,YN)C(YN+1aYN)* — ][,
Yn<Yni1

d.h.

_— !
E E CTI,\I+ISNCTN+ISN = 5T1,V+1aTN+1’ TN+17 TN+1|YN+1. (729)
YN<]YN+1 SN‘YN

7.6 Quadratische VR. R-Matrizen

Wir zeigen die Existenz quadratischer VR der Austauschkomponenten, indem wir die R-
Matrizen in den vier denkbaren Fillen

(YNl fIYN) (YNlglYn-1), (YN-1|fIYN) (YNlglYN+1),

(YXIfIYn-1) Yn—ilglYw), (Yalf Y1) (YasilglYn)

bestimmen. Die Triger der Funktionen f, g seien entweder vollstindig raumartig oder voll-
stindig zeitartig zueinander. In diesem Abschnitt untersuchen wir die ersten drei Félle, mit
dem (komplizierteren) vierten Fall beschéftigen wir uns im folgenden Abschnitt.

7.6.1  (YnlglYn)(Yn|f[Yno1) und (Yn_i|g|Yn) (Yl f[Yn11)

Wir beginnen mit (Yn41|g9|Yn)(Yn|f|Yn—1). Den Ausgangspunkt bildet die folgende Beob-
achtung: Bezeichnet ¢y die Transposition des N-ten und des (N + 1)-ten Tensorfaktors, so
gilt auf H?N ~1 offenbar

a(f)at(g)[fn=1,-- -, f1) = tna™ (@)a™ (f) |fn=1,- -5 f1),
fiir beliebige |[fx_1,..., f1) € HEN 1 d.h. auf HPN L N > 1 ist

a*(f)a*(g) = txa™(g)a™ (f). (7.30)
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Lemma 7.6.1
Es gilt die Beziehung

(Yni1lfIYN) (YnlglYn-1)

Y,
=, > EEn ey Upgi, (06) e rerry
Y4 TNIYY
SN‘YN
TN+1. Ty 1 YN+1
(YailglYy) (Yl fI¥N-1) (7.31)

BEWEIS.
Einsetzen von (7.24) in Gleichung (7.30) fithrt auf

Z Z CTy 1 T CTn T Wy (Yn1lfIYN) (YnlglYn-1) WZItN,l

YN+1 TN41lIYN+1
YN TN|YN
YN-1 Tn_1l1¥N-1

(Y3s1)
= Z Z U g\/]\-:;ﬂll\/+1 (tN)CTJIV+1TJ,vCTJ,vTJ’v_1WS§v+1 (Y],\7+1|9|Y](f)

! ] !
Ynir TnpilYnga

! ! !
o Iy
Yyo1 TnoalYvo

! !
SN+t

C(YRUYR) Wy s (7:32)

Multiplikation mit einem W7, =~ von links und einem Wr,_, ergibt

Yo > ervimwerytys, (Yl f[Yw) (Ylg[ Y1)
YN Tn|Yn

Y;
=> > UéN]iflT);m(tN)CT,’v+1T,’VCT;VTN_1 (YnlglYa) (Yalf[Ya-1) . (7.33)

! !
Yy Tnp1YN+1
] !
TnIYyn

Multiplikation mit €7, 5y und Summation iiber Ty y1|Yxn 1 fiihrt mit (7.28) auf

I Y;
csyty 1 (Y| fIYn) (Ynlgl Y1) = D > ey e - U (i)

Tn+1Ty 1
Y]’V TN+1’TJIV+1‘YN+1
TNIYy
'CTJ’V+1TJIVCTJIVTN71 (YN+1|9|Y]<T) (Y]Q|f|YN71) s
(7.34)

wobei Yy der Rahmen von Sy ist. Durch Multiplikation mit €57, , und Summation iiber
Sn|Yn gelangt man schlie8lich zu Gleichung (7.31).

O
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. . (Yis1) ) o
Die Koeffizienten ) €5 7y 1y, 5y - UTN+1T1’v+1(tN) O, T CTY Ty —y hingen a priori

noch von dem tableauwertigen Index Ty ab; es gilt aber

Lemma 7.6.2
Das Matrixprodukt CON-1:YN)*CON YN0+ 7 (Yv41) (3 ) CON+ YR O YN YN-1) st ein Vielfa-
ches der Einheitsmatrix, d.h.

(Yng1) (Yng1,YN-1)
Z CSN,TN_lcTN+1,SN : UTN+Tlev+1 (tN) CTI,\I+1T’ CT]’VSN,1 = 5TN—ISN—1RYN;']_<7 °
T’ \Y’
SN\YN
TN +1:. Ty YN +1

BEWEIS.
Sei P € Py_1. Es ist klar, daB die Einbettung von P in Py 1, t>(P), mit ¢5 vertauscht.
Dann gilt mit Lemma 7.5.2

CYN=1,YN)* (YN YN 1)+ 7 (Yv41) (tn)C CYni1,Yy C(Y&,YN—l)U(YN—l)(P)

CON+1 YT OR) (o(P))C V- YN-1)

= OON-1,YN)* (YN, Y1) ( YN+1( ~)
= CON—1,YN)x (YN, YN41)* ] YN+1)(t ( )) CYN+1.Y) 0 (YR YN -1)

= C(YN—laYN)*U(YN)(L(P))O(YNyYN+1)* (YN+1)(tN)C(YN+13Y]’\])C(YI(]yYN—1)
- U(YNfl)(P)C(YNfl,YN)*C(YNaYNle) U(YN+1)(tN)C(YNH’va)C(YJ’V’YN*l), (7.35)

dLh, CON- 1Y) G0NV 1) (£ ) CON 198 GO 1) st ein Intertwiner UON-1) —s
UN-1); da YYN-1) irreduzibel ist, folgt mit Schurs Lemma die Behauptung.

O
Korollar 7.6.3 Es ist

(Yn1lf 1Y) (YalglYa-1) ZRYYN;’YNI (YasalglV%) (ValFIYa 1) .

Analog findet man

Yni+1,YN—
(Y1l f V) (VlglYovsn) = DD RENE™D (YVieilglve) (Vi f 1Y)
Yl

N
= S ORENTH) (Vg VR) (VifIYa) - (7:36)
Y/

Bemerkung 7.6.4 Die Matrix RO~+1:Y¥-1) hingt offenbar nicht von der relativen Lage der
Trager supp f,suppg ab.

7.6.2  (Yylg[Yn—1)(Yn-1]f[YN)

Wir suchen nun die entsprechenden Relationen fiir (Y |f|Yn—-1)(Yn_1]|g9|Yn). Den Ausgangs-
punkt der Uberlegungen bildet dhnlich wie oben die Beobachtung

a(f)a(g) Ifny- - f1) = @N) s Ivos oo i) = alg)tna™ (F) |y oo 1)
fiir alle |fy,...,f1) € HON, N > 1, d.h. auf HEN, N > 1 ist

a*(f)alg) = alg)tna™(f). (7.37)
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Lemma 7.6.5
Es gilt die Beziehung

Vivar, Yy
(YRIf[Yn—1) (YnoalglYw) = Rg/']’VNSj—NI V) (Vg ¥aar) (Vgal £ V). (7.38)

YN 41

BEWEIS.
Einsetzen von (7.24) und (7.25)in Gleichung (7.37) fithrt auf

Yoo Y ermy T Wy, (Yl Y1) (Yv1lglYw) Wi,
YI

! !

N TN IYy

YN TNIYN
YN-1 Tn_11YN_1

[E—
=3 Y G U  tn)ere Wi, (YelgYae) (Yol FIYN) Wey,
Yy

! !

Th Y

Yy Ty Yy
YNt1 TN41lYN 41
SN4+11YN 41

(7.39)

Multiplikation mit einem W7, von links und einem Wr, ergibt
N

oY emrelerere s (YRIFIYN-1) (YvilglYw)
YN_1Tn_1|YNn-1

(Y7
=3 S amUSE  tn)ery. my (YlglYv) (Vasal f[Yi) . (7.40)

Ynt1 TNg1IYN 41
SN41lYN 41

Multiplikation mit ¢rys,_, und Summation iiber Ty |Yy fithrt auf

er sy (YRl f Y1) (Ya-1lglYn)

[E—
=N Y G USER  n)erymyenysy y (YilgYae) (Yl fIYN)
YN4+1 TN4+1SN4+1IYN 41
TN IYN
(7.41)

wobei Yy_1 der Rahmen von Sy _1 ist, und nach Multiplikation mit ory und Summation

Sn-1
iiber T\|Y}; findet man

(YylfIYn-1) (Yn-1]g|YN)

Y;
- Z Z CTySn-16Sn 41Ty U‘éN]i?})NJfl (tN)CTN+1TN CTNSN_1
YNt+1 TN4+1SN4+11YN 41
)
TNIYN
S(YRlglYng1) (Vv [ fIYN) (7.42)

Mit Lemma 7.6.2 folgt dann die Behauptung.
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Bemerkung 7.6.6 Um im Einklang mit der Notation aus Korollar 7.6.3 zu sein (die Super-
scripts geben die beiden “4ufleren” Rahmen an, die Indizes die “inneren”), 1afit sich Lemma
7.6.5 in der Form

Vil fVno1) (Vg Yw) = RYN . YN+1 (YalglYni1) (Vs l 1Y)

Yn+1
mit )
R(YN’YN) _ p(Yny1,YN-a)
Yn—1,YN41 7 Y Y

schreiben. R(Y&YV) hingt nicht von der relativen Lage der Triger supp f,suppg ab (s. Be-
merkung 7.6.4).

7.7 Quadratische VR fiir (Y} |g|Yn+1) Yve1|f|Yn)

7.7.1 Unterschied zu den vorhergehenden Fillen

Der letzte Fall (Y| f|Yn+1)(Ya+1]g|Ya) 148t sich nicht ganz nach dem obigen Muster abhan-
deln. Startet man von

a’(f)a’+(g)|fN7"'7f1> = <7|g>|fN77f1>
X G s fr)
= x-alg)a (f)|fn,---, fr) (7.43)

e?™  falls supp f > suppg
—2mid

X = e falls supp f < suppg ,
1 falls supp fXsuppg

wobei ¢ die Skalendimension von ® ist (vgl. (6.8) und (6.10)), d.h.

a(f)a*(g) = xa(g)a™ (f) (7.44)

auf ?—[?N , so erhéilt man lediglich eine Aussage iiber die Summen von Produkten.

Lemma 7.7.1

Es gilt
> (YnIFYNg1) Vg lglYn) = x Y (YivlglYver) (Vg lf1Yw) - (7.45)
YN 41 YN 41

BEWEIS.

Einsetzen von (7.24) und (7.25) in Gleichung (7.44) fiithrt auf

Z > e er e Wy, (YalFIYva1) (Vv lglYa) Wi,

Ty Yy
YN TN\YN
YN+1 TnplYNg

=x- Z > erarervaeWry (YalglYag) Yl fIYN) Wiy, (7.46)

TNIY)
YN TN|YN
YN+1 Tn41lYN 41
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und nach den iiblichen Multiplikationen

Yoo Y e eraty (YRIFIYNG) (YaslglY)

YNit1 Tn41YN 41

=x- Z Z Ty 1 Ty Ty (YN191YN11) (Vv | fIYN) - (7.47)

YNt1 Ty Yt

Ausfithren der Summation iiber T 1|Yn41 liefert auf jeder Seite des Gleichheitszeichens ein
drr 7 - Die Summanden auf beiden Seiten sind also genau dann von Null verschieden, wenn
Yy = Y ist, und damit ist das Lemma bewiesen.

0

Der prinzipielle Unterschied zwischen diesem letzten und den vorangegangenen Féllen ist
der folgende: Wir sind eigentlich gar nicht an Produkten der Form a*(f)a?(g) interessiert,
sondern an Produkten (Y3, |f|Y~n)(Yn|g9|Yn+1). Diese sind gemifl Korollar 7.4.4 Vielfache
von Wj’ij,vﬂa#( £)Q(TNn)a* (9)Wry,,. In den vorangegangenen Fillen lief sich der Projek-

tor “in der Mitte” nach links oder rechts herausziehen, und die Betrachtung des Produktes
a?(f)a*(g) implizierte die Losung des eigentlichen Problems. Im nun betrachteten Fall ist
das nicht mehr so.

7.7.2 Modifikation des Ansatzpunktes

Wir wihlen als Startpunkt nun das Verhalten von a(f)Q(Tn11)a™ (g) unter der Vertauschung
von f und g, wobei Txy1 € Ty 41 zunichst noch beliebig ist. Q(Tnv 1) ist eine Linearkombi-
nation von Permutationen aus Py 1; wir unterteilen diese in Terme mit Permutationen aus
t(Py) C Py41 und Terme mit Permutationen aus Py \ ¢(Py). Es folgt

a(HQInsatle) = 3 er-alfuPlat @)+ S er-a(f)Pat(g)

PePy PePn 11 \t(Pn)
= Y cp-alf)at(@P+ ). cp-a(f)Pat(g). (7.48)
PEPN PEPN+1\L(PN)

Die erste Summanden verhalten sich unter der Vertauschung f +— ¢ in der bekannten
Art. Die zweiten Summanden formen wir um, indem wir ausnutzen, daf

Prsr \ o U W¢)ENU(PN), Ci=tj---tn
7j=1

ist, d.h.

=
9}
’U
@
=
2
=
3
<
4
S

Y epeal)Patle) =

P'EPNJA\L('PN) PePN

<.
Il
-

N
= Z cp(j (ftxa™(g)P. (7.49)
PcPy

<.
Il
—

Mit Gleichung (7.37) folgt

N

a(/)Q(Ty+1)at(9) =x- Y ep-alg)a™ ()P +Y Y eplh) - ¢at(g)a(f)P.  (7.50)

PEPy j=1 PEPy
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Lemma 7.7.2
Mit den Bezeichnungen von oben gilt

Ty vy vV - (YR FIYN1) (Y [g[Yn)

= XZ Oyl vy Z cp (P) | (YvlglYx41) (Vg lfI¥YN)

N+1 PePn

N
Y (Y]
X Tl X Uy Genr AT Un (P
j=1 PePy

! i
TN \YN
TnIYN

TN_11YN_1

~(YRlglYn—1) (Yn-1|fIYN) - (7.51)
BEWEIS.
Fiir die linke Seite der Gleichung (7.50) gilt
a(f)Q(In+1)a*(g) = Z Z CTy T O T
YN TNIY)
TN|YN
xﬁ gy
N+1| N+1

WT' (YxIf N+1)Wj)’:]’\’7+lQ(TN+1)WT]’V+1(Y](f+1|g|YN)WTtN

= Y Y emnrn vty Wr, (VYN ) Vv lg Y)W,
Yy TylYy
YN TnlYn

(7.52)

wobei Yy11 durch das gegebene Ty i1|Yny1 bestimmt ist. Fiir die rechte Seite gilt ganz
entsprechend

X - ZCPa P-I-Z ZCP (g)a(f)P

PePn j=1 PEPnN
= X Z Z Z TNSN PYWry (YN|9|YN+1) (Y],\f+1|f|YN) W§N
YN PeEPn TNIYN
Yl’v+1 SNIYN
al v%) e
+ Z Z Z CP(]) : Z U EVI\%],V (Cj)CTIIVTNflcTNTN—lUTN]\éN (P)
vy J=1 PePn TN S IY N
Yy TN, SNIYN
YN-1 Tn_11YN—1

W (YlglYn-1) (Yn-1|fIYN) WS, . (7.53)
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Gleichsetzen und Multiplikation von links mit einem W7, und von rechts mit einem Wy,
N
ergibt Gleichung (7.51).

O

Um eine Aussage in der gewiinschten Form zu erhalten, miissen wir auf der linken Seite den
Faktor er, " vi ¢Ty,, vy eliminieren. Dies gelinge in der gewohnten Weise durch Summation
iiber Tn+1|Yn 41, diese erzwiinge dann aber Y](, = Y ; wenn wir wiifliten, daf} CTy 1 Vi CTr 11 Vi
von Null verschieden ist, konnten wir einfach mit dem Kehrwert multiplizieren und hétten
eine Gleichung in der gewiinschten Form ohne einen solchen Constraint.

Die Tableaux Vi |V}, Vi |Yny und Tn41|Yn 41 sind frei wihlbar; insbesondere kénnen wir
jeweils die entsprechenden Referenztableaux wahlen. Wir diskutieren im folgenden eine spezi-
elle Wahl der Referenztableaux, die cro, 9 # 0 fiir alle Rahmen Yy, Yni1, Yy <Yni1, N €
Ny sicherstellt.

7.7.3 Eine spezielle Wahl der Referenztableaux

Definition 7.7.3 Fiir Yy € Yy wahlen wir das Referenztableau TR, = (Yn,YN_1,...,Y2)
so, daB Y;_q aus Yy durch Streichen des rechten Késtchens in der letzten Zeile entsteht (s.

Abb. 7.2).
HpEEENEE
0 _
T8_( ’ 1 1 v ’ 1 )

Abbildung 7.2: Das Referenztableau zu einem Rahmen aus )

Wir zeigen nun, daf} bei dieser Wahl der Referenztableaux fiir alle Yy, Yy 11 mit Yy <<Ynyi1
gilt, daB cro 79 # 0. Zunichst weisen wir darauf hin, dafl aus Gleichung (7.23) folgt

ey Ty 7 0= Wy 0t(Wry) #0 = Q(Tn+1) oL (Q(TN)) # 0;
im Fall Ty, = TY o In = T gilt wegen WT]% "= Wj’i]% o Q(TY +1), entsprechend fiir
TY sogar Aquivalenz. Wir haben also zu zeigen
TRIYN, TR 41| Y41, YN < Y = Q(Txiy) o0 (Q(TR)) # 0. (7.54)
Wir zeigen noch eine Hilfsaussage:

Lemma 7.7.4
Seien Ty = (Yn41, YN, ..., Y2) und T = (Y}, Y} _,...,Y3) die Referenztableaux zu den
Rahmen Yy, Yny1 mit Y3, A Ynyi. Dann gilt Y, <Y1,k =2,...,N.

BEWEIS.

Y41 ist ein gemeinsamer Nachfolger von Yy und Y. Sind diese beiden Rahmen gleich, so
folgt sofort Y3,_; < Yn. Andernfalls gilt die folgende Uberlegung: Yy geht aus Yy, durch
Streichen des rechten Kistchens in der letzten Zeile hervor, Yy, durch ein Streichen eines
anderen Késtchens. Y}, _; wiederum geht aus Y, infolge der Definition der Referenztableaux
durch Streichen des ersteren Késtchens hervor und ist damit ein Vorgéinger von Yy, Yy ;| <
Yy . Durch wiederholte Anwendung dieses Argumentes folgt das Lemma.

0
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Bemerkung 7.7.5 Wir werden in der folgenden Diskussion nur diese Eigenschaft, nicht
aber die konkrete Definition (7.7.3) der Referenztableaux verwenden; in diesem Sinn ist die
Definition zu verstehen als ein Beleg dafiir, daf tatsichlich eine Wahl der Referenztableaux
existiert, so dafl Lemma 7.7.4 gilt.

7.7.4 Wahl einer Darstellung von Ry

Um das Nichtverschwinden von Q(Tg ,1)¢(Q(Ty)) zu zeigen, wihlen wir voriibergehend eine
Darstellung durch Matrizen d auf Tensorriumen VY bzw. YN+ iiber einem endlichdimen-
sionalen Hilbertraum V mit einer unitiren Gruppe U(V). Dabei wihlen wir fiir gegebenes
N den Raum V so, dafl dimV > N + 1; so stellen wir sicher, daf§ alle durch ein Ty €
Tn bestimmten irreduziblen Unterdarstellungen der N-fachen Tensordarstellung I'y (U(V))
auf V2N vorkommen. Wir bezeichnen diese Darstellungen analog zu denen von () mit
TTy, M1y, = Tyy. Ein Mifiverstédndnis ist nicht zu befiirchten, da wir in diesem Abschnitt
nur diese endlichdimensionalen Darstellungen betrachten. Das Nichtverschwinden in dieser
Darstellung ist hinreichend fiir das Nichtverschwinden des Ringelementes Q(TR,):(Q(T})),
d.h.

0#d(Q(TN11)r (Q(TN))) = d (QT11)) d (v (Q(TR))) = QTN-11) (QTw)) # 0.

Sei
C(YN—l,YN) MYy — Tyy_ @ O

die aus den Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir die Darstellungen von U(V) gebildete isome-
trische Matrix. Fiir Ty = (Y, ..., Y2), d.h. Q(Tn) = Yya(Yn_1) -V 2(V3) ist d(Q(Tw))
gegeben durch

d(Q(Ty)) = V72 (C(D,Yz)) 0.0 (C(szfz,YNfl)) o Clyy 1.vw)
Cliy 1 © (Cliyse ) 000V (Clayy)  (7:59)
(s. Abb. 7.3), wobei a, ¢ fiir C : H) — #® durch
(O =y oC:VaH) —VeH? oC)=Cely:HV eV —HPD eV

erklirt sind. Man sieht leicht, dafi d(Q(Tn)) = d(Q(Tn))*, sowie d(Q(Tn))d(Q(Ty)) =
5TNTJ’V d(Q(Ty)) und > 7 o7 d(Q(TN)) = 1 gelten.
Es folgt fiir T]Q,_H = (Yni1,.-,Y2), Ty = (Y, ..., Y3)

d(Q(T}11)) e (d(QTY))) = oV (Cawy) @ (Crn_ryy)) © Civwvwin)
© {C(*YNyYNH) o (C(*YN—l,YN)> el (C(*D,Y2)>
A (C<D,Y4>) ol (C<Y;V_2,Y;v_1>) o (Cmv_l,Y;v))}

o (Cvy wpy) 0 (Gl )02 (Clay) -
(7.56)

Fiir das Produkt in den geschweiften Klammern gilt {---} : 70 ® my; — mv,,,; dieser
Intertwinerraum ist bekanntlich eindimensional (vgl. Bemerkung 7.4.3), d.h.

{' : } =A C(*YJ(;,YNH) mit A = { ) } © C(Yz'vaYNH) cC-1 (7'57)
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Abbildung 7.3: Darsteller d(Q(Ts)) auf V®?

(s. Abb. 7.4). Es folgt

d(Q(Tx:1)) ¢ (d(QTR))) #0 = A #0.

A wiederum kénnen wir als Produkt von 65-Symbolen der unitiren Gruppe U (V) schrei-
ben: Zunéchst einmal ist

A= Clyyyyo o o (C{Ys,Yz;))
oo™ (C(*Y%Ys)a (C(*D’Y”) ‘ (C(D’Yé)))
opeN 3 (C(Y2’9Y3,)> 0.0y (C(YI(IA’YI,V)) Covi Yivsn)s (7.58)

dabei gilt dhnlich wie oben

Clva,ya)@ (C(*D,n)) L (C(D,Yg)> PO @ myy — 7y,

d.h.
Clrann® (Clawm) ¢ (Covp) = X+ Cligmmy
mit
)\3 = CEKY2,Y3)O‘ (C(*D,Y2)> L (C(D,YQ’)> C(YQI,Y;;)' (7.59)
Es folgt
A = A3- C(*YN,YN+1) o---0

N3 (C(*Y?,,Y4)a (O(*YZ’,Y3)) L (C(yé,yé)»
6.y (C(Y;V,I,va)) Covivasn) (7.60)



90 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VR

Abbildung 7.4: Abspaltung von A € C-1 (s. (7.57)) aus d (Q(TN,,)) ¢ (d(Q(TY))); N =4

(s. Abb. 7.5).
Fiir das Argument von oV =3 148t sich wieder die obige Argumentation fiihren, und durch
sukzessives Anwenden dieser Uberlegung erhalten wir

A= Az AN C(*YNyYNH)a (CEKYI(I—I’YN>> ; (C(Yllvfl’ylgf» C(YJIV’YN“)

:)\;4-1
= X3 Awa (7.61)
mit
M=o (Covp o)+ (Coz vy ) Con oy
(s. Abb. 7.6).
Das sind aber gerade die 65 Symbole (s.u.) der speziellen Form

Ty, O Ty E{ Y, O Yk’l} (7.62)
7Tyk/_ ™ 7Y, Ykli2 O Y

2

der unitiren Gruppe U(V), wobei wir mit Y, die zu Y}, konjugierte Darstellung bezeichnen.
Das Nichtverschwinden von d(Q(TY,)t(Q(TY))) ist somit iquivalent dazu, daB alle diese 6
Symbole von Null verschieden sind, wobei die ungestrichenen Rahmen aus der Rahmenabfolge
von T 41 stammen, die gestrichenen aus der von Y (s.0.).
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Abbildung 7.5: Abspaltung von A3 € C-1 (s. (7.59)) aus A

7.7.5 Nichtverschwinden der 6j-Symbole der Form (7.62)

Ein Produkt dreier irreduzibler Darstellungen [A] ® [u] ® [v] einer geeigneten Gruppe kann
auf zwei Arten ausreduziert werden:

(N@u) e =M deil=md ul o

oder
M@ (@ W) = M3 @ 0] - M) Mgl o],
wobei M2 . die Vielfachheit von [0] in [A\]®[p] bezeichnet. Die Matrix des Wechsels zwischen

(Al []
den zugehorigen Basen des Darstellungsraumes von [o] ist infolge des Schurschen Lemmas

ein Vielfaches der Einheitsmatrix; der Faktor, mit dem die Einheitsmatrix multipliziert wird,
heif}t 65-Symbol (da sechs irreduzible Darstellungen involviert sind).

Wir folgen der Notation von [46]: Drei irreduzible Darstellungen und ein Skalar 7 bilden
einen Dreiklang (triad) {[A], [p], [v]; 7}, wenn [A] ® [u] ® [v] die triviale Darstellung wenigstens
[Ai] [he] [As]
[ua] (w2l [ps]

vier Dreiklangen {[A1], [Ao], [As]; 74}, dann {[u1], [p2], [As];rs}, dann {{pi], [Ao], [us]; 2} und
zuletzt {[A1], [pe], [u3];m1} (s. Abb. 7.7). Ein 6j-Symbol verschwindet trivial, wenn einer der
vier Dreikldnge verschwindet.

Anhand der Abbildungen 7.6 und 7.7 sehen wir, daf}

[ %0 v,
Ak_{ Yk,—Q O Y J°

mit Vielfachheit r 4+ 1 enthélt. Das 6j-Symbol { } entspricht den
T1T27T3T4

Vielfachheiten treten in unserem Fall nicht auf (vgl. Bemerkung 7.4.3); wir lassen die Indizes
r; = 0 der Einfachheit halber fort. Notwendig dafiir, dafl unsere 6j-Symbole nicht bereits
trivial verschwinden, ist, daf} keine der Clebsch-Gordan-Matrizen C. .y verschwindet, d.h. (s.
Bemerkung 7.4.3) Y1 9V, Y, _, <Y/ _,, was aufgrund der Tableaueigenschaften erfiillt ist,
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Abbildung 7.6: )\k = C(*Yk—lka')a (C?Y,é_Q,Yk—l)) L (C(Yé72,Yé71)> C(Y]éflzyk)

A

[)\ 2] [)\ 3]

(k2]

I

Abbildung 7.7: Graphische Darstellung des allgemeinen 65 Symbols ohne die Vielfachheitsin-
dizes r1,...,74

sowie Y/ ,<Y,_1,Y] | <Yy fiir k = N +1 ist die letzte Gleichung per Vorraussetzung erfiillt
(s. (7.54)), fiir die weiteren k = 3,..., N sind dann beide Gleichungen wegen Lemma 7.7.4
erfiillt. Da dieses Lemma fiir generisch andere als unsere speziellen Referenztableaux i.a. nicht
richtig ist, wiirden fiir eine andere Wahl der Referenztableaux einige der Ay in Gleichung (7.61)
bereits trivial verschwinden; nur an dieser Stelle ist diese spezielle Eigenschaft und somit diese
spezielle Wahl (bzw. eine andere, fiir die auch Lemma 7.7.4 gilt) der Referenztableaux wichtig.

Im folgenden zeigen wir, daf} alle 65 Symbole (7.62), die nicht trivial verschwinden, auch
tatsachlich von Null verschieden sind. Damit ist dann Gleichung (7.54) gezeigt.

Zunichst geben wir zwei Eigenschaften der 6j-Symbole an: Zum einen ist ein 67-Symbol
invariant unter zyklischen Permutationen seiner Spalten ([46], ch 3, Seite 59). Somit gilt

Vi Ov,\_[v, % O
Y, , OY%, [ Y% v, O

(s. Abb. 7.8). Offenbar gilt
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Abbildung 7.8: Das aus A; durch zyklische Permutation der Spalten gewonnene 6j5-Symbol

. o _
=0, falls . 7.63
(¥ o s] # (7.63)

Zum anderen erfiillen die nicht trivial verschwindenden 65-Symbole die Orthogonalitéts-
relation ([46], eq (3.3.21))

> |[A31|-|[u3]|-{ ] o] M} | {m D g

[13],r1,m2 ['ul] [MQ] [M3] [lul] [:UQ] [:u?)] }1‘17‘27"31{1

- 6[/\3”/\:9,]67“31“3 67‘41{1’ (764)

wobei |[A]| die Dimension der Darstellung [A] bezeichnet.
Fiir unsere 6j-Symbole ohne Vielfachheiten bedeutet das wegen (7.63)

. Y, Y, O Y/ y, O
( ) {Yk—l Y, , O Vi1 V), O

insbesondere ist also
7Ic U Y];fl } { Y];fl ?k: U } l { Y1 }
- = — 0, falls Y, _, « 1Y,
W, B b= v B ey, I
und damit ist Gleichung (7.54) gezeigt.

7.7.6 Quadratische VR fiir (Y3 |g|Yni1) Yvei|f|YN)
Wir wéhlen in Lemma 7.7.2 V{, = T’?V|Y]’V,VN = TY%|Yy und Ty = T]Q,+1|YN+1 und

erhalten wegen Cr9 1% CTY TS, 70

(Yylf1Yng1)(YagilglYn)
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5Y’ Y;
= X E — : E Cp- U(,o )To (P) (YN|9|Y]<I+1) (Y]<r+1|f|YN)
Y! CTJ%HT'O CTN+1TN PcePn
N+1

N
+3 | (ermmeryr ) SN el

Yn-1 j=1 PePn

Uy Gers, ry BT U iy (P)
779,11, \SIVOTR Ty 1 CINTN -1 ¥ Ty,
TI’V|Y]’V
TleN
TN_11YN—1

~(YylglYn—1) (Yn-alfIYN). (7.65)

Da ¢, P in der ersten und cp(j),(;, P in der zweiten Summe auf der rechten Seite von
Q(TY ) bestimmt werden, legt diese Wahl der in Lemma, 7.7.2 freien Tableaux die Koeffizi-
enten auf der rechten Seite fiir jeweils gegebene Rahmen Yy, Yy und Yy 41,Yy,; bzw. Yy 4
fest,

-1 YLY,
T0> Syivy - 3 cp UNY )To (P) =: x(supp f,suppg) - Ry X )

C0
X ( T N+1
PePy

10 C0
N1 l'N TN

und

N
- (v1) iy
(CT VT, CTY T ) Z cp(j) - Z UT/éI:;TJIV(Cj)CT;VTN_lcTNTN,IU:(FNNT)]%(P)

j=1 PcPy TNV
TNIYN
TN-11YN—1
(YJ’V’YN)
Yni1,YN-1°
Korollar 7.7.6 Es ist
Y!Y;
(VRS Yna) (VaalglYw) = X(supp fysuppg) - 30 Ryn V) - (VilgVhe ) (Vi [fY)
Y1
+ ST RIEIY L (VhlglYy ) (Vv 1Y), (7.66)

Yn-1
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Wir fassen diese Ergebnisse zusammen in

Theorem 7.7.7
Unter den in Abschnitt 7.1 formulierten Voraussetzungen gilt:

e Der Hilbertraum H zerfillt in Unterrdume, die irreduzible Darstellungen der unitéren

Gruppe U(H1) tragen,
W=D @ o
NeNYy€eVN

auf dem reduzierten Hilbertraum

Hred = @ @ HYN

NeNo Yneln
kommt jede irreduzible Darstellung my,, von U(H1) mit der Vielfachheit 1 vor.

e H.eq enthilt den Fockraum Hp des konformen verallgemeinerten freien Feldes aus Ka-
pitel 6,

Hp = @ HGN C Hred-
NeENy

o Zwischen Hy, und Hy,, mit Yy AYni1 bzw. Hy, und Hy,_, mit Yy 1 <Yy inter-
polieren die Austauschkomponenten (Yni1|f|Yn) bzw. (Yn_1|f|Yn). Die Erzeuger und
Vernichter des konformen verallgemeinerten freien Feldes sind Linearkombinationen von
Austauschkomponenten mit total symmetrischen Rahmen Yy = Gy, Y11 = Gn4q; fiir
das Feld selber folgt

o(f) = > VN+1-Q6n1)at (/RSN + Y VN -Q(Sn_1)a(f)Q(SN)

NeNy NeN
= Y VN+1-(BnulfI6n) + ) VN - (Gn|fIGn1)- (7.67)
NeNy NeN

e Die Austauschkomponenten erfiillen sowohl in zeit- als auch in raumartiger Richtung
quadratische VR.

e Die R-Matrizen dieser quadratischen VR lassen sich direkt aus der Kenntnis der irre-
duziblen Darstellungen der Py und insbesondere der Induktionsmatrizen C'N+1:YN)
berechnen.
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Kapitel 8

Aquivalenz der natiirlichen und der
zelluldren Darstellung der BPy,

Wir betrachten Vakuumerwartungswerte von Produkten von 2n Austauschkomponenten des
vorigen Kapitels (Ketten). Aus den quadratischen VR der Austauschkomponenten folgt, daf
die BP,, auf diesen Ketten zellulir dargestellt ist. Wir zeigen, dafl diese Darstellung dquiva-
lent ist zu der natiirlichen Darstellung in Kapitel 6 und illustrieren dies mit zwei Beispielen.

8.1 Ketten von Austauschkomponenten

Wir betrachten Ketten, d.h. Vakuumerwartungswerte von Produkten der Austauschkompo-
nenten des vorigen Kapitels der Linge 2n; wegen der quadratischen VR der Austauschkompo-
nenten ist klar, daf} die BP,,, auf diesen Ketten zelluldr dargestellt ist. Infolge der Definition
der Austauschkomponenten (s. Korollar 7.4.4) und (bei unserer Wahl der Referenztableaux
nach Definition 7.7.3) cro 79 # 0 gilt fiir die Austauschkomponenten

1

(Ynialf|Yn) = P Q (T},1) a™(NHQ (Tx)
TR TR
bzw. .
(Yn1lf|YN) = ﬁ “Q (Tz%q) a(f)Q (T][\)T) 3

somit sind die Ketten Vielfache von
(alfom)a® (fon-)Q (TNE"D) o (£)Q (TP ) e (f)a™ (1)), TRV, (8:1)

wobei wir Q(0) = 1 an den Stellen 7 = 1,2n — 1 nicht hingeschrieben haben; die Trager der
fi,i =1,...,2n seien paarweise vollstindig zeit- oder raumartig zueinander.

Aus (7.1) und (7.2) sieht man leicht, daf} die Ketten Linearkombinationen von natiirlichen
Basisvektoren [ (®®) sind. Wir fassen sie im folgenden als Vektoren in ' = span {[] (2®)}
auf.

Die Darstellung der BPs,, auf den Ketten beschreibt die Transpositionen 7; : f; +— fit1
zweier benachbarter Argumente der Austauschkomponenten, wobei das Bild einer Kette unter
dieser Transposition eine von den quadratischen VR in den Abschnitten 7.6 und 7.7 bestimmte
Linearkombination von Ketten (8.1) ist.
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8.2 Aquivalenz der natiirlichen und der zellulidren Darstellung

Wir zeigen, daf§ die Ketten (8.1) eine Basis von A bilden; dann ist klar, daf§ die zellulire
Darstellung der BPs, auf den Ketten der natiirlichen Darstellung auf den [[ (®®) dquivalent
ist, da es sich nur um verschiedene Basen desselben Darstellungsraumes handelt.

Es ist klar, da die Ketten (8.1) zumindest einen unter BPjg, invarianten Unterraum
N’ C N aufspannen.

Lemma 8.2.1
Der von den Ketten (8.1) aufgespannte Unterraum N enthéilt den Unterraum

C-(®(fon) - 2(f1)) =C- > T  (@(fp-ras1)@(fp-1)) -
PEPy,,, i=1,...,.2n—1
P_l(i+1)>P_1(i) i€2N—1
BEWEIS.

Aus O(f) = AT(f) + A(f) folgt

(®(fon) -+ B(f1)) = 3 (Afan) A% (fono) -+ AF(£2)AT(f1))

wobei sich die Summe iiber alle Terme dieser Form erstreckt, die aus n Vernichtern und
n Erzeugern bestehen, so dal von rechts nach links gelesen die Teilchenzahl immer gréfier
oder gleich Null ist. Ein beliebiger Summand auf der rechten Seite ist wegen (7.18), (7.19)
parallel (als Vektor in span {[][(®®)}) zu der Kette (8.1) mit der gleichen Reihenfolge an
(unsymmetrisierten) Erzeugern und Vernichtern mit nur symmetrischen Tableaux, T](\;i) =
Sn;,t = 2,...,2n — 2. Somit enthélt allein der Aufspann dieser speziellen symmetrischen
Ketten den angesprochenen Unterraum.

O

Lemma 8.2.2
Der von den Ketten aufgespannte Unterraum N enthélt den natiirlichen Basisvektor

(@(f2n) @ (fon-1)) - - (®(f2)R(f1)) -

BEWEIS.

(®(fan) - -~ ®(f1)) ist eine Summe aller natiirlichen Basisvektoren; insbesondere kommen in
der Zerlegung bzgl. der natiirlichen Basis solche natiirlichen Basisvektoren vor, die den Faktor
(®(fon)®P(fon—1)) enthalten und somit unter der Transposition 79,1 eine Phase y aufnehmen
(s.0.), und solche, die diesen Faktor nicht enthalten und unter 79,_1 paarweise miteinander
vertauscht werden; es folgt aus der Invarianz von N’ unter BPj,,, daB mit (®(f2,) - ®(f1))
auch

Ton—1(®(fon) - ®(f1)) = X (®(f2n)P(f2n-1)) -
Z H (®(fp-1311))®(fP-1()))

PEPyy_o, i=1,...,2n—3
P=l(i+1)>p—1() 1€2N-1
+ Z H (@(fp-1(41))@(fp1())) (8:2)
PePoy, i=1,...,2n—1
P_l(i+1)>P_1(i) i€2N—1

j(@(an)Q(an_l»
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in A/ enthalten ist, wobei Z%@)( Fon)-B(f1)) bedeutet, dafl sich diese Summe nur iiber die
natiirlichen Basisvektoren erstreckt, die nicht den Faktor (®(f2,)®(f2r—1)) enthalten. Durch
Subtraktion (q)(fgn) s <I>(f1)> — T2n—1 <q)(f2n) s (I>(f1)> folgt

(@(fan)®(f2n-1)) - > IT (®Up-1as1)@(fp-13y)) € N'.
PEPop_o, i=1,...,2n—3
P=l(i+1)>p—1() 1€2N-1
Durch sukzessive Anwendung aller 7o;_1,7 = 2,...,n folgt das Lemma.

O

Ebenso erhalten wir jeden beliebigen natiirlichen Basisvektor durch sukzessive Vertau-
schungen von zwei Argumenten f;, f;, die die einzelnen Faktoren dieses Basisvektors mit x
multiplizieren und die Summe der restlichen Faktoren invariant lassen. Es folgt

Lemma 8.2.3
Jeder natiirliche Basisvektor ist in N enthalten, d.h. N' = N.

Somit bilden die Ketten (8.1) eine Basis von A; da die Transpositionen 7;,7 = 1,...,2n—1
bzgl. der einen Basis von N (der der Ketten (8.1)) durch Matrizen beschrieben werden, die
eine Darstellung der BPs, bilden, bilden auch die Matrizen, die diese Transpositionen in
einer anderen Basis von N beschreiben (der der natiirlichen Basisvektoren), ndmlich gerade
die r(t;),r(b;),s = 1,...,2n — 1 aus Kapitel 6, eine der ersten dquivalente Darstellung der
BPgy,. Somit ist verifiziert, daf3 die natiirliche Darstellung tatséichlich eine Darstellung der
BPsyy, ist, und es gilt

Theorem 8.2.4
Die natiirliche Darstellung der BPs, stimmt mit der zelluliren Darstellung auf den Ketten
der Austauschkomponenten bis auf Aquivalenz iiberein.

Dies ist insofern von Interesse, als die natiirliche Darstellung sehr leicht zu konstruieren
ist.

Daf die Ketten (8.1) eine Basis von span {[[ (2®)} bilden, illustrieren wir im folgenden
anhand der Vier- und der Sechspunktfunktion des konformen verallgemeinerten freien Feldes.

8.3 Beispiel: Ketten der Linge 4

8.3.1 Ketten der Lange 4
Es ist klar, dafl in Ketten der Linge 4 hiochstens Rahmen mit zwei Késtchen vorkommen

konnen. Zu diesen Rahmen \:D und El gibt es jeweils nur ein Tableau

1 1
E 1 2 bZW.E 5 -

Die zugehorigen Projektoren sind

Q(1 2)=1(1+(1,2) und Q( , ) = S1-(1,2)
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wobei 1 die identische Permutation und (i, 4) auf H?™, N > j > i die Vertauschung

(iaj):|fN7"'7fj7"'7fi7"'7f1>'_>|fN7"'7fi7"'7fj7"'7f1>

bezeichnet.

Wir wihlen die Normierung so, daf} die Ketten als Vektoren im Aufspann der natiirlichen
Basisvektoren normiert sind; es ergibt sich (e; wie in Abschnitt 6.2, mit geeigneten quadrat-
integrablen Funktionen mit paarweise raum- oder zeitartig getrennten Trigern verschmiert)

Ey = (a(fa)a™ (f3)a(f2)a™ (f1)) = e,
Boi=(atratie (3 )a* ()Y = 5 e

By == (a(f)a(fs)Q (1 2 )a"(f2)a" (1)) = @@ +es).

Der Basiswechsel von der natiirlichen Basis zu den Ketten wird somit beschrieben durch die

Matrix
1 1
V.= 5 —\/;
2 2

Fiir die Vierpunktfunktion gilt offenbar (vgl. (6.11))

und

(®(fs) - ®(f1)) = E1+ V2 Ej.

8.3.2 Darstellungsmatrizen der zelluliren Darstellung der BP,

Mittels der Transformationsmatrix V' konnen wir leicht die Matrizen D der zellularen Dar-
stellung der BP4 auf den Ketten 8.1 ausrechnen; wir finden

1 /1
1 0—\@\@
1

D(tl) = ‘/'r(tl)vvi1 = -1 = D(tg), D(tQ) = _ % % 3
1 1 1 1
2 2 2
und
6271'2'5 0 — % %
D(by) = -1 = D(t3), D(ty) = _\/gema Lo2mid 1 oomis
1 % %EQTI—M %627ri5

8.3.3 Zellularitiat der Darstellung

Wir iiberzeugen uns leicht davon, daf8 die obige Darstellung zellulir ist.
Wir schreiben die neuen Basisvektoren in der Form

By = (a(f0)QYa* (£)Q a* (£2)Qa(11))
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jeder dieser Basisvektoren definiert via die Projektoren QZ(] ) einen Pfad durch die Menge der
Darstellungen von Py, Py, Pe; Zellularitat der Darstellung der BP4 bedeutet, dal D(g;),g =
t, b nur solche Pfade mischen darf, die sich hochstens in QZ(-J )
Offensichtlich erfiillen die diagonalen Matrizen D(g;) =

trizen D(g2) mischen alle drei Pfade; da fiir alle drei Pfade aber ng ) = ng ) =
mit der Zellularitit vertraglich.

unterscheiden.
D(g3) diese Forderung. Die Ma-

O gilt, ist dies

8.4 Beispiel: Ketten der Linge 6

8.4.1 Die natiirliche Basis der natiirlichen Darstellung der BF;

Wir geben zunéchst die natiirlichen Basisvektoren aus der Zerlegung (6.6) der Sechspunkt-
funktion des konformen freien Feldes an, um im folgenden explizit zeigen zu konnen, dafl die
Ketten (8.1) eine neue Basis dieses Darstellungsraumes bilden. Auf die Angabe der 15 x 15-
Matrizen der zugehorigen Darstellung der BPs, verzichten wir.

Zuniichst folgt aus ®(z) = A(z) + AT (z)

(@(fs)---@(f1)) = (A(fe)AT(f5)A(f1)AT(f3)A(f2)AT (f1))

5 1
+ (A(f6) AT (f5)A(f4)A(f3) AT (f2) AT (f1))
+ (A(f6)A(f5) AT (f0) AT (f3)A(f2) AT (f1))
+ (A(fo)A(f5) AT (f) A(f3) AT (f2) AT (f1))
+ (A(f6) A(f5) A(f0) AT (f3) AT (f2) AT (f1)) 5 (8.3)

die Terme dieser Zerlegung sind disjunkte Summen von natiirlichen Basisvektoren [] (®®)
(s. (6.4) und 6.5):

(A(fe) AT (f5)A(f1) AT (f3)A(f2)AT(f1))

(A(fe) AT (f5)A(f)A(f3) AT (f2)AT(f1))

(A(f6)A(f5) AT (f1) AT (f3)A(f2)AT(f1))

(@(f6)@(f5)) (2(f1)P(f3)) ((f2)@(f1))

Doer; (8.4)

(@(f6)@(f5)) (2(f3)P(f2)) (®(f1)@(f1))
+(@(f6)@(f5)) ((f1)P(f2)) (2(f3)P(f1))

: e+ es; (85)

(@(f5)@(f1)) (@(f6)P(f3)) ((f2)@(f1))
F(@(f6)P(f4)) (D(f5)P(f3)) (2(f2)P(f1))

:eq +es; (8.6)
(A(fo)A(fs) AT (f1)A(f3) AT (fa) AT (f1)) (@(f5)@(fa)) (@(f3)@(f2)) (@(fo6)@(f1))
A @(f5)P(f1)) (@(f6)P(f2)) ((f3)P(f1))
+{@(f6)P(f1)) (D(f3)P(f2)) ((f5)P(f1))
+(@(f6)P(f1)) (D(f5)@(f2)) ((f3)P(f1))
e¢ + e7 + e + eg; (8.7)
(A(f6)A(f5)A(f1) AT (f3) AT (f2)AT(f1)) (@(f1)@(f3)) (D(f5)P(f2)) ((f6)P(f1))
+(@(f5)2(f3)) (2(f1)@(f2)) (2(f6)P(f1))
+(@(f1)@(f3)) (2(f6) P (f2)) ((f5)P(f1))
+(@(f6)P(f3)) (2(f5)P(f2)) (2(f1)P(f1))
(@ (f6)P(f3)) (D(f4)P(f2)) ((f5)P(f1))
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(@ (f5)P(f3)) (D(f6)P(f2)) (P(f2)P(f1))
=: e1p+ e +e2 + ez + e+ ers. (8.8)
8.4.2 Strategie

Wir betrachten im folgenden nacheinander die Terme in der (groben) Zerlegung (8.3); diese
sind disjunkte Summen von natiirlichen Basisvektoren (s. (8.4) bis (8.8)). Fiir jeden der Terme
<AA#A#A#A#A+> betrachten wir den Unterraum des Darstellungsraumes, der von den
zugehorigen natiirlichen Basisvektoren aufgespannt wird. Wir rechnen nach, daf§ die Ketten
(8.1), die die gleiche Reihenfolge (unsymmetrisierter) Erzeuger und Vernichter haben wie
der jeweilige Term <AA#A#A#A#A+> (mit symmetrisierten Erzeugern und Vernichtern),
eine Basis dieses Unterraumes bilden. Der gesamte Darstellungsraum ist offenbar die direkte
Summe dieser Unterrdume.

Interessant ist dabei vor allem der Fall der Wege iiber den Dreiteilchenraum (Abschnitt
8.4.7); hier treten in einem Wort im Rj3 zueinander orthogonale Projektoren aus ((R2) auf,
ohne daf} dieses Wort verschwindet. Die anderen Félle geben wir der Vollsténdigkeit halber
in den Abschnitten 8.4.3 bis 8.4.6 an.

8.4.3 (AATAATAAT); span {e;}

Mit (7.1) und (7.2) finden wir
(a(fo)a™ (fs)a(fa)a™ (f3)a(f2)at (f1)) = e1.
8.4.4 (AATAAATAT); span {ey, e3}

Wie oben konnen nur die Projektoren

1 1 1
(1 2)= 3+ wd @, )-1a-w2)
auftreten, da die Ketten hochstens iiber den Zweiteilchenraum fithren. Wir finden

(alfo)at (Fa(a(f)Q (1 2 )a*(f)a* (1)) = (er +es)

und

<a(f6)a+(f5)a(f4)a(f3)Q < ; > a+(f2)a+(f1)> = %(62 — e3);
diese beiden Ketten bilden somit eine Basis von span {es, e3}.
8.4.5 (AAATATAAT); span {eq, e5}
Wir finden analog zu oben

(a(fo)a(f)Q (1 2 )a*(fa)a* (fs)alf)a” (1)) = 5les+ es)

und

(ot ) atalfa* (1 (7)) = ger =

diese beiden Ketten bilden somit eine Basis von span {e4, e5}.
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8.4.6 (AAATAATATY; span {eg, er7,e5,69}
Wir haben vier Ketten:

(a(fe)a(fs)Q (1 2 )a(f)a(f3)Q (1 2)a™(f2)a’(f1)) = i(€6+67+68+69)7

a(fo)a(f)Q (5 )a* (a3 ) a*(F)at (7)) = Fles — er — es +eq)
(etmira 3 ) (2) I

und zwei Ketten, die sowohl () ( 1 2 ) als auch @ < ; ) enthalten,

<a(f6)a(f5)Q < ; > at(f)a(f3)Q (1 2) a+(f2)a+(f1)> = 2(66 +e7 —eg —ey)

und

<a(f6)a(f5)Q( 1 2 )a*(fa)a(f3)Q ( ; ) a+(f2)a+(f1)> = %(36 —er+eg —eg).

Diese vier Ketten sind linear unabhéngig und bilden somit eine Basis von span {eg, e7,eg,€e9}.

8.4.7 <AAAA+A+A+>; Span {610, €11, €12, €13, €14, 615}

Die verbleibenden Ketten fithren iiber den Dreiteilchenraum 7—[?3. Wie oben gibt es die Pro-
jektoren auf den total symmetrischen und den total antisymmetrischen Unterraum,

Q(1 2 3) :%(11+(1,2)+(1,3)+(2,3)+(1,2)(2,3)+(2,3)(1,2))

und

1
0 ( 5 ) _ é (1= (1,2) — (1,3) — (2,3) + (1,2)(2,3) + (2,3)(1,2)) ;
3

zusétzlich tritt aber noch der “hakenférmige” Rahmen Hj auf (s. Abb. 8.1); das zugehorige
Referenztableau gem. Definition 7.7.3 ist

(s. Abb. 8.1).

',ED}

Abbildung 8.1: Der Rahmen Hj und das Referenztableau Ty |Hj

Fiir die Austauschkomponente (Hs|f|Y2) gilt nach Korollar 7.4.4

eryry- i =@ (3 * ) erneat. e = (10,
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da wir nur an den linearen Abhéingigkeiten interessiert sind, unterdriicken wir im folgenden
den zugehorigen Zahlenfaktor cropp # 0 (s. Abschnitt 7.7).
Um den Projektor ) ( ; 2 > zu berechnen, berechnen wir zunichst den Rahmen Hj

aus

1= )" Y3==55+ A3+ Hs <= Hz =1 (S5 + A43),

Y3e€Ys
1
mit S3 :=m = Y Q(T3) = Q( 1 2 3 ) und entsprechend Ajz := =Q ( 2 ),
Ts|S3 3
d.h. 5 .
Esfolgt (S2=[ | |=Q(1 2))

((1,2)(2,3) + (2,3)(1,2) + (1,2) + (L1, 3)).

| =

1 2 1
Q3 7)) =tmoats) =3 a-.3)-
Da die Rahmen aufeinanderfolgender Tableaux’ benachbart sein miissen (s.o.), gibt es

1
jeweils nur eine Kette, die Q( 1 2 3 ) und @ ( 2 ) enthélt:
3

(a(fe)a(fs)Q(1 2 )a(f)Q(1 2 3)a*(f3)Q( 1 2)a*(fo)a™(f1))
1
= 8(610 + e +e2+ ez + e+ ers)
und .
1 1
a(fe)a(f5)Q a(f)Q | 2 | a*(f3)Q a*(f )a+(f)>
(st (3 Jtsoe (2 )orre (3 ) oo

1
= 8(610 —e11 —e2 —e3+ e +eps).

Dazu kommen vier Ketten, die den Projektor Q( L

3 2 > enthalten: Zwei Ketten, in

denen nur @) ( 1 2 ) oder @ ( ; > als Projektor aus Ro vorkommt,

<a(f6)a(f5)cz(1 2)a(f4)Q(§ 2>a+(f3)cz(1 2)a+(fz)a+(f1)>

12 €10 €12 9 €11 €13 €14 €15

<a(f6>a(f5)c2< ) (f4)Q(1 2>a+(f3)c2<§>a+(f2)a+(f1)>

1
= —(e10 — e12) + =(e11 + e13 — e14 — €15),
4 8

und
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und zwei Ketten, in denen jeweils beide orthogonale Projektoren auftreten,
1 L2 + + +
a(fs)a(fs)Q 9 a(f1)@ 3 a™(f3)Q (1 2 )a™(f2)a*(f1)
1
= §(€11 —e13 — e14 + e15)

und

(atrmatre (1 2)are( ) )arma( ) )atta )

1
= 5(811 —e13+ €14 —€15).

2 3
bzw. entsprechend fiir die zweite Gleichung nicht verschwindet, obwohl er zueinander ortho-
gonale Projektoren aus Ry enthilt. Notwendig hierfiir ist, dafl der Anteil «(S2) € R3 von

Dies ist deshalb bemerkenswert, weil der Operator ¢ <Q < L >> oQ ( L2 ) oL (Q ( 1 2 ))

Q < ; 2 > zwischen den beiden orthogonalen Projektoren t(As) und ¢(S3) steht und nicht

mit ihnen vertauscht.

Diese sechs Ketten sind offensichtlich linear unabhéingig und bilden somit eine Basis von
span {e1g, €11, €12, €13, €14, €15 }. Damit ist gezeigt, daB alle Ketten (8.1) der Léinge 6 eine Basis
des Darstellungsraumes der natiirlichen Darstellung der BPg bilden; dann ist klar, dafl die
zelluldre Darstellung der BPg auf diesen Ketten dquivalent ist zu der natiirlichen Darstellung.



106 KAPITEL 8. AQUIVALENZ NATURLICHER UND ZELLULARER DARSTELLUNG



Kapitel 9

Analogien zum DHR-Fall bei
Anwesenheit einer Eichsymmetrie

Die Vorgehensweise in Kapitel 7 (Zerlegung und Reduzierung des Hilbertraumes, Identifika-
tion von Austauschkomponenten und Bestimmung der quadratischen VR dieser Austausch-
komponenten in zeit- und raumartiger Richtung) zeigt eine gewisse Analogie zum Vorgehen
im DHR-Fall bei Anwesenheit einer Eichsymmetrie (s. Kapitel 1.3).

Bemerkung 9.0.1 Die beschriebene Analogie sollte nicht iiber gravierende Unterschiede
hinwegtiuschen: So sind die Unterriume Hy, in Kapitel 7 keine Sektoren im Sinne einer
DHR-Theorie einer geeigneten Observablenalgebra; zu Endomorphismen und Intertwinern,
d.h. zu fundamentalen Bestandteilen der DHR-Theorie, existiert in der Konstruktion in Ka-
pitel 7 kein Analogon.

9.1 Hilbertraum und “Feldalgebra”

Die “Biithne”, auf der sich alles abspielt, ist in Kapitel 7 der erweiterte Hilbertraum

"= Hne

NeNy

iiber dem Einteilchenraum #1; wir sehen diesen als Analogon zum Vakuumhilbertraum der
Felder an, der diese Rolle im DHR-Fall mit Eichsymmetrie ausfiillt.

Auf dem erweiterten Hilbertraum operieren die unsymmetrisierten Erzeuger und Vernich-
ter a™, a irreduzibel — wie die Vakuumdarstellung der Feldalgebra auf dem Vakuumbhilbert-
raum der Felder in Abschnitt 1.3. Als Analogon zur Feldalgebra fassen wir deswegen die von
a™,a erzeugte Algebra auf.

9.2 Zerlegung des Hilbertraums. Analogon zur Eichgruppe

Der Zerlegung des erweiterten Hilbertraumes in Kapitel 7 in die Rdume irreduzibler Darstel-
lungen der unitiren Gruppe des Einteilchenraumes U(H1), wobei die entsprechenden irredu-
ziblen Darstellungen auf H?N ,N € Ny zu minimalen Projektoren Q(Tx) im Ring der Py
korrespondieren und dquivalente Darstellungen zu solchen Projektoren, deren Tableaux zum
gleichen Rahmen geho6ren, steht in Abschnitt 1.3 die Zerlegung des Vakuumhilbertraumes

107
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der Felder in die Riume irreduzibler Darstellungen der Observablenalgebra gegeniiber. Da-
bei korrespondieren diese Darstellungen zu minimalen Orthogonalprojektoren im Ring U(G)"”
der Eichgruppe G, dquivalente Darstellungen zu Projektoren, die zu derselben Matrixalgebra
gehoren.

Wir gelangen so zu einer Zerlegung des Hilbertraumes

H= Pk en,

4

im DHR-Fall mit Eichsymmetrie (s. (1.18)) bzw.

He @ P v oty

NeNo YneYn

in Kapitel 7 (s. (7.15)). Auf der direkten Summe der rechten Tensorkomponenten kommt
jede irreduzible Darstellung der Observablen bzw. der U(?H1) mit Vielfachheit 1 vor, die
Vielfachheit dieser Darstellung auf dem jeweiligen vollen Hilbertraum ist in der Dimension
der zugehorigen linken Tensorkomponenten kodiert.

Das legt es nahe, als Analogon zu den DHR-Sektoren die Aquivalenzklassen der Dar-
stellungen von U(H;) aufzufassen, und als Analogon der Eichgruppe die Gesamtheit der
Permutationsgruppen,

g +— @ Pn.

NeNy

9.3 Wegelemente und Pfade

Den Wegen durch die Menge der Sektoren im DHR-Fall entsprechen in Kapitel 7 Wege durch
die Darstellungen aller Py . Dabei ist ein Weg im DHR-Fall aufgebaut aus aneinandergereihten
Elementarwegen, d.h. aus der wiederholten Tensorierung mit einer Elementar-Eichladung o
und anschliefender Ausreduktion; einem solchen Elementarweg entspricht in unserem Fall
die Induktion zwischen Darstellungen der Py und der Py bzw. die Restriktion zwischen
Darstellungen der Py und der Py—_;.

Insbesondere haben wir anders als im DHR-Fall keine tensorielle Kategorie. Deutlich
wird dieser Unterschied daran, dafl die Rolle der Clebsch-Gordan-Koeffizienten c.(ij|k) der
Eichgruppe G, die im DHR-Fall die R-Matrizen der interpolierenden Felder bestimmen, nun
von den Matrixelementen der Induktionsmatrizen CY¥+1:YN) der Py eingenommen wird.
Diese Analogie ist konsistent mit allgemeinen gruppentheoretischen Resultaten: Die Eich-
gruppe ist eine Untergruppe der SU(d) [19], und es ist bekannt, dal die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten dieser Gruppe mit den Induktionskoeffizienten der Permutationsgruppen eng
zusammenhiingen; so lassen sich die Clebsch-Gordan-Koeffizienten und 65-Symbole der SU(d)
etwa direkt aus den Induktionskoeffizienten berechnen [47, 48, 49, 50, 51].

9.4 “Eichinvariante”

Analoga zu den eichinvarianten Feldern aus 1.3 sind Erzeuger und Vernichter zwischen voll-
stindig symmetrischen Projektoren,

Q(Gn41)a” (f)Q(Sn) und Q(Sn)a(f)Q (Sny1), N €N,
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die unter Pyy1 bzw. Py invariant sind. Die Summe aller eichinvarianten Erzeuger und Ver-
nichter mit geeigneten Vorfaktoren ist das lokale Feld ®(f) (s. (7.21)). Der Darstellungsraum
des lokalen Feldes ist der symmetrische Fockraum

HF = @ HGN - 7'[reda
NeNy

dieser entspricht somit dem Vakuumbhilbertraum der Observablen im DHR-Fall.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

10.1 Zusammenfassung

Ausgehend von Hypothese 0.2.1 (konforme Quantenfelder lassen sich durch orthogonale Pro-
jektoren in Austauschkomponenten zerlegen, die Teil einer Austauschalgebra mit quadrati-
schen VR bei nichtlichtartigen Abstédnden sind) haben wir die von den aus den R-Matrizen
der quadratischen VR gebildeten Austauschmatrizen dargestellte Gruppe BP,, abstrahiert,
die die Zopf- und die Permutationsgruppe als Untergruppe enthélt (Kapitel 3). Die Gruppe
BP,, kann aus der Zopf- oder aus der Permutationsgruppe durch das Hinzufiigen eines wei-
teren Erzeugers generiert werden (Kapitel 4). Dieses Resultat diirfte bei der Konstruktion
nichttrivialer Darstellungen der BP,, von Nutzen sein.

Fiir den Fall des konform invarianten verallgemeinerten freien Feldes haben wir Hypothese
0.2.1 rechtfertigen kénnen, indem wir die Austauschkomponenten und die quadratischen VR
angegeben haben (Kapitel 7). Der gefundenen Darstellung der BPs, liegt keine tensorielle
Kategorie zugrunde, die Teilriume, zwischen denen die Austauschkomponenten interpolie-
ren, sind keine Sektoren im Sinne einer DHR-Theorie einer geeigneten Observablen-Algebra;
der zugehorige Pfadraum zeigt aber gewisse Analogien zum gruppentheoretischen Pfadraum
bei Anwesenheit einer Eichsymmetrie (Kapitel 9). An die Stelle der Tensorierung mit einer
Elementar-Eichladung und anschlieender Ausreduktion tritt dabei die Induktion zwischen
Darstellungen der Py und der Pyy1 bzw. die Restriktion zwischen Darstellungen der Py
und der Py _1; die R-Matrizen der quadratischen VR der interpolierenden Felder werden im
wesentlichen von den Matrixelementen der Induktionsmatrizen zwischen Darstellungen der
Permutationsgruppen Py und Pyi1, N € Ny bestimmt.

10.2 Offene Fragen

Zu den wichtigsten offenen Fragen im Kontext dieser Arbeit gehort sicher die nach einer
abstrakten Begriindung der Hypothese 0.2.1: Die Giiltigkeit dieser Hypothese ist die Voraus-
setzung fiir die in der Einfithrung (Kapitel 0) skizzierte Idee, in Analogie zu im niederdimen-
sionalen Fall erfolgreichen Methoden wechselwirkende Modelle in physikalischer Raumzeit zu
konstruieren.

Unsere fiir das konforme verallgemeinerte freie Feld erfolgreichen Uberlegungen lassen
sich leider nicht auf wechselwirkende Felder verallgemeinern. Ganz wesentlich haben wir ja
ausgenutzt, dafl der N-Teilchenraum der symmetrische Unterraum von H?N ist und die
entsprechende Unterdarstellung der N-fachen Tensordarstellung der U (H;) trigt, was die
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Erweiterungen von Hr auf H und von symmetrischen auf beliebige Tensordarstellungen der
U(H,) erlaubte; das aber sind typische Eigenschaften (verallgemeinerter) freier Felder.

In diesem Zusammenhang ist es natiirlich von gewissem Interesse, wie grof die Ahnlichkeit
einer potentiellen abstrakten Rechtfertigung zu der im Fall der zelluliren Zopf- oder Permuta-
tionsgruppendarstellungen erfolgreichen DHR-Theorie ist, d.h. wie erfolgversprechend der na-
heliegende Ansatz tatséchlich ist, in der begrifflichen und konstruktiven Néihe dieser Theorie
zu suchen. Hilfreich wire sicher, liefle sich ein Analogon zur “Endomomorphismen-Theorie”
von DHR wenigstens fiir den Fall des konformen verallgemeinerten freien Feldes finden oder
konnte man verstehen, welches die “Observablen” einer solchen Theorie sein sollten. Wie be-
reits angesprochen, lassen sich ja zumindest gewisse Analogien zwischen der Vorgehensweise
in Kapitel 7 und dem DHR-Fall bei Anwesenheit einer Eichsymmetrie beobachten (s.o.).

Denkbar ist auch, sich ausgehend von der “Arbeitshypothese” 0.2.1 auf das Auffinden neu-
er Darstellung der BP,, zu konzentrieren und dann im Sinne des in der Einfiithrung skizzierten
Programms zu untersuchen, welche Restriktionen die abstrakten Relationen der BP,, an die
Skalendimensionen einer potentiellen hoherdimensionalen Quantenfeldtheorie stellen und in
welchem Ausmaf} ihre Darstellungen n-Punktfunktionen festlegen. Noch nicht in Sicht ist z.B.
eine Darstellung der BP,,, die nicht vom anyonischen Typ D(t;)D(b;) = D(b;)D(t;) ist; die
Existenz einer einzigen nicht-anyonischen Darstellung wiirde sicherstellen, dafl ¢;b; = b;t; ein
zusétzlicher Constraint und keine Folge der Gruppenrelationen ist.

Sowohl bei der Suche nach Darstellungen als auch bei dem Problem der Ahnlichkeit
zur DHR-Theorie stellt sich die Frage nach der Existenz einer “gezopften und symmetri-
schen” Kategorie (evtl. mit geeignet abgeschwéchten Begriffen, vornehmlich mit geeignet
abgeschwichter Natiirlichkeit der Statistikoperatoren), die nichttrivial-kompatible Darstel-
lungen der Zopf- und Permutationsgruppe erzeugt. Dafl schon die verh&ltnismifig einfache
Kategorie des 1 + 1-dimensionalen Isingmodells mit drei irreduziblen, jeweils zu sich selber
konjugierten Objekten Zopfgruppendarstellungen erzeugt, die sich nicht zu einer Darstellung
der BP,, erweitern lassen (Kapitel 5), deutet an, daf hier kein leichter Erfolg zu erwarten ist.
Eine wichtige Frage in diesem Problemkreis ist die nach der Haag-Dualitit der Vakuumdar-
stellung der Observablenalgebra in raum- und/oder zeitartiger Richtung.
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Anhang A

Beweise der Aussagen aus Teil 11

A.1 Beweis von Theorem 3.3.1

Bemerkung A.1.1 Wir verwenden in diesem Abschnitt des 6fteren die Formulierung, dafl
eine nichtlichtartige Punktekonstellation im Minkowskiraum eine Gleichung fiir die Erzeuger
der BP,, “liefert” o.4. Das ist wie folgt zu verstehen: Die Eindeutigkeit bei der Umkehrung
der Reihenfolge dreier Punkte ist dquivalent zu einer Relation der Darstellungsmatrizen der
Art (abhingig von den relativen Abstinden der drei Punkte)

D(g; D] ") D(g ) = Digi ) D (g ) D(g ),

i—1 ) i—1 ) i—1 )
davon abstrahieren wir den Constraint

g§£f1i—l,Ii)g;‘(fiaffi+l)g;f£aii—lyfi) _ g:(ziazi+l)g§£fli—l,Ii)g;‘(fiaffi+l)
fiir die Erzeuger g;. Die entsprechenden Formulierungen bei der Auswertung der Kommuta-
torrelationen sind ganz analog zu verstehen.

Bemerkung A.1.2 Relation (3.5) folgt direkt aus (3.4).

Zunichst werten wir die Eindeutigkeit bei der Umkehrung der Reihenfolge dreier Punkte
aus. Wir betrachten dazu alle nichtlichtartigen Anordnungen von drei Punkten im Minkow-
skiraum; kombinatorisch erwarten wir 27 solche Anordnungen: Fiir drei relative Abstinde
haben wir jeweils drei Mdéglichkeiten <, +,>. Wenn wir alle 27 Moglichkeiten diskutiert und
entweder ausgewertet oder als nicht realisierbar erkannt haben, haben wir die Kontrolle, keine
Mobglichkeit iibersehen zu haben.

Bemerkung A.1.3 Die Situation
Ti A XTiy Tig1 XTis i1 XTit1
fithrt offensichtlich auf' (3.6).

Lemma A.1.4
Alle realisierbaren Punktekonstellationen mit nur zeitartigen Abstdnden fiihren auf Glei-
chungen, die dquivalent zu (3.10) sind.

'S. Bemerkung A.1.1.
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BEWEIS.

Kombinatorisch erwartet man 23 = 8 Konstellationen; davon kénnen offenbar nicht realisiert
werden x;—1 > x; > x;41, aber ;1 < x;4; und die “umgekehrte” Konstellation z;_1 <
z; < wiy1, aber x; 1 > x;41. Wir geben die sechs verbleibenden Relationen und die von
ihnen abstrahierten Constraints an die Erzeuger in Tabelle A.1 an; man sieht sofort, daf} sie
dquivalent zu (3.10) sind.

b;_1bib; 1 = b;jb; _1b;
bi b b = by b by

b, ' bibi_1 = bibi_1b;
bi—1b; b 'y = b; b\ b;

bi1bib ", = b7 b 1b;
bitib; Thiy = biby b !

Ti—1 > Ty > Titl
Ti—1 < Ty < Til
Ti < Tijp1 < Ti—1

T < Tj—1 < Tij41

T > Ti—1 > Titl
Ti > Tijy1 > Ti—1

Tabelle A.1: Zum Beweis von Lemma A.1.4

O

Lemma A.1.5
Alle nichtlichtartigen Punktekonstellationen mit nur einem zeitartigen Abstand fithren auf
Gleichungen, die dquivalent zu (3.7) sind.

BEWEIS.
Es gibt offenbar 3-2 = 6 solche Kombinationen; wir geben sie mit den von ihnen abstrahierten
Constraints in Tabelle A.2 an; man sieht sofort, daf§ sie dquivalent zu (3.7) sind.

Ti 1 > Ti; Tiga XTi 1, T

ti 1tibi 1 = bit; 1t;

Tip1 > Tiy Tio1 XTiy Tig1

b, Ltitio1 = tit; 1b; '

Ti > Ti—1; Tip1 XTi—1, T

ticatib ', = b "tiat;

Ti > Tig1; Ti1 XTiy Tit1

bi—1titi—1 = titi—1b;

Ti—1 > Tig1; TiXTi—1, Tit1

ti_1bit;—1 = t;b;_1t;

Tig1 > T 15 TiXTi 1, Tit1

tiaby iy = byt

Tabelle A.2: Zum Beweis von Lemma A.1.5

O

Von den verbleibenden zwdlf nichtlichtartigen Konstellationen sind sechs offenbar nicht
zu realisieren: z;,_1 < z; < Titl, aber :Ei+1><$i+1; i1 > Tj > T, aber xi+1><$i+1;
Tio1 < Tiy1 < x, aber z; 1 Xz, ;-1 > xTiv1 > x4, aber x; 1 X i1 < xio1 < x;, aber
i1 XTi; Tip1 > Ti—1 > x4, aber 2,41 Xx;.

Lemma A.1.6
Die Konstellationen x; 1 > z;,x;+1 mit z;Xx;11 und x; 1 Xx; mit ; 1,1; < T;31 Sowie
i1, Tip1 < x; mit x;_1 Xx;11 fithren auf zu (3.8) dquivalente Gleichungen.

BEWEIS.
Wir geben die angegebenen Konstellationen mit den von ihnen abstrahierten Constraints in
Tabelle A.3 an; man sieht sofort, daf} sie d&quivalent zu (3.8) sind.
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Ti, Tip1 < i1 mit 2;Xx;41 t;_1b;bi_1 = bib;_1t;
: T =T T =T
Ti—1,T; < Tijy1 mit Ti_1 XT; biflbi tio1 = tibiflbi
: —T T
Ti—1, Tip1 < o mit ;1 Xwip1 | bi—1tib - = b ti1b;

Tabelle A.3: Zum Beweis von Lemma A.1.6

O

Lemma A.1.7
Die Konstellationen z;_1,2z; > x;41 mit z;—1 Xx; und ziy1,x; > x;—1 mit ;11 Xx; sowie
Ti—1,Tiy1 > x; mit x;_1 Xx;41 fithren auf zu (3.9) dquivalente Gleichungen.

BEWEIS.

Wir geben die angegebenen Konstellationen mit den von ihnen abstrahierten Constraints in
Tabelle A.4 an; man sieht sofort, daf} sie dquivalent zueinander sind, und mit der Umbenen-
nung i — i + 1 folgt Gleichung (3.9)

Ti—1,T; > Tip1 mit z;_1 Xw; bi_1biti—1 = tib;_11;
: | —
Tip1, % > wi1 mit i Xw; | t0b b = b bt
Ti 1, Tiv1 > o mit x; 1 Xxip1 | bio1tibi 1 =t 1bit;

Tabelle A.4: Zum Beweis von Lemma A.1.7

0

Es bleiben jetzt noch die neun Kommutatorrelationen auszuwerten; im folgenden sei im-
mer |1 — j| > 2.

Bemerkung A.1.8 Ist z;Xz;y1, £;Xz;41, so folgt Gleichung (3.11).

Lemma A.1.9
Die vier Anordnungen, in denen ein Punktpaar zeitartig getrennt ist und eins raumartig,
fithren auf eine zu (3.12) dquivalente Gleichung.

BEWEIS.
Wir geben die vier Konstellationen mit den von ihnen abstrahierten Constraints in Tabelle
A.5 an; man sieht sofort, daf} sie dquivalent zu Gleichung (3.12) sind.

TiXTit1,Tj > Tjv1 | tibj = bty
—1 —1

:Ei><$H_1,£Ej < ZTjq1 tiby- = by- t;

x; > $i+1,$j><$j+1 bitj = tjbi

—1 —1
z; < $i+1,$j><$j+1 bi t; = tjbi

Tabelle A.5: Zum Beweis von Lemma A.1.9
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Lemma A.1.10
In den vier Situationen, in denen sowohl x; und z; 4 als auch z; und z ;1 zeitartig getrennt
sind, findet man zu (3.13) dquivalente Gleichungen.

BEWEIS.
Wir geben die vier Konstellationen mit den von ihnen abstrahierten Constraints in Tabelle
A.6 an; man sieht sofort, daf} sie d&quivalent zu Gleichung (3.13) sind.

Tj > Ti41,Tj > Tjt1l bibj = bjbi
—1 —1
Ti > Tit1,Tj < Tjt1l bibj = by- b;

—1 —1
T < Tij41,Tj > Tjt1 bz’ bj = bjbi
—1; -1 —1; -1
T < Tj41,Z5 < Tjq1 bi bj = bj bi

Tabelle A.6: Zum Beweis von Lemma A.1.10

0

Die Gesamtheit aller Lemmata in diesem Abschnitt untersucht alle denkbaren nichtlichtar-
tigen Situationen und findet dabei die Theorem 3.3.1 angegebenen unabhéngigen Relationen;
damit ist das Theorem bewiesen.

A.2 Beweis des Lemmas 4.1.3

Wir zeigen nur, dal die Gleichungen aus Theorem 3.3.1 die Gleichungen aus Lemma 4.1.3
implizieren; man iiberzeugt sich leicht davon, dafl die andere Schlufirichtung ebenfalls giiltig
ist.

Lemma A.2.1
Die Gleichungen (3.11) und (3.12) implizieren

[mi, ti] = e falls |k —i| > 2. (A.1)

BEWEIS.
Aus (3.12) folgt, daB fir |k —i| > 2 gilt

3.11
e = [bi, tk] = [mz ti, tk] ({E}) € = [mi, tk] . (A2)
O
Lemma A.2.2
Aus (3.13) folgt
[(mi, tivti tivotitivimitivititivotivi] = e. (A.3)
BEWEIS.
Aus (3.13) folgt
e = [bi, biga] = [mit;, mipotiso]
3.11),(A.1 4.2
( A : [mi, miyo] (:) [my, tig1 tivotitivt mitip1titivatit1] =e. (A.4)
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Lemma A.2.3
Aus (3.8) folgt

[mi, tivt titici mitivi titis] = e

BEWEIS.
Aus (3.8) folgt

timipitivimit; = miprtivamititip
= | tiv1 Mipr b | Mg =ttty My tipamg it t
—— —— ——
titipamgtipat; titipamgtipat; tipititi4r
= [mg, tigr titipimitii titiy] = e
Lemma A.2.4
Aus (3.9) folgt
[mi, tig1mitip] = e.
BEWEIS.
Aus (3.9) folgt
Lirimitimipiticr = mitimipitiprt;
S mity (Gt miticn t) tigr = tipimaty (Gt mitipr &) tiga
= my (L1 mitig1 6) tigr = (Gipr mitipr) mititi
— [mi, tit1my; ti-}-l] = e

Lemma A.2.5
Aus (3.10) folgt unter Zuhilfenahme von (A.5), (A.7) und (4.2)

[mi, ti ti_|_1 m; ti_|_1 ti] = €.

BEWEIS.
Aus (3.10) folgt unter Zuhilfenahme von (A.5), (A.7) und (4.2):

m; t; Mgt tit m;t; = M1 tir1m;t; M1 tip1
N——r N—
(A5) o ) —1 (An . tom L
= mz+1t1m1+lt1+lmi = mzt2+1m1tzmi+1
= mimiprti mitipati = Mg mitiprmititip
———
titipaimgtitiga
— [mi, titiv1mitiy1 ti] = e.

Die Gesamtheit der Lemmata zeigt Lemma 4.1.3.
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A.3 Beweis des Lemmas 4.1.5

Wir zeigen, daf aus den Gleichungen (4.7) bis (4.11) fiir ¢+ < I,I = 1,...,n — 1 unter
Verwendung der Rekursionsformel (4.2) und der Gleichungen (3.5), (3.6) und (3.11) die ent-
sprechenden Gleichungen fiir + = I + 1 folgen. Damit ist dann gezeigt, dafl (4.7) bis (4.11)
fir ¢ = 1 mit den Eigenschaften der ¢; und (4.2) die Gleichungen (4.7) bis (4.11) fiir alle
1=1,...,n — 1 implizieren.

Lemma A.3.1

[m, tk] = e <= [m3,t1] = e

BEWEIS.
Mit der Zopfeigenschaft (3.6) und der Vertauschungseigenschaft (3.11) der Erzeuger der Per-
mutationsgruppe gilt

[m,t3] =e
— [tgmtg, t3t2t3] =e
— [tltgmtgtl, t3t2t1t2t3] =e

s lfgtgtltgmtgtltgt%, t1| =e (A.ll)

m3

Lemma A.3.2

[mi,tk] =e, |Z —k‘| > 2,i <I—= [m[+1,tk+1] = €,|I— k| >2

BEWEIS.
Es ist
[mry1,tes1] = [Ertreimrtrats, tegal;

in den Fillen £ > I 4+ 2 und k£ < I — 3 verschwindet dieser Kommutator offenbar. Im Fall
k =T — 2 gilt (dieser Fall kann offenbar nur fiir I > 3 eintreten)

e=[myr_1, try1] = [trtr—imrtr1tr, tro1]

< e=[tr_imrtr—1, trtryatr] = [tr—imrtr—1, tryitrtrga]

< e =[trpitr—imrti—itry, tr] = [tr—itraimrtrpiti—a, tr)

< e=[trpimrtisr, tr—itrtr—1] = [troimrtigr, trtr—itr]

— e = [trtrpimrtrpitr, tr—1] = [mrg1, teg1) (A.12)
O

Bemerkung A.3.3 Offenbar folgt aus [m;,tx] = e,|i — k| > 2,4 < T fiir I > 3 mit (3.11)
sofort die im Lemma nicht enthaltene Aussage [mry1,%1] = e, denn

[mry1,t1] = [trtreimrtrsatr, 1] .
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Lemma A.3.4

[mi,mel =e, i —k| > 2,1 <T = [mry1,mps1] =€, |1 —k| >2
]?)EWEIS.
Ahnlich wie oben ist nur der Fall |k — I| = 2 zu betrachten; 0.B.d.A. sei k =i — 2.
e =[mr, mr_o]
<~ e = [trtrrimrtryitr, mr—a] = [mry1, mr_g]
= e=[mrq1, trootr_imr_ati_1tr_o] = [mry1, Me4a], (A.13)

wobei wir mehrfach [m;,t;] = e, |i — k| > 2 ausgenutzt haben.
Lemma A.3.5

[mg, tizimipitip1] = e,i < I = [mryq, tryomryotro] = e
BEWEIS.

e=[mr, trgimrpitri]
g e =[mr, tryotryimrpitiyitiso)
<~ e = [trrimrtrq, trptrpotiimipitrpitrotr ]
= [tryimrtrer, treotriitrpomypitipotifitr4o]
= [tryimrtrer, treomryotryo]

> e =[trtrrimrtrpits, treomrpotryo] = [mrg1, tryomriotryo] (A.14)
Lemma A.3.6

(Mg, tipimitipi] = e, i < T = [myqq, trpomyipitipo] =e

BEWEIS.

e=[mr, tryimrtrii]

e = [mr, trpatrpimitrpitryo]
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e = [trrimrtrgr, trptrpotiimrtrpitrpotioa)
= [trramrtrr, trootrvitrromrtrotr i1t o]
= [treimrtryr, treotryimrtriatre)
< e=[titryimrtraty, trtrotiimrtratoty]
= [trtrimrtriats, triotrtryamrtriatrtr ol
= [mr41, treamriatrio] (A.15)
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Lemma A.3.7

BEWEIS.
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mi, mip1] = e, i <IT = [mrp1,mry2] =e

e =[my, mry1] = [my, trtrpimrtratr] = [my, trtrpitrromrtrpotriaty]

e = [mp, tryatrtrpitromrtr ottty
= [mr, trtriotryitrromrtriotry1trots]
= [mr, trtritryotramrtratryotriaty]
e = [trpimrtrer, tryrtrtrpitrsotrpimrtrpitryotrpitrtrg]
= [trpimrtrer, trtrpatrtrpotrpimrtrsitryotrtrpits]
e = [trtrpimrtrpits, tritrpotrtryimrtrpatritrpotsa]
= [mr41, mryo] (A.16)

Die Gesamtheit der Lemmata zeigt Lemma 4.1.5.

A.4 Beweis des Lemmas 4.2.2

Wie in Abschnitt A.2 zeigen wir nur, daf die Gleichungen aus Theorem 3.3.1 die Gleichungen
aus Lemma 4.2.2 implizieren; man iiberzeugt sich leicht davon, daf} die andere Schlufirichtung

ebenfalls giiltig ist.

Lemma A.4.1
Aus (3.5) folgt

BEWEIS.
Aus (3.5) folgt

Lemma A.4.2

Aus (3.12) und (3.13) folgt

BEWEIS.

b; m{l b; = m;. (A17)

t;, = ti_l bzw. bi_l m; = mi_l b, = 1b; mi_l b, = m;. (A.18)
O

mi, bi] = e, falls |k —i| > 2. (A.19)

Aus (3.12) folgt, daB fur |k —i| > 2 gilt

e = [ti, bk] = [bi_lmi, bk] (3{=1}3) [mi, bk] = €. (A.20)
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Lemma A.4.3
Aus (4.13) folgt

[mi, big1bibibip1] = e.

BEWEIS.
Das Lemma folgt aus den beiden Rekursionsformeln (4.13):

-1
)

bt b mibi b = bibigami b bt = mibig1 bibibisr = biy bibibimy

Lemma A.4.4
Aus (3.11) folgt
[(mi, Ad (bit1 bit2 bibip1) m;] = e.

BEWEIS.
Aus (3.11) folgt

e = [b;'mi, by mise] <= e = [mi, miyo] = [mi, Ad (bis1 bisabibigr) mi].

Lemma A.4.5
Aus (3.7) folgt
[mi, Ad (bibi-H) ml] = €.

BEWEIS.
Aus (3.7) folgt mit(4.13) und (4.18)

-1 —1 -1 —1
bi m; b2~+1 mMi+1 bi = bi_|_1 bi m; b2~+1 mMi+1
N—— — — S— e —
m;lbi mi_+11bi+1 m;lbi mi_+11bi+1
(413) 1,1 1 —1—1, —1
m; bi—l—l m; bi_|_1 = bi_|_1 m; bi—l—l m,; .

Mit m; = biy1bimi1b; b, baw. m; = b7 b7 'myibibig (vel. (4.13)) folgt
bimit1b; 'm; = m;b; 'mi1b;
bzw. mit (4.18)
bimiyim; by = bym; ' miib; <= mipimi ! =m; mi;

mit (4.13) folgt das Lemma.

Lemma A.4.6
Aus (3.6) folgt mit (4.13), (3.10), (3.7), (4.18) und (A.26)

[miv b12+1] = ¢
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(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)
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BEWEIS.
Gleichung (3.6) liefert mit (4.13)

b; b by mibimi by tmy = b mi by by m
und daraus folgt mit (3.10) und bijrllmiﬂ = m;}}lbi+1 (wg. t2, =1)
b ' mi ) by 1bimi by my = mi by mimi b (A.28)
Auf der anderen Seite folgt aus (3.7)
my  bimy Y bigabi = bipim; bmt biga,
und wegen b;1b; = bi_lbi+1bibz~+1 folgt
[bis1, bimip1b;'m;] = e.
Damit gewinnt Gleichung (A.28) die Gestalt
bi_lmi__i_llbimiﬂbi_lmi = miﬂbi_lmimi__i_ll,
mit (4.13) und (4.18) folgt
bi+1m;1b;_|_llmi+1m;1 = mHlm;lb;_i_llm;lbiH,

und mit (A.26) erhélt man

e = [mi_H, bi-i—l m; b;rll]
-1 ;-1 -1
= bi bi_|_1 my bi+1 bi y bi-i—l my; bi+1 (A.29)
=bit1bibig1 by =pr! bt b7 biga
Mit (4.18) folgt
_ , 7. 131 3—17. ) -1
e = biy1 i biv1 m; bi+1 bi biy1, bir1m; bi+1
ml
= [bi+1 m;'_ll bit1, bir1m; bzi—l—ll] . (A30)
Das ist dquivalent zu
e= [m;rll b§+1, mz] , (A.31)
und mit [m;, m;i1] = e (s.o.) folgt
e = [b}, mi]. (A.32)

Lemma A.4.7
Aus (A.27) und (A.26) folgt
[mi, Ad (bi+1)mz~] = €. (A.33)
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BEWEIS.
Aus (A.27) folgt

mibi+1mib;+11 = mib;rllmibi_,_l,
und mit (A.26) folgt das Lemma.

Damit sind alle Gleichungen in Lemma 4.2.2 gezeigt.

A.5 Beweis des Lemmas 4.2.4
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Wir zeigen, daf§ aus den Gleichungen (4.18) bis (4.24) fiirs < I,I =1,...,n—1 unter Verwen-
dung der Rekursionsformel (4.13) und der Gleichungen (3.10) und (3.13) die entsprechenden
Gleichungen fiir ¢ = I + 1 folgen. Damit ist dann gezeigt, daf§ (4.18) bis (4.24) fiir 4 = 1 mit
den Eigenschaften der b; und (4.13) die Gleichungen (4.18) bis (4.24) firallei=1,...,n—1

implizieren.

Lemma A.5.1

1 . —1
bim; by =mj,i < I = bryimy 1bri1 =mrp

BEWEIS.

b[mfl = m[bfl
< brbry1br m; b,
N—_———r

1 -1 _ “1;-1 -1
14107 = brbryimr b, b by
—_——
bry1brbriy b;ilbflb;il
b b =
— TH1M 10141 = M1

Lemma A.5.2

[m,bs] = e <= [m3,b1] =e

BEWEIS.

(A.34)

Mit der Zopfeigenschaft (3.10) und der Vertauschungseigenschaft (3.13) der Erzeuger der

Permutationsgruppe gilt
[m,b3] =e
— [bomby ', by Thobs] = e
= [bibamby bt by by Thibobs] = e

<= |bobsbibamb, b, by th, by | =€

m3

(A.35)
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Lemma A.5.3

[mi,bk] =e, |'L —k| >2i <] = [m1+1,bk+1] = e, |I—k| >2

BEWEIS.
Wieder ist nur der Fall Kk = I — 2,1 > 3 zu untersuchen, in allen anderen Fillen ist das

Lemma offensichtlich richtig.

e=[mr_1, bri1] = [b;tb; 1y mrbr_1br, bri]

= e=[b1 mbr_1, brbriab; ] = [b, 1, mibr_q, b;ilblblﬂ]

— e= [bI+1b[7,11mIb171b[7i17 br] = [bf,llbulmlbfilblq, br]

—  e= [bramibrly, br1brb ] = [bryamibryy, by 'br1b1]

<~ e = [b[b[+1m]bl_i1b;1, b[_l] = [m[+1,bk+1] (A.36)
O

Bemerkung A.5.4 Offenbar folgt aus [m;,by] = e,|i — k| > 2,0 < I fiir I > 3 mit (3.13)
sofort die im Lemma nicht enthaltene Aussage [mr41,b1] = e, denn

[m1+1,b1] = [b]bﬂ_lm[b;ilbl_l,bl] .

Lemma A.5.5

[mi, biv1biv1] = e,i < T = [myy1,br42brio] = e

BEWEIS.

e=[mr,br41bry1]
= e = [mr, by} brs1bryabriibriiby L)
= [my, b[_ilbI+QbI+1b1+251+1bl_i2]
= [my, bj_ilbI—I—QbI-i-QbI—i—l]
> [brbryimyby bt brisbrie] = [mry1, bryobrio) (A.37)

Lemma A.5.6

(M, bi11bibibip1] = e,i < I = [mry1,bryobriibriibryo] =e

BEWEIS.

e = [my,bry1brbrbry1]
= e=[mp, b[_inIHb[+2bfblb[_i251+1bl+2]

= [my, bI+1bI+2b[_i1bIbIbI+1bI+2b[_i1]
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= [my, bI+1bIbI+2bI_1bf_ilblbfb[+1b1+251_i1]
= [my, bI+1bIbI+2bI+1bflb;i1b1b1+1bl+2b;i1]
= [my, bI+1bIbI+2bI+1bI+1bf1bI+2bLi1]
= e= [bflbfilmfblﬂbn bry2bri1bry1brio]

= [mI+1,bI+2bI+1bI+1bI+2] (A-38)
Lemma A.5.7

1 . -1
[mi, bisimib ] = e,i <T = [mpp1,briomrpiby,,] =e

BEWEIS.

e = [mrbrymibrly]
— e=[mr, b1+2b1+1bI+2mIbI+2bI+1bIJ}2]
= [m;, bI+1bI+2bI+1mIbI+1bI+2bI+1]
= [mp, by by brgobrbryimyby by by o brbryd]
= e = [brbrrimiby by brabrbramrby by b ]

= [ms1, bryomriiby ) (A.39)

Lemma A.5.8

[mi,mip1] =e,i <T=>[mpp1,mry2] =e

BEWEIS.

e=[mr,mry1] = [mI,blelmlbL}lbI_l]
= e = [mr, brbriabri1by ymibryaby) b7l "]
= [my,brby i brobriimrby by {obraibr ]
= [my, b;ilbIJrlblb;ilb[+2bl+1mlb;i1b;inIJrlbilb;ilbIJrl]
= [ml,leb bI+1bIbI+2bI+1mIb1+1in2b lb[+1blbl+1]
= e= [brbrramiby by " bry1brbrabramrby by by bl ]
= [brbrsaimrby) byt briabrobrbriamrby by by bl ]
= [mr41, mri2] (A.40)

Lemma A.5.9

[mi,mg] =e, i — k| >2,i <IT = [mry1,mp1] =€, |1 — k| >2
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BEWEIS.
Wieder nur der Fall |k — I| = 2 zu betrachten; 0.B.d.A. sei k =1 — 2.

e=[mr, mr_o]
= e= [blbIJrlmIb;il[);Ia mi—s| = [mr41, mi—s]

— e= [m[+1, b[72b[71m[72b;711b1_-712] = [m[+1, mk_,_l], (A.41)

wobei wir mehrfach [m;, bi] = e, |i — k| > 2 ausgenutzt haben.



Anhang B

Youngdiagramme und irreduzible
Darstellungen der unitiren Gruppe

Ein ganz wesentliches Werkzeug fiir die Untersuchungen in Teil III sind die Youngrahmen
und -tableaux' des Gruppenringes Ry und die ihnen zugeordneten Projektoren. Wir geben
in diesem Kapitel einen kurzen Uberblick iiber ihre fiir uns wesentlichen Eigenschaften, ins-
besondere auch iiber den Zusammenhang zwischen den Youngtableaux und den irreduziblen
Darstellungen der unitéiren Gruppe.

B.1 Youngdiagramme

B.1.1 Vorbemerkungen aus der allgemeinen Darstellungstheorie

Wir tragen zunéchst einige Ergebnisse aus der Darstellungstheorie von Gruppen bzw. Grup-
penringen ohne Beweise zusammen, um den Boden fiir die Betrachtung der Youngdiagram-
me im Fall der Py bzw. des Ry zu bereiten. Diese Zusammenstellung orientiert sich an
den ausfiithrlichen Darstellungen in [41], Kapitel I11,2 - TI1.4; dort finden sich auch die hier
fehlenden Beweise.

Gegeben seien eine Gruppe G und ihr Gruppenring R = span {g|g € G}. R zerfillt in
eine direkte Summe aus minimalen Rechtsidealen r;,

R=Er. (B.1)

Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf Aquivalenz und Reihenfolge. In jedem Rechtsideal r;
gibt es (mindestens) einen Projektor? P; = P,

PPj=6;P;, mnd » P =1,

7

so daf}
HR =T;.

'Im folgenden werden wir bisweilen den Begriff Youngdiagramme verwenden, wenn sowohl die Rahmen als
auch die Tableaux gemeint sind.

’Die Aussagen dieses Abschnittes bleiben auch richtig, wenn man die P; Idempotente sind, fiir die nicht
notwendig P; = P;* gilt. Wir formulieren sie dennoch fiir Projektoren, da wir in Teil IIT auch mit Projektoren
arbeiten.
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P; heifit minimal, wenn es keinen Projektor P # 0, P; gibt mit
PP, =P.

Die Projektoren P; auf die minimalen Rechtsideale werden im folgenden minimale Orthogo-
nalprojektoren genannt. Ein Projektor P; ist genau dann minimal, wenn gilt

PxP; € CP;, Vr € R,

Ein Rechtsideal ist genau dann minimal, wenn der zugehorige Projektor minimal ist. Zwei
minimale Rechtsideale r; und r; sind genau dann &quivalent, r; = r;, wenn es von Null
verschiedene P;xP; gibt.

Die minimalen Rechtsideale in der Zerlegung (B.1) ordnen wir jetzt so an, daf}

R=rVo...orlao. orMa. e D=l iz1.  mudjk=1,.,f

Dann sind die
fi

o = @

j=1

minimale zweiseitige Ideale in R, und die Zerlegung

auf die zweiseitigen Ideale; die P(® spannen das Zentrum von R auf.
Fiir alle z € o gilt nun

r=POspl) — ij(i)wpéi);
Jk

wegen rj(-i) = 7’,(:) sind die Pj(i)wPlgi) nicht alle Null. Vielmehr sind die Pj(i)asz(i) alle Zahlen-
)

vielfache eines Referenzelementes aus P](Z)RP,C(Z . Die Wahl von fi2 solcher Referenzelemente

liefert dann einen Isomorphismus zwischen ¢(® und dem vollen Ring der f; x f;-Matrizen.
Fiihrt man dieses Verfahren fiir alle (¥ durch, so erhélt man, da8 R isomorph ist zur direkten
Summe voller Matrixringe.

B.1.2 Youngdiagramme

Wir wenden die im vorigen Abschnitt zusammengestellten allgemeinen Resultate auf den
speziellen Fall der Permutationsgruppe Py und ihres Gruppenringes Ry an.
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Definition B.1.1 Ein Youngrahmen Yy in R besteht aus N Kiéstchen, die in r < N Zeilen
so angeordnet sind, daf} alle Zeilen links beginnen, keine Liicken haben und die Anzahl der
Késtchen in einer Zeile von oben nach unten nicht zunimmt. Die Menge aller Youngrahmen
mit N Késtchen heifit Vy. Ein Youngtableau Txn der GroBle N entsteht aus einem Rahmen
Yy € Yn dadurch, daf§ die Zahlen 1,..., N derart in die Kédstchen des Rahmens eingetragen
werden, dafl keine Zahl doppelt vorkommt und in einer Zeile von links nach rechts bzw.
in einer Spalte von oben nach unten der Zahlenwert zunimmt>®. Wir sagen, Ty gehort zum
Rahmen Yy . Die Menge aller Youngtableaux der Grofie N bezeichnen wir mit 7.

Lemma B.1.2

[41], IV.3 und IV .4

Sei Ty € Tn. Mit p bezeichnen wir Permutationen der Elemente jeder Zeile miteinander,
mit q Permutationen der Elemente jeder Spalte miteinander. Weiter sei ¢, = 1 fiir gerade
Permutationen q und e, = —1 fiir ungerade Permutationen q. Dann sind die Operatoren
B(Tn) = % qu £4pq mit einem Normierungsfaktor € C minimale Idempotente® in Ry,

B(Tn)B(Ty) = o7y 7, B(Tn), Y _ B(Ty) =1

Die minimalen Rechtsideale B(Tn )Ry, B(Ty\)RN, - .. sind genau dann dquivalent, wenn die
Tn, Ty, ... zum selben Rahmen gehéren. Den Projektor auf das zugehérige zweiseitige Ideal
bezeichnen wir wie den Rahmen mit Yy ; mit der Notation T |Yy fiir “I'y gehért zum Rahmen
YN ist

YN = Z B(TN)

Tn|YN

Ein Tableau 148t sich auffassen als eine Abfolge von Rahmen, die entstehen, wenn man
sukzessive das Késtchen mit der hochsten Nummer im Tableau streicht und den Rahmen
des resultierenden Tableaux hinschreibt. Diese Zuordnung zwischen den Tableaux und den
Rahmen-Abfolgen ist offenbar eindeutig, so da} wir jedes Tableau mit der zugehorigen Rah-
menabfolge identifizieren kénnen.

Ty = (Yn,Ynoi,...,Y2,Y7).

Im folgenden verzichten wir darauf, Y3 = [0 = 1 zu schreiben.
Wihrend die Yy = Yy, als Projektoren auf die minimalen zweiseitigen Ideale eindeutig
bestimmt sind, gibt es in der Wahl der minimalen Orthogonalprojektoren einige Freiheit.

Definition B.1.3 Fiir jedes Tableau Ty = (Yn,Yn_1,...,Y3) definieren wir die Operatoren

Q(Ty):=Ynoa(Yy_1)o- -0 aN72(Y2)

3In der Literatur ist ein Tableau hiufig durch beliebiges Eintragen der Zahlen 1,..., N, keine Zahl doppelt,
definiert; ein Tableau, dessen Zahlen von links nach rechts und von oben nach unten anwachsen, heifit dann
Standardtableau. Wir werden hier nur Standardtableaux verwenden und benutzen aus Griinden der Einfachheit
fiir diese die Bezeichnung “Tableau”.

*Es gilt
(o) (o) = (o)

und somit B(Tnx)B(Txn) = B(T~). Es handelt sich nicht um Orthogonalprojektoren, da i.a. B(Tn)* # B(Tn)
ist.
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mit der Abbildung a: Rpy—1 — Ry : t; — i1 und
P(Tx) := Yy ou(Yy_1)o---0N2(Y)
mit der Einbettung ¢ : Ry, 1 — R
Bemerkung B.1.4 1. Ist m < N und ist Y,, in Yy enthalten, d.h. Y}, geht aus Yy durch

Streichung von N —m Késtchen hervor, so folgt aus Satz IV.5.4 von [41] oder Satz V.18.1
von [45], daB Yy oo™ =" (Y,,), Yy 0N "™ (Y,,,) # 0 und insbesondere Q (T ), P(Ty) # 0.

2. Wegen der Zentralitit Youngrahmen im jeweiligen Gruppenring sind Q(7w) und P(Ty)
invariant unter Vertauschung der o= (Y;,) bzw. (N =™(Y,,).

Lemma B.1.5
Sowohl die Q(Tx) als auch die P(Ty) sind minimale Orthogonalprojektoren in Ry . Es gilt

Yv= > QIn)= > P(Tn). (B2)
Tn |V Tn|YN

BEWEIS.
Die Orthogonalitit der Q(Ty) folgt aus der Zentralitit der Yy, in R,, und der Orthogonalitit
der Y;,:

Q(TN)Q(TJI\,) = Yyoa(Yy_1)o---o0 aN_Q(YQ) o Y](, o a(YJI\f—l) 0---0 aN_Q(YQI)
= YyoY{oa(Yy 1)o-—-oa"?(Ya)oa(Y{_j)o---0aV?(Yy)
= Oyy v, YN

o0 (g Vo1 0(Var_o)-+ 0V (1) o al¥iy_a) o 3(1)
= ... = 6YNaY1([ T 6Y2,Y2’ . YN e] Ot(YN_l) O-:-0 O{NﬁZ(YQ)
= Oy 1, Q(TN). (B.3)

Da nun die Q(Tx) aber orthogonal sind und nicht verschwinden (s. Bemerkung B.1.4),
ist klar, daf} sie minimal sind: Wéren sie nicht minimal, so wiren die Rechtsideale Q(Tn)Rxnx
nicht minimal und kénnten in weitere Rechtsideale aufgespalten werden. Dann géibe es aber
mehr minimale Rechtsideale als in der Zerlegung bzgl. der B(Ty); das kann aber nicht sein,
da die Zerlegung in minimale Rechtsideale bis auf Reihenfolge und Aquivalenz eindeutig ist.

Aus Y, =Y und der Bemerkung B.1.4 folgt Q(Tn) = Q(Tn)*.

Es bleibt Gleichung (B.2) zu zeigen; das gelingt durch vollstindige Induktion: Fiir N = 1
gibt es nur einen Rahmen und ein Tableau, Gleichung (B.2) ist also offenbar erfiillt. Ange-
nommen, (B.2) gilt nun fir N =k — 1 € N. Dann folgt

Y QT = Vi Y Vi) oa?(Yio)o--0a"(Vy)

Q(Ty)| Yk Yi—1,-,Y2

= Ykza’ Vi1 Z a(Vi_g) o+ 0adf3(1y)

Yi—1 Yi—2,.,Y2

= Vi) ol Y Q)

Yio1 Ti1|Yr—1

= Vi > a(Vi1) =Y (B.4)
Yi—1
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Der Beweis fiir die P(T) lduft vollkommen analog.
O

Sowohl auf die P(T) als auch auf die Q(Ty) treffen damit alle Aussagen zu, die im voran-

gegangenen Abschnitt iiber die minimalen Orthogonalprojektoren P](Z) in einem Gruppenring
gemacht wurden. Die Rolle des oberen Indizes, der angibt, in welchem zweiseitigen Ideal (d.h.

auch, in welcher Aquivalenzklasse von Rechtsidealen) P](Z)R liegt und gleichbedeutend damit,

zu welchem P () P](Z) beitrégt, spielt hier offenbar der Rahmen eines Tableaus.
Wir zeigen noch eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf} ein Produkt aus
einem Rahmen aus )y und einem Rahmen aus ¢())y—1) nicht verschwindet.

Definition B.1.6 Geht Yy, aus Yy durch Anfiigen eines Késtchens hervor, so nenne Yy
und Yyy1 benachbart und schreibe Yy < Yyyi. Sind Thy1 = (Yn41,...,Y2) und Ty =
(Y., Yy) mit Y, =Y,,,m=2,...,N, so schreibe T} < Tn41.

Wir beweisen zunéchst eine Hilfsaussage:

Lemma B.1.7

P(Tn1+1)u(P(Ty)) #0 <= Ty <Tn1

BEWEIS.
Es ist
1 _ N—-1 ! N-1 !
P(Tyy1)u(P(Ty)) = Ynpiu(Ya) o8 (Yo)o(Yy) -0 7 (Y3)
= Yy o0u(YnYR) oo N THYRY); (B.5)

aus der Orthogonalitit der Y;, und Bemerkung B.1.4 folgt die Behauptung.

Lemma B.1.8

YN+1L(Y]({) 76 0 = Y],\r < YN+1

BEWEIS.
Es gilt
Yvon¥) = Y. Y. P(Tn)uP(Th));
T 1|V g1 TV
die rechte Seite verschwindet genau dann nicht, wenn fiir mindestens einen Summanden
T} < Tnyi1. Das ist genau dann der Fall, wenn Y}, < Y.

0

Da die Yy 1 als Projektoren auf die zweiseitige Ideale im Ry zentral im Ry sind, gilt
Yni1e(Yy) = o(Y{)Yn41, d.h. die Aussage des Lemmas ist unabhingig von der Reihenfolge
der beiden Faktoren auf der linken Seite.
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B.2 Tensordarstellungen der unitiren Gruppe

Gegeben sei ein separabler Hilbertraum H. Auf H wirkt die Vektordarstellung der unitéiren
Gruppe U(H) irreduzibel gemif

UH)Du:H—H: TV~ ul.

Auf H®N wirke der Ring Ry der Permutationsgruppe Py durch Vertauschung der Tensor-
komponenten; offenbar ist Ry in der Kommutante der N-fachen Tensordarstellung 'y (u) =
u® -+ @u auf H®N enthalten. Fiir das Folgende ist entscheidend, da der Ring sogar gleich
dieser Kommutanten ist,

Ry =TnUH));

diese Aussage gilt sowohl fiir dimH < oo (s. z.B. [41], V §3, Satz 3.5) als auch fir dimH = oo
(s. z.B. [52], 2.8 Lemma). Die Projektoren in Ry sind somit Projektoren auf unter I" 5 (U (H))
invariante Teilrdiume von H®" und umgekehrt.

Lemma B.2.1
Gegeben sei ein unter 'y (U(H)) invarianter Teilraum R € H®YN. Dann ist

r:={s€ Ry : s¥ € RVI € H®N}

ein Rechtsideal in Ry.

BEWEISs.
Wegen (asi + s2)¥ = as1¥ + Bs9W,a,f € C ist r ein linearer Raum; wegen (sa)¥ =
s(a¥) € R,s € rya € Ry ist r invariant unter der Rechtsmultiplikation.

0

Korollar B.2.2 Jeder Projektor P € T'y(U(H))' = Ry auf einen unter I' y (U(H)) invarian-
ten Teilraum von H®Y ist ein Projektor auf ein Rechtsideal in R y.

Lemma B.2.3

Es sei R ein unter I'x(U(H)) invarianter Teilraum von H®N, r das zugehorige Rechtsideal
in Ry. Dann ist die Einschrdnkung von T'n(U(H)) auf R genau dann irreduzibel, wenn r
minimal ist.

BEWEIS.
Ist 7 nicht minimal, so 148t sich der Projektor P, € Ry = I'y(U(H))" auf r zerlegen in zwei

Projektoren P,q(l),Pr(Q) € Ry; dann ist aber
R=PHN = POHN @ POWHN,

und beide Teilrdume von R sind invariant unter Iy (U (#H)), d.h. R ist reduzibel.
Sei umgekehrt R reduzibel, R = Ry @ Ry und Ry, Ry invariant unter T'y(U(H)). Es gibt

dann Projektoren Pg) e 'ny(U(H))' = Ry auf R;, und der Projektor P auf R ist die Summe
von diesen beiden. Dann ist aber das zugehorige Rechtsideal

r=PpRy = PPRy @ PORY

in Ry nicht minimal.
Es gilt also: T'n(U(H))|r ist reduzibel genau dann, wenn r nicht minimal ist. Durch
Negation folgt das Lemma.

0
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Korollar B.2.4 Die Darstellungen 'y (U(H))|g(ry)yne~ sind irreduzibel.

Lemma B.2.5
Die zwei Darstellungen I'n(U(H))|q(ryyuen, I'n(UH))|q(ryynen sind genau dann dquiva-
lent, wenn Ty und T}, zum selben Rahmen gehéren.

BEWEIS.
Die Darstellungen sind genau dann dquivalent, wenn es unitére

V € QITN)RNQ(TN)

gibt; das ist aber genau dann der Fall, wenn die jeweiligen Rechtsideale in Ry Aquivalent
sind, d.h. wenn T}y, T]'v zum selben Rahmen Yy gehoren.

g

Wie bereits angesprochen, gelten die hier gemachten Aussagen sowohl fiir dim H < oo als
auch fiir dimH = oo; ein wesentlicher Unterschied besteht allerdings zwischen diesen beiden
Fillen: Im Fall eines endlichdimensionalen H kommen auf H®" mit N > dim# nicht alle
durch Youngdiagramme indizierten Darstellungen I'x (U(H))|g(ry yuen vor: Die Tensoren im
Bild eines Projektors Q(Tw), Tn|Yn mit ry, Zeilen sind antisymmetrisch in ry,, Indizes; die
Indizes kénnen aber nur dim # unterschiedliche Werte annehmen, und somit gilt firr Tn|Yy

Q(TN)HEN =0 falls ry, > dim?H.
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