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Kapitel 0Einf�uhrungBuhholz und Haag berihten, da� in den fr�uhen sehziger Jahren der Spruh kursierte \Theontribution of axiomati quantum �eld theory to physis is smaller than any preassignedpositive number "" [1℄. Ein Grund f�ur diese ausgesprohen negative Einsh�atzung der Bedeu-tung des axiomatishen und auh des algebraishen Zugangs zur Quantenfeldtheorie damalswie heute ist siher darin zu sehen, da� allen zweifelsohne erreihten Erfolgen das noh im-mer ungel�oste Problem gegen�ubersteht, mathematish kontrollierbare und niht-triviale, d.h.wehselwirkende Modelle im 1 + 3-dimensionalen Minkowskiraum zu formulieren. Bislangf�uhrte dieses Unterfangen nur im Fall von integrablen oder von konform-invarianten Model-len in 1 + 1-dimensionaler Raumzeit (niederdimensionaler Fall) zum Erfolg. Die vorliegendeArbeit stellt einen ersten Shritt dar in einem auf Ideen Bert Shroers [2, 3, 4℄ zur�ukgehen-den Ansatz, im Fall der letzteren erfolgreihe Methoden in den h�oherdimensionalen Fall zu�ubertragen.0.1 Ausgangspunkt: Die \fundamentale Struktur" der 1 + 1-dimensionalen konformen Quantenfeldtheorie0.1.1 Chirale Faktorisierung und Zopfgruppen-VRAls fundamentale Struktur in den l�osbaren konformen Modellen im niederdimensionalen Fallhaben sih quadratishe Vertaushungsrelationen hiraler Austaushkomponenten erwiesen,aus denen zellul�are Darstellungen der Zopfgruppe aufgebaut werden k�onnen. Wir wollen diesetwas n�aher erl�autern.Belavin, Polyakov und Zamolodhikov (BPZ) gelang es Mitte der ahtziger Jahre, kon-forme Quantenfeldtheorien mit endlih vielen prim�aren Feldern im niederdimensionalen Fallzu klassi�zieren und einen Algorithmus anzugeben, um die n-Punktfunktionen prinzipiell alsL�osungen einer endlihen Anzahl bestimmter (auf Ward-Identit�aten der euklidishen konfor-men Invarianz aufbauender) Di�erentialgleihungen zu berehnen, die jeweils nur von einerLihtkegelkoordinate abh�angen [5℄. Die n-Punktfunktion eines konformen Feldes � in 1 + 1Dimensionen hat die Form1h�(xn; tn) � � ��(x1; t1)i = rXi=1 F (i)+ (x+)F (i)� (x�) (1)1Die Aussagen von [5℄ gelten wie gesagt f�ur endlih viele vershiedene prim�are Felder; wir konzentrierenuns der �Ubersihtlihkeit halber aber auf die Vertaushungsrelationen zwishen identishen Feldern.7



8 KAPITEL 0. EINF�UHRUNGmit x� := (xn� tn; : : : ; x1� t1); die konformen Bl�oke F (i)� (x�) sind L�osungen der angespro-henen Di�erentialgleihungen.Es stellt sih die Frage, wie diese hirale Struktur zusammenpa�t mit der Lokalit�at derQuantenfelder im Minkowskiraum. Ausgehend von Lehren aus [6, 7℄ fanden Rehren undShroer darauf eine Antwort [8, 9, 10℄:Die zweidimensionalen Felder lassen sih zerlegen in Anteile, die zwishen den Sektorender hiralen Observablen interpolieren. Diese Zerlegung ist eine Verfeinerung der Spektralzer-legung bzgl. des Zentrums der �Uberdekenden der konformen Gruppe2. Diese Anteile wieder-um faktorisieren in hirale Austaushkomponenten: Bezeihnen wir die Sektoren der hiralenObservablen mit H�� , so ist�(x; t) = X�+;�+��;�� �+�+;�+(x+)
����;��(x�) (2)mit �+�+;�+(x+) : H+�+ �! H+�+;und jeder konforme Blok ist ein Vakuumerwartungswert einer Kette solher Austaushkom-ponenten,F (i)+ (x+) = D�+0;�(n�1)(x+n )�+�(n�1);�(n�2)(x+n�1) � � ��+�(2);�(1)(x+2 )�+�(1);0(x+1 )Eund entsprehend f�ur den anderen Lihtkegel. Jede dieser Ketten de�niert einen Pfad durhdie Menge der Sektoren der hiralen Observablen. Im folgenden betrahten wir der Einfah-heit halber nur noh den Lihtkegel x+ und unterdr�uken den Index bzw. Supersript +;entsprehende Gleihungen gelten jeweils auh f�ur den anderen Lihtkegel.Aus den Eigenshaften der F (i) in den in [5℄ betrahteten Modellen folgt f�ur xi+1 > xi(� = (�(n�1); : : : ; �(1)), �0 entsprehend)D�0;�(n�1)(xn) � � ���(i+1);�(i)(xi)��(i);�(i�1)(xi+1) � � ���(1);0(x1)E=X�0 (Di)�;�0 � D�0;�0(n�1)(xn) � � ���0(i+1);�0(i)(xi+1)��0(i);�0(i�1)(xi) � � ���0(1);0(x1)E (3)mit (Di)�;�0 := Æ�(n�1);�0(n�1) � � � Æ�(i+1);�0(i+1) �R(�(i+1);�(i�1))�(i);�0(i) � Æ�(i�1);�0(i�1) � � � Æ�(1);�0(1) (4)bzw. f�ur xi+1 < xiD�0;�(n�1)(xn) � � ���(i+1);�(i)(xi)��(i);�(i�1)(xi+1) � � ���(1);0(x1)E=X�0 (D(�1)i )�;�0 � D�0;�0(n�1)(xn) � � ���0(i+1);�0(i)(xi+1)��0(i);�0(i�1)(xi) � � ���0(1);0(x1)E :(5)Die Lokalit�at der unzerlegten Quantenfelder ist nun gleihbedeutend mit Constraints andie R-Matrizen in (4): Damit die unzerlegten Felder �(x; t) (s. (2)) lokal sind, m�ussen dieMatrizen der Vertaushungen der beiden Lihtkegelkomponenten sih geeignet kompensieren;2Die ersten Ver�o�entlihungen zu diesem Thema arbeiten nur mit der Spektralzerlegung; sp�ater zeigte sihaber, da� diese i.a. zu grob ist.



0.1. 1 + 1-DIMENSIONALE KONFORME QUANTENFELDTHEORIE 9im Fall eines hermiteshen, skalaren Feldes � beispielsweise3 ist dies �aquivalent zur Unitarit�atder R.Aus (3) und (4) folgert man die quadratishe Vertaushungsrelation (VR)�;�(x)��;�(y) =X�0 R(;�)�;�0 � �;�0(y)��0;�(x); y > x: (6)In diesem Sinn sind die Austaushmatrizen Di aufgebaut aus den R-Matrizen quadratisherVR der Austaushkomponenten. Darstellungen dieser Art nennen wir im folgenden zellul�ar(s.a. De�nition 1.2.4).Die aus den R-Matrizen aufgebauten Austaushmatrizen Di; i = 1; : : : ; n� 1 bilden eineDarstellung von Artins Zopfgruppe [11℄: Die Reihenfolge dreier benahbarter hiraler Koor-dinaten kann durh DiDi+1Di oder Di+1DiDi+1 umgekehrt werden; f�ur die Eindeutigkeitdieser Operation ist es notwendig und hinreihend, da�DiDi+1Di = Di+1DiDi+1 (7)gilt. Desweiteren sieht man leiht, da�DiDj = DjDi falls ji� jj � 2: (8)Die Austaushalgebra (6) leistet aber noh wesentlih mehr, als nur die hirale Struktur(1) mit der Lokalit�at zu \vers�ohnen". In der Tat erweist sie sih als wihtiges Instrument zurBestimmung von n-Punktfunktionen in konformen niederdimensionalen Quantenfeldtheorien;w�ahrend sih die aus den Ward-Identit�aten gewonnenen Di�erentialgleihungen f�ur n > 4 i.a.niht mehr l�osen lassen, legt eine gegebene zellul�are Darstellung der Zopfgruppe im besten Falldie Korrelationsfunktionen der zugeh�origen Theorie fest [8℄. Aber auh shon die abstraktenRelationen (7) und (8) zusammen mit den sih aus der Lokalit�at der unzerlegten Felderergebenden Constraints stellen Restriktionen an die m�oglihen aus R-Matrizen gebildetenDarstellungen und damit an die m�oglihen Skalendimensionen und Fusionsregeln [9, 10℄. Indiesem Sinn gilt, \the exhange algebra [(6)℄ is the most fundamental struture inherent intwo-dimensional onformal quantum �eld theory" [9℄.Die in der vorliegenden Arbeit aufgegri�ene Idee Shroers besteht im wesentlihen darin,ein Pendant dieser fundamentalen Struktur in h�oherdimensionalen konformen Quantenfeld-theorien zu etablieren. Bevor wir dies n�aher erl�autern, mahen wir noh eine Bemerkung zur\Herkunft" der zellul�aren Zopfgruppendarstellungen.0.1.2 Darstellungen der Zopfgruppe in der DHR-TheorieDer Ansatz von BPZ, der den Startpunkt der obigen Diskussion bildet, baut auf bestimmten(Ladungs-, Virasoro-, W-) Algebren der konformen hiralen QFT und ihren positive-Energie-Darstellungen auf und ist somit auf die niederdimensionale Quantenfeldtheorie beshr�ankt.Die Struktur der quadratishen VR interpolierender Felder und der daraus aufgebauten zel-lul�aren Zopfgruppendarstellungen aber erweist sih als ein Sonderfall der DHR-Theorie derStatistik [12, 13℄, was eine Verallgemeinerung zum h�oherdimensionalen Fall hin m�oglih er-sheinen l�a�t.3Hier stimmen F (i)+ (x+) und F (i)� (x�) in der geordneten Region x(i+1)� > x(i)� ihrer Argumente �uberein,\leben" aber au�erhalb der geordneten Region aufgrund untershiedliher i"-Vorshriften auf vershiedenenRiemann-Fl�ahen; daher ist in diesem einfahsten Fall R(+) = R(�) � R.



10 KAPITEL 0. EINF�UHRUNGIm h�oherdimensionalen Fall liefert die DHR-Theorie [14, 15, 16, 17℄ eine Beshreibungder Superauswahlsektoren der Theorie und eine intrinsishe De�nition der Statistik einesSektors | mit jedem Sektor ist eine (bis auf �Aquivalenz) eindeutige Darstellung der Per-mutationsgruppe Pn assoziiert. Fredenhagen, Rehren und Shroer zeigen, da� sih die DHR-Theorie prinzipiell auh auf den niederdimensionalen Fall anwenden l�a�t; nur ist die Permu-tationsgruppe in diesem Fall durh die Zopfgruppe Bn zu ersetzen [12, 13℄, s.a. z.B. [18℄. DasDopliher-Roberts-Theorem [19, 20℄ gilt dann niht mehr.Die Statistikoperatoren der DHR-Theorie liefern eine Darstellung der Zopfgruppe oderim h�oherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe auf endlihdimensionalen Intertwiner-R�aumen. Eine nat�urlihe Basis dieser R�aume ist durh die Pfade durh die Menge der Sek-toren indiziert; die Matrixelemente der Darsteller sind wie in (4) durh R-Matrizen gebildet,die tats�ahlih als KoeÆzienten einer Austaushalgebra (6) gedeutet werden d�urfen. Wir stel-len diese Ergebnisse in Kapitel 1 zusammen. In diesem Sinn sind die Darstellungsr�aume derZopfgruppe im hiralen Fall Pfadr�aume einer gezopften DHR-Kategorie [12, 13℄.Die niederdimensionalen Felder lassen sih nun entsprehend der so gefundenen Sektor-Struktur durh die Sektor-Projektoren der hiralen Observablen-Algebra A = A+
A� zerle-gen; da die Sektoren infolge des Spin-Statistik-Theorems das Zentrum der �Uberdekenden derkonformen Gruppe diagonalisieren, ist diese Zerlegung eine Verfeinerung der Zerlegung bzgl.dieses Zentrums [6, 7℄. Die zerlegten Felder kommutieren gem�a� einem Tensorprodukt zwei-er Zopfgruppen B+n 
 B�n so, da� die unzerlegten Felder bei raumartigen Abst�anden geradekommutieren [21℄.Die DHR-Theorie liefert somit eine abstrakte Begr�undung4 der zun�ahst empirish gefun-denen Zerlegung der Felder in hirale Austaushkomponenten mit quadratishen VR, die aufzellul�are Zopfgruppendarstellungen f�uhren.0.2 Erwartungen an den h�oherdimensionalen FallIm h�oherdimensionalen (insbesondere im 1+3-dimensionalen) Fall werden wir nat�urlih keinehirale Faktorisierung erwarten k�onnen. Was uns aber in konformen Theorien erhalten bleibt,ist die spektrale Zerlegung der Felder unter dem Zentrum der �Uberdekenden der konformenGruppe [6, 7℄.Desweiteren erf�ullen die konforme Zwei- und Dreipunktfunktion zeit- und raumartigeVertaushungsrelationen [2, 3, 4℄; so gilt etwa f�ur die konforme ZweipunktfunktionhF (x)F (y)�i = e2�iÆF hF (y)�F (x)i ; x > y;wobei ÆF die (anomale) Skalendimension des Feldes F ist und x > y zu verstehen ist als \xliegt in der Zukunft von y".Ausgehend von diesen Beobahtungen stellt Shroer die folgende Hypothese auf [2, 3, 4℄:Hypothese 0.2.1Es gibt eine Zerlegung der konformen FelderF (x) =X�;� F�;�(x); F�;�(x) := P�F (x)P�;4Um Mi�verst�andnissen vorzubeugen, weisen wir darauf hin, da� die DHR-Theorie �alter ist als die hira-len quadratishen VR; diese sind aber erst empirish gefunden und dann abstrakt mittels der DHR-Theoriebegr�undet worden.



0.2. ERWARTUNGEN AN DEN H�OHERDIMENSIONALEN FALL 11wobei P�; P� orthogonale Projektoren sind, so da� die Austaushkomponenten F�;�(x) Teileiner AustaushalgebraF;�(x)G�;�(y) =X�0 R(;�)�;�0 (x; y) �G;�0(y)F�0 ;�(x); (9)f�ur nihtlihtartige Abst�ande von x und y, (x�y)2 6= 0, sind, die ggf. zwishen einer gr�o�erenMenge von Feldern gilt als denen, die in der Zerlegung von F vorkommen. F�ur die beshr�ank-ten Operatoren der lokalen Algebren lautet (9)F;�G�;� =X�0 R(;�)�;�0 (suppF; suppG) �G;�0F�0;�;wobei suppF das Lokalisierungsgebiet von F bezeihnet und suppF; suppG entweder voll-st�andig zeit- oder vollst�andig raumartig zueinander sind.Auf Ketten einer gegebenen L�ange n dieser Austaushkomponenten operieren Austaush-matrizen Di(xi; xi+1), die analog zu (4) aus den R-Matrizen der quadratishen VR (9) auf-gebaut sind. Da die zeitartige Region in 1 + 3 Dimensionen dieselbe Topologie hat wie einLihtkegel in einer hiralen Theorie (bzgl. eines gegebenen Punktes zerf�allt die zeitartigeRegion in zwei Zusammenhangskomponenten, Zukunft und Vergangenheit), m�ussen dieseAustaushmatrizen f�ur zeitartige Abst�ande5 ((xi+1 � xi)2 > 0) wieder Darstellungen derZopfgruppe Bn sein. Gegen�uber dem hiralen Fall treten aber neue Constraints an die m�ogli-hen Zopfgruppendarstellungen auf: F�ur raumartige Abst�ande ((xi+1 � xi)2 < 0) bilden dieDi(xi; xi+1) infolge der Topologie der raumartigen Region bzgl. eines gegebenen Punktes imh�oherdimensionalen Minkowskiraum eine Darstellung der Permutationsgruppe Pn; die Zopf-und die Permutationsgruppendarstellung m�ussen kompatibel sein, d.h. Gleihungen der Form(7) und (8) m�ussen f�ur beliebige nihtlihtartige relative Abst�ande der xi; i = 1; : : : ; n erf�ulltsein.Vorbehaltlih der noh ausstehenden Rehtfertigung von Hypothese 0.2.1 besteht ein er-ster Shritt zur Konstruktion h�oherdimensionaler Modelle in Analogie zu den im niederdi-mensionalen Fall erfolgreihen Methoden darin, die Kompatibilit�at der zeitartigen (Zopf-)mit der raumartigen (Permutations-) Statistik zu untersuhen. Unter der Annahme quadra-tisher VR, d.h. VR der Form (9), m�ussen wir als Pendant der Zopfgruppe im hiralen Falldie Vertaushungsgruppe BPn abstrahieren, die von den Austaushmatrizen dargestellt wird;diese wird die Permutations- und die Zopfgruppe als Untergruppe enthalten, die Kompati-bilit�atsforderung f�uhrt zu Restriktionen an die \gemishten" Produkte von Erzeugern derbeiden Untergruppen. Diese Gruppe ist in den VR zellul�ar zu realisieren, d.h. die Darstel-lungsmatrizen der BPn sind aus den R-Matrizen der quadratishen VR (9) analog zu (3),(4) und (6) aufzubauen. Dieser erste Shritt ist in der vorliegenden Arbeit ausgearbeitet, s.a.den folgenden Abshnitt.In einem weiteren Shritt w�are zu �uberpr�ufen, wie sehr bereits die abstrakten Relationender BPn wie im hiralen Fall a priori Restriktionen an die Skalendimensionen und Fusi-onsregeln einer Theorie stellen. Die Situation in hiralen Theorien gibt Anla� zu noh wei-tergehender Ho�nung: Im g�unstigsten Fall k�onnte die Wahl einer Darstellung bereits dien-Punktfunktionen der Theorie �xieren; das auszuarbeiten w�are ein dritter Shritt. Die er-folgreihe Ausarbeitung aller drei Shritte rehtfertigte dann die Ho�nung Shroers \In this5Wir verwenden f�ur den 1 + (d� 1)-dimensionalen Minkowskiraum die Metrik g = � 1 � l1d�1 �.



12 KAPITEL 0. EINF�UHRUNGway I expet 4-dimensional onformal �elds to be the �rst nontrivial nonpertubatively on-trollable and expliitly onstruted QFT in physial spaetime" [4℄.0.3 Aufbau der ArbeitDie vorliegende Arbeit dient der Ausarbeitung des ersten Shrittes des oben skizzierten Pro-gramms, d.h. der Abstraktion der Gruppe BPn und der Veri�kation der Hypothese 0.2.1im Spezialfall des konformen verallgemeinerten freien Feldes im h�oherdimensionalen Fall. Siezerf�allt (abgesehen von dieser Einf�uhrung, dem Shlu�kapitel 10 und den Anh�angen) in dreigro�e Teile.In Teil I geben wir einige \Hintergrundinformationen": In Kapitel 1 skizzieren wir, wiedie DHR-Theorie via Statistikoperatoren auf zellul�are Darstellungen der Zopfgruppe (bzw.im h�oherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe) in der Basis der Pfadintertwiner f�uhrt;im Permutationsfall k�onnen die R-Matrizen der quadratishen VR ohne Verwendung derDHR-Endomorphismen und Intertwiner aus den Clebsh-Gordan-KoeÆzienten einer eindeu-tig bestimmten kompakten Gruppe (Eihgruppe) berehnet werden. Da sih die \fundamen-tale Struktur" der quadratishen VR (6) bzw. der zellul�aren Zopfgruppendarstellungen inkonformen hiralen Theorien als ein Sonderfall der DHR-Theorie erweist, ersheint es loh-nend, sih diesen Mehanismus n�aher anzusehen. Es liegt nahe, zu vermuten, da� eine (nohausstehende) abstrakte Veri�kation von Hypothese 0.2.1 zumindest �Ahnlihkeiten mit dieserim Fall der zellul�aren Zopf- bzw. Permutationsgruppendarstellungen erfolgreihen Vorgehens-weise zeigt. Tats�ahlih gelingt uns in Kapitel 7 die Veri�kation von Hypothese 0.2.1, d.h. dieAngabe von Austaushkomponenten mit zeit- und raumartigen quadratishen VR, f�ur daskonkrete Beispiel des konformen verallgemeinerten freien Feldes im h�oherdimensionalen Fallin einer gewissen Analogie, allerdings auh mit gro�en Untershieden zu Abshnitt 1.3.Au�erdem f�uhren wir in diesem Teil der Arbeit zur Vorbereitung von Kapitel 5 den Begri�einer symmetrishen oder gezopften tensoriellen Kategorie ein, der eine nat�urlihe Spraheund mittels einer graphishen Notation ein geometrishes Verst�andnis von Vertaushungsre-lationen bereith�alt (Kapitel 2).In Teil II besh�aftigen wir uns mit der von den Austaushmatrizen Di(xi; xi+1) f�ur zeit-und raumartige Abst�ande dargestellten Gruppe BPn. Dabei dient Kapitel 3 der eigentlihenAusarbeitung des ersten Shrittes des oben skizzierten Programms: Ausgehend von Hypothese0.2.1, d.h. insbesondere unter der Annahme quadratisher VR untersuhen wir die Kompa-tibilit�at der zeit- und der raumartigen Statistik und abstrahieren die VertaushungsgruppeBPn.Die BPn l�a�t sih sowohl aus der Permutations- als auh aus der Zopfgruppe durh dasHinzuf�ugen eines weiteren Erzeugers generieren (Kapitel 4). Dies liefert ein Verfahren, geeig-nete Darstellungen einer dieser beiden Untergruppen zu Darstellungen der BPn zu erweitern| oder zu zeigen, da� sih eine Darstellung der Zopfgruppe niht zu einer Darstellung derBPn erweitern l�a�t (Darstellungen der Permutationsgruppe lassen sih immer trivial erwei-tern, s. Abshnitt 4.1). Wir illustrieren dieses Verfahren in Kapitel 5, indem wir es auf einekonkrete Darstellung der Zopfgruppe anwenden; es zeigt sih, da� sih diese von einer DHR-Kategorie erzeugte Darstellung niht zu einer Darstellung der BPn erweitern l�a�t.In Teil III shlie�lih veri�zieren wir die Hypothese 0.2.1 f�ur den Fall des konformen ver-allgemeinerten freien Feldes im h�oherdimensionalen Fall. Die 2n-Punktfunktion dieses Feldeszerf�allt in (2n � 1)!! Produkte von Zweipunktfunktionen, und diese bilden die nat�urliheBasis einer nat�urlihen Darstellung der BP2n (Kapitel 6). In der nat�urlihen Basis ist die-



0.3. AUFBAU DER ARBEIT 13se Darstellung allerdings niht zellul�ar. In Kapitel 7 erweitern wir den Fokraum des kon-formen verallgemeinerten freien Feldes und identi�zieren auf diesem gr�o�eren HilbertraumAustaushkomponenten, die zwishen gewissen Unterr�aumen interpolieren und in zeit- undraumartiger Rihtung quadratishe VR erf�ullen. Die Erzeuger und Vernihter des konformenverallgemeinerten freien Feldes und damit auh das Feld selbst sind Linearkombinationenbestimmter Austaushkomponenten. Wegen der quadratishen VR ist klar, da� auf Kettender L�ange 2n dieser Austaushkomponenten die BP2n zellul�ar dargestellt ist; diese zellul�areDarstellung stimmt mit der nat�urlihen Darstellung aus Kapitel 6 bis auf �Aquivalenz �uberein(Kapitel 8).Bei dem hier zugrundeliegenden Pfadraum handelt es sih niht um eine Tensorkategorieund bei den genannten Unterr�aumen niht um Sektoren im Sinne der DHR-Theorie einergeeigneten Observablenalgebra. Es ist zum einen niht klar, bzgl. welher \Observablen"eine DHR-artige Realisierung (Endomorphismen und zugeh�orige Intertwiner) zu erwartenw�are, zum anderen wird die in der DHR-Theorie wihtige Forderung nah Haag-Dualit�at unddaraus abgeleitet nah Nat�urlihkeit der Statistikoperatoren i.a. niht in raum- und zeitartigerRihtung aufreht erhalten werden k�onnen (vgl. Abshnitt 2.3).Dennoh zeigt der Pfadraum gewisse Analogien zum gruppentheoretishen Pfadraum beiAnwesenheit einer Eihsymmetrie (s. Abshnitt 1.3); an die Stelle der Eihgruppe tritt dieGesamtheit der Permutationsgruppen PN , an die Stelle der Tensorierung mit einer Elemen-tareihladung und anshlie�ender Ausreduktion tritt die Induktion zwishen Darstellungenvon PN und PN+1, N 2 N0 , bzw. die Restriktion zwishen Darstellungen von PN und PN�1,N 2 N; anstelle der Clebsh-Gordan-KoeÆzienten bestimmen im wesentlihen die Kompo-nenten der Induktionsmatrizen zwishen Darstellungen der PN und der PN+1 die R-Matrizender quadratishen VR der Austaushkomponenten (Kapitel 9).In Kapitel 10 fassen wir unsere Ergebnisse noh einmal zusammen und weisen auf o�eneFragen hin; insbesondere werden im Rahmen dieser Arbeit die Shritte zwei und drei desskizzierten Programms niht untersuht.
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Kapitel 1Darstellungen der Zopfgruppe inder DHR-TheorieWir skizzieren, wie die Statistikoperatoren der DHR-Theorie eine Darstellung der Zopfgrup-pe oder im h�oherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe auf endlihdimensionalen Inter-twinerr�aumen liefern; eine nat�urlihe Basis dieser R�aume ist durh Pfade durh die Menge derSektoren indiziert, und die Matrixelemente der Darsteller sind wie in (4) aus R-Matrizen gebil-det, die tats�ahlih als KoeÆzienten einer Austaushalgebra interpolierender Felder gedeutetwerden d�urfen. Im Permutationsfall gilt au�erdem das Dopliher-Roberts-Theorem: Die Sek-toren lassen sih au�assen als irreduzible Unterdarstellungen der Observablenalgebra in derVakuumdarstellung einer Feldalgebra, wobei die Observablen die Fixpunkte der Feldalgebraunter einer eindeutig bestimmten kompakten Gruppe G sind. Die Sektoren korrespondierenmit den Darstellungen von G, und die R-Matrizen lassen sih allein aus der Kenntnis derClebsh-Gordan-KoeÆzienten von G berehnen. Unsere Untersuhungen in Kapitel 7 werdensih in (etwas entfernter) Analogie zu dieser Vorgehensweise bewegen.1.1 Pr�aliminarien aus der DHR-TheorieDen Rahmen der DHR-Theorie [14, 15, 16, 17℄ bildet der algebraishe Ansatz zur Quanten-feldtheorie nah Haag und Kastler [22℄. In diesem Ansatz wird jeder o�enen Menge O mitkompakten Abshlu� im Minkowskiraum M eine C�-Algebra A(O) mit Einselement zugeord-net. Es gelten Isotonie, O2 � O1 =) A(O2) � A(O1);wobei das Einselement in A(O2) mit dem in A(O1) �ubereinstimmt, und Lokalit�at,O2 � O01 =) A(O2) � A(O1)0;wobei O01 das kausale Komplement der Raumzeit-Region O1 und A(O1)0 die Kommutanteder Algebra A(O1) bezogen auf die Algebra der quasilokalen ObservablenA :=[O A(O) k�kbezeihnen. A enth�alt alle relevanten Observablen der Theorie. Die Poinar�egruppe P ist aufA durh eine Gruppe von Automorphismen dargestellt,P 3 g 7! �g 2 AutA; �gA(O) = A(gO):17



18 KAPITEL 1. DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPE IN DER DHR-THEORIEA besitze mindestens eine treue irreduzible Darstellung.Dieses abstrakte Algebren-Netz wird als grundlegend f�ur die Theorie angenommen.Unter einem Zustand verstehen wir im folgenden eine positive normierte Linearform aufA [23℄. Eine positive Linearform ! �uber einer C�-Algebra mit Eins ist reell, d.h. !(A�) =!(A); A 2 A (s. z.B. [24℄), und f�ur selbstadjungierte Elemente von A (Observable) folgt!(A) 2 R; somit l�a�t sih ein Zustand f�ur die Observablen als ein Erwartungswertfunktionalinterpretieren. Jeder Zustand ! f�uhrt �uber die GNS-Konstruktion auf eine Darstellung �!von A auf einem Hilbertraum H! [25, 26℄. H! enth�alt einen Vektor 
, der zyklish ist f�ur�!(A), d.h. �!(A)
 = H!:Dies liefert eine Quantenfeldtheorie im Sinne von beshr�ankten Operatoren auf einem Hil-bertraum.Wir nehmen im folgenden an, da� es einen eindeutigen unter Poinar�etransformationeninvarianten Zustand !0 gebe, das Vakuum1; die zugeh�orige GNS-Darstellung �0 sei irredu-zibel und treu auf dem Vakuumhilbertraum H0. Da !0 unter den Poinar�etransformationeninvariant ist, !0 Æ �g = !0; g 2 P, induziert die Darstellung von P durh Automorphismenauf A eine unit�are Darstellung von P auf H0,�0 (�g(A)) = U(g)�0 (A)U(g)�(vgl. [23℄, III.3.2).Wir betrahten ferner nur Darstellungen positiver Energie, d.h. solhe, in denen dieEnergie-Impuls-Operatoren (die Erzeuger der Translationen) unit�ar implementiert sind undihr Spektrum im Vorw�artslihtkegel haben.Die DHR-Theorie beshreibt geeignete Darstellungen der Algebra A durh lokalisierteEndomorphismen %; die Superauswahlsektoren werden verstanden als �Aquivalenzklassen derirreduziblen geeigneten Darstellungen von A. Eine zentrale Rolle spielen die Statistikoperato-ren "(%; %0), die VR der sektorerzeugenden (\geladenen") nihtobservablen Felder kodieren.Wir geben keinen vollst�andigen �Uberblik �uber die DHR-Theorie, sondern tragen nur einigef�ur das Folgende wihtige Fakten zusammen, um den Ausgangspunkt f�ur die Pfadraumdar-stellungen der Zopfgruppe in den folgenden Abshnitten zu kl�aren und um die verwendetenBegri�e und Notationen einzuf�uhren.1.1.1 VoraussetzungenWir betrahten nur solhe Darstellungen � des Algebrennetzes A(O);O � M , die im kausalenKomplementO0 eines geeigneten Doppelkegels O der Vakuumdarstellung �0 unit�ar �aquivalentsind, �jA(O0) �= �0jA(O0): (1.1)Dieses Kriterium ist zu restriktiv, um Theorien mit langreihweitigen Ladungen wie etwa dieQuantenelektrodynamik zu betrahten [16℄. Eine elektrishe Ladung beispielsweise f�uhrt viaGau�shes Gesetz auf einen konstanten Flu� durh eine beliebige, die Ladung umshlie�endeSph�are und ist damit auh in beliebiger Entfernung vom Vakuum zu untersheiden. Trotz-dem gibt die DHR-Theorie die wesentlihen Strukturen wieder. Modi�kationen f�ur wenigerrestriktive Kriterien werden beispielsweise in [28℄ diskutiert (Lokalisierung von Ladungen inraumartigen Kegeln).1Eine pr�azisere De�nition eines Vakuumzustandes sowie eine kurze Diskussion der Existenz und der Eigen-shaften von Vakuumzust�anden �ndet sih z.B. in [23℄, III.3.2.



1.1. PR�ALIMINARIEN AUS DER DHR-THEORIE 19Im weiteren Verlauf dieses Abshnittes identi�zieren wir die abstrakten Algebren derEinfahheit halber mit ihren jeweiligen Vakuumdarstellungen [15℄,A(O) � �0(A(O)):Desweiteren nehmen wir an, da� f�ur alle Doppelkegel OA(O0)0 = A(O)gilt (Haag-Dualit�at).1.1.2 EndomorphismenUnter der Annahme von Haag-Dualit�at f�ur die Vakuumdarstellung ist das Kriterium (1.1)�aquivalent dazu, da� ein in O lokalisierter Endomorphismus % : A �! A existiert, so da�� �= �0 Æ % ([16℄, Proposition 1.2). Dabei bedeutet \lokalisiert in O", da�%(A) = A 8A 2 A(O0):Das ist aus zwei Gr�unden von Interesse: Zum einen erm�ogliht es, alle �Aquivalenzklas-sen von Darstellungen, die (1.1) erf�ullen, auf demselben Hilbertraum H0 zu betrahten, zumanderen induziert das Kompositionsgesetz der Morphismen eine Komposition von Darstel-lungen.Die Begri�e (unit�ar) �aquivalent und reduzibel bzw. irreduzibel verwenden wir im folgendenf�ur die Endomorphismen % so, wie f�ur die von ihnen induzierten Darstellungen �0 Æ %. DieKlasse der zu % unit�ar �aquivalenten Endomorphismen bezeihnen wir mit [%℄.De�nition 1.1.1 �t(O) sei die Menge aller in O lokalisierten Endomorphismen %, f�ur diegilt, da� f�ur jede aus O durh Poinar�etransformation hervorgegangene Region ~O ein zu %�aquivalenter Endomorphismus mit Lokalisierungsgebiet in ~O existiert. Die Vereinigung aller�t(O) nennen wir �t, �t :=[O �t(O):Die Endomorphismen in �t hei�en transportable Endomorphismen. Die Untermenge allerirreduziblen % 2 �t bezeihnen wir mit �irrt .Eigenshaften der lokalisierten Endomorphismen �nden sih in [16℄, Lemmata 1.2, 2.1bis 2.5. Wir erw�ahnen, da� die Menge der durh Endomorphismen von �t beshriebenenDarstellungen abgeshlossen ist unter direkten Summen und Unterdarstellungen.Die Superauswahlsektoren der Theorie entsprehen in 1-zu-1-Korrespondenz den Klassenunit�ar �aquivalenter irreduzibler Endomorphismen in �irrt .1.1.3 IntertwinerZwei Darstellungen �0 Æ %; �0 Æ � besitzen genau dann unit�ar �aquivalente Unterdarstellungen,wenn es nihttriviale IntertwinerA 3 T : % �! �; T%(A) = �(A)T 8A 2 A (1.2)gibt ([16℄, Abshnitt IV).



20 KAPITEL 1. DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPE IN DER DHR-THEORIEDie Menge aller Intertwiner % �! � bezeihnen wir im folgenden mit (�j%). Die Menge(%j%) der Selbstintertwiner von % bildet o�enbar gerade die Kommutante der Darstellung %,und mit Shurs Lemma folgt % irreduzibel() (%j%) = C � l1:F�ur irreduzible % bildet (�j%) somit einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt(T2; T1) := T �2 T1 2 C (1.3)[13℄.1.1.4 StatistikoperatorenF�ur zwei Endomorphismen %; � 2 �t gibt es einen unit�aren lokalen Intertwiner "(%; �) 2(�%j%�), den Statistikoperator [16℄.Die Gesamtheit der Statistikoperatoren "(%; �); %; � 2 �t ist eindeutig bestimmt durhdie Bedingung "(�1; �2)�1(T2)T1 = T2 %2(T1) "(%1; %2) 8 Ti : (�ij%i) (1.4)(Nat�urlihkeit) und die \Anfangsbedingung""(%; �) = l1; � < %; falls dimM = 1 + 1 (1.5)wobei � < % bedeutet, da� � im linken raumartigen Komplement des Lokalisierungsgebietesvon % lokalisiert ist, bzw. "(%; �) = l1; ���%; falls dimM � 1 + 2; (1.6)wobei ���% bedeutet, da� die Tr�ager der beiden Endomorphismen raumartig getrennt sind(s. z.B. [13℄).Aus den obigen Bedingungen folgen die Gleihungen"(%1%2; �) = "(%1; �) %1("(%2; �)) bzw: "(%; �1�2) = �1("(%; �2)) "(%; �1) (1.7)und, da id in jeder Region des Minkowskiraumes lokalisiert ist,"(%; id) = "(id; %) = l1:Insbesondere folgt, da� die Statistikoperatoren der Zopfrelation%3("(%1; %2))"(%1; %3)%1("(%2; %3)) = "(%2; %3)%2("(%1; %3))"(%1; %2) (1.8)gen�ugen.Die Bedingung "(%; �) = l1; % < �;anstelle der Bedingung (1.5) f�uhrte auf die Operatoren "(�; %)�; %; � 2 �t; im h�oherdimensio-nalen Fall (d.h. ohne eine intrinsishe Untersheidung zwishen dem linken und dem rehtenraumartigen Komplement) folgt die Permutationsrelation"(%; �) = "(�; %)� bzw: "(%; �)"(�; %) = l1; falls dimM � 1 + 2:



1.2. ZELLUL�ARE DARSTELLUNG 21Im h�oherdimensionalen Fall f�uhrt somit die Zuordnungti 7! %�%i�1("(%; %)) (1.9)f�ur ein festes %� 2 �t mit der Transposition ti : i $ i + 1 auf eine unit�are Darstellung derPermutationsgruppe ([16℄, Abshnitt 4), im niederdimensionalen Fall f�uhrtbi 7! %�%i�1("(%; %)) (1.10)mit den Erzeugern bi von Artins Zopfgruppe [11℄ auf eine unit�are Darstellung der Zopfgruppe.Diese Darstellung f�ur %� = id hei�t Statistik des Sektors %.1.1.5 Konjugierte EndomorphismenF�ur jedes % 2 �t existiert eine Linksinverse �%, d.h. eine normierte, positive, lineare Abbil-dung, so da� �%(%(A)B%(C)) = A�%(B)C;A;B;C 2 A ([16℄, Lemma 3.4).F�ur jedes % 2 �irrt mit �%("(%; %)) 6= 0 (endlihe Statistik) gibt es einen bereits von der�Aquivalenzklasse [%℄ bis auf �Aquivalenz eindeutig bestimmten konjugierten Endomorphismus% 2 �irrt , so da� ein isometrisher Intertwiner R 2 (%%jid) existiert, d.h. �0 Æ %% enth�alt dieVakuumdarstellung ([16℄, Theorem 3.9). % ist konjugiert zu %.Wir nehmen im folgenden an, da� alle betrahteten Endomorphismen endlihe Statistikhaben und somit ein konjugierter Endomorphismus existiert.Eng mit den Begri�en der Linksinversen und des konjugierten Endomorphismus' verwandtsind die Begri�e der statistishen Dimension und der statistishen Phase; da sie aber f�urdas Folgende niht von direkter Bedeutung sind, verzihten wir an dieser Stelle darauf, sieeinzuf�uhren, und holen dies in Kapitel 2 nah.1.2 Zellul�are Darstellung der Zopf- bzw. der Permutations-gruppeWir f�uhren einen reduzierten Hilbertraum ein, der alle Sektoren mit Vielfahheit 1 enth�alt.Zwishen den Sektoren interpolieren Elemente eines reduzierten Feldb�undels, die bei raum-artigem Abstand quadratishe VR erf�ullen; die R-Matrizen dieser quadratishen VR sinddurh die DHR-Endomorphismen und Intertwiner (insbesondere die Statistikoperatoren) be-stimmt. Auf Produkten gegebener L�ange von Elementen des reduzierten Feldb�undels ist dieZopf- bzw. im h�oherdimensionalen Fall die Permutationsgruppe zellul�ar dargestellt.Bemerkung 1.2.1 Die in diesem Abshnitt zusammengestellten Ergebnisse gehen zur�ukauf Fredenhagen, Rehren und Shroer [12, 13℄.1.2.1 Reduzierter HilbertraumDurh die Einf�uhrung der Endomorphismen oben ergibt sih die M�oglihkeit, niht unit�ar�aquivalente Darstellungen auf demselben Hilbertraum H0 zu beshreiben. Die AbbildungA 3 A 7! (�; �0 Æ %(A)�)(�;�) ;wobei � 2 H0 ist und (�; �) das Skalarprodukt des H0 bezeihnet, ist ein Zustand �uber A. Einsolher Zustand wird o�enbar vollst�andig erst beshrieben durh Angabe des Vektors � 2 H0und des Endomorphismus' %.



22 KAPITEL 1. DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPE IN DER DHR-THEORIEDieses Bild enth�alt einige Redundanz, da alle %0 2 [%℄ auf denselben Zustandsbegri�f�uhren. Wir beseitigen diese Redundanz, indem wir aus jeder Klasse in �irrt einen Repr�asen-tanten ausw�ahlen [13℄; der Repr�asentant von [id℄ sei id. Die Menge dieser Repr�asentantenbezeihnen wir im folgenden mit �red.De�nition 1.2.2 [13℄, 3. Ein generalisierter Zustandsvektor ist ein Paar f%;�g mit % 2�red;� 2 H0. Der reduzierte Hilbertraum Hred istHred := M%2�redH%;wobei f�ur % 2 �red H% := ff%;�g : � 2 H0g � f%;H0gist. Zwishen zwei Elementen von �red gibt es keine Intertwiner, da die zugeh�origen Darstel-lungen irreduzibel und niht �aquivalent sind. Ein Produkt %�%, %�; % 2 �red wird aber imallgemeinen reduzibel sein in Endomorphismen %� 2 �red mit VielfahheitenN%�%�% = N%�%%� = N%�%�% = N%�%�% = N%�%�%;N id%�% = N%%�id = Æ%�%:Somit gibt es f�ur gegebene %�; %; %� 2 �red einen N%�%�%-dimensionalen Intertwinerraum(%�%j%�); da %� irreduzibel ist, handelt es sih hierbei um einen Hilbertraum mit dem Skalar-produkt (1.3). F�ur diese Intertwinerr�aume w�ahlen wir Orthonormalbasen fTeg; der Index eenth�alt Information �uber die Quelle s(e) = [%�℄, die Ladung (e) = [%℄ und das Ziel r(e) = [%� ℄sowie eine Nummerierung bzgl. der gew�ahlten Basis des Intertwinerraumes (%�%j%�). e hei�tein Kanal von der Art (%� ; %; %�). F�ur e; f mit s(e) = s(f) und (e) = (f) giltT �f Te = Æef l1r(e) und Xr(e) TeT �e = l1s(e)(e); (1.11)Falls Ladung oder Quelle trivial sind, w�ahle Te = l1. Ist das Ziel trivial, d.h. % = %�, sow�ahle Te = R% = R%� .1.2.2 Reduziertes Feldb�undelWir f�uhren nun das reduzierte Feldb�undel ein, dessen Elemente zwishen den Sektoren H% �Hred interpolieren.De�nition 1.2.3 [13℄, 3. Der lineare Operator fe;Ag mit e von der Art (%�; %; %�) und A 2 Aist de�niert durhfe;Ag : H%� �! H%� ; fe;Ag f%�;�g := f%�; T �e %�(A)�g : (1.12)Das reduzierte Feldb�undel ist Fred :=Me fe;Ag :fe;Ag hei�t lokalisiert in O, fe;Ag 2 Fred(O), wenn fe;Ag mit allen Observablen kommu-tiert, die im kausalen Komplement von O lokalisiert sind,(�0 Æ %�(B)) fe;Ag = fe;Ag (�0 Æ %�(B)) 8B 2 A(O0):



1.2. ZELLUL�ARE DARSTELLUNG 23Observable sind o�enbar Elemente aus Fred mit trivialer Ladung.Eine gewisse Willk�ur birgt nat�urlih die Auswahl der Repr�asentanten % aus den jeweiligen�Aquivalenzklassen; wegen der unit�aren �Aquivalenz aller Darstellungen in einer Klasse f�uhrteaber eine andere Wahl der Repr�asentanten nur auf zu den urspr�unglihen unit�ar �aquivalenteGr�o�en, �anderte also im wesentlihen nihts. F�ur eine gegebene Wahl von �red transformierensih die fe;Ag kontravariant unter einem Wehsel der Basis fTeg [13℄.1.2.3 Pfade und PfadintertwinerDas Produkt fe2; A2g fe1; A1g mit e2 von der Art (% ; %2; %�), e1 von der Art (%�; %1; %�) istgegeben durh(fe2; A2g fe1; A1g) f%�;�g := fe2; A2g (fe1; A1g f%�;�g) = �% ; T �e2T �e1%�(%1(A2)A1)�	 ;f�ur s(e2) 6= r(e1) setzen wir fe2; A2g fe1; A1g = 0. H�ohere Produkte sind entsprehend erkl�art.Ein Produkt fen; Ang � � � fe1; A1g de�niert einen Pfad � = enÆ� � �Æe1; r(ei) = s(ei+1) durhdie Menge der Sektoren (Abb. 1.1). Bei der mehrmaligen Anwendung von (1.12) entstehen
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Abbildung 1.1: Der von fe5; A5g � � � fe1; A1g de�nierte Pfad durh die Menge der Sektoren(in der Abbildung durh Punkte symbolisiert)Pfadintertwiner T� = Te1 Æ � � � Æ Ten ; f�ur feste r(en) = %�; (ei) = %i; s(e1) = %� und freier(ei) = s(ei+1); i = 1; : : : ; n� 1 bilden dieT� = Te1 � � � Ten : %� �! %�%1 � � � %neine Orthonormalbasis des Intertwinerraumes (%�%1 � � � %nj%�).1.2.4 Quadratishe VR der Elemente von FredEine Basis des Intertwinerraumes (%�%1 � � � %nj%�%01 � � � %0m) wird gebildet von denTe1 � � � TenT �fm � � � T �f1mit s(e1) = %�; (ei) = %i; (fi) = %0i; s(f1) = %� und freien s(ei) = r(ei�1); r(en) =r(fm); s(fi) = r(fi�1) sonst.



24 KAPITEL 1. DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPE IN DER DHR-THEORIEDie Statistikoperatoren "(%1; %2) besitzen somit eine eindeutige Entwiklung (Bezeihnun-gen wie oben, %� = %�;m = n = 2; %0i = %i)%� ("(%1; %2)) = Xe1Æe2;f2Æf1Re1Æe2f2Æf1(+) � Te2Te1T �f2T �f1 ; (1.13)und %� ("(%2; %1)�) = Xe1Æe2;f2Æf1Re1Æe2f2Æf1(�) � Te2Te1T �f2T �f1 :Im h�oherdimensionalen Fall ist "(%1; %2) = "(%2; %1)�, d.h. R(+) = R(�) � R.F�ur die Elemente des reduzierten Feldb�undels folgen daraus leiht die quadratishen VRfe1; A1g fe2; A2g = Xf2Æf1Re1Æe2f2Æf1(+) � ff2; A2g ff1; A1g ;falls fe1; A1g im rehten kausalen Komplement von fe2; A2g lokalisiert ist, bzw.fe1; A1g fe2; A2g = Xf2Æf1Re1Æe2f2Æf1(�) � ff2; A2g ff1; A1g ;falls fe1; A1g im linken kausalen Komplement von fe2; A2g lokalisiert ist; im h�oherdimensio-nalen Fall ist entsprehendfe1; A1g fe2; A2g = Xf2Æf1Re1Æe2f2Æf1 � ff2; A2g ff1; A1g ; (1.14)falls die Lokalisierungsgebiete von fe2; A2g und fe1; A1g raumartig getrennt sind.1.2.5 Zellul�are DarstellungenF�ur Produkte von n Elementen des reduzierten Feldb�undels folgt aus den obigen quadrati-shen VR (� wie oben, � = fn Æ � � � Æ f1)fen; Ang � � � fei; Aig fei+1; Ai+1g � � � fe1; A1g= X� �D�i ��;� � ffn; Ang � � � ffi+1; Ai+1g ffi; Aig � � � ff1; A1g (1.15)mit �D�i ��;� := Æen;fn � � � Æei+2;fi+2 �ReiÆei+1fi+1Æfi(�) � Æei�1;fi�1 � � � Æe1;f1 ; (1.16)falls fei; Aig im rehten/linken kausalen Komplement von fei+1; Ai+1g lokalisiert ist, bzw.entsprehend im h�oherdimensionalen Fall.F�ur (ei) = (fi) � %; i = 1; : : : ; n folgt aus (1.8) undRe1Æe2f2Æf1(+) = T �e1T �e2%� ("(%1; %2)) Tf1Tf2(s. (1.13)) und entsprehend f�urR(�); R, da� die MatrizenDi; i = 1; : : : ; n�1 eine Darstellungder Zopfgruppe Bn bzw. im h�oherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe Pn bilden (s.a.(1.10) bzw. (1.9)).



1.3. DAS DR-REKONSTRUKTIONSTHEOREM 25De�nition 1.2.4 Eine Darstellung der jeweiligen Vertaushungsgruppe (Bn, Pn oder sp�aterBPn) auf Produkten von Feldern, die zwishen geeigneten Unterr�aumen interpolieren (wiebeispielsweise die Elemente von Fred in (1.15) zwishen vershiedenen Sektoren), mit MatrizenDi, die wie in (1.16) aus den R-Matrizen quadratisher VR dieser interpolierenden Felderaufgebaut sind, hei�t zellul�ar.Bemerkung 1.2.5 Die Zellularit�at ist eine basisabh�angige Eigenshaft, d.h. �aquivalenteDarstellungen m�ussen niht zugleih zellul�ar oder niht-zellul�ar sein. In Teil III etwa ge-ben wir eine niht-zellul�are Darstellung der BP2n in einer bestimmten Basis an und zeigendann, da� diese in einer anderen Basis zellul�ar ist.Dieser Begri�sbildung liegt folgende Vorstellung zugrunde: Ein Produkt interpolierenderFelder de�niert einen Pfad durh die Menge der jeweiligen Unterr�aume (s.o.). Nihtvershwin-dende Matrixelemente gibt es wegen der speziellen Form (1.16) der Darstellungsmatrizen nurzwishen solhen Produkten, deren Pfade sih h�ohstens in einem Teilst�uk der L�ange 2 un-tersheiden; die beiden untershiedlihen Teilst�uke gleihen Anfangs- und Endpunktes bildeneine Zelle (Abb. 1.2).
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Abbildung 1.2: Die Pfade enÆ� � �ÆeiÆei+1Æ� � �Æe1 und fnÆ� � �Æfi+1ÆfiÆ� � �Æf1 untersheiden sihnur in einem Teilst�uk der L�ange 2; die beiden untershiedlihen Abshnitte gleihen Anfangs-und Endpunktes bilden eine Zelle.1.3 Besonderheit im Permutationsfall:Das DR-Rekonstruktionstheorem und seine FolgenWir zeigen, wie sih im Permutationsfall die R-Matrizen auh ohne Verwendung der DHR-Intertwiner bestimmen lassen aus den Clebsh-Gordan-KoeÆzienten einer kompakten Eih-gruppe G, die durh Automorphismen �g; g 2 G auf einer Feldalgebra F dargestellt ist, soda� A = fA 2 F : �gA = A8g 2 Gg � FG :Wenn wir in Kapitel 7 f�ur das konforme verallgemeinerte freie Feld f�ur geeignete Austaush-komponenten quadratishe VR in zeit- und raumartiger Rihtung angeben, aus denen Ma-trizen einer zellul�aren Darstellung der in Kapitel 3 abstrahierten Vertaushungsgruppe BP2n



26 KAPITEL 1. DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPE IN DER DHR-THEORIEgebildet werden, zeigt die Leitidee unserer dortigen Konstruktion gewisse (bisweilen etwasentfernte) Analogien zu der Vorgehensweise dieses Abshnittes.1.3.1 Das DR-RekonstruktionstheoremIn der DHR-Theorie der Superauswahlsektoren l�a�t sih im h�oherdimensionalen Fall (die Sta-tistikoperatoren bilden eine Darstellung der Permutationsgruppe) beobahten, da� die Supe-rauswahlsektoren sih klassi�zieren lassen durh die �Aquivalenzklassen irreduzibler Darstel-lungen einer bis auf Konjugation eindeutig bestimmten kompakten Gruppe G, der Eihgruppeoder der Gruppe der inneren Symmetrien. Ende der ahtziger Jahre konnten Dopliher undRoberts die Existenz einer solhen Gruppe aus den \�rst priniples" der Quantenfeldtheoriezeigen [19, 20℄.Theorem 1.3.1Gegeben sei eine einfahe C�-Algebra A mit Endomorphismen und Intertwinern wie oben; dieStatistikoperatoren bilden eine Darstellung der Permutationsgruppe. Dann gibt es eine bis aufKonjugation eindeutig bestimmte kompakte Gruppe G, die Eihgruppe, und eine Einbettungvon A in eine Feldalgebra F (s.u.), auf der G durh Automorphismen dargestellt ist, so da�A = FG .Im niederdimensionalen (Zopf-) Fall gilt dieses Theorem niht; dort bleibt zur Bestim-mung der R-Matrizen nur der Weg �uber die DHR-Endomorphismen und Intertwiner. F�ur denh�oherdimensionalen Fall zeigen wir im folgenden, beginnend mit der Feldalgebra F und derEihgruppe G, wie die R-Matrizen sih aus den Clebsh-Gordan-KoeÆzienten von G bereh-nen lassen.1.3.2 Feldalgebra und EihgruppeFeldalgebren sind von Dopliher und Roberts z.T. mit Haag bereits um das Jahr 1970 studiertworden. Ihre Eigenshaften sind �ahnlih denen der Observablenalgebren A (s. z.B. [14, 29℄);insbesondere wird jedem Doppelkegel O 2 M eine C�-Algebra F(O) mit Einselement zuge-ordnet, der Abshlu� der Vereinigung aller F(O) ist eine C�-Algebra F,F :=[O F(O)k�k:Wesentlih f�ur uns sind vor allem zwei Untershiede:1. Neben der Poinar�egruppe ist eine kompakte Gruppe G, die Eihgruppe oder Grup-pe der inneren Symmetrien durh Automorphismen �g; g 2 G auf F dargestellt. DieFeldalgebren der Doppelkegel sind invariant unter G,�gF(O) = F(O) 8g 2 G; F(O) � F:Die inneren Symmetrien kommutieren mit den Poinar�etransformationen,�g�L = �L�g 8g 2 G; L 2 P: (1.17)2. Es sind auh fermionishe Felder zugelassen, die bei raumartigen Abst�anden antikom-mutieren. Genauer: Es gibt ein k 2 G; k2 = l1, bez�uglih dessen sih jedes F 2 F in einen



1.3. DAS DR-REKONSTRUKTIONSTHEOREM 27geraden Anteil F+ mit k(F+) = F+ und einen ungeraden Anteil F� mit k(F�) = �F�zerlegen l�a�t; sind F (1)� in O1 und F (2)� in O2 lokalisiert mit O1 � O02, so gilthF (1)+ ; F (2)+ i = hF (1)� ; F (2)� i+ = hF (1)+ ; F (2)� i = 0:Als Observable de�nieren wir die unter G invarianten (eihinvarianten) Elemente derFeldalgebren, A(O) := fA 2 F(O) : �gA = A 8g 2 Gg :Aus den Eigenshaften der Felder folgen die Lokalit�at und die Poinar�e-Kovarianz des Obser-vablen-Netzes. Wie �ublih benutzen wir die BezeihnungA :=[O A(O) k�k = FG:Wir nehmen nun an, da� es einen eindeutigen Poinar�e-invarianten Vakuumzustand ! aufF gebe, so da� die via GNS erhaltene Darstellung �(F) (die Vakuumdarstellung der Felder) aufdem Hilbertraum H (dem Vakuumhilbertraum der Felder) irreduzibel sei. Wie oben existierteine unit�are Darstellung der Poinar�etransformationen U(P) auf H. Wegen (1.17) ist mit! auh ! Æ �g f�ur alle g 2 G Poinar�e-invariant, und aus der Eindeutigkeit von ! folgt! Æ�g = !; ! ist somit a fortiori auh eihinvariant, und es existiert eine unit�are Darstellungder Eihgruppe U(G) auf H (ungebrohene Eihsymmetrie).1.3.3 Zerlegung von H in Darstellungsr�aume von AShr�ankt man die irreduzible Darstellung � von F auf die Unteralgebra A ein, so ist siei.a. reduzibel: Ist die Darstellung U(G) niht-trivial, so projiziert wegen der Eihinvarianzder Observablen jeder Projektor im Ring U(G)00 = �(A)0 auf einen unter �(A) invariantenUnterraum des Darstellungsraumes H; minimale Projektoren in U(G)00 projizieren auf dieR�aume irreduzibler Unterdarstellungen von �(A).Da G kompakt ist, ist U(G)00 isomorph zur direkten Summe endlihdimensionaler Matrix-algebren ([30℄, IV x2.5): Bezeihnen wir die �Aquivalenzklassen der irreduziblen Unterdarstel-lungen von G in U mit %, die Dimension einer Darstellung in der Klasse % mit d% < 1 undden Ring der komplexwertigen d% � d%-Matrizen Md% mitMd% , so giltU(G)00 �=M% Md% :Zwei irreduzible Unterdarstellungen von �(A) sind genau dann �aquivalent, wenn die zugeh�ori-gen minimalen Projektoren in U(G)00 zur selben Matrixalgebra geh�oren.H zerf�allt somit gem�a� H �=M% H0% 
H% �=M% C d% 
H%; (1.18)wobei �(A)jH0%
H% �= l1Cd% 
 �%(A) 8A 2 Aund U(g)jH0%
H% �=Md%(g)
 l1H% 8g 2 G



28 KAPITEL 1. DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPE IN DER DHR-THEORIEMit Hilfe der besonderen strukturellen Eigenshaften der Quantenfeldtheorie zeigt man,da� auf dem Vakuumraum der FelderH alle �Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen vonG dargestellt sind ([14℄, Theorem 3.6). Auf Hred := �%H% tritt jede irreduzible Darstellung�% von A mit der Vielfahheit 1 auf; die Vielfahheit d% dieser Darstellung auf H ist in derDimension von H0% �= C d% kodiert.Die triviale Darstellung der Eihgruppe korrespondiert zum Vakuumhilbertraum der Ob-servablen H0 := �(A)
;wobei 
 der zyklishe Vektor in der GNS-Konstruktion zum Vakuumzustand ! ist. Die Dar-stellung �0(A) := �(A)jH0nennen wir die Vakuumdarstellung der Observablen (jeweils im Untershied zur Vakuum-darstellung �(F) und dem Vakuumraum H der Feldalgebra F). Wie oben identi�zieren wirA � �0(A).1.3.4 EihmultiplettsDie von den minimalen Orthogonalprojektoren in U(G)00 bestimmten irreduziblen Unterdar-stellungen �%(A) von �(A) erf�ullen das DHR-Kriterium (1.1) ([14℄, Theorem 6.1), und dieVakuumdarstellung �0 ist Haag-dual ([14℄, Theorem 4.1); das ist der Ausgangspunkt derDHR-Theorie (s.o.).Die Superauswahlsektoren �% lassen sih somit durh lokalisierte Endomorphismen % 2�red beshreiben. \Neu" im Vergleih zu den vorigen Abshnitten ist, da� diese Endomor-phismen durh einen Hilbertraum von Isometrien2H% = n	(%) 2 B(H) : 	(%)A = %(A)	(%) 8A 2 Aoimplementiert werden ([29℄, Abshnitte 2 und 3), wobei B(H) die Menge der beshr�anktenOperatoren auf H bezeihnet. Sind die Lokalisierungsgebiete von %1; %2 raumartig getrennt,so gilt 	(%1)	(%2) = �	(%2)	(%1); 	(%i) 2 H%i ; %1��%2: (1.19)H% transformiert sih unter der Darstellung U% der Eihgruppe. Die Basisvektoren n	(%)i od%i=1von H% (Eihmultipletts) lassen sih so w�ahlen, da� die Beziehungen	(%)�i 	(%)j = Æij l1; d%Xi=1 	(%)i 	(%)�i = l1 und ��	(%)i 	(%0)�i0 � = 1d% Æ%%0Æii0 l1 (1.20)gelten, wobei � die Mittelung �uber G bzgl. des invarianten Haarma�es d� der Eihgruppebezeihne3. Weiter gilt %(A) = d%Xi=1 	(%)i A	(%)�i(s.a. [20℄).2D.h. einen Unterraum H der beshr�ankten Operatoren auf H, so da� jedes Element von H Vielfaheseiner Isometrie ist.3Ein solhes Haarma� existiert wegen der Kompaktheit von G [30℄.



1.3. DAS DR-REKONSTRUKTIONSTHEOREM 291.3.5 IntertwinerWir dr�uken die Intertwiner Te mit e von der Art (�; %0; �) aus durh Elemente der Eihmul-tipletts von oben. Dazu setzen wir in der Intertwinergleihung (1.2) % = � und � = �%0 underhalten (wir shreiben wieder % anstelle von %0)Te Xk 	(�)k A	(�)�k ! = 0�Xi;j 	(�)i 	(%)j A	(%)�j 	(�)�i 1ATe;das wird o�enbar gel�ost vonTe =Xi;j;k e(ijjk)	(�)i 	(%)j 	(�)�k ; e(ijjk) 2 C : (1.21)Da die Te eihinvariant sind, m�ussen die KoeÆzienten e(ijjk) die Clebsh-Gordan-KoeÆzien-ten der Eihgruppe G sein (s. z.B. [21℄).Wir formulieren noh ein Lemma, das uns bei der Berehnung der R-Matrizen von Nutzensein wird:Lemma 1.3.2Es gilt 	(%)�j 	(�)�i =X� Xk e(ijjk)	(�)�k T �emit e(ijjk) = d���	(�)k 	(%)�j 	(�)�i � Te:Beweis.Multipliziert man (1.21) von links mit 	(%)�j 	(�)�i , so erh�alt man	(%)�j 	(�)�i Te =Xk e(ijjk)	(�)�k ; (1.22)Mulitplikation von rehts mit T �e und Summation aller dieser Gleihungen f�ur alle in �%enthaltenen � f�uhrt wegen der Vollst�andigkeit (1.11) auf die erste Gleihung des Lemmas.Die Form der e(ijjk) folgt aus (1.22) durh Multiplikation von links mit 	(�)k und Mit-telung �uber die Eihgruppe, wenn man (1.20) und die Eihinvarianz der Intertwiner Te 2 Aber�uksihtigt. �Bemerkung 1.3.3 Die Form der e(ijjk) ist konsistent damit, da� die KoeÆzienten kom-plexe Zahlen sind: ��	(�)k 	(%)�j 	(�)�i � Te sind Intertwiner von � nah � und somit komplexeVielfahe der l1, da � irreduzibel ist. Die erste Gleihung im Lemma verdeutliht die Rolleder e(ijjk) als Clebsh-Gordan-KoeÆzienten von G: 	(%)�j 	(�)�i transformiert sih unter deri.a. reduziblen Darstellung U%(G) 
 U�(G), die Terme in der Zerlegung auf der rehten Seitetransformieren sih unter irreduziblen Darstellungen U�(G).Korollar 1.3.4 Es gilt 	(�)i 	(%)j =X�;k e(ijjk)Te	(�)k :



30 KAPITEL 1. DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPE IN DER DHR-THEORIE1.3.6 Berehnung der R-MatrizenWir berehnen die R-Matrizen aus (1.14) bzw. der (1.13) im h�oherdimensionalen Fall ent-sprehenden Gleihung. Dazu weisen wir zun�ahst darauf hin, da� die Statistikoperatorengegeben sind durh "(%1; %2) = �Xj;k 	(%2)k 	(%1)j 	(%2)�k 	(%1)�j :Man �uberpr�uft leiht, da� diese Operatoren der Gleihung (1.4) und der Anfangsbedingung(1.6) gen�ugen, wenn das Vorzeihen auf der rehten Seite das Vorzeihen der Vertaushungder 	 bei raumartigem Abstand (1.19) ist; ebenso sieht man leiht, da� die Permutationsei-genshaft "(%1; %2) = "(%2; %1)� erf�ullt ist. O�enbar ist also%�("(%1; %2)) = �Xi;j;k	(%�)i 	(%2)k 	(%1)j 	(%2)�k 	(%1)�j 	(%�)�i : (1.23)Lemma 1.3.5Es gilt %�("(%1; %2)) = Xe1Æe2;f2Æf1Re1Æe2f2Æf1 � Te2Te1T �f2T �f1 ;f�ur das Matrixelement Re1Æe2f2Æf1 = T �e1T �e2%�("(%1; %2))Tf1Tf2 gilt dabeiRe1Æe2f2Æf1 = � 1dr(f2) Xi;j;kl;m;n e2(ikjn)e1(njjm)f1(ijjl)f2(lkjm):Beweis.Anwenden von Lemma 1.3.2 bzw. Korollar 1.3.4 auf Gleihung (1.23) ergibt%�("(%1; %2)) = � Xi;j;kX�;l;m f1(ijjl)f2 (lkjm)	(%�)i 	(%2)k 	(%1)j 	()�m T �f2T �f1= � Xi;j;kX�;l;mÆ;n�;o e2(ikjn)e1(njjo)f1(ijjl)f2(lkjm)Te2Te1	(�)o 	()�m T �f2T �f1(1.24)mit f2 von der Art (; %2; �); f1 von der Art (�; %1; %�) und e2 von der Art (Æ; %2; %�); e1 vonder Art (�; %1; Æ).%�("(%1; %2)) als Intertwiner ist eihinvariant; insbesondere ist%�("(%1; %2)) = � (%�("(%1; %2))) :Bilden des Mittels auf der rehten Seiten der vorigen Gleihung f�uhrt mit��	(�)o 	()�m � = 1d Æ�Æomauf%�("(%1; %2)) = �Xe1Æe2f2Æf1 0B� 1dr(f2) Xi;j;kl;m;n e2(ikjn)e1(njjm)f1(ijjl)f2 (lkjm)1CA Te2Te1T �f2T �f1 : �



Kapitel 2Tensorielle KategorienDie in Abshnitt 1.1 beshriebene Struktur ist die einer tensoriellen Kategorie1 [19, 31℄; dieObjekte der Kategorie sind die DHR-Endomorphismen, die Pfeile zwishen den Objektendie Intertwiner, das Tensorprodukt zwishen Objekten ist die Komposition von Endomor-phismen. Im niederdimensionalen Fall sind die Statistikoperatoren der DHR-Theorie Stati-stikoperatoren einer gezopften tensoriellen Kategorie, im h�oherdimensionalen Fall einer sym-metrishen tensoriellen Kategorie. Der Begri� der tensoriellen Kategorie h�alt eine nat�urliheSprahe und ein geometrishes Verst�andnis zur Untersuhung von Vertaushungsrelationenbereit. Wir f�uhren diesen Begri� ein zur sp�ateren Verwendung in Kapitel 5.2.1 De�nitionen und Begri�eGegeben sei eine Kategorie T mit Objekten %; �; : : :. Den Raum der Pfeile von % nah �bezeihnen wir mit (�j%); es handele sih um einen komplexen Banahraum. l1% 2 (%j%) seidie Identit�at auf %. Zwishen diesen Banahr�aumen gebe es eine bilineare Komposition Æ mitkT Æ Sk(� j%) � kTk(� j�) � kSk(�j%); T 2 (� j�); S 2 (�j%). Weiter gebe es einen antilinearen,kontravarianten und involutiven Funktor �,� : T �! T : (�j%) 3 T 7! T � 2 (%j�)der auf den Objekten als die Identit�at wirke. Die Banahraum-Norm erf�ulle kR� ÆRk = kRk2;dann handelt es sih um eine C�-Kategorie.Wir sagen, da� T Unterobjekte hat, wenn es zu einem gegebenen (selbstadjungierten)Projektor P 2 (%j%) ein Objekt � 2 T und eine Isometrie V 2 (%j�) gibt, die P = V Æ V �erf�ullt. Weiter sagen wir, da� T (endlihe) direkte Summen habe, wenn f�ur gegebene Objekte%1; %2; : : : ; %n ein � 2 T und Isometrien Vi 2 (� j%i) existieren, so da�nXi=1 Vi Æ V �i = l1�gilt. Ein Objekt, das sih niht in Unterobjekte zerlegen l�a�t, hei�t irreduzibel.Es gebe weiterhin einen assoziativen bilinearen Bifunktor 
 : T � T �! T ,(%; �) 7! %
 �;1In der Literatur �ndet sih bisweilen auh der Begri� einermonoidalen anstelle einer tensoriellen Kategorie.31



32 KAPITEL 2. TENSORIELLE KATEGORIENund f�ur T 2 (�j%); T 0 2 (�0j%0)(T; T 0) 7! T 
 T 0 2 (� 
 �0j%
 %0);mit einem irreduziblen Einselement id,id
 % = %
 id = % 8% 2 T und l1id 
 T = T 
 l1id = T:
 kommutiere mit �, (T 
 T 0)� = T � 
 T 0�;und es gelte2 (S Æ T )
 (S0 Æ T 0) = S 
 S0 Æ T 
 T 0: (2.1)Im folgenden verwenden wir der Einfahheit halber und zugunsten der Konsistenz mit derNotation aus Kapitel 1 meistens die Notation %1%2 � %1 
 %2 und shreiben T anstelle vonT 
 l1% sowie %(T ) anstelle von l1% 
 T .De�nition 2.1.1 Eine C�-Kategorie mit einem bilinearen Bifunktor 
 wie oben beshriebenhei�t monoidale oder tensorielle C�-Kategorie.Es gebe zu jedem Paar von Objekten %; � 2 T einen unit�aren Pfeil "(%; �) 2 (�%j%�) (denStatistikoperator), so da� die Gesamtheit der Pfeile "(%; �); %; � 2 T den Gleihungen (1.4)und (1.7) gen�uge. Die Gleihung (1.4) gewinnt unter Verwendung der Identit�at (2.1) die Form"(�1; �2) Æ T1 
 T2 = T2 
 T1 Æ "(%1; %2); Ti 2 (�ij%i):Weiterhin gelte f�ur alle % 2 T9 % 2 T ; R 2 (%%jid); R 2 (%%jid) mit R� Æ %(R) = l1% ^ R� Æ %(R) = l1%: (2.2)O�enbar ist % = %. % wird das zu % konjugierte Objekt genannt.De�nition 2.1.2 Eine tensorielle C�-Kategorie T , in der zu jedem Objekt % 2 T ein konju-giertes Objekt % 2 T existiert, mit Statistikoperatoren "(%; �) wie oben beshrieben nennenwir gezopfte C�-Kategorie. Gilt zus�atzlih noh f�ur alle Statistikoperatoren"(�; %) Æ "(%; �) = l1%�; (2.3)so hei�t T eine symmetrishe C�-Kategorie. Zur besseren Untersheidung bezeihnen wirsymmetrishe Statistikoperatoren (mit (2.3)) im folgenden mit �(%; �), \nur" gezopfte Stati-stikoperatoren (ohne (2.3)) mit �(%; �).Bemerkung 2.1.3 �Ubliherweise de�niert man die symmetrishe oder gezopfte tensorielleKategorie ohne Bezug auf konjugierte Objekte und nennt eine symmetrishe oder gezopftetensorielle Kategorie, in der zu jedem Objekt ein konjugiertes existiert, eine symmetrisheoder gezopfte tensorielle Kategorie mit konjugierten Objekten (s. z.B. [19℄). Wir shr�ankenuns im folgenden auf Kategorien mit konjugierten Objekten ein und bezeihnen der Einfah-heit diese als gezopfte oder symmetrishe tensorielle Kategorien. Auf dem Level der DHR-Endomorphismen und Intertwiner bedeutet das, da� wir nur Endomorphismen mit endliherStatistik zulassen (s. Abshnitt 1.1.5).2Wir folgen der Konvention, da� \
" vor \Æ" ausgewertet wird.



2.2. GRAPHISCHE NOTATION 332.2 Graphishe NotationEs gibt im Umfeld der symmetrishen bzw. gezopften tensoriellen C�-Kategorien eine graphi-she Notation, die ein geometrishes Verst�andnis der Strukturen erlaubt (s. [32℄ und [33, 34℄).Grunds�atzlih sind die auftretenden Diagramme \von oben nah unten" zu lesen. Dabeiwird ein Intertwiner T 2 (�1 � � � �mj%1 � � � %n) (ein Pfeil im Sinne der Kategorie) durh einenKasten dargestellt, in den Pfeile %1 : : : %n hinein- und aus dem Pfeile �1 : : : �m herausgehen;der Kasten wird mit T gekennzeihnet, wenn der entsprehende Intertwinerraum mehrdimen-sional ist (Abb. 2.1). Rehts davon k�onnen beliebige Pfeile, K�asten o.�a. stehen; ein Pfeil �
T
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Abbildung 2.1: T 2 (�1 � � � �mj%1 � � � %n)rehts etwa entspriht der Operation �
 l1� , d.h. der identishen Einbettung (�j%) ,! (�� j%�).Ist links ein Pfeil � , entspriht das �(T ) (Abb. 2.2).
T

ρ ρ ρ ρ

σ σ σ σ

1 2 n3

m1 2 3

...

...

τ

Abbildung 2.2: �(T )Ein Intertwiner T 2 (�� j%) wird durh einen Pfeil symbolisiert, der sih in zwei Pfeileaufspaltet; der Punkt der Aufspaltung wird mit dem Namen des Intertwiners gekennzeihnet.Der adjungierte Intertwiner T � 2 (%j��) wird entsprehend dargestellt (Abb. 2.3).Ein konjugiertes Objekt wird wie jedes andere durh einen entsprehend gekennzeihnetenPfeil dargestellt; au�erdem kann ein Objekt aber auh durh einen \r�ukw�arts" laufendenPfeil des konjugierten Objektes symbolisiert werden. Verzihtet man weiter darauf, f�ur einR 2 (%%jid), das die Konjugationsgleihungen (2.2) l�ost, den einlaufenden Pfeil id zu zeihnen,so ergibt sih die in Abb. 2.4 dargestellte graphishe Identit�at.�(%; �) wird durh zwei gekreuzte Pfeile dargestellt, wobei der Pfeil von links oben nah
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σ τ
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σ τ

ρ
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Abbildung 2.3: T 2 (�� j%) und T � 2 (%j��)
ρ ρ

ρρ= =

id

Abbildung 2.4: R 2 (%%jid)rehts unten �uber dem anderen verl�auft; bei �(%; �)� verh�alt es sih genau andersherum,und f�ur die Statistikoperatoren �(%; �) in symmetrishen Kategorien werden beide Pfeiledurhgezogen. (Abb. 2.5). Gleihung (1.8) ist in Abb. 2.6 dargestellt.
ρ σ ρ ρ σ

β β τ*

σ

Abbildung 2.5: Die Operatoren �(%; �), ��(%; �) im gezopften sowie �(%; �) im symmetrishenFall2.3 Statistishe DimensionEigenshaften der symmetrishen und der gezopften tensoriellen Kategorien shr�anken dieM�oglihkeit stark ein, von einer Kategorie erzeugte Darstellungen der Pn und der Bn zu�nden, die sind im Sinn der zeit- und raumartigen VR kompatibel sind (s. Abshnitt 0.2 derEinf�uhrung o. Kapitel 3). Wir skizzieren dieses Problem und deuten einen m�oglihen Auswegan.2.3.1 De�nition der statistishen Dimension und der statistishen PhaseWir f�uhren zun�ahst die Begri�e der statistishen Dimension und der statistishen Phase ein,die wir in Kapitel 1 ausgelassen hatten.
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ρ ρ 321 ρ ρ ρ1 2 3ρ
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Abbildung 2.6: Die Gleihung (1.8)De�nition 2.3.1 [31℄ F�ur R 2 (%%jid) und R 2 (%%jid), die der Konjugationsgleihung (2.2)gen�ugen, de�nieren wir die statistishe Dimension eines Objektes % 2 T durhd(%) := R� Æ R = R� Æ R = d(%): (2.4)F�ur ein irreduzibles Objekt % 2 T ist diese De�nition eindeutig, f�ur ein reduzibles fordernwir, da� d(%) minimal sein soll (dieses Minimum existiert).Lemma 2.3.2[19℄, Korollar 2.4 und Korollar 2.8Es gelten d(%2%1) = d(%2)d(%1) sowied nMi=1 %i! = nXi=1 d(%i):De�nition 2.3.3 F�ur ein R 2 (%%jid), das der Konjugationsgleihung (2.2) gen�ugt, de�nie-ren wir die Statistikphase3 eines Objektes % 2 T durh�(%) := d(%) �R� Æ %("(%; %)) Æ R: (2.5)F�ur irreduzible % 2 T sind d(%) und �(%) bereits durh die �Aquivalenzklasse [%℄ festgelegt.Um den Zusammenhang mit Abshnitt 1.1.5 zu kl�aren, weisen wir darauf hin, da��% : A 7! R�%(A)R3Da� es sih f�ur irreduzible Objekte wirklih um eine Phase handelt, wird in [31℄, Abshnitt 4 gezeigt; f�urein reduzibles Objekt % ist �(%) = P� �(�)P�, wobei die P� die minimalen Orthogonalprojektoren in (%j%)sind und �(�) die Statistikphasen der korrespondierenden irreduziblen Objekte.



36 KAPITEL 2. TENSORIELLE KATEGORIENeine Linksinverse von % ist. F�ur irreduzible % 2 T ist0 6= �%("(%; %)) = 1d(%)�(%)wegen j�(%)j = 1 �aquivalent zu d(%) 6=1; das motiviert die oben etwas eigenwillige Begri�s-bildung \endlihe Statistik".2.3.2 Statistishe Dimension in symmetrishen und in gezopften tensori-ellen KategorienLemma 2.3.4[19℄, Korollar 2.15Die statistishe Dimension eines Objektes % in einer symmetrishen tensoriellen Kategorie isteine nat�urlihe Zahl, d(%) 2 N; ist % irreduzibel, so gilt f�ur die Statistikphase �(%) = �1.F�ur eine gezopfte tensorielle Kategorie (ohne (2.3)) ist das im allgemeinen niht der Fall[31℄. Zwar gilt auh hier d(%) � 18% 2 T , aber anstelle der Ganzzahligkeit existieren nihtli-neare Constraints an die Dimensionen und Statistikphasen, die nur in Ausnahmef�allen explizitgel�ost werden k�onnen und i.a. keine ganzzahligen Dimensionen zulassen.2.3.3 Konsequenzen von Lemma 2.3.4Eine symmetrishe tensorielle Kategorie erzeugt via (1.9) zellul�are Darstellungen der Per-mutationsgruppe (n�amlih gerade die Statistikoperatoren in der durh die Pfade indiziertenBasis der Intertwinerr�aume, s. Abshnitt 1.2), eine gezopfte tensorielle Kategorie erzeugt via(1.10) zellul�are Darstellungen der Zopfgruppe. Im Kontext der zeit- und raumartigen VRsind wir an zellul�aren Darstellungen der BPn interessiert, die sowohl die Pn als auh die Bnals Untergruppe enth�alt, wobei die Erzeuger dieser beiden Untergruppen gewisse Konsistenz-relationen untereinander erf�ullen (s. Abshnitt 0.2 oder f�ur eine exakte De�nition der BPnKapitel 3). Eine DHR-artige Darstellung dieser Gruppe, die von einer gezopften und symme-trishen tensoriellen Kategorie erzeugt wird, sollte aus einer Darstellung der Zopfgruppe,bi 7! l1%� 
 %i�1 
 �(%; %) 
 %n�i�1 = %�%i�1(�(%; %));und einer Darstellung der Permutationsgruppe,ti 7! l1%� 
 %i�1 
 �(%; %)
 %n�i�1 = %�%i�1(�(%; %));bestehen, die die in Kapitel 3 abstrahierten Konsistenzrelationen erf�ullen (Kompatibilit�at derZopf- und der Permutationsgruppendarstellung). Diese Konsistenzrelationen bedeuten somitRestriktionen an die �(%; %) und �(%; %) der Kategorie.Die Symmetrie der Kategorie erfordert ganzzahlige statistishe Dimension der Objekte,was vom Standpunkt der gezopften Statistikoperatoren aus ein unnat�urliher Constraint ist.Die Darstellungen der Zopfgruppe, die von der Kategorie erzeugt werden, sind dann sehrstark eingeshr�ankt. Als Ausweg aus diesem Dilemma bietet es sih an, die Forderung nahNat�urlihkeit (1.4) entweder f�ur die symmetrishen oder f�ur die gezopften Statistikoperato-ren abzushw�ahen und sie durh eine geeignete Auswahl ihrer Konsequenzen zu ersetzen:M�ussen die � niht nat�urlih sein, so werden die oben erw�ahnten nihtlinearen Constraints



2.3. STATISTISCHE DIMENSION 37abgeshw�aht; es ist zu kl�aren, ob eine geeignete Abshw�ahung existiert, die ganzzahlige Di-mensionen zul�a�t, so da� die zugeh�origen \gezopften Statistikoperatoren" nihttriviale Dar-stellungen der Bn � BPn erzeugen4. Verlangt man von den � keine Nat�urlihkeit, so brihtder Beweis von Lemma 2.3.4 zusammen, und der Constraint d(%) 2 N f�allt weg.Nun ist die Nat�urlihkeit auf dem Level der Endomorphismen und Intertwiner eine Fol-ge der Haag-Dualit�at; Haag-Dualit�at aber werden wir im allgemeinen niht in raum- undzeitartiger Rihtung vor�nden, was die Abshw�ahung einer Nat�urlihkeit rehtfertigt5. Typi-sherweise werden wir zun�ahst Haag-Dualit�at in raumartiger Rihtung �nden, Nihtlokalit�atin zeitartiger. Man kann jetzt das Algebren-Netz verkleinern zu einem in beide Rihtungenlokalen Huygens-Netz, das auf einem Unter-Hilbertraum des urspr�unglihen Hilbertraumeslebt. Dieses Huygens-Netz, das keine Felder mit anomalen Skalendimensionen mehr enth�alt,l�a�t sih auf diesem Unter-Hilbertraum in raum- oder zeitartiger Rihtung dualisieren, wobeidie andere Rihtung im allgemeinen niht-lokal wird. Dies ist jedoh noh ein weites Feldvoller ungekl�arter Fragen, auf die wir niht weiter eingehen werden (hier liegt auh zumin-dest ein Grund daf�ur, da� es noh keine allgemeine abstrakte Rehtfertigung der Hypothese0.2.1 gibt); wihtig f�ur uns ist: Wir k�onnen Haag-Dualit�at wahlweise in raum- oder zeitarti-ger Rihtung bekommen, k�onnen dem entsprehend die \volle" Nat�urlihkeit wahlweise f�ur� oder � annehmen.Die Frage, ob eine gezopfte und symmetrishe tensorielle Kategorie (evtl. mit einer ab-geshw�ahten Nat�urlihkeit) existiert, die eine nihttriviale Darstellung der Bn � BPn er-zeugt, bleibt im Rahmen dieser Arbeit o�en. Kapitel 5 zeigt ein Gegenbeispiel einer von einergezopften Kategorie erzeugten Darstellung der Bn, die sih niht zu einer Darstellung derBPn erweitern l�a�t; eine allgemeine Aussage in Form eines No-Go-Theorems wird aber nihtgezeigt. Der in Teil III gefundenen zellul�aren Darstellung der BP2n wiederum liegt keinetensorielle Kategorie zugrunde.

4Da� die Zopfgruppe als Untergruppe der BPn aufgefa�t wird, Bn � BPn, bedeutet insbesondere, da� dieDarstellung der Zopfgruppe sih zu einer Darstellung der BPn erweitern l�a�t; d.h. es existiert eine Darstellungder Pn (erzeugt von den symmetrishen Statistikoperatoren der Kategorie), die mit ihr im Sinne von Kapitel3 kompatibel ist. \Nihttrivial" meint hier, da� die Darstellung niht von der Form D(bi) = onst �D(ti); i =1; : : : ; n� 1 ist.5Die � (Permutation) sind mit der raumartigen Rihtung assoziiert, die � (Zopf) mit der zeitartigen.
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Kapitel 3Abstraktion der GruppenrelationenWir untersuhen modellunabh�angig die Kompatibilit�at der zeit- und der raumartigen Sta-tistik in h�oherdimensionalen konformen Quantenfeldtheorien; wir gehen dazu aus von derHypothese 0.2.1, d.h. wir nehmen an, da� es eine Zerlegung des konformen Feldes F in Aus-taushkomponenten F�;� gibt,F (x) =X�;� F�;�(x); F�;�(x) := P�F (x)P�mit orthogonalen Projektoren P�; P� , so da� die Austaushkomponenten f�ur nihtlihtartigeAbst�ande von x und y ((x� y)2 6= 0) Teil einer AustaushalgebraF;�(x)F�;�(y) =X�0 R(;�)�;�0 (x; y) � F;�0(y)F�0;�(x) (3.1)sind, die ggf. zwishen einer gr�o�eren Menge von Feldern gilt als denen, die in der Zerlegungvon F vorkommen.Bemerkung 3.0.1 Die Existenz einer Zerlegung konformer Felder in Austaushkomponen-ten mit quadratishen VR dient in diesem Kapitel als Arbeitshypothese und als Ansatz zurAbstraktion der Gruppe BPn. Eine abstrakte Rehtfertigung von Hypothese 0.2.1 steht nohaus; f�ur den Fall konformer verallgemeinerter freier Felder rehtfertigen wir sie in Teil III,indem wir die Austaushkomponenten und ihre VR explizit angeben.3.1 Eine Konsequenz der konformen KovarianzWegen der vorausgesetzten konformen Kovarianz ist R(x; y) in Gleihung (3.1) jeweils kon-stant aufV+ := �(x; y) : (x� y)2 > 0; x0 > y0	 ; V� := �(x; y) : (x� y)2 > 0; x0 < y0	und S := �(x; y) : (x� y)2 < 0	 :Wir mahen zur Vereinfahung der Notation die folgendeDe�nition 3.1.1 Analog zur oben verwendeten Notation x > y f�ur \x liegt in der Zukunftvon y" ((x; y) 2 V+), bezeihne x < y die Situation \x liegt in der Vergangenheit von y"((x; y) 2 V�). Ferner stehe x��y f�ur \x und y sind raumartig getrennt" ((x; y) 2 S).41



42 KAPITEL 3. ABSTRAKTION DER GRUPPENRELATIONENDamit gilt dannR(x; y) = R("(x; y)) mit "(x; y) = 8<: 0 falls x��y+ falls x > y� falls x < y (3.2)3.2 Zellul�are Darstellung der VertaushungsgruppeAus (3.1) folgt f�ur eine Kette von n AustaushkomponentenF�n;�n�1(xn) � � �F�i+1;�i(xi)F�i;�i�1(xi+1) � � �F�1;�0(x1)=X�0 D �g"(xi;xi+1)i ��;�0 � F�0n;�0n�1(xn) � � �F�0i+1;�0i(xi+1)F�0i;�0i�1(xi) � � �F�01;�00(x1) (3.3)mit Multiindizes � = (�n; : : : ; �0), �0 entsprehend undD �g"(xi;xi+1)i ��;�0 = Æ�n;�0n � � � Æ�i+1 ;�0i+1 � R(�i+1;�i�1)�i;�0i ("(xi; xi+1)) � Æ�i�1;�0i�1 � � � Æ�0;�00 :Durh Inversion von (3.3) in span fF � � �Fg folgt wegen xi+1 > xi () xi < xi+1 undxi+1��xi () xi��xi+1 f�ur i = 1; : : : ; n� 1D �g0i � = �D �g0i ���1 und �D �g+i ���1 = D �g�i � ;wir abstrahieren g0 = �g0i ��1 und �g+i ��1 = g�i : (3.4)Zur Vereinfahung der Notation verwenden wir im folgenden f�ur i = 1; : : : ; n� 1 die Bezeih-nungen ti := g0i und bi := g+i .3.3 Abstraktion der Gruppe BPnDie Reihenfolge dreier benahbarter Koordinaten kann umgekehrt werden durh Anwendungvon D(g"(xi�1;xi)i�1 )D(g"(xi;xi+1)i )D(g"(xi�1;xi)i�1 )oder von D(g"(xi;xi+1)i )D(g"(xi�1;xi)i�1 )D(g"(xi;xi+1)i );notwendig und hinreihend f�ur die Eindeutigkeit dieser Operation ist, da�D(g"(xi�1;xi)i�1 )D(g"(xi;xi+1)i )D(g"(xi�1;xi)i�1 ) = D(g"(xi;xi+1)i )D(g"(xi�1;xi)i�1 )D(g"(xi;xi+1)i )f�ur alle denkbaren nihtlihtartigen relativen Lagen der betro�enen Punkte xi�1; xi; xi+1.Weiter sieht man leiht, da�D(g"(xjxj+1)j )D(g"(xi;xi+1)i ) = D(g"(xi;xi+1)i )D(g"(xjxj+1)j ) falls ji� jj � 2:F�ur nur zeitartige Abst�ande folgt, da� die D(bi) eine Darstellung der Bn bilden, f�ur nurraumartige Abst�ande folgt, da� die D(ti) eine Darstellung der Pn bilden. Im Fall beliebigernihtlihtartiger Abst�ande f�uhren die Forderungen DDD = DDD bzw. DD = DD aufKonsistenzrelationen zwishen den D(bi) und den D(ti0); wir �nden



3.3. ABSTRAKTION DER GRUPPE BPn 43Theorem 3.3.1Die Matrizen D(bi);D(ti); i = 1; : : : ; n � 1 aus (3.3) bilden eine Darstellung D der GruppeBPn, die von Generatoren bi; ti; i = 1; : : : ; n� 1 mitt2i = e (3.5)ti�1 ti ti�1 = ti ti�1 ti (3.6)ti�1 ti bi�1 = bi ti�1 ti (3.7)ti�1 bi bi�1 = bi bi�1 ti (3.8)ti+1 bi bi+1 = bi bi+1 ti (3.9)bi�1 bi bi�1 = bi bi�1 bi (3.10)[tj; tk℄ = e wenn jj � kj � 2 (3.11)[tj; bk℄ = e wenn jj � kj � 2 (3.12)[bj; bk℄ = e wenn jj � kj � 2; (3.13)erzeugt wird, wobei [g; h℄ := ghg�1h�1 den gruppentheoretishen Kommutator bezeihnetund e das Einselement der BPn ist.Bemerkung 3.3.2 Der aus dem Durhmustern aller denkbaren relativen Lagen von dreibzw. 2�2 Punkten im h�oherdimensionalenMinkowskiraum sowie aus elementaren Rehnungenbestehende Beweis dieses Satzes �ndet sih in Anhang A.1. Die Gruppenrelationen sind ohneBeweis bereits in [4℄ angegeben.De�nition 3.3.3 L�osen eine gegebene Darstellung der Bn und eine gegebene Darstellungder Pn das System aus Theorem 3.3.1, d.h. bilden sie gemeinsam eine Darstellung der BPn,so nennen wir die beiden Darstellungen kompatibel.Bemerkung 3.3.4 Es ist niht klar, ob die Gruppenrelationen in Theorem 3.3.1 die Relationtibi = biti; i = 1; : : : ; n� 1 (3.14)implizieren. [33, 34℄, die die BPn im mathematishen Kontext besprehen, behandeln diemit diesem zus�atzlihen Constraint versehene Gruppe als eine Quotientengruppe der BPn,allerdings ohne die Unabh�angigkeit der Relation (3.14) von den Gruppenrelationen zu zeigen.Die Darstellung der BP2n im Fall des konformen verallgemeinerten freien Feldes1 (TeilIII) ist von der Art, da� D(ti)D(bi) = D(bi)D(ti); i = 1; : : : ; n� 1(Darstellung vom anyonishen Typ); solange die Frage nah der Unabh�angigkeit von (3.14)niht gekl�art ist, ist nat�urlih auh unklar, ob die Darstellungen vom anyonishen Typ Dar-stellungen einer ehten Quotientengruppe oder bereits (potentiell) treue Darstellungen derBPn sind.
1Der Index 2n erkl�art sih daher, da� f�ur das freie Feld Vakuumerwartungswerte von ungeraden Potenzendes Feldes vershwinden.



44 KAPITEL 3. ABSTRAKTION DER GRUPPENRELATIONEN



Kapitel 4Erzeugung der BPn aus einer ihrerUntergruppen Pn oder BnWir entwikeln ein Verfahren, um die Gruppe BPn aus der Permutationsgruppe Pn oder derZopfgruppe Bn durh Hinzuf�ugen eines weiteren Erzeugers zu gewinnen; es folgt, da� eineDarstellung der Pn oder Bn sih genau dann zu einer Darstellung der BPn erweitern l�a�t,wenn der neue Erzeuger darstellbar ist.4.1 Erzeugung von BPn aus PnWir shreiben die Gruppenrelationen der BPn um in Relationen f�ur die ti und die Produktemi := biti. Diese Relationen wiederum folgen aus denen f�ur ti und m1 und einer Rekursions-formel f�ur die Produkte.4.1.1 Eine Rekursionsformel f�ur die Produkte bitiDe�nition 4.1.1 F�ur i = 1; : : : ; n� 1 seimi := biti; m1 � m: (4.1)Lemma 4.1.2F�ur die Produkte mi gilt die Rekursionsformelmi = ti�1 timi�1 ti ti�1: (4.2)Beweis.Aus (3.7) folgt nah Multiplikation von rehts mit ti�1ti�1 ti mi�1 = bi ti�1 ti ti�1(3:6)= bi ti|{z}mi ti�1 ti (4.3)und daraus durh Multiplikation von rehts mit titi�1 wegen (3.5) die Behauptung des Lem-mas. �45



46 KAPITEL 4. ERZEUGUNG DER BPn AUS IHREN UNTERGRUPPEN4.1.2 De�nition der BPn durh ti; miWir setzen bi = miti in die Gleihungen aus Theorem 3.3.1 ein und erhalten nah einigenUmformungen:Lemma 4.1.3Die Gleihungen in Theorem 3.3.1 sind �aquivalent zu den Gleihungent2i = e (4.4)ti�1 ti ti�1 = ti ti�1 ti (4.5)[tj; tk℄ = e wenn jj � kj � 2 (4.6)[mi; tk℄ = e falls ji� kj � 2 (4.7)[mi; ti+1 ti+2 ti ti+1mi ti+1 ti ti+3 ti+1℄ = e (4.8)[mi; ti+1 ti ti+1mi ti+1 ti ti+1℄ = e (4.9)[mi; ti+1mi ti+1℄ = e (4.10)[mi; ti ti+1mi ti+1 ti℄ = e: (4.11)zwishen den ti und mi = biti.Bemerkung 4.1.4 Der Beweis dieses Lemmas besteht aus elementaren Rehnungen; er �n-det sih in Anhang A.2.4.1.3 Erzeugung der BPn aus der Pn durh Hinzuf�ugen eines weiteren Er-zeugersDurh einfahes Nahrehnen �nden wirLemma 4.1.5Die Gleihungen in Lemma 4.1.3 folgen bereits aus (4.4) bis (4.6) und den Gleihungen f�urm (d.h. i = 1 in den Gleihungen (4.7) bis (4.11)) sowie der Rekursionsformel (4.2).Bemerkung 4.1.6 Der Beweis des Lemmas �ndet sih in Anhang A.3.Unmittelbar folgtTheorem 4.1.7Gegeben sei eine Darstellung D der Permutationsgruppe Pn mit Erzeugern ti; i = 1; : : : ; n�1,die den Gleihungen (3.5), (3.6) und (3.11) gen�ugen. L�a�t sih in dieser Darstellung einweiterer Erzeuger m mit den Eigenshaften[m; tk℄ = e falls k � 3[m; t2 t3 t1 t2mt2 t1 t3 t2℄ = e[m; t2 t1 t2mt2 t1 t2℄ = e[m; t2mt2℄ = e[m; t1 t2mt2 t1℄ = e (4.12)darstellen, so erh�alt man mit der Rekursionsformel (4.2) eine Darstellung aller mi und viaD(bi) := D(mi)D(ti) eine Darstellung der BPn.



4.2. ERZEUGUNG VON BPn AUS Bn 47Bemerkung 4.1.8 Es l�a�t sih o�enbar jede Darstellung D der Pn zu einer Darstellung derBPn erweitern; wir setzen dazu D(bi) := onst �D(ti); i = 1; : : : ; n� 1. Man sieht leiht, da�diese Darstellungen den Relationen aus Theorem 3.3.1 gen�ugen. Sie entsprehen der trivialenL�osung D(m) = onst � l1 des Systems in Theorem 4.1.7; eine solhe Darstellung nennenwir dementsprehend auh triviale Erweiterung einer Permutationsgruppendarstellung. DieDarstellung der BP2n im Fall des konformen verallgemeinerten freien Feldes (Teil III) ist f�uranomale Skalendimensionen Æ 62 Z keine triviale Erweiterung einer Darstellung der P2n.4.2 Erzeugung von BPn aus dem ZopfanteilAnalog zum vorangegangenen Abshnitt l�a�t sih die Gruppe BPn auh aus der Zopfgruppedurh Hinzuf�ugen des oben de�nierten Erzeugers m gewinnen; wir geben die de�nierendenRelationen zwishen m und den bi an. Wieder gilt: Kennt man eine Darstellung der Zopf-gruppe, in der sih der zus�atzlihe Erzeuger darstellen l�a�t, so l�a�t sih daraus mittels derangegebenen Rekursionsformeln eine Darstellung der BPn gewinnen. Der augenf�alligste Un-tershied zu den obigen �Uberlegungen ist, da� b2i 6= e ist; zum einen hat das zur Folge, da�in den Bedingungen an m auh b�1i auftritt, zum anderen treten Terme der Art b2i auf, die inden obigen Betrahtungen trivial waren. Zudem l�a�t sih eine Darstellung der Bn i.a. nihtzu einer trivialen Darstellung der BPn erweitern.4.2.1 Zwei Rekursionsformeln f�ur die miLemma 4.2.1F�ur die Produkte mi gelten die Rekursionsformelnb�1i�1 b�1i mi�1 bi bi�1 = mi = bi�1 bimi�1 b�1i b�1i�1: (4.13)Beweis.Aus (3.8) folgt nah Multiplikation von links mit bi�1mi�1 bi bi�1 = bi�1 bi bi�1 ti(3:10)= bi bi�1mi() mi = b�1i�1 b�1i mi�1 bi bi�1; (4.14)ganz entsprehend folgt aus (3.9) durh Multiplikation von links mit bi+1mi+1 bi bi+1 = bi+1 bi bi+1 ti(3:10)= bi bi+1mi() mi+1 = bi bi+1mi b�1i+1 b�1i (4.15)und damit die zweite Gleihung im Lemma. �4.2.2 De�nition der BPn durh bi; miWir setzen ti = b�1i mi in die Gleihungen aus Theorem 3.3.1 ein und erhalten nah einigenUmformungen:



48 KAPITEL 4. ERZEUGUNG DER BPn AUS IHREN UNTERGRUPPENLemma 4.2.2Die Gleihungen in Theorem 3.3.1 sind �aquivalent zu den Gleihungenbi�1 bi bi�1 = bi bi�1 bi (4.16)[bi; bk℄ = e; falls ji� kj � 2 (4.17)bim�1i bi = mi (4.18)[mi; bk℄ = e; falls ji� kj � 2 (4.19)[mi; bi+1 bi+1℄ = e (4.20)[mi; bi+1 bi bi bi+1℄ = e (4.21)[mi; Ad (bi+1)mi℄ = e (4.22)[mi; Ad (bi bi+1)mi℄ = e (4.23)[mi; Ad (bi+1 bi+2 bi bi+1)mi℄ = e (4.24)zwishen den bi und mi = biti.Bemerkung 4.2.3 Der Beweis dieses Lemmas besteht aus elementaren Rehnungen; er �n-det sih in Anhang A.4.4.2.3 Erzeugung der BPn aus der Bn durh Hinzuf�ugen eines weiteren Er-zeugersDurh einfahes Nahrehnen �nden wirLemma 4.2.4Die Gleihungen in Lemma 4.2.2 folgen bereits aus (4.16), (4.17) und den Gleihungen f�ur m(d.h. i = 1 in den Gleihungen (4.18) bis (4.24)) sowie den Rekursionsformeln (4.13).Bemerkung 4.2.5 Der Beweis des Lemmas �ndet sih in Anhang A.5.Unmittelbar folgtTheorem 4.2.6Gegeben sei eine Darstellung D der Zopfgruppe Bn mit den Erzeugern bi; i = 1; : : : ; n � 1,die den Gleihungen (3.10) und (3.13) gen�ugen. L�a�t sih in dieser Darstellung ein weitererErzeuger m mit den Eigenshaften b1m�1 b1 = m (4.25)[m; bi℄ = e; falls i � 3 (4.26)[m; b2 b2℄ = e (4.27)[m; b2 b1 b1 b2℄ = e (4.28)[m; Ad (b2)m℄ = e (4.29)[m; Ad (b1 b2)m℄ = e (4.30)[m; Ad (b2 b3 b1 b2)m℄ = e (4.31)darstellen, so erh�alt man mit den Rekursionsformeln (4.13) eine Darstellung aller mi und viaD(ti) := D(bi)�1D(mi) eine Darstellung der BPn. L�a�t sih m niht darstellen, so l�a�t sihdie gegebene Darstellung der Bn niht zu einer Darstellung der BPn erweitern.



4.2. ERZEUGUNG VON BPn AUS Bn 49Anders als im Fall der Pemutationsgruppe l�a�t sih niht jede Darstellung D der Zopf-gruppe trivial zu einer Darstellung der BPn erweitern. D(m) = onst � l1 l�ost zwar (4.26) bis(4.31), (4.25) aber erzw�ange dann D(b21) = onst2 � l1; dies wird jedoh nur von speziellen(anyonishen) Darstellungen der Zopfgruppe erf�ullt.Wir illustrieren das hier entwikelte Verfahren, Darstellungen der Pn oder der Bn auf ihreErweiterbarkeit zu pr�ufen und ggf. zu Darstellungen der BPn zu erweitern, indem wir esim folgenden Kapitel auf eine konkrete Zopfgruppendarstellung anwenden; es zeigt sih, da�diese sih niht zu einer Darstellung der BPn erweitern l�a�t.



50 KAPITEL 4. ERZEUGUNG DER BPn AUS IHREN UNTERGRUPPEN



Kapitel 5Anwendung des in Kapitel 4entwikelten Verfahrens auf einekonkrete ZopfgruppendarstellungWir betrahten eine von der tensoriellen Kategorie des 1 + 1-dimensionalen Isingmodells er-zeugte Darstellung der Zopfgruppe und zeigen mit der in Abshnitt 4.2 entwikelten Methode,da� diese sih niht zu einer Darstellung der BPn erweitern l�a�t.5.1 Eine tensorielle KategorieDen Ansatzpunkt der Betrahtungen in diesem Kapitel bildet eine tensorielle Kategorie mitdrei irreduziblen Objekten. Es handelt sih um die Kategorie des 1 + 1-dimensionalen Ising-modells; wir werden aber keinen direkten Bezug auf das Isingmodell nehmen, sondern dieKategorie selber als grundlegend f�ur das Folgende annehmen.5.1.1 De�nition der KategorieWir haben drei irreduzible Objekte id; �; �. F�ur die Dimensionen und Statistikphasen giltd(�) = p2; �(�) = e 2�i16 ; d(id) = 1; �(id) = 1; d(�) = 1; �(�) = �1:Es ist �2 �= id� �, �� �= � und �2 �= id. Ohne Einshr�ankung kann sogar�� = � und �2 = id (5.1)angenommen werden. Es gibt triviale Intertwiner (# = id; �; �) # 
 id �! #; id 
 # �!#; id �! �2 und � �! ��, die wir alle zu l1 w�ahlen k�onnen. Es bleiben niht-triviale Intert-winer [35℄ V : � �! ��R : id �! �2S : � �! �2: (5.2)Insbesondere ist id das Einselement bzgl. des Bifunktors 
, und �; � sind jeweils zu sihselber konjugiert. 51



52 KAPITEL 5. ANWENDUNG DES IN KAPITEL 4 ENTWICKELTEN VERFAHRENS5.1.2 Eine Basis des Intertwinerraumes (�2j�2)Anhand von (5.2) sehen wir, da� �2 die beiden irreduziblen Unterobjekte id; � jeweils mitVielfahheit 1 hat; somit bilden RR� und SS� eine Basis des Intertwinerraumes (�2j�2); esgilt R�S = S�R = 0; R�R = l1id; S�S = l1� und RR� + SS� = l1�2 :Die Darstellung von V = V 
 l1� : �2 �! ��� = �2;d.h. V 2 (�2j�2), bzgl. dieser Basis l�a�t sih wie folgt bestimmen [35℄:V � = V � 
 l1� : ��2 = � �! ��ist ein Vielfahes von V , und die relative Phase k�onnen wir so w�ahlen, da� V = V � bzw.V 2 = l1�. Es folgt V = �RR� � SS�. Desweiteren ist �(R) : � �! ��2 = � ein Vielfahesvon S, und die relative Phase k�onnen wir so w�ahlen, da��(R) = S bzw: �(S) = R: (5.3)Legen wir das globale Vorzeihen von V fest, V = RR� � SS�, folgt �(V ) = �V . DieKonsistenzrelationen f�ur die Statistikoperatoren �(�; �) = � l1 und �(�; �) : �� �! �� = �,d.h. �(�; �) ist ein Vielfahes von V = V � (es zeigt sih, da� �(�; �) = �(�; �) = �iV )verlangen �(V ) = �V;d.h. V = RR� � SS�:5.1.3 Wirkung von �. Statistikoperator �(�; �)Zur Verwendung im folgenden Abshnitt bestimmen wir die Wirkung von � aus R und Ssowie den Statistikoperator �(�; �) = ��; wir halten uns dabei an [35℄.Zun�ahst einmal ist �(R) : � �! �3;d.h. �(R) ist eine Linearkombination von R;S; aus ��(R) !=�(R) (s.o.) folgt �(R) = p2 �(R+S). Weiter gilt mit (5.3)�(S) = ��(R) = V �(R)V � = p2 � (R � S)V ;man sieht sofort, da� ��(S) = �(S). Aus R��2(R)R !=R folgt  = �1.F�ur �� 2 (�2j�2) gilt �� = !RRR� + !SSS�; aus der Bedingung �(R) = ���(��)R (s.Abb. 5.1) und �(�)d(�) = R��(��)R(s. (2.5)) sowie der Unitarit�at von �� folgen  = 1 und !R = �i!S = 1�(�) , d.h.�(R) =r12(R+ S); �(S) =r12(R� S)V (5.4)



5.2. EINE DARSTELLUNG DER ZOPFGRUPPE 53
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Abbildung 5.1: �(R) = ���(��)Rund �(�; �) � �� = 1� (RR� + iSS�) 6= ���mit � := �(�)Man kann sih nun leiht davon �uberzeugen, da�bi 7! �i�1(��); i = 1; : : : ; n� 1eine Darstellung der Bn ist.5.2 Eine Darstellung der ZopfgruppeWir betrahten den reduziblen Sektor % = N� und wenden das in Abshnitt 4.2 beshriebeneVerfahren an, d.h. in diesem Abshnitt bestimmen wir die durh die obigen Beziehungen indu-zierte Darstellung der Zopfgruppe bi 7! %i�1(�(%; %)) und versuhen dann in Abshnitt 5.3, indieser Darstellung einen Erzeuger m mit den Eigenshaften aus Theorem 4.2.6 darzustellen.Wir beginnen, indem wir eine Basis von (%2j%2) 3 �(%; %) angeben.5.2.1 Selbstintertwiner von %2Da % die direkte Summe �Ni=1� ist, existieren N IsometrienWi : � �! % mit NXi=1 WiW �i = l1% und W �i Wj = Æij l1�:Die Selbstintertwiner von %2 sind von der Gestalt \%2 �! �2; �2 �! �2; �2 �! %2" (Abb.5.2). Da RR�; SS� eine Basis f�ur den Intertwiner-Raum �2 �! �2 bilden, k�onnen wir mitWij := Wi 
Wj fWijRR�W �kl; WijSS�W �kl mit i; j; k; l = 1; : : : ; Ngals Basis f�ur (%2j%2) w�ahlen. Ein Intertwiner I : %2 �! %2 ist dann von der GestaltI = NXi;j;k;l=1 ��Rij;kl(I)WijRR�W �kl + �Sij;kl(I)WijSS�W �kl� (5.5)mit KoeÆzienten �R;Sij;kl. Unitarit�at des Intertwiners I ist �aquivalent zur Unitarit�at der Koef-�zientenmatrizen �R;S, wie man sih leiht �uberzeugt.
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Abbildung 5.2: Die Selbstintertwiner von %25.2.2 Darstellung der BnWir setzen f�ur den Erzeuger bi der Bn (Wa1:::an :=Wa1 
 � � � 
Wan ;PaWaW �a = l1%)bi 7! %i�1(�(%; %)) � %i�1(�)= XWa1:::ai�1ai+1ai Æ �i�1(��) ÆW �a1:::ai�1aiai+1 (5.6)(s. Abb. 5.3). Wieder kann man sih leiht davon �uberzeugen, da� dies eine Darstellung derBn ist.
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Abbildung 5.3: Darsteller %i�1(�(%; %)) � %i�1(�) des Erzeugers bi der Bn



5.3. AUSWERTUNG DER RELATIONEN AUS THEOREM 4.2.6 555.2.3 Explizite Angabe der Darsteller von b1 und b22Zur sp�ateren Verwendung geben wir die Darsteller von b1 und b22 an.b1 wird dargestellt durh�(%; %) � � =XWab��W �ba =XWab 1�(RR� + iSS�)W �ba: (5.7)Weiter ist �(��) = 1� [�(RR�) + i�(SS�)℄. Mit den Gleihungen (5.4) ergibt sih�(RR�) = 12( l1 +RS� + SR�); �(SS�) = 12( l1�RS� � SR�);d.h. �(��)2 = 1�2 (RS� + SR�):Somit wird b22 dargestellt durh%(�)2 = �XWab�(��)W �ab� Æ �XWdef�(��)W �dfe�= XWab�(��)2W �ab= XWab 1�2 (RS� + SR�)W �ab: (5.8)5.2.4 Strategie zur Erweiterung der DarstellungWir haben einen gezopften Statistikoperator �, der via (5.6) eine Darstellung der Zopfgruppeliefert, und versuhen jetzt, diese zu einer Darstellung der BPn zu erweitern; d.h. wir suheneinen \symmetrishen Statistikoperator"1 � 2 (%2j%2), so da� die von diesem gelieferte Dar-stellung der Pn mit der obigen Zopfgruppendarstellung kompatibel ist (s. De�nition 3.3.3).Nah Abshnitt 4.2 ist die Existenz von � �aquivalent dazu, da� in (%2j%2) ein unit�arer2 In-tertwiner � existiert, so da� %i�1(�); i = 1; : : : ; n � 1 und � als Darsteller des Erzeugers mdas System aus Theorem 4.2.6 l�osen. � ist dann durh � = ��� gegeben.Die Bedingungen aus Theorem 4.2.6 sind z.T. automatish erf�ullt; so implizieren dieForderungen an den Bifunktor 
 bereitsR1 
R2 = l1�1 
R2 ÆR1 
 l1%2 = R1 
 l1�2 Æ l1%1 
R2 8Ri 2 (�ij%i); i = 1; 2:Wir werten diese Identit�at f�ur �1;2 = %1;2 � %2 aus. R1 
 l1%2 ist ein beliebiger Intertwiner in(%4; %4), der die beiden linken % miteinander verkn�upft, und l1%2 
R2 ein Intertwiner, der diebeiden rehten % miteinander verkn�upft. Die obige Gleihung lautet dannl1%2 
R2 Æ R1 
 l1%2 = R1 
 l1%2 Æ l1%2 
R2(Abb. 5.4); entsprehend sind die Kommutatoren zwishen � und %j(�); j � 3 automatisherf�ullt.Die verbleibenden Relationen stellen Restriktionen an �.1Wegen d(�) = p2 =2 N ist niht zu erwarten, da� es einen symmetrishen Statistikoperator � 2 (%2j%2)mit voller Nat�urlihkeit gibt (s. Bemerkung 2.3); selbst wenn wir also ein � f�anden, das eine Darstellung derPn lieferte, die mit der gegebenen Zopfgruppendarstellung kompatibel w�are, handelte es sih evtl. niht imeigentlihen Sinn um einen symmetrishen Statistikoperator.2Wir erinnern daran, da� die Statistikoperatoren unit�are Intertwiner sind.
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Abbildung 5.4: l1%2 
R2 ÆR1 
 l1%2 = R1 
 l1%2 Æ l1%2 
R25.3 Auswertung der Relationen aus Theorem 4.2.6F�ur � (den potentiellen Darsteller des Erzeugers m) mahen wir in leihter Vereinfahungder Notation von oben den Ansatz� =XWab(MRab;dRR� +MSab;dSS�)W �d (5.9)mit unit�aren Matrizen MR;MS .Lemma 5.3.1Aus Gleihung (4.25) in Theorem 4.2.6 folgt�2MRab;d =MRd;ba und �2MSab;d = �MSd;baBeweis.Aus Gleihung (4.25) in Theorem 4.2.6 folgt f�ur die Darsteller � bzw. � von b1 bzw. m (s.(5.7), (5.9))XWab(MRab;dRR� +MSab;dSS�)W �d != �XWab 1� (RR� + iSS�)W �ba�Æ�XWef(MRd;efRR� +MSd;efSS�)W �d�Æ�XWgh 1�(RR� + iSS�)W �hg�= XWab 1�2 (MRgh;baRR� �MSgh;baSS�)W �hg:(5.10)KoeÆzientenvergleih liefert das Lemma. �Lemma 5.3.2Aus Gleihung (4.27) in Theorem 4.2.6 folgtMR =MS :



5.3. AUSWERTUNG DER RELATIONEN AUS THEOREM 4.2.6 57Beweis.Einerseits gilt �%(�)2 = �XWab(MRab;dRR� +MSab;dSS�)W �d� Æ�XWefg 1�2 (RS� + SR�)W �efg�= 1�2 XWabg(MRab;dRS� +MSab;dSR�)W �dg; (5.11)andererseits ist %(�)2� = �XWab 1�2 (RS� + SR�)W �ab� Æ�XWde(MRde;fgRR� +MSde;fgSS�)W �fg�= 1�2 XWab(MRab;fgSR� +MSab;fgRS�)W �fg: (5.12)Wegen Gleihung (4.27) aus Theorem 4.2.6 m�ussen aber beide Ausd�uke �ubereinstimmen,und damit folgt das Lemma. �Korollar 5.3.3 Die Gleihungen (4.25) und (4.27) aus Theorem 4.2.6 implizieren mit dergegebenen Darstellung der ZopfgruppeMR =MS = 0:� = 0 ist aber keine Darstellung des Erzeugers m, denn eine Darstellung m�u�te zumindestD(m)D(m�1) = l1%2 erf�ullen; damit ist gezeigt:Theorem 5.3.4Die Darstellung bi 7! %i�1(�); % = N�; i < n der Zopfgruppe Bn, die von der tensoriellen Ka-tegorie des 1+1-dimensionalen Isingmodells erzeugt wird, l�a�t sih niht zu einer Darstellungder BPn erweitern.
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Teil IIIKonformes verallgemeinertes freiesFeld

59





In diesem Teil der Arbeit veri�zieren wir die Hypothese 0.2.1 f�ur den Fall des konfor-men verallgemeinerten freien Feldes im 1 + 3-dimensionalen Minkowskiraum. Wir motivie-ren die Betrahtung dieses Feldes mit der Beobahtung, da� man ausgehend von seiner 2n-Punktfunktion leiht eine Darstellung der BP2n erhalten kann, die f�ur anomale Skalendimen-sionen Æ 62 Z niht von der trivialen Art r(bi) = onst � r(ti) ist. Diese nat�urlihe Darstellungist in ihrer nat�urlihen Basis allerdings niht zellul�ar (Kapitel 6).Kapitel 7 dient der eigentlihen Veri�kation der Hypothese 0.2.1: Wir f�uhren unsymme-trisierte Erzeuger und Vernihter auf dem relativ zum Fokraum HF des konformen verall-gemeinerten freien Feldes erweiterten Hilbertraum H = �H
N1 � HF ein. Diesen reduzierenwir zu einem Hilbertraum Hred, auf dem alle Darstellungen der unit�aren Gruppe des Einteil-henraumes U(H1) mit Vielfahheit 1 auftreten; Hred enth�alt immer noh HF . Wir zerlegendie unsymmetrisierten Erzeuger und Vernihter in Austaushkomponenten, die zwishen ver-shiedenen Darstellungsr�aumen von U(H1) inHred interpolieren und in zeit- und raumartigerRihtung quadratishe VR erf�ullen. Das konforme verallgemeinerte freie Feld ist eine Linear-kombination von bestimmten Austaushkomponenten.Wegen der quadratishen VR ist klar, da� die BP2n auf Ketten der L�ange 2n dieserAustaushkomponenten zellul�ar dargestellt ist. In Kapitel 8 zeigen wir, da� diese zellul�areDarstellung bis auf �Aquivalenz mit der nat�urlihen Darstellung �ubereinstimmt und illustrierendies durh zwei Beispiele.Wir beshlie�en die Betrahtung des konformen verallgemeinerten freien Feldes, indem wireinige Analogien zwishen dem Vorgehen in Kapitel 7 und dem DHR-Fall bei Anwesenheiteiner Eihsymmetrie ziehen (Kapitel 9).
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Kapitel 6Nat�urlihe Darstellung der BP2nDie 2n-Punktfunktion des konformen verallgemeinerten freien Feldes zerf�allt in (2n � 1)!!Produkte von Zweipunktfunktionen. Diese bilden die nat�urlihe Basis einer Darstellung derBP2n, die f�ur anomale Skalendimensionen Æ 62 Z niht vom trivialen Typ r(bi) = onst � r(ti)ist. In der nat�urlihen Basis ist diese Darstellung allerdings niht zellul�ar.Bemerkung 6.0.1 Wie bereits mehrfah angesprohen, existiert keine abstrakte Zerlegungs-theorie (etwa nah dem Vorbild von [14, 15, 16, 17℄, [5℄ oder [6℄), die Hypothese 0.2.1 be-gr�undet. Die Idee, statt dessen das konkrete Beispiel des konformen verallgemeinerten freienFeldes zu untersuhen, geht auf eine Anregung von D. Buhholz zur�uk.6.1 Das konform invariante verallgemeinerte freie Feld6.1.1 De�nition des FeldesVerallgemeinerte freie Felder wurden von Greenberg eingef�uhrt [36℄; f�ur einen guten Einblikin die Theorie der verallgemeinerten Felder s.a. [37℄. Anders als ein kanonishes Feld ist einverallgemeinertes freies Feld keine L�osung einer Bewegungsgleihung, und die Zweipunktfunk-tion liegt niht auf einer Massenshale; vielmehr isth�(x)�(y)i = ZR+ d%(m2)Wm(x� y);wobei Wm(x � y) die Zweipunktfunktion des Klein-Gordon-Feldes mit Masse m ist. DasK�allen-Lehmann-Gewiht d%(m2) [38, 39℄ ist positiv und polynomial beshr�ankt.Konkret betrahten wir auf dem 1+3-dimensionalen Minkowskiraum M das verallgemei-nerte hermiteshe skalare freie Feld mit K�allen-Lehmann-Gewiht d%(m2) = m2(Æ�2)dm2; Æ �2; dieses ist ein konform invariantes Feld mit Skalendimension Æ (s. z.B. [40℄ und die dor-tigen Referenzen). Es ist gegeben durh1 (V+ bezeihne den o�enen Vorw�artslihtkegel im1Das ist der Spezialfall d = 4 des verallgemeinerten hermiteshen skalaren freien Feldes mit K�allen-Lehmann-Gewiht d%(m2) = m2(Æ�d=2)dm2 im 1 + (d� 1)-dimensionalen Minkowskiraum, d � 2; das Feld istgegeben durh �(x) = ZV+ ddk ��(k)e�ikx + �+(k)eikx�mit ��(k); �+(k0)� = � 12��d�1 k2(Æ� d2 )Æd(k � k0); [�; �℄ = ��+; �+� = 0:63



64 KAPITEL 6. NAT�URLICHE DARSTELLUNG DER BP2nImpulsraum) �(x) = ZV+ d4k ��(k)e�ikx + �+(k)eikx� =: A(x) +A+(x) (6.1)mit einem Erzeugeroperator �+(k) und einem Vernihteroperator �(k); diese erf�ullen dieVertaushungsrelationen��(k); �+(k0)� = � 12��3 k2(Æ�2)Æ4(k � k0); [�; �℄ = ��+; �+� = 0:Dieses Feld ist de�niert auf dem FokraumHF := MN2N0 �H
N1 �S�uber dem Einteilhenraum H1 = L2(V+; k2(Æ�2)d4k); dabei identi�zieren wirL2(V+; k2(Æ�2)d4k) 3 ~f � ��� ~fE := (2�) 32 ZV+ d4k ~f(k)�+(k)
 2 H1mit dem Vakuumvektor 
. Der Index S bezeihnet den symmetrishen Unterraum des Ten-sorraumes H
N1 .Wir f�uhren uneigentlihe Vektoren jxi := A+(x)
mit dem Erzeuger A+ aus (6.1) ein. Die uneigentlihen Vektoren ergeben nah dem Ver-shmieren mit einer quadratintegrablen Funktion f einen eigentlihen Vektor; man sieht, da�f�ur f(x) = � 12��2 ZV+ dk ~f(k)e�ikx bzw: ~f(k) = � 12��2 Z dx f(x)eikxgilt ��� ~fE = � 12�� 12 � Z dx f(x) jxi = � 12�� 12 Z dx f(x)A+(x)
 =: A+(f)
 � jfi :F�ur den Kommutator unseres verallgemeinerten freien Feldes � gilt[�(x); �(y)℄ = � 12��3 ZV+ k2(Æ�2)d4k neik(x�y) � e�ik(x�y)o= ZR+ m2(Æ�2)dm2 � 12��ZV+ d4k Æ(k2 �m2)neik(x�y) � e�ik(x�y)o= ZR+ m2(Æ�2)dm2�m(x� y); (6.2)Wir setzen im folgenden nur voraus, da� die raumartige Region bzgl. eines Punktes bzw. einer beshr�anktenRegion zusammenh�angend ist, d.h. d > 2; der Einfahheit halber formulieren wir die de�nierenden Gleihungenf�ur den Spezialfall d = 4 (physikalishe Raumzeit).



6.1. DAS KONFORM INVARIANTE VERALLGEMEINERTE FREIE FELD 65wobei �m(x � y) der Kommutator des Klein-Gordon-Feldes der Masse m ist. Insbesondereist �A(x); A+(y)� = ZR+ m2(Æ�2)dm2Wm(x� y)= h�(x)�(y)i (6.3)und �A+(x); A+(y)� = 0 = [A(x); A(y)℄ 8x; y 2 M :Der Erzeuger A+ wirkt auf (den uneigentlihen Vektoren von) �H
N1 �S durhA+(x) jxN ; : : : ; x1iS := pN + 1 � (jxi 
 jxN ; : : : ; x1i)S� pN + 1 � jx; xN ; : : : ; x1iS 2 �H
N+11 �S ; (6.4)wobei der Index S die Symmetrisierung in allen Argumenten bezeihnet.Der Vernihter A aus (6.1) vernihtet das Vakuum, A(x)
 = 0; aus (6.3) und (6.4) folgtweiter f�ur jxN ; : : : ; x1i 2 �H
N1 �SA(x) jxN ; : : : ; x1iS = r 1N ! � A(x)A+(xN ) � � �A+(x1)
= r 1N ! NXi=1 h�(x)�(xi)iA+(xN ) � � � \A+(xi) � � �A+(x1)
= r 1N NXi=1 h�(x)�(xi)i jxN ; : : : ; bxi; : : : ; x1iS 2 �H
N�11 �S ; (6.5)wobei \A+(xi) bzw. bxi bedeutet, da� dieser Eintrag gestrihen wird.Aus (6.1) sowie (6.4) und (6.5) folgt, da� die 2n-Punktfunktion des konform invariantenhermiteshen verallgemeinerten skalaren freien Feldes eine Summe von (2n� 1)!! Produktenvon Zweipunktfunktionen ist,h�(x2n) � � ��(x1)i = XP2P2n;P�1(i+1)>P�1(i) Yi=1;:::;2n�1i22N�1 
�(xP�1(i+1))�(xP�1(i))� : (6.6)6.1.2 ZweipunktfunktionDie Zweipunktfunktion unseres verallgemeinerten freien Feldes mit K�allen-Lehmann-Gewihtd%(m2) = m2(Æ�2)dm2 isth�(y)�(x)i = onst � lim"!0� 2(y0 � x0 � i")2 � (y � x)2�Æ ; (6.7)man liest die zeitartige Vertaushungsrelationh�(y)�(x)i = e2�iÆ h�(x)�(y)i ; y > x (6.8)ab [4℄. Diese VR ist eine direkte Folge der Zweipunktfunktion (6.7); aus diesem Grund ist sienur f�ur das hier betrahtete konform invariante verallgemeinerte freie Feld � mit Skalendi-mension Æ (s.o.) g�ultig.



66 KAPITEL 6. NAT�URLICHE DARSTELLUNG DER BP2n6.2 Nat�urlihe Darstellung der BP2nDie Eigenshaft (6.8) der konformen Zweipunktfunktion erlaubt im Fall eines konform in-varianten skalaren freien Feldes die Konstruktion einer Darstellung der BP2n, wenn die xijeweils paarweise raum- oder zeitartig zueinander liegen. Basisvektoren des Darstellungsrau-mes sind die Produkte von Zweipunktfunktionen in der Zerlegung (6.6); wir bezeihnen dieseim folgenden mit Q h��i. Die von ihnen gebildete Basis nennen wir nat�urlihe Basis, diezugeh�orige Darstellung nat�urlihe Darstellung ; den Darstellungsraum der nat�urlihen Dar-stellung bezeihnen wir mit N := span fQ h��ig.Wir diskutieren, wie sih ein Basisvektor Q h��i unter der Vertaushung �(xi+1)  !�(xi) verh�alt:Falls der Basisvektor den Faktor h�(xi+1)�(xi)i enth�alt, so enth�alt das Bild den Faktorh�(xi)�(xi+1)i, alle anderen Faktoren bleiben gleih. Dieses Bild ist o�enbar niht von derForm der nat�urlihen Basisvektoren in (6.6), da die Argumente in diesem Faktor in derfalshen Reihenfolge stehen; die \rihtige" Form gewinnen wir zur�uk mit der Identit�ath�(xi)�(xi+1)i � � h�(xi+1)�(xi)i ; (6.9)wobei (Æ sei die Skalendimension des Feldes)� := 8<: e2�iÆ falls xi > xi+1e�2�iÆ falls xi < xi+11 falls xi+1��xi (6.10)ist (vgl. Gleihung (6.8)). In allen anderen F�allen sieht man leiht, da� �(xi+1)  ! �(xi)zwei der nat�urlihen Basisvektoren miteinander vertausht.Im Fall xi+1��xi wird diese Vertaushung somit durh eine Matrix r(ti) beshrieben, dieaus 2� 2-Bl�oken � 11 � und 1� 1-Bl�oken 1 aufgebaut ist, im Fall xi > xi+1 durh eineMatrix r(bi) mit denselben 2�2-Bl�oken und 1�1-Bl�oken e2�iÆ und im Fall xi < xi+1 durhr(bi)�1. O�ensihtlih ist f�ur anomale Skalendimensionen Æ =2 Zr(bi) =2 C � r(ti):Lemma 6.2.1Die Matrizen r(ti); r(bi); i = 1; : : : ; 2n� 1 bilden eine Darstellung der BP2n.In der nat�urlihen Basis ist diese Darstellung der BP2n niht zellul�ar (s. Abshnitt 6.3.3).Im folgenden Kapitel werden wir auf einem Hilbertraum, der den Fokraum HF enth�alt,Austaushkomponenten identi�zieren, die quadratishe VR erf�ullen. Die Erzeuger und Ver-nihter des konformen verallgemeinerten freien Feldes erweisen sih als Summen bestimmterAustaushkomponenten. Wegen der quadratishen VR ist klar, da� die BP2n auf Ketten derL�ange 2n dieser Austaushkomponenten zellul�ar dargestellt ist. In Kapitel 8 zeigen wir, da�diese zellul�are Darstellung �aquivalent ist zu den obigen Matrizen r(ti); r(bi); i = 1; : : : ; 2n�1;insbesondere ist dann klar, da� diese wirklih eine Darstellung der BP2n bilden. An dieserStelle verzihten wir auf den niht sehr shwierigen, aber etwas tehnishen direkten Beweisder Darstellungseigenshaft und illustrieren stattdessen das oben beshriebene Verfahren,indem wir die nat�urlihe Darstellung der BP4 explizit ausrehnen.



6.3. NAT�URLICHE DARSTELLUNG DER BP4 676.3 Nat�urlihe Darstellung der BP46.3.1 Zerlegung der VierpunktfunktionDie Vierpunktfunktion des konformen verallgemeinerten freien Feldes zerlegen wir gem�a�(6.6), h�(x4) � � ��(x1)i = h�(x4)�(x3)i h�(x2)�(x1)i+ h�(x4)�(x1)i h�(x3)�(x2)i+ h�(x4)�(x2)i h�(x3)�(x1)i=: e1 + e2 + e3; (6.11)ei; i = 1; 2; 3 bilden die nat�urlihe Basis der Darstellung der BP4, die wir im folgendenangeben.6.3.2 Nat�urlihe Darstellung der BP4F�ur die Vertaushungen �(xi+1)$ �(xi); i = 1; 2; 3 lesen wir aus (6.11) ab�(x1)$ �(x2) : 8<: e1 7! �21e1e2 7! e3e3 7! e2 ; �(x2)$ �(x3) : 8<: e1 7! e3e2 7! �32e2e3 7! e1 ;
�(x3)$ �(x4) : 8<: e1 7! �43e1e2 7! e3e3 7! e2 ;wobei wie in (6.10) �i+1;i := 8<: e2�iÆ falls xi > xi+1e�2�iÆ falls xi < xi+11 falls xi��xi+1ist. Wir lesen aus den obigen Gleihungen f�ur xi+1��xi die Matrizenr (t1) = r (t3) = 0� 1 0 00 0 10 1 0 1A ; r (t2) = 0� 0 0 10 1 01 0 0 1Aab und f�ur xi+1 > xi die Matrizenr (b1) = r (b3) = 0� e2�iÆ 0 00 0 10 1 0 1A ; r (b2) = 0� 0 0 10 e2�iÆ 01 0 0 1A :Man rehnet nun leiht nah, da� diese Matrizen eine Darstellung der BP4 bilden.



68 KAPITEL 6. NAT�URLICHE DARSTELLUNG DER BP2n6.3.3 Niht-Zellularit�at in der nat�urlihen BasisWir zeigen, wie die Annahme, die nat�urlihe Darstellung in ihrer nat�urlihen Basis sei zellul�ar,zum Widerspruh f�uhrt.Angenommen, die obige Darstellung der BP4 w�are zellul�ar. Insbesondere entspr�ahe dannjeder nat�urlihe Basisvektor einem Pfad der L�ange 4 durh geeignete Unterr�aume von HF ,ej � Hj ÆGj Æ Fj ÆEj ;wobei Hj; : : : ; Ej die Kanten eines hypothetishen Graphen wie in Abb. 1.1 sind; r(ti); r(bi)\vermishten" nur solhe Wege, die sih h�ohstens in dem Teilst�uk des von rehts geleseni-ten und (i+ 1)-ten Shrittes untersheiden (vgl. De�nition 1.2.4).Lemma 6.3.1Unter den obigen Annahmen folgt aus der Form von r(t1); r(b1), da�H2 = H3 und G2 = G3:Beweis.Die beiden erw�ahnten Matrizen vermishen die (hypothetishen) Pfade e2; e3. Da diese sihaber wegen der angenommenen Zellularit�at der Darstellung nur auf dem ersten und zweitenShritt untersheiden d�urfen, folgt das Lemma. �r(g3) = r(g1); g = t; b; mishen e2 und e3 in gleiher Weise; da sih die beiden (hypothe-tishen) Pfade jetzt nur in den ersten beiden Teilst�uken untersheiden d�urfen, folgtF2 = F3 und E2 = E3:Korollar 6.3.2 W�are die nat�urlihe Darstellung in der nat�urlihen Basis zellul�ar, so folgtee2 = e3:Das kann aber shon deswegen niht sein, weil e2 und e3 sih unter r(t2); r(b2) unter-shiedlih transformieren; damit ist klar, da� die nat�urlihe Darstellung in der nat�urlihenBasis niht zellul�ar ist.



Kapitel 7Austaush-Komponenten undquadratishe VRWir veri�zieren die Hypothese 0.2.1 f�ur den Spezialfall des konformen verallgemeinerten freienFeldes des vorigen Kapitels; dabei halten wir uns an die folgende Strategie:Wir f�uhren unsymmetrisierte Erzeuger und Vernihter auf dem relativ zum Fokraum HFdes konformen verallgemeinerten freien Feldes erweiterten Hilbertraum H = �H
N1 � HFein. Die unit�are Gruppe U(H1) des Einteilhenraumes ist auf H reduzibel dargestellt (2.Quantisierung). Wir zerlegen H in die Darstellungsr�aume irreduzibler Unterdarstellungenvon U(H1); die entsprehenden Unterr�aume von H
N1 korrespondieren zu minimalen Ortho-gonalprojektoren im Gruppenring der PN . Der reduzierte Hilbertraum Hred, auf dem alleirreduziblen Darstellungen der U(H1) mit Vielfahheit 1 vorkommen, enth�alt immer nohHF .Wir zerlegen die unsymmetrisierten Erzeuger und Vernihter in Austaushkomponenten,die zwishen vershiedenen Darstellungsr�aumen von U(H1) in Hred interpolieren und in zeit-und in raumartiger Rihtung quadratishe VR erf�ullen. Die R-Matrizen dieser quadratishenVR werden im wesentlihen bestimmt von den Matrixelementen der Matrizen der Induktionbzw. Restriktion zwishen Darstellungen von PN und PN�1. Die Erzeuger und VernihterA+; A des konformen verallgemeinerten freien Feldes und damit auh das Feld selbst ergebensih als Linearkombinationen von bestimmten Austaushkomponenten.7.1 Voraussetzungen7.1.1 Erweiterter Hilbertraum. Erzeuger und VernihterWir betrahten den erweiterten HilbertraumH := MN2N0 H
N1 � HF�uber dem Einteilhenraum H1 des vorigen Kapitels. Das Skalarprodukt auf H1 seihgjfi := h�(g)�(f)i ;wobei h�(g) � (f)i die Zweipunktfunktion des konformen verallgemeinerten freien Feldes �mit nihtkanonisher Skalendimension Æ aus dem vorigen Kapitel ist.69



70 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VRDer mit einer quadratintegrablen Funktion f vershmierte unsymmetrisierte Erzeugera+(f) sei gegeben durh a+(f)
 = jfia+(f) jfN ; : : : ; f1i := jfi 
 jfN ; : : : ; f1i � jf; fN ; : : : ; f1i ; (7.1)der mit f vershmierte unsymmetrisierte Vernihter a(f) sei erkl�art durha(f)
 = 0 und a(f) jfN ; : : : ; f1i := 
f jfN� � jfN�1; : : : ; f1i ; N � 1: (7.2)O�enbar ist a(f)� = a+(f).Die unit�are Gruppe auf H1 hei�e U(H1). H
01 � 
 transformiert sih trivial unter U(H1),H
N1 tr�agt die N -fahe Tensordarstellung �N (U(H1)) (2. Quantisierung).7.1.2 Gruppenring RN der Permutationsgruppe PNAuf H
N1 ; N 2 N0 wirke die Permutationsgruppe PN gem�a�PN 3 P : jfN ; : : : ; f1i 7! ��fP�1(N); : : : ; fP�1(1)� : (7.3)Wir bezeihnen mit � : Pl ,! Pl+1 die Einbettung in die \n�ahstgr�o�ere" Permutations-gruppe, d.h. aus (7.3) folgt�m�N (P ) jfm; : : : ; f1i = jfm; : : : ; fN+1i 
 P jfN ; : : : ; f1i ; m > N; P 2 PN : (7.4)F�ur PN 2 PN ; PN�1 2 PN�1 gilt auf HN o�enbara+(f)PN = � (PN ) a+(f) und PN�1a(f) = a(f)� (PN�1) : (7.5)Au�erdem f�uhren wir die Abbildung � : Pl �! Pl+1 : ti 7! ti+1 ein; es folgt�m�N (P ) jfm; : : : ; f1i = P jfm; : : : ; fm�N+1i 
 jfm�N ; : : : ; f1i ; m > N; P 2 PN :Wir setzten (7.3) linear fort auf den Gruppenring RN der PN :XP2PN PP : jfN ; : : : ; f1i 7! XP2PN P (P jfN ; : : : ; f1i) : (7.6)Die erzeugenden Einheiten der zweiseitigen Ideale im Gruppenring RN der PN sind dieYoungrahmen1 mitN K�asthen, diese sind zentral inRN . Die Menge der Youngrahmen mitNK�asthen bezeihnen wir mit YN , ein einzelnes Element von YN mit YN . Zwei YoungrahmenYN 2 YN und YN+1 2 YN+1 hei�en benahbart, YN C YN+1, wenn YN+1 aus YN durhHinzuf�ugen eines weiteren K�asthens entsteht (s. Abb. 7.1). EinYoungtableau TN der Gr�o�eNist eine Abfolge von benahbarten Youngrahmen, TN = (YN ; YN�1; : : : ; Y2; Y1); YkCYk+1; k =1; : : : ; N�1. Wir sagen, da� TN zum Rahmen YN geh�ort, TN jYN , wenn YN der gr�o�te Rahmenin dieser Abfolge ist. Die Menge aller Youngtableaux der Gr�o�e N bezeihnen wir mit TN . Beider Angabe der Rahmenabfolge eines Tableaus verzihten wir auf Y1 = � = l1, da es keinenanderen Rahmen in Y1 gibt und die Angabe dieses Rahmens keine nihttriviale Informationbeinhaltet.1Eine reht umfassende Abhandlung der Darstellungstheorie des RingesRN der symmetrishen Gruppe PN ,in der die Youngrahmen und -tableaux eine wihtige Rolle spielen, �ndet sih bei [41℄. Die f�ur den gegebenenZusammenhang wihtigsten Resultate sind in Abshnitt B.1 von Anhang B zusammengestellt.



7.2. ZERLEGUNG VON H IN DARSTELLUNGSR�AUME VON U(H1) 71
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Abbildung 7.1: Y2 6CY 003 , weil niht nur ein K�asthen hinzugef�ugt, sondern auh noh einesumgesetzt werden m�u�te.F�ur ein Youngtableau TN = (YN ; YN�1; : : : ; Y2) 2 TN de�nieren wir2 (P � := P�1; P 2PN ) Q(TN ) := YN Æ �(YN�1) Æ � � � Æ �N�2(Y2) = Q(TN )�;die Q(TN ) sind minimale Orthogonalprojektoren in RN . Es giltQ (TN )Q �T 0N� = ÆTN ;T 0NQ (TN ) ; XTN jYN Q (TN ) = YN ; XYN2YN YN = l1RN (7.7)und YN Æ � (YN�1) 6= 0() YN�1 C YN (7.8)und ebenso nat�urlih f�ur �(YN�1) Æ YN (s. Abshnitt B.1 von Anhang B).Q(TN ) 2 RN ist gem�a� (7.3) zun�ahst auf H
N1 de�niert. Wir setzen Q(TN ) auf H fortdurh Q(TN )H
m1 = 0 falls N 6= mIm Fall m > N gilt wegen (7.4)Rm 3 �m�NQ(TN ) jfm; : : : ; f1i = jfm; : : : ; fN+1i 
Q(TN ) jfN ; : : : ; f1i :Wir benutzen die Bezeihnung HTN := Q(TN )H
N1 :7.2 Zerlegung von H in Darstellungsr�aume von U(H1)Die Gruppe U(H1) ist auf H reduzibel dargestellt; wir zerlegen H in die Darstellungsr�aumeirreduzibler Unterdarstellungen von U(H1). Projektoren auf diese R�aume sind bekanntlihminimale Orthogonalprojektoren im RN ; N 2 N0 , etwa die Q(TN ) aus Abshnitt 7.1.23.Wir werden H jedoh niht direkt durh die Q(TN ) zerlegen, sondern durh Elemente vonQ(T (2)N )RNQ(T (1)N ); dies f�uhrt nah der Auswahl eines Referenztableaus T 0N f�ur jeden RahmenYN 2 YN auf eine Zerlegung der FormH �= MN2N0 MYN2YN C fYN 
HT 0N ;wobei auf Hred := LN2N0 LYN2YN HT 0N jede irreduzible Darstellung von U(H1) mit Viel-fahheit 1 vorkommt (d.h. ein Repr�asentant je Klasse �aquivalenter Darstellungen), w�ahrenddie entsprehende linke Tensorkomponente die Vielfahheit dieser Darstellung in H angibt(vgl. (1.18)). Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Aussagen �uber die Q(T (2)N )RNQ(T (1)N ).2� und � setzen wir gem�a� �(1P1+ 2P2) := 1�(P1)+ 2�(P2), entsprehend f�ur �, linear von der Gruppeauf den Ring fort.3Die minimalen Orthogonalprojektoren sind nur bis auf �Aquivalenz eindeutig bestimmt.



72 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VR7.2.1 Die Mengen Q�T (2)N �RNQ�T (1)N �Jede Menge Q(T (2)N )RNQ(T (1)N ) enth�alt h�ohstens ein unabh�angiges Element:Lemma 7.2.1Sei T (i)N jY (i)N ; i = 1; 2. Falls Y (2)N 6= Y (1)N ist, so istQ(T (2)N )Q(T (1)N ) = 0 8 2 RN :Ist dagegen Y (2)N = Y (1)N , so istQ(T (2)N )RNQ(T (1)N ) := nQ(T (2)N )Q(T (1)N ) j  2 RNoeindimensional, d.h. alle Elemente von Q(T (2)N )RNQ(T (1)N ) sind Vielfahe eines Repr�asentan-ten.Beweis.Der erste Teil des Lemmas folgt aus der Tatsahe, da� die YN zentral in RN ([41℄, SatzIII.3.10) und au�erdem orthogonal sind. Der zweite Teil folgt direkt aus der Anwendung von[41℄ III x4 (S. 62) auf RN . �Korollar 7.2.2 Jedes � 2 Q(T (2)N )RNQ(T (1)N ); T (1)N ; T (2)N jYN ist Vielfahes einer partiellenIsometrie, d.h. ��� 2 R+Q(T (1)N ) und ��� 2 R+Q(T (2)N ):7.2.2 De�nition der WTNF�ur alle T (2)N ; T (1)N jYN und YN 2 YN w�ahlen wir partielle IsometrienWT (2)N ;T (1)N 2 Q(T (2)N )RNQ(T (1)N );so da� W �T (2)N ;T (1)N !=WT (1)N ;T (2)N und W �T (2)N ;T (1)N WT (2)N ;T (1)N =WT (1)N ;T (1)N !=Q(T (1)N ): (7.9)Wegen der Eindimensionalit�at von Q(T (2)N )RNQ(T (1)N ) sind die WT (2)N ;T (1)N durh die Be-dingungen (7.9) bis auf eine komplexe Phase festgelegt.F�ur jeden Rahmen YN 2 YN w�ahlen wir ein Referenztableau T 0N jYN und setzen f�ur TN jYNWTN :=WTN ;T 0N :Lemma 7.2.3Es gelten die beiden GleihungenW �T (2)N WT (1)N = ÆT (2)N ;T (1)N �Q(T 0N ) und XYN2YN XTN jYN WTNW �TN = l1:



7.2. ZERLEGUNG VON H IN DARSTELLUNGSR�AUME VON U(H1) 73Beweis.Die erste Gleihung folgt direkt aus Gleihung (7.9) und der Orthogonalit�at der Q(TN ). Diezweite Gleihung ergibt sih ausXYN2YN XTN jYN WTNW �TN (7:9)= XYN2RN XTN jYN Q(TN ) = XYN2YN YN = l1: �7.2.3 Transformationsverhalten der WTN unter der PermutationsgruppeZur sp�ateren Verwendung untersuhen wir das Transformationsverhalten der WTN unter Ele-menten der Permutationsgruppe. Konkret werden wir die Transformationsgesetze aus Lemma7.2.4 und Lemma 7.2.5 in Abshnitt 7.6 zur Berehnung der R-Matrizen ben�otigen.Lemma 7.2.4WTN ; TN jYN transformiert sih unter einer unit�aren Darstellung U (YN ) der PN , d.h. f�ur P 2PN gilt PWTN = XSN jYN U (YN )SN ;TN (P )WSN (7.10)mit einer unit�aren Matrix U (YN )(P ).Beweisder Gleihung (7.10) und der Darstellungseigenshaft U (YN )(P 0)U (YN )(P ) = U (YN )(P 0P ).Wegen WTN =WTNQ(T 0N ) undXSN2TN Q(SN ) = XYN2YN XSN jYN Q(SN ) = XYN2YN YN = l1gilt mit Lemma 7.2.1PWTN = XSN2TN Q(SN )PWTNQ(T 0N ) = 8<: 0 falls SN 6 j YNXSN jYNU (YN )SN ;TN (P )WSN falls SN jYN : (7.11)Mit P 0; P 2 PN gilt P 0P 2 PN und somitP 0PWTN = XVN jYN U (YN )VN ;TN (P 0P )WVN ;andererseits istP 0PWTN = P 0 XSN jYN U (YN )SN ;TN (P )WSN = XVN ;SN jYN U (YN )VN ;SN (P 0)U (YN )SN ;TN (P )WVN ;d.h. U (YN )(P 0)U (YN )(P ) = U (YN )(P 0P ): �Um die Unitarit�at zu zeigen, zeigen wir zun�ahst



74 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VRLemma 7.2.5Eine Permutation P 2 PN wirkt von rehts auf W �TN ; TN jYN durhW �TNP = XSN jYN U (YN )TNSN (P )W �SN : (7.12)Beweis.Das Lemma folgt unmittelbar aus Lemma 7.2.4:PWVN = XSN jYN U (YN )SN ;VN (P )WSN=)W �TNPWVN = U (YN )TNVN (P )Q �T 0N�=)W �TNP = XVN jYN U (YN )TNVN (P )W �VN : (7.13)�Damit k�onnen wir die Unitarit�at der Darstellung U (YN ) von PN zeigen.Lemma 7.2.6Es gilt U (YN )SNTN (P ) = U (YN )TNSN (P �); d:h: �U (YN )(P )�� = U (YN )(P �);also U (YN )(P )�U (YN )(P )�� = �U (YN )(P )�� U (YN )(P ) = l1:Beweis.Die Konjugation von Gleihung (7.10) ergibtW �TNP � =XSN U (YN )SN ;TN (P )W �SN :Der Vergleih mit Gleihung (7.12) liefert das Lemma. �Bemerkung 7.2.7 F�ur ein gegebenes YN 2 YN ist U (YN ) die Einshr�ankung der regul�arenDarstellung von PN auf ein minimales Linksideal RNQ(T 0N ); T 0N jYN des Gruppenrings undsomit irreduzibel (s. z.B. [41℄, III x2).7.2.4 Zerlegung von HWir k�onnen nun eine Zerlegung von H
N1 in Unterr�aume W �TNH
N1 angeben; da die N -faheTensordarstellung �N (U(H1)) der U(H1) auf H
N1 mit RN 3W �TN vertausht4, ist klar, da�diese Unter�aume invariant sind unter U(H1).Lemma 7.2.8Der Unterraum H
N1 ist isomorph zur direkten Summe der W �TNH
N1 ; TN 2 TN ,H
N1 �= MTN2TN W �TNH
N1 = MYN2YN MTN jYN W �TNH
N14s.a. Anhang B.2



7.2. ZERLEGUNG VON H IN DARSTELLUNGSR�AUME VON U(H1) 75Beweis.Aus Lemma 7.2.3 folgt H
N1 = XTN2TN WTNW �TNH
N1Das hei�t aber, es existieren partielle IsometrienWTN : W �TNH
N1 �! H
N1 mit W �T 0NWTN = ÆT 0N ;TNQ(T 0N ); XTN2TN WTNW �TN = l1:Auf W �TNH
N1 = Q(T 0N )W �TNH
N1 wirkt Q(T 0N ) aber wie die Identit�at,W �T 0NWTN jW �TNH
N1 = ÆT 0N ;TN l1W �TNH
N1 :Die Existenz solher partieller Isometrien aber hei�tH
N1 �= MTN2TN W �TNH
N1 : �Korollar 7.2.9 H ist isomorph zur direkten Summe der W �TNH
N1 ; TN jYN ; YN 2 YN undN 2 N0 , H �= MN2N0 MYN2YN MTN jYN W �TNH
N1 :Wir f�uhren Bezeihnungen f�ur die irreduziblen Unterdarstellungen der U(H1) ein:De�nition 7.2.10 F�ur u 2 U(H1) sei�TN (u) := Q(TN )�N (u) = �N (u)jHTNund �YN := �T 0N ; HYN := HT 0N :Die Irreduzibilit�at dieser Darstellungen folgt aus der Minimalit�at der Q(TN ) (vgl. KorollarB.2.4); weiter sind �TN und �T 0N genau dann �aquivalent, wenn TN und T 0N zum selben RahmenYN geh�oren (vgl. Lemma B.2.5).Lemma 7.2.11WTN ; TN jYN ist ein Intertwiner zwishen �YN und �TN , WTN 2 (�TN j�YN ).Beweis.Zu zeigen ist, da� f�ur alle 	 2 HYN ; u 2 U(H1)�TN (u)WTN	 =WTN�YN (u)	gilt: �TN (u)WTN	 = Q(TN )�N (u)WTNQ(T 0N )	= Q(TN )WTNQ(T 0N )�N (u)	= WTN�YN (u)	: (7.14)�



76 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VREs ist unmittelbar klar, da� W �TN 2 (�YN j�TN ) ist. Damit giltKorollar 7.2.12 Alle W �TNH
N1 ; TN jYN tragen dieselbe Darstellung �YN (U(H1)). Als Dar-stellungsraum von U(H1) aufgefa�t, gilt f�ur H also (vgl. Korollar 7.2.9)H �= MN2N0 MYN2YN MTN jYN W �TNH
N1 �= MN2N0 MYN2YN C fYN 
HYN ; (7.15)wobei fYN die Anzahl der TN jYN ist.7.3 Der reduzierte Hilbertraum Hred7.3.1 De�nition des reduzierten HilbertraumesWir shr�anken uns ein auf einen reduzierten Hilbertraum, auf dem alle Darstellungen �YNvon U(H1) mit YN 2 YN ; N 2 N0 mit Vielfahheit 1 auftreten:De�nition 7.3.1 Der reduzierte Hilbertraum istHred := MN2N0 MYN2YN HYN :Bezeihnen wir mit SN je nah Kontext den total symmetrishen Youngrahmen in YNbzw. das einzige Tableau zu diesem Rahmen5,SN := � � � oder SN := 1 � � � N ;so gilt f�ur den Fokraum HF des konformen verallgemeinerten freien Feldes aus Kapitel 6HF = MN2N0 HSN � Hred:7.3.2 Die interpolierenden Felder W �TN+1a+(f)WTN und W �TNa(f)WTN+1Wir betrahten nun die Operatoren W �TN+1a+(f)WTN und W �TNa(f)WTN+1 ; man �uberlegtsih mit (7.4) und (7.8) leiht, da� diese nur von Null vershieden sein k�onnen, wenn f�urTN jYN ; TN+1jYN+1 gilt, da� YN C YN+1.O�enbar ist W �TN+1a+(f)WTN = Q(T 0N+1)W �TN+1a+(f)WTNQ(T 0N )mit TN jYN ; TN+1jYN+1 und YN C YN+1 eine AbbildungW �TN+1a+(f)WTN : HYN �! HYN+1 (7.16)5Alternativ zur Angabe eines Tableaus durh seine Rahmenabfolge (s. Abshnitt 7.1) kennzeihnen wir einTableau TN = (YN ; : : : ; Y2) auh derart, da� wir den Rahmen YN so mit Zahlen belegen, da� die K�asthenmit den Nummern 1; : : : ; k den Rahmen Yk in der Rahmenabfolge bilden; vgl. auh Anhang B: Dort de�nierenwir ein Tableau TN 2 TN zuerst �uber die Belegung eines Rahmens YN 2 YN mit Zi�ern 1; : : : ; N und stellendann den Zusammenhang zur Rahmenabfolge her.



7.4. AUSTAUSCHKOMPONENTEN 77und entsprehend W �TN�1a(f)WTN = Q(T 0N�1)W �TN�1a(f)WTNQ(T 0N )mit TN�1jYN�1; TN jYN und YN�1 C YN eine AbbildungW �TN�1a(f)WTN : HYN �! HYN�1 (7.17)Es handelt sih aber niht um einen Intertwiner zwishen den Darstellungen �YN und�YN+1 von U(H1); vielmehr gilt f�ur u 2 U(H1) beispielsweise�YN+1(u)W �TN+1a+(f)WTN jfN ; : : : ; f1i =W �TN+1a+(��(u)f)WTN�YN (u) jfN ; : : : ; f1i ;wobei die unit�are Gruppe auf den quadratintegrablen Funktionen durha+(��(u)f)	N := (��(u) jfi)
	N ; 	N 2 H
N1 ; N 2 N0erkl�art ist.Es gibt f�ur gegebene f und YN ; YN+1 mit YN C YN+1 i.a. mehr als einen nihtvershwin-denden OperatorW �TN+1a+(f)WTN ; TN jYN ; TN+1jYN+1. Diese sind jedoh alle Vielfahe einesRepr�asentanten, wie wir im folgenden Abshnitt zeigen.Zuvor weisen wir noh darauf hin, da� sih wegen W �SN = WSN = Q(SN ) = SN dieErzeuger und Vernihter des konformen verallgemeinerten freien Feldes � aus Kapitel 6 inder Form A+(f) = 1XN=0pN + 1 �Q(SN+1)a+(f)Q(SN ) (7.18)und A(f) = 1XN=1pN �Q(SN�1)a(f)Q(SN ) (7.19)shreiben lassen: F�ur 	N 2 HSN folgt f�ur A+(f); A(g) wie in (7.18), (7.19) aus (7.1) und(7.2)A(g)A+(f)	N �A+(f)A(g)	N = (N + 1) �Q(SN )a(g)Q(SN+1)a+(f)Q(SN )	N�N �Q(SN )a+(f)Q(SN�1)a(g)Q(SN )	N= hgjfi	N = h�(g)�(f)i	N ; (7.20)d.h. A+(f); A(g) aus (7.18), (7.19) erf�ullen die VR (6.3). [A+; A+℄ = 0 = [A;A℄ sind o�en-sihtlih ebenfalls erf�ullt.Es folgt�(f) = XN2N0 pN + 1 �Q(SN+1)a+(f)Q(SN ) + XN2NpN �Q(SN�1)a(f)Q(SN ): (7.21)7.4 AustaushkomponentenWir zeigen zun�ahst, da� f�ur gegebene YN C YN+1 alle W �TN+1�(WTN ); TN jYN ; TN+1jYN+1Vielfahe eines Repr�asentanten sind. Dann folgt f�ur gegebene f sofort dieselbe Aussage f�urW �TN+1�(WTN )a+(f) =W �TN+1a+(f)WTN ; TN jYN ; TN+1jYN+1.



78 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VRLemma 7.4.1W �TN+1�(WTN ) mit TN jYN ; TN+1jYN+1 und YNCYN+1 ist ein Intertwiner ��
�YN �! �YN+1 .Beweis.Sei u 2 U(H1). W �TN+1�(WTN ) (�� 
 �YN ) (u) jfN+1; fN ; : : : ; f1i= W �TN+1�(WTN )� �Q �T 0N���N+1(u) jfN+1; fN ; : : : ; f1i= Q �T 0N+1��N+1(u)W �TN+1 �(WTN )� �Q �T 0N�� jfN+1; fN ; : : : ; f1i= �YN+1(u)W �TN+1�(WTN ) jfN+1; fN ; : : : ; f1i (7.22)�Lemma 7.4.2Der Raum der Intertwiner �� 
 �YN �! �YN+1 , (�YN+1 j�� 
 �YN ), ist eindimensional, fallsYN C YN+1 gilt; andernfalls existieren keine nihttrivialen Intertwiner.Beweis.Die Dimension von (�YN+1 j��
�YN ) ist gleih der Vielfahheit von �YN+1 in der i.a. reduziblenDarstellung ��
�YN . Diese wiederum ist nah [42, 43℄ gleih der Vielfahheit der DarstellungU (YN+1) von PN+1 im �au�eren Produkt6 der Darstellungen U (�) und U (YN ). Diese wiederum istnah [44℄, Kapitel 7-12 f�ur einen gegebenen Rahmen YN 2 YN gleih 1 f�ur alle YN+1 2 YN+1mit YN C YN+1 und Null f�ur alle anderen YN+1 2 YN+1. �Bemerkung 7.4.3 Eine entsprehende Aussage gilt auh f�ur die Darstellungen endlihdi-mensionaler unit�arer Gruppen; die Aussage �uber die Gleihheit der Vielfahheiten �ndet sihdann bei [41℄, VI x5 bzw. [44℄, Kapitel 10-3.Korollar 7.4.4 Alle W �TN+1�(WTN )a+(f) = W �TN+1a+(f)WTN mit TN+1jYN+1; TN jYN undYN C YN+1 sind Vielfahe eines Repr�asentanten (YN+1jf jYN ),W �TN+1a+(f)WTN = TN+1TN � (YN+1jf jYN ); (7.23)wobei TN+1TN 2 C und (YN+1jf jYN ) : HYN �! HYN+1 :Mit Lemma 7.2.3 folgt daraus, da� auf H
N1a+(f) = XYN+1;YN XTN+1 jYN+1TN jYN TN+1TN �WTN+1(YN+1jf jYN)W �TN (7.24)gilt.Analog erh�alt man die entsprehenden Gleihungen f�ur die Vernihter (oder einfah durhAdjungieren der obigen Gleihungen und die Umbenennung f 7! f):W �TN�1a(f)WTN = TNTN�1 � (YN�1jf jYN )6s. [44℄, Kapitel 7-12



7.5. DIE INDUKTIONSMATRIX C(YN+1;YN ) 79und auf H
N1 a(f) = XYN�1;YN XTN�1 jYN�1TN jYN TNTN�1 �WTN�1(YN�1jf jYN )W �TN : (7.25)Die (YN�1jf jYN) nennen wir Austaushkomponenten von a+(f) bzw. a(f). Wie in Hy-pothese 0.2.1 verlangt, ist das konforme Feld eine Linearkombination von bestimmten Aus-taushkomponenten,�(f) = XN2N0 pN + 1 �Q(SN+1)a+(f)Q(SN ) + XN2NpN �Q(SN�1)a(f)Q(SN )= XN2N0 pN + 1 � (SN+1jf jSN ) + XN2NpN � (SN jf jSN+1): (7.26)In Abshnitt 7.6 zeigen wir, da� die Gesamtheit aller Austaushkomponenten quadratishenVR in zeit- und raumartiger Rihtung gen�ugt.7.5 Die Induktionsmatrix C(YN+1;YN )Zur sp�ateren Verwendung bei der Bestimmung der quadratishen VR der Austaushkom-ponenten untersuhen wir die aus den KoeÆzienten TN+1TN in (7.24) bzw. (7.25) gebildeteMatrix.De�nition 7.5.1 Die aus den KoeÆzienten TN+1TN mit TN jYN und TN+1jYN+1 mit YN CYN+1 gebildete Matrix hei�e C(YN+1;YN ).Lemma 7.5.2C(YN+1;YN ) ist ein Intertwiner U (YN )(PN ) �! U (YN+1) Æ �(PN );wobei � die Einbettung � : PN ,! PN+1 bezeihnet.Beweis.Sei P 2 PN . Gleihung (7.5) besagta+(f)P = �(P )a+(f);daraus folgt mit Gleihung (7.24) und Lemma 7.2.5 bzw. Lemma 7.2.4XYN+1;YN XTN+1jYN+1SN jYN XTN jYNTN+1SNU (YN )SN ;TN (P )WTN+1 (YN+1jf jYN )W �TN= XYN+1;YN XSN+1jYN+1TN jYN XTN+1jYN+1U (YN+1)TN+1;SN+1(�(P ))SN+1TNWTN+1 (YN+1jf jYN )W �TN (7.27)und somit XSN jYN TN+1SNU (YN )SN ;TN (P ) = XSN+1jYN+1 U (YN+1)TN+1;SN+1(�(P ))SN+1TNbzw.



80 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VRC(YN+1;YN )U (YN )(P ) = U (YN+1)(�(P ))C(YN+1;YN ): �De�nition 7.5.3 C(YN+1;YN ); YNCYN+1 hei�t Induktionsmatrix zwishen den DarstellungenU (YN ) und U (YN+1) Æ �.Da U (YN ) irreduzibel ist, ist nah Shurs Lemma C(YN+1;YN )�C(YN+1;YN ) ein Vielfahes derl1 (und C(YN+1;YN )�C(YN+1;Y 0N ) = 0, falls YN 6= Y 0N ; andernfalls w�are C(YN+1;YN )�C(YN+1;Y 0N ) einnihttrivialer Intertwiner zwishen niht �aquivalenten irreduziblen Darstellungen). W�ahle dieNormierung der (YN+1jf jYN ) so, da� C(YN+1;YN )�C(YN+1;YN ) = l1, d.h.XTN+1jYN+1 TN+1SN TN+1TN = ÆSN ;TN : (7.28)Die reduzible Darstellung U (YN+1) Æ � der PN wiederum zerf�allt in die irreduziblen Dar-stellungen U (YN )(PN ) mit YN C YN+1, diese kommen jeweils mit Vielfahheit 1 vor ([45℄, Vx18.1). Mit der obigen Normierung ergibt sihXYNCYN+1 C(YN+1;YN )C(YN+1;YN )� = l1;d.h. XYNCYN+1 XSN jYN T 0N+1SN TN+1SN = ÆT 0N+1;TN+1 ; T 0N+1; TN+1jYN+1: (7.29)7.6 Quadratishe VR. R-MatrizenWir zeigen die Existenz quadratisher VR der Austaushkomponenten, indem wir die R-Matrizen in den vier denkbaren F�allen(YN+1jf jYN ) (YN jgjYN�1) ; (YN�1jf jYN ) (YN jgjYN+1) ;�Y 0N jf jYN�1� (YN�1jgjYN ) ; �Y 0N jf jYN+1� (YN+1jgjYN )bestimmen. Die Tr�ager der Funktionen f; g seien entweder vollst�andig raumartig oder voll-st�andig zeitartig zueinander. In diesem Abshnitt untersuhen wir die ersten drei F�alle, mitdem (komplizierteren) vierten Fall besh�aftigen wir uns im folgenden Abshnitt.7.6.1 (YN+1jgjYN)(YN jf jYN�1) und (YN�1jgjYN)(YN jf jYN+1)Wir beginnen mit (YN+1jgjYN )(YN jf jYN�1). Den Ausgangspunkt bildet die folgende Beob-ahtung: Bezeihnet tN die Transposition des N -ten und des (N + 1)-ten Tensorfaktors, sogilt auf H
N�11 o�enbara+(f)a+(g) jfN�1; : : : ; f1i = tNa+(g)a+(f) jfN�1; : : : ; f1i ;f�ur beliebige jfN�1; : : : ; f1i 2 H
N�11 , d.h. auf H
N�11 ; N � 1 ista+(f)a+(g) = tNa+(g)a+(f): (7.30)



7.6. QUADRATISCHE VR. R-MATRIZEN 81Lemma 7.6.1Es gilt die Beziehung (YN+1jf jYN ) (YN jgjYN�1)=XY 0N 0BBBBB� XT 0N jY 0NSN jYNTN+1;T 0N+1jYN+1 SNTN�1TN+1SN � U (YN+1)TN+1T 0N+1(tN ) � T 0N+1T 0N T 0NTN�11CCCCCA� (YN+1jgjY 0N ) (Y 0N jf jYN�1) : (7.31)Beweis.Einsetzen von (7.24) in Gleihung (7.30) f�uhrt aufXYN+1YNYN�1 XTN+1jYN+1TN jYNTN�1jYN�1 TN+1TN TNTN�1WTN+1 (YN+1jf jYN ) (YN jgjYN�1)W �TN�1= XY 0N+1Y 0NY 0N�1 XT 0N+1jY 0N+1T 0N jY 0NT 0N�1jY 0N�1S0N+1jY 0N+1 U (Y 0N+1)S0N+1T 0N+1(tN )T 0N+1T 0N T 0NT 0N�1WS0N+1 �Y 0N+1jgjY 0N�
� �Y 0N jf jY 0N�1�W �T 0N�1 ; (7.32)Multiplikation mit einem W �TN+1 von links und einem WTN�1 ergibtXYN XTN jYN TN+1TN TNTN�1 (YN+1jf jYN ) (YN jgjYN�1)=XY 0N XT 0N+1jYN+1T 0N jY 0N U (YN+1)TN+1T 0N+1(tN )T 0N+1T 0N T 0NTN�1 �YN+1jgjY 0N� �Y 0N jf jYN�1� : (7.33)Multiplikation mit TN+1SN und Summation �uber TN+1jYN+1 f�uhrt mit (7.28) aufSNTN�1 (YN+1jf jYN) (YN jgjYN�1) = XY 0N XTN+1;T 0N+1jYN+1T 0N jY 0N TN+1SN � U (YN+1)TN+1T 0N+1(tN )�T 0N+1T 0N T 0NTN�1 �YN+1jgjY 0N� �Y 0N jf jYN�1� ;(7.34)wobei YN der Rahmen von SN ist. Durh Multiplikation mit SNTN�1 und Summation �uberSN jYN gelangt man shlie�lih zu Gleihung (7.31). �



82 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VRDie KoeÆzienten P SNTN�1TN+1SN � U (YN+1)TN+1T 0N+1(tN ) � T 0N+1T 0N T 0NTN�1 h�angen a priorinoh von dem tableauwertigen Index TN�1 ab; es gilt aberLemma 7.6.2Das Matrixprodukt C(YN�1;YN )�C(YN ;YN+1)�U (YN+1)(tN )C(YN+1;Y 0N )C(Y 0N ;YN�1) ist ein Vielfa-hes der Einheitsmatrix, d.h.XT 0N jY 0NSN jYNTN+1;T 0N+1jYN+1 SN ;TN�1TN+1;SN �U (YN+1)TN+1T 0N+1(tN ) � T 0N+1T 0N T 0NSN�1 = ÆTN�1SN�1R(YN+1;YN�1)YNY 0N :Beweis.Sei P 2 PN�1. Es ist klar, da� die Einbettung von P in PN+1, �2(P ), mit tN vertausht.Dann gilt mit Lemma 7.5.2C(YN�1;YN )�C(YN ;YN+1)�U (YN+1)(tN )C(YN+1;Y 0N )C(Y 0N ;YN�1)U (YN�1)(P )= C(YN�1;YN )�C(YN ;YN+1)�U (YN+1)(tN )C(YN+1;Y 0N )U (Y 0N )(�(P ))C(Y 0N ;YN�1)= C(YN�1;YN )�C(YN ;YN+1)�U (YN+1)(tN �2(P ))C(YN+1;Y 0N )C(Y 0N ;YN�1)= C(YN�1;YN )�U (YN )(�(P ))C(YN ;YN+1)�U (YN+1)(tN )C(YN+1;Y 0N )C(Y 0N ;YN�1)= U (YN�1)(P )C(YN�1;YN )�C(YN ;YN+1)�U (YN+1)(tN )C(YN+1;Y 0N )C(Y 0N ;YN�1); (7.35)d.h. C(YN�1;YN )�C(YN ;YN+1)�U (YN+1)(tN )C(YN+1;Y 0N )C(Y 0N ;YN�1) ist ein Intertwiner U (YN�1) �!U (YN�1); da U (YN�1) irreduzibel ist, folgt mit Shurs Lemma die Behauptung. �Korollar 7.6.3 Es ist(YN+1jf jYN ) (YN jgjYN�1) =XY 0N R(YN+1;YN�1)YNY 0N �YN+1jgjY 0N� �Y 0N jf jYN�1� :Analog �ndet man(YN�1jf jYN) (YN jgjYN+1) = XY 0N R(YN+1;YN�1)YNY 0N �YN�1jgjY 0N� �Y 0N jf jYN+1�=: XY 0N R(YN�1;YN+1)YNY 0N �YN�1jgjY 0N� �Y 0N jf jYN+1� (7.36)Bemerkung 7.6.4 Die Matrix R(YN+1;YN�1) h�angt o�enbar niht von der relativen Lage derTr�ager suppf; supp g ab.7.6.2 (Y 0N jgjYN�1)(YN�1jf jYN)Wir suhen nun die entsprehenden Relationen f�ur (Y 0N jf jYN�1)(YN�1jgjYN ). Den Ausgangs-punkt der �Uberlegungen bildet �ahnlih wie oben die Beobahtunga+(f)a(g) jfN ; : : : ; f1i = hgjfN i � jf; fN�1; : : : ; f1i = a(g)tNa+(f) jfN ; : : : ; f1if�ur alle jfN ; : : : ; f1i 2 H
N1 ; N � 1, d.h. auf H
N1 ; N � 1 ista+(f)a(g) = a(g)tNa+(f): (7.37)



7.6. QUADRATISCHE VR. R-MATRIZEN 83Lemma 7.6.5Es gilt die Beziehung�Y 0N jf jYN�1� (YN�1jgjYN ) = XYN+1R(YN+1;YN�1)Y 0NYN �Y 0N jgjYN+1� (YN+1jf jYN ) : (7.38)Beweis.Einsetzen von (7.24) und (7.25)in Gleihung (7.37) f�uhrt aufXY 0NYNYN�1 XT 0N jY 0NTN jYNTN�1 jYN�1 T 0NTN�1TNTN�1WT 0N �Y 0N jf jYN�1� (YN�1jgjYN )W �TN= XY 0NYNYN+1 XT 0N jY 0NTN jYNTN+1jYN+1SN+1jYN+1 SN+1T 0NU (YN+1)SN+1TN+1(tN )TN+1TNWT 0N �Y 0N jgjYN+1� (YN+1jf jYN)W �TN ;(7.39)Multiplikation mit einem W �T 0N von links und einem WTN ergibtXYN�1 XTN�1jYN�1T 0NTN�1TNTN�1 �Y 0N jf jYN�1� (YN�1jgjYN )= XYN+1 XTN+1 jYN+1SN+1jYN+1 SN+1T 0NU (YN+1)SN+1TN+1(tN )TN+1TN �Y 0N jgjYN+1� (YN+1jf jYN ) : (7.40)Multiplikation mit TNSN�1 und Summation �uber TN jYN f�uhrt aufT 0NSN�1 (Y 0N jf jYN�1) (YN�1jgjYN )= XYN+1 XTN+1 ;SN+1jYN+1TN jYN SN+1T 0NU (YN+1)SN+1TN+1(tN )TN+1TN TNSN�1 �Y 0N jgjYN+1� (YN+1jf jYN ) ;(7.41)wobei YN�1 der Rahmen von SN�1 ist, und nah Multiplikation mit T 0NSN�1 und Summation�uber T 0N jY 0N �ndet man (Y 0N jf jYN�1) (YN�1jgjYN )= XYN+1 XTN+1;SN+1jYN+1TN jYNT 0N jY 0N T 0NSN�1SN+1T 0NU (YN+1)SN+1TN+1(tN )TN+1TN TNSN�1� (Y 0N jgjYN+1) (YN+1jf jYN ) : (7.42)Mit Lemma 7.6.2 folgt dann die Behauptung. �



84 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VRBemerkung 7.6.6 Um im Einklang mit der Notation aus Korollar 7.6.3 zu sein (die Super-sripts geben die beiden \�au�eren" Rahmen an, die Indizes die \inneren"), l�a�t sih Lemma7.6.5 in der Form�Y 0N jf jYN�1� (YN�1jgjYN ) = XYN+1R(Y 0N ;YN )YN�1;YN+1 �Y 0N jgjYN+1� (YN+1jf jYN )mit R(Y 0N ;YN )YN�1;YN+1 := R(YN+1;YN�1)Y 0NYNshreiben. R(Y 0N ;YN ) h�angt niht von der relativen Lage der Tr�ager supp f; supp g ab (s. Be-merkung 7.6.4).7.7 Quadratishe VR f�ur (Y 0N jgjYN+1)(YN+1jf jYN)7.7.1 Untershied zu den vorhergehenden F�allenDer letzte Fall (Y 0N jf jYN+1)(YN+1jgjYN ) l�a�t sih niht ganz nah dem obigen Muster abhan-deln. Startet man vona(f)a+(g) jfN ; : : : ; f1i = 
f jg� jfN ; : : : ; f1i= � � hgjfi jfN ; : : : ; f1i= � � a(g)a+(f) jfN ; : : : ; f1i (7.43)mit � := 8<: e2�iÆ falls suppf > supp ge�2�iÆ falls suppf < supp g1 falls supp f��supp g ;wobei Æ die Skalendimension von � ist (vgl. (6.8) und (6.10)), d.h.a(f)a+(g) = �a(g)a+(f) (7.44)auf H
N1 , so erh�alt man lediglih eine Aussage �uber die Summen von Produkten.Lemma 7.7.1Es gilt XYN+1 (YN jf jYN+1) (YN+1jgjYN ) = � XYN+1 (YN jgjYN+1) (YN+1jf jYN ) : (7.45)Beweis.Einsetzen von (7.24) und (7.25) in Gleihung (7.44) f�uhrt aufXY 0NYNYN+1 XT 0N jY 0NTN jYNTN+1jYN+1 TN+1T 0N TN+1TNWT 0N �Y 0N jf jYN+1� (YN+1jgjYN )W �TN= � � XY 0NYNYN+1 XT 0N jY 0NTN jYNTN+1jYN+1 TN+1T 0N TN+1TNWT 0N �Y 0N jgjYN+1� (YN+1jf jYN )W �TN ; (7.46)



7.7. QUADRATISCHE VR F�UR (Y 0N jgjYN+1)(YN+1jf jYN ) 85und nah den �ublihen MultiplikationenXYN+1 XTN+1jYN+1TN+1T 0N TN+1TN �Y 0N jf jYN+1� (YN+1jgjYN )= � � XYN+1 XTN+1jYN+1TN+1T 0N TN+1TN �Y 0N jgjYN+1� (YN+1jf jYN) : (7.47)Ausf�uhren der Summation �uber TN+1jYN+1 liefert auf jeder Seite des Gleihheitszeihens einÆT 0NTN . Die Summanden auf beiden Seiten sind also genau dann von Null vershieden, wennY 0N = YN ist, und damit ist das Lemma bewiesen. �Der prinzipielle Untershied zwishen diesem letzten und den vorangegangenen F�allen istder folgende: Wir sind eigentlih gar niht an Produkten der Form a#(f)a#(g) interessiert,sondern an Produkten (Y 0N�1jf jYN )(YN jgjYN�1). Diese sind gem�a� Korollar 7.4.4 Vielfahevon W �T 0N�1a#(f)Q(TN )a#(g)WTN�1 . In den vorangegangenen F�allen lie� sih der Projek-tor \in der Mitte" nah links oder rehts herausziehen, und die Betrahtung des Produktesa#(f)a#(g) implizierte die L�osung des eigentlihen Problems. Im nun betrahteten Fall istdas niht mehr so.7.7.2 Modi�kation des AnsatzpunktesWir w�ahlen als Startpunkt nun das Verhalten von a(f)Q(TN+1)a+(g) unter der Vertaushungvon f und g, wobei TN+1 2 TN+1 zun�ahst noh beliebig ist. Q(TN+1) ist eine Linearkombi-nation von Permutationen aus PN+1; wir unterteilen diese in Terme mit Permutationen aus�(PN ) � PN+1 und Terme mit Permutationen aus PN+1 n �(PN ). Es folgta(f)Q(TN+1)a+(g) = XP2PN P � a(f)�(P )a+(g) + XP2PN+1n�(PN ) P � a(f)Pa+(g)= XP2PN P � a(f)a+(g)P + XP2PN+1n�(PN ) P � a(f)Pa+(g): (7.48)Die erste Summanden verhalten sih unter der Vertaushung f  ! g in der bekanntenArt. Die zweiten Summanden formen wir um, indem wir ausnutzen, da�PN+1 n �(PN ) = N[j=1� �(�j)tN �(PN ); �j := tj � � � tN�1ist, d.h. XP 02PN+1n�(PN ) P 0 � a(f)P 0a+(g) = NXj=1 XP2PN P (j) � a(f)�(�j)tN �(P )a+(g)= NXj=1 XP2PN P (j) � �ja(f)tNa+(g)P: (7.49)Mit Gleihung (7.37) folgta(f)Q(TN+1)a+(g) = � � XP2PN P � a(g)a+(f)P + NXj=1 XP2PN P (j) � �ja+(g)a(f)P: (7.50)



86 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VRLemma 7.7.2Mit den Bezeihnungen von oben giltTN+1V 0N TN+1VN � (Y 0N jf jYN+1)(YN+1jgjYN )= �XY 0N+10�ÆY 0NYN � XP2PNP � U (YN )V 0NVN (P )1A�YN jgjY 0N+1� �Y 0N+1jf jYN�+XYN�10BBBBB� NXj=1 XP2PNP (j) � XT 0N jY 0NTN jYNTN�1jYN�1U (Y 0N )V 0NT 0N (�j)T 0NTN�1TNTN�1U (YN )TNVN (P )1CCCCCA� (Y 0N jgjYN�1) (YN�1jf jYN ) : (7.51)Beweis.F�ur die linke Seite der Gleihung (7.50) gilta(f)Q(TN+1)a+(g) = XY 0N;YNY 00N+1Y 0N+1 XT 0N jY 0NTN jYNT 00N+1jY 00N+1T 0N+1jY 0N+1 T 00N+1T 0N T 0N+1TN �WT 0N (Y 0N jf jY 00N+1)W �T 00N+1Q(TN+1)WT 0N+1(Y 0N+1jgjYN )W �TN= XY 0NYN XT 0N jY 0NTN jYN TN+1T 0N TN+1TN �WT 0N (Y 0N jf jYN+1)(YN+1jgjYN )W �TN ;(7.52)wobei YN+1 durh das gegebene TN+1jYN+1 bestimmt ist. F�ur die rehte Seite gilt ganzentsprehend � � XP2PN P � a(g)a+(f)P + NXj=1 XP2PNP (j) � �ja+(g)a(f)P= �XYNY 0N+1 XP2PN XTN jYNSN jYN P � U (YN )TNSN (P )WTN �YN jgjY 0N+1� �Y 0N+1jf jYN�W �SN+XY 0NYNYN�1 NXj=1 XP2PNP (j) � XT 0N;S0N jY 0NTN ;SN jYNTN�1jYN�1U (Y 0N )S0NT 0N (�j)T 0NTN�1TNTN�1U (YN )TNSN (P )�WS0N (Y 0N jgjYN�1) (YN�1jf jYN )W �SN : (7.53)



7.7. QUADRATISCHE VR F�UR (Y 0N jgjYN+1)(YN+1jf jYN ) 87Gleihsetzen und Multiplikation von links mit einem W �V 0N und von rehts mit einem WVNergibt Gleihung (7.51). �Um eine Aussage in der gew�unshten Form zu erhalten, m�ussen wir auf der linken Seite denFaktor TN+1V 0N TN+1VN eliminieren. Dies gel�ange in der gewohnten Weise durh Summation�uber TN+1jYN+1, diese erzw�ange dann aber Y 0N = YN ; wenn wir w�u�ten, da� TN+1V 0N TN+1VNvon Null vershieden ist, k�onnten wir einfah mit dem Kehrwert multiplizieren und h�atteneine Gleihung in der gew�unshten Form ohne einen solhen Constraint.Die Tableaux V 0N jY 0N ; VN jYN und TN+1jYN+1 sind frei w�ahlbar; insbesondere k�onnen wirjeweils die entsprehenden Referenztableaux w�ahlen. Wir diskutieren im folgenden eine spezi-elle Wahl der Referenztableaux, die T 0N+1T 0N 6= 0 f�ur alle Rahmen YN ; YN+1; YN C YN+1; N 2N0 siherstellt.7.7.3 Eine spezielle Wahl der ReferenztableauxDe�nition 7.7.3 F�ur YN 2 YN w�ahlen wir das Referenztableau T 0N = (YN ; YN�1; : : : ; Y2)so, da� Yk�1 aus Yk durh Streihen des rehten K�asthens in der letzten Zeile entsteht (s.Abb. 7.2).
T8

0 = ), , , , , ,(Abbildung 7.2: Das Referenztableau zu einem Rahmen aus Y8Wir zeigen nun, da� bei dieser Wahl der Referenztableaux f�ur alle YN ; YN+1 mit YNCYN+1gilt, da� T 0N+1T 0N 6= 0. Zun�ahst weisen wir darauf hin, da� aus Gleihung (7.23) folgtTN+1TN 6= 0()W �TN+1 Æ � (WTN ) 6= 0 =) Q(TN+1) Æ � (Q(TN )) 6= 0;im Fall TN+1 = T 0N+1; TN = T 0N gilt wegen WT 0N+1 = W �T 0N+1 = Q(T 0N+1), entsprehend f�urT 0N sogar �Aquivalenz. Wir haben also zu zeigenT 0N jYN ; T 0N+1jYN+1; YN C YN+1 =) Q(T 0N+1) Æ � �Q(T 0N )� 6= 0: (7.54)Wir zeigen noh eine Hilfsaussage:Lemma 7.7.4Seien T 0N+1 = (YN+1; YN ; : : : ; Y2) und T 0N = (Y 0N ; Y 0N�1; : : : ; Y 02) die Referenztableaux zu denRahmen Y 0N ; YN+1 mit Y 0N C YN+1. Dann gilt Y 0k C Yk+1; k = 2; : : : ; N .Beweis.YN+1 ist ein gemeinsamer Nahfolger von YN und Y 0N . Sind diese beiden Rahmen gleih, sofolgt sofort Y 0N�1 C YN . Andernfalls gilt die folgende �Uberlegung: YN geht aus YN+1 durhStreihen des rehten K�asthens in der letzten Zeile hervor, Y 0N durh ein Streihen einesanderen K�asthens. Y 0N�1 wiederum geht aus Y 0N infolge der De�nition der Referenztableauxdurh Streihen des ersteren K�asthens hervor und ist damit ein Vorg�anger von YN , Y 0N�1 CYN . Durh wiederholte Anwendung dieses Argumentes folgt das Lemma. �



88 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VRBemerkung 7.7.5 Wir werden in der folgenden Diskussion nur diese Eigenshaft, nihtaber die konkrete De�nition (7.7.3) der Referenztableaux verwenden; in diesem Sinn ist dieDe�nition zu verstehen als ein Beleg daf�ur, da� tats�ahlih eine Wahl der Referenztableauxexistiert, so da� Lemma 7.7.4 gilt.7.7.4 Wahl einer Darstellung von RNUm das Nihtvershwinden von Q(T 0N+1)�(Q(T 0N )) zu zeigen, w�ahlen wir vor�ubergehend eineDarstellung durh Matrizen d auf Tensorr�aumen V
N bzw. V
N+1 �uber einem endlihdimen-sionalen Hilbertraum V mit einer unit�aren Gruppe U(V). Dabei w�ahlen wir f�ur gegebenesN den Raum V so, da� dimV � N + 1; so stellen wir siher, da� alle durh ein TN 2TN bestimmten irreduziblen Unterdarstellungen der N -fahen Tensordarstellung �N (U(V))auf V
N vorkommen. Wir bezeihnen diese Darstellungen analog zu denen von U(H1) mit�TN ; �T 0N � �YN . Ein Mi�verst�andnis ist niht zu bef�urhten, da wir in diesem Abshnittnur diese endlihdimensionalen Darstellungen betrahten. Das Nihtvershwinden in dieserDarstellung ist hinreihend f�ur das Nihtvershwinden des Ringelementes Q(T 0N+1)�(Q(T 0n)),d.h.0 6= d �Q(T 0N+1)� �Q(T 0N )�� = d �Q(T 0N+1)� d �� �Q(T 0N )�� =) Q(T 0N+1)� �Q(T 0N )� 6= 0:Sei C(YN�1;YN ) : �YN �! �YN�1 
�die aus den Clebsh-Gordan-KoeÆzienten f�ur die Darstellungen von U(V) gebildete isome-trishe Matrix. F�ur TN = (YN ; : : : ; Y2), d.h. Q(TN ) = YN�(YN�1) � � ��N�2(Y2) ist d(Q(TN ))gegeben durhd (Q(TN )) = �N�2 �C(�;Y2)� Æ � � � Æ � �C(YN�2;YN�1)� Æ C(YN�1;YN )ÆC�(YN�1;YN ) Æ ��C�(YN�2;YN�1)� Æ � � � Æ �N�2 �C�(�;Y2)� (7.55)(s. Abb. 7.3), wobei �; � f�ur C : H(1) �! H(2) durh�(C) = l1V 
 C : V 
H(1) �! V 
H(2); �(C) = C 
 l1V : H(1) 
 V �! H(2) 
 Verkl�art sind. Man sieht leiht, da� d(Q(TN )) = d(Q(TN ))�, sowie d(Q(TN ))d(Q(T 0N )) =ÆTNT 0Nd(Q(TN )) und PTN2TN d(Q(TN )) = l1 gelten.Es folgt f�ur T 0N+1 = (YN+1; : : : ; Y2); T 0N = (Y 0N ; : : : ; Y 02)d �Q(T 0N+1)� � �d �Q(T 0N )�� = �N�1 �C(�;Y2)� � � �� �C(YN�1;YN )� Æ C(YN ;YN+1)ÆnC�(YN ;YN+1) Æ ��C�(YN�1;YN )� � � ��N�1 �C�(�;Y2)���N�2 �C(�;Y 02)� � � � ���C(Y 0N�2;Y 0N�1)� Æ ��C(Y 0N�1;Y 0N )�oÆ��C�(Y 0N�1;Y 0N )� Æ ���C�(Y 0N�2;Y 0N�1)� � � � ��N�2 �C�(�;Y 02)� :(7.56)F�ur das Produkt in den geshweiften Klammern gilt f� � �g : �� 
 �Y 0N �! �YN+1 ; dieserIntertwinerraum ist bekanntlih eindimensional (vgl. Bemerkung 7.4.3), d.h.f� � �g = � � C�(Y 0N ;YN+1) mit � = f� � �g Æ C(Y 0N ;YN+1) 2 C � l1 (7.57)
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Abbildung 7.3: Darsteller d(Q(T5)) auf V
5(s. Abb. 7.4). Es folgt d �Q(T 0N+1)� � �d �Q(T 0N )�� 6= 0() � 6= 0:� wiederum k�onnen wir als Produkt von 6j-Symbolen der unit�aren Gruppe U(V) shrei-ben: Zun�ahst einmal ist� = C�(YN ;YN+1) Æ � � � Æ �N�3 �C�(Y3;Y4)�Æ�N�2 �C�(Y2;Y3)��C�(�;Y2)� ��C(�;Y 02)��Æ��N�3 �C(Y 02 ;Y 03)� Æ � � � Æ ��C(Y 0N�1;Y 0N )�C(Y 0N ;YN+1); (7.58)dabei gilt �ahnlih wie obenC�(Y2;Y3)��C�(�;Y2)� ��C(�;Y 02)� : �
 �Y 02 �! �Y3 ;d.h. C�(Y2;Y3)��C�(�;Y2)� ��C(�;Y 02)� = �3 � C�(Y 02 ;Y3)mit �3 = C�(Y2;Y3)��C�(�;Y2)� ��C(�;Y 02)�C(Y 02 ;Y3): (7.59)Es folgt � = �3 � C�(YN ;YN+1) Æ � � � Æ�N�3 �C�(Y3;Y4)��C�(Y 02 ;Y3)� ��C(Y 02 ;Y 03)��Æ � � � ��C(Y 0N�1;Y 0N )�C(Y 0N ;YN+1) (7.60)
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πAbbildung 7.4: Abspaltung von � 2 C � l1 (s. (7.57)) aus d �Q(T 0N+1)� � �d �Q(T 0N )��; N = 4(s. Abb. 7.5).F�ur das Argument von �N�3 l�a�t sih wieder die obige Argumentation f�uhren, und durhsukzessives Anwenden dieser �Uberlegung erhalten wir� = �3 � � � �N � C�(YN ;YN+1)��C�(Y 0N�1;YN )� ��C(Y 0N�1;Y 0N )�C(Y 0N ;YN+1)| {z }=�N+1= �3 � � � �N+1 (7.61)mit �k = C�(Yk�1;Yk)��C�(Y 0k�2;Yk�1)� ��C(Y 0k�2;Y 0k�1)�C(Y 0k�1;Yk)(s. Abb. 7.6).Das sind aber gerade die 6j Symbole (s.u.) der speziellen Form( �Yk �� �Y 0k�1�Y 0k�2 �� �Yk�1 ) � � Yk � Y 0k�1Y 0k�2 � Yk�1 � (7.62)der unit�aren Gruppe U(V), wobei wir mit Yk die zu Yk konjugierte Darstellung bezeihnen.Das Nihtvershwinden von d(Q(T 0N+1)�(Q(T 0N ))) ist somit �aquivalent dazu, da� alle diese 6jSymbole von Null vershieden sind, wobei die ungestrihenen Rahmen aus der Rahmenabfolgevon T 0N+1 stammen, die gestrihenen aus der von T 0N (s.o.).
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Abbildung 7.5: Abspaltung von �3 2 C � l1 (s. (7.59)) aus �7.7.5 Nihtvershwinden der 6j-Symbole der Form (7.62)Ein Produkt dreier irreduzibler Darstellungen [�℄ 
 [�℄ 
 [�℄ einer geeigneten Gruppe kannauf zwei Arten ausreduziert werden:([�℄
 [�℄)
 [�℄ �M [%℄[�℄;[�℄[%℄
 [�℄ �M [%℄[�℄;[�℄M [�℄[%℄;[�℄[�℄oder [�℄
 ([�℄
 [�℄) �M [%0℄[�℄;[�℄[�℄
 [%0℄ �M [�℄[�℄;[%0℄M [%0℄[�℄;[�℄[�℄;wobeiM [%℄[�℄;[�℄ die Vielfahheit von [%℄ in [�℄
[�℄ bezeihnet. Die Matrix des Wehsels zwishenden zugeh�origen Basen des Darstellungsraumes von [�℄ ist infolge des Shurshen Lemmasein Vielfahes der Einheitsmatrix; der Faktor, mit dem die Einheitsmatrix multipliziert wird,hei�t 6j-Symbol (da sehs irreduzible Darstellungen involviert sind).Wir folgen der Notation von [46℄: Drei irreduzible Darstellungen und ein Skalar r bildeneinen Dreiklang (triad) f[�℄; [�℄; [�℄; rg, wenn [�℄
 [�℄
 [�℄ die triviale Darstellung wenigstensmit Vielfahheit r + 1 enth�alt. Das 6j-Symbol � [�1℄ [�2℄ [�3℄[�1℄ [�2℄ [�3℄ �r1r2r3r4 entspriht denvier Dreikl�angen f[�1℄; [�2℄; [�3℄; r4g, dann f[�1℄; [�2℄; [�3℄; r3g, dann f[�1℄; [�2℄; [�3℄; r2g undzuletzt f[�1℄; [�2℄; [�3℄; r1g (s. Abb. 7.7). Ein 6j-Symbol vershwindet trivial, wenn einer dervier Dreikl�ange vershwindet.Anhand der Abbildungen 7.6 und 7.7 sehen wir, da��k = � Yk � Y 0k�1Y 0k�2 � Yk�1 � ;Vielfahheiten treten in unserem Fall niht auf (vgl. Bemerkung 7.4.3); wir lassen die Indizesri = 0 der Einfahheit halber fort. Notwendig daf�ur, da� unsere 6j-Symbole niht bereitstrivial vershwinden, ist, da� keine der Clebsh-Gordan-Matrizen C(�;�) vershwindet, d.h. (s.Bemerkung 7.4.3) Yk�1C Yk; Y 0k�2C Y 0k�1, was aufgrund der Tableaueigenshaften erf�ullt ist,
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Abbildung 7.7: Graphishe Darstellung des allgemeinen 6j Symbols ohne die Vielfahheitsin-dizes r1; : : : ; r4sowie Y 0k�2CYk�1; Y 0k�1CYk; f�ur k = N+1 ist die letzte Gleihung per Vorraussetzung erf�ullt(s. (7.54)), f�ur die weiteren k = 3; : : : ; N sind dann beide Gleihungen wegen Lemma 7.7.4erf�ullt. Da dieses Lemma f�ur generish andere als unsere speziellen Referenztableaux i.a. nihtrihtig ist, w�urden f�ur eine andere Wahl der Referenztableaux einige der �k in Gleihung (7.61)bereits trivial vershwinden; nur an dieser Stelle ist diese spezielle Eigenshaft und somit diesespezielle Wahl (bzw. eine andere, f�ur die auh Lemma 7.7.4 gilt) der Referenztableaux wihtig.Im folgenden zeigen wir, da� alle 6j Symbole (7.62), die niht trivial vershwinden, auhtats�ahlih von Null vershieden sind. Damit ist dann Gleihung (7.54) gezeigt.Zun�ahst geben wir zwei Eigenshaften der 6j-Symbole an: Zum einen ist ein 6j-Symbolinvariant unter zyklishen Permutationen seiner Spalten ([46℄, h 3, Seite 59). Somit gilt� Yk � Y 0k�1Y 0k�2 � Yk�1 � = � Y 0k�1 Yk �Yk�1 Y 0k�2 � �(s. Abb. 7.8). O�enbar gilt
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Abbildung 7.8: Das aus �k durh zyklishe Permutation der Spalten gewonnene 6j-Symbol� Y 0k�1 Yk �Yk�1 Y 0k�2 [�3℄ � = 0; falls [�3℄ 6= �: (7.63)Zum anderen erf�ullen die niht trivial vershwindenden 6j-Symbole die Orthogonalit�ats-relation ([46℄, eq (3.3.21))X[�3℄;r1;r2 j[�3℄j � j[�3℄j �� [�1℄ [�2℄ [�3℄[�1℄ [�2℄ [�3℄ �r1r2r3r4 � [�1℄ [�2℄ [�03℄[�1℄ [�2℄ [�3℄ �r1r2r03r04= Æ[�3℄[�03℄Ær3r03Ær4r04 ; (7.64)wobei j[�℄j die Dimension der Darstellung [�℄ bezeihnet.F�ur unsere 6j-Symbole ohne Vielfahheiten bedeutet das wegen (7.63)(dimV)2 �� Y 0k�1 Yk �Yk�1 Y 0k�2 � �( Y 0k�1 Yk �Yk�1 Y 0k�2 � ) = 1;insbesondere ist also� Yk � Y 0k�1Y 0k�2 � Yk�1 � = � Y 0k�1 Yk �Yk�1 Y 0k�2 � � 6= 0; falls Y 0k�2 C� Yk�1Y 0k�1 �C Yk;und damit ist Gleihung (7.54) gezeigt.7.7.6 Quadratishe VR f�ur (Y 0N jgjYN+1)(YN+1jf jYN)Wir w�ahlen in Lemma 7.7.2 V 0N = T 00N jY 0N ; VN = T 0N jYN und TN+1 = T 0N+1jYN+1 underhalten wegen T 0N+1T 00N T 0N+1T 0N 6= 0(Y 0N jf jYN+1)(YN+1jgjYN )



94 KAPITEL 7. AUSTAUSCH-KOMPONENTEN UND QUADRATISCHE VR= �XY 0N+10� ÆY 0NYNT 0N+1T 00N T 0N+1T 0N � XP2PNP � U (YN )T 00NT 0N (P )1A�YN jgjY 0N+1� �Y 0N+1jf jYN�+XYN�10BBBBB��T 0N+1T 00N T 0N+1T 0N��1 NXj=1 XP2PNP (j)
� XT 0N jY 0NTN jYNTN�1jYN�1U (Y 0N )T 00NT 0N (�j)T 0NTN�1TNTN�1U (YN )TNT 0N (P )1CCCCCA� (Y 0N jgjYN�1) (YN�1jf jYN ) : (7.65)Da p; P in der ersten und P (j); �j ; P in der zweiten Summe auf der rehten Seite vonQ(T 0N+1) bestimmt werden, legt diese Wahl der in Lemma 7.7.2 freien Tableaux die KoeÆzi-enten auf der rehten Seite f�ur jeweils gegebene Rahmen Y 0N ; YN und YN+1; Y 0N+1 bzw. YN�1fest,��T 0N+1T 00N T 0N+1T 0N��1 ÆY 0NYN � XP2PNP � U (YN )T 00NT 0N (P ) =: �(supp f; supp g) � R(Y 0N ;YN )YN+1;Y 0N+1und�T 0N+1T 00N T 0N+1T 0N��1 NXj=1 XP2PNP (j) � XT 0N jY 0NTN jYNTN�1 jYN�1U (Y 0N )T 00NT 0N (�j)T 0NTN�1TNTN�1U (YN )TNT 0N (P )=: R(Y 0N ;YN )YN+1;YN�1 :Korollar 7.7.6 Es ist(Y 0N jf jYN+1)(YN+1jgjYN ) = �(supp f; supp g) � XY 0N+1R(Y 0N ;YN )YN+1;Y 0N+1 � (Y 0N jgY 0N+1)(Y 0N+1jf jYN )+ XYN�1R(Y 0N ;YN )YN+1YN�1 � (Y 0N jgjYN�1)(YN�1jf jYN ): (7.66)



7.7. QUADRATISCHE VR F�UR (Y 0N jgjYN+1)(YN+1jf jYN ) 95Wir fassen diese Ergebnisse zusammen inTheorem 7.7.7Unter den in Abshnitt 7.1 formulierten Voraussetzungen gilt:� Der Hilbertraum H zerf�allt in Unterr�aume, die irreduzible Darstellungen der unit�arenGruppe U(H1) tragen, H = MN2N MYN2YN C fYN 
HYN ;auf dem reduzierten HilbertraumHred = MN2N0 MYN2YN HYNkommt jede irreduzible Darstellung �YN von U(H1) mit der Vielfahheit 1 vor.� Hred enth�alt den Fokraum HF des konformen verallgemeinerten freien Feldes aus Ka-pitel 6, HF = MN2N0 HSN � Hred:� Zwishen HYN und HYN+1 mit YN C YN+1 bzw. HYN und HYN�1 mit YN�1 C YN inter-polieren die Austaushkomponenten (YN+1jf jYN ) bzw. (YN�1jf jYN ). Die Erzeuger undVernihter des konformen verallgemeinerten freien Feldes sind Linearkombinationen vonAustaushkomponenten mit total symmetrishen Rahmen YN = SN ; YN�1 = SN�1; f�urdas Feld selber folgt�(f) = XN2N0 pN + 1 �Q(SN+1)a+(f)Q(SN ) + XN2NpN �Q(SN�1)a(f)Q(SN )= XN2N0 pN + 1 � (SN+1jf jSN ) + XN2NpN � (SN jf jSN+1): (7.67)� Die Austaushkomponenten erf�ullen sowohl in zeit- als auh in raumartiger Rihtungquadratishe VR.� Die R-Matrizen dieser quadratishen VR lassen sih direkt aus der Kenntnis der irre-duziblen Darstellungen der PN und insbesondere der Induktionsmatrizen C(YN+1;YN )berehnen.
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Kapitel 8�Aquivalenz der nat�urlihen und derzellul�aren Darstellung der BP2nWir betrahten Vakuumerwartungswerte von Produkten von 2n Austaushkomponenten desvorigen Kapitels (Ketten). Aus den quadratishen VR der Austaushkomponenten folgt, da�die BP2n auf diesen Ketten zellul�ar dargestellt ist. Wir zeigen, da� diese Darstellung �aquiva-lent ist zu der nat�urlihen Darstellung in Kapitel 6 und illustrieren dies mit zwei Beispielen.8.1 Ketten von AustaushkomponentenWir betrahten Ketten, d.h. Vakuumerwartungswerte von Produkten der Austaushkompo-nenten des vorigen Kapitels der L�ange 2n; wegen der quadratishen VR der Austaushkompo-nenten ist klar, da� die BP2n auf diesen Ketten zellul�ar dargestellt ist. Infolge der De�nitionder Austaushkomponenten (s. Korollar 7.4.4) und (bei unserer Wahl der Referenztableauxnah De�nition 7.7.3) T 0N+1T 0N 6= 0 gilt f�ur die Austaushkomponenten(YN+1jf jYN ) = 1T 0N+1T 0N �Q �T 0N+1� a+(f)Q �T 0N�bzw. (YN�1jf jYN ) = 1T 0NT 0N�1 �Q �T 0N�1� a(f)Q �T 0N� ;somit sind die Ketten Vielfahe vonDa(f2n)a#(f2n�1)Q�T 0;(2n�2)N2n�2 � � � � a#(f3)Q�T 0;(2)N2 � a#(f2)a+(f1)E ; T 0;(i)Ni jY (i)Ni ; (8.1)wobei wir Q(�) = l1 an den Stellen i = 1; 2n � 1 niht hingeshrieben haben; die Tr�ager derfi; i = 1; : : : ; 2n seien paarweise vollst�andig zeit- oder raumartig zueinander.Aus (7.1) und (7.2) sieht man leiht, da� die Ketten Linearkombinationen von nat�urlihenBasisvektoren Q h��i sind. Wir fassen sie im folgenden als Vektoren in N = span fQ h��igauf.Die Darstellung der BP2n auf den Ketten beshreibt die Transpositionen �i : fi  ! fi+1zweier benahbarter Argumente der Austaushkomponenten, wobei das Bild einer Kette unterdieser Transposition eine von den quadratishen VR in den Abshnitten 7.6 und 7.7 bestimmteLinearkombination von Ketten (8.1) ist. 97



98 KAPITEL 8. �AQUIVALENZ NAT�URLICHER UND ZELLUL�ARER DARSTELLUNG8.2 �Aquivalenz der nat�urlihen und der zellul�aren DarstellungWir zeigen, da� die Ketten (8.1) eine Basis von N bilden; dann ist klar, da� die zellul�areDarstellung der BP2n auf den Ketten der nat�urlihen Darstellung auf denQ h��i �aquivalentist, da es sih nur um vershiedene Basen desselben Darstellungsraumes handelt.Es ist klar, da� die Ketten (8.1) zumindest einen unter BP2n invarianten UnterraumN 0 � N aufspannen.Lemma 8.2.1Der von den Ketten (8.1) aufgespannte Unterraum N 0 enth�alt den UnterraumC � h�(f2n) � � ��(f1)i = C � XP2P2n;P�1(i+1)>P�1(i) Yi=1;:::;2n�1i22N�1 
�(fP�1(i+1))�(fP�1(i))� :Beweis.Aus �(f) = A+(f) +A(f) folgth�(f2n) � � ��(f1)i =XDA(f2n)A#(f2n�1) � � �A#(f2)A+(f1)E ;wobei sih die Summe �uber alle Terme dieser Form erstrekt, die aus n Vernihtern undn Erzeugern bestehen, so da� von rehts nah links gelesen die Teilhenzahl immer gr�o�eroder gleih Null ist. Ein beliebiger Summand auf der rehten Seite ist wegen (7.18), (7.19)parallel (als Vektor in span fQ h��ig) zu der Kette (8.1) mit der gleihen Reihenfolge an(unsymmetrisierten) Erzeugern und Vernihtern mit nur symmetrishen Tableaux, T (i)Ni =SNi ; i = 2; : : : ; 2n � 2. Somit enth�alt allein der Aufspann dieser speziellen symmetrishenKetten den angesprohenen Unterraum. �Lemma 8.2.2Der von den Ketten aufgespannte Unterraum N 0 enth�alt den nat�urlihen Basisvektorh�(f2n)�(f2n�1)i � � � h�(f2)�(f1)i :Beweis.h�(f2n) � � ��(f1)i ist eine Summe aller nat�urlihen Basisvektoren; insbesondere kommen inder Zerlegung bzgl. der nat�urlihen Basis solhe nat�urlihen Basisvektoren vor, die den Faktorh�(f2n)�(f2n�1)i enthalten und somit unter der Transposition �2n�1 eine Phase � aufnehmen(s.o.), und solhe, die diesen Faktor niht enthalten und unter �2n�1 paarweise miteinandervertausht werden; es folgt aus der Invarianz von N 0 unter BP2n, da� mit h�(f2n) � � ��(f1)iauh �2n�1 h�(f2n) � � ��(f1)i = � h�(f2n)�(f2n�1)i �XP2P2n�2;P�1(i+1)>P�1(i) Yi=1;:::;2n�3i22N�1 
�(fP�1(i+1))�(fP�1(i))�+ XP2P2n;P�1(i+1)>P�1(i)63h�(f2n)�(f2n�1)i Yi=1;:::;2n�1i22N�1 
�(fP�1(i+1))�(fP�1(i))� (8.2)



8.3. BEISPIEL: KETTEN DER L�ANGE 4 99in N 0 enthalten ist, wobei P63h�(f2n)����(f1)i bedeutet, da� sih diese Summe nur �uber dienat�urlihen Basisvektoren erstrekt, die niht den Faktor h�(f2n)�(f2n�1)i enthalten. DurhSubtraktion h�(f2n) � � ��(f1)i � �2n�1 h�(f2n) � � ��(f1)i folgth�(f2n)�(f2n�1)i � XP2P2n�2;P�1(i+1)>P�1(i) Yi=1;:::;2n�3i22N�1 
�(fP�1(i+1))�(fP�1(i))� 2 N 0:Durh sukzessive Anwendung aller �2i�1; i = 2; : : : ; n folgt das Lemma. �Ebenso erhalten wir jeden beliebigen nat�urlihen Basisvektor durh sukzessive Vertau-shungen von zwei Argumenten fi; fj, die die einzelnen Faktoren dieses Basisvektors mit �multiplizieren und die Summe der restlihen Faktoren invariant lassen. Es folgtLemma 8.2.3Jeder nat�urlihe Basisvektor ist in N 0 enthalten, d.h. N 0 = N .Somit bilden die Ketten (8.1) eine Basis von N ; da die Transpositionen �i; i = 1; : : : ; 2n�1bzgl. der einen Basis von N (der der Ketten (8.1)) durh Matrizen beshrieben werden, dieeine Darstellung der BP2n bilden, bilden auh die Matrizen, die diese Transpositionen ineiner anderen Basis von N beshreiben (der der nat�urlihen Basisvektoren), n�amlih geradedie r(ti); r(bi); i = 1; : : : ; 2n � 1 aus Kapitel 6, eine der ersten �aquivalente Darstellung derBP2n. Somit ist veri�ziert, da� die nat�urlihe Darstellung tats�ahlih eine Darstellung derBP2n ist, und es giltTheorem 8.2.4Die nat�urlihe Darstellung der BP2n stimmt mit der zellul�aren Darstellung auf den Kettender Austaushkomponenten bis auf �Aquivalenz �uberein.Dies ist insofern von Interesse, als die nat�urlihe Darstellung sehr leiht zu konstruierenist. Da� die Ketten (8.1) eine Basis von span fQ h��ig bilden, illustrieren wir im folgendenanhand der Vier- und der Sehspunktfunktion des konformen verallgemeinerten freien Feldes.8.3 Beispiel: Ketten der L�ange 48.3.1 Ketten der L�ange 4Es ist klar, da� in Ketten der L�ange 4 h�ohstens Rahmen mit zwei K�asthen vorkommenk�onnen. Zu diesen Rahmen und gibt es jeweils nur ein Tableau1 2 � 1 2 bzw: 12 � 12 :Die zugeh�origen Projektoren sindQ � 1 2 � = 12( l1 + (1; 2)) und Q� 12 � = 12( l1� (1; 2))



100 KAPITEL 8. �AQUIVALENZ NAT�URLICHER UND ZELLUL�ARER DARSTELLUNGwobei l1 die identishe Permutation und (i; j) auf H
N1 ; N � j > i die Vertaushung(i; j) : jfN ; : : : ; fj; : : : ; fi; : : : ; f1i 7! jfN ; : : : ; fi; : : : ; fj; : : : ; f1ibezeihnet.Wir w�ahlen die Normierung so, da� die Ketten als Vektoren im Aufspann der nat�urlihenBasisvektoren normiert sind; es ergibt sih (ei wie in Abshnitt 6.2, mit geeigneten quadrat-integrablen Funktionen mit paarweise raum- oder zeitartig getrennten Tr�agern vershmiert)E1 := 
a(f4)a+(f3)a(f2)a+(f1)� = e1;E2 := �a(f4)a(f3)Q� 12 � a+(f2)a+(f1)� =r12(e2 � e3)und E3 := 
a(f4)a(f3)Q � 1 2 � a+(f2)a+(f1)� =r12(e2 + e3):Der Basiswehsel von der nat�urlihen Basis zu den Ketten wird somit beshrieben durh dieMatrix V := 0BB� 1 q12 �q12q12 q12 1CCA :F�ur die Vierpunktfunktion gilt o�enbar (vgl. (6.11))h�(f4) � � ��(f1)i = E1 +p2 �E3:8.3.2 Darstellungsmatrizen der zellul�aren Darstellung der BP4Mittels der Transformationsmatrix V k�onnen wir leiht die Matrizen D der zellul�aren Dar-stellung der BP4 auf den Ketten 8:1 ausrehnen; wir �ndenD(t1) = V r(t1)V �1 = 0� 1 �1 1 1A = D(t3); D(t2) = 0BBB� 0 �q12 q12�q12 12 12q12 12 12 1CCCAund D(b1) = 0� e2�iÆ �1 1 1A = D(t3); D(t2) = 0BBB� 0 �q12 q12�q12e2�iÆ 12e2�iÆ 12e2�iÆq12 12e2�iÆ 12e2�iÆ 1CCCA :8.3.3 Zellularit�at der DarstellungWir �uberzeugen uns leiht davon, da� die obige Darstellung zellul�ar ist.Wir shreiben die neuen Basisvektoren in der FormEj = Da(f4)Q(j)3 a#(f3)Q(j)2 a#(f2)Q(j)1 a(f1)E ;



8.4. BEISPIEL: KETTEN DER L�ANGE 6 101jeder dieser Basisvektoren de�niert via die Projektoren Q(j)i einen Pfad durh die Menge derDarstellungen von P0;P1;P2; Zellularit�at der Darstellung der BP4 bedeutet, da� D(gi); g =t; b nur solhe Pfade mishen darf, die sih h�ohstens in Q(j)i untersheiden.O�ensihtlih erf�ullen die diagonalen Matrizen D(g1) = D(g3) diese Forderung. Die Ma-trizen D(g2) mishen alle drei Pfade; da f�ur alle drei Pfade aber Q(j)3 = Q(j)1 = � gilt, ist diesmit der Zellularit�at vertr�aglih.8.4 Beispiel: Ketten der L�ange 68.4.1 Die nat�urlihe Basis der nat�urlihen Darstellung der BP6Wir geben zun�ahst die nat�urlihen Basisvektoren aus der Zerlegung (6.6) der Sehspunkt-funktion des konformen freien Feldes an, um im folgenden explizit zeigen zu k�onnen, da� dieKetten (8.1) eine neue Basis dieses Darstellungsraumes bilden. Auf die Angabe der 15� 15-Matrizen der zugeh�origen Darstellung der BP2n verzihten wir.Zun�ahst folgt aus �(x) = A(x) +A+(x)h�(f6) � � ��(f1)i = 
A(f6)A+(f5)A(f4)A+(f3)A(f2)A+(f1)�+ 
A(f6)A+(f5)A(f4)A(f3)A+(f2)A+(f1)�+ 
A(f6)A(f5)A+(f4)A+(f3)A(f2)A+(f1)�+ 
A(f6)A(f5)A+(f4)A(f3)A+(f2)A+(f1)�+ 
A(f6)A(f5)A(f4)A+(f3)A+(f2)A+(f1)� ; (8.3)die Terme dieser Zerlegung sind disjunkte Summen von nat�urlihen Basisvektoren Q h��i(s. (6.4) und 6.5):
A(f6)A+(f5)A(f4)A+(f3)A(f2)A+(f1)� = h�(f6)�(f5)i h�(f4)�(f3)i h�(f2)�(f1)i=: e1; (8.4)
A(f6)A+(f5)A(f4)A(f3)A+(f2)A+(f1)� = h�(f6)�(f5)i h�(f3)�(f2)i h�(f4)�(f1)i+ h�(f6)�(f5)i h�(f4)�(f2)i h�(f3)�(f1)i=: e2 + e3; (8.5)
A(f6)A(f5)A+(f4)A+(f3)A(f2)A+(f1)� = h�(f5)�(f4)i h�(f6)�(f3)i h�(f2)�(f1)i+ h�(f6)�(f4)i h�(f5)�(f3)i h�(f2)�(f1)i=: e4 + e5; (8.6)
A(f6)A(f5)A+(f4)A(f3)A+(f2)A+(f1)� = h�(f5)�(f4)i h�(f3)�(f2)i h�(f6)�(f1)i+ h�(f5)�(f4)i h�(f6)�(f2)i h�(f3)�(f1)i+ h�(f6)�(f4)i h�(f3)�(f2)i h�(f5)�(f1)i+ h�(f6)�(f4)i h�(f5)�(f2)i h�(f3)�(f1)i=: e6 + e7 + e8 + e9; (8.7)
A(f6)A(f5)A(f4)A+(f3)A+(f2)A+(f1)� = h�(f4)�(f3)i h�(f5)�(f2)i h�(f6)�(f1)i+ h�(f5)�(f3)i h�(f4)�(f2)i h�(f6)�(f1)i+ h�(f4)�(f3)i h�(f6)�(f2)i h�(f5)�(f1)i+ h�(f6)�(f3)i h�(f5)�(f2)i h�(f4)�(f1)i+ h�(f6)�(f3)i h�(f4)�(f2)i h�(f5)�(f1)i



102 KAPITEL 8. �AQUIVALENZ NAT�URLICHER UND ZELLUL�ARER DARSTELLUNG+ h�(f5)�(f3)i h�(f6)�(f2)i h�(f4)�(f1)i=: e10 + e11 + e12 + e13 + e14 + e15: (8.8)8.4.2 StrategieWir betrahten im folgenden naheinander die Terme in der (groben) Zerlegung (8.3); diesesind disjunkte Summen von nat�urlihen Basisvektoren (s. (8.4) bis (8.8)). F�ur jeden der Terme
AA#A#A#A#A+� betrahten wir den Unterraum des Darstellungsraumes, der von denzugeh�origen nat�urlihen Basisvektoren aufgespannt wird. Wir rehnen nah, da� die Ketten(8.1), die die gleihe Reihenfolge (unsymmetrisierter) Erzeuger und Vernihter haben wieder jeweilige Term 
AA#A#A#A#A+� (mit symmetrisierten Erzeugern und Vernihtern),eine Basis dieses Unterraumes bilden. Der gesamte Darstellungsraum ist o�enbar die direkteSumme dieser Unterr�aume.Interessant ist dabei vor allem der Fall der Wege �uber den Dreiteilhenraum (Abshnitt8.4.7); hier treten in einem Wort im R3 zueinander orthogonale Projektoren aus �(R2) auf,ohne da� dieses Wort vershwindet. Die anderen F�alle geben wir der Vollst�andigkeit halberin den Abshnitten 8.4.3 bis 8.4.6 an.8.4.3 hAA+AA+AA+i; span fe1gMit (7.1) und (7.2) �nden wir
a(f6)a+(f5)a(f4)a+(f3)a(f2)a+(f1)� = e1:8.4.4 hAA+AAA+A+i; span fe2; e3gWie oben k�onnen nur die ProjektorenQ � 1 2 � = 12( l1 + (1; 2)) und Q� 12 � = 12( l1� (1; 2))auftreten, da die Ketten h�ohstens �uber den Zweiteilhenraum f�uhren. Wir �nden
a(f6)a+(f5)a(f4)a(f3)Q � 1 2 � a+(f2)a+(f1)� = 12(e2 + e3)und �a(f6)a+(f5)a(f4)a(f3)Q� 12 � a+(f2)a+(f1)� = 12(e2 � e3);diese beiden Ketten bilden somit eine Basis von span fe2; e3g.8.4.5 hAAA+A+AA+i; span fe4; e5gWir �nden analog zu oben
a(f6)a(f5)Q � 1 2 �a+(f4)a+(f3)a(f2)a+(f1)� = 12(e4 + e5)und �a(f6)a(f5)Q� 12 � a(f4)a(f3)a+(f2)a+(f1)� = 12(e4 � e5);diese beiden Ketten bilden somit eine Basis von span fe4; e5g.



8.4. BEISPIEL: KETTEN DER L�ANGE 6 1038.4.6 hAAA+AA+A+i; span fe6; e7; e8; e9gWir haben vier Ketten:
a(f6)a(f5)Q � 1 2 � a+(f4)a(f3)Q � 1 2 � a+(f2)a+(f1)� = 14(e6 + e7 + e8 + e9);�a(f6)a(f5)Q� 12 � a+(f4)a(f3)Q� 12 � a+(f2)a+(f1)� = 14(e6 � e7 � e8 + e9)und zwei Ketten, die sowohl Q � 1 2 � als auh Q� 12 � enthalten,�a(f6)a(f5)Q� 12 � a+(f4)a(f3)Q � 1 2 � a+(f2)a+(f1)� = 14(e6 + e7 � e8 � e9)und �a(f6)a(f5)Q � 1 2 � a+(f4)a(f3)Q� 12 � a+(f2)a+(f1)� = 14(e6 � e7 + e8 � e9):Diese vier Ketten sind linear unabh�angig und bilden somit eine Basis von span fe6; e7; e8; e9g.8.4.7 hAAAA+A+A+i; span fe10; e11; e12; e13; e14; e15gDie verbleibenden Ketten f�uhren �uber den Dreiteilhenraum H
31 . Wie oben gibt es die Pro-jektoren auf den total symmetrishen und den total antisymmetrishen Unterraum,Q � 1 2 3 � = 16 ( l1 + (1; 2) + (1; 3) + (2; 3) + (1; 2)(2; 3) + (2; 3)(1; 2))und Q0� 123 1A = 16 ( l1� (1; 2) � (1; 3) � (2; 3) + (1; 2)(2; 3) + (2; 3)(1; 2)) ;zus�atzlih tritt aber noh der \hakenf�ormige" Rahmen H3 auf (s. Abb. 8.1); das zugeh�origeReferenztableau gem. De�nition 7.7.3 istT 03 = 1 23(s. Abb. 8.1).
T    =

3
0H    =

3
(    ,     )Abbildung 8.1: Der Rahmen H3 und das Referenztableau T 03 jH3F�ur die Austaushkomponente (H3jf jY2) gilt nah Korollar 7.4.4T 03 T 02 � (H3jf jY2) = Q� 1 23 � a+(f)Q(T 02 ); T 02 jY2 = ; ;



104 KAPITEL 8. �AQUIVALENZ NAT�URLICHER UND ZELLUL�ARER DARSTELLUNGda wir nur an den linearen Abh�angigkeiten interessiert sind, unterdr�uken wir im folgendenden zugeh�origen Zahlenfaktor T 03 T 02 6= 0 (s. Abshnitt 7.7).Um den Projektor Q� 1 23 � zu berehnen, berehnen wir zun�ahst den Rahmen H3aus l1 = XY32Y3 Y3 = S3 +A3 +H3 () H3 = l1� (S3 +A3);mit S3 := = PT3jS3Q(T3) = Q � 1 2 3 � und entsprehend A3 := = Q0� 123 1A,d.h. H3 = 23 � l1� 13 � ((1; 2)(2; 3) + (2; 3)(1; 2)) :Es folgt (S2 = = Q � 1 2 �)Q� 1 23 � = H3 Æ �(S2) = 13 � ( l1� (2; 3)) � 16 � ((1; 2)(2; 3) + (2; 3)(1; 2) + (1; 2) + (1; 3)):Da die Rahmen aufeinanderfolgender Tableaux' benahbart sein m�ussen (s.o.), gibt esjeweils nur eine Kette, die Q � 1 2 3 � und Q0� 123 1A enth�alt:
a(f6)a(f5)Q � 1 2 � a(f4)Q � 1 2 3 � a+(f3)Q � 1 2 �a+(f2)a+(f1)�= 16(e10 + e11 + e12 + e13 + e14 + e15)und *a(f6)a(f5)Q� 12 � a(f4)Q0� 123 1A a+(f3)Q� 12 � a+(f2)a+(f1)+= 16(e10 � e11 � e12 � e13 + e14 + e15):Dazu kommen vier Ketten, die den Projektor Q� 1 23 � enthalten: Zwei Ketten, indenen nur Q � 1 2 � oder Q� 12 � als Projektor aus R2 vorkommt,�a(f6)a(f5)Q � 1 2 � a(f4)Q� 1 23 � a+(f3)Q � 1 2 �a+(f2)a+(f1)�= 112(e10 + e12)� 124(e11 + e13 + e14 + e15)und �a(f6)a(f5)Q� 12 � a(f4)Q� 1 23 � a+(f3)Q� 12 � a+(f2)a+(f1)�= 14(e10 � e12) + 18(e11 + e13 � e14 � e15);



8.4. BEISPIEL: KETTEN DER L�ANGE 6 105und zwei Ketten, in denen jeweils beide orthogonale Projektoren auftreten,�a(f6)a(f5)Q� 12 � a(f4)Q� 1 23 � a+(f3)Q � 1 2 � a+(f2)a+(f1)�= 18(e11 � e13 � e14 + e15)und �a(f6)a(f5)Q � 1 2 � a(f4)Q� 1 23 � a+(f3)Q� 12 � a+(f2)a+(f1)�= 18(e11 � e13 + e14 � e15):Dies ist deshalb bemerkenswert, weil der Operator ��Q� 12 ��ÆQ� 1 23 �Æ� �Q � 1 2 ��bzw. entsprehend f�ur die zweite Gleihung niht vershwindet, obwohl er zueinander ortho-gonale Projektoren aus R2 enth�alt. Notwendig hierf�ur ist, da� der Anteil �(S2) 2 R3 vonQ� 1 23 � zwishen den beiden orthogonalen Projektoren �(A2) und �(S2) steht und nihtmit ihnen vertausht.Diese sehs Ketten sind o�ensihtlih linear unabh�angig und bilden somit eine Basis vonspan fe10; e11; e12; e13; e14; e15g. Damit ist gezeigt, da� alle Ketten (8.1) der L�ange 6 eine Basisdes Darstellungsraumes der nat�urlihen Darstellung der BP6 bilden; dann ist klar, da� diezellul�are Darstellung der BP6 auf diesen Ketten �aquivalent ist zu der nat�urlihen Darstellung.



106 KAPITEL 8. �AQUIVALENZ NAT�URLICHER UND ZELLUL�ARER DARSTELLUNG



Kapitel 9Analogien zum DHR-Fall beiAnwesenheit einer EihsymmetrieDie Vorgehensweise in Kapitel 7 (Zerlegung und Reduzierung des Hilbertraumes, Identi�ka-tion von Austaushkomponenten und Bestimmung der quadratishen VR dieser Austaush-komponenten in zeit- und raumartiger Rihtung) zeigt eine gewisse Analogie zum Vorgehenim DHR-Fall bei Anwesenheit einer Eihsymmetrie (s. Kapitel 1.3).Bemerkung 9.0.1 Die beshriebene Analogie sollte niht �uber gravierende Untershiedehinwegt�aushen: So sind die Unterr�aume HYN in Kapitel 7 keine Sektoren im Sinne einerDHR-Theorie einer geeigneten Observablenalgebra; zu Endomorphismen und Intertwinern,d.h. zu fundamentalen Bestandteilen der DHR-Theorie, existiert in der Konstruktion in Ka-pitel 7 kein Analogon.9.1 Hilbertraum und \Feldalgebra"Die \B�uhne", auf der sih alles abspielt, ist in Kapitel 7 der erweiterte HilbertraumH = MN2N0 H
N1�uber dem Einteilhenraum H1; wir sehen diesen als Analogon zum Vakuumhilbertraum derFelder an, der diese Rolle im DHR-Fall mit Eihsymmetrie ausf�ullt.Auf dem erweiterten Hilbertraum operieren die unsymmetrisierten Erzeuger und Vernih-ter a+; a irreduzibel | wie die Vakuumdarstellung der Feldalgebra auf dem Vakuumhilbert-raum der Felder in Abshnitt 1.3. Als Analogon zur Feldalgebra fassen wir deswegen die vona+; a erzeugte Algebra auf.9.2 Zerlegung des Hilbertraums. Analogon zur EihgruppeDer Zerlegung des erweiterten Hilbertraumes in Kapitel 7 in die R�aume irreduzibler Darstel-lungen der unit�aren Gruppe des Einteilhenraumes U(H1), wobei die entsprehenden irredu-ziblen Darstellungen auf H
N1 ; N 2 N0 zu minimalen Projektoren Q(TN ) im Ring der PNkorrespondieren und �aquivalente Darstellungen zu solhen Projektoren, deren Tableaux zumgleihen Rahmen geh�oren, steht in Abshnitt 1.3 die Zerlegung des Vakuumhilbertraumes107



108 KAPITEL 9. ANALOGIEN ZUM DHR-FALL MIT EICHSYMMETRIEder Felder in die R�aume irreduzibler Darstellungen der Observablenalgebra gegen�uber. Da-bei korrespondieren diese Darstellungen zu minimalen Orthogonalprojektoren im Ring U(G)00der Eihgruppe G, �aquivalente Darstellungen zu Projektoren, die zu derselben Matrixalgebrageh�oren.Wir gelangen so zu einer Zerlegung des HilbertraumesH �=M% C d% 
H%;im DHR-Fall mit Eihsymmetrie (s. (1.18)) bzw.H �= MN2N0 MYN2YN C fYN 
HYNin Kapitel 7 (s. (7.15)). Auf der direkten Summe der rehten Tensorkomponenten kommtjede irreduzible Darstellung der Observablen bzw. der U(H1) mit Vielfahheit 1 vor, dieVielfahheit dieser Darstellung auf dem jeweiligen vollen Hilbertraum ist in der Dimensionder zugeh�origen linken Tensorkomponenten kodiert.Das legt es nahe, als Analogon zu den DHR-Sektoren die �Aquivalenzklassen der Dar-stellungen von U(H1) aufzufassen, und als Analogon der Eihgruppe die Gesamtheit derPermutationsgruppen, G  ! MN2N0 PN :9.3 Wegelemente und PfadeDen Wegen durh die Menge der Sektoren im DHR-Fall entsprehen in Kapitel 7 Wege durhdie Darstellungen aller PN . Dabei ist einWeg im DHR-Fall aufgebaut aus aneinandergereihtenElementarwegen, d.h. aus der wiederholten Tensorierung mit einer Elementar-Eihladung %und anshlie�ender Ausreduktion; einem solhen Elementarweg entspriht in unserem Falldie Induktion zwishen Darstellungen der PN und der PN+1 bzw. die Restriktion zwishenDarstellungen der PN und der PN�1.Insbesondere haben wir anders als im DHR-Fall keine tensorielle Kategorie. Deutlihwird dieser Untershied daran, da� die Rolle der Clebsh-Gordan-KoeÆzienten e(ijjk) derEihgruppe G, die im DHR-Fall die R-Matrizen der interpolierenden Felder bestimmen, nunvon den Matrixelementen der Induktionsmatrizen C(YN+1;YN ) der PN eingenommen wird.Diese Analogie ist konsistent mit allgemeinen gruppentheoretishen Resultaten: Die Eih-gruppe ist eine Untergruppe der SU(d) [19℄, und es ist bekannt, da� die Clebsh-Gordan-KoeÆzienten dieser Gruppe mit den InduktionskoeÆzienten der Permutationsgruppen engzusammenh�angen; so lassen sih die Clebsh-Gordan-KoeÆzienten und 6j-Symbole der SU(d)etwa direkt aus den InduktionskoeÆzienten berehnen [47, 48, 49, 50, 51℄.9.4 \Eihinvariante"Analoga zu den eihinvarianten Feldern aus 1.3 sind Erzeuger und Vernihter zwishen voll-st�andig symmetrishen Projektoren,Q (SN+1) a+(f)Q (SN ) und Q (SN ) a(f)Q (SN+1) ; N 2 N0 ;



9.4. \EICHINVARIANTE" 109die unter PN+1 bzw. PN invariant sind. Die Summe aller eihinvarianten Erzeuger und Ver-nihter mit geeigneten Vorfaktoren ist das lokale Feld �(f) (s. (7.21)). Der Darstellungsraumdes lokalen Feldes ist der symmetrishe FokraumHF = MN2N0 HSN � Hred;dieser entspriht somit dem Vakuumhilbertraum der Observablen im DHR-Fall.
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Kapitel 10Zusammenfassung und Ausblik10.1 ZusammenfassungAusgehend von Hypothese 0.2.1 (konforme Quantenfelder lassen sih durh orthogonale Pro-jektoren in Austaushkomponenten zerlegen, die Teil einer Austaushalgebra mit quadrati-shen VR bei nihtlihtartigen Abst�anden sind) haben wir die von den aus den R-Matrizender quadratishen VR gebildeten Austaushmatrizen dargestellte Gruppe BPn abstrahiert,die die Zopf- und die Permutationsgruppe als Untergruppe enth�alt (Kapitel 3). Die GruppeBPn kann aus der Zopf- oder aus der Permutationsgruppe durh das Hinzuf�ugen eines wei-teren Erzeugers generiert werden (Kapitel 4). Dieses Resultat d�urfte bei der Konstruktionnihttrivialer Darstellungen der BPn von Nutzen sein.F�ur den Fall des konform invarianten verallgemeinerten freien Feldes haben wir Hypothese0.2.1 rehtfertigen k�onnen, indem wir die Austaushkomponenten und die quadratishen VRangegeben haben (Kapitel 7). Der gefundenen Darstellung der BP2n liegt keine tensorielleKategorie zugrunde, die Teilr�aume, zwishen denen die Austaushkomponenten interpolie-ren, sind keine Sektoren im Sinne einer DHR-Theorie einer geeigneten Observablen-Algebra;der zugeh�orige Pfadraum zeigt aber gewisse Analogien zum gruppentheoretishen Pfadraumbei Anwesenheit einer Eihsymmetrie (Kapitel 9). An die Stelle der Tensorierung mit einerElementar-Eihladung und anshlie�ender Ausreduktion tritt dabei die Induktion zwishenDarstellungen der PN und der PN+1 bzw. die Restriktion zwishen Darstellungen der PNund der PN�1; die R-Matrizen der quadratishen VR der interpolierenden Felder werden imwesentlihen von den Matrixelementen der Induktionsmatrizen zwishen Darstellungen derPermutationsgruppen PN und PN+1, N 2 N0 bestimmt.10.2 O�ene FragenZu den wihtigsten o�enen Fragen im Kontext dieser Arbeit geh�ort siher die nah einerabstrakten Begr�undung der Hypothese 0.2.1: Die G�ultigkeit dieser Hypothese ist die Voraus-setzung f�ur die in der Einf�uhrung (Kapitel 0) skizzierte Idee, in Analogie zu im niederdimen-sionalen Fall erfolgreihen Methoden wehselwirkende Modelle in physikalisher Raumzeit zukonstruieren.Unsere f�ur das konforme verallgemeinerte freie Feld erfolgreihen �Uberlegungen lassensih leider niht auf wehselwirkende Felder verallgemeinern. Ganz wesentlih haben wir jaausgenutzt, da� der N -Teilhenraum der symmetrishe Unterraum von H
N1 ist und dieentsprehende Unterdarstellung der N -fahen Tensordarstellung der U(H1) tr�agt, was die113



114 KAPITEL 10. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKErweiterungen von HF auf H und von symmetrishen auf beliebige Tensordarstellungen derU(H1) erlaubte; das aber sind typishe Eigenshaften (verallgemeinerter) freier Felder.In diesem Zusammenhang ist es nat�urlih von gewissem Interesse, wie gro� die �Ahnlihkeiteiner potentiellen abstrakten Rehtfertigung zu der im Fall der zellul�aren Zopf- oder Permuta-tionsgruppendarstellungen erfolgreihen DHR-Theorie ist, d.h. wie erfolgversprehend der na-heliegende Ansatz tats�ahlih ist, in der begri�ihen und konstruktiven N�ahe dieser Theoriezu suhen. Hilfreih w�are siher, lie�e sih ein Analogon zur \Endomomorphismen-Theorie"von DHR wenigstens f�ur den Fall des konformen verallgemeinerten freien Feldes �nden oderk�onnte man verstehen, welhes die \Observablen" einer solhen Theorie sein sollten. Wie be-reits angesprohen, lassen sih ja zumindest gewisse Analogien zwishen der Vorgehensweisein Kapitel 7 und dem DHR-Fall bei Anwesenheit einer Eihsymmetrie beobahten (s.o.).Denkbar ist auh, sih ausgehend von der \Arbeitshypothese" 0.2.1 auf das AuÆnden neu-er Darstellung der BPn zu konzentrieren und dann im Sinne des in der Einf�uhrung skizziertenProgramms zu untersuhen, welhe Restriktionen die abstrakten Relationen der BPn an dieSkalendimensionen einer potentiellen h�oherdimensionalen Quantenfeldtheorie stellen und inwelhem Ausma� ihre Darstellungen n-Punktfunktionen festlegen. Noh niht in Siht ist z.B.eine Darstellung der BPn, die niht vom anyonishen Typ D(ti)D(bi) = D(bi)D(ti) ist; dieExistenz einer einzigen niht-anyonishen Darstellung w�urde siherstellen, da� tibi = biti einzus�atzliher Constraint und keine Folge der Gruppenrelationen ist.Sowohl bei der Suhe nah Darstellungen als auh bei dem Problem der �Ahnlihkeitzur DHR-Theorie stellt sih die Frage nah der Existenz einer \gezopften und symmetri-shen" Kategorie (evtl. mit geeignet abgeshw�ahten Begri�en, vornehmlih mit geeignetabgeshw�ahter Nat�urlihkeit der Statistikoperatoren), die nihttrivial-kompatible Darstel-lungen der Zopf- und Permutationsgruppe erzeugt. Da� shon die verh�altnism�a�ig einfaheKategorie des 1 + 1-dimensionalen Isingmodells mit drei irreduziblen, jeweils zu sih selberkonjugierten Objekten Zopfgruppendarstellungen erzeugt, die sih niht zu einer Darstellungder BPn erweitern lassen (Kapitel 5), deutet an, da� hier kein leihter Erfolg zu erwarten ist.Eine wihtige Frage in diesem Problemkreis ist die nah der Haag-Dualit�at der Vakuumdar-stellung der Observablenalgebra in raum- und/oder zeitartiger Rihtung.
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Anhang ABeweise der Aussagen aus Teil IIA.1 Beweis von Theorem 3.3.1Bemerkung A.1.1 Wir verwenden in diesem Abshnitt des �ofteren die Formulierung, da�eine nihtlihtartige Punktekonstellation im Minkowskiraum eine Gleihung f�ur die Erzeugerder BPn \liefert" o.�a. Das ist wie folgt zu verstehen: Die Eindeutigkeit bei der Umkehrungder Reihenfolge dreier Punkte ist �aquivalent zu einer Relation der Darstellungsmatrizen derArt (abh�angig von den relativen Abst�anden der drei Punkte)D(g"(xi�1;xi)i�1 )D(g"(xi;xi+1)i )D(g"(xi�1;xi)i�1 ) = D(g"(xi;xi+1)i )D(g"(xi�1;xi)i�1 )D(g"(xi;xi+1)i );davon abstrahieren wir den Constraintg"(xi�1;xi)i�1 g"(xi;xi+1)i g"(xi�1;xi)i�1 = g"(xi;xi+1)i g"(xi�1;xi)i�1 g"(xi;xi+1)if�ur die Erzeuger g"i . Die entsprehenden Formulierungen bei der Auswertung der Kommuta-torrelationen sind ganz analog zu verstehen.Bemerkung A.1.2 Relation (3.5) folgt direkt aus (3.4).Zun�ahst werten wir die Eindeutigkeit bei der Umkehrung der Reihenfolge dreier Punkteaus. Wir betrahten dazu alle nihtlihtartigen Anordnungen von drei Punkten im Minkow-skiraum; kombinatorish erwarten wir 27 solhe Anordnungen: F�ur drei relative Abst�andehaben wir jeweils drei M�oglihkeiten <;+; >. Wenn wir alle 27 M�oglihkeiten diskutiert undentweder ausgewertet oder als niht realisierbar erkannt haben, haben wir die Kontrolle, keineM�oglihkeit �ubersehen zu haben.Bemerkung A.1.3 Die Situationxi�1��xi; xi+1��xi; xi�1��xi+1f�uhrt o�ensihtlih auf1 (3.6).Lemma A.1.4Alle realisierbaren Punktekonstellationen mit nur zeitartigen Abst�anden f�uhren auf Glei-hungen, die �aquivalent zu (3.10) sind.1S. Bemerkung A.1.1. 117



118 ANHANG A. BEWEISE DER AUSSAGEN AUS TEIL IIBeweis.Kombinatorish erwartet man 23 = 8 Konstellationen; davon k�onnen o�enbar niht realisiertwerden xi�1 > xi > xi+1, aber xi�1 < xi+1 und die \umgekehrte" Konstellation xi�1 <xi < xi+1, aber xi�1 > xi+1. Wir geben die sehs verbleibenden Relationen und die vonihnen abstrahierten Constraints an die Erzeuger in Tabelle A.1 an; man sieht sofort, da� sie�aquivalent zu (3.10) sind.xi�1 > xi > xi+1 bi�1bibi�1 = bibi�1bixi�1 < xi < xi+1 b�1i�1b�1i b�1i�1 = b�1i b�1i�1b�1ixi < xi+1 < xi�1 b�1i�1bibi�1 = bibi�1b�1ixi < xi�1 < xi+1 bi�1b�1i b�1i�1 = b�1i b�1i�1bixi > xi�1 > xi+1 bi�1bib�1i�1 = b�1i bi�1bixi > xi+1 > xi�1 b�1i�1b�1i bi�1 = bib�1i�1b�1iTabelle A.1: Zum Beweis von Lemma A.1.4 �Lemma A.1.5Alle nihtlihtartigen Punktekonstellationen mit nur einem zeitartigen Abstand f�uhren aufGleihungen, die �aquivalent zu (3.7) sind.Beweis.Es gibt o�enbar 3�2 = 6 solhe Kombinationen; wir geben sie mit den von ihnen abstrahiertenConstraints in Tabelle A.2 an; man sieht sofort, da� sie �aquivalent zu (3.7) sind.xi�1 > xi; xi+1��xi�1; xi ti�1tibi�1 = biti�1tixi+1 > xi; xi�1��xi; xi+1 b�1i�1titi�1 = titi�1b�1ixi > xi�1; xi+1��xi�1; xi ti�1tib�1i�1 = b�1i ti�1tixi > xi+1; xi�1��xi; xi+1 bi�1titi�1 = titi�1bixi�1 > xi+1; xi��xi�1; xi+1 ti�1biti�1 = tibi�1tixi+1 > xi�1; xi��xi�1; xi+1 ti�1b�1i ti�1 = tib�1i�1tiTabelle A.2: Zum Beweis von Lemma A.1.5 �Von den verbleibenden zw�olf nihtlihtartigen Konstellationen sind sehs o�enbar nihtzu realisieren: xi�1 < xi < xi+1, aber xi+1��xi+1; xi�1 > xi > xi+1, aber xi+1��xi+1;xi�1 < xi+1 < xi, aber xi�1��xi; xi�1 > xi+1 > xi, aber xi�1��xi; xi+1 < xi�1 < xi, aberxi+1��xi; xi+1 > xi�1 > xi, aber xi+1��xi.Lemma A.1.6Die Konstellationen xi�1 > xi; xi+1 mit xi��xi+1 und xi�1��xi mit xi�1; xi < xi+1 sowiexi�1; xi+1 < xi mit xi�1��xi+1 f�uhren auf zu (3.8) �aquivalente Gleihungen.Beweis.Wir geben die angegebenen Konstellationen mit den von ihnen abstrahierten Constraints inTabelle A.3 an; man sieht sofort, da� sie �aquivalent zu (3.8) sind.



A.1. BEWEIS VON THEOREM 3.3.1 119xi; xi+1 < xi�1 mit xi��xi+1 ti�1bibi�1 = bibi�1tixi�1; xi < xi+1 mit xi�1��xi b�1i�1b�1i ti�1 = tib�1i�1b�1ixi�1; xi+1 < xi mit xi�1��xi+1 bi�1tib�1i�1 = b�1i ti�1biTabelle A.3: Zum Beweis von Lemma A.1.6 �Lemma A.1.7Die Konstellationen xi�1; xi > xi+1 mit xi�1��xi und xi+1; xi > xi�1 mit xi+1��xi sowiexi�1; xi+1 > xi mit xi�1��xi+1 f�uhren auf zu (3.9) �aquivalente Gleihungen.Beweis.Wir geben die angegebenen Konstellationen mit den von ihnen abstrahierten Constraints inTabelle A.4 an; man sieht sofort, da� sie �aquivalent zueinander sind, und mit der Umbenen-nung i 7! i+ 1 folgt Gleihung (3.9)xi�1; xi > xi+1 mit xi�1��xi bi�1biti�1 = tibi�1tixi+1; xi > xi�1 mit xi+1��xi ti�1b�1i b�1i�1 = b�1i b�1i�1tixi�1; xi+1 > xi mit xi�1��xi+1 bi�1tibi�1 = ti�1biti�1Tabelle A.4: Zum Beweis von Lemma A.1.7 �Es bleiben jetzt noh die neun Kommutatorrelationen auszuwerten; im folgenden sei im-mer ji� jj � 2.Bemerkung A.1.8 Ist xi��xi+1, xj��xj+1, so folgt Gleihung (3.11).Lemma A.1.9Die vier Anordnungen, in denen ein Punktpaar zeitartig getrennt ist und eins raumartig,f�uhren auf eine zu (3.12) �aquivalente Gleihung.Beweis.Wir geben die vier Konstellationen mit den von ihnen abstrahierten Constraints in TabelleA.5 an; man sieht sofort, da� sie �aquivalent zu Gleihung (3.12) sind.xi��xi+1; xj > xj+1 tibj = bjtixi��xi+1; xj < xj+1 tib�1j = b�1j tixi > xi+1; xj��xj+1 bitj = tjbixi < xi+1; xj��xj+1 b�1i tj = tjb�1iTabelle A.5: Zum Beweis von Lemma A.1.9 �



120 ANHANG A. BEWEISE DER AUSSAGEN AUS TEIL IILemma A.1.10In den vier Situationen, in denen sowohl xi und xi+1 als auh xj und xj+1 zeitartig getrenntsind, �ndet man zu (3.13) �aquivalente Gleihungen.Beweis.Wir geben die vier Konstellationen mit den von ihnen abstrahierten Constraints in TabelleA.6 an; man sieht sofort, da� sie �aquivalent zu Gleihung (3.13) sind.xi > xi+1; xj > xj+1 bibj = bjbixi > xi+1; xj < xj+1 bib�1j = b�1j bixi < xi+1; xj > xj+1 b�1i bj = bjb�1ixi < xi+1; xj < xj+1 b�1i b�1j = b�1j b�1iTabelle A.6: Zum Beweis von Lemma A.1.10 �Die Gesamtheit aller Lemmata in diesem Abshnitt untersuht alle denkbaren nihtlihtar-tigen Situationen und �ndet dabei die Theorem 3.3.1 angegebenen unabh�angigen Relationen;damit ist das Theorem bewiesen.A.2 Beweis des Lemmas 4.1.3Wir zeigen nur, da� die Gleihungen aus Theorem 3.3.1 die Gleihungen aus Lemma 4.1.3implizieren; man �uberzeugt sih leiht davon, da� die andere Shlu�rihtung ebenfalls g�ultigist.Lemma A.2.1Die Gleihungen (3.11) und (3.12) implizieren[mi; tk℄ = e falls jk � ij � 2: (A.1)Beweis.Aus (3.12) folgt, da� f�ur jk � ij � 2 gilte = [bi; tk℄ = [mi ti; tk℄ (3:11)() e = [mi; tk℄ : (A.2)�Lemma A.2.2Aus (3.13) folgt [mi; ti+1 ti+2 ti ti+1mi ti+1 ti ti+2 ti+1℄ = e: (A.3)Beweis.Aus (3.13) folgt e = [bi; bi+2℄ = [mi ti; mi+2 ti+2℄(3:11);(A:1)() [mi; mi+2℄ (4:2)= [mi; ti+1 ti+2 ti ti+1mi ti+1 ti ti+2 ti+1℄ = e: (A.4)�



A.2. BEWEIS DES LEMMAS 4.1.3 121Lemma A.2.3Aus (3.8) folgt [mi; ti+1 ti ti+1mi ti+1 ti ti+1℄ = e: (A.5)Beweis.Aus (3.8) folgt timi+1 ti+1mi ti = mi+1 ti+1mi ti ti+1() 0B�ti+1 mi+1| {z }titi+1miti+1ti ti+11CA mi = ti+1 ti mi+1| {z }titi+1miti+1ti ti+1mi ti ti+1 ti| {z }ti+1titi+1() [mi; ti+1 ti ti+1mi ti+1 ti ti+1℄ = e (A.6)�Lemma A.2.4Aus (3.9) folgt [mi; ti+1mi ti+1℄ = e: (A.7)Beweis.Aus (3.9) folgt ti+1mi timi+1 ti+1 = mi timi+1 ti+1 ti() mi ti (ti ti+1mi ti+1 ti) ti+1 = ti+1mi ti (ti ti+1mi ti+1 ti) ti+1 ti() mi (ti+1miti+1 ti) ti+1 = (ti+1mi ti+1)mi ti ti+1() [mi; ti+1mi ti+1℄ = e: (A.8)�Lemma A.2.5Aus (3.10) folgt unter Zuhilfenahme von (A.5), (A.7) und (4.2)[mi; ti ti+1mi ti+1 ti℄ = e: (A.9)Beweis.Aus (3.10) folgt unter Zuhilfenahme von (A.5), (A.7) und (4.2):mi timi+1 ti+1| {z }(A:5)= mi+1timi+1ti+1m�1i mi ti = mi+1 ti+1mi ti| {z }(A:7)= miti+1mitim�1i+1mi+1 ti+1() mimi+1 ti mi ti+1 ti| {z }titi+1mititi+1 = mi+1mi ti+1mi ti ti+1() [mi; ti ti+1mi ti+1 ti℄ = e: (A.10)�Die Gesamtheit der Lemmata zeigt Lemma 4.1.3.



122 ANHANG A. BEWEISE DER AUSSAGEN AUS TEIL IIA.3 Beweis des Lemmas 4.1.5Wir zeigen, da� aus den Gleihungen (4.7) bis (4.11) f�ur i � I; I = 1; : : : ; n � 1 unterVerwendung der Rekursionsformel (4.2) und der Gleihungen (3.5), (3.6) und (3.11) die ent-sprehenden Gleihungen f�ur i = I + 1 folgen. Damit ist dann gezeigt, da� (4.7) bis (4.11)f�ur i = 1 mit den Eigenshaften der tj und (4.2) die Gleihungen (4.7) bis (4.11) f�ur allei = 1; : : : ; n� 1 implizieren.Lemma A.3.1 [m; tk℄ = e() [m3; t1℄ = eBeweis.Mit der Zopfeigenshaft (3.6) und der Vertaushungseigenshaft (3.11) der Erzeuger der Per-mutationsgruppe gilt [m; t3℄ = e() [t2mt2; t3t2t3℄ = e() [t1t2mt2t1; t3t2t1t2t3℄ = e() 24t2t3t1t2mt2t1t3t2| {z }m3 ; t135 = e (A.11)�Lemma A.3.2 [mi; tk℄ = e; ji � kj � 2; i � I =) [mI+1; tk+1℄ = e; jI � kj � 2Beweis.Es ist [mI+1; tk+1℄ = [tItI+1mItI+1tI ; tk+1℄ ;in den F�allen k � I + 2 und k � I � 3 vershwindet dieser Kommutator o�enbar. Im Fallk = I � 2 gilt (dieser Fall kann o�enbar nur f�ur I � 3 eintreten)e = [mI�1; tI+1℄ = [tItI�1mItI�1tI ; tI+1℄() e = [tI�1mItI�1; tItI+1tI ℄ = [tI�1mItI�1; tI+1tItI+1℄() e = [tI+1tI�1mItI�1tI+1; tI ℄ = [tI�1tI+1mItI+1tI�1; tI ℄() e = [tI+1mItI+1; tI�1tItI�1℄ = [tI+1mItI+1; tItI�1tI ℄() e = [tItI+1mItI+1tI ; tI�1℄ = [mI+1; tk+1℄ (A.12)�Bemerkung A.3.3 O�enbar folgt aus [mi; tk℄ = e; ji � kj � 2; i � I f�ur I � 3 mit (3.11)sofort die im Lemma niht enthaltene Aussage [mI+1; t1℄ = e, denn[mI+1; t1℄ = [tItI+1mItI+1tI ; t1℄ :



A.3. BEWEIS DES LEMMAS 4.1.5 123Lemma A.3.4[mi;mk℄ = e; ji � kj � 2; i � I =) [mI+1;mk+1℄ = e; jI � kj � 2Beweis.�Ahnlih wie oben ist nur der Fall jk � Ij = 2 zu betrahten; o.B.d.A. sei k = i� 2.e = [mI ; mI�2℄() e = [tItI+1mItI+1tI ; mI�2℄ = [mI+1; mI�2℄() e = [mI+1; tI�2tI�1mI�2tI�1tI�2℄ = [mI+1; mk+1℄ ; (A.13)wobei wir mehrfah [mi; tk℄ = e; ji� kj � 2 ausgenutzt haben. �Lemma A.3.5 [mi; ti+1mi+1ti+1℄ = e; i � I =) [mI+1; tI+2mI+2tI+2℄ = eBeweis. e = [mI ; tI+1mI+1tI+1℄() e = [mI ; tI+2tI+1mI+1tI+1tI+2℄() e = [tI+1mItI+1; tI+1tI+2tI+1mI+1tI+1tI+2tI+1℄= [tI+1mItI+1; tI+2tI+1tI+2mI+1tI+2tI+1tI+2℄= [tI+1mItI+1; tI+2mI+2tI+2℄() e = [tItI+1mItI+1tI ; tI+2mI+2tI+2℄ = [mI+1; tI+2mI+2tI+2℄ (A.14)�Lemma A.3.6 [mi; ti+1miti+1℄ = e; i � I =) [mI+1; tI+2mI+1tI+2℄ = eBeweis. e = [mI ; tI+1mItI+1℄() e = [mI ; tI+2tI+1mItI+1tI+2℄() e = [tI+1mItI+1; tI+1tI+2tI+1mItI+1tI+2tI+1℄= [tI+1mItI+1; tI+2tI+1tI+2mItI+2tI+1tI+2℄= [tI+1mItI+1; tI+2tI+1mItI+1tI+2℄() e = [tItI+1mItI+1tI ; tItI+2tI+1mItI+1tI+2tI ℄= [tItI+1mItI+1tI ; tI+2tItI+1mItI+1tItI+2℄= [mI+1; tI+2mI+1tI+2℄ (A.15)�



124 ANHANG A. BEWEISE DER AUSSAGEN AUS TEIL IILemma A.3.7 [mi;mi+1℄ = e; i � I =) [mI+1;mI+2℄ = eBeweis. e = [mI ; mI+1℄ = [mI ; tItI+1mItI+1tI ℄ = [mI ; tItI+1tI+2mItI+2tI+1tI ℄() e = [mI ; tI+2tItI+1tI+2mItI+2tI+1tItI+2℄= [mI ; tItI+2tI+1tI+2mItI+2tI+1tI+2tI ℄= [mI ; tItI+1tI+2tI+1mItI+1tI+2tI+1tI ℄() e = [tI+1mItI+1; tI+1tItI+1tI+2tI+1mItI+1tI+2tI+1tItI+1℄= [tI+1mItI+1; tItI+1tItI+2tI+1mItI+1tI+2tItI+1tI ℄() e = [tItI+1mItI+1tI ; tI+1tI+2tItI+1mItI+1tItI+2tI+1℄= [mI+1; mI+2℄ (A.16)�Die Gesamtheit der Lemmata zeigt Lemma 4.1.5.A.4 Beweis des Lemmas 4.2.2Wie in Abshnitt A.2 zeigen wir nur, da� die Gleihungen aus Theorem 3.3.1 die Gleihungenaus Lemma 4.2.2 implizieren; man �uberzeugt sih leiht davon, da� die andere Shlu�rihtungebenfalls g�ultig ist.Lemma A.4.1Aus (3.5) folgt bim�1i bi = mi: (A.17)Beweis.Aus (3.5) folgt ti = t�1i bzw: b�1i mi = m�1i bi () bim�1i bi = mi: (A.18)�Lemma A.4.2Aus (3.12) und (3.13) folgt [mi; bk℄ = e; falls jk � ij � 2: (A.19)Beweis.Aus (3.12) folgt, da� f�ur jk � ij � 2 gilte = [ti; bk℄ = �b�1i mi; bk� (3:13)() [mi; bk℄ = e: (A.20)�



A.4. BEWEIS DES LEMMAS 4.2.2 125Lemma A.4.3Aus (4.13) folgt [mi; bi+1 bi bi bi+1℄ = e: (A.21)Beweis.Das Lemma folgt aus den beiden Rekursionsformeln (4.13):b�1i b�1i+1mi bi+1 bi = bi bi+1mi b�1i+1 b�1i () mi bi+1 bi bi bi+1 = bi+1 bi bi bi+1mi (A.22)�Lemma A.4.4Aus (3.11) folgt [mi; Ad (bi+1 bi+2 bi bi+1)mi℄ = e: (A.23)Beweis.Aus (3.11) folgte = �b�1i mi; b�1i+2mi+2�() e = [mi; mi+2℄ = [mi; Ad (bi+1 bi+2 bi bi+1)mi℄ : (A.24)�Lemma A.4.5Aus (3.7) folgt [mi; Ad (bibi+1)mi℄ = e: (A.25)Beweis.Aus (3.7) folgt mit(4.13) und (4.18)b�1i mi| {z }m�1i bi b�1i+1mi+1| {z }m�1i+1bi+1 bi = bi+1 b�1i mi| {z }m�1i bi b�1i+1mi+1| {z }m�1i+1bi+1(4:13)() m�1i b�1i+1m�1i bi+1 = bi+1m�1i b�1i+1m�1i : (A.26)Mit mi = bi+1bimi+1b�1i b�1i+1 bzw. mi = b�1i+1b�1i mi+1bibi+1 (vgl. (4.13)) folgtbimi+1b�1i mi = mib�1i mi+1bibzw. mit (4.18) bimi+1m�1i bi = bim�1i mi+1bi () mi+1m�1i =m�1i mi+1;mit (4.13) folgt das Lemma. �Lemma A.4.6Aus (3.6) folgt mit (4.13), (3.10), (3.7), (4.18) und (A.26)�mi; b2i+1� = e (A.27)



126 ANHANG A. BEWEISE DER AUSSAGEN AUS TEIL IIBeweis.Gleihung (3.6) liefert mit (4.13)b�1i b�1i+1b�1i mi+1bimi+1b�1i mi = b�1i+1mi+1b�1i mib�1i+1mi+1;und daraus folgt mit (3.10) und b�1i+1mi+1 = m�1i+1bi+1 (wg. t2i+1 = l1)b�1i m�1i+1bi+1bimi+1b�1i mi = mi+1b�1i mim�1i+1bi+1: (A.28)Auf der anderen Seite folgt aus (3.7)m�1i bim�1i+1bi+1bi = bi+1m�1i bim�1i+1bi+1;und wegen bi+1bi = b�1i bi+1bibi+1 folgt�bi+1; bimi+1b�1i mi� = e:Damit gewinnt Gleihung (A.28) die Gestaltb�1i m�1i+1bimi+1b�1i mi = mi+1b�1i mim�1i+1;mit (4.13) und (4.18) folgtbi+1m�1i b�1i+1mi+1m�1i = mi+1m�1i b�1i+1m�1i bi+1;und mit (A.26) erh�alt mane = �mi+1; bi+1mi b�1i+1�= 2664 bi bi+1| {z }=bi+1 bi bi+1 b�1i mi b�1i+1 b�1i| {z }=b�1i b�1i+1 b�1i bi+1; bi+1mi b�1i+13775 (A.29)Mit (4.18) folgt e = 2664bi+1 bi bi+1m�1i b�1i+1 b�1i| {z }m�1i+1 bi+1; bi+1mi b�1i+13775= �bi+1m�1i+1 bi+1; bi+1mi b�1i+1� : (A.30)Das ist �aquivalent zu e = �m�1i+1 b2i+1; mi� ; (A.31)und mit [mi; mi+1℄ = e (s.o.) folgt e = �b2i+1; mi� : (A.32)�Lemma A.4.7Aus (A.27) und (A.26) folgt [mi; Ad(bi+1)mi℄ = e: (A.33)



A.5. BEWEIS DES LEMMAS 4.2.4 127Beweis.Aus (A.27) folgt mibi+1mib�1i+1 = mib�1i+1mibi+1;und mit (A.26) folgt das Lemma. �Damit sind alle Gleihungen in Lemma 4.2.2 gezeigt.A.5 Beweis des Lemmas 4.2.4Wir zeigen, da� aus den Gleihungen (4.18) bis (4.24) f�ur i � I; I = 1; : : : ; n�1 unter Verwen-dung der Rekursionsformel (4.13) und der Gleihungen (3.10) und (3.13) die entsprehendenGleihungen f�ur i = I + 1 folgen. Damit ist dann gezeigt, da� (4.18) bis (4.24) f�ur i = 1 mitden Eigenshaften der bj und (4.13) die Gleihungen (4.18) bis (4.24) f�ur alle i = 1; : : : ; n� 1implizieren.Lemma A.5.1 bim�1i bi = mi; i � I =) bI+1m�1I+1bI+1 =mI+1Beweis. bIm�1I = mIb�1I() bIbI+1bI| {z }bI+1bIbI+1m�1I b�1I+1b�1I = bIbI+1mI b�1I b�1I+1b�1I| {z }b�1I+1b�1I b�1I+1() bI+1m�1I+1bI+1 = mI+1 (A.34)�Lemma A.5.2 [m; b3℄ = e() [m3; b1℄ = eBeweis.Mit der Zopfeigenshaft (3.10) und der Vertaushungseigenshaft (3.13) der Erzeuger derPermutationsgruppe gilt [m; b3℄ = e() �b2mb�12 ; b�13 b2b3� = e() �b1b2mb�12 b�11 ; b�13 b�12 b1b2b3� = e() 264b2b3b1b2mb�12 b�11 b�13 b�12| {z }m3 ; b1375 = e (A.35)�



128 ANHANG A. BEWEISE DER AUSSAGEN AUS TEIL IILemma A.5.3[mi; bk℄ = e; ji� kj � 2; i � I =) [mI+1; bk+1℄ = e; jI � kj � 2Beweis.Wieder ist nur der Fall k = I � 2; I � 3 zu untersuhen, in allen anderen F�allen ist dasLemma o�ensihtlih rihtig.e = [mI�1; bI+1℄ = �b�1I b�1I�1mIbI�1bI ; bI+1�() e = �b�1I�1mIbI�1; bIbI+1b�1I � = �b�1I�1mIbI�1; b�1I+1bIbI+1�() e = �bI+1b�1I�1mIbI�1b�1I+1; bI� = �b�1I�1bI+1mIb�1I+1bI�1; bI�() e = �bI+1mIb�1I+1; bI�1bIb�1I�1� = �bI+1mIb�1I+1; b�1I bI�1bI�() e = �bIbI+1mIb�1I+1b�1I ; bI�1� = [mI+1; bk+1℄ (A.36)�Bemerkung A.5.4 O�enbar folgt aus [mi; bk℄ = e; ji � kj � 2; i � I f�ur I � 3 mit (3.13)sofort die im Lemma niht enthaltene Aussage [mI+1; b1℄ = e, denn[mI+1; b1℄ = �bIbI+1mIb�1I+1b�1I ; b1� :Lemma A.5.5 [mi; bi+1bi+1℄ = e; i � I =) [mI+1; bI+2bI+2℄ = eBeweis. e = [mI ; bI+1bI+1℄() e = �mI ; b�1I+1bI+1bI+2bI+1bI+1b�1I+2�= �mI ; b�1I+1bI+2bI+1bI+2bI+1b�1I+2�= �mI ; b�1I+1bI+2bI+2bI+1�() �bIbI+1mIb�1I+1b�1I ; bI+2bI+2� = [mI+1; bI+2bI+2℄ (A.37)�Lemma A.5.6 [mi; bi+1bibibi+1℄ = e; i � I =) [mI+1; bI+2bI+1bI+1bI+2℄ = eBeweis. e = [mI ; bI+1bIbIbI+1℄() e = �mI ; b�1I+2bI+1bI+2bIbIb�1I+2bI+1bI+2�= �mI ; bI+1bI+2b�1I+1bIbIbI+1bI+2b�1I+1�



A.5. BEWEIS DES LEMMAS 4.2.4 129= �mI ; bI+1bIbI+2b�1I b�1I+1bIbIbI+1bI+2b�1I+1�= �mI ; bI+1bIbI+2bI+1b�1I b�1I+1bIbI+1bI+2b�1I+1�= �mI ; bI+1bIbI+2bI+1bI+1b�1I bI+2b�1I+1�() e = �b�1I b�1I+1mIbI+1bI ; bI+2bI+1bI+1bI+2�= [mI+1; bI+2bI+1bI+1bI+2℄ (A.38)�Lemma A.5.7 �mi; bi+1mib�1i+1� = e; i � I =) �mI+1; bI+2mI+1b�1I+2� = eBeweis. e = �mI ; bI+1mIb�1I+1�() e = �mI ; bI+2bI+1b�1I+2mIbI+2b�1I+1b�1I+2�= �mI ; b�1I+1bI+2bI+1mIb�1I+1b�1I+2bI+1�= �mI ; b�1I+1b�1I bI+2bIbI+1mIb�1I+1b�1I b�1I+2bIbI+1�() e = �bIbI+1mIb�1I+1b�1I ; bI+2bIbI+1mIb�1I+1b�1I b�1I+2�= �mI+1; bI+2mI+1b�1I+2� (A.39)�Lemma A.5.8 [mi;mi+1℄ = e; i � I =) [mI+1;mI+2℄ = eBeweis. e = [mI ;mI+1℄ = �mI ; bIbI+1mIb�1I+1b�1I �() e = �mI ; bIbI+2bI+1b�1I+2mIbI+2b�1I+1b�1I+2b�1I �= �mI ; bIb�1I+1bI+2bI+1mIb�1I+1b�1I+2bI+1b�1I �= �mI ; b�1I+1bI+1bIb�1I+1bI+2bI+1mIb�1I+1b�1I+2bI+1b�1I b�1I+1bI+1�= �mI ; b�1I+1b�1I bI+1bIbI+2bI+1mIb�1I+1b�1I+2b�1I b�1I+1bIbI+1�() e = �bIbI+1mIb�1I+1b�1I ; bI+1bIbI+2bI+1mIb�1I+1b�1I+2b�1I b�1I+1�= �bIbI+1mIb�1I+1b�1I ; bI+1bI+2bIbI+1mIb�1I+1b�1I b�1I+2b�1I+1�= [mI+1;mI+2℄ (A.40)�Lemma A.5.9[mi;mk℄ = e; ji � kj � 2; i � I =) [mI+1;mk+1℄ = e; jI � kj � 2



130 ANHANG A. BEWEISE DER AUSSAGEN AUS TEIL IIBeweis.Wieder nur der Fall jk � Ij = 2 zu betrahten; o.B.d.A. sei k = I � 2.e = [mI ; mI�2℄() e = �bIbI+1mIb�1I+1b�1I ; mI�2� = [mI+1; mI�2℄() e = �mI+1; bI�2bI�1mI�2b�1I�1b�1I�2� = [mI+1; mk+1℄ ; (A.41)wobei wir mehrfah [mi; bk℄ = e; ji � kj � 2 ausgenutzt haben. �



Anhang BYoungdiagramme und irreduzibleDarstellungen der unit�aren GruppeEin ganz wesentlihes Werkzeug f�ur die Untersuhungen in Teil III sind die Youngrahmenund -tableaux1 des Gruppenringes RN und die ihnen zugeordneten Projektoren. Wir gebenin diesem Kapitel einen kurzen �Uberblik �uber ihre f�ur uns wesentlihen Eigenshaften, ins-besondere auh �uber den Zusammenhang zwishen den Youngtableaux und den irreduziblenDarstellungen der unit�aren Gruppe.B.1 YoungdiagrammeB.1.1 Vorbemerkungen aus der allgemeinen DarstellungstheorieWir tragen zun�ahst einige Ergebnisse aus der Darstellungstheorie von Gruppen bzw. Grup-penringen ohne Beweise zusammen, um den Boden f�ur die Betrahtung der Youngdiagram-me im Fall der PN bzw. des RN zu bereiten. Diese Zusammenstellung orientiert sih anden ausf�uhrlihen Darstellungen in [41℄, Kapitel III,2 - III,4; dort �nden sih auh die hierfehlenden Beweise.Gegeben seien eine Gruppe G und ihr Gruppenring R = span fg j g 2 Gg. R zerf�allt ineine direkte Summe aus minimalen Rehtsidealen ri,R =Mi ri: (B.1)Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf �Aquivalenz und Reihenfolge. In jedem Rehtsideal rigibt es (mindestens) einen Projektor2 Pi = P �i ,PiPj = ÆijPi und Xi Pi = l1;so da� PiR = ri:1Im folgenden werden wir bisweilen den Begri� Youngdiagramme verwenden, wenn sowohl die Rahmen alsauh die Tableaux gemeint sind.2Die Aussagen dieses Abshnittes bleiben auh rihtig, wenn man die Pi Idempotente sind, f�ur die nihtnotwendig Pi = P �i gilt. Wir formulieren sie dennoh f�ur Projektoren, da wir in Teil III auh mit Projektorenarbeiten. 131



132 ANHANG B. YOUNGDIAGRAMME UND UNIT�ARE GRUPPEPi hei�t minimal, wenn es keinen Projektor P 6= 0; Pi gibt mitPPi = P:Die Projektoren Pi auf die minimalen Rehtsideale werden im folgenden minimale Orthogo-nalprojektoren genannt. Ein Projektor Pi ist genau dann minimal, wenn giltPixPi 2 C Pi 8x 2 R;Ein Rehtsideal ist genau dann minimal, wenn der zugeh�orige Projektor minimal ist. Zweiminimale Rehtsideale ri und rj sind genau dann �aquivalent, ri �= rj , wenn es von Nullvershiedene PixPj gibt.Die minimalen Rehtsideale in der Zerlegung (B.1) ordnen wir jetzt so an, da�R = r(1)1 � : : : � r(1)f1 � : : :� r(m)1 � : : :� r(m)fm ; r(i)j �= r(i)k ; i = 1; : : : ;m und j; k = 1; : : : ; fi:Dann sind die a(i) = fiMj=1 r(i)jminimale zweiseitige Ideale in R, und die ZerlegungR = mMi=1 a(i)ist eindeutig. Ebenso eindeutig bestimmt sind die ProjektorenP(i) := fiXj=1 P (i)jauf die zweiseitigen Ideale; die P(i) spannen das Zentrum von R auf.F�ur alle x 2 a(i) gilt nun x = P(i)xP(i) =Xj;k P (i)j xP (i)k ;wegen r(i)j �= r(i)k sind die P (i)j xP (i)k niht alle Null. Vielmehr sind die P (i)j xP (i)k alle Zahlen-vielfahe eines Referenzelementes aus P (i)j RP (i)k . Die Wahl von f2i solher Referenzelementeliefert dann einen Isomorphismus zwishen a(i) und dem vollen Ring der fi � fi-Matrizen.F�uhrt man dieses Verfahren f�ur alle a(i) durh, so erh�alt man, da�R isomorph ist zur direktenSumme voller Matrixringe.B.1.2 YoungdiagrammeWir wenden die im vorigen Abshnitt zusammengestellten allgemeinen Resultate auf denspeziellen Fall der Permutationsgruppe PN und ihres Gruppenringes RN an.



B.1. YOUNGDIAGRAMME 133De�nition B.1.1 Ein Youngrahmen YN inRN besteht aus N K�asthen, die in r < N Zeilenso angeordnet sind, da� alle Zeilen links beginnen, keine L�uken haben und die Anzahl derK�asthen in einer Zeile von oben nah unten niht zunimmt. Die Menge aller Youngrahmenmit N K�asthen hei�t YN . Ein Youngtableau TN der Gr�o�e N entsteht aus einem RahmenYN 2 YN dadurh, da� die Zahlen 1; : : : ; N derart in die K�asthen des Rahmens eingetragenwerden, da� keine Zahl doppelt vorkommt und in einer Zeile von links nah rehts bzw.in einer Spalte von oben nah unten der Zahlenwert zunimmt3. Wir sagen, TN geh�ort zumRahmen YN . Die Menge aller Youngtableaux der Gr�o�e N bezeihnen wir mit TN .Lemma B.1.2[41℄, IV.3 und IV.4Sei TN 2 TN . Mit p bezeihnen wir Permutationen der Elemente jeder Zeile miteinander,mit q Permutationen der Elemente jeder Spalte miteinander. Weiter sei "q = 1 f�ur geradePermutationen q und "q = �1 f�ur ungerade Permutationen q. Dann sind die OperatorenB(TN ) = 1�Ppq "qpq mit einem Normierungsfaktor � 2 C minimale Idempotente4 in RN ,B(TN )B(T 0N ) = ÆTN ;T 0NB(TN ); XB(TN ) = l1:Die minimalen Rehtsideale B(TN )RN ; B(T 0N )RN ; : : : sind genau dann �aquivalent, wenn dieTN ; T 0N ; : : : zum selben Rahmen geh�oren. Den Projektor auf das zugeh�orige zweiseitige Idealbezeihnen wir wie den Rahmen mit YN ; mit der Notation TN jYN f�ur \TN geh�ort zum RahmenYN" ist YN := XTN jYN B(TN ):Ein Tableau l�a�t sih au�assen als eine Abfolge von Rahmen, die entstehen, wenn mansukzessive das K�asthen mit der h�ohsten Nummer im Tableau streiht und den Rahmendes resultierenden Tableaux hinshreibt. Diese Zuordnung zwishen den Tableaux und denRahmen-Abfolgen ist o�enbar eindeutig, so da� wir jedes Tableau mit der zugeh�origen Rah-menabfolge identi�zieren k�onnen.TN � (YN ; YN�1; : : : ; Y2; Y1) :Im folgenden verzihten wir darauf, Y1 = � = l1 zu shreiben.W�ahrend die YN = Y �N als Projektoren auf die minimalen zweiseitigen Ideale eindeutigbestimmt sind, gibt es in der Wahl der minimalen Orthogonalprojektoren einige Freiheit.De�nition B.1.3 F�ur jedes Tableau TN = (YN ; YN�1; : : : ; Y2) de�nieren wir die OperatorenQ(TN ) := YN Æ �(YN�1) Æ � � � Æ �N�2(Y2)3In der Literatur ist ein Tableau h�au�g durh beliebiges Eintragen der Zahlen 1; : : : ; N , keine Zahl doppelt,de�niert; ein Tableau, dessen Zahlen von links nah rehts und von oben nah unten anwahsen, hei�t dannStandardtableau. Wir werden hier nur Standardtableaux verwenden und benutzen aus Gr�unden der Einfahheitf�ur diese die Bezeihnung \Tableau".4Es gilt  Xpq "qpq! Xpq "qpq! = � Xpq "qpq!und somit B(TN )B(TN ) = B(TN ). Es handelt sih niht um Orthogonalprojektoren, da i.a. B(TN)� 6= B(TN)ist.



134 ANHANG B. YOUNGDIAGRAMME UND UNIT�ARE GRUPPEmit der Abbildung � : Rm�1 �! Rm : ti 7! ti+1 undP (TN ) := YN Æ �(YN�1) Æ � � � Æ �N�2(Y2)mit der Einbettung � : Rm�1 ,!Rm.Bemerkung B.1.4 1. Ist m < N und ist Ym in YN enthalten, d.h. Ym geht aus YN durhStreihung von N�mK�asthen hervor, so folgt aus Satz IV.5.4 von [41℄ oder Satz V.18.1von [45℄, da� YN Æ�N�m(Ym); YN Æ �N�m(Ym) 6= 0 und insbesondere Q(TN ); P (TN ) 6= 0.2. Wegen der Zentralit�at Youngrahmen im jeweiligen Gruppenring sind Q(TN ) und P (TN )invariant unter Vertaushung der �N�m(Ym) bzw. �N�m(Ym).Lemma B.1.5Sowohl die Q(TN ) als auh die P (TN ) sind minimale Orthogonalprojektoren in RN . Es giltYN = XTN jYN Q(TN ) = XTN jYN P (TN ): (B.2)Beweis.Die Orthogonalit�at der Q(TN ) folgt aus der Zentralit�at der Ym in Rm und der Orthogonalit�atder Ym:Q(TN )Q(T 0N ) = YN Æ �(YN�1) Æ � � � Æ �N�2(Y2) Æ Y 0N Æ �(Y 0N�1) Æ � � � Æ �N�2(Y 02)= YN Æ Y 0N Æ �(YN�1) Æ � � � Æ �N�2(Y2) Æ �(Y 0N�1) Æ � � � Æ �N�2(Y 02)= ÆYN ;Y 0NYNÆ��ÆYN�1;Y 0N�1YN�1 Æ � (YN�2) � � ��N�3(Y2) Æ �(YN�2) � � ��N�3(Y 02)�= : : : = ÆYN ;Y 0N � � � ÆY2;Y 02 � YN Æ �(YN�1) Æ � � � Æ �N�2(Y2)= ÆTN ;T 0NQ(TN ): (B.3)Da nun die Q(TN ) aber orthogonal sind und niht vershwinden (s. Bemerkung B.1.4),ist klar, da� sie minimal sind: W�aren sie niht minimal, so w�aren die Rehtsideale Q(TN )RNniht minimal und k�onnten in weitere Rehtsideale aufgespalten werden. Dann g�abe es abermehr minimale Rehtsideale als in der Zerlegung bzgl. der B(TN ); das kann aber niht sein,da die Zerlegung in minimale Rehtsideale bis auf Reihenfolge und �Aquivalenz eindeutig ist.Aus Ym = Y �m und der Bemerkung B.1.4 folgt Q(TN ) = Q(TN )�.Es bleibt Gleihung (B.2) zu zeigen; das gelingt durh vollst�andige Induktion: F�ur N = 1gibt es nur einen Rahmen und ein Tableau, Gleihung (B.2) ist also o�enbar erf�ullt. Ange-nommen, (B.2) gilt nun f�ur N = k � 1 2 N. Dann folgtXQ(Tk)jYkQ(Tk) = Yk XYk�1;:::;Y2 �(Yk�1) Æ �2(Yk�2) Æ � � � Æ �k�2(Y2)= Yk XYk�1 �0�Yk�1 XYk�2;:::;Y2 �(Yk�2) Æ � � � Æ �k�3(Y2)1A= Yk XYk�1 �0� XTk�1jYk�1Q(Tk�1)1A= Yk XYk�1 �(Yk�1) = Yk: (B.4)



B.2. TENSORDARSTELLUNGEN DER UNIT�AREN GRUPPE 135Der Beweis f�ur die P (TN ) l�auft vollkommen analog. �Sowohl auf die P (TN ) als auh auf die Q(TN ) tre�en damit alle Aussagen zu, die im voran-gegangenen Abshnitt �uber die minimalen Orthogonalprojektoren P (i)j in einem Gruppenringgemaht wurden. Die Rolle des oberen Indizes, der angibt, in welhem zweiseitigen Ideal (d.h.auh, in welher �Aquivalenzklasse von Rehtsidealen) P (i)j R liegt und gleihbedeutend damit,zu welhem P(i) P (i)j beitr�agt, spielt hier o�enbar der Rahmen eines Tableaus.Wir zeigen noh eine notwendige und hinreihende Bedingung daf�ur, da� ein Produkt auseinem Rahmen aus YN und einem Rahmen aus �(YN�1) niht vershwindet.De�nition B.1.6 Geht YN+1 aus YN durh Anf�ugen eines K�asthens hervor, so nenne YNund YN+1 benahbart und shreibe YN C YN+1. Sind TN+1 � (YN+1; : : : ; Y2) und T 0N �(Y 0N ; : : : ; Y 02) mit Y 0m = Ym;m = 2; : : : ; N , so shreibe T 0N C TN+1.Wir beweisen zun�ahst eine Hilfsaussage:Lemma B.1.7 P (TN+1)�(P (T 0N )) 6= 0 () T 0N C TN+1Beweis.Es ist P (TN+1)�(P (T 0N )) = YN+1�(YN ) � � � �N�1(Y2)�(Y 0N ) � � � �N�1(Y 02)= YN+1 Æ �(YNY 0N ) Æ � � � �N�1(Y2Y 02); (B.5)aus der Orthogonalit�at der Ym und Bemerkung B.1.4 folgt die Behauptung. �Lemma B.1.8 YN+1�(Y 0N ) 6= 0 () Y 0N C YN+1Beweis.Es gilt YN+1�(Y 0N ) = XTN+1jYN+1 XT 0N jY 0N P (TN+1)�(P (T 0N ));die rehte Seite vershwindet genau dann niht, wenn f�ur mindestens einen SummandenT 0N C TN+1. Das ist genau dann der Fall, wenn Y 0N C YN+1. �Da die YN+1 als Projektoren auf die zweiseitige Ideale imRN+1 zentral imRN+1 sind, giltYN+1�(Y 0N ) = �(Y 0N )YN+1, d.h. die Aussage des Lemmas ist unabh�angig von der Reihenfolgeder beiden Faktoren auf der linken Seite.



136 ANHANG B. YOUNGDIAGRAMME UND UNIT�ARE GRUPPEB.2 Tensordarstellungen der unit�aren GruppeGegeben sei ein separabler Hilbertraum H. Auf H wirkt die Vektordarstellung der unit�arenGruppe U(H) irreduzibel gem�a�U(H) 3 u : H �! H : 	 7! u	:AufH
N wirke der RingRN der Permutationsgruppe PN durh Vertaushung der Tensor-komponenten; o�enbar ist RN in der Kommutante der N -fahen Tensordarstellung �N (u) =u
 � � � 
 u auf H
N enthalten. F�ur das Folgende ist entsheidend, da� der Ring sogar gleihdieser Kommutanten ist, RN = �N (U(H))0;diese Aussage gilt sowohl f�ur dimH <1 (s. z.B. [41℄, V x3, Satz 3.5) als auh f�ur dimH =1(s. z.B. [52℄, 2.8 Lemma). Die Projektoren in RN sind somit Projektoren auf unter �N (U(H))invariante Teilr�aume von H
N und umgekehrt.Lemma B.2.1Gegeben sei ein unter �N (U(H)) invarianter Teilraum R 2 H
N . Dann istr := �s 2 RN : s	 2 R 8	 2 H
N	ein Rehtsideal in RN .Beweis.Wegen (�s1 + �s2)	 = �s1	 + �s2	; �; � 2 C ist r ein linearer Raum; wegen (sa)	 =s(a	) 2 R; s 2 r; a 2 RN ist r invariant unter der Rehtsmultiplikation. �Korollar B.2.2 Jeder Projektor P 2 �N (U(H))0 = RN auf einen unter �N (U(H)) invarian-ten Teilraum von H
N ist ein Projektor auf ein Rehtsideal in RN .Lemma B.2.3Es sei R ein unter �N (U(H)) invarianter Teilraum von H
N , r das zugeh�orige Rehtsidealin RN . Dann ist die Einshr�ankung von �N (U(H)) auf R genau dann irreduzibel, wenn rminimal ist.Beweis.Ist r niht minimal, so l�a�t sih der Projektor Pr 2 RN = �N (U(H))0 auf r zerlegen in zweiProjektoren P (1)r ; P (2)r 2 RN ; dann ist aberR = PrH
N = P (1)r H
N � P (2)r H
N ;und beide Teilr�aume von R sind invariant unter �N (U(H)), d.h. R ist reduzibel.Sei umgekehrt R reduzibel, R = R1 � R2 und R1; R2 invariant unter �N (U(H)). Es gibtdann Projektoren P (i)R 2 �N (U(H))0 = RN auf Ri, und der Projektor PR auf R ist die Summevon diesen beiden. Dann ist aber das zugeh�orige Rehtsidealr = PRRN = P (1)R RN � P (2)R RNin RN niht minimal.Es gilt also: �N (U(H))jR ist reduzibel genau dann, wenn r niht minimal ist. DurhNegation folgt das Lemma. �



B.2. TENSORDARSTELLUNGEN DER UNIT�AREN GRUPPE 137Korollar B.2.4 Die Darstellungen �N (U(H))jQ(TN )H
N sind irreduzibel.Lemma B.2.5Die zwei Darstellungen �N (U(H))jQ(TN )H
N ;�N (U(H))jQ(T 0N )H
N sind genau dann �aquiva-lent, wenn TN und T 0N zum selben Rahmen geh�oren.Beweis.Die Darstellungen sind genau dann �aquivalent, wenn es unit�areV 2 Q(T 0N )RNQ(TN )gibt; das ist aber genau dann der Fall, wenn die jeweiligen Rehtsideale in RN �aquivalentsind, d.h. wenn TN ; T 0N zum selben Rahmen YN geh�oren. �Wie bereits angesprohen, gelten die hier gemahten Aussagen sowohl f�ur dimH <1 alsauh f�ur dimH =1; ein wesentliher Untershied besteht allerdings zwishen diesen beidenF�allen: Im Fall eines endlihdimensionalen H kommen auf H
N mit N > dimH niht alledurh Youngdiagramme indizierten Darstellungen �N (U(H))jQ(TN )H
N vor: Die Tensoren imBild eines Projektors Q(TN ); TN jYN mit rYN Zeilen sind antisymmetrish in rYN Indizes; dieIndizes k�onnen aber nur dimH untershiedlihe Werte annehmen, und somit gilt f�ur TN jYNQ(TN )H
N = 0 falls rYN > dimH:
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