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Kapitel 0EinleitungSeit Malda
ena 1997 eine Vermutung �uber eine Korrespondenz zwis
hen Theorien auf demAnti-de-Sitter-Raum und konformen Theorien auf dessen Rand formuliert hat [Ma98℄ unddiese eher informell aufgestellte Vermutung in der Folge dur
h Arbeiten von Witten [Wi98℄,Gubser, Klebanov und Polyakov [GKP98℄ ein pr�azises und belastbares Fundament erhaltenhat, ist eine F�ulle von Arbeiten zur AdS-CFT-Korrespondenz entstanden. Das rege Inter-esse entspringt der Faszination, die von der Verbindung vers
hiedener Klassen von Theori-en ausge�ubt wird, etwa der Existenz einer Korrespondenz zwis
hen AdS-Stringtheorien undkonformen Ei
htheorien. Eine sol
he Ei
htheorie-String-Dualit�at wurde s
hon seit langer Zeitvermutet und erh�alt dur
h die AdS-CFT-Korrespondenz neue Evidenz [Kl99℄.Malda
enas urspr�ungli
her Formulierung lag gerade diese Dualit�at zugrunde, dort wurdenkonforme Super-Yang-Mills-Theorien mit Ei
hgruppe SU(N) und Kopplungskonstante gYMverbunden mit Stringtheorien auf dem Produkt eines Anti-de-Sitter-Raumes mit einem kom-pakten Raum. Die 
harakteristis
hen Gr�o�en beider Seiten bestimmen si
h dabei gegenseitig,so ist der AdS-Kr�ummungskreisradius eine positive Potenz der t'Hooft's
hen Kopplungskon-stante g2YMN und die Kopplungskonstante der Stringtheorie proportional zu g2YM . Im Limesgro�er N , aber fester t'Hooft's
her Kopplungskonstante ist die Stringtheorie s
hwa
h gekop-pelt, in diesem Fall nehmen Witten, Gubser et al. klassis
he Supergravitation als perturbativeApproximation der AdS-Stringtheorie.Die urspr�ungli
h aus der Stringtheorie motivierte Korrespondenz konnte bald rigoros im Rah-men der Quantenfeldtheorie etabliert werden, indem Identi�kationen zwis
hen Objekten derQuantenfeldtheorien beiderseits angegeben wurden [Be00℄ [Re00℄. Hierdur
h wurde aber kei-ne Antwort auf die Frage gegeben, wel
he Struktur f�ur einen m�ogli
hen Zusammenhang zwi-s
hen Stringtheorien und strengen Axiomen gen�ugenden Quantenfeldtheorien verantwortli
hsein k�onnte. Dass ein sol
her Zusammenhang tats�a
hli
h besteht, erh�alt Plausibilit�at dur
hdie vielen quantenfeldtheoretis
hen �Uberpr�ufungen, denen die via Korrespondenz induziertenkonformen Theorien im Laufe der letzten Jahre unterzogen wurden, etwa das Erf�ullen vonWard-Identit�aten [F99A℄ [F99B℄ oder die Existenz einer Operatorproduktentwi
klung mitbemerkenswerten Eigens
haften [HPR00℄ [HMR00℄.In dieser Arbeit werden zwei explizite Modelle einer klassis
hen, skalaren AdS-Feldtheorie un-tersu
ht, wel
he man si
h als einfa
he Modellierung der Witten's
hen klassis
hen Supergravi-tation vorstellen kann. Die Fragestellung dabei ist die Interpretierbarkeit dieser stringtheore-1



2 Kapitel 0. Einleitungtis
h motivierten Korrespondenzvors
hrift im Rahmen der axiomatis
hen, euklidis
hen Quan-tenfeldtheorie na
h Osterwalder und S
hrader. Wir werden sehen, dass eine sol
he Interpre-tation nur dann m�ogli
h ist, wenn die klassis
he AdS-Feldtheorie als erste Ordnung einertats�a
hli
hen AdS-Feldtheorie verstanden wird, die zus�atzli
he String- oder Quantenkorrek-turen enth�alt. Insbesondere ist eine Operatorproduktentwi
klung bzw. Partialwellenentwi
k-lung konsistent und in einem Fall sogar ges
hlossen dur
hf�uhrbar. Das von uns untersu
hteObjekt ist dabei stets die Vierpunktfunktion des konformen Feldes, da diese als erste in ih-rer Form ni
ht dur
h konforme Kovarianz festgelegt ist und somit ni
httriviale Aussagen imZusammenhang mit We
hselwirkung erlaubt.Die k�urzli
h ers
hienene Arbeit [DR02℄ kl�art, warum eine sol
he Interpretierbarkeit zu er-warten ist: Bei einer bestimmten Wahl von Randbedingungen l�asst si
h die stringtheoretis
hmotivierte Korrespondenzvors
hrift mit der quantenfeldtheoretis
hen identi�zieren.0.1 Aufbau der ArbeitWir werden im ersten Teil der Arbeit das Fundament f�ur die Analyse einer Vierpunktfunktions
ha�en: Kapitel 1 gibt einen �Uberbli
k �uber das Wightman's
he Axiomensystem, Kapitel 2stellt den �Ubergang ins Euklidis
he dar und f�uhrt die Osterwalder-S
hrader-Axiome auf. InKapitel 3 befassen wir uns mit euklidis
her, konformer Quantenfeldtheorie und leiten Spezi-alf�alle der Positivit�atsbedingungen aus Kapitel 2 her. Kapitel 4 s
hlie�t den ersten Teil miteiner ausf�uhrli
hen Bes
hreibung der konformen Partialwellenentwi
klung ab, in der Positi-vit�atskriterien sowie praktikable Verfahren angegeben werden.Im zweiten Teil geben wir zun�a
hst in Kapitel 5 eine kurze Einf�uhrung in den Anti-de-Sitter-Raum und betra
hten ans
hlie�end die klassis
he L�osungstheorie eines skalaren Feldes. Sieerm�ogli
ht uns in Kapitel 6 das Aufstellen der AdS-Modelle '4 und '3 im Rahmen der AdS-CFT-Korrespondenz, die sodann mit den Methoden aus dem ersten Teil untersu
ht werden.In Kapitel 7 fassen wir die Ergebnisse zusammen und benennen o�en gebliebene und unter-su
henswerte Fragen.Im Anhang �nden si
h einige spezielle Funktionen, die f�ur die Untersu
hung expliziter Mo-delle unerl�assli
h sind. Au�erdem diskutieren wir ausf�uhrli
h die Potenzreihenentwi
klungeiner re
ht allgemeinen konform kovarianten Funktion E vierer Punkte. S
hlie�li
h geben wirden Maple-Quelltext einer Implementierung der Partialwellenentwi
klung an und untersu
hendamit die beiden Modelle.
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Kapitel 1Quantenfeldtheorie imWightman-Rahmen
1.1 MotivationDie Anf�ange der Quantenfeldtheorie gehen zur�u
k bis zu den Anf�angen der Quantentheorieselbst. S
hon fr�uh wurde klar, dass es ni
ht nur galt, mit der Quantenme
hanik eine neuephysikalis
he Theorie f�ur Punktteil
hen aufzustellen, sondern dass au
h das klassi
he Konzeptder Felder einer "Quantisierung\ unterzogen werden musste.Zur Feldquantisierung wurden vers
hiedene Verfahren entwi
kelt. Im Falle freier Felder, d. h.Felder ohne We
hselwirkung, liefern diese Verfahren eine mathematis
h wohlde�nierte Struk-tur, die physikalis
h sinnvoll interpretierbar ist. Sobald aber We
hselwirkungen als "St�orun-gen\ mit in die Feldquantisierung einbezogen werden, f�uhrt die naive Anwendung der Quan-tisierungsverfahren zu mathematis
h unde�nierten Objekten in der Theorie. Um dieses fr�uherkannte Problem zu l�osen, wurden Quantisierungsverfahren um Renormierungsvors
hriftenerweitert. Im Falle der Quantisierung des elektromagnetis
hen Feldes gelangt man so zu derQuantenelektrodynamik, die experimentell �uberpr�ufbare Aussagen in Form von St�orungsrei-hen ma
ht. Ber�u
ksi
htigt man nur die untersten Ordnungen, so ist die �Ubereinstimmungzwis
hen Theorie und Experiment hervorragend. Allerdings sind die Konvergenzeigens
haf-ten der St�orungsreihen unbekannt. Die Quantenelektrodynamik ist somit eine Theorie hoherphysikalis
her Aussagekraft und Pr�azision, deren mathematis
he Grundlagen aber im starkenGegensatz dazu fragw�urdig sind.Um si
h bei Betra
htungen zur Quantenfeldtheorie von konkreten Modellen mit sol
h fragw�ur-digem Zustandekommen zu l�osen, wurden vers
hiedene axiomatis
he Zug�ange zur Quanten-feldtheorie ges
ha�en, die die fundamentalen Eigens
haften von Quantenfeldern abstrahieren.Diese Eigens
haften ergeben si
h aus physikalis
h sinnvollen Forderungen, den Beoba
htun-gen, die man an Modellen ma
hen konnte, aber au
h aus einigen mathematis
hen Notwendig-keiten. Sie bes
hreiben das Mindeste, was man { mit etwas Optimismus { von vern�unftigenModellen der Quantenfeldtheorie erwarten darf, na
hdem all die verwi
kelten Prozeduren derQuantisierung und Renormierung dur
hgef�uhrt wurden.Im mathematis
h pr�azisen Rahmen, den diese physikalis
h motivierten Axiomensysteme set-zen, lassen si
h mit mathematis
h unzweifelhaften Methoden Einsi
hten in die allgemeine5



6 Kapitel 1. Quantenfeldtheorie im Wightman-RahmenNatur der Quantenfelder gewinnen. Das System der Wightman-Axiome, wel
hes im n�a
hstenAbs
hnitt eingef�uhrt wird, erlaubt z. B. den Beweis des PCT-Theorems und des Spin-Statistik-Theorems.1.2 Wightman-AxiomeIm Folgenden werden die Wightman-Axiome f�ur ein skalares, neutrales, hermitis
hes Quan-tenfeld A angegeben, wie sie z. B. in [Jo65℄ oder [SW64℄ zu �nden sind. Die Wightman-Axiomebes
hreiben relativistis
he Quantenfelder, der zugrunde liegende Raum ist also der Minkowski-Raum. Dessen Dimension d muss ni
ht unbedingt 4 sein, ents
heidend ist, dass es genau eineZeitri
htung gibt.In der Quantenme
hanik ordnet man observablen Gr�o�en hermitis
he Operatoren auf einemHilbertraum der Zust�ande zu. Beim �Ubergang zur Quantenfeldtheorie erwartet man daherein ganzes Feld sol
her Operatoren, d. h. ein Feld A sollte eine Abbildung des Minkowski-Raumes Rd in die Menge der Operatoren auf einem HilbertraumH sein, x 7! A(x). Allerdingserweist si
h s
hon das freie Feld als singul�arer, als es diese naive Vorstellung eines punktartiglokalisierten Operatorfeldes erlaubt. Erst na
h Vers
hmieren mit Testfunktionen ergeben si
hOperatoren. Diese �Uberlegungen halten wir in zwei Axiomen fest:A1 Zust�ande werden dur
h Einheitsstrahlen in einem separablen Hilbertraum H bes
hrieben.A2 Das Feld A wird dur
h eine operatorwertige Distribution auf S�Rd� bes
hrieben. Genauer:� A ordnet jedem f 2 S�Rd� einen Operator A(f) zu, der auf einem (von f unabh�angigen)di
hten Unterraum D von H de�niert ist.� Es gilt die Hermitizit�atsbedingungh�;A(f) i = 
A( �f)�;  � 8�;  2 D:� Die Anwendung von A(f) f�uhrt ni
ht aus D heraus, d. h. A(f)D � D.� F�ur �;  2 D ist f 7! h�;A(f) i eine temperierte Distribution.Unserem Anliegen, Axiome einer relativistis
hen Quantenfeldtheorie de�nieren zu wollen, tra-gen wir Re
hnung, indem wir eine Darstellung U der Poin
ar�e-Gruppe auf dem Hilbertraumfordern. Mit dieser Darstellung k�onnen wir es dann ans
hlie�end als Axiom formulieren, dassA das korrekte Transformationsverhalten eines Skalars besitzt.Die Darstellung sollte no
h zwei zus�atzli
he, physikalis
h motivierte Eigens
haften haben.Erstens soll die Theorie keine Zust�ande negativer Energie oder imagin�arer Masse enthalten.Dieses l�asst si
h mithilfe der Erzeugenden der Translationen P� (d. h. U(a) = eia�P�) formu-lieren, deren gemeinsames Spektrum muss in p0 � 0;m2 = p�p� � 0 enthalten sein. Zweitenssollte es genau einen Zustand geben, der translationsinvariant ist, n�amli
h das Vakuum.A3 Es gibt eine stetige unit�are Darstellung U der Poin
ar�e-Gruppe P"+ auf H, die D invariantl�asst, U(g)D = D 8g 2 P"+.



1.3. Wightman-Distributionen 7Das Spektrum des Erzeugenden der Translationen liegt im abges
hlossenen Vorw�artsli
htkegelV+, V+ := �p �� p0 > 0; p�p� > 0	.Es gibt einen bis auf eine Phase eindeutig bestimmten U -invarianten Zustand 
, das Vakuum.A4 A hat unter P"+ das Transformationsverhalten eines Skalars,U(g)A(f)U(g)�1 = A��g�1�� f� 8g 2 P"+; f 2 S�Rd� :Hier ist g� wie �ubli
h die induzierte Wirkung von P"+ auf S�Rd�,g� : S�Rd�! S�Rd� ; (g�f) (x) := f(gx):Nun muss no
h das Konzept der Lokalit�at ber�u
ksi
htigt werden, das si
herstellt, dass raum-artig getrennte Messungen des Feldes si
h ni
ht beein
ussen:A5 F�ur alle f; g 2 S�Rd� mit raumartig getrennten Tr�agern gilt[A(f); A(g)℄ = 0 (auf D):S
hlie�li
h verlangen wir, dass es im folgenden Sinn kein von A unabh�angiges Feld in derTheorie geben soll:A6 Das Vakuum 
 ist bez�ugli
h Polynomen in A zyklis
h, d. h. die MengenP (A(f1); A(f2); : : :) 
 ��� P Polynom; fi 2 S�Rd�o � Hist di
ht in H.1.3 Wightman-DistributionenDie Wightman-Axiome verwenden die operatorwertige DistributionA, den HilbertraumHmitdem Vakuumvektor 
 sowie die Darstellung U als die grundlegenden Objekte der Theorie.Eine �aquivalente und in man
hen Situationen geeignetere Bes
hreibung mit anderen Objek-ten, den Wightman-Distributionen, ist m�ogli
h. Sie werden als Vakuumerwartungswerte vonProdukten des Feldes A de�niert,Wn(f1; : : : ; fn) := h
; A(f1) � � �A(fn)
i ; (1.1)und oftmals n-Punkt-Funktionen genannt. Wegen A2 ist Wn f�ur jedes fi separat eine tempe-rierte Distribution, das Nuklear-Theorem erlaubt daher eine eindeutige Fortsetzung zu einerDistribution Wn 2 S 0�Rnd�.Die Wightman-Axiome �ubersetzen si
h unmittelbar in Eigens
haften der Wightman-Distri-butionen [Jo65℄ [SW64℄:W1 (Temperiertheit) W0 = 1; Wn 2 S 0�Rnd�



8 Kapitel 1. Quantenfeldtheorie im Wightman-RahmenW2 (Poin
ar�e-Invarianz) Wn Æ g� =Wn 8g 2 P"+F�ur die folgenden Eigens
haften ben�otigen wir die Involutionf�(x1; : : : ; xn) := f(xn; : : : ; x1)auf S�Rnd�.W3 (Hermitizit�at) Wn(f�) =Wn(f) 8f 2 S�Rnd�W4 (Lokalit�at) Sind die Punkte xi und xi+1 raumartig voneinander getrennt, so gilt (imSinne von Distributionen)Wn(x1; : : : ; xi; xi+1; : : : ; xn) =Wn(x1; : : : ; xi+1; xi; : : : ; xn):W5 (Positivit�at) F�ur alle endli
hen Folgen (fn)n2N0 ; fn 2 S�Rnd� 1 giltXi;j Wi+j (f�i 
 fj) � 0:Die Eindeutigkeit des Vakuums wird dur
h folgende Eigens
haft gesi
hert, die die physikali-s
he Bedeutung hat, dass zwis
hen raumartig weit entfernten Systemen keine We
hselwirkungstatt�ndet.W6 (Cluster-Eigens
haft) F�ur alle raumartigen Translationen a 6= 0 giltlim�!1Wn+m (fn 
 (�a)�fm) =Wn(fn)Wm(fm) 8fj 2 S�Rjd� :S
hlie�li
h m�ussen wir no
h die Spektrumsbedingung formulieren. Wegen der Translationsin-varianz h�angen Wightman-Distributionen (in der formalen Spre
hweise) nur von Di�erenzender Punkte xi ab, lassen si
h also dur
h Distributionen Wn 2 S 0�Rnd� gem�a�Wn+1(x0; : : : ; xn) =:Wn(x1 � x0; : : : ; xn � xn�1)ausdr�u
ken. Die Fouriertransformierten der Wn sind wieder in S 0�Rnd� und erf�ullenW7 (Spektrumsbedingung) suppfWn � V n+ :Es l�asst si
h zeigen, dass die Axiome A1{A6 zu den Eigens
haften W1{W7 �aquivalent sind, ausden VakuumerwartungswertenWn lassen si
h also (A;H;
; U) rekonstruieren [Jo65℄ [SW64℄.W1{W7 k�onnen daher als ein Axiomensystem f�ur Vakuumerwartungswerte betra
htet werden.1S�R0� ' C



1.4. Trunkierte Wightman-Distributionen 91.4 Trunkierte Wightman-DistributionenEin n�utzli
hes Konzept ist das der trunkierten Vakuumerwartungswerte WTn [Ha58℄ [Jo65℄[Ha96℄, die (im Sinne von Distributionen) rekursiv �uberWT0 := 0; Wn(x1; : : : ; xn) =:XP Y�2PWTj�j �x�1 ; : : : ; x�j�j�de�niert werden. Die Summe erstre
kt si
h dabei �uber alle Partitionen P = f�(i)g vonf1; : : : ; ng, wobei in den Teilmengen � = (�1; : : : ; �j�j) die nat�urli
he Reihenfolge beibehal-ten wird. Na
h dem Nukleartheorem sind die trunkierten Wightman-Distributionen ebenfallstemperierte Distributionen.Nehmen wir jetzt und im Folgenden W1 = 0 an, was immer dur
h Abziehen des Vakuumer-wartungswertes vom Feld A errei
ht werden kann, lauten die ersten BeziehungenW1 =WT1 = 0; W2 =WT2 ; W3 =WT3 ;W4(x1; x2; x3; x4) =WT4 (x1; x2; x3; x4) +W2(x1; x2)W2(x3; x4)+W2(x1; x3)W2(x2; x4) +W2(x1; x4)W2(x2; x3):Die Betra
htung der trunkierten Wightman-Distributionen ist etwa im Zusammenhang mitFragen der We
hselwirkung n�utzli
h. F�ur ein (verallgemeinertes) freies Feld vers
hwindenn�amli
h alle trunkierten Wightman-Distributionen bis auf die Zweipunktfunktion. Umgekehrtdarf na
h dem folgenden Satz von Baumann [Ba75℄ bei einem Feld mit We
hselwirkung keineeinzige gerade WTn -Distribution vers
hwinden:Satz 1.1 (Baumann) Gilt WTn = 0 f�ur ein gerades n > 2, so ist das zugeh�orige Feld not-wendig ein verallgemeinertes freies Feld, d. h. es muss WTm = 0 8m 6= 2 gelten.1.5 Beispiele f�ur Wightman-FelderBisher haben wir nur ein Axiomensystem f�ur ein Quantenfeld A eingef�uhrt und eine dazu�aquivalente Bes
hreibung dur
h Vakuumerwartungswerte gefunden. Es stellt si
h die Frage,ob es �uberhaupt Felder gibt, die den Axiomen gen�ugen.Anhand der Axiome lassen si
h die m�ogli
hen Zweipunktfunktionen skalarer Felder 
harak-terisieren, sie lassen si
h stets in der K�allen-Lehmann-DarstellungW2(x; y) = 1Z0 d%(m2)Z ddk Æ(k2 �m2)�(k0)e�ik(x�y) (1.2)s
hreiben. d% ist dabei ein positives, polynomial bes
hr�anktes Ma�. Diese Darstellung ist eineZerlegung in Propagatoren zur Masse m, so ergibt si
h f�ur d%(m2) = dm2 (2�)�(d�1)Æ(m2 �M2) die Zweipunktfunktion des freien Feldes mit Masse M .Eine gro�e und wohlverstandene Klasse von Wightman-Feldern bilden die verallgemeinertenfreien Felder, die { wie im vorigen Abs
hnitt erw�ahnt { wegen des Vers
hwindens der h�ohe-ren trunkierten n-Punkt-Funktionen alleine dur
h ihre Zweipunktfunktion festgelegt sind. Istdiese von der Form (1.2), so sind alle Wightman-Axiome erf�ullt.



10 Kapitel 1. Quantenfeldtheorie im Wightman-RahmenSkalare, masselose Felder, also sol
he mit M = 0 in obigen Formeln, sind notwendig freieFelder, denn es gilt [Po69℄Satz 1.2 (Jost{S
hroer, Federbush{Johnson, Pohlmeyer) Ein hermitis
hes, skalaresQuantenfeld mit der Zweipunktfunktion der Masse 0 ist ein freies Feld.Sol
he Felder existieren nur in d > 2.Die Konstruktion we
hselwirkender Wightman-Felder, d. h. sol
her mit ni
httrivialer S-Mat-rix, erweist si
h dagegen als au�erordentli
h s
hwierig. Erfolge gab es in zwei Dimensionen mitvon unten bes
hr�ankten polynomialen We
hselwirkungen (P (')2-Modelle, etwa '2+�'4; � �0), in drei Dimensionen mit einem '4-Modell, mit der Yukawa-Kopplung sowie mit integrablenModellen.1.6 Wightman-FunktionenAusgehend von den Wightman-Axiomen lassen si
h einige interessante Aussagen gewinnen.F�ur den weiteren Verlauf dieser Arbeit sind die folgenden S�atze wi
htig [Jo65℄:Satz 1.3 Wightman-Distributionen sind Randwerte eindeutiger, L+(C )-invarianter Wight-man-Funktionen Wn(z1; : : : ; zn), die im GebietGn = �(z1; : : : ; zn) �� (z2 � z1; : : : ; zn � zn�1) 2 T 0n�1	holomorph sind. T 0n ist dabei die erweiterte Vorw�artsr�ohreT 0n := [A2L+(C ) AT n; T := fz j Im z 2 V+ g :In den Beweis dieses Satzes geht wesentli
h die Spektrumsbedingung ein, die Lokalit�atseigen-s
haft wird dagegen ni
ht ben�otigt. Tats�a
hli
h gilt derSatz 1.4 Erf�ullen die Wightman-Distributionen alle Wightman-Axiome au�er der Lokalit�at,so erf�ullen sie genau dann au
h die Lokalit�at, wenn die Wightman-Funktionen symmetris
hsind.Hieraus ergibt si
h eine Vergr�o�erung des Holomorphiegebietes von Satz 1.3:Korollar 1.5 Die Wightman-Funktionen eines lokalen Feldes sind symmetris
h und holo-morph im GebietGPn := f(z�1 ; : : : ; z�n) j (z1; : : : ; zn) 2 Gn; � Permutationg :



Kapitel 2Euklidis
he Quantenfeldtheorie
2.1 MotivationDen Wightman-Axiomen lag die Raumzeit der speziellen Relativit�atstheorie zugrunde, n�am-li
h der Minkowski-Raum { "unsere Welt\. Aus mathematis
her Si
ht w�aren man
he Dingeeinfa
her, wenn die Welt euklidis
h w�are. In diesem Fall h�atte man es mit einer de�nitenMetrik statt der inde�niten Lorentz-Metrik zu tun. Die Invarianzgruppe des Skalarproduktesw�are SO(d) und somit im Gegensatz zur Lorentzgruppe kompakt. Konstruktive Verfahrender Quantenfeldtheorie wie Pfadintegrale und sto
hastis
he Zug�ange lassen si
h erst sinnvollim euklidis
hen Rahmen formulieren.Aus diesen Gr�unden war die Einsi
ht, dass Minkowski's
he und euklidis
he Quantenfeldtheorie{ modulo einiger te
hnis
her Komplikationen { nur zwei Seiten einer Medaille sind, f�ur dieaxiomatis
he und konstruktive Quantenfeldtheorie ein gro�er Forts
hritt. In zwei Artikeln[OS73℄ [OS75℄ zeigten Osterwalder und S
hrader, wie aus einem Modell der einen Seite einesder anderen Seite konstruiert werden kann. Der grundlegende Gedanke dabei ist, dass dieLorentz-Metrik de�nit wird, wenn man die Zeitkoordinate t in Ri
htung imagin�arer Zeitfortsetzt, t = �i� . Diese Rotation t ! � in der komplexen Zeitebene wird Wi
k-Rotationgenannt. Sie muss mit der gebotenen Sorgfalt auf alle Wightman-Axiome angewandt werden,um daraus �aquivalente Axiome f�ur eine euklidis
he Quantenfeldtheorie herzuleiten.2.2 Osterwalder-S
hrader-AxiomeDie grundlegenden Objekte einer euklidis
hen Formulierung einer Quantenfeldtheorie sind dieeuklidis
hen n-Punkt-Funktionen oder S
hwinger-Funktionen Sn. Sie entspre
hen den "Wi
k-rotierten\ Wightman-Distributionen, d. h. sind deren analytis
he Fortsetzung f�ur imagin�areZeiten. Diese Fortsetzung ist sogar erstaunli
h problemlos dur
hf�uhrbar: Aufgrund des Satzes1.5 sind Wightman-Distributionen Randwerte in GPn holomorpher, eindeutiger und symmet-ris
her Funktionen. Wie man si
h lei
ht �uberlegt, ist die Menge der euklidis
hen Punkten(z1; : : : ; zn) ��� zk = (�ixdk; ~xk); xk 6= xj 2 Rd o 11F�ur Punkte x des euklidis
hen Raumes wird die Konvention x = (x1; : : : ; xd) = (~x; xd) gew�ahlt.11



12 Kapitel 2. Euklidis
he Quantenfeldtheoriein GPn enthalten. Wir k�onnen also auf der Menge
n := n(x1; : : : ; xn) ��� xk 6= xj 2 Rd odie S
hwinger-Funktionen als analytis
he, symmetris
he Funktionen gem�a�Sn(x1; : : : ; xn) :=Wn �(�ixd1; ~x1); : : : ; (�ixdn; ~xn)�de�nieren. Diese lassen si
h als Distributionen auf der Menge der S�Rnd�-Funktionen mitkompakten Tr�agern in 
n au�assen und zu temperierten Distributionen aufS0�Rnd� := nf 2 S�Rnd� ��� ��f(Rnd n 
n) = 0 f�ur alle Multiindizes �oerweitern.Osterwalder und S
hrader haben ein Axiomensystem { im Folgenden OS-Axiome genannt {f�ur diese S
hwinger-Funktionen aufgestellt, das �aquivalent zum Axiomensystem f�ur Wight-man-Distributionen ist. Die dur
h analytis
he Fortsetzung erhaltenen S
hwinger-Funktionenerf�ullen also die OS-Axiome, und umgekehrt lassen si
h aus S
hwinger-Funktionen, die z. B.dur
h ein Modell einer euklidis
hen Quantenfeldtheorie gewonnen wurden und diesen Axiomengen�ugen, Wightman-Distributionen rekonstruieren mit all ihren Eigens
haften W1{W7, diewir von ihnen in der Minkowski's
hen Welt verlangen.Zur Formulierung der Axiome werden no
h einige De�nitionen ben�otigt. Auf dem RaumS0�Rnd� ist eine Involution gem�a�f�(x1; : : : ; xn) := f(�xn; : : : ; �x1); f 2 S0�Rnd�de�niert. � ist die euklidis
he Zeitspiegelung,�x := (~x;�xd); x 2 Rd :Sie kommt dadur
h ins Spiel, dass beim �Ubergang von Wn zu Sn die komplexe Konjugationeuklidis
her Punkte z = (ixd; ~x) einer Vorzei
henumkehr von xd entspri
ht.� zei
hnet o�enbar eine Ri
htung aus. Wegen der Invarianz der S
hwinger-Funktionen unterder euklidis
hen Gruppe (Axiom OS2) kann aber jede beliebige Ri
htung in Rd als Zeitri
htunggenommen werden.In S0�Rnd� enthalten istS+�Rnd� := nf 2 S�Rnd� ��� ��f = 0 au�er wenn 0 < xd1 < : : : < xdno :Die Menge der Folgen f = (fn)n2N0 ; fn 2 S+�Rnd� 2, f�ur die nur endli
h viele Folgegliedervon null vers
hieden sind, bezei
hnen wir mit S+.Nun k�onnen die Osterwalder-S
hrader-Axiome angegeben werden [OS73℄ [OS75℄:OS1 (Temperiertheit)S0 = 1; Sn 2 S 00�Rnd� ; S�n 2 �S 0�Rnd+ �2wieder S+�R0� ' C



2.3. Zweipunktfunktion 13Die letzte Eigens
haft ma
ht eine Aussage �uber das Verhalten der S
hwinger-Funktionen S�nin den Di�erenzvariablen xi+1 � xi, zur genauen De�nition siehe [OS75℄. Diese Eigens
haftfehlte in [OS73℄, dort wurde ein fehlerhaftes Lemma benutzt.OS2 (Euklidis
he Invarianz)Sn Æ g� = Sn 8g 2 E+(d) := SO(d)n RdOS3 (Hermitizit�at) Sn(f�) = Sn(f) 8f 2 S0�Rnd�OS4 (Symmetrie) Sn Æ �� = Sn 8 Permutationen �OS5 (Positivit�at) Xi;j Si+j (f�i 
 fj) � 0 8f 2 S+ 3Bemerkung. Aus euklidis
her Invarianz und Symmetrie folgt, dass die Positivit�atsbedingung�aquivalent f�ur alle endli
hen Folgen von Testfunktionen formuliert werden kann, die mit allenAbleitungen bei koinzidierenden Punkten oder Punkten mit ni
htpositiver d-Komponentevers
hwinden [LM75℄ [Ma75℄.OS6 (Cluster-Eigens
haft)lim�!1Sn+m (f�n 
 (�a)�fm) = Sn(fn)Sm(fm) 8a 2 Rd ; a 6= 0; fj 2 S0�Rjd�2.3 ZweipunktfunktionF�ur die Zweipunktfunktion S2 gilt analog zur K�allen-Lehmann-Darstellung von W2 die Dar-stellung S2(x; y) = 1Z0 d%(m2)Z ddk eik(x�y)k2 +m2 ; x 6= y (2.1)mit einem polynomial bes
hr�ankten Ma� d% ([Si79℄, bei d = 2 muss no
h der Fall eines beik = 0 divergenten Integrals ausges
hlossen werden). Bei koinzidierenden Punkten gibt es eineUnbestimmtheit, die aber wegen der Tr�agereigens
haft der in den OS-Axiomen involviertenTestfunktionen keine Rolle spielt.3Es gilt f�i 
 fj 2 S0�R(i+j)d�.



14 Kapitel 2. Euklidis
he Quantenfeldtheorie2.4 Erzeugende FunktionaleF�ur die Konstruktion von n-Punkt-Funktionen ergibt si
h dur
h die Symmetrie der S
hwinger-Funktionen ein gro�er Vorteil des euklidis
hen Zugangs gegen�uber dem Wightman's
hen. Ausden S
hwinger-Funktionen kann n�amli
h das erzeugende FunktionalS(f) := 1Xn=0 1n!Sn(f
n)gebildet werden. Dur
h Funktionalableitung lassen si
h aus ihm die symmetris
hen Antei-le der S
hwinger-Funktionen zur�u
kgewinnen { also wegen ihrer Symmetrie die S
hwinger-Funktionen selbst. Bei der Bildung des Funktionals ist zu bea
hten, dass auf der re
htenSeite f
n si
herli
h ni
ht im De�nitionsberei
h S0�Rnd� von Sn liegt. Die Sn m�ussen daherzun�a
hst zu Distributionen aus S 0�Rnd� erweitert werden, was stets m�ogli
h ist. Bei ihrerR�u
kgewinnung aus S(f) und der analytis
hen Fortsetzung zu Wn kommt es aber nur aufdas Verhalten bei ni
ht koinzidierenden Punkten an, so dass si
h die Freiheit in der Fortset-zung, mit der unter Umst�anden eine Symmetriebre
hung in S(f) einhergeht, ni
ht bemerkbarma
ht.In der konstruktiven Quantenfeldtheorie gibt es nat�urli
he Kandidaten f�ur sol
he erzeugendenFunktionale S(f). Jede Vors
hrift etwa, die ein unter der euklidis
hen Gruppe invariantesFunktional liefert, f�uhrt automatis
h zu n-Punkt-Funktionen, die dem Invarianz-Axiom OS2gen�ugen. Fr�ohli
h hat Bedingungen an Funktionale der FormS(f) = Z e�(f)d�(�) (2.2)mit einem Ma� d� auf S 0�Rd� formuliert, so dass die resultierenden S
hwinger-Funktionen,die in diesem Fall die MomenteSn(f1; : : : ; fn) = Z �(f1) � � � �(fn)d�(�)des Ma�es sind, die OS-Axiome erf�ullen, siehe [Si79℄ und [GJ87℄ (man bea
hte dort das zus�atz-li
he i). Die OS-Positivit�at etwa wird dur
h die Eigens
haft gesi
hert, dass f�ur alle endli
henFolgen (fn)n2N0 ; fn 2 S+�Rd� ; fn imagin�arwertig, die hermitis
he Matrixmjk := S(f�j + fk)positiv semide�nit ist.Ist ein Funktional S(f) mit OS-Eigens
haften gegeben, so k�onnen daraus weitere gewonnenwerden, indem Funktionen h(S(f)) von S(f) gebildet werden, etwa S(f)2. Sol
he Funktionaleerf�ullen o�ensi
htli
h erneut die Forderung der euklidis
hen Invarianz. L�asst si
h die Funktionh (global) in eine Potenzreihe mit ni
htnegativen KoeÆzienten entwi
keln, so bleibt au
h diePositivit�at erhalten, d. h. die Matrixh(mjk) = 1Xn=0 h(n)n! S(f�j + fk)nist positiv semide�nit. Der Grund hierf�ur ist der interessante



2.5. Trunkierte S
hwinger-Funktionen 15Satz 2.1 (S
hur) Das komponentenweise Produkt (ajkbjk)jk positiv semide�niter Matrizena; b ist positiv semide�nit.Der Beweis �ndet si
h z. B. in [GW64, S. 257℄ oder [GJ87, S. 101℄. Damit ist die Matrixh(mjk) eine Summe positiv semide�niter Matrizen mit positiven Vorfaktoren, also selbstpositiv semide�nit.2.5 Trunkierte S
hwinger-FunktionenDie Konstruktion der trunkierten Wightman-Distributionen l�asst si
h nat�urli
h unmittelbarauf S
hwinger-Funktionen �ubertragen,ST0 := 0; Sn(x1; : : : ; xn) =:XP Y�2P STj�j �x�1 ; : : : ; x�j�j� : (2.3)Das erzeugende Funktional der trunkierten S
hwinger-FunktionenST (f) := 1Xn=0 1n!STn (f
n)steht in einfa
hem Zusammenhang mit S(f), es gilt n�amli
h derSatz 2.2 (Linked Cluster Theorem)ST (f) = lnS(f): (2.4)Beweis. Mit etwas Kombinatorik erh�alt man aus (2.3)Sn(f
n) =XP Y�2P STj�j(f
j�j) = 1Xm=0 Xk1+���+km=n 1m! � nk1 : : : km � mYi=1STki(f
ki):m z�ahlt die Anzahl der Teilmengen in der Partition, ki die Anzahl der Elemente in Teilmengei. Wegen der Symmetrie des Arguments von STj ergeben alle Partitionen, die in Teilmengen derGr�o�en k1; : : : ; km aufteilen, denselben Beitrag, die Anzahl dieser Partitionen ist aber geradedur
h den MultinomialkoeÆzienten gegeben. Da die Klassen der Partitionen mit glei
hemBeitrag in der ki-Summe aber m!-mal aufsummiert werden, muss no
h dur
h diesen Faktorgeteilt werden.Wir erhalten damit die gew�uns
hte BeziehungeST (f) = 1Xm=0 1m!  1Xk=0 1k!STk (f
k)!m = 1Xm=0 1m! 1Xk1;:::;km=0 1k1! � � � km! mYi=1 STki(f
ki)= 1Xn=0 1n! 1Xm=0 1m! Xk1+���+km=n� nk1 : : : km � mYi=1STki(f
ki)= 1Xn=0 1n!Sn(f
n) = S(f): �



16 Kapitel 2. Euklidis
he Quantenfeldtheorie2.6 Verallgemeinerte freie FelderWie in der Wightman's
hen hat man au
h in der euklidis
hen Quantenfeldtheorie den Begri�des verallgemeinerten freien Feldes, wel
hes alleine dur
h seine Zweipunktfunktion ST2 = S2bestimmt wird, alle anderen trunkierten n-Punkt-Funktionen vers
hwinden. Die erzeugendenFunktionale lauten somitST (f) = 12S2(f 
 f); S(f) = exp�12S2(f 
 f)� :Die OS-Axiome sind genau dann erf�ullt, wenn die Zweipunktfunktion die Form (2.1) hat.2.7 Positivit�at der VierpunktfunktionDer Positivit�atsna
hweis in einem konkreten Modell ist s
hwer zu f�uhren. In gewissen F�allenkann man die Positivit�at gem�a� Abs
hnitt 2.4 aus Eigens
haften des erzeugenden Funktio-nals ableiten. L�asst die Konstruktion des Modells aber keine sol
hen Na
hweiste
hniken zu,bleibt im Allgemeinen nur die M�ogli
hkeit, si
h S
hritt f�ur S
hritt der vollen Positivit�at OS5anzun�ahern, d. h. ausgehend von einfa
hen Testfolgen f 2 S+ na
h und na
h komplexereTestfolgen zu betra
hten.F�ur den sp�ateren Gebrau
h soll hier eine einfa
he notwendige Positivit�atsbedingung hergelei-tet werden. Dazu betra
hten wir die verglei
hsweise einfa
he Testfolgef = (�; 0; h; 0; : : :) 2 S+:Die resultierende Positivit�atsbedingung���+ ��S2(h) + S2(h�)�+ S4(h� 
 h) � 0 8� 2 C ; h 2 S+�R2d� (2.5)pr�uft alleine die Zwei- und Vierpunktfunktion. Dur
h geeignete Wahl l�asst si
h � eliminieren,eine quadratis
he Erg�anzung liefert n�amli
h0 � ���+ ��S2(h) + S2(h�)�+ S4(h� 
 h)= (�+ S2(h)) (�+ S2(h)) � S2(h�)S2(h) + S4(h� 
 h)= j�+ S2(h)j2 � S2(h�)S2(h) + S4(h� 
 h):Bei gegebenem h wird diese Unglei
hung am s
h�arfsten, wenn mit � = �S2(h) der Betragvers
hwindet, d. h. (2.5) ist genau dann erf�ullt, wennS4(h� 
 h)� S2(h�)S2(h) = G(h� 
 h) � 0 8h 2 S+�R2d� (2.6)gilt, wobei G die Vierpunktfunktion abz�ugli
h des "12{34\-Beitrages ist,G(x1; x2; x3; x4) := S4(x1; x2; x3; x4)� S2(x1; x2)S2(x3; x4)= ST4 (x1; x2; x3; x4) + S2(x1; x3)S2(x2; x4) + S2(x1; x4)S2(x2; x3); (2.7)und wegen der Hermitizit�at von S2 und S4 ebenfalls die Hermitizit�atseigens
haft einer eukli-dis
hen Vierpunktfunktion hat. (2.6) ist eine praktikable notwendige Positivit�atsbedingung,die in konkreten Modellen oftmals s
hon erste Positivit�atsaussagen liefern kann.



2.7. Positivit�at der Vierpunktfunktion 17Statt mit Testfunktionen h 2 S+�R2d� kann die Bedingung (2.6) au
h �aquivalent mit Hilfevon Punkten des Rd formuliert werden. Zur formalen Herleitung stellt man si
h vor, dass manmit h eine Summe von Æ-Funktionenh(x; y)! nXi=1 aiÆ(x � pi)Æ(y � qi); ai 2 C ; pi ; qi 2 Rd ; 0 < pdi < qdi (2.8)approximiert. Im Limes wird aus (2.6) die Unglei
hungnXi;j=1aiajG(�qi; �pi; pj ; qj) � 0:De�nieren wir nun die Matrix mij := G(�qi; �pi; pj; qj); (2.9)die wegen der Hermitizit�at von G ebenfalls hermitis
h ist, so besagt diese Unglei
hung ni
htsanderes, als dass m notwendig positiv semide�nit sein muss { die Unglei
hung soll ja f�ur alleWahlen von ai gelten.Tats�a
hli
h ist diese Bedingung au
h hinrei
hend, es gilt also derSatz 2.3 Die Positivit�at (2.6) der Vierpunktfunktion ist genau dann erf�ullt, wenn f�ur alleendli
hen Folgen (pi; qi)i=1:::n ; pi; qi 2 Rd ; 0 < pdi < qdi die Matrix (2.9) positiv semide�nit ist.Bemerkung. Die Matrix ist dur
h (2.9) wohlde�niert, da S
hwinger-Distributionen bei ni
htkoinzidierenden Punkten { wie es hier der Fall ist { gew�ohnli
he (analytis
he) Funktionensind.Bemerkung. Angesi
hts der Bemerkung zu OS5 kann die Bedingung 0 < pdi < qdi zu pi 6=qi; pdi ; qdi > 0 abges
hw�a
ht werden.Beweis. ): Diese Ri
htung wurde soeben bei der Motivation des Satzes gezeigt. Die Appro-ximation der Æ-Summe (2.8) ist dur
hf�uhrbar, denn jeder Æ-Faktor kann dur
h eine Æ-Folgemit kompakten Tr�agern so ersetzt werden, dass die resultierenden h-Folgeglieder in S+�R2d�liegen. Hierzu wird nat�urli
h 0 < pdi < qdi ben�otigt. Da G auf den Tr�agern der h-Folgegliedereine analytis
he Funktion und somit stetig ist, kann der Limes ausgef�uhrt werden.(: Die Idee f�ur Beweise dieser Art ist einfa
h und �ndet si
h z. B. in [GW64℄, wo �ahnli
he Po-sitivit�atsfragen diskutiert werden. Wir zeigen (2.6) zun�a
hst f�ur h aus dem in S+�R2d� di
htenUnterraum S+
�R2d� der Funktionen f 2 S+�R2d� mit kompakten Tr�agern in �(x1; x2) �� 0 <xd1 < xd2	.Sei also h 2 S+
�R2d�, dann hat h� � h einen in �xd1 < xd2 < 0 < xd3 < xd4	 enthaltenen kom-pakten Tr�ager K. Auf K ist G eine analytis
he Funktion, also insbesondere bes
hr�ankt undstetig. Da letzteres au
h f�ur h gilt, kann G(h��h) als ein Riemann-Integral �uberK und somitals Grenzwert von Riemann-Summen aufgefasst werden. Eine Zerlegungsupph = n[i=1Ai



18 Kapitel 2. Euklidis
he Quantenfeldtheorieinduziert eine Zerlegung �Ai�Aj 4 von K, die zugeh�orige Riemann-Summe ist na
h Voraus-setzung ni
htnegativ:nXi;j=1G(�qi; �pi; pj ; qj)h(pi; qi)h(pj ; qj) vol(Ai) vol(Aj)= nXi;j=1vol(Ai)h(pi; qi) vol(Aj)h(pj ; qj)mij � 0 mit (pi; qi) 2 Ai:Dies gilt f�ur jede sol
he Zerlegung und somit au
h f�ur das Riemann-Integral als Grenzwert:G(h� � h) � 0.Da G ein stetiges Funktional ist und S+
�R2d� di
ht in S+�R2d� liegt, folgt die Behauptung.�

4�Ai := f(x1; x2) j (�x2; �x1) 2 Ai g



Kapitel 3Konforme Quantenfeldtheorie
3.1 MotivationGrundlegend f�ur die Wightman-Axiome ist die Forderung na
h einer relativistis
hen Theo-rie. Eine sol
he Theorie respektiert die Poin
ar�e-Invarianz des Minkowski-Raumes und somitdie Struktur, die die Punktmenge Rd dur
h die Lorentz-Metrik bekommt. Diese Strukturhat kausale und geometris
he Aspekte: Mithilfe der Metrik k�onnen wir einen Vektor in diekausalen Klassen zeitartig, li
htartig, raumartig einteilen, wir k�onnen aber au
h seine L�angebestimmen. Die kausale Struktur kann als fundamentaler angesehen werden. Bei masselosenFeldern etwa wird der L�angenbegri� irrelevant, die kausale Struktur bleibt dagegen erhalten.Masselose Felder treten z. B. als Idealisierungen von Feldern im Ho
henergie-Limes auf, dortspielen Ruhemassen eine untergeordnete Rolle.Die Gruppe der Koordinatentransformationen, die zwar die kausale Struktur, aber ni
ht dieMetrik selbst invariant lassen, ist die konforme Gruppe [Ha96℄. Sie enth�alt nat�urli
h die Poin-
ar�e-Gruppe, ein konformes Quantenfeld ist also insbesondere ein relativistis
hes. Wegen dergr�o�eren Symmetriegruppe { vor allem in zwei Dimensionen { ist im Rahmen der konformenQuantenfeldtheorie eine Vielfalt an Modellen und Aussagen �uber deren Struktur m�ogli
h.Physikalis
he Relevanz neben der sol
her toy models ist etwa dur
h den bereits erw�ahntenHo
henergie-Limes gegeben.3.2 Konforme Symmetrie im Minkowski-RaumDie Invarianz der kausalen Struktur k�onnen wir als Forderung formulieren, dass die Form derLi
htkegelglei
hung g��dx�dx� = 0 unter der Wirkung der konformen Gruppe ni
ht ge�andertwerden soll. Hieraus l�asst si
h folgern, dass eine konforme Transformation x 7! x0 den metri-s
hen Tensor bis auf einen ortsabh�angigen Skalenfaktor invariant l�asst,g0��(x0) = �(x)2g��(x); (3.1)was au
h als Winkeltreue der Transformation gelesen werden kann. Transformationen mitdieser Eigens
haft sind z. B. Poin
ar�e-Transformationen mit �(x) = 1, aber au
h Dilationenx0 = �x; � > 0 ) �(x) = ��119



20 Kapitel 3. Konforme Quantenfeldtheorieund spezielle konforme Transformationenx0 = x� � (x; x)
�1� 2(x; 
) + (x; x)(
; 
) = (R Æ t�
 Æ R)x; 
 2 Rd) �(x) = 1� 2(x; 
) + (x; x)(
; 
)mit der Translation tb : x 7! x+ b und der InversionR : x 7! 1(x; x)x:Tats�a
hli
h wird die gesamte konforme Gruppe bereits dur
h diese Elemente erzeugt, wenndie Dimension d der Raumzeit gr�o�er als 2 ist. In d = 2 de�niert dagegen jedes Paar vonDi�eomorphismen auf den Li
htkegelkoordinaten eine konforme Transformation. Auf dieseBesonderheit werden wir ni
ht weiter eingehen.Bei n�aherer Betra
htung der speziellen konformen Transformationen f�allt auf, dass sie auf derHyper
�a
he, wo der Nenner vers
hwindet, singul�ar werden. Um diese Transformationen alsglobale Symmetrien de�nieren zu k�onnen, muss der Minkowski-Raum dur
h Hinzunahme vonPunkten im Unendli
hen kompakti�ziert werden.Aber au
h dann gibt es no
h ein Kausalit�ats-Paradoxon: Lokal wahren spezielle konformeTransformationen zwar die kausale Struktur, global k�onnen sie aber raumartig getrenntePunkte auf zeitartig getrennte abbilden. L�us
her und Ma
k haben gezeigt, dass si
h diesesParadoxon mithilfe des euklidis
hen Formalismus au
�osen l�asst, wo es keine Unters
heidungzwis
hen Raum und Zeit und somit au
h kein Kausalit�ats-Paradoxon gibt [LM75℄. Beim�Ubergang zum Minkowski-Raum stellt si
h heraus, dass dieser periodis
h in die analytis
heFortsetzung des kompakti�zierten euklidis
hen Raumes eingebettet ist, wel
he eine globa-le kausale Struktur besitzt. Ist das Quantenfeld auf dieser periodis
hen �Uberlagerung desMinkowski-Raumes de�niert, so l�ost si
h das Paradoxon auf.3.3 Euklidis
he konforme GruppeAus den oben genannten Gr�unden wird konforme Quantenfeldtheorie oft im euklidis
henRahmen formuliert, so wird es im Folgenden au
h hier sein. Die euklidis
he konforme Gruppesetzt si
h analog zur Minkowski's
hen aus der euklidis
hen Gruppe, den Dilationen und denspeziellen konformen Transformationen zusammen, wobei obige Formeln na
h Ersetzung derMetrik ihre G�ultigkeit behalten. Eine spezielle konforme Transformation wird nun nur no
hin einem Punkt x = R
 singul�ar. So kann dur
h Hinzunahme eines einzigen Punktes1 zu Rderrei
ht werden, dass eine konforme Transformation global als Di�eomorphismus operiert.Bei man
hen Betra
htungen zu konformer Symmetrie emp�ehlt si
h die folgende Konstruktioneines Raumes, auf dem die konforme Gruppe in Form linearer Abbildungen operiert. Auf Rd+2f�uhren wir zu den Koordinaten za; a = 0; : : : ; d+1 die Metrik � = diag(1; : : : ; 1;�1) ein. Aufdem d+ 1-dimensionalen KegelC := nz 2 Rd+2 ��� �abzazb = 0; zd+1 > 0ooperiert die Invarianzgruppe SO0(d + 1; 1) := nM 2 SO(d+ 1; 1) ���Md+1d+1 � 1o der Metrik� als Gruppe linearer Abbildungen. Dur
h Identi�kation von z 2 C mit �z (2 C); � > 0



3.4. Konforme Invarianten 21gelangen wir zu einer d-dimensionalen Menge C=R+ von Strahlen, auf der SO0(d + 1; 1)wirkt. �Uber die stereographis
he ProjektionS : C=R+ 3 �z 7! � z�z0 + zd+1��=1;:::;d 2 Rdk�onnen wir diese Menge mit dem kompakti�zierten euklidis
hen Raum identi�zieren, derStrahl R+(�1; 0; : : : ; 0; 1) entspri
ht 1. Auf diesem Raum ist die induzierte Wirkung vonSO0(d+ 1; 1) die der konformen Gruppe, beide sind also isomorph [LM75℄ [Ha96℄. Dies wirdfolgenderma�en plausibel: Wir de�nieren zu einer gegebenen Funktion � : Rd ! R die Abbil-dung A� : Rd 3 x 7! �(x)�1� (x)22 ; x1; : : : ; xd; 1 + (x)22 � 2 C; (x)2 := dX�=1 (x�)2 :R+A� ist invers zu S. A� induziert auf Rd die Metrik �(x)2Æ�� , wie man lei
ht na
hre
hnet.Wir k�onnen die Metrik des euklidis
hen Raumes also als die von A1 induzierte de�nieren.Ist nun M 2 SO0(d + 1; 1), so f�uhrt dies auf Rd zu einem Koordinatenwe
hsel x = M�y mitM�S = S ÆM . Die induzierte Metrik in den neuen Koordinaten y ist aus z = A1x = A1M�yzu bere
hnen. Wegen SÆA1 = id; (A1ÆS)(z) = 1z0+zd+1 z =: �(z)z folgt z = �(MA1y)MA1y =MA�(MA1�)y. Da die Metrik � des Einbettungsraumes aber invariant unterM ist, k�onnen wirM herausk�urzen und erhalten als Metrik in den Koordinaten y die von A�(MA1�) induzierte.Diese unters
heidet si
h von der in den Koordinaten x nur um den Faktor �(MA1y)2, somitist M� eine konforme Transformation.Es ist lei
ht einzusehen, dass der Zeitspiegelung � die Vorzei
henumkehr der zd-Komponenteentspri
ht und der Inversion R die Vorzei
henumkehr der z0-Komponente. Somit ist �R 2SO0(d+1; 1). Besitzt die zu behandelnde Theorie nun �-Kovarianz, so muss sie au
h kovariantunter der Inversion R sein. Umgekehrt folgt aus euklidis
her Kovarianz und R-Kovarianzbereits die konforme Kovarianz, denn spezielle konforme Transformationen und Dilationenwerden von E+(d) und R generiert.3.4 Konforme InvariantenIst eine Menge x1; x2; : : : von Punkten gegeben, so stellt si
h die Frage, wel
he skalaren, kon-formen Invarianten f(x1; x2; : : :) daraus gebildet werden k�onnen. Wegen der Translations- undRotationsinvarianz kann f nur von Betr�agen jxi � xj j abh�angen, wegen der Skaleninvarianznur von Quotienten jxi�xj jjxk�xlj . Unter der Inversion1 R transformiert si
h ein Betrag wiejRx�Ryj = jx� yjjxj jyj ;ein sol
her Quotient ist demna
h ni
ht R-invariant, sondern erh�alt einen Faktor jxkjjxljjxijjxj j , deraber dur
h einen geeigneten zweiten Quotienten kompensiert werden kann wie injxi � xj jjxi � xkj jxk � xljjxj � xlj :1Wegen der �-Invarianz der Betr�age und �R 2 SO0(d+ 1; 1) d�urfen wir R-Invarianz benutzen.



22 Kapitel 3. Konforme QuantenfeldtheorieSol
he Verh�altnisse sind konform invariant, o�enbar ben�otigt man aber mindestens vier Punk-te f�ur eine ni
httriviale Invariante. Tats�a
hli
h gibt es f�ur vier Punkte zwei unabh�angigeInvarianten, wir w�ahlen im Folgenden stets die anharmonis
hen Verh�altnisseu := x212x234x213x224 ; v := x214x223x213x224 mit xij := xi � xj: (3.2)Die Menge der m�ogli
hen (u; v)-Paare ist ein "Streifen\ in der pu-pv-Ebene [LR92℄:Satz 3.1 Im Bild von x1; : : : ; x4 2 Rd liegen genau die Invarianten u; v, f�ur diej1� u� vj � 2puvgilt. Diese Menge ist der in Abbildung 3.1 gezeigte Streifen.
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Abbildung 3.1: M�ogli
he (u; v)-PaareBeweis. ): Seien x1; : : : ; x4 gegeben. Wegen der konformen Invarianz k�onnen wir ohne Be-s
hr�ankung der Allgemeinheit x1 = 0; x3 =1 annehmen, denn wir k�onnen zun�a
hst x3 auf 0vers
hieben, eine Inversion dur
hf�uhren und dana
h x1 auf 0 vers
hieben. Die Ausdr�u
ke f�uru; v vereinfa
hen si
h dann zu u = x22x224 ; v = x24x224 , und es folgt mit Cau
hy-S
hwarzj1� u� vj = ��x224 � x22 � x24��x224 = j�2(x2; x4)jx224 � 2 jx2j jx4jx224 = 2puv:Diese Unglei
hung kann mit s = pu; t = pv �aquivalent zu drei linearen Unglei
hungenumgeformt werden, wel
he zu dem abgebildeten Streifen f�uhren.��1� s2 � t2�� � 2st, �2st � 1� s2 � t2 ^ 1� s2 � t2 � 2st, 0 � 1� (s� t)2 ^ 1� (s+ t)2 � 0, js� tj � 1 ^ js+ tj � 1, s � 1 + t ^ t � 1 + s ^ s+ t � 1



3.5. Konform kovariante n-Punkt-Funktionen 23(: Seien u; v gegeben. F�ur u = 0 und somit v = 1 sind x1 = x2 6= x3 = x4 vier passendePunkte, wir k�onnen also im Folgenden u > 0 annehmen. F�ur die Punkte x1 = 0; x2 =(1; 0); x3 = 1; x4 = (a; b) (es werden nur die ersten beiden Komponenten angegeben, die�ubrigen sind 0) bere
hnet man1� u� v = �2au; v = (a2 + b2)u:Aus der ersten Glei
hung k�onnen wir a bestimmen und sodann aus der zweiten b, sofernb2 � 0 oder 0 � 4b2u2 = 4uv � 4a2u2 = 4uv � (1� u� v)2gilt. Dies ist aber na
h Voraussetzung erf�ullt. �Bemerkung. Der Rand des Steifens wird genau dann errei
ht, wenn die vier Punkte auf einemKreis liegen. Dann liegen sie n�amli
h vor der Inversion auf einem Kreis dur
h den Ursprung(x3 = 0), wel
her dur
h die Inversion2 auf eine Gerade abgebildet wird, die na
h der Ver-s
hiebung x1 = 0 dur
h den Ursprung geht. x2 ist dann folgli
h parallel zu x4, genau danngilt aber die Glei
hheit der Cau
hy-S
hwarz-Unglei
hung.3.5 Konform kovariante n-Punkt-FunktionenDie konforme Symmetrie eines Feldes �au�ert si
h darin, dass es zu einer Darstellung derkonformen Gruppe geh�ort. F�ur ein (klassis
hes) skalares Feld A bedeutet dies im Fall einerirreduziblen Darstellung das Verhalten einer Di
hte vom Gewi
ht �A(x) 7! A0(x0) = �����x0�x ������d A(x)unter einer konformen Transformation x 7! x0, wobei � die Skalendimension des FeldesA ist [FMS97℄. Die Ja
obi-Determinante einer konformen Transformation h�angt mit demSkalierungsfaktor der Metrik in (3.1) gem�a������x0�x ���� = �(x)�dzusammen.Das Transformationsverhalten eines klassis
hen Feldes f�uhrt f�ur ein konformes QuantenfeldA zu einer Erweiterung des Axioms A4. F�ur Vakuumerwartungswerte mehrerer Felder Ai mitSkalendimension �i hat dies im Sinne von Distributionen die Konsequenzh
; A1(x1) � � �An(xn)
i = �(x1)��1 � � ��(xn)��n 

; A1(x01) � � �An(x0n)
� :Hieraus lassen si
h nun die m�ogli
hen Formen der n-Punkt-Funktionen bestimmen [FMS97℄.Eine Zweipunktfunktion vers
hwindet nur dann ni
ht, wenn die Skalendimensionen beiderbeteiligter Felder �ubereinstimmen, ihre Form ist (ins Euklidis
he fortgesetzt)h
; A1(x1)A2(x2)
i = C12jx1 � x2j2� ; � = �1 = �2: (3.3)2Diese ist im Euklidis
hen die Inversion an der Einheitssph�are.



24 Kapitel 3. Konforme QuantenfeldtheorieEine Dreipunktfunktion hat die Formh
; A1(x1)A2(x2)A3(x3)
i = C123jx12j�1+�2��3 jx23j�2+�3��1 jx31j�3+�1��2 (3.4)und s
hlie�li
h eine Vierpunktfunktionh
; A1(x1)A2(x2)A3(x3)A4(x4)
i =Yi<j jxi � xjj�1+���+�43 ��i��j f(u; v):Da man aus vier Punkten ni
httriviale konforme Invarianten bilden kann, ist die Vierpunkt-funktion als erste ni
ht bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.Gilt �1 = �2;�3 = �4, so kann die Form der Vierpunktfunktion weiter zuh
; A1(x1)A2(x2)A3(x3)A4(x4)
i = f 0(u; v)(x212)�1(x234)�3vereinfa
ht werden. Sind s
hlie�li
h alle Skalendimensionen glei
h, so k�onnen wir au
h andereBetr�age x2ij abspalten. Wir werden im Folgenden stets die KonventionF (x1; x2; x3; x4) = f(u; v)(x213x224)� (3.5)benutzen, wenn ni
ht explizit ein anderer kovarianter Faktor abgespalten wird.3.6 Zweipunkt- und freie VierpunktfunktionDie Zweipunktfunktion S2 eines konformen, skalaren Feldes ist na
h (3.3) bis auf eine Kon-stante eindeutig dur
h seine Skalendimension festgelegt:S2(x; y) = C�jx� yj2� : (3.6)Verglei
hen wir mit der Darstellung (2.1), so sehen wir, dass ein konformes Feld aus einemganzem Massenkontinuum besteht. Mit d%(m2) = dm2m2� ergibt si
h n�amli
hS2(x; y) = 1Z0 dm2m2� Z ddk eik(x�y)k2 +m2 = 1Z0 dm2m2� Z ddk eik1jx�yjk2 +m2= jx� yj�(d+2�) 1Z0 dm2m2� Z ddk eik1k2 +m2 ;wobei im ersten S
hritt die SO(d)-Symmetrie des Integrals ausgenutzt wurde und im zwei-ten beide Integrationen mit jx� yj skaliert wurden. Mit � = d2 + � ist dies die konformeZweipunktfunktion. An dieser Stelle k�onnen wir die Unitarit�atss
hranke ablesen [MT73℄: DieKonvergenz des Integrals bei m2 = 0 verlangt � > �1, bei � = �1 ma
ht der Ausdru
k mit



3.7. Positivit�atsbedingungen 25geeigneter Normierung distributiv gelesen no
h Sinn, wir erhalten dann n�amli
h die Zwei-punktfunktion eines masselosen Feldes. F�ur � < �1 jedo
h ist keine positive Zweipunktfunk-tion mehr gegeben. Die Skalendimension eines konformen, skalaren Feldes ist somit dur
h� � �1 oder � � d� 22einges
hr�ankt. F�ur den Fall des masselosen Feldes mit � = �1 und der kanonis
hen Skalen-dimension � = d�22 gilt der Satz 1.2, dass es si
h notwendig um ein freies Feld handelt.Aus der Zweipunktfunktion ergibt si
h sofort die Vierpunktfunktion des freien konformenFeldesS4(x1; x2; x3; x4) = S2(x1; x2)S2(x3; x4) + S2(x1; x3)S2(x2; x4) + S2(x1; x4)S2(x2; x3)= C2�� 1(x212x234)� + 1(x213x224)� + 1(x214x223)��= C2�� 1(x212x234)� + 1(x213x224)� �1 + v���� :F�ur die in (2.7) de�nierte Funktion G gilt im freien Fall somitG(x1; x2; x3; x4) = C2�(x213x224)� �1 + v���= 1(x213x224)� g(u; v) mit g(u; v) = C2� �1 + v��� : (3.7)3.7 Positivit�atsbedingungenAls Positivit�atsbedingung der Vierpunktfunktion wurde die Positiv-Semide�nitheit der ausG(�qi; �pi; pj ; qj); pi; qi 2 Rd ; pi 6= qi; pdi ; qdi > 0gebildeten Matrix (2.9) hergeleitet, siehe Satz 2.3 und die dortige zweite Bemerkung. Esm�ussen also s�amtli
he Unterdeterminanten der Matrix ni
htnegativ sein, insbesondere dieersten beiden: G(�q1; �p1; p1; q1) � 0; (3.8)G(�q1; �p1; p1; q1)G(�q2; �p2; p2; q2) � jG(�q1; �p1; p2; q2)j2 : (3.9)Dieses hat f�ur alle zul�assigen Wahlen von pi; qi zu gelten. W�uns
henswert w�are eine Umfor-mulierung dieser Positivit�atsbedingungen f�ur die konform invariante Funktion g(u; v), ni
htzuletzt weil dann die Anzahl der zu pr�ufenden Freiheitsgrade erhebli
h reduziert w�urde.Sollen nun diese Bedingungen unter Ausnutzung der konformen Kovarianz von G vereinfa
htund in eine nur no
h von Invarianten u; v abh�angige Form gebra
ht werden, k�onnte manzun�a
hst denken, dass im Fall (3.8) das Resultat eine Unglei
hung ohne Wahlfreiheit ist {aus zwei Punkten p1, q1 l�asst si
h keine Invariante bilden { und im Fall (3.9) eine Unglei-
hung, die f�ur alle Wahlen der zwei Invarianten u; v zu gelten hat, die aus den vier Punktenp1; : : : ; q2 gebildet werden k�onnen. Dies ist aber ni
ht so, da in den Unglei
hungen � involviert



26 Kapitel 3. Konforme Quantenfeldtheorieist, was ihre Invarianzgruppe verkleinert. Wie wir glei
h sehen werden, muss (3.8) auf einereindimensionalen und (3.9) auf einer vierdimensionalen Menge von Invarianten gelten.Die Bedingung (3.8) l�asst si
h lei
ht ums
hreiben: Mitu11 = (�q1 � �p1)2 (p1 � q1)2(�q1 � p1)2 (�p1 � q1)2 = (p1 � q1)4(p1 � �q1)4 ;v11 = (�q1 � q1)2 (�p1 � p1)2(�q1 � p1)2 (�p1 � q1)2 = 16 �pd1�2 �qd1�2(p1 � �q1)4 (3.10)wird aus ihr g(u11; v11)�(p1 � �q1)4�� � 0 , g(u11; v11) � 0:Diese Unglei
hung hat aber ni
ht f�ur alle u11; v11 zu gelten, denn diese sind voneinanderabh�angig: pu11 +pv11 = (p1 � q1)2(p1 � �q1)2 + 4pd1qd1(p1 � �q1)2 = (p1 � �q1)2(p1 � �q1)2 = 1:Hier wurde ausgenutzt, dass pd1 und qd1 positiv sind. Wegen pi 6= qi; pdi ; qdi > 0 liegen u11 undv11 stets e
ht zwis
hen 0 und 1. Andererseits werden au
h alle sol
hen Werte dur
hlaufen, wieman si
h lei
ht an p1 = (~0; a); q1 = (~0; 1); a 2 (0; 1) �uberlegen kann.Wir erhalten also mit s = pu11 dasKorollar 3.2 Die Positivit�at (3.8) der 1� 1-Unterdeterminante der Matrix (2.9) ist f�ur allezul�assigen Wahlen von p1; q1 genau dann erf�ullt, wenng �s2; (1 � s)2� � 0 8s 2 (0; 1) mit G(x1; x2; x3; x4) = g(u; v)�x213x224�� (3.11)gilt.Die Umformulierung der 2�2-Bedingung (3.9) ist naturgem�a� s
hwieriger. Zun�a
hst emp�ehltes si
h, an dieser Stelle statt g die ebenfalls konform invariante Funktionh(u; v) = u�g(u; v)zu verwenden, mit der si
h G alsG(x1; x2; x3; x4) = h(u; v)�x212x234�� (3.12)s
hreiben l�asst. Mit u11, v11 wie oben undu22 = (p2 � q2)4(p2 � �q2)4 ; v22 = 16 �pd2�2 �qd2�2(p2 � �q2)4 ;u12 = (q1 � p1)2 (p2 � q2)2(�q1 � p2)2 (�p1 � q2)2 ; v12 = (�q1 � q2)2 (�p1 � p2)2(�q1 � p2)2 (�p1 � q2)2 (3.13)



3.7. Positivit�atsbedingungen 27ergibt si
h aus (3.9) dur
h Einsetzenh(u11; v11)(p1 � q1)4� h(u22; v22)(p2 � q2)4� � jh(u12; v12)j2�(q1 � p1)2 (p2 � q2)2�2�, h(u11; v11)h(u22; v22) � jh(u12; v12)j2 : (3.14)Do
h f�ur wel
he u; v muss diese Unglei
hung erf�ullt sein? Nat�urli
h gilt wiederpu11+pv11 = 1und au
h pu22 +pv22 = 1. Um Eins
hr�ankungen f�ur die gemis
hten Invarianten u12 und v12herzuleiten, ben�otigen wir einen Satz rein geometris
her Natur:Satz 3.3 F�ur beliebige Punkte x; y; z; w 2 Rd giltjx� zj jy � wj+ jx� wj jy � zj � jx� yj jz � wj : (3.15)Beweis. Die Unglei
hung ist o�ensi
htli
h invariant unter der euklidis
hen Gruppe. Sie istaber au
h invariant unter der Inversion R, denn jRa�Rbj = ja�bjjajjbj , so dass jeder Term derUnglei
hung bei Inversion mit dem glei
hen positiven Faktor �x2y2z2w2�� 12 multipliziert wird,der si
h folgli
h herausk�urzt. Wir k�onnen daher den �ubli
hen Tri
k anwenden, n�amli
h z. B.w zun�a
hst auf 0 vers
hieben und dur
h eine Inversion na
h 1 s
hi
ken. Die w-abh�angigenBetr�age k�urzen si
h in der Unglei
hung heraus, �ubrig bleibt die Dreie
ksunglei
hungjx� zj+ jy � zj � jx� yj : �Bemerkung. Die Glei
hheit gilt genau dann, wenn x; z; y; w in dieser Reihenfolge auf einemKreis liegen. Dann liegen diese Punkte n�amli
h vor der Inversion auf einem Kreis dur
h denUrsprung (w = 0), wel
her dur
h die Inversion auf eine Gerade abgebildet wird, auf der x; z; yin dieser Reihenfolge liegen. Genau dann gilt aber die Glei
hheit in der Dreie
ksunglei
hung.Eine Abs
h�atzung von � enthaltenden Betr�agen dur
h sol
he ohne � leistet dasLemma 3.4 F�ur beliebige Punkte x; y; z; w 2 Rd mit ni
htnegativer d-Komponente giltjx� �zj jy � �wj � jx� zj jy �wj+ 4pxdydzdwd:Beweis. jx� �zj jy � �wj � jx� zj jy � wj+ 4pxdydzdwd, �(x� z)2 + 4xdzd��(y �w)2 + 4ydwd� � (x� z)2(y �w)2 + 16xdydzdwd+ 8pxdydzdwd jx� zj jy � wj, 4ydwd(x� z)2 + 4xdzd(y � w)2 � 8pxdydzdwd jx� zj jy � wjDiese Unglei
hung ist aber immer erf�ullt, denn sie ist einfa
h die binomis
he Unglei
hunga2 + b2 � 2ab. Das Quadrieren der ersten Unglei
hung ist eine �Aquivalenzumformung, dabeide Seiten manifest positiv sind. �Nun beweisen wir lei
ht



28 Kapitel 3. Konforme QuantenfeldtheorieKorollar 3.5 F�ur beliebige Punkte x; y; z; w 2 Rd mit ni
htnegativer d-Komponente giltjx� �zj jy � �wj+ jx� �wj jy � �zj � jx� �yj jz � �wj+ 4pxdydzdwd:Beweis. jx� �zj jy � �wj+ jx� �wj jy � �zjLemma 3.4� jx� zj jy � wj+ jx� �wj jy � �zj+ 4pxdydzdwd= jx� zj j�y � �wj+ jx� �wj j�y � zj+ 4pxdydzdwdSatz 3.3� jx� �yj jz � �wj+ 4pxdydzdwd �Nun k�onnen wir die Menge der Invarianten angeben, f�ur die die Unglei
hung (3.14) erf�ulltsein muss:Satz 3.6 Seien die konformen Invarianten sij, tij dur
h die oben de�nierten uij, vij wie folgtgegeben: sij := puij; tij := pvij :Dann liegen genau die Invarianten im Bild unter (3.10), (3.13) der Menge der Punkte p1; q1,p2; q2 2 Rd ; pi 6= qi; pdi ; qdi > 0, f�ur dies11 + t11 = 1; s11 2 (0; 1);s22 + t22 = 1; s22 2 (0; 1);t12 � 1 + s12; s12 + t12 � 1; s12 > 0;t12 � 1 +pt11t22ps11s22 s12 � 1gilt.Bemerkung. Vor dem Beweis des Satzes ist es n�utzli
h, si
h ein Bild von der Menge derInvarianten zu ma
hen. Sind s11 und s22 aus (0; 1) vorgegeben (und damit au
h tii), so bildetdie Menge der (s12; t12) ein Dreie
k in der s; t-Ebene:
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

PSfrag repla
ements 1 1pupv �1 s12
t12



3.7. Positivit�atsbedingungen 29Die dur
hgezogenen Linien markieren den aus Satz 3.1 bekannten Streifen, die gestri
helteLinie ist die letzte der obigen Bedingungen. Deren Steigung 1+pt11t22ps11s22 ist wegen der Bedin-gungen an sii; tii stets e
ht gr�o�er als 1 und s
hneidet somit immer die linke untere sowie dieobere Kante des Streifens, was zu dem eingezei
hneten Dreie
k m�ogli
her Werte f�uhrt. Dessenlinke E
ke ist ausgenommen, s12 > 0.Beweis. Wird x := p1; y := q1; z := p2; w := q2 gesetzt, so lauten die Ausdr�u
ke f�ur dieInvariantens11 = jx� yj2jx� �yj2 ; t11 = 4xdydjx� �yj2 ; s22 = jz � wj2jz � �wj2 ; t22 = 4zdwdjz � �wj2 ;s12 = jx� yj jz � wjjx� �wj jy � �zj ; t12 = jx� �zj jy � �wjjx� �wj jy � �zj :): Die Eins
hr�ankungen an die Invarianten mit glei
hen Indizes wurden bereits bei der Un-tersu
hung der 1 � 1-Determinante hergeleitet. Die ersten beiden Eins
hr�ankungen an die"gemis
hten\ Invarianten resultieren aus dem bereits in Satz 3.1 gefundenen Streifen. DieBedingung s12 > 0 s
hlie�li
h folgt daraus, dass stets x 6= y; z 6= w gilt.Es bleibt also no
h, die letzte Unglei
hung zu beweisen. Setzen wir die Ausdr�u
ke f�ur dieInvarianten ein und multiplizieren mit dem positiven Nenner von t12, so erhalten wirjx� �zj jy � �wj � 1 +pt11t22ps11s22 jx� yj jz � wj � jx� �wj jy � �zj= �1 +pt11t22� jx� �yj jz � �wj � jx� �wj jy � �zj= jx� �yj jz � �wj+ 4pxdydzdwd � jx� �wj jy � �zj : (3.16)Diese Unglei
hung ist aber na
h Korollar 3.5 stets erf�ullt.(: Zu zeigen ist, dass jeder Satz von Invarianten, der obigen Bedingungen gen�ugt, das Bildeines Quadrupels x; y; z; w aus der Menge �x 6= y; z 6= w; xd; yd; zd; wd > 0	 der zul�assigenPunkte ist. Seien zun�a
hst s11; s22 (und damit au
h tii) gegeben, dann gibt es a; b 2 (0; 1) mits11 = (1� a)2(1 + a)2 ; s22 = (1� b)2(1 + b)2 :Die Punkte (hier und im Folgenden werden nur die 1- und d-Komponente angegeben, die�ubrigen sind 0) x = (0; a); y = (0; 1); z = (0; b); w = (0; 1)sind zul�assige Punkte, die zu diesen Invarianten f�uhren. Die Untergruppe der konformenGruppe, die aus Skalierungen, Translationen in 1-Ri
htung und der Inversion gebildet wird,l�asst sii invariant, wenn sie auf z; w wirkt, und f�uhrt ni
ht aus der Menge zul�assiger Punkteheraus. F�uhren wir na
heinander eine Translation 
, eine Inversion, eine Skalierung (b+ 
2)�sowie eine Translation �
� dur
h, so ergibt si
hz = �v; w = ��v mit � = bb2 + 
2 ; � = � 11 + 
2 ; v = ��(1� b)
; b+ 
2�:Auf dem Re
hte
k �(
; �) �� 
 2 �R+ ; � 2 �0;pab �	, wobei �R+ die kompakti�zierte positivereelle A
hse ist, ist dies eine dur
h 
; � stetig parametrisierte S
har von Punkten. F�ur � > 0



30 Kapitel 3. Konforme Quantenfeldtheoriesind diese zul�assig mit den fest vorgegebenen Invarianten sii, aber von den Parametern stetigabh�angigen Invarianten s12; t12.Es wird nun gezeigt, dass das Bild dieser S
har das gesamte Dreie
k ist. Dazu betra
hten wirdie Kanten des Re
hte
ks und zeigen, dass sie den Kanten des Dreie
ks entspre
hen (abgesehenvon der Re
hte
kkante � = 0, die nat�urli
h nur auf die linke E
ke des Dreie
ks abgebildetwird).Auf der Kante 
 = 0 gilt z = (0; �); w = (0; �b), woraus si
h1 + s12 = 1 + (1� a)�(1� b)(a+ �b)(1 + �) = (a+ �)(1 + �b)(a+ �b)(1 + �) = t12ergibt, d. h. die Kante 
 = 0 wird auf eine Teilmenge der oberen Kante des Dreie
ks abgebildet.Auf der Kante 
 =1 gilt dagegen z = (0; �b); w = (0; �), hier erhalten wir1� s12 = 1� (1� a)�(1 � b)(a+ �)(1 + �b) = (a+ �b)(1 + �)(a+ �)(1 + �b) = t12:Die Kante 
 = 1 wird also auf eine Teilmenge der linken unteren Kante des Dreie
ks abge-bildet.Die Kante � =pab s
hlie�li
h wird auf die re
hte untere Kante des Dreie
ks abgebildet. Umdas einzusehen, m�ussen wir zeigen, dass bei der Unglei
hung (3.16) tats�a
hli
h die Glei
hheitgilt. Das direkte Einsetzen der Werte f�uhrt zu einer l�angli
hen Re
hnung, einfa
her ist es, dieGlei
hheit in den Unglei
hungen aus Satz 3.3 und Lemma 3.4 zu zeigen. Dies ist gem�a� demBeweis der Unglei
hung (3.16) in Korollar 3.5 �aquivalent zur Glei
hheit dort.F�ur die Glei
hheit in Satz 3.3 m�ussen die Punkte x; z; �y; �w in dieser Reihenfolge auf einemKreis liegen. Dies ist der Fall: Ein Punkt m auf der Mittelsenkre
hten von x und �y ist dur
hm = 12(x+ �y) + p mit p ? (x� �y), also p = (p1; 0) gegeben. Ein Punkt q liegt genau dannauf dem Kreis um m dur
h x; y, wenn (q �m)2 = (x�m)2 gilt. Dies kann zu0 = (q � x)(q � �y � p) = (q � x)(q � �y)� q1p1umgeformt werden. In unserem Fall sollen z; �w beide auf einem sol
hen Kreis liegen. Wegenderen ni
htvers
hwindender 1-Komponente bekommen wir zwei na
h p1 au
�osbare Glei
hun-gen, Glei
hsetzen von p1 liefert(�w)1(z � x)(z � �y) = z1(�w � x)(�w � �y), �v1(�v � x)(�v � �y) = �v1(�v � x)(�v � �y), ��2 jvj2 + �x � �y = ��2 jvj2 + �x � �y, (�� �)(�� jvj2 � x � �y) = 0, �� jvj2 = x � �y = �a:Dies ist erf�ullt, wie man lei
ht dur
h Einsetzen der Werte von �; �; v sowie � =pab einsieht.Damit liegen die Punkte x; z; �y; �w auf einem Kreis, und zwar in dieser Reihenfolge, denn zhat eine positive 1-Komponente, �w eine negative.F�ur die Glei
hheit in Lemma 3.4 muss in der dortigen binomis
hen Unglei
hung a2+b2 � 2ab



3.7. Positivit�atsbedingungen 31die Glei
hheit gelten, d. h. a = b oder xdzd(y � w)2 = ydwd(x� z)2, a�vd(y � ��v)2 = a�vd(y + �v)2 = ��vd(ay � �v)2, a��1 + �2 jvj2� = �� �a2 + �2 jvj2�, (�+ a�)�a+ �� jvj2� = 0:Wie soeben bemerkt wurde, vers
hwindet der zweite Klammerausdru
k. Damit ist au
h dieseGlei
hheit gegeben, und wir haben gezeigt, dass die Kante � = pab auf die re
hte untereKante des Dreie
ks abgebildet wird.Aus diesen Betra
htungen folgt, dass E
ken des Re
hte
ks auf E
ken des Dreie
ks abgebildetwerden. Somit werden tats�a
hli
h die gesamten Dreie
kskanten dur
hlaufen und ni
ht nurTeilmengen. Wir betra
hten nun eine Kurve, die einmal den Re
hte
krand uml�auft. Sie l�asstsi
h stetig zu einem Punkt zusammenziehen, da das Re
hte
k kein Lo
h enth�alt. Wegen derStetigkeit der Parametrisierung ges
hieht im Bild dasselbe, d. h. eine Kurve, die einmal denDreie
krand uml�auft, wird dort stetig zu einem Punkt zusammengezogen. Dazu darf dasBild aber ebenfalls kein Lo
h enthalten, der Bildberei
h der Parametrisierung ist folgli
h dasgesamte Dreie
k.Entfernen wir nun vom Re
hte
k dessen � = 0-Kante, so wird im Bild nur die linke E
ke desDreie
ks herausgenommen. F�ur � > 0 sind die parametrisierten Punkte z; w aber zul�assig. �Nun k�onnen wir endli
h die 2� 2-Positivit�atsbedingung f�ur die Vierpunktfunktion eines kon-formen Quantenfeldes formulieren. Unglei
hung (3.14) und Satz 3.6 ergeben zusammen dasKorollar 3.7 Die Positivit�at (3.9) der 2� 2-Unterdeterminante der Matrix (2.9) ist f�ur allezul�assigen Wahlen von p1; q1; p2; q2 genau dann erf�ullt, wennh �s211; (1 � s11)2�h �s222; (1� s22)2� � ��h �s212; t212���2f�ur alle sij ; t12 mit s11; s22 2 (0; 1); s12 > 0; t12 � 1 + s12; s12 + t12 � 1;t12 � 1 +p(1� s11)(1 � s22)ps11s22 s12 � 1gilt. Dabei ist h wie in (3.12) de�niert.Bemerkung. Diese Positivit�atsbedingung ist no
h ni
ht sensibel f�ur die Raumdimension d,denn f�ur den Na
hweis, dass das gesamte Dreie
k im Bild liegt, ben�otigten wir nur einenzweidimensionalen Raum von Punkten. Bei h�oheren Determinanten wird dies vermutli
h an-ders sein: Dort wird die Menge der Invarianten, auf der die Positivit�at zu gelten hat, mit derRaumdimension wa
hsen.Bemerkung. Eine Untersu
hung der freien Vierpunktfunktion mit diesem Kriterium zeigt,dass die Unglei
hung am "s
hle
htesten\ an den beiden re
hten E
ken des Dreie
ks erf�ullt ist.Bei einem Positivit�atstest einer Vierpunktfunktion mit We
hselwirkung emp�ehlt si
h daherzun�a
hst ein Test an diesen beiden E
ken.
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Kapitel 4Konforme Partialwellenentwi
klung
4.1 MotivationDer konformen Partialwellenentwi
klung liegt die Idee zugrunde, das komplizierte Objekt"n-Punkt-Funktion\ in eine Summe einfa
herer Objekte zu zerlegen. Das kann etwa in derkonstruktiven Quantenfeldtheorie vorteilhaft sein, dort werden dur
h die Partialwellenent-wi
klung ni
htlineare Integralglei
hungen, die zwis
hen den n-Punkt-Funktionen bestehen,in algebrais
he Glei
hungen �uberf�uhrt [Ma74℄, die si
h wesentli
h lei
hter l�osen lassen. DiePartialwellenentwi
klung ist aber ebenso ein wi
htiges Werkzeug zur Analyse einer gegebenenn-Punkt-Funktion, wenn es etwa um Fragen na
h dem Feldinhalt oder Positivit�at geht.4.2 Herleitung der Entwi
klungEs soll im Folgenden die Partialwellenentwi
klung der n-Punkt-Funktion eines konformen,skalaren Feldes plausibel gema
ht werden, die Details sind in [Do77℄, [Ma74℄, [Ma75℄ zu �nden.Eine n-Punkt-Funktion Wn(f1; : : : ; fn) = h
; A(f1) � � �A(fn)
ik�onnen wir wegen der Hermitizit�at als das Skalarprodukt von Vektoren (g1; : : : ; gm) := A(g1) � � �A(gm)
 2 Hs
hreiben: Wn(f1; : : : ; fn) = h (fn�2; : : : ; f1);  (fn�1; fn)i :Die konforme Gruppe besitzt auf dem HilbertraumH die Darstellung U . Auf dem von Vekto-ren  (f) = A(f)
 aufgespannten Unterraum ist diese Darstellung de�nitionsgem�a� die irre-duzible, skalare Darstellung mit Skalendimension �. Die Darstellung auf dem von  (fn�1; fn)aufgespannten Unterraum H2 ist dagegen als Unterdarstellung einer Produktdarstellung imAllgemeinen reduzibel. Die Partialwellenentwi
klung zerlegt nun diese Darstellung in ihre ir-reduziblen Anteile: Auf H2 gibt es eine Zerlegung der Eins mittels der Projektoren P� auf33



34 Kapitel 4. Konforme Partialwellenentwi
klungirreduzible Darstellungen �, die wegen der in den meisten Modellen zur Quantenfeldtheorievorliegenden Separabilit�at des Hilbertraums H2 diskret ist:idH2 = X�2X P�:Man erh�alt somit Wn(f1; : : : ; fn) = X�2X h (fn�2; : : : ; f1); P� (fn�1; fn)i : (4.1)Im Falle der Vierpunktfunktion eines skalaren Feldes treten in der Summe nur die trivialeDarstellung � = id sowie unit�are, vollst�andig symmetris
he, spurfreie Tensordarstellungen derkonformen Gruppe auf, die dur
h Tensorrang l und Skalendimension h gekennzei
hnet sind:X � fidg [ f� = [l; h℄ j l 2 2N0 ; h 2 R g : (4.2)Die Projektoren sind in diesem Fall dur
hP� = Z ddxddy ��B��(x)�
B���(x); B���(y)�
B�� (y)��; �� := [l; d� h℄gegeben, wobei �uber die Tensorindizes � = (�1; : : : ; �l); � summiert wird. B�(x) geh�ort dabeizum Darstellungsraum von �. Eingesetzt in die Zerlegung (4.1) ergibt si
h unter Ausnutzungder Orthogonalit�atsrelationen von BW4(f1; : : : ; f4) = X�2X Z ddxddy 
 (f2; f1); B��(x)�
B���(x); B���(y)�
B�� (y);  (f3; f4)�:Im Integral tau
hen nun nur no
h Zwei- und Dreipunktfunktionen auf, wel
he aber dur
h diekonforme Kovarianz bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt sind. Nennen wir die unbestimm-ten Faktoren C(�;�) f�ur hB�;  i und C(��) f�ur hB�� ; B��i, so bekommen wir s
hlie�li
hW4(f1; : : : ; f4) = X�2X jC(�;�)j2 C(��)��M (f1; : : : ; f4) =: X�2X 
���M (f1; : : : ; f4): (4.3)Dabei sind die Partialwellen ��M nun eindeutig bestimmt, ledigli
h die Entwi
klungskoeÆzien-ten 
� sind a priori unbekannt. In ihnen ist die dynamis
he Information des Modells bez�ugli
hder Vierpunktfunktion enthalten.Die Partialwellenentwi
klung h�angt mit der Operatorproduktentwi
klung zusammen. Diese isteine asymptotis
he Entwi
klung des Produktes zweier Felder in eine Summe weiterer FelderAi(x)Aj(�x) =Xk Cijk (x)Ak(0)f�ur nahe bena
hbarte Punkte, d. h. x! 0. Eingesetzt in eine Vierpunktfunktion resultiert da-raus gerade deren Partialwellenentwi
klung. Die beitragenden � der Partialwellenentwi
klungerhalten daher die Interpretation in der Theorie enthaltener Felder der Darstellung �. Im Falleeiner konformen Theorie sind die KoeÆzienten Cijk (x) ni
ht unabh�angig: Der KoeÆzient ei-nes Feldes legt bereits alle KoeÆzienten sol
her Felder fest, die dur
h Ableitungen aus diesemhervorgehen. Dies ist bei der Partialwellenentwi
klung bereits ber�u
ksi
htigt: Der Beitrag �eines Ni
ht-Ableitungsfeldes (eines quasi-prim�aren Feldes) enth�alt alle Deszendentenbeitr�age,die dur
h Ableitungen gebildet werden k�onnen.



4.3. Euklidis
he Partialwellenentwi
klung 354.3 Euklidis
he Partialwellenentwi
klungObige Betra
htungen waren in der Minkowski's
hen Welt g�ultig. Als Endresultat einer Par-tialwellenentwi
klung in der euklidis
hen Welt erwarten wir die analytis
he Fortsetzung von(4.3). Der Weg dorthin ist nun jedo
h anders: Die unit�aren Darstellungen der euklidis
henkonformen Gruppe sind ni
ht die analytis
hen Fortsetzungen unit�arer Darstellungen der Min-kowski's
hen konformen Gruppe. Erstere sind zwar wieder vollst�andig symmetris
he, spurfreieTensordarstellungen, aber f�ur die Skalendimension gilt nunh 2 d2 + iR:In der oben angegebenen Literatur wird eine kontinuierli
he Zerlegung der euklidis
hen Vier-punktfunktion na
h euklidis
hen Partialwellen ��S4(f1; : : : ; f4) = Z d�g(�)��(f1; : : : ; f4) (4.4)mit (4.2) �ahnli
hen Tr�agereigens
haften von d�,Z d�F (�) = F (id) + Xl22N0 12�i ZCl dh 
(�)F (�); (4.5)hergeleitet, wobei 
(�) das Plan
herel-Gewi
ht ist, der Integrationsweg Cl parallel zur ima-gin�aren A
hse von d2 � i1 na
h d2 + i1 f�uhrt und f�ur l = 0 no
h zus�atzli
h die Stellenh = d�� gegen und h = � im Uhrzeigersinn umkreist. In Abh�angigkeit von der modellspe-zi�s
hen Partialwellenamplitude g(�) ist es m�ogli
h, den Integrationsweg zu s
hlie�en. Ausdem Integral wird dann eine Summe �uber die Residuen, wel
he bei Vierpunktfunktionen einesQuantenfeldes nur bei reellen h liegen. Diese Summe entspri
ht der analytis
hen Fortsetzungder Minkowski's
hen Zerlegung (4.3).4.3.1 Bestimmung der PartialwellenUm sp�ater eine konkrete Vierpunktfunktion entwi
keln zu k�onnen, ben�otigen wir expliziteFormeln f�ur die Partialwellen ��. Sie sind zun�a
hst gem�a� [Ma74℄, [Ma75℄ als ein Integral��(x1; : : : ; x4) = Z ddx0 X� ���(x1; x2;x0)���� (x3; x4;x0); � Multiindex (4.6)�uber euklidis
he Dreipunktfunktionen �� des zu entwi
kelnden, skalaren Feldes der Skalen-dimension � mit einem Feld der Darstellung � = [l; h℄ gegeben.1 Diese sind aufgrund ihrerkonformen Kovarianz bis auf eine Normierung N(�) festgelegt und lauten���(x1; x2;x0) = 2�+h+l2 N(�)(x212)h2��(x201x202)�h2 �e12�1 � � � e12�l � Spuren� ; xij := xi � xj:Dabei ist e12 ein Einheitsvektor und dur
heij = �ijj�ijj ; �ij = x0ix20i � x0jx20j1Dabei ist hier und im Folgenden bei sol
hen Integralen stets stills
hweigend gemeint, sie in ihrem Konver-genzberei
h auszure
hnen und das Ergebis f�ur beliebige Werte der Parameter analytis
h fortzusetzen.



36 Kapitel 4. Konforme Partialwellenentwi
klungde�niert. Der Normierungsfaktor mit den f�ur die Partialwellenentwi
klung korrekten Eigen-s
haften �ndet si
h in der angegebenen Literatur.Um das Integral in (4.6) bestimmen zu k�onnen, ist zun�a
hst die Kontraktion der spurfreienAnteile von eij�1 � � � eij�l dur
hzuf�uhren. Dies ist mithilfe der Gegenbauer-Polynome C�l (z) [Er53℄m�ogli
h, es gilt n�amli
h [HPR00℄X� �e12�1 � � � e12�l � Spuren� �e34�1 � � � e34�l � Spuren� = G��1l �e12 � e34� ;� = d2 ; G�l (z) = 1
�llC�l (z):Die Abk�urzung � = d2 wird von nun an dur
hg�angig benutzt, ferner werden wir sp�ater geradeRaumdimension, d. h. � 2 N annehmen. 
�ll = 2l(�)ll! ist der KoeÆzient von zl in C�l (z). F�ur� = 0, d = 2 gilt zun�a
hst C�l (z) = 0; l > 0, dur
h die Normierung von G�l erh�alt man aberni
htvers
hwindende, sinnvolle Ausdr�u
ke beim Einsetzen von � = 0 in die f�ur generis
hes �bestimmten Polynome.Wir k�onnen �� somit s
hreiben als��(x1; : : : ; x4) = 22�+�+lN(�)N(��) 1�x212x234�� (x212)h2 (x234) d�h2� Z ddx0 (x201x202)�h2 (x203x204)� d�h2 G��1l �e12 � e34� :Dieses Integral kann nun ausgewertet werden, wenn das Gegenbauer-Polynom ausges
hriebenwird und die auftretenden Potenzen �e12 � e34�m als Summen von Potenzen von x2ij ges
hriebenwerden [LR93℄ [HPR00℄. Das Resultat ist eine Potenzreihe in den konformen Invariantenu; 1� v, wobei die KoeÆzienten explizit dur
h vierfa
he, endli
he Summen gegeben sind.2F�ur unsere Zwe
ke ist es einfa
her, die Partialwellen rekursiv zu bestimmen [DO01℄. Dies istinsbesondere dann angebra
ht, wenn die Partialwellenentwi
klung in einem Computeralgebra-System implementiert werden soll, da bei der Rekursion { im Gegensatz zur expliziten Bere
h-nung mittels der vierfa
hen Summe { die bereits bestimmten KoeÆzienten eÆzient genutztwerden.Die rekursive Bere
hnung wird dur
h die Rekursionsrelation der normierten Gegenbauer-Polynome G�l (z) = zG�l�1(z)� (2� + l � 2)(l � 1)4(� + l � 2)(� + l � 1)G�l�2(z)erm�ogli
ht. F�uhren wir n�amli
h die �� verallgemeinernde und nur von u; v abh�angende Funk-2Es sei no
h bemerkt, dass man dur
h das Ersetzen von G��1l �e12 � e34� dur
h die erzeugende Funktion derGegenbauer-Polynome eine erzeugende Funktion f�ur die Partialwellen bekommt. Das x0-Integral ist dann abervermutli
h ni
ht ausf�uhrbar.



4.3. Euklidis
he Partialwellenentwi
klung 37tionB�(u; v; n1; n3) =(x212)��Æ4(x214)Æ1+Æ4��(x224)Æ2+Æ4��(x234)Æ3� Z ddx0 2lG��1l �e12 � e34�(x201)Æ1(x202)Æ2(x203)Æ3(x204)Æ4mit n1; n3 2 Z; Æ1 = h+ n12 ; Æ2 = h� n12 ; Æ3 = d� h+ n32 ; Æ4 = d� h� n32ein, so dass ��(x1; : : : ; x4) = 22�+�N(�)N(��) 1�x212x234��B�(u; v; 0; 0) (4.7)gilt, dann geht die Rekursionsrelation der Gegenbauer-Polynome in eine der B �uber:B[l;h℄(u; v; n1; n3) = B[l�1;h℄(+�) + vuB[l�1;h℄(�+)� 1uB[l�1;h℄(++)�B[l�1;h℄(��)� (d+ l � 4)(l � 1)(�+ l � 3)(�+ l � 2)B[l�2;h℄(u; v; n1; n3): (4.8)Dabei meint � im Argument die Addition von �1 zum jeweiligen ni. Zur Herleitung dieserBeziehung muss man zun�a
hst das Skalarprodukt z = e12 �e34 dur
h Einsetzen und Ausnutzenvon 2xik � xjk = x2ik + x2jk � x2ij ausre
hnen:2z = 1px212 x213  sx202 x203x201 x204x214 +sx201 x204x202 x203x223 �sx202 x204x201 x203x213 �sx201 x203x202 x204x224! :Diese Rekursionsrelation erm�ogli
ht es uns, �� � B�(�; 0; 0) als eine endli
he Summe ausB[0;h℄(�; n1; n3) mit jnij � l; ni � l 2 2Z zu s
hreiben. B[0;h℄ ist in expliziter Form bereitsvon zahlrei
hen Autoren erhalten worden [LR92℄ [DO01℄, von Bedeutung ist dabei Pi Æi = d[Sy72℄. Diese Bedingung erm�ogli
ht es, B[0;h℄ na
h einer Feynman-Parametrisierung (A.11)als �(d)�(Æ1;:::;Æ4)E(x1; Æ1; : : : ; x4; Æ4) zu s
hreiben, wobei E in (A.12) de�niert ist. Der expliziteAusdru
k von E in (A.13) zeigt, dass si
h die x2ij-Potenzen gerade mit denen von B[0;h℄aufheben und B[0;h℄ somit tats�a
hli
h nur von u; v abh�angt:B[0;h℄(u; v; n1; n3) = ��+1�(Æ1; : : : ; Æ4)� �E(�� Æ2; �� Æ1; �� Æ4; �� Æ3; u; v)sin(�(�� h)) + E(Æ1; Æ2; Æ3; Æ4; u; v)sin(�(h � �)) � : (4.9)Dabei nehmen wir zun�a
hst den generis
hen, ni
htentarteten Fall h� � =2 Z an. Ersetzen wirf�ur feste ni h dur
h h� = d � h, so bemerken wir, dass � � Æ2 in Æ1 usw. �ubergeht. Folgli
h�uberf�uhrt diese Ersetzung den ersten E-Summanden { nennen wir ihn eins
hlie�li
h VorfaktorB[0;h℄+ { in den zweiten, B[0;h℄� , und umgekehrt. Wegen der Linearit�at der Rekursionsrelationk�onnen wir die Partialwellen daher dadur
h erhalten, dass wir die Rekursion einmal mit B[0;h℄+und einmal mit B[0;h℄� statt B[0;h℄ als Rekursionsanfang dur
hf�uhren und erst am S
hluss dieSumme bilden. Wegen des zu bea
htenden, unter h 7! h� f�ur jn1j 6= jn3j ni
ht invarianten



38 Kapitel 4. Konforme Partialwellenentwi
klungVorfaktors ��+1�(Æ1;:::;Æ4) ist es ni
ht o�ensi
htli
h, dass die beiden so erhaltenen Summanden ���selbst au
h dur
h diese Ersetzung auseinander hervorgehen und somit �� = ��++���+ gilt. Diesmuss aber so sein, da �� unter � 7! �� invariant ist [Ma74℄ [Ma75℄: Daraus folgt ��� � ���+ =���� ���+. Wir wir aber an RekursionsanfangB[0;h℄+ (siehe (4.11)) und Rekursionsrelation sehen,sind ��� gegeben dur
h bei u = 0 analytis
he Funktionen multipliziert mit einer Potenz u�h2modulo einer halbzahligen Potenz. Die letzte Glei
hung besagt dann, dass zwei analytis
heFunktionen multipliziert mit vers
hiedenen, f�ur generis
hes h ni
htganzzahligen u-Potenzen�ubereinstimmen, dann m�ussen sie aber beide 0 sein, d. h. ��+ = ���� . Wir k�onnen uns daherauf die Bestimmung von ��+ eins
hr�anken und am S
hluss symmetrisieren. Der Beitrag ���wird in der Literatur als S
hattenterm bezei
hnet.Die Potenzreihenentwi
klung f�ur den ersten Summanden B[0;h℄+ erhalten wir aus (A.16):B[0;h℄+ (u; v; n1; n3) = ��+1E(�� Æ2; �� Æ1; �� Æ4; �� Æ3; u; v)sin(�(�� h))�(Æ1; : : : ; Æ4) (4.10)= uh+n32 1Xn;m=0 b[0;h℄nm (n1; n3)un(1� v)m; (4.11)b[0;h℄nm (n1; n3) = ��+1Enm(�� Æ2; �� Æ1; �� Æ4; �� Æ3)sin(�(�� h))�(Æ1; : : : ; Æ4)= ����h�n32 ; h+n32 ; �� h���d�h+n32 ; d�h�n32 ; h�� (h�n32 )n(h+n12 )n(h+n32 )n+m(h�n12 )n+m(h� �+ 1)n(h)2n+mn!m! : (4.12)Die Potenzreihendarstellung f�ur allgemeines B�+ ist gegeben dur
hLemma 4.1 B�+(u; v; n1; n3) besitzt die Potenzreihenentwi
klungB�+(u; v; n1; n3) = uh+n3�l2 1Xn;m=0 b�nm(n1; n3)un(1� v)m;wobei die KoeÆzienten die Rekursionsrelationb�nm(n1; n3) = b[l�1;h℄nm (+�) + b[l�1;h℄nm (�+)� b[l�1;h℄nm (++)� b[l�1;h℄nm (��)� b[l�1;h℄nm�1(�+)� (d+ l � 4)(l � 1)(�+ l � 3)(�+ l � 2)b[l�2;h℄n�1m(n1; n3) (4.13)erf�ullen und f�ur l = 0 dur
h (4.12) gegeben sind. b�nm(n1; n3) ist ein Polynom in n1 h�o
hstensvom Grad m+ 2n� l, insbesondere gilt also b�nm(n1; n3) = 0 f�ur m+ 2n < l.Beweis. Potenzreihendarstellung und Rekursionsrelation ergeben si
h unmittelbar dur
h In-duktion unter Verwendung der zugrunde liegenden Rekursionsrelation (4.8), wobei man dortv = 1� (1� v) s
hreibt und beoba
htet, dass die 1u -Faktoren geeignet mit dem Erh�ohen vonn3 korrelieren.



4.3. Euklidis
he Partialwellenentwi
klung 39Die zweite Aussage beweist man ebenfalls dur
h Induktion. F�ur l = 0 gilt sie na
h (4.12)o�enbar. Gelte sie nun f�ur alle l0 < l, dann sehen wir, dass die letzten beiden Summandenin der Rekursionsrelation f�ur b�nm(n1; n3) na
h dieser Induktionsvoraussetzung Polynome inn1 h�o
hstens vom Grad m + 2n � l sind. Mit dem Polynom P (n1) = b[l�1;h℄nm (n1; n3 � 1) �b[l�1;h℄nm (n1; n3 + 1), das na
h Induktionsvoraussetzung h�o
hstens vom Grad m + 2n � l + 1ist, lassen si
h die �ubrigen vier Summanden als P (n1 + 1) � P (n1 � 1) s
hreiben. In dieserDi�erenz k�urzt si
h die h�o
hste n1-Potenz aber heraus. �Korollar 4.2 Die Partialwellen lassen si
h aufspalten in zwei Terme�� = ��+ + ���+ ;wobei ��+ die Potenzreihendarstellung��+(x1; : : : ; x4) = uh�l2 ���x213x224�� 1Xn;m=0��nmun(1� v)m (4.14)��nm = 22�+�N(�)N(��)b�nm(0; 0)besitzt.Ges
hlossene L�osungen dieser Rekursionsrelationen existieren nur in Spezialf�allen. In [DO01℄werden sie f�ur d = 2 und d = 4 erhalten und besitzen die Form einer Summe aus Produktenzweier hypergeometris
her Funktionen.4.3.2 Dur
hf�uhrung der Entwi
klungDa nun Ausdr�u
ke f�ur die Partialwellen vorliegen, kann die Entwi
klung gem�a� (4.4) dur
h-gef�uhrt werden. Mit den Ma�eigens
haften (4.5) ergibt si
hS4(x1; : : : ; x4) = g(id)G2(x1; x2)G2(x3; x4) + Xl22N0 12�i ZCl dh 
(�)g(�)��(x1; : : : ; x4);wobei das Produkt der Zweipunktfunktionen die Partialwelle zur trivialen Darstellung id istund die Normierung der Zweipunktfunktion G2 dur
hG2(x1; x2) = n� �x212��� ; n� = 2��(�)(2�)��(���)gegeben ist. In (2.7) wurde die Vierpunktfunktion G als Di�erenz von S4 und dem Produktder Zweipunktfunktionen S2 eingef�uhrt. Im Fall eines konformen Feldes ist S2 aber na
h (3.6)dur
h S2 = C�n�G2 gegeben, so dass wir g(id) = C2�n2� ablesen und f�ur G na
h Abspaltung deskonform kovarianten Faktors �x213x224��� und Aufspaltung von �� die Entwi
klungg(u; v) = Xl22N0 12�i ZCl dh 
(�)g(�)���+(u; v) + ���+ (u; v)� :
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klungDa die Integration wegen h 2 d2 + iR symmetris
h unter h 7! h� ist und dasselbe f�ur ��und 
(�) gilt, kann man ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit au
h f�ur die Partialwellen-amplitude g(�) die Symmetrie g(�) = g(��) fordern. Dann k�onnen wir aber mit derselbenBegr�undung den S
hattenterm im Integranden weglassen, wenn wir ihn dur
h einen Vorfaktor2 ber�u
ksi
htigen. Wir erhalten somitg(u; v) = 2 Xl22N0 12�i ZCl dh 
(�)g(�)��+(u; v):An dieser Stelle ist es sinnvoll, umnormierte Partialwellen q� einzuf�uhren, deren KoeÆzientenrein algebrais
he, �-unabh�angige Ausdr�u
ke sind:q�(u; v) := d� h� 2d� h+ l � 2 � �d�h+l2 �2 �(h)��� �h�l2 �2 �(�� h)B�+(u; v; 0; 0) (4.15)) ��+(u; v) = 22�+�N(�)N(��)d� h+ l � 2d� h� 2 ��� �h�l2 �2 �(�� h)� �d�h+l2 �2 �(h) u��q�(u; v):Dass die KoeÆzienten q�nm hierdur
h wirkli
h algebrais
he Ausdr�u
ke werden, ist lei
ht einzu-sehen: Sie sind aufgrund der Rekursionsrelation (4.13) von b�nm eine Summe aus b[0;h℄nm (n1; n3)mit jnij � l; ni � l 2 2Z. Es giltd� h� 2d� h+ l � 2 � �d�h+l2 �2 �(h)��� �h�l2 �2 �(�� h)b[0;h℄nm (n1; n3)� d� h� 2d� h+ l � 2 � �d�h+l2 �2� �h�l2 �2 ��h�n32 ; h+n32 ��� d�h+n32 ; d�h�n32 �= d� h� 2d� h+ l � 2�h�l2 � l�n32 �h�l2 � l+n32 � d�h+n32 � l�n32 � d�h�n32 � l+n32 ;wobei im ersten S
hritt die o�ensi
htli
h algebrais
hen Ausdr�u
ke von b[0;h℄nm (n1; n3) in (4.12)weggelassen wurden. Die Po
hhammer-Symbole dieser Formel sind wegen der ni
htnegativ-ganzzahligen Indizes regul�are algebrais
he Ausdr�u
ke. Der Faktor d�h�2d�h+l�2 ist f�ur l = 0 1, f�url > 0 k�urzt si
h sein Nenner mit einem Faktor eines der letzten beiden Po
hhammer-Symbole,so dass dur
h ihn keine Singularit�at eingef�uhrt werden kann. Die weggelassenen Ausdr�u
kef�ur h > � � 1 sowie { mit etwas Na
hdenken { der Vorfaktor in der Rekursionsformel sindebenfalls regul�are algebrais
he Ausdr�u
ke. F�ur h > ��1 sind die Partialwellen q� somit dur
hPotenzreihen gegeben, deren KoeÆzienten regul�are algebrais
he Ausdr�u
ke in h sind.Fassen wir alle Vorfaktoren im Integral sowie zus�atzli
h no
h den Vorfaktor n�2� der Zwei-punktfunktion zu M�(�) zusammen, so erhalten wir s
hlie�li
h die Partialwellenentwi
klungausgedr�u
kt dur
h q�:g(u; v) = 2 Xl22N0 12�i ZCl dh 
(�)g(�)��+(u; v)= u�� Xl22N0 12�i ZCl dh �n2�g(�)�M�(�)q�(u; v): (4.16)



4.4. Positivit�at 41Dabei ist das Produkt der Vorfaktoren laut Literatur f�ur gerade Raumdimension d dur
hM�(�) = 2
(�)22�+�N(�)N(��)d� h+ l � 2d� h� 2 ��� �h�l2 �2 �(�� h)n2�� �d�h+l2 �2 �(h)= (h+ l � 1)(d � h+ l � 2)2� ��+ l;�� h�l2 �� �h�l2 �2(h� 1)� �h� �; ���+ h+l2 ��(�)2l!� � �d� h� 2;�� d�h�l2 ��(���)2� ����+ d�h+l2 �� �d�h+l2 �2 (4.17)festgelegt.3Bei gegebener Partialwellenamplitude g(�) l�asst si
h die zugeh�orige Vierpunktfunktion na
h(4.16) bestimmen. F�ur vern�unftige Amplituden l�asst si
h die Integration in der re
hten Halb-ebene s
hlie�en, und der Integrand enth�alt nur einfa
he Pole bei reellen h. Das Ergebnis derIntegration ist dann eine Summe �uber die Residuen, wel
he selbst proportional zu den Parti-alwellen q� sind, also zu Potenzreihen in u; 1 � v mit der Potenz uh�l2 als Vorfaktor. Tretendagegen Pole der Ordnung k + 1 auf, so ergeben si
h wegen des bei der Bestimmung der Re-siduen n�otigen k-fa
hen Ableitens von uh�l2 na
h h zus�atzli
he Beitr�age mit (lnu)k-Faktoren.Dass si
h die Integration gerade in der re
hten Halbebene s
hlie�en l�asst, liegt am Ersetzendes S
hattenterms ���+ dur
h das f�ur gro�e, positive Re h s
hnell abfallende ��+. H�atten wirnur den S
hattenterm �ubrig behalten, so h�atten wir den Integrationsweg nur in der linkenHalbebene s
hlie�en k�onnen mit demselben Endresultat.Umgekehrt l�asst si
h bei gegebener Vierpunktfunktion auf das Verhalten der Partialwellen-amplitude g(�) bei ihren Polen s
hlie�en. Dazu ist zun�a
hst die Potenzreihenentwi
klung vong(u; v) in u; 1 � v zu bestimmen. Die h�o
hste auftretende lnu-Potenz bestimmt na
h demeben Gesagten die h�o
hste auftretende Ordnung der Pole. Die Entwi
klung von g(u; v) musssi
h als Summe von Residuen der Partialwellen ��+ s
hreiben lassen, wel
he ebenfalls dur
hPotenzreihen gegeben sind. Dur
h KoeÆzientenverglei
h der Potenzreihen k�onnen wir nun dieauftretenden Partialwellen identi�zieren und somit die Polstruktur der Amplitude gewinnen.Im Detail werden wir dies im Abs
hnitt 4.5.2 untersu
hen.4.4 Positivit�atNa
hdem nun eine Entwi
klung der Vierpunktfunktion in Partialwellen hergeleitet wurde,stellt si
h die Frage, ob diese Entwi
klung Aussagen �uber die Osterwalder-S
hrader-Positivit�atma
hen kann. W�ussten wir etwa, dass Partialwellen f�ur si
h die Positivit�atsbedingung einerVierpunktfunktion erf�ullen, dann erf�ullte eine Vierpunktfunktion, die si
h als Summe vonPartialwellen mit positiven Vorfaktoren s
hreiben l�asst, au
h diese Positivit�atsbedingung.Tats�a
hli
h gilt die Aussage, dass die umnormierten Partialwellen ohne S
hattenterm�(�� h)N(�)N(��)��+ = 22�+� d� h+ l � 2d� h� 2 ��� �h�l2 �2 �(�� h)2� �d�h+l2 �2 �(h) u��q�(u; v) (4.18)3In ungerader Raumdimension �andert si
h das Plan
herel-Gewi
ht [Ma74℄ [Do77℄.
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klungf�ur si
h die Positivit�atsbedingung (2.6) erf�ullen, sofern sie zu einer Darstellung � = [l; h℄geh�oren, deren Skalendimension h reell und gr�o�er als die Unitarit�atss
hranke ist, wenn alsoh > d� 22 ; l = 0 oder h > d� 2 + l; l > 0 (4.19)gilt [Ma75℄.4 Diese Eins
hr�ankung ist plausibel, da das Auftreten einer Partialwelle f�ur dieMinkowski-Seite das Vorhandensein des entspre
henden Feldes bedeutet. Ein sol
hes Feldmuss aber die Unitarit�atss
hranke erf�ullen.Ist die Unitarit�at (4.19) gegeben, so ist au
h der Vorfaktor von q� in (4.18) positiv. Folgli
herf�ullt q� unter obigen Bedingungen ebenfalls die Osterwalder-S
hrader-Positivit�at. Ist nuneine Vierpunktfunktion eine Summeg(u; v) = u�� X�2X 
�q�(u; v)aus (4.19) gen�ugenden Partialwellen q� mit positiven Entwi
klungskoeÆzienten 
� { insbe-sondere d�urfen also nur einfa
he Pole im Integranden der Entwi
klung auftreten {, so erf�ulltsie die Positivit�atsbedingung (2.6), d. h. wir haben eine hinrei
hende Bedingung gefunden.Umgekehrt ist die Positivit�at der KoeÆzienten einer sol
hen Summenentwi
klung au
h not-wendig. Dies kann man si
h an (4.3) plausibel ma
hen: 
� ist das Produkt eines positivenQuadrates mit dem Normierungsfaktor der Zweipunktfunktion des der Partialwelle entspre-
henden Feldes. Ist dieses Feld positiv, so gilt das au
h f�ur dessen Normierungsfaktor undsomit f�ur 
�.Eine andere Herleitung der Notwendigkeit positiver Vorfaktoren benutzt die Tatsa
he, dassPartialwellen konstruktionsgem�a� Eigenfunktionen zu den Casimir-Operatoren Cn der konfor-men Gruppe in der Produktdarstellung auf H2 sind, wenn diese als Di�erentialoperatoren aufdie Koordinaten x1; x2 oder x3; x4 wirken. Die Eigenwerte h�angen von � ab, f�ur den Casimir-Operator C2 zweiter Ordnung etwa sind sie 
2(�) = l(l+d�2)�h(d�h) [Do77℄. F�ur endli
heMengen X2;X3 von Darstellungen � ist der auf Partialwellen wirkende Di�erentialoperatorD = Y�2X2 (C2 � 
2(�)) Y�2X3 (C3 � 
3(�))wohlde�niert und annihiliert in einer Summe aus Partialwellen mindestens diejenigen mit � 2X2 [X3, alle anderen werden mit einem Eigenwert d(�) reproduziert. Dieses hilft uns bei derKonstruktion sol
her Testfunktionen f�ur die Positivit�at (2.6), die vorgegebene Partialwellenpr�ufen. Betra
hten wir n�amli
h zu einer Testfunktion f 2 S+�R2d� die Testfunktion D�f 54Die in [Ma75℄ vorgenommene Aufspaltung von �� in zwei Q�-Anteile resultiert na
h den dortigen In-tegralmanipulationen in einer Summe �uber Residuen eines zu ��+ proportionalen Integranden, �uber den diePositivit�atsaussage gema
ht wird.5D� ist der zu D adjungierte Di�erentialoperator.



4.4. Positivit�at 43und setzen diese in (2.6) ein, so erhalten wir die Bedingung0 � G((D�f)� 
D�f)= G(D�f� 
D�f)= Z ddx1 � � � ddx4G(x1; : : : ; x4) (D�12f�(x1; x2)) (D�34f(x3; x4))= Z ddx1 � � � ddx4 (D12D34G(x1; : : : ; x4)) f�(x1; x2)f(x3; x4)= Z ddx1 � � � ddx4 X�2X 
�d(�)2q�(x1; : : : ; x4)f�(x1; x2)f(x3; x4)= X�2X 
�d(�)2q�(f� 
 f); d(�) = 0 f�ur � 2 X2 [X3:Hierbei wurde benutzt, dass D� mit der �-Operation auf Testfunktionen vertaus
ht (� istja Element der konformen Gruppe O(d + 1; 1)) und Partialwellen symmetris
h bez�ugli
hder Permutation x1; x2 $ x3; x4 sind. Approximieren wir nun mit f eine Summe von Æ-Funktionen wie in Abs
hnitt 2.7, so erhalten wir die dort hergeleiteten Determinantenbedin-gungen. Tats�a
hli
h rei
ht zum Herleiten der Notwendigkeit von 
� � 0 bereits der Spezialfallder 1� 1-Determinante g �s2; (1� s)2� � 0 8s 2 (0; 1)aus Korollar 3.2 und hier speziell der Limes s! 0:0 � X�2X 
�d(�)2q� �s2; (1 � s)2�= X�2X 
�d(�)2sh�l�2� 1Xn;m=0 q�nms2n(2s� s2)m= X�2X 
�d(�)2sh�2� Xm+2n=l 2mq�nm +O(s)! :Hierbei wurde q�nm = 0 f�ur m + 2n < l benutzt. Das f�ur s ! 0 f�uhrende Verhalten isto�enbar dur
h die Partialwelle mit kleinstem h und 
�d(�)2 6= 0 gegeben. W�are nun ein
� < 0, so lie�e si
h dur
h ges
hi
kte Wahl der Mengen X2;X3 die zugeh�orige Partialwellezur im Limes f�uhrenden ma
hen, was aber wegen Pm+2n=l 2mq�nm > 0 (ohne Beweis) diePositivit�atsbedingung verletzte.In [FJ96℄ wird eine �ahnli
he Te
hnik benutzt, um in einem s! 0 verglei
hbaren Limes einenProjektor auf eine irreduzible Darstellung der konformen Gruppe zu erhalten.Vergli
hen mit den Determinantenbedingungen des letzten Kapitels, wel
he jeweils auf ei-ner ganzen Menge von Punkten bzw. konformen Invarianten zu gelten haben, besteht dieserPositivit�atstest aus einer Folge de�nitiver Bedingungen ohne die zus�atzli
he Notwendigkeitder Wahl von Punkten. Man kann si
h diese Bedingungen als komplexe Ausdr�u
ke wie etwaDeterminanten mit di
ht beieinander liegenden Punkten vorstellen, denn dieses w�are die Si-tuation bei Approximation des Di�erentialoperators dur
h einen Di�erenzenoperator. Bevorman jedo
h in der Lage ist, diese Bedingungen zu pr�ufen, muss die Partialwellenentwi
klungerst einmal erhalten werden.



44 Kapitel 4. Konforme Partialwellenentwi
klung4.5 Anwendung4.5.1 Freies FeldBeim freien Feld ist die Partialwellenamplitude laut der angegebenen Literatur einfa
h diekonstante Funktion n2�g(�) = C2�. Die Pole des Integranden sind die einfa
hen Pole desFaktors � ��� h�l2 � im Vorfaktor M�(�) aus (4.17), sie liegen bei h = 2� + l + 2t; t 2 N0 .Es gilt Resh=2�+l+2t � ��� h�l2 � = 2 (�1)t+1t! , somit haben wir na
h dem Residuensatz dieEntwi
klungg(u; v) = C2�u�� Xl22N0 ;t2N0 2(�1)tt! M�([l; h℄)� ��� h�l2 �q[l;h℄(u; v)���h=2�+l+2t= C2� Xl22N0 ;t2N0 2(�1)tt! M�([l; h℄)� ��� h�l2 �ut 1Xn;m=0 q[l;h℄nm un(1� v)m���h=2�+l+2t: (4.20)Wegen der mathematis
h negativen Ri
htung des Integrationsweges kommt hier ein zus�atzli-
hes Vorzei
hen zustande.Gem�a� der Herleitung der Partialwellen gilt diese Formel zun�a
hst nur, falls f�ur alle h = 2�+l+2t die Bedingung h�� =2 Z, � =2 N0 erf�ullt ist. Ansonsten tritt in (4.9) eine Entartung auf,die si
h allerdings ni
ht mit l'Hôpital wie in (A.17) aufkl�aren l�asst, da einige zus�atzli
he Poleund Nullstellen in den Vorfaktoren auftreten. Die einfa
hste Analyse des entarteten Falls istdie Untersu
hung des Entwi
klungskoeÆzienten in (4.20), sie hat als Ergebnis, dass si
h dortalle Pole mit Nullstellen kompensieren und somit f�ur Skalendimensionen h = 2�+ l+ 2t; l 22N0 gar keine Entartung vorliegt: Der KoeÆzient ist na
h einigen Umformungen und unterBer�u
ksi
htigung von l 2 2N0
0lt(�) = 2(�1)tt! M�([l; h℄)� ��� h�l2 ����h=2�+l+2t= 2(h + l � 1)(�)2t (�� �+ 1)2tt!(h� 1)(h� t� �)t(�+ l)tl!(2� + t� d+ 1)t(2� + 2t� d+ 3)l : (4.21)Dabei soll die Unitarit�atss
hranke gelten, also � � � � 1; h � l + 2t + d � 2. Zur weiterenUntersu
hung ist eine Fallunters
heidung angebra
ht: F�ur t = 0 erhalten wir
0l0(�) = 2(h + l � 1)(h� 1)l!(2�� d+ 3)l ; (4.22)was f�ur l 2 2N0 wegen der Unitarit�atss
hranke e
ht positiv und endli
h ist.6 F�ur t > 0 sindzun�a
hst einmal alle geklammerten Terme des Bru
hs ni
htnegativ, der KoeÆzient selbst istsomit ni
htnegativ. Sein Z�ahler hat an der Unitarit�atss
hranke eine zweifa
he Nullstelle f�urd � 4, eine vierfa
he f�ur d = 2. Sein Nenner hat ebenfalls nur an der Unitarit�atss
hranke eineNullstelle und zwar nur f�ur t = 1, n�amli
h eine zweifa
he f�ur d = 2; l = 0, eine einfa
he sonst.In jedem Fall ist der KoeÆzient also endli
h und ni
htnegativ. An der Unitarit�atss
hrankevers
hwindet er f�ur t > 0, ist jedo
h f�ur t = 0 e
ht positiv. Die Partialwellen q� sind f�ur6Ohne den Faktor d�h�2d�h+l�2 in der De�nition von q� h�atten wir an dieser Stelle f�ur � = �� 1; l > 0 einensingul�aren KoeÆzienten und q� = 0.



4.5. Anwendung 45h > �� 1 ebenfalls endli
h, was alle F�alle au�er d = 2;� = 0; l = t = 0 abde
kt. Die einzigetats�a
hli
he Singularit�at in (4.20) gibt es also an der Unitarit�atss
hranke in zwei Dimensionen,was aber zu erwarten ist: Ein masseloses Feld in zwei Dimensionen existiert ni
ht.Die Positivit�at der Entwi
klungskoeÆzienten �uberras
ht ni
ht, denn das freie Feld erf�ulltja die Osterwalder-S
hrader-Positivit�at. Die Unitarit�atss
hranke geht erwartungsgem�a� ganzwesentli
h ein: Einmal sorgt sie f�ur die Unitarit�at h > d�22 ; l = 0 und h > d� 2 + l; l > 0 derPartialwellen (h = 2�+ l + 2t > d� 2 + l + 2t), einmal f�ur die Positivit�at der KoeÆzienten.Die beitragenden � = [l; 2� + l + 2t℄ besitzen na
h dem in 4.2 Gesagten die Interpretationim freien Fall vorhandener Felder (des Feldinhalts), wel
he aus dem freien Feld A gebildetwerden k�onnen und si
h ni
ht als Ableitung eines Feldes darstellen lassen. Der Beitrag [0; 2�℄r�uhrt von :AA : her: So ein Produkt hat gerade die doppelte Skalendimension. Der Beitrag[2; 2� + 2℄ l�asst si
h modulo Ableitungsterme, die die konforme Kovarianz herstellen, mit:��A��A : identi�zieren, denn eine Ableitung �� erh�oht die Skalendimension um 1. :��A��A :l�asst si
h ni
ht als Ableitung s
hreiben. Den Beitrag [0; 2�+2℄ s
hlie�li
h erhalten wir dur
hKontraktion des vorigen, :��A��A : (mod Abl.). Auf diese Weise l�asst si
h jeder Beitrag alsein Produkt zweier mehrfa
her Ableitungen von A verstehen, wobei l + 2t die Gesamtzahlder Ableitungen und t die Anzahl der Kontraktionen ist. Das Vers
hwinden der Beitr�age mitt > 0 an der Unitarit�atss
hranke l�asst si
h vor diesem Hintergrund gut erkl�aren: Dort ist Adas freie, masselose Feld, so dass ����A = 0 gilt. Dann l�asst si
h z. B. der Beitrag l = 0; t = 1als Ableitung s
hreiben,:��A��A : = �� :A��A : � :A����A : = �� :A��A : = 12���� :AA :;so dass er bereits im Beitrag von :AA : enthalten ist. Eine sol
he Betra
htung ist f�ur jedest > 0 dur
hf�uhrbar.Wir sehen an der Entwi
klung (4.20), dass wegen h� l 2 2� + 2N0 nur ganze, ni
htnegativePotenzen von u auftreten. In der Summe m�ussen sie si
h alle aufheben, denn f�ur die freieVierpunktfunktion gilt ja na
h (3.7) g(u; v) = C2� �1 + v���. Dass dem tats�a
hli
h so ist,veri�zieren wir f�ur die ersten Partialwellen in Anhang B mittels Computeralgebra. An dieserStelle wollen wir der Einfa
hkeit halber nur untersu
hen, ob die beiden ersten Terme 2 +�(1� v) in 1 + v�� = 1 + 1Xm=0 (�)mm! (1� v)m = 2 +�(1� v) +O�(1� v)2� (4.23)reproduziert werden. Einen konstanten Term in (4.20) k�onnen wir o�enbar nur f�ur t = n =m = 0 erhalten, q[l;h℄00 ist na
h Lemma 4.1 aber nur f�ur l = 0 von null vers
hieden und hatdann na
h (4.12) und (4.15) den Wert q[0;2�℄00 = 1. Der Entwi
klungskoeÆzient ist na
h (4.22)
000 = 2, so dass der konstante Term der re
hten Seite von (4.20) wie gew�uns
ht 2 ist. EinTerm 1 � v ergibt si
h in (4.20) nur f�ur t = n = 0;m = 1. q[l;h℄01 ist nur f�ur l = 0; 1 von nullvers
hieden. Da nur gerade l beitragen, muss die bereits f�ur den konstanten Term ben�otigtePartialwelle [0; 2�℄ au
h den Term proportional 1 � v liefern. Der KoeÆzient unters
heidetsi
h von dem des konstanten Terms um b[0;2�℄01 (0;0)b[0;2�℄00 (0;0) = �2 , ist also wie gew�uns
ht �.



46 Kapitel 4. Konforme Partialwellenentwi
klung4.5.2 Feld mit We
hselwirkungIm freien Fall l�asst si
h die Vierpunktfunktion (4.23) als eine Potenzreihe in u; 1�v s
hreiben(tats�a
hli
h nur in 1 � v) und somit in Partialwellen mit ganzzahligen u-Exponenten, d. h.h = 2�+ l+2t; t 2 N0 , entwi
keln. Die Potenzreihenentwi
klung der Vierpunktfunktion eineskonformen Feldes mit We
hselwirkung enth�alt dagegen im Allgemeinen ni
htganzzahlige u-Exponenten und ist von der Form [HMR00℄g(u; v) =Xi u
i 1Xn;m=0 ginmun(1� v)m; (4.24)d. h. eine Summe aus Potenzreihen mit Potenzen u
i als Vorfaktoren. Dabei lassen si
h diekritis
hen Exponenten 
i na
h ihrer Abh�angigkeit von der We
hselwirkung in Klassen eintei-len: Ist die St�arke der We
hselwirkung dur
h eine Kopplungskonstante � gegeben, so dass f�ur� = 0 keine We
hselwirkung vorliegt, dann geh�oren alle sol
hen 
i(�) zu einer Klasse, derenTerme nullter Ordnung 
i(0) untereinander ganzzahlige Di�erenzen besitzen.Die Partialwellenentwi
klung einer Funktion g(u; v) der obigen Form muss wegen des Fehlenslogarithmis
her Terme dur
h einfa
he Pole des Integranden zustande kommen, also eine Sum-me von Partialwellen der Form (4.14) sein. Da diese Potenzreihen mit Vorfaktoren uh�l2 ��(�)sind,7 m�ussen si
h die kritis
hen Exponenten in den Skalendimensionen h der auftretendenPartialwellen manifestieren. Jede Klasse kritis
her Exponenten k f�uhrt zu "T�urmen\ von Bei-tr�agen � = [l; 2�(�) + l + 2t+ 2
k +O(�)℄; l 2 2N0 ; t 2 N0 mit �-abh�angigen, so genanntenanomalen Skalendimensionen und einem klassenspezi�s
hen 
k, denn f�ur sol
he � ist der u-Exponent der Partialwellen na
h (4.14) 
klt = 
k + t + O(�), so dass Di�erenzen in nullterOrdnung ganzzahlig sind. Beim freien Feld tritt o�enbar gerade eine sol
he Klasse k mit
k = 0 auf.Wir wollen nun untersu
hen, wie die Partialwellenentwi
klung einer in erster Ordnung in� vorliegenden Vierpunktfunktion obiger Form f�ur die Klasse mit 
k = 0 dur
hzuf�uhrenist. Die Behandlung anderer Klassen l�asst si
h �ahnli
h dur
hf�uhren, wird in dieser Arbeitaber ni
ht ben�otigt. Der wesentli
he Unters
hied besteht darin, dass der freie Anteil derVierpunktfunktion alleine zur Klasse 
k = 0 geh�ort.Bezei
hnet g0�(u; v) den Anteil der Klasse 
k = 0 an der Vierpunktfunktion und g�(�) dessenPartialwellenamplitude, so gilt die Entwi
klungg0�(u; v)�x213x224��(�) = Pl22N0 12�i RCl dh �n�(�)2g�(�)�M�(�)(�)u��(�)q�(u; v)�x213x224��(�)= Pl22N0 ;t2N0 C2�(�);�
lt(�(�); �)u��(�)q�lt(�(�);�)(u; v)�x213x224��(�) ; (4.25)�lt(�; �) = 2� + l + 2t+ 2Ælt�+O��2� :Es geht die Annahme ein, dass im Integranden nur einfa
he Pole bei �lt(�(�); �) auftreten,d. h. die Partialwellenamplitude vers
hiebt die Pole der freien Entwi
klung bei �lt(�(�); 0)7Man bea
hte, dass im Allgemeinen die Skalendimension � des Feldes selbst von der Kopplungskonstantenabh�angt.



4.5. Anwendung 47um einen Term der Ordnung �. Da die Klasse 
k = 0 die freie Vierpunktfunktion enth�alt,muss g0�(u; v) = C2�(�);� �1 + v��(�)�+ sT04� (u; v); sT04� (u; v) = O(�) ;
lt(�; �) = 
0lt(�) +O(�)gelten. Beim Entwi
keln von (4.25) bis zur ersten Ordnung in � ist dann die Glei
hheitder nullten Ordnungen beider Seiten erf�ullt, au�erdem heben si
h auf beiden Seiten all jeneTerme erster Ordnung weg, die vom freien Anteil, d. h. ni
ht vom Entwi
keln von sT04� bzw.
lt(�; �)q�lt(�;�)(u; v) herr�uhren. �Ubrig bleibt mit den Notationen �(�) = � + O(�), hlt =2�+ l + 2t und �lt = [l; hlt℄��� ����=0sT04� (u; v)= u��C2�;0 Xl22N0 ;t2N0 ��
lt�� (�; 0)q�lt(u; v) + 2Ælt
0lt(�) ��h ���h=hltq[l;h℄(u; v)� : (4.26)Da kritis
he Exponenten der Klasse 
k = 0 von der Form n + O(�) ; n 2 N0 sind, lesen wiraus (4.24) f�ur die linke Seite dieser Glei
hung die Entwi
klung��� ����=0sT04� (u; v) = 1Xn;m=0(anm + bnm lnu)un(1� v)m (4.27)ab. Die Aufgabe ist nun, aus den KoeÆzienten anm; bnm die auftretenden Partialwellen ein-s
hlie�li
h der ersten Ordnung ihrer kritis
hen Exponenten bzw. anomalen Dimensionen zubestimmen, d. h. die Gr�o�en 
0lt := �
lt�� (�; 0); Ælt. Dieses l�auft auf einen KoeÆzientenverglei
hin (4.26) hinaus, denn dort ist au
h die re
hte Seite eine Potenzreihe in u; 1� v mit zus�atzli-
hen lnu-Termen, die dur
h das Ableiten der in q� enthaltenen Potenz uh�l2 na
h h zustandekommen. O�enbar handelt es si
h bei diesem KoeÆzientenverglei
h um zwei (unendli
hdimen-sionale) lineare Glei
hungssysteme f�ur 
0lt; Ælt, die si
h allerdings lei
ht auf eine Dreie
ksgestaltbringen lassen und somit systematis
h l�osbar sind. Um dieses einzusehen, stellen wir die Glei-
hungssysteme zun�a
hst einmal auf: Mit der Potenzreihenentwi
klungq�(u; v) = uh�l2 1Xn;m=0 q�nmun(1� v)mergibt der KoeÆzientenverglei
hbnm = C2�;0 Xl22N0 nXt=0 q�ltn�tm
0ltÆlt;anm = C2�;0 Xl22N0 nXt=0 �q�ltn�tm
0lt + 2 ��h ���h=hlt �q[l;h℄n�tm� 
0ltÆlt� :Auf den Indexpaaren (m;n); (l; t) 2 N0 � N0 f�uhren wir eine lexikographis
he Ordnung(m;n) < (p; q) :, (m+ 2n < p+ 2q) _ (m+ 2n = p+ 2q ^ n < q)
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klungein [HPR00℄. Die Indexpaare lassen si
h dann anordnen,(0; 0) < (1; 0) < (2; 0) < (0; 1) < (3; 0) < (1; 1) < (4; 0) < (2; 1) < (0; 2) < : : : ;und eineindeutig dur
h ihre Position ��(m;n)� 2 N0 in dieser Liste angeben. Gilt (m;n) <(l; t), so folgt m+2(n� t) < l oder n < t. In beiden F�allen ist der entspre
hende Summand inden Glei
hungssystemen null, denn im ersten Fall vers
hwindet q�ltn�tm wegen Lemma 4.1, undder zweite Fall tritt ohnehin ni
ht auf, da nur bis n summiert wird. Die mit i = ��(m;n)�; j =��(l; t)� dur
h Qij := q�ltn�tm;Dij := 2 ��h ���h=hltq[l;h℄n�tmde�nierten Matrizen sind somit von unterer Dreie
ksgestalt (Qij = 0; i < j), ferner ist Q in-vertierbar.8 Fassen wir anm; bnm; 
0lt sowie das komponentenweise Produkt 
0ltÆlt entspre
hendals Vektoren auf, so nehmen obige Glei
hungssysteme die einfa
he FormQC2�;0
0Æ = b; QC2�;0
0 = a�DC2�;0
0Æ (4.28)an und lassen si
h sukzessive l�osen:Qv = w , vi = 1Qii 0�wi � i�1Xj=0Qijvj1A :Hierbei ist a priori klar, dass Komponenten mit ungeradem l null sein m�ussen. Beim konkretenDur
hf�uhren einer Entwi
klung kann dies vorausgesetzt oder aber zwe
ks Konsistenzpr�ufungveri�ziert werden. Die L�osung Æ des Glei
hungssystems gibt die erste Ordnung der Skalendi-mensionen h = 2�+l+2t+�Ælt+O��2� an. In Abs
hnitt 6.3.4 wird eine sol
he Untersu
hungdur
hgef�uhrt, in Anhang B wird eine Implementierung der Partialwellenentwi
klung in ersterOrdnung mit einem Computeralgebra-System vorgestellt.Ein wi
htiger und interessanter Punkt bei dieser Entwi
klung ist die Tatsa
he, dass zur Be-stimmung der anomalen Dimensionen in erster Ordnung nur die nullte Ordnung von �(�)bekannt sein muss, also die Skalendimension � des freien Feldes. Zusammen mit diesem �bestimmt die erste Ordnung der trunkierten Vierpunktfunktion alleine die erste Ordnung deranomalen Dimensionen.Es stellt si
h nun die Frage, inwieweit aus dieser KoeÆzientenbestimmung erster OrdnungPositivit�atsaussagen gewonnen werden k�onnen. Kennen wir die KoeÆzienten 
�(�) der Par-tialwellen q�, so muss 
�(�) � 0 gelten, d. h. in erster Ordnung
�(0) + �
0�(0) � 0:Dies ist f�ur 
�(0) > 0 in erster Ordnung stets erf�ullt. Eine Aussage { n�amli
h die Fixierung desVorzei
hens von � { k�onnen wir also nur f�ur sol
he � erwarten, die in nullter Ordnung ni
htbeitragen, d. h. f�ur Felder in der Operatorproduktentwi
klung, die erst bei We
hselwirkung8Die Invertierbarkeit, d. h. Qii = q�lt0l 6= 0, folgt daraus, dass q�(u; v) ohne den Vorfaktor uh�l2 f�ur u = 0proportional zu (1� v)lF �h+l2 ; h+l2 ;h+ l; 1� v� ist [DO01℄.



4.5. Anwendung 49entstehen. Wir wir gesehen haben, wird der Anteil der Klasse 
k = 0 oberhalb der Unita-rit�atss
hranke bereits vollst�andig vom freien Feld ausges
h�opft, 
�lt(0) = C2�;0
0lt > 0. DieSituation 
�(0) = 0 tritt also nur an der Unitarit�atss
hranke (f�ur t > 0) oder bei Beitr�agenmit anderen kritis
hen Exponenten auf, die wir bisher ni
ht betra
htet haben.Uns interessiert daher die erste Ordnung der Entwi
klungskoeÆzienten 
�lt(�) insbesonderean der Unitarit�atss
hranke, wobei wir uns dabei auf d > 2 eins
hr�anken m�ussen, da f�ur d = 2die nullte Ordnung { das freie, masselose Feld { ni
ht existiert. Zun�a
hst einmal ist na
h(4.25)
�lt(�) = C2�(�);�
lt(�(�); �)= C2�;0
0lt + ��
0lt dd� ����=0C2�(�);� +C2�;0��0(0)�
lt�� (�; 0) + �
lt�� (�; 0)��+O��2�= C2�;0
0lt + ��
0lt dd� ����=0C2�(�);� +C2�;0��0(0)�
0lt�� + 
0lt��+O��2� ;wobei �
lt�� (�; 0) = �
0lt�� wegen 
lt(�; �) = 
0lt(�)+O(�) gilt. Die Bestimmung der ersten Ord-nung der Entwi
klungskoeÆzienten erfordert somit zus�atzli
h zur Kenntnis der ersten Ord-nung der trunkierten Vierpunktfunktion die Kenntnis der beiden Gr�o�en �0(0); dd� ����=0C2�(�);�,die die erste Ordnung des freien Anteils einer konformen Vierpunktfunktion vollst�andig fest-legen. F�ur die Positivit�atspr�ufung interessieren aber nur sol
he Beitr�age mit 
0lt = 0, dasKriterium lautet dann ���0(0)�
0lt�� + 
0lt� � 0:Hier tritt nun nur no
h die ni
ht aus der trunkierten Vierpunktfunktion bestimmbare Gr�o�e�0(0) auf. Ihr Vorzei
hen h�angt allerdings mit dem von � zusammen: F�ur endli
hes � muss�(�) > � sein, denn an der Unitarit�atss
hranke existiert na
h Satz 1.2 nur das freie Feld, un-terhalb gar keines. Das Vorzei
hen von �0(0) muss daher mit dem von � �ubereinstimmen, nur�0(0) = 0 ist mit einem unbestimmten Vorzei
hen von � vereinbar. Wie wir in 4.5.1 gesehenhaben, ist 
0lt oberhalb der Unitarit�atss
hranke e
ht positiv und vers
hwindet an der Unita-rit�atss
hranke mit einfa
her Nullstelle f�ur t = 1 und doppelter f�ur t � 2. Es gilt somit �
0l1�� > 0und �
0lt�� = 0; t � 2. Ohne Kenntnis von �0(0) erhalten wir daher die Positivit�atsbedingungen
0lt > 0 ) � � 0; 
0lt < 0 ) � � 0; t � 2;die alle zusammen � � 0, � � 0 oder � = 0 �xieren k�onnen. Diese Bedingung erhalten wirzus�atzli
h f�ur t = 1 nur, wenn �0(0) = 0 gilt.Das hier vorgestellte Verfahren zur Bestimmung der PartialwellenkoeÆzienten in erster Ord-nung �ndet si
h au
h in [HPR00℄, allerdings wurde dort eine m�ogli
he �-Abh�angigkeit desfreien Anteils der Vierpunktfunktion ni
ht ber�u
ksi
htigt, d. h. dort gilt vereinfa
hend �0(0) =0; dd� ����=0C2�(�);� = 0. Die Entwi
klung bis zur ersten Ordnung wurde dar�uberhinaus ni
htkonsequent dur
hgef�uhrt: Erstens wurde die Aufteilung von 
lt(�) in nullte und erste Ord-nung ni
ht explizit angegeben, und zweitens wurde bei der Ableitung von q� nur die f�urdie Logarithmen verantwortli
he Potenz uh�l2 �� ber�u
ksi
htigt, ni
ht jedo
h die h- und da-mit �-Abh�angigkeit der KoeÆzienten der Partialwellen-Potenzreihe. Eine Anwendung der so
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klungerhaltenen Formeln f�uhrt zwar no
h zu den ri
htigen anomalen Dimensionen, aber die KoeÆ-zienten 
0lt(0) werden fals
h bestimmt. Insbesondere tragen Partialwellen mit ungeradem l bei.Da das Verfahren in [HPR00℄ jedo
h ni
ht angewandt wurde, entstanden keine Folgefehler.
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Kapitel 5Anti-de-Sitter-Raum
5.1 MotivationDie Formulierung einer Quantenfeldtheorie mithilfe der Wightman-Axiome, aber au
h vieleandere Zug�ange zur Quantenfeldtheorie setzen als zugrunde liegende Raumzeit den 
a
henMinkowski-Raum voraus. In den Axiomen geht dies ganz wesentli
h ein, etwa in Form derPoin
ar�e-Gruppe als Symmetriegruppe und der Spektrumsbedingung. Wie wir bei der kon-formen Quantenfeldtheorie gesehen haben, ist bei einer Erweiterung der Symmetriegruppeeine Vielzahl neuer Aussagen zur Struktur der Theorie m�ogli
h.Ganz anders wird die Situation dagegen bei einer Reduktion der Symmetriegruppe, n�amli
hwenn man Quantenfeldtheorien auf gekr�ummten Raumzeiten de�nieren und untersu
henm�o
hte. Hier gibt es im Allgemeinen keine sol
hen globalen Symmetrien der Raumzeit, waseine Quantisierung ers
hwert. Ausnahmen bilden Raumzeiten mit konstanter Kr�ummung.Wegen deren hoher Symmetrie lassen si
h dort Untersu
hungen zur Quantenfeldtheorie gutdur
hf�uhren. Eine konstante negative Kr�ummung besitzt der Anti-de-Sitter-Raum, der Ge-genstand dieses Kapitels ist.5.2 GeometrieDer Anti-de-Sitter-Raum der Dimension d + 1 l�asst si
h im d + 2-dimensionalen Raum ein-gebettet als eins
haliges Hyperboloid wie in Abbildung 5.1 de�nieren. Sind n�amli
h im Ein-bettungsraum Rd+2 Koordinaten za; a = 0; : : : ; d + 1 und Metrik � = diag(1;�1; : : : ;�1; 1)gegeben, dann setzen wir AdS1;d := nz ��� �abzazb = 1ound statten AdS1;d mit der induzierten Metrik aus. Der Ri

i-Tensor dieses Raumes ist das�d-fa
he der Metrik, der Kr�ummungsskalar ist somit konstant R = �d(d + 1). Mit derkosmologis
hen Konstanten � = �d ist der Anti-de-Sitter-Raum eine L�osung der Vakuum-Einsteinglei
hungen. Die L�angenskala wurde dabei dur
h die 1 in obiger De�nition gesetzt.53
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Abbildung 5.1: Eins
haliges Hyperboloid AdS1;d
5.3 Quantenfeldtheorie auf AdS1;dF�ur die Quantisierung eines Feldes auf einer gekr�ummten Raumzeit wie AdS1;d sind zweiEigens
haften von ents
heidender Bedeutung: Erstens muss die Raumzeit eine kausale Struk-tur besitzen, d. h. f�ur jeden Punkt eine konsistente Einteilung der Raumzeit in Vergangenheitund Zukunft. Insbesondere d�urfen keine ges
hlossenen, zeitartigen Kurven auftreten. Zweitensmuss die Raumzeit global hyperbolis
h sein, d. h. es muss in ihr eine Cau
hy-Fl�a
he geben, dievon jeder zukunftsgeri
hteten, maximal fortgesetzten Kurve genau einmal ges
hnitten wird.Diese Eigens
haft ist notwendig f�ur die Existenz klassis
her L�osungen zu Feldglei
hungen,wenn Cau
hy-Daten auf der Cau
hy-Fl�a
he beliebig vorgebbar sein sollen. Die klassis
henL�osungen k�onnen sodann in der Quantisierung verwendet werden.Die AdS1;d-Raumzeit besitzt zun�a
hst einmal keine dieser beiden Eigens
haften. Da im Ein-bettungsraum z0 und zd+1 zeitartig sind, sind Kreise parallel zur z0-zd+1-Ebene ges
hlossene,zeitartige Kurven in AdS1;d. Die dur
h Aufs
hneiden des Hyperboloids und periodis
he Fort-setzung gebildete universelle �Uberlagerung CAdS1;d von AdS1;d l�ost dieses Problem, sie istaber na
h wie vor ni
ht global hyperbolis
h [Fr74℄ [AIS78℄. Jedo
h l�asst si
h CAdS1;d kon-form in die H�alfte des statis
hen Einstein-Universums einbetten, wel
hes global hyperbolis
hist. Einer Cau
hy-Fl�a
he im Einstein-Universum entspre
hen dabei zwei getrennte Fl�a
henin AdS1;d. Besitzt die Quantisierung im Einstein-Universum nun sol
he Symmetrien, dass sie�uber AdS1;d faktorisiert, hat man eine Quantisierung f�ur AdS1;d gefunden.
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her Anti-de-Sitter-Raum 555.4 Euklidis
her Anti-de-Sitter-RaumUm den euklidis
hen AdS-Raum als analytis
he Fortsetzung des AdS-Raumes mit Lorentz-Signatur zu erhalten, m�ussen wir in der Metrik des einbettenden Raumes das relative Vorzei-
hen von �00 umkehren. Wir gelangen so zu dem bereits aus Abs
hnitt 3.3 �uber die euklidis
hekonforme Gruppe bekannten Einbettungsraum mit Metrik � = diag(1; : : : ; 1;�1) und de�nie-ren AdSd+1 := nz ��� �abzazb = �1; zd+1 > 0o :Die Invarianzgruppe SO0(d + 1; 1) des umgebenden Raumes operiert auf AdSd+1 als Inva-rianzgruppe der induzierten Metrik. AdSd+1 ist die S
hale des zweis
haligen Hyperboloids,die in den Kegel C aus Abs
hnitt 3.3 einbes
hrieben ist, siehe Abbildung 5.2. An dieserStelle wird bereits die f�ur das n�a
hste Kapitel wi
htige Beoba
htung verst�andli
h, dass derRand des AdSd+1-Raumes die Struktur eines euklidis
hen Raumes hat, auf dem die AdSd+1-Symmetriegruppe SO0(d+1; 1) wie die konforme Gruppe wirkt: Hyperboloid und Kegel tre�ensi
h im Unendli
hen, Strahlen des Kegels sind aber gerade Punkte des euklidis
hen Raumes.
PSfrag repla
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Abbildung 5.2: Kegel C und einbes
hriebenes Hyperboloid AdSd+1In Anlehnung an die stereographis
he Projektion de�nieren wir die folgenden Koordinatenx�; � = 0; : : : ; d auf dem Hyperboloid:x0 := 1z0 + zd+1 2 (0;1); xi := ziz0 + zd+1 2 R; i = 1; : : : ; d: (5.1)Einen Koordinatenpunkt x teilen wir gem�a� x = �x0; x� in seine 0- und i-Komponenten auf(i = 1; : : : ; d).Die Umkehrung der Koordinatenabbildung lautetz0 = 1� (x)22x0 ; zi = xix0 ; zd+1 = 1 + (x)22x0 ; (x)2 := �x0�2 + x2 := dX�=0 (x�)2 :



56 Kapitel 5. Anti-de-Sitter-RaumDamit bestimmen wir die induzierte Metrik g in den Koordinaten x� zu�abdzadzb = �ab��zadx���zbdx� = : : : = 1(x0)2 Æ��dx�dx� = g��dx�dx�) g�� = 1(x0)2 Æ�� ; g�� = �x0�2 Æ�� ; det g = �x0��2(d+1) :Dem Rand fzd+1 = 1g ' Sd des Hyperboloids entspri
ht der Rand fx0 = 0g ' Rd derKoordinaten sowie ein einzelner Punkt bei x0 =1 { dass es si
h dabei tats�a
hli
h um eineneinzelnen Punkt handelt, sieht man am Vers
hwinden der Metrik [Wi98℄. x0 = 1 wird mitx0 = 0; x = 1 identi�ziert. Diese Konstruktion des Randes entspri
ht dem von Penroseeingef�uhrten Begri� des konformen Randes einer Mannigfaltigkeit [PR86℄: Die Metrik derMannigfaltigkeit AdSd+1 ist ~gf2 mit einer endli
hen Metrik ~g = Æ und einer am Rand miteinfa
her Nullstelle vers
hwindenden Funktion f = x0, die Metrik des konformen Randes istdie Eins
hr�ankung von ~g.Da AdSd+1 wie der euklidis
he Raum eine maximale Symmetriegruppe besitzt, l�asst si
h auszwei Punkten genau eine unabh�angige Invariante bilden. Im euklidis
hen Raum ist dies einfa
hder euklidis
he Abstand, f�ur AdSd+1 ist es die L�ange der Sehne im Einbettungsraum: Sindn�amli
h zwei Punkte z; w auf dem Hyperboloid gegeben, so wird ihr Abstand in der Metrik �dur
h die AdSd+1-Symmetriegruppe SO0(d+1; 1) ja gerade ni
ht ge�andert. Wir haben somitdie invariante Sehnenl�ange bzw. ihr Quadrat [CR75℄�(x; y) := (z � w)2 = zaza � 2zawa + wawa = �2� 2zawa = : : := Pd�=0 (x� � y�)2x0y0wobei x; y die AdSd+1-Koordinaten der Punkte z; w auf dem Hyperboloid sind.L�angli
he Re
hnungen ergeben folgende Wirkungen von Di�erentialoperatoren auf das Qua-drat der Sehnenl�ange [CR75℄ [F99C℄:�gx� = 1pg ��pg��� = (1 + d)(� + 2); ������ = �(� + 4):Damit k�onnen wir die Wirkung des d'Alembert-Operators auf Funktionen von � ausre
hnen:�gxf(�) = f 0(�)�gx� + f 00(�)������ = (1 + d)(� + 2)f 0(�) + �(� + 4)f 00(�): (5.2)Zum Abs
hluss dieses Abs
hnitts wollen wir no
h kurz einen Spezialfall des Satzes von Stokesin den x-Koordinaten angeben: Dur
h partielle Integration ergibt si
hZAdSdd+1x (��f)g� = � ZAdSdd+1x f��g� � Z ddx (fg0)���x0=0; (5.3)sofern fg� bei 1 vers
hwindet.5.5 Klassis
he Feldtheorie auf AdSd+1Im Kapitel zur AdS-CFT-Korrespondenz werden wir die Verkn�upfung eines klassis
hen Fel-des auf dem Anti-de-Sitter-Raum mit einem Quantenfeld auf dessen Rand untersu
hen. In
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hnitt wollen wir uns s
hon einmal mit klassis
her Feldtheorie auf AdSd+1 vertrautma
hen. Der Ausgangspunkt ist die euklidis
he WirkungI = ZAdSdd+1xpg�12��'��'+ 12m2'2 + V (')� = ZAdSdd+1xLeines skalaren Feldes ' mit Masse m im Potential V = o �'2�. Wir wollen au
h m2 < 0 zu-lassen, was etwa dadur
h Legitimit�at erh�alt, dass beim AdS-Raum als gekr�ummter Raumzeitbereits implizit eine Masse im Hintergrund vorhanden ist [BF82℄. Die Feldglei
hung erhaltenwir aus dem Prinzip der station�aren Wirkungddx� �L�(��') = �L�' ;deren L�osung die Vorgabe eines Randwerts f f�ur ' erfordert. Die obige Wirkung eingesetztergibt die partielle Di�erentialglei
hung��pg��' = pg �m2'+ V 0(')�, 1pg ��pg��' = m2'+ V 0('), ��g �m2�' = V 0('): (5.4)5.5.1 L�osung der freien Feldglei
hungUm zu sehen, in wel
her Weise ein Randwert vorges
hrieben werden kann, studieren wirnun zun�a
hst das Randverhalten von L�osungen der freien Feldglei
hung (V = 0) in denKoordinaten (5.1) mit der Abk�urzung z = x0:0 =  X� z1+d��z1�d�� �m2!'=  z2�2z + (1� d)z�z + z2 dXi=1 �2i!�m2!':F�urm2 6= 0 ist es o�enbar ni
ht m�ogli
h, einen Randwert f in der naiven Weise '(0; x) = f(x)vorzus
hreiben. Ist ' am Rand z = 0 n�amli
h zweimal stetig di�erenzierbar, so lautet dieGlei
hung dort wegen der z-Vorfaktoren m2' = 0, also '(0; x) = 0. Alternativ k�onnte ' einso singul�ares Verhalten am Rand zeigen, dass die z-Vorfaktoren dur
h �z kompensiert werden.Dann erwartet man aber ni
ht, dass endli
he Werte am Rand errei
ht werden.Diese beiden m�ogli
hen Verhaltensweisen, die wir heuristis
h der Di�erentialglei
hung ent-nommen haben, ergeben si
h quantitativ bei alleiniger Betra
htung der z-Abh�angigkeit:�z2�2z + (1� d)z�z �m2�u(z) = 0:Eine sol
he Di�erentialglei
hung wird dur
h Potenzen z� gel�ost, wobei man dur
h Einsetzendie Bedingung �(�� d) = m2 ) �� = d2 �rd24 +m2; �� +�+ = d



58 Kapitel 5. Anti-de-Sitter-Raumund daraus die allgemeine L�osungu(z) = A�z�� +A+z�+ (5.5)erh�alt (wir nehmen an, dass die Wurzel e
ht positiv ist,m2 > �d24 ). Der +-Anteil vers
hwindetstets am Rand. Der �-Anteil ist dort dominant und vers
hwindet f�ur m2 < 0, nimmt A� anf�ur m2 = 0 und divergiert f�ur m2 > 0.Um einen Randwert f f�ur ' vors
hreiben zu k�onnen, muss also '(z;x)z�� ! f(x) verlangt werden.Wir f�uhren zu einer Wahl � = ���� := d�� = �� ) m2 = �(�� d) = ����ein. Die Vors
hrift f�ur den Randwert wird nun formalisiert:De�nition 5.1 Der Randwert einer Funktion ' : AdSd+1 ! R ist(B�')(x) := limz!0 '(z; x)z�� :Die Abspaltung des Faktors z�� wahrt ni
ht die Symmetrie des Hyperboloids um die zd+1-A
hse. Um ans
hlie�end Bedingungen an Randwerte und Funktionen auf AdSd+1 stellen zuk�onnen, die diese Symmetrie wahren, f�uhren wir no
h folgende zwei Abbildungen ein:De�nition 5.2 (T�f)(x) := �1 + x2��� f(x); f : Rd ! R(Z�h)(x) := �1 + (x)2x0 ��� h(x); h : AdSd+1 ! RDer bei Z� abgespaltene Faktor 1+(x)2x0 ist gerade 2zd+1, Z� wahrt also die Symmetrie um diezd+1-A
hse. Es gilt (T�B�h)(x) = limz!0(Z�h)(z; x).Mit den soeben gewonnenen Einsi
hten in das Randverhalten k�onnen wir nun tats�a
hli
h diefreie Feldglei
hung ��g �m2�' = 0; B�' = f (5.6)l�osen. Dazu wird der Poisson-Kern K�(x; y) (bulk-to-boundary propagator) mit den Eigen-s
haften ��gx �m2�K� = 0; B�K�(�; y) = Æ(� � y)ben�otigt, denn mit ihm kann die L�osung von (5.6) als '(x) = RddyK�(x; y)f(y) angegebenwerden. Der explizite Ausdru
k f�ur K� lautet [Wi98℄De�nition 5.3K�(x; y) = �(�)� d2� ��� d2�  x0�x� y�2 + (x0)2!� =: ��k�(x; y); (5.7)(K�f)(x) := Z ddyK�(x; y)f(y); f : Rd ! R:
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hen K� und dem Quadrat � der Sehnenl�ange gilt der n�utzli
he Zusammen-hang K�(x; y) = �� ��(x; y)y0��� ���y0=0.Do
h unter wel
hen Voraussetzungen an f existiert das Integral, und l�ost K�f wirkli
h diefreie Feldglei
hung? Diese Fragen beantwortet Satz 5.6, f�ur den wir no
h zwei De�nitionenben�otigen:De�nition 5.4 Ein Randwert f : Rd ! R hei�t �-stetig, wenn si
h die Funktion T�f stetigauf die Einpunktkompakti�zierung Rd fortsetzen l�asst. (T�f)(1) = lim�!1(T�f)(�x) 2 Rmuss also unabh�angig von der Wahl der Ri
htung x 6= 0 sein.De�nition 5.5 Eine Funktion h : AdSd+1 ! R hei�t �-stetig, wenn si
h die FunktionZ�h stetig auf AdSd+1 fortsetzen l�asst. Es muss also lim�!0(Z�h) ((�; x)) 2 R existierenund (Z�h)(1) = lim�!1(Z�h) ((�; x)) = lim�!1(Z�h) �(x0; �y)� 2 R unabh�angig vony 6= 0; x; x0 sein.Satz 5.6 Sei f ein �-stetiger Randwert und � > d2 . Dann ist die Funktion ' = K�f �-stetigauf AdSd+1, C1-glatt im Inneren und l�ost die Glei
hungen��g �m2�' = 0; B�' = f:Beweis. Zun�a
hst befassen wir uns mit der Stetigkeit. Mit x = (z; x) gilt(Z�')(x) = ���1 + (x)2z ��� Z ddy  z�x� y�2 + z2!� f(y) (5.8)y 7!zy+x= �� Z ddy �1 + (x)2�d���1 + y2�� f(zy + x)= �� Z ddy (T�f)(zy + x)�1 + y2��  1 + z2 + x21 + �zy + x�2!d�� ; (5.9)wobei T�f stetig auf Rd ist, also insbesondere bes
hr�ankt. Die Formel f�ur Z�' in (5.8) istzun�a
hst nur f�ur z 2 (0;1); x 2 Rd g�ultig, die Formel (5.9) stellt dagegen die stetige Fortset-zung von Z�' auf z 2 [0;1℄; x 2 Rd dar. Um dieses na
hzuweisen, wird eine Majorante desIntegranden ben�otigt. Hierzu muss eine Fallunters
heidung gema
ht werden: Im ersten Fallist � � d. Wegen 1 + (zy + x)2 � 2(1 + y2)(1 + z2 + x2) und der Bes
hr�anktheit von T�fgibt es ein C, so dass der Absolutwert des Integranden f�ur alle z 2 [0;1℄; x 2 Rd dur
h dieintegrable Funktion C (1+y2)��d(1+y2)� na
h oben abges
h�atzt werden kann. Da der Integrand fast�uberall (Ausnahme z =1; y = 0) stetig von z; x abh�angt, ist das aus (5.9) resultierende Z�'�uberall stetig.F�ur die Behandlung des zweiten Falls � < d w�ahlen wir zun�a
hst Z;R > 0. F�ur z < Z; x2 <R2 ist � 1+z2+x21+(zy+x)2�d�� bes
hr�ankt, und wir haben eine Majorante C(1+y2)� des Integranden,



60 Kapitel 5. Anti-de-Sitter-Raumdie f�ur � > d2 (wie vorausgesetzt) integrabel ist. Da Z;R beliebig waren, ist Z�' aus (5.9)f�ur z 2 [0;1); x 2 Rd stetig.Aus der in beiden F�allen vorliegenden Stetigkeit von (5.9) auf [0;1) � Rd k�onnen wir diestetige Fortsetzbarkeit bei 1 s
hlie�en. Es gilt n�amli
h(K�f)(Rx) = �� Z ddy ��(Rx; y)y0��� ���y0=0 (T�f)(y)(1 + y2)��y 7!Ry= �� Z ddy(y2)d ��(Rx;Ry) y0(y)2��� ���y0=0 (T�f)(Ry)(1 + 1y2 )��= Z ddyK�(x; y)(T�f)(Ry)(1 + y2)�� = (K�T�1� R�T�f)(x);wobei wir ausgenutzt haben, dass die Inversion R eine AdSd+1-Symmetrie ist (Vorzei
henum-kehr der z0-Koordinate) und somit � invariant l�asst. Die stetige Fortsetzbarkeit bei 1 folgtdaher aus der bei 0, der Wert dort ist (T�f)(R 0) = (T�f)(1). Das direkte Einsetzen vonz =1 oder x =1 in (5.9) f�uhrt zum selben Ergebnis, (5.9) de�niert somit au
h dort bereitsdie stetige Fortsetzung, obwohl f�ur � < d keine Majorante bei 1 existiert.' hat f als Randwert: In (5.9) d�urfen wir z = 0 einsetzen und erhalten(Z�') ((0; x)) = ��(T�f)(x)Z ddy 1�1 + y2�� = (T�f)(x)oder B�' = f . F�ur die Konvergenz des Integrals wird � > d2 ben�otigt.F�ur die C1-Glattheit betra
hten wir'(x) = �� Z ddy z� �(x� y)2 + z2��� (1 + y2)��d(T�f)(y)f�ur x aus einer vom Rand getrennten Umgebung im Inneren. Das Integral besitzt zu einer sol-
hen Umgebung eine integrable Majorante C(1+y2)�d. F�ur jeden dur
h mehrfa
hes Ableitenna
h z oder x gebildeten Integranden gilt, dass ein weiteres Ableiten na
h z das f�ur ��y��!1f�uhrende Verhalten ni
ht �andert und ein weiteres Ableiten na
h x das f�uhrende Verhalten umeine Potenz "konvergenter\ ma
ht. Somit darf ' beliebig oft, und zwar unter dem Integral,di�erenziert werden. Das Erf�ullen der freien Feldglei
hung folgt dann aus�gx�(x; y)�� (5.2)= ���� (1 + d)(� + 2) + �(�+ 1)�2 �(� + 4)� ���= ���(1 + d)�1 + 2��+�(�+ 1)�1 + 4������und daher f�ur y0 = 0, d. h. � =1�gxk� = (��(1 + d) +�(� + 1)) k� = �(�� d)k� = m2k�: �Dass dieses Verfahren nur f�ur � > d2 anwendbar ist, verwundert ni
ht. Der Fall � < d2 ent-spri
ht der Wahl von �+ als f�uhrendem Randverhalten in (5.5). Da dort aber der �-Term den
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he Feldtheorie auf AdSd+1 61+-Term dominiert, muss der �-Term am ganzen Rand vers
hwinden. Dies ist eine zus�atzli
heRandbedingung, die das Randwertproblem �uberbestimmt und somit im Allgemeinen unl�osbarma
ht. F�ur � > d2 k�onnen wir explizit an der L�osung ' einsehen, dass die analoge Bedingungeines vers
hwindenden +-Terms verletzt ist: Dazu betra
hten wir einen Randwert f , der ineiner Umgebung um x vers
hwindet. Das Randverhalten der L�osung bei x ist dann'(z; x) = �� Z ddy  z�x� y�2 + z2!� f(y) z!0= ��z� Z ddy 1�x� y�2� f(y):z� entspri
ht aber gerade dem +-Term, es werden also beide Terme ben�otigt. Wir nehmendaher f�ur den Rest dieses Kapitels � = �+ > d2 an.Satz 5.7 Sei ' eine L�osung von ��g �m2�' = 0; B�' = f mit m2 < 0. Dann gilt dasMaximumsprinzip max (Z�'�) = max (T�f�) ;wobei � den negativen und positiven Anteil bezei
hnen, g�(x) := max(�g(x); 0). Insbesondereist die L�osung der freien Feldglei
hung eindeutig.Beweis. Wir bestimmen zun�a
hst die Wirkung von �g�m2 auf Z�1� �. Na
h etwas Re
hnungergibt si
hL� := Z� ��g �m2�Z�1�= z20� dX�=0 �2� � 4��1 + (x)2x��� � 4��(�� + 1)(1 + (x)2)2 1A+ (2�� + 1� d)z�z : (5.10)Hat nun � = Z�' ein Maximum bei x im Inneren von AdSd+1, so muss notwendig ��� =0;Pd�=0 �2�� � 0 gelten. Aus (5.10) lesen wir dann0 = (L��) (x) � �4��(�� + 1)� z1 + (x)2�2 �(x)ab. Da aber �� > 0 wegen m2 < 0 gilt, folgt �(x) � 0: � nimmt ein Maximum im Innerennur bei negativen Werten an, somit muss ein positives globales Maximum auf dem Randangenommen werden. Dort hat � aber den Wert T�f . Die Behauptungen folgen. �5.5.2 Perturbative L�osung der Feldglei
hung mit PotentialMit Potential V 6= 0 ergibt si
h die semilineare, elliptis
he partielle Di�erentialglei
hung (5.4)��g �m2�' = V 0('):Belassen wir es au
h mit Potential bei der RandbedingungB�' = f , so k�onnen wir versu
hen,uns iterativ der L�osung zu n�ahern:��g �m2�'0 = 0; B�'0 = f;��g �m2�'n+1 = V 0('n); B�'n+1 = f:



62 Kapitel 5. Anti-de-Sitter-RaumBei hinrei
hend kleinem V 0 erwartet man eine Konvergenz der Folge 'n gegen die L�osungder Feldglei
hung. Die Iteration beinhaltet o�enbar die L�osung der inhomogenen, partiellenDi�erentialglei
hung ��g �m2�' = h; B�' = f;die wir dur
h Abzug der L�osung '0 der freien Feldglei
hung vereinfa
hen k�onnen:��g �m2� = h; B� = 0; ' = '0 +  :Die Green's
he Funktion G�(x; y) (bulk-to-bulk propagator) dieses Randwertproblems muss��gx �m2�G�(x; y) = Æ(x � y)pg ; B�G�(�; y) = 0erf�ullen, dann n�amli
h lautet die L�osung  (x) = RAdS dd+1ypgG�(x; y)h(y). G� kann alsAdSd+1-invariante Funktion zweier Punkte nur vom Quadrat �(x; y) der Sehnenl�ange abh�an-gen und ist explizit dur
hDe�nition 5.8G�(�) = � �(�)�(�)(4�) d+12 �(2�) � 4��� F ��; �; 2�;� 4�� ; � := �� d2 + 12 > 12(G�h)(x) := ZAdSdd+1ypg G�(x; y)h(y); h : AdSd+1 ! Rgegeben [CR75℄ [BL85℄ [F99C℄. Die Analyse der Existenz des Integrals sowie der L�osung derDi�erentialglei
hung ist hier naturgem�a� s
hwieriger als bei K�. Wir untersu
hen nur dieno
h verh�altnism�a�ig einfa
he Frage der Existenz des Integrals:Satz 5.9 Gelte d2 < � < d und folgli
h �� > 0. Sei h eine ~�-stetige Funktion auf AdSd+1mit ~�� > ��. Dann ist die Funktion  = G�h �-stetig auf AdSd+1, und Z� vers
hwindetam Rand. Gilt ~�� > �, so ist  sogar ��-stetig.Beweis. Um die hypergeometris
he Funktion im Propagator abs
h�atzen zu k�onnen, verwendenwir (A.6), F ��; �; 2�;� 4�� = �� + 4� ��� F ��; 2� ��; 2�; 4� + 4� ;und bemerken, dass diese hypergeometris
he Funktion bes
hr�ankt ist: Die hypergeometris
heReihe F (�; �; 
; z) konvergiert auf dem ganzen Einheitskreis f�ur Re(
 � � � �) > 0 [Er53℄,wegen � � � = d�12 > 0 und 0 � 4�+4 � 1 liegt dieser Fall hier vor. Mit geeignetem C1 giltsomit jG�(�)j < C1����(�+4)� . S
h�atzen wir no
h ��h(w; y)�� dur
h C2 � w1+w2+y2� ~�� ab, erhaltenwir insgesamtj(Z� )(z; x)j < C3(1 + z2 + x2)��� Z ddy dw w ~���d�1+�z�����(x� y)2 + (z � w)2���� �(x� y)2 + (z + w)2�� �1 + w2 + y2� ~�� :



5.5. Klassis
he Feldtheorie auf AdSd+1 63Zum Beweis der Stetigkeit bes
hr�anken wir uns auf von 1 getrennte Umgebungen, die Ste-tigkeit bei 1 folgt dann wie oben wegen der Inversionssymmetrie. Auf sol
hen Umgebungenist der Vorfaktor des Integrals bes
hr�ankt. Na
h der Substitution y 7! zy + x folgt1C4 j(Z� )(z; x)j< Z ddy dw w ~������1�y2 + (1� w=z)2���� �y2 + (1 + w=z)2�� �1 + w2 + (zy + x)2� ~��� Z ddy dw w ~������1(y2)���(1 + y2)�(1 + w2) ~�� :Dieses Integral faktorisiert, die Konvergenzbedingungen f�ur die y-Integration lauten d�2� <0 < d�2�+2� = 1 und sind erf�ullt, f�ur die w-Integration lauten sie � ~����� < 0 < ~�����und sind na
h Voraussetzung ebenfalls erf�ullt. Wir haben somit eine von z; x unabh�angige,integrable Majorante gefunden, was die �-Stetigkeit beweist. Das Vers
hwinden am Randz = 0 sehen wir dur
h Einsetzen in die vorletzte Zeile.Da G� ein Randverhalten � z� besitzt, erwartet man von  ni
ht nur eine �-Stetigkeit,sondern sogar eine ��-Stetigkeit. Analoge S
hritte f�uhren zu der Abs
h�atzung1C5 j(Z�� )(z; x)j< Z ddy dw w ~���d�1+��(x� y)2 + (z � w)2���� �(x� y)2 + (z + w)2�� �1 +w2 + y2� ~��� Z ddy dw w ~�����1(y2)���(1 + y2)�(1 + w2) ~�� ;wobei hier y 7! wy + x substituiert wurde. Die Konvergenzbedingungen der y-Integrationhaben si
h o�enbar ni
ht ge�andert, die der w-Integration lauten nun � ~���� < 0 < ~����,was aber nur f�ur ~�� > � erf�ullt ist. Erst dann hat  das na
h der Form von G� erwarteteRandverhalten. �Bemerkung. Die Eins
hr�ankung �� > 0 , � < d , m2 < 0 l�asst si
h heuristis
h gutverstehen. Ist n�amli
h V 0(') = �'p; p > 1 ein Monom, so lautet der z = x0-Anteil derFeldglei
hung am Rande�z2�2z + (1� d)z�z �m2�u(z) = �u(z)p = 
zp�� (1 + o (1)) ;wenn das dominante Randverhalten immer no
h dur
h z�� gegeben sein soll. Die L�osung istu(z) = A�z�� +A+z� + 
p��(p�� � d)�m2 zp�� + : : : ;was nur f�ur p�� > �� , �� > 0 konsistent ist. Allgemein w�are jeder Ansatz zb mit b < 0inkonsistent, das Randverhalten m�usste also singul�arer als jede negative Potenz sein.



64 Kapitel 5. Anti-de-Sitter-RaumSatz 5.10 Sei h eine ~�-stetige Funktion auf AdSd+1 mit ~�� > �� > 0. Dann giltmax jZ�G�hj � C(�; ~�)max ��Z ~�h��mit einer endli
hen Funktion C(�; ~�).Beweis. Zun�a
hst �uberlegen wir uns, dass G� stets ni
htpositiv ist. Dazu wenden wir (A.6)erneut auf die hypergeometris
he Funktion des Propagators an, diesmal aber mit vertaus
htenArgumenten �; � (diese gehen ja symmetris
h in F ein):F ��; �; 2�;� 4�� = �� + 4� ��� F ��; �; 2�; 4� + 4� :Nun sind die Parameter positiv, das Argument liegt im Intervall [0; 1℄. Die hypergeometris
heFunktion ist dann manifest positiv, wegen des zus�atzli
hen Vorzei
hens und der Positivit�atder sonstigen Faktoren ist G� ni
htpositiv. Es folgt die Abs
h�atzungj(Z�G�h)(x)j � �Z� ZAdSdd+1ypg G�(x; y) jh(y)j� �max ��Z ~�h��Z� ZAdSdd+1ypg G�(x; y)� y01 + (y)2� ~��=: max ��Z ~�h��	(x):Na
h Satz 5.9 ist 	(x) stetig auf AdSd+1 und vers
hwindet am Rand. Die von h unabh�angigeFunktion C(�; ~�) := max	ist somit wohlde�niert und endli
h. �Bemerkung. Dur
h Ausre
hnen des Integrals lie�e si
h das globale Maximum von 	 bestim-men. Nehmen wir an, dass der Propagator G� in diesem einen Spezialfall wirkli
h das tut,was er soll, ���g �m2�Z�1� 	� (x) = �� x01 + (x)2� ~�� ;so k�onnen wir im Fall ~�� � �� + 2 ohne Re
hnung eine Abs
h�atzung f�ur das Maximumerhalten. Mit L� aus (5.10) lautet die letzte Glei
hung(L�	)(x) = �Z�� x01 + (x)2� ~�� = �� x01 + (x)2� ~����� :Hat 	 nun bei x im Inneren ein Maximum, so folgt wie in Satz 5.7�� x01 + (x)2� ~����� = (L�	) (x) � �4��(�� + 1)� x01 + (x)2�2	(x)) 	(x) � 14��(�� + 1) � x01 + (x)2� ~������2 � �2 ~�������(�� + 1)��1 :



5.5. Klassis
he Feldtheorie auf AdSd+1 65Diese f�ur ~����� � 2 g�ultige Abs
h�atzung f�ur innere Maxima �ubertr�agt si
h auf ganz AdSd+1,da 	 am Rand vers
hwindet. Es gilt somitC(�; ~�) � �2 ~�������(�� + 1)��1 ; ~�� � �� + 2:Nun ist es ein Lei
htes, die Konvergenz der Folge ('n)n2N0 zu beweisen. F�uhren wir auf derMenge B� der �-stetigen Funktionen auf AdSd+1 die Normkhk� := max jZ�hjein, so wird aus dieser Menge ein Bana
hraum. Es ist zu zeigen, dass es eine abges
hlosseneTeilmenge gibt, auf der die AbbildungT : B� ! B�; ' 7! '0 +G�V 0(')als Kontraktion wirkt, denn dann folgt die Konvergenz aus dem Bana
h's
hen Fixpunktsatz.Satz 5.10 besagt kG�hk� � C(�; ~�) khk ~�. Ist das Potential nun so bes
ha�en, dassV 0 : B� ! B~�; ' 7! V 0 Æ '; ~�� > �� (5.11)gilt und es q 2 (0; 1);M > 0 gibt, so dass f�ur Funktionen '; aus der abges
hlossenenTeilmenge B�(M) := f' 2 B� j k'k� �M g die Abs
h�atzung

V 0(') � V 0( )

 ~� � qC(�; ~�) k'�  k� (5.12)gilt, dann folgt die Kontraktionseigens
haftkT (')� T ( )k� = 

G� �V 0(')� V 0( )�

� � C 

V 0(')� V 0( )

 ~� � q k'�  k� :T ist in diesem Fall insbesondere stetig. Gilt k'0k� � (1� q)M , so f�uhrt T ni
ht aus B�(M)heraus:kT (')k� = 

'0 +G�V 0(')

� � k'0k� + C 

V 0(')

 ~� � (1� q)M + q k'k� �M:Hier wurde V 0(0) = 0 angenommen, was bei �ubli
hen Potentialen zutri�t. Die Bedingungk'0k� � (1 � q)M ist na
h Satz 5.7 aber eine an den Randwert f , n�amli
h max jT�f j �(1� q)M . Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen:Satz 5.11 Gibt es q 2 (0; 1);M > 0, so dass V 0 (5.11), (5.12) erf�ullt, und ist der Randwertdur
h max jT�f j � (1� q)M bes
hr�ankt, so konvergiert die dur
h'0 = K�f; 'n+1 = '0 +G�V 0('n)de�nierte Folge gegen ein ' 2 B�(M), wel
hes die Integralglei
hung ' = '0 +G�V 0(') l�ost.



66 Kapitel 5. Anti-de-Sitter-RaumBemerkung. Da wir uns ni
ht mit der Frage bes
h�aftigt haben, wann G�h di�erenzierbar istund (�g�m2)G�h = h gilt, ist o�en, ob die Folge der 'n gegen eine L�osung der Feldglei
hungkonvergiert. Bei C1-glattem Randwert f ist es aber in Analogie zu den Green's
hen Funktio-nen des Lapla
e-Operators zu erwarten: Die Anwendung von G� wird die Di�erenzierbarkeitum 1 erh�ohen, die Addition des C1-glatten '0 �andert an den Di�erenzierbarkeitseigens
haf-ten ni
hts. Wegen des Erf�ullens der Integralglei
hung folgt dann f�ur ' aus der nullmaligenDi�erenzierbarkeit { n�amli
h der bewiesenen �-Stetigkeit des Grenzwerts { die C1-Glattheitund das Erf�ullen der Feldglei
hung.O�en ist au
h die Frage, ob die L�osung der Feldglei
hung eindeutig ist. Im Allgemeinen giltdieses f�ur ni
htlineare partielle Di�erentialglei
hungen ni
ht.Lemma 5.12 Ein global in eine Taylorreihe entwi
kelbares Potential V = O('p) mit p � 3erf�ullt die Voraussetzungen von Satz 5.11.Beweis. Es ist V 0(') = O�'p�1�, mit ~�� = (p� 1)�� ist (5.11) erf�ullt. F�ur den Na
hweis von(5.12) s
hreiben wirZ ~�(V 0(') � V 0( )) =  Zp�2� 1Xn=1 V (n+1)( )n! ('�  )n�1!�Z�('�  )�:Die na
h Voraussetzung absolut konvergente Summe besteht aus Monomen 'n m mit n+m �p � 2 � 1, so dass sie eins
hlie�li
h Zp�2� f�ur '; 2 B�(M) bes
hr�ankt ist und f�ur M ! 0gegen null geht. Zu jedem q 2 (0; 1) gibt es folgli
h ein M mit

V 0(')� V 0( )

 ~� � qC(�; ~�) k'�  k� :F�ur ein monomiales Potential V (') = �p'p gilt z. B.

V 0(') � V 0( )

 ~� = 




�('�  ) p�2Xn=0'n p�2�n




 ~� � j�j (p� 1)Mp�2 k'�  k� : �Im Falle eines polynomialen Potentials lassen si
h die N�aherungen 'n in einer graphis
henNotation darstellen. Wir betra
hten dazu zun�a
hst den einfa
hsten Fall eines Monoms V (') =�p'p, dann ist 'n dur
h'n(x) = '0(x) + � ZAdSdd+1ypg G�(x; y)'n�1(y)p�1gegeben. Dur
h fortgesetztes Anwenden dieser Vors
hrift k�onnen wir 'n s
hlie�li
h als eineSumme mehrfa
her Integrale �uber Produkte aus G� und K�f s
hreiben. Jeder Term dieserSumme l�asst si
h als ein zusammenh�angender Witten-Graph darstellen. Dabei wird in einemsol
hen Graph der AdSd+1-Raum als eine Kreiss
heibe symbolisiert, die Integrationen werdendur
h Vertizes und Linien angegeben. F�ur jeden Vertex im Kreisinneren wird �uber AdSd+1
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he Feldtheorie auf AdSd+1 67integriert, f�ur jeden Vertex auf dem Kreisrand wird �uber den AdSd+1-Rand mit dem Randwertf vers
hmiert. Eine Linie zwis
hen inneren Vertizes entspri
ht G�, eine vom Inneren zumRand K�. Bei einem 'p-Potential f�uhren jeweils p Linien zu einem inneren Vertex.F�ur V (') = �3'3 ergibt si
h etwa'0(x) = ;'1(x) = + � ;'2(x) = + � + 2�2 + �3und f�ur V (') = �4'4'0(x) = ;'1(x) = + � ;'2(x) = + � + 3�2 + 3�3 + �4 :Dabei entspri
ht der Punkt dem Argument x. Falls das Potential kein Monom, sondern eine
htes Polynom ist, so treten vers
hiedene Vertizes auf.Man kann au
h eine andere L�osungsstrategie verfolgen, die zu einer St�orungsreihe in � f�uhrt.Der Ansatz ' = 1Xn=0 �nn! '(n)f�uhrt beim monomialen Potential dur
h KoeÆzientenverglei
h zu den Glei
hungen��g �m2�'(0) = 0; B�'(0) = f;��g �m2�'(1) = �'(0)�p�1 ; B�'(1) = 0;��g �m2�'(2) = 2(p� 1)�'(0)�p�2 '(1); B�'(2) = 0;: : :



68 Kapitel 5. Anti-de-Sitter-Raummit den L�osungenV (') = �3'3 : '(0)(x) = ; '(1)(x) = ; '(2)(x) = 22 ;'(3)(x) = 2 � 3 + 23 � 3 ;V (') = �4'4 : '(0)(x) = ; '(1)(x) = ; '(2) = 2 � 3 ;'(3)(x) = 2 � 32 + 2 � 33 :Konstruktionsgem�a� enth�alt die n-te iterativ bestimmte L�osungsapproximation 'n alle Ter-me der St�orungsreihe bis zur Ordnung n und dar�uber hinaus no
h (unvollst�andige) h�ohereOrdnungen in �.5.5.3 Bestimmung der station�aren WirkungNa
hdem nun die L�osungen der Feldglei
hung des Variationsproblems zur Wirkung bestimmtwurden, stellt si
h die Frage na
h dem Wert der Wirkung auf diesen L�osungen. Einfa
heheuristis
he �Uberlegungen bez�ugli
h der Konvergenz des Wirkungsintegrals am Rande weisendarauf hin, dass dieser Wert im Allgemeinen ni
ht endli
h ist: Das Einsetzen des Randver-haltens '(z; x) � z�� ; �z' � z���1 f�uhrt zuI(') = ZAdSdd+1xpg�12��'��'+ 12m2'2 + V (')�= Z ddxdz z�(1+d)�12z2� (�z')2| {z }�z2���2+X(�i')2| {z }�z2�� �+ 12m2 '2|{z}�z2�� + V (')| {z }�z>2�� �� Z dz z2���1�d:Die Konvergenz bei z = 0 verlangt aber 2�� � d > 0 , 2� < d, was bereits bei derBetra
htung der L�osbarkeit der freien Feldglei
hung ausges
hlossen werden musste.Es ist aber m�ogli
h, das Wirkungsintegral dur
h Abzug eines Randterms zu regularisieren[KW99℄. Dazu spaltet man zun�a
hst das Randverhalten z�� gem�a�'(z; x) =: z���(z; x)



5.5. Klassis
he Feldtheorie auf AdSd+1 69ab. Die AdSd+1-Wirkung f�ur � lautetI(�) = Z ddxdz z�(1+d)�12z2X(��z���)2 + 12m2(z���)2 + V (z���)�= Z ddxdz z2���1�d�12z2 �(�z�)2 +X(�i�)2�+���z�z�+ 12��(2�� � d)�2 + z�2��V (z���)�= Z ddxdz�z2���1�d�12z2X(���)2 + z�2��V (z���)�+ �z ���2 z2���d�2��:Dies k�onnen wir mit einem neuen "metris
hen Tensor\ h f�ur �,1h�� = z�2
Æ�� ; 
 = 1� 2��d� 1 = 2�� d� 1d� 1 ;in der FormI(�) = Z ddxdz�ph�12������+ z�2�� d+1d�1V (z���)�+ �z ���2 z2���d�2��s
hreiben. Die Wirkung f�ur � setzt si
h somit aus dem �ubli
hen kinetis
hen Term zur Metrikh und einem (allerdings bez�ugli
h der Symmetrien von h ni
ht mehr invarianten) Potentialzusammen, au�erdem gibt es no
h eine Ableitung erster Ordnung. Bei dieser handelt es si
haber um einen Randterm, der bei erf�ulltem Konvergenzkriterium 2�� > d f�ur das Wirkungs-integral am Rand z = 0 vers
hwindet, bei 2�� < d dagegen divergent ist. Die Regularisierungdes Wirkungsintegrals besteht nun darin, diesen Randterm wegzulassen, d. h. von nun an istdie Wirkung dur
hIR(�) = ZAdSdd+1xph�12������+ �x0��2�� d+1d�1 V ��x0��� ���gegeben. Da nur ein Randterm abgezogen wurde, ist die aus der regularisierten Wirkungresultierende Feldglei
hung f�ur � dieselbe wie die urspr�ungli
he f�ur ' na
h der Substitution' = z���.Wir sehen, dass die Situation f�ur 
 = 0 , � = d+12 besonders einfa
h wird: h ist danndie Metrik des 
a
hen Raumes und somit �h der Lapla
e-Operator. Die Feldglei
hung istdie Lapla
e-Glei
hung mit einem ni
htlinearen Zusatz. Dieses �au�ert si
h nat�urli
h au
h imPropagator G�: Abgesehen von z-Potenzen wird aus ihm die �ubli
he Green's
he Funktion desLapla
e-Operators mit der Randbedingung, bei z = 0 zu vers
hwinden.IR ist im freien Fall konvergent f�ur d2 < � < d2 + 1 [KW99℄, was man si
h mit heuristis
hen�Uberlegungen lei
ht plausibel ma
hen kann. Dur
h Anwendung des Satzes von Stokes (5.3)und Ausnutzung der Feldglei
hung l�asst si
h IR auf L�osungen der Feldglei
hung zum Randwertf alsIR(f) = �12 Z ddx (ph��0�)���x0=0 + ZAdSdd+1xpg�V (z���)� 12z���V 0(z���)� (5.13)1h ist zwar ein symmetris
her Tensor zweiter Stufe, l�asst si
h aber im generis
hen Fall ni
ht als metris
herTensor einer Mannigfaltigkeit interpretieren. Der Kr�ummungsskalar w�are am Rand �uberall unendli
h.
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hreiben, woraus im freien FallIR(f) = �� d2 ��� d2� �(�)� ��� d2� Z ddx1 ddx2 f(x1)f(x2)jx1 � x2j2� (5.14)wird [KW99℄. Liegt eine We
hselwirkung V (') = O('p) mit p > 2 und � < �1� 1p� d vor,so wurde bereits gezeigt, dass die Korrekturen zur �-stetigen freien L�osung ��-stetig sindund somit am Rand s
hneller als die freie L�osung vers
hwinden. In diesem Fall wird dasIntegral �uber den Rand in (5.13) bereits korrekt dur
h das f�ur den freien Fall bere
hnete(5.14) bes
hrieben.Wenden wir auf die urspr�ungli
he Wirkung den Satz von Stokes formal an,I(f) = ZAdSdd+1xpg�12��'��'+ 12m2'2 + V (')�= �12 Z ddx (pg'�0')���x0=0 + ZAdSdd+1xpg�12 �m2'2 � '�g'�+ V (')�= �12 Z ddx (pg'�0')���x0=0 + ZAdSdd+1xpg�V (') � 12'V 0(')� (5.15)=: I0(f) + IV (f);wobei ' die L�osung der Feldglei
hung zum Randwert f ist, so k�onnen wir den E�ekt dervorgenommenen Regularisierung o�enbar dadur
h errei
hen, dass (5.14) als Wert f�ur denersten Term I0 in (5.15) genommen, das AdS-Integral IV aber unver�andert �ubernommenwird. Letzteres ist bez�ugli
h der Konvergenz unproblematis
h, sofern f�ur V (') = O('p) dieBedingung � < �1� 1p� d , p�� > d eingehalten wird: V (') � 12'V 0(') l�asst si
h danndur
h C � z1+z2+x2�p�� abs
h�atzen, es folgtjIV (f)j = ������ ZAdSdd+1xpg�V (')� 12'V 0(')������� < C Z ddxdz zp���d�1(1 + z2 + x2)p��� Z ddx 1(1 + x2) d+p��2 :F�ur den letzten S
hritt wurde (A.9) benutzt, was wegen p�� > d legitim ist. Das �ubriggebliebene x-Integral ist konvergent.Die St�orungsreihe f�ur ' f�uhrt zu einer St�orungsreihe f�ur IV (f), wel
he si
h ebenfalls dur
hWitten-Graphen darstellen l�asst. Der Einfa
hkeit halber betra
hten wir wieder ein monomiales
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he Feldtheorie auf AdSd+1 71Potential V (') = �p'p:IV (f) = ��1p � 12� ZAdSdd+1xpg 'p = ��p� 22p ZAdSdd+1xpg 1Xn=0 �nn! '(n)!p= �p� 22p 1Xk=0 �k+1 Xn1+:::+np=k 1n1! � � �np! ZAdSdd+1xpg pYi=1'(ni)= �p� 22p � ZAdSdd+1xpg (K�f)p� �2 p� 22 ZAdSdd+1xpg �(K�f)p�1G� �(K�f)p�1��+O��3� : (5.16)F�ur p = 3 lautet dieses in graphis
her NotationIV = �16� � 12�2 � 32�3 � 23�4 � 4�4 +O��5� ;f�ur p = 4 s
hlie�li
hIV = �14� � �2 � 92�3 � 4�4 � 18�4 +O��5� :In der Entwi
klung der klassis
hen Wirkung als Funktional des Randwerts k�onnen nur Baum-graphen, aber keine S
hleifengraphen auftreten.
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Kapitel 6AdS-CFT-Korrespondenz
6.1 Einf�uhrung1997 wurde von Malda
ena die Vermutung aufgestellt, dass gewisse Supergravitations- undStringtheorien auf dem Produkt eines d+ 1-dimensionalen Anti-de-Sitter-Raumes mit einemkompakten Raum wie Sn �aquivalent zu konform invarianten Quantenfeldtheorien auf demd-dimensionalen Rand des Anti-de-Sitter-Raumes sind [Ma98℄. Die betra
hteten konformenQuantenfeldtheorien waren dabei dur
h den Limes gro�er N von Super-Yang-Mills-Theorienmit Ei
hgruppe SU(N) gegeben. Als zugrunde liegendes Bild mag man si
h den Anti-de-Sitter-Raum als eine approximative L�osung zur Supergravitation nahe des Horizontes einess
hwarzen Lo
hes vorstellen. Der Horizont ist der Rand des Anti-de-Sitter-Raumes, Quanten-felder auf ihm sind na
h der Vermutung �aquivalent oder dual zu Theorien auf dem h�oherdi-mensionalen, umgebenden Raum. Ein sol
hes holographis
hes Prinzip wurde 1993 von 't Hooftmit heuristis
hen �Uberlegungen f�ur Quantengravitationsfelder auf der Plan
k-Skala motiviert:Die Anzahl der Freiheitsgrade innerhalb eines Volumens ist dort an dessen Ober
�a
he undni
ht an das Volumen selbst gekoppelt [Ho93℄.Malda
enas Arbeit lie� ausdr�u
kli
h die genaue und allgemeine Ausformulierung der Kor-respondenzvermutung o�en, bereits kurz na
h deren Ver�o�entli
hung gab es aber Pr�azisie-rungen und Verallgemeinerungen mehrerer Autoren. Witten stellte eine praktikable Korres-pondenzvors
hrift im Euklidis
hen auf, die zu einer dur
h die Partitionsfunktion gegebenenSupergravitations- oder Stringtheorie auf dem Anti-de-Sitter-Raum eine konforme Quanten-feldtheorie auf dessen Rand induziert [Wi98℄, Gubser, Klebanov und Polyakov ma
hten einen�ahnli
hen Ansatz [GKP98℄. Die Witten's
he Vors
hrift l�asst si
h unmittelbar auf den Fall einerQuantenfeldtheorie auf dem Anti-de-Sitter-Raum erweitern. Bemerkenswert ist die Formulie-rung der Korrespondenz in einem bestimmtem Limes, in dem eine klassis
he Stringtheorie aufdem Anti-de-Sitter-Raum mit einer konformen Quantenfeldtheorie verbunden wird [Kl99℄.In der Folge entstand eine Vielzahl vers
hiedenster Arbeiten zu dem Komplex der AdS-CFT-Korrespondenz, von denen viele auf Wittens Korrespondenzvors
hrift mit einer klassis
henTheorie auf der AdS-Seite aufbauen { ni
ht zuletzt da die Vors
hrift in dieser Form gutzum Studium expliziter Modelle geeignet ist. In dieser Arbeit wird diese Formulierung derKorrespondenz ebenso die Grundlage sein und am Beispiel untersu
ht, inwieweit eine klassi-s
he AdS-Theorie eine konforme Quantenfeldtheorie induzieren kann oder ob ni
ht do
h { im73



74 Kapitel 6. AdS-CFT-Korrespondenzstrengen Sinne der Wightman-Axiome { die klassis
he Version der Korrespondenzvors
hriftallenfalls die erste Ordnung einer axiomatis
hen Anforderungen gen�ugenden Vors
hrift seinkann.Fundamental f�ur den holographis
hen Zusammenhang zwis
hen Theorien auf dem Anti-de-Sitter-Raum und konformen auf seinem Rand ist die �Ubereinstimmung der Symmetriegruppenbeider Seiten, beide sind SO0(2; d). In 5.4 wurde dieser Zusammenhang bei der Betra
htungdes d + 2-dimensionalen Einbettungsraumes deutli
h: Dessen homogene Symmetriegruppeoperiert einmal auf dem eingebetteten Hyperboloid als die AdS-Symmetriegruppe, einmalauf den Strahlen des asymptotis
hen Kegels als die konforme Gruppe. Die Strahlen tre�en imUnendli
hen auf den Rand des Hyperboloids.Diese grundlegende Beoba
htung ist rein geometris
her Natur und legt es nahe, das holo-graphis
he Prinzip ni
ht nur zwis
hen Supergravitation oder Stringtheorie auf der einen undQuantenfeldtheorie auf der anderen Seite zu sehen, sondern au
h zwis
hen Theorien glei
henTyps beiderseits. Tats�a
hli
h ist es f�ur sol
he F�alle m�ogli
h, eine Korrespondenz auf mathe-matis
h rigorose Weise zu etablieren:� Ist auf der Anti-de-Sitter-Seite ein Quantenfeld dur
h seine Wightman-Distributionengegeben, so k�onnen unter bestimmten Voraussetzungen aus diesen { im Wesentli
hendur
h Eins
hr�ankung auf den Rand { Wightman-Distributionen eines konformen Quan-tenfeldes gewonnen werden [Be00℄.� Im Rahmen der algebrais
hen Quantenfeldtheorie ist sogar eine e
hte Umsetzung desholographis
hen Prinzips m�ogli
h, d. h. ni
ht nur die Projektion einer AdS-Theorie aufden Rand { die Herstellung des Hologramms, um im Bild zu bleiben {, sondern au
humgekehrt die Rekonstruktion der AdS-Theorie anhand eines niederdimensionalen Ho-logramms der Form einer konformen Theorie [Re00℄. Grundlage dieser algebrais
henHolographie ist die Beoba
htung, dass es eine 1:1-Korrespondenz zwis
hen raumarti-gen AdS-Keilen und Doppelkegeln auf dem Rand gibt, die mit Netzstruktur und Sym-metriegruppe vertr�agli
h ist. Dur
h Identi�kation der auf korrespondierenden Gebietenlokalisierten Observablen gelangt man von einem Netz zum anderen.Im Gegensatz zu der Witten's
hen Korrespondenzvors
hrift setzen diese beiden Vors
hrif-ten keine dur
h eine konkrete Partitionsfunktion, Feldglei
hungen oder �Ahnli
hes gegebeneTheorie auf der AdS-Seite voraus, sondern nur die als fundamental anzusehende G�ultigkeit derjeweiligen Axiome. Diese �ubertr�agt si
h in beiden F�allen auf die Theorie der CFT-Seite. Of-fen bleibt dabei nat�urli
h das grunds�atzli
he Problem, �uberhaupt ni
httriviale, den Axiomengen�ugende Theorien f�ur die Anwendung der Holographie zu �nden.Dass die algebrais
he Holographie eine nat�urli
he 1:1-Korrespondenz herstellt, muss betontwerden. Die Korrespondenz in beiden Ri
htungen liegt in der Intention von Malda
enas Ar-beit, wird aber in den meisten Folgearbeiten zum Thema auf die Projektion reduziert. Dabeiist das Erstaunli
he ja gerade die Rekonstruktion einer h�oherdimensionalen Theorie aus einerniederdimensionalen, in diesem Fall die Reduktion der Freiheitsgrade einer AdS-Theorie aufdie einer konformen Feldtheorie des Randes. Dies erst re
htfertigt den Begri� der Holographie.



6.2. Korrespondenz �uber Funktionale 756.2 Korrespondenz �uber FunktionaleDie Witten's
he Vors
hrift stellt die (Projektionsri
htung der) Korrespondenz �uber die Iden-ti�kation zweier Funktionale her. Man beginnt mit der Partitionsfunktion Z(f) einer euklidi-s
hen AdS-Theorie, wobei die auf dem Rand de�nierte Funktion f den Randwert des Feldes' der Theorie in einer zu spezi�zierenden Weise vorgibt [Wi98℄. Im einfa
hen Fall ist dieAdS-Theorie eine klassis
he, so dass Z(f) = e�I(') (6.1)mit der klassis
hen Wirkung I(') der Theorie gilt. ' ist hierbei L�osung der klassis
hen Feld-glei
hungen mit Randwert f , d. h. station�arer Punkt der Wirkung. Sollte die klassis
he Theo-rie keine ad�aquate Korrespondenzvors
hrift ergeben, so s
hl�agt Witten die Einbeziehung vonString- oder Quantenkorrekturen vor, ohne Genaueres anzugeben. Man kann etwa an dieErweiterung von (6.1) zu einem Funktionalintegral denken,Z(f) = Z D� e�I(�)Æ (��� f) ;wobei Æ (��� f) die Integration auf sol
he � eins
hr�ankt, die den Randwert f in de�nierterWeise � annehmen.Die AdS-Symmetrie der Wirkung hat zur Folge, dass Z(f) als Funktional auf den Rand-werten f die Symmetrie eines erzeugenden Funktionals S(f) f�ur S
hwinger-Funktionen eineskonformen Quantenfeldes besitzt. Der Witten's
he AnsatzS(f) != Z(f)Z(0) , DeA(f)E != 1Z(0) Z D� e�I(�)Æ (��� f) (6.2)ist daher naheliegend. 
eA(f)� meint dabei den ins Euklidis
he fortgesetzten Vakuumerwar-tungswert von eA(f) mit dem Wightman-Feld A.An dieser Stelle ist es angebra
ht, si
h an die im strengen axiomatis
hen Rahmen g�ultigeKorrespondenzvors
hrift [Be00℄ f�ur Wightman-Distributionen zu erinnern. O�en blieb dabeidie Herkunft der Wightman-Distributionen des AdS-Quantenfeldes. Eine �ubli
he Methodezur Konstruktion der S
hwinger-Funktionen ist die in 2.4 vorgestellte �uber das erzeugendeFunktional (2.2). Setzen wir f�ur das Ma� d�(�) wie �ubli
h 1ZD� e�I(�) an mit geeigneterNormierung Z, so erhalten wir als erzeugendes Funktional f�ur das AdS-Feld BSAdS(F ) = DeB(F )E = 1Z Z D� e�I(�)e�(F ): (6.3)Erf�ullt das hierdur
h de�nierte Feld B alle Wightman-Axiome, so stellt die Eins
hr�ankungSAdS(F ) auf den Rand na
h [Be00℄ ein erzeugendes Funktional f�ur die S
hwinger-Funktioneneines konformen Quantenfeldes A dar. Die Eins
hr�ankung auf den Rand erfolgt dur
h dieEins
hr�ankung des Tr�agers von F auf den Rand unter Ber�u
ksi
htigung des bereits aus 5.5bekannten singul�aren Randverhaltens, F � Æ�AdS � f , und l�auft auf die Ersetzung von �(F )dur
h ��(f) in (6.3) hinaus. Mithin legt die quantenfeldtheoretis
he Betra
htung statt (6.2)die Korrespondenzvors
hriftS(f) = DeA(f)E = 1Z Z D� e�I(�)e��(f) (6.4)



76 Kapitel 6. AdS-CFT-Korrespondenznahe. Der Verglei
h beider Vors
hriften zeigt, dass das stringtheoretis
h motivierte Vors
hrei-ben von Randwerten in (6.2) modulo eines i-Faktors gerade zum fouriertransformierten Funk-tional vom quantenfeldtheoretis
h motivierten (6.4) f�uhrt. Von letzterem wissen wir, dass eseine vern�unftige Vors
hrift liefert. Es stellt si
h daher die Frage, ob das au
h no
h na
h Fou-riertransformation gelten kann. In [DR02℄ wurde eine Antwort auf diese Frage gegeben: BeideFunktionale de�nieren tats�a
hli
h Graph f�ur Graph der St�orungsreihe dieselbe Theorie, so-fern das Randverhalten der �, �uber die integriert wird, in (6.2) in der Notation von 5.5 dur
hz�� und in (6.4) dur
h z�;� > d2 festgelegt ist. Vor diesem Hintergrund wird verst�andli
h,warum die auf den ersten quantenfeldtheoretis
hen Bli
k ni
ht manifest positive Vors
hrift(6.2) ein Funktional S(f) erzeugt, dessen n-Punkt-Funktionen beim genauen Studium vielevern�unftige Eigens
haften aufweisen.6.2.1 Klassis
he N�aherungEs soll nun der Witten's
he Ansatz in der klassis
hen Version n�aher beleu
htet werden. Wiebereits bes
hrieben stellt dieser die AdS-CFT-Korrespondenz her �uber die Identi�kationS(f) = e�I('); �' = f; I(') station�ar:Es soll dabei nur eine L�osung des Prinzips der station�aren Wirkung geben, oder wenigstenssollte S(f) f�ur alle m�ogli
hen L�osungen glei
h sein. Mit (2.4) kann das erzeugende Funktio-nal der trunkierten S
hwinger-Funktionen einfa
h als das Negative der Wirkung ges
hriebenwerden, ST (f) = �I('): (6.5)Die mathematis
hen Grundlagen zur Bestimmung einer Wirkung eines skalaren Feldes ' derForm I(') = ZAdSdd+1xpg�12��'��'+ 12m2'2 + V (')�auf L�osungen der Feldglei
hung zum Randwert f wurden bereits in 5.5 gelegt. Der Randwert-operator � ist B�, wobei �(� � d) = m2 gilt. Werden L�osungen im Raum zweimal stetigdi�erenzierbarer Funktionen verlangt, so muss d2 < � < d gelten, in anderen F�allen gibt eskeine sol
hen L�osungen. Mithilfe von Legendre-Transformationen kann man eine Erweiterungdes �-Berei
hs vornehmen [KW99℄, oder aber man betra
htet die f�ur den zul�assigen Berei
hgewonnenen n-Punkt-Funktionen mittels analytis
her Fortsetzung f�ur allgemeines �.6.2.2 Skalare ZweipunktfunktionNa
h 5.5.3 ist der im Randwert f bilineare Anteil des Wirkungsfunktionals na
h Regularisie-rung dur
h (5.14) gegeben, woraus si
h gem�a� (6.5) die ZweipunktfunktionST2 (x1; x2) = 2� d2 ��� d2� �(�)� ��� d2� 1jx1 � x2j2�ergibt. Wir sehen, dass dies die Form einer Zweipunktfunktion eines konformen Feldes hat,wobei die Skalendimension � na
h 5.5 mit der Masse des AdS-Feldes �uber �(� � d) = m2zusammenh�angt. Im Allgemeinen ist � weder ganzzahlig no
h kanonis
h.



6.2. Korrespondenz �uber Funktionale 77Der Normierungsfaktor C� ist oberhalb der Unitarit�atss
hranke positiv mit einer doppeltenNullstelle bei � = d2 { ein Fall, der bei dieser Form der AdS-CFT-Korrespondenz ohnehinausges
hlossen werden muss.6.2.3 Skalare VierpunktfunktionF�ur sp�atere Anwendungen ist es n�utzli
h, die aus vier Propagatoren K� mit vers
hiedenen� gebildete Vierpunktfunktion zu bestimmen. Mit den Abk�urzungen x0 = (z; x0); xij =xi � xj ;� =P4i=1�i bere
hnet man
D�1�2�3�4 (x1; x2; x3; x4) = �1x1 �2x2 �3 x3�4x4= ZAdSdd+1x0pg 4Yi=1 k�i(x0; xi)= Z ddx0 dz z��d�1 4Yi=1 �z2 + x20i���i= �(�)Q�(�i) Z ddx0 dzY�d�i ��i�1i � Æ (1�P�i) z��d�1�P�i �z2 + x20i���(A.9);P�i=1= � ���d2 ; �+d2 �2Q�(�i) Z ddx0 Y�d�i ��i�1i � Æ (1�P�i) �P�ix20i���+d2= � ���d2 ; �+d2 �2Q�(�i) E(x1;�1; : : : ; x4;�4): (6.6)E ist explizit in (A.13) gegeben, wobei dort im entarteten Fall �3 + �4 � �2 2 Z (A.17)Anwendung �ndet. Dieser Fall enth�alt etwa �1 = �2;�3 = �4 = �1 � k; k 2 Z sowie�1 = �3;�2 = �4 und �1 = �4;�3 = �4.Da E4(�i; u; v) in (A.15) als Potenzreihe in u; 1�v mit der Potenz u�3 als Vorfaktor gegebenist, sind ebenso s�amtli
he skalaren Vierpunktfunktionen als Potenzreihen mit KoeÆzientenEnm gegeben. Im entarteten Fall treten zus�atzli
he lnu-Terme sowie Ableitungen der Enmauf.Sol
he und �ahnli
he Darstellungen skalarer Vierpunktfunktionen wurden von mehreren Auto-ren erhalten, umfangrei
he Darstellungen �nden si
h etwa in den Arbeiten [F99A℄ { [F99D℄.Dort werden allgemeinere Vierpunktfunktionen bere
hnet, deren Diagramme ni
ht nur ausskalaren Linien bestehen, sondern au
h aus tensoriellen wie etwa Ableitungen. Sie lassen si
haber auf Summen skalarer Vierpunktfunktionen zur�u
kf�uhren.6.2.4 �Ubergang zum FunktionalintegralVon der klassis
hen Version der AdS-CFT-Korrespondenz kann man realistis
herweise nurerwarten, dass sie allenfalls eine erste N�aherung einer aus quantenfeldtheoretis
her Si
ht halt-baren Korrespondenz liefert. Ohne Re
hnung k�onnen wir dies f�ur einfa
he AdS-Modelle wie



78 Kapitel 6. AdS-CFT-Korrespondenzeine skalare 'p-Theorie mit p > 4 aus dem Satz 1.1 von Baumann s
hlie�en: Da das klas-sis
he Wirkungsfunktional nur Baumgraphen in seiner Entwi
klung besitzt, hat ein sol
herGraph mindestens p Linien an den Rand. F�ur p > 4 wird daher die trunkierte Vierpunkt-funktion ST4 = 0 induziert, was na
h Satz 1.1 nur mit einem verallgemeinerten freien Feldvertr�agli
h ist. Das liegt aber ni
ht vor, da es h�ohere und ni
ht vers
hwindende trunkierteS
hwinger-Funktionen wie etwa STp gibt.Ein konformes Quantenfeld mit allen erforderli
hen Eigens
haften wird m�ogli
herweise na
hdem �Ubergang zum Funktionalintegral,Z(f) = Z D� e�I(�)Æ (��� f) ;induziert, selbst wenn die klassis
he N�aherung ni
ht diese Eigens
haften aufweist. Genaugenommen m�ussten wir im Funktional ja no
h ~ s
hreiben,Z~(f) = Z D� e�~�1I(�)Æ (��� f) ;der klassis
he Limes ist dannZC(f) = lim~!0 (Z~(f))~ = e�min��=f I(�):Bei diesem Grenzprozess �ubertragen si
h f�ur ~ > 0 vorhandene Eigens
haften von Z~ wie etwadie Positivit�at ni
ht automatis
h auf den Grenzwert ZC , da no
h mit ~ potenziert werdenmuss. Nat�urli
he Potenzen erzeugender Funktionale wahren na
h Abs
hnitt 2.4 die Positivit�at,jedo
h ni
ht beliebige Potenzen wie ~! 0.Die Vors
hrift, wie das Funktionalintegral auszure
hnen ist, wird eine Renormierung erfor-dern. Formal beginnt man damit, den Exponenten um die L�osung der freien Feldglei
hungoder um die (klassis
he) L�osung der tats�a
hli
hen Feldglei
hung zu entwi
keln und die In-tegration so auf Gau�'s
he Integrationen zur�u
kzuf�uhren. Das Resultat werden zus�atzli
heS
hleifengraphen in der Entwi
klung des Funktionals sein, wie sie in den Abbildungen 6.1,6.2 zu sehen sind.PSfrag repla
ements1pupvz0z1zd+1Abbildung 6.1: S
hleifenkorrekturen zu Zwei- und Vierpunktfunktion bei '3-PotentialBisher gibt es kaum Arbeiten, die si
h mit der De�nition des Funktionalintegrals oder dem Be-stimmen der resultierenden n�a
hsth�oheren Ordnungen befassen. In [HMR00℄ wird der "AdS-Box-Graph\ aus Abbildung 6.1 im Hinbli
k auf seine kritis
hen Exponenten untersu
ht, in[Jo02℄ wird formal das korrekte Transformationsverhalten der Graphen aus Abbildung 6.2veri�ziert.



6.3. '4-Modell 79PSfrag repla
ements1pupvz0z1zd+1Abbildung 6.2: S
hleifenkorrekturen zu Zwei- und Vierpunktfunktion bei '4-Potential6.3 '4-ModellWir wollen nun am einfa
hen Beispiel des klassis
hen AdS-'4-Modells die via Korrespon-denz induzierte konforme Feldtheorie hinsi
htli
h ihrer quantenfeldtheoretis
hen Eigens
haf-ten pr�ufen. Das Potential ist V (') = �4'4, �uber (6.5) liefert uns (5.16) mit p = 4 das erzeu-gende Funktional f�ur die trunkierten S
hwinger-Funktionen.6.3.1 VierpunktfunktionDer Beitrag in (5.16) zur Vierpunktfunktion ST4 ist o�enbarST4 (f
4) = 4!�4 ZAdSdd+1xpg (K�f)4) ST4 (x1; x2; x3; x4) = 6� ZAdSdd+1x0pg 4Yi=1K�(x0; xi)= 6��4�D���� (xi) :Es liegt der entartete Fall (A.22) von D vor,D���� (xi) = ��� �2�� d2�2�(�)4 1�x212x234��� dd�3 ����3=��E2(�;�3; u; v) �E2(�3;�; u; v)�= ��� �2�� d2�2�(�)4 � ���3 � ���1� ����i=�E2(�1;�3; u; v)�x212x234�� : (6.7)Aus der Potenzreihenentwi
klung (A.21) von E2 folgt die von D����:D���� (xi) = ��� �2�� d2�2�(�)4 1�x213x224��� 1Xn;m=0� dd�3 � dd�1 � lnu� ����i=�Enm(�3;�3;�1;�1)un(1� v)m: (6.8)



80 Kapitel 6. AdS-CFT-Korrespondenz6.3.2 Positivit�atsuntersu
hungDa nun die Vierpunktfunktion in expliziter Form vorliegt, stellt si
h die Frage na
h derPositivit�at (2.6). Das Korollar 3.7 liefert eine einfa
h zu testende notwendige Bedingung, diebesonders s
harf im Limes u; 1 � v ! 0 wird. In diesem Limes k�onnen wir aufgrund derPotenzreihenentwi
klung (6.8) die volle Vierpunktfunktion eins
hlie�li
h des freien Anteils1 + v�� s
hreiben alsg(u; v) = A+B lnu+O(u lnu) +O((1� v) lnu) (6.9)mit B � �E00(�;�;�;�); E00(�;�;�;�) 6= 0. Bereits diese re
ht allgemeine Form rei
htzur Widerlegung der Positivit�at:Lemma 6.1 Sei g eine konforme Vierpunktfunktion der Form (6.9) mit B 6= 0. Dann ist dieOsterwalder-S
hrader-Positivit�at verletzt.Beweis. Mit den Bezei
hnungen aus Korollar 3.7 w�ahlen wirs11 = "; t11 = 1� "; s22 = 4"; t22 = 1� 4"; s12 = 2"; t12 = 1:Diese konformen Invarianten erf�ullen f�ur hinrei
hend kleines " > 0 die Bedingungen desKorollars, wie man lei
ht einsieht. Das Korollar formuliert nun eine Bedingung an die Funktionh(u; v) = u�g(u; v), die f�ur g umges
hriebeng �s211; (1� s11)2� g �s222; (1 � s22)2� � � s212s11s22�2� ��g �s212; t212���2lautet. Der Vorfaktor der re
hten Seite ist hier einfa
h 1. Es gilt 1� vij = 1 � t2ij = O("), sodass si
h die Unglei
hung unter Benutzung von (6.9) zu(A+ 2B ln "+O(" ln ")) (A+ 2B ln 4" +O(" ln ")) � (A+ 2B ln 2"+O(" ln "))2vereinfa
ht. Benutzen wir nun no
h ln " O(" ln ") = o (1) ; (O(" ln "))n = o (1) ; n = 1; 2, soergibt si
h (A+ 2B ln ")(A+ 2B ln 4") � (A+ 2B ln 2")2 + o (1), (A+ 2B ln ")(A + 2B ln "+ 4B ln 2) � (A+ 2B ln "+ 2B ln 2)2 + o (1), (A+ 2B ln "+ 2B ln 2)2 � (2B ln 2)2 � (A+ 2B ln "+ 2B ln 2)2 + o (1), �(2B ln 2)2 � o (1) :Da die re
hte Seite aber f�ur " ! 0 beliebig klein wird, ist diese Bedingung f�ur ein endli
hes" > 0 verletzt. �Da f�ur � 6= 0 der KoeÆzient B von null vers
hieden ist, liefert die AdS-CFT-Korrespondenzmit einer klassis
hen '4-Feldtheorie auf dem AdS-Raum folgli
h keine n-Punkt-Funktionen,die si
h als zu einem Quantenfeld im Rahmen der Wightman-Axiome geh�orend interpretie-ren lassen. Das Auftreten logarithmis
her Terme ist aber ein generis
hes Verhalten klassi-s
her AdS-Vierpunktfunktionen, so dass allgemein die induzierte konforme Feldtheorie keinevern�unftige Quantenfeldtheorie sein wird. Es grenzte ja au
h ein Wunder, wenn es mit einerso einfa
h de�nierbaren klassis
hen Feldtheorie m�ogli
h w�are, auf ebenso einfa
hem Wege eineQuantenfeldtheorie zu generieren, wo letzteres do
h in den letzten Jahrzehnten viel Kopfzer-bre
hen bereitet hat.



6.3. '4-Modell 816.3.3 Deutung der LogarithmenNa
hdem wir nun die logarithmis
hen Terme als Ursa
he f�ur die Positivit�atsverletzung aus-gema
ht haben, k�onnen wir uns fragen, ob diese Terme beim �Ubergang zu einer Quantenfeld-theorie auf dem AdS-Raum vers
hwinden. Der �Ubergang erfordert die Ber�u
ksi
htigung vonS
hleifengraphen bei der Bestimmung der Vierpunktfunktion. Sol
he Graphen sind von h�ohe-rer Ordnung K in � (jeder innere Vertex liefert ja einen Faktor �) und enthalten au�erdemh�ohere Potenzen von lnu [HPR00℄, sind also von der Form�K KXk=0(lnu)k 1Xn;m=0 aknmun(1� v)m:Die Summe aller zur Vierpunktfunktion beitragenden Graphen ist demna
h von der Formg(u; v) = 1XK=0(lnu)K 1Xn;m=0GKnm(�)un(1� v)m; gKnm(�) = O��K� :Bei einer sol
hen Summe gibt es im g�unstigen Fall die M�ogli
hkeit, die Logarithmen �ahnli
hwie in 1XK=0 �KK! (lnu)K = u�zu �-abh�angigen Potenzen aufzusummieren. Das Resultat wird dann eine Summe aus Po-tenzreihen mit vers
hiedenen sol
hen u-Potenzen als Vorfaktoren sein, wie wir sie bereits inAbs
hnitt 4.5.2 kennen gelernt haben:g(u; v) =Xi u
i(�) 1Xn;m=0 ginm(�)un(1� v)m:Diese Summe hat die Chan
e, Osterwalder-S
hrader-positiv zu sein, selbst wenn keine einzigeder Partialsummen der St�orungsreihe in � diese Eigens
haft f�ur kleine � besitzt. Das istanalog zu obigem Beispiel: Nat�urli
h gilt u� > 0 f�ur jedes u > 0, aber f�ur jede ungeradePartialsumme der linken Seite gibt es ein u, so dass sie negativ wird.Die �-abh�angigen u-Potenzen u
i(�) k�onnen mithilfe der Partialwellenentwi
klung gem�a� Ab-s
hnitt 4.5.2 als von anomalen Skalendimensionen herr�uhrend interpretiert werden. Dies er-laubt uns, von der Warte der Partialwellen aus in umgekehrter Ri
htung einzusehen, woher dielogarithmis
hen Terme kommen. Tritt n�amli
h in der Partialwellenentwi
klung eine anomaleSkalendimension auf, hat also die Partialwellenamplitude g�(�) einen einfa
hen Pol bei einem�-abh�angigen � = [l;H(�)℄, dann l�asst si
h die Amplitude in einer Umgebung um diesen Polals g�([l; h℄) = f(�; h)h�H(�) ; f(�;H(�)) 6= 0s
hreiben und besitzt die Entwi
klungg�(�) = f(�; h)h�H(0) 1Xk=0�H(�)�H(0)h�H(0) �k :Hier treten nun bei h = H(0) Pole jeder Ordnung k+1 auf, wobei zu einem Pol der Ordnungk + 1 wegen H(�) � H(0) = O(�) die Ordnung k in � geh�ort. Na
h Ausf�uhren der Parti-alwellenintegration mittels Residuensatz erhalten wir dann wegen des n�otigen Ableitens die(lnu)k-Terme der Ordnung �k zur�u
k, die Ausgangspunkt dieser �Uberlegungen waren.



82 Kapitel 6. AdS-CFT-Korrespondenz6.3.4 Partialwellenentwi
klungNa
h Abs
hnitt 4.5.2 k�onnen wir mit der ersten Ordnung der trunkierten VierpunktfunktionAussagen �uber die erste Ordnung der bei der tats�a
hli
hen Vierpunktfunktion auftretendenanomalen Dimensionen erhalten. Wi
htig ist dabei, dass die erste Ordnung der Zweipunkt-funktion, d. h. eine Korrektur der Skalendimension � des Feldes, ni
ht ben�otigt wird. DerenBere
hnung erforderte bereits die Bestimmung eines S
hleifengraphen, sofern ni
ht aus ande-ren Gr�unden eine perturbative Korrektur zur Zweipunktfunktion ausges
hlossen werden kann(etwa dur
h non-renormalization-Theoreme [F99A℄ [F99C℄).Die Vierpunktfunktion ist von der Form (4.27), d. h. alle kritis
hen Exponenten sind von derKlasse 
k = 0. Die Dur
hf�uhrung der Partialwellenentwi
klung mit dem in 4.5.2 bes
hriebenenVerfahren mittels Computeralgebra zeigt, dass si
h nur Partialwellenbeitr�age mit l = 0 inerster Ordnung �andern. Diese Einsi
ht erlaubt uns, die Partialwellenentwi
klung ges
hlossenvorzunehmen, denn l = 0-Partialwellen liegen in beliebigen Dimensionen d in ges
hlossenerForm vor. Aus (4.9) und (4.15) erhalten wir mit z = ut(1+t)(1+vt)q[0;h℄(u; v) = m(h)�(h � �+ 1)E2�h2 ; d� h2 ; u; v� ; (6.10)m(h) = �(h)� �h2 �4 ;�(h��+1)E2�h2 ; d� h2 ; u; v� = 1Z0 dtt ��h2�2 z h2F �h2 ; h2 ;h��+1; z� :Die zu entwi
kelnde Funktion hat na
h (6.7) und (A.20) eine �ahnli
he Form: Mit dem Nor-mierungsfaktor s� = 6�(2�� d2 )� 32 d�(�� d2 )4 giltdd� ����=0sT4�(u; v) = s�u��� ���3 ����3=� � ����E2(�;�3; u; v)= s�u��� dd�3 ����3=� � dd�� 1Z0 dtt �(�)2�(���3 + 1)z�F (�;�;���3 + 1; z):Dabei kann dieses E2 dur
h eine Summe der E2 aus q[0;h℄(u; v) dargestellt werden:E2(�;�3; u; v) = 1Xt=0 at(�;�3)q[0;2�+2t℄(u; v);at(�;�3) = (� +�3 � �)tm(2� + 2t)�(���3 + 1 + t)(2� + t� �)tt! :Dies beweisen wir dur
h KoeÆzientenverglei
h im Integranden. Der KoeÆzient von z�+n der



6.3. '4-Modell 83linken Seite ist en = �(�+n)2�(���3+1+n)n! , der der re
hten SeitenXt=0 (� +�3 � �)t�(���3 + 1 + t)(2� + t� �)tt! �(� + t)2(� + t)2n�t(2� + 2t� �+ 1)n�t(n� t)!= �(� + n)2�(���3 + 1)(2�� �+ 1)nn!� nXt=0 (� +�3 � �)t(2�� �)t(�� �2 + 1)t(�n)t(���3 + 1)t(2�� �+ 1 + n)t(�� �2 )tt! (�1)t= en(���3 + 1)n(2�� �+ 1)n 4F3 �a; 1 + a2 ; b;�n; a2 ; 1 + a� b; 1 + a+ n;�1� = enmit a = 2�� �; b = �+�3 � �:Dabei wurde eine im vorliegenden Spezialfall g�ultige Formel f�ur den Wert der hypergeomet-ris
hen Funktion 4F3 bei �1 benutzt, die in [Er53℄ zu �nden ist.Nun kann die Partialwellenentwi
klung explizit gel�ost werden. (4.25) lautet hier unter derAnnahme, dass es nur Beitr�age mit l = 0 gibt,s�� ���3 ����3=�� ����E2(�;�3; u; v)= s�� dd�3 ����3=�� dd�� 1Xt=0 at(�;�3)q[0;2�+2t℄(u; v)= s� 1Xt=0 ��� ���3 ����3=�� ���� at(�;�3)� q[0;ht℄(u; v)� 2at(�;�)�q[0;h℄(u; v)�h (ht)�!= C2� 1Xt=0  
00tq[0;ht℄(u; v) + 2Æ0t
00t �q[0;h℄(u; v)�h (ht)! ; ht = 2�+ 2t:Da q[0;ht℄ eine mit u�+t beginnende Potenzreihe ist, muss die Glei
hheit summandenweisegelten. Da ferner die Ableitungen von q[0;h℄ na
h h die einzigen lnu enthaltenden Termesind, m�ussen sie separat glei
h sein. Die anomalen Dimensionen lassen si
h daher unmittelbarablesen: Æ0t = �s�at(�;�)C2�
00t= �(2�� �)t(�)t(2�� d+ 1 + t)t(�)2t2t!(�� �+ 1)2t (2�)2t �(�)4s��(2�)C2� : (6.11)Der Vorfaktor von s�C2� ist wegen der Unitarit�atss
hranke � > � � 1 faktorweise positiv mitAusnahme von �(2� � �)t. F�ur � > �2 ist dieser Faktor stets negativ, f�ur � � 1 < � < �2dagegen negativ f�ur t = 0, positiv sonst. Der letzte Fall ist nur mit d < 4 m�ogli
h. Dieanomalen Dimensionen Æt haben somit das entgegengesetzte Vorzei
hen von s�C2� , es sei dennes gilt � < d4 ; t > 0.



84 Kapitel 6. AdS-CFT-KorrespondenzDie L�osungen f�ur 
00t f�uhren wegen der Ableitungen zu einigen  -Funktionen, siehe Anhang:
00t = s�C2� � ���3 ����3=�� ���� at(�;�3)= �2 s�C2�at(�;�)�2 (� + t)�  (2� + 2t)�  (1 + t)�  (2� + 2t� �) +  (2� + t� �)�: (6.12)Das Glei
hungssystem der Partialwellenentwi
klung ist nun gel�ost, was im Na
hhinein dieAnnahme re
htfertigt, dass si
h nur Partialwellen mit l = 0 in erster Ordnung �andern.Positivit�atsaussagen erster Ordnung k�onnen wir na
h 4.5.2 nur an der Unitarit�atss
hranke inmehr als zwei Dimensionen und nur bei t > 0 erwarten, da dort der f�uhrende Beitrag des frei-en Feldes vers
hwindet. Ein Bli
k auf die anomalen Dimensionen (6.11) zeigt aber, dass diesef�ur t > 0 an der Unitarit�atss
hranke eine mindestens einfa
he Polstelle besitzen (Ausnahme� = 2; t = 1), was bedeutet, dass zu den entspre
henden Partialwellen zwar logarithmis
heAnteile erster Ordnung in der Vierpunktfunktion vorhanden sind, aber keine passenden null-ter Ordnung { a+ � lnu l�asst si
h eben konsistent nur f�ur a 6= 0 als erste Ordnung von au�ainterpretieren. Ni
htsdestotrotz k�onnen wir die dur
h 
00t gegebenen Positivit�atsbedingungenpr�ufen, etwa in der Ho�nung, dass die vorgenommene Entwi
klung der anomalen Skalendi-mensionen in � zwar ni
ht erlaubt ist,1 die Entwi
klung der KoeÆzienten dagegen korrektist.Setzen wir in 
00t die kanonis
he Skalendimension � = �� 1 ein, so folgt
00t = �2 s�C2� (�� 2)t�(�� 1 + t)4�(2�� 2 + 2t)(�� 2 + t)tt!2� �2 (�� 1 + t)�  (2�� 2 + 2t)�  (1 + t)�  (�� 2 + 2t) +  (�� 2 + t)�:Dabei nehmen wir an, dass s�; C2� dur
h Umnormierung von Wirkung und � an der Unita-rit�atss
hranke keine Singularit�aten aufweisen. Gilt f�ur ein t � 2 
00t ? 0, so folgt na
h 4.5.2die Positivit�atsbedingung � R 0. Wegen � � 2 sind f�ur t > 0 alle geklammerten Ausdr�u
ke in
00t e
ht positiv mit Ausnahme von (�� 2)t bei � = 2. Folgli
h sind alle �- und  -Funktionenund damit 
00t endli
h, in vier Dimensionen vers
hwinden sogar alle 
00t; t > 0. Dort ergibt si
hdaher keine Eins
hr�ankung an das Vorzei
hen von �. In mehr als vier Dimensionen, � � 3,gilt sgn 
00t = sgn s� sgn g(�; t);g(�; t) = �2 (��1+t) +  (2��2+2t) +  (1+t) +  (��2+2t)�  (��2+t):Wegen (A.1) vers
hwinden im Limes t!1 Di�erenzen  (t+ n)�  (t), es folgtlimt!1 g(�; t) = limt!1(2 (2t) � 2 (t)) (A.2)= limt!1� (t+ 12) + 2 ln 2�  (t)� = 2 ln 2 > 0:Unabh�angig von � gibt es daher stets ein t, so dass 
00t das Vorzei
hen von s� hat. DasVorzei
hen von � ist hierdur
h dann festgelegt. F�ur � � 7 gibt es zus�atzli
h KoeÆzienten
00t; t � 2 mit umgekehrtem Vorzei
hen. So ist etwag(�; 2) =  (2� + 2) +  (3) +  (�+ 2)�  (�)� 2 (�+ 1)1Es k�onnte z. B. eine anomale Skalendimension die ni
ht Taylor-entwi
kelbare Form 
 � p� haben.



6.4. '3-Modell 85eine streng monoton fallende Funktion mit Nullstelle bei � � 6:45, wie die Auftragung derFunktion in Abbildung 6.3 zeigt. F�ur � � 6 ist dagegen g(�; t); t � 2 stets positiv, wovonman si
h dur
h Na
hre
hnen oder ebenfalls in der Auftragung �uberzeugen kann. Wir gelan-gen folgli
h insgesamt mit der Annahme, dass wenigstens die Entwi
klung der KoeÆzientenkonsistent ist, zu der Aussage, dass an der Unitarit�atss
hranke die Positivit�atsbedingungenerster Ordnung zu t � 2 f�ur � � 7; d � 14 nur � = 0 zulassen, f�ur � = 3; : : : ; 6; d = 6; : : : ; 12� das Vorzei
hen von s� haben muss und f�ur � = 2; d = 4 keine Eins
hr�ankung an � vorliegt.Nehmen wir �0(0) = 0 an, was dur
h Auswertung des Funktionalintegrals der Wirkungna
h Renormierung gepr�uft werden kann oder aus der Existenz eines non-renormalization-Theorems f�ur die Zweipunktfunktion folgt, so liefert uns 
001 ein weiteres Kriterium (siehe4.5.2): Die Funktion g(�; 1) ist ebenfalls streng monoton fallend mit Nullstelle bei � � 4:71,so dass mit �0(0) = 0 f�ur � = 5; 6; d = 10; 12 ebenfalls � = 0 folgt.
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ements1pupvz0z1zd+1
�

Abbildung 6.3: Auftragung von g(�; t) f�ur t = 1 (gestri
helt) und t = 2; : : : ; 10 (dur
hgezogen)
6.4 '3-ModellDas '4-Modell induziert die einfa
hste denkbare und ni
httriviale Vierpunktfunktion ST4 ,es ist uns gelungen, diese Vierpunktfunktion mittels der Partialwellenentwi
klung ges
hlos-sen zu analysieren. Das n�a
hsteinfa
he Modell ist das klassis
he AdS-'3-Modell, das wir indiesem Abs
hnitt untersu
hen wollen. Es wird si
h zeigen, dass hier die Vierpunktfunktioneine wesentli
h komplexere Struktur hat, die zu jeder Partialwelle des freien Feldes einenWe
hselwirkungsbeitrag enth�alt und dar�uber hinaus einen weiteren Beitrag zu einem neuenkritis
hen Exponenten. Bei der Partialwellenentwi
klung werden wir wegen der Komplexit�atauf Computeralgebra zur�u
kgreifen.



86 Kapitel 6. AdS-CFT-Korrespondenz6.4.1 VierpunktfunktionDer Beitrag in (5.16) zur Vierpunktfunktion ST4 ist nunST4 (f
4) = 4!�22 ZAdSdd+1xpg �(K�f)2G� �(K�f)2��) ST4 (x1; x2; x3; x4) = 12�2�4� ZAdSdd+1y1pg(y1)dd+1y2pg(y2) k�(y1; x1)� k�(y1; x2)G�(y1; y2)k�(y2; x3)k�(y2; x4)���symm.:Das Ausre
hnen dieses Integrals f�ur generis
hes � als Potenzreihe in u; 1 � v ist �au�erstaufw�andig [HPR00℄. Wesentli
h einfa
her wird das Problem bei geradem � = 2� > �. In[F99D℄ wird f�ur diesen Fall die folgende Zerlegung der zu bestimmenden Vierpunktfunktionin sol
he ohne innere Linie, also ohne Propagator G� hergeleitet, wobei bulk-to-boundary-Linien hier k� und ni
ht K� darstellen:
B3(x1; x2; x3; x4) = x1x2 x3x4 = b� ��1Xs=0 as(x212)s�� �+sx1 �+sx2 � x3�x4

= b� ��1Xs=0 as(x212)s��D�+s �+s��(x1; x2; x3; x4); (6.13)b� = ��(�)3(2� � �+ 1)��14�(2�)2 ; (6.14)as = (�)2s(2� � �+ 1)ss! : (6.15)Die VierpunktfunktionD�+s �+s�� haben wir bereits in (6.6) bestimmt. Es liegt der entarteteFall aus (A.22) vor, es folgt(x212)s��D�+s �+s��(xi) = (�1)s�����(3���+s)u��2�(�+s;�)2 �x213x224��� dd��E2(� + s;�; u; v) �E2(�; � + s; u; v)�: (6.16)Beim Ableiten na
h � ist � als unabh�angige Variable zu betra
hten. E2(�1;�3; u; v) ist na
h(A.21) eine Potenzreihe in u; 1 � v mit Vorfaktor u�1 , daher f�uhrt der erste E2-Beitrag derletzten Formel insgesamt zu einer Potenzreihe mit Vorfaktor u��+s. Der zweite E2-Beitragenth�alt dagegen insgesamt keinen sol
hen Vorfaktor mehr, stattdessen aber lnu-Terme. Er hatsomit die nun s
hon mehrfa
h aufgetretene Form der ersten Ordnung einer Vierpunktfunktionder Klasse 
k = 0, 1Xn;m=0(anm + bnm lnu)un(1� v)m: (6.17)



6.4. '3-Modell 87Zur Bestimmung der trunkierten Vierpunktfunktion ST4 des '3-Modells muss man B3 no
hsymmetrisieren:ST4 (x1; x2; x3; x4) = 4�2�4� (B3(1234) +B3(1324) +B3(1432)) :Der erste Beitrag wurde soeben als Potenzreihe in u; 1 � v bestimmt (oft als direkter Kanalbezei
hnet). Wollte man diese Potenzreihe f�ur die anderen beiden Beitr�age benutzen (gekreuzteKan�ale), um sie ebenfalls als Potenzreihe in u; 1 � v zu erhalten, so m�usste man sie zuvoranalytis
h fortsetzen, denn der zweite Beitrag f�uhrt beim Einsetzen zu einer Potenzreihe in1u ; 1 � vu , der dritte zu einer Potenzreihe in v; 1 � u. Diese analytis
he Fortsetzung k�onnenwir aber aufgrund der Darstellung als Summe skalarer Vierpunktfunktionen D lei
ht dadur
herhalten, dass wir dort Argumentenpaare (xi;�i) vertaus
hen, was wegen der Symmetrie derD ni
hts �andert:B3(x1; x3; x2; x4) = b� ��1Xs=0 as(x213)s��D�+s �+s��(x1; x3; x2; x4)= b� ��1Xs=0 as(x213)s��D�+s� �+s�(x1; x2; x3; x4); (6.18)B3(x1; x4; x3; x2) = b� ��1Xs=0 as(x214)s��D�+s �+s��(x1; x4; x3; x2)= b� ��1Xs=0 as(x214)s��D�+s�� �+s(x1; x2; x3; x4): (6.19)In dieser Form k�onnen wir die gekreuzten B-Beitr�age mit den Formeln aus dem Anhang alsPotenzreihen in u; 1 � v s
hreiben. In beiden F�allen liegt der entartete Fall (A.18) vor. Esfolgt(x213)s��D�+s� �+s�(xi) = ���(3���+s)u���s2�(�+s;�)2 �x213x224��� � ���1 + ���2 � ���3 � ���4� ����1=�3=�+s;�2=�4=�E4(�1;�2;�3;�4; u; v) (6.20)und(x214)s��D�+s�� �+s(xi) = ���(3���+s)u��2�(�+s;�)2 �x213x224���� ���1 + ���2 � ���3 � ���4� ����1=�4=�+s;�2=�3=�E4(�1;�2;�3;�4; u; v): (6.21)E4(�1;�2;�3;�4; u; v) ist na
h (A.15) eine Potenzreihe in u; 1�v mit Vorfaktor u�3 . Dieserk�urzt si
h in beiden F�allen heraus, insgesamt ergibt si
h f�ur die gekreuzten Beitr�age wiederdie Form (6.17).Die trunkierte Vierpunktfunktion ST4 hat somit die Struktur der ersten Ordnung einer Vier-punktfunktion der Klasse 
k = 0 mit zus�atzli
hen negativen u-Potenzen bis u�� , die demersten E2-Summanden des direkten Kanals entstammen. Diese negativen u-Potenzen deuten



88 Kapitel 6. AdS-CFT-Korrespondenzdarauf hin, dass die We
hselwirkung hier im Gegensatz zum '4-Modell zu Beitr�agen mit kri-tis
hen Exponenten f�uhrt, die im freien Fall no
h ni
ht existieren. Somit werden neue, imfreien Fall ni
ht vorhandene Partialwellen beitragen. Dass die Di�erenz der kritis
hen Expo-nenten von 
k = 0 und dem u��-Beitrag hier ganzzahlig ist, liegt an der vorgenommenenEins
hr�ankung � 2 N. Tats�a
hli
h gibt es diesen Beitrag au
h f�ur generis
hes � [HPR00℄, sodass es si
h wirkli
h um eine neue Klasse kritis
her Exponenten handelt.Das explizite Ausf�uhren der s-Summationen ist au
h im Fall eines geraden � aufw�andig. Wirbes
hr�anken uns darauf, den Anteil zum kritis
hen Exponenten �� explizit zu bestimmenund dort au
h nur die KoeÆzienten 
nm mit n < �. Na
h Abspaltung des Faktors�� = b����(3� � �)2�(�;�)2 = � ���(�)�(3� � �)28�(�)4�(2� � �+ 1)erhalten wir aus (6.16)
nm = dd� nXs=0(�1)s�� as(3� � �)s(�)2s En�sm(�;�; � + s; � + s)= dd�(�1)� �(� + n; � + n+m)2�(� ��+ 1 + n; 2� + 2n+m)n!m! nXs=0 (3� � �)s(�n)s(2� � �+ 1)ss!= (�1)n�(� + n; � + n+m)2(� � 1� n)!�(2� + 2n+m)n!m! F (3� � �;�n; 2� � �+ 1; 1)= �(�; � + n; � + n+m)2(2� � �+ 1)n�(2� + 2n+m)n!m!= �(�; 2� � �+ 1)Enm(�� �; �� �; �; �):Dabei wurde limx!0 ddx�(x � n)�1 = (�1)nn!; n 2 N0 und F (�;�n; 
; 1) = (
��)n(
)n benutzt.Die ni
ht bestimmten KoeÆzienten n � � f�uhren zu Potenzen un�� = uN ; N � 0 und lassensi
h somit im Beitrag der Form (6.17) subsumieren.Insgesamt folgt die Entwi
klung der trunkierten VierpunktfunktionST4 (xi) = 4�2�4����x213x224����(�; 2���+1)u��E2(�; ���; u; v) + sT04 (u; v)� (6.22)in einen Anteil zum kritis
hen Exponenten �� und einen zum kritis
hen Exponenten 0, dervon der Form (6.17) ist:sT04 (u; v) = 1Xn;m=0un(1� v)m" ��1Xs=0 (3� � �)s(2� � �+ 1)ss!�(�1)s�� � dd�E�+n�sm(�;�; �+s; �+s)�� dd� + lnu�Enm(�+s; �+s;�;�)�+� ���1 + ���2 � ���3 � ���4 � lnu�����1=�3=�+s;�2=�4=�Enm(�1;�2;�3;�4)+� ���1 + ���2 � ���3 � ���4 � lnu�����1=�4=�+s;�2=�3=�Enm(�1;�2;�3;�4)�� �(�; 2���+1)E�+nm(���; ���; �; �)#: (6.23)



6.4. '3-Modell 89Die letzte Zeile ber�u
ksi
htigt, dass in (6.22) der volle Beitrag von E2 zum kritis
hen Expo-nenten �� genommen wurde und ni
ht nur die Potenzen bis u�1.6.4.2 Partialwellenentwi
klungDie Vierpunktfunktion (6.22) ist unmittelbar no
h ni
ht f�ur die Anwendung des Verfahrensaus 4.5.2 zur Partialwellenentwi
klung geeignet, da sie einen Beitrag zum kritis
hen Exponen-ten �� enth�alt. Dieser Beitrag l�asst si
h aber lei
ht als eine einzige Partialwelle zu � = [0;�℄identi�zieren: Etwa na
h (6.10) sehen wir���(�; 2���+1)E2(�; ���; u; v) = � ���(�)6�(3� � �)28�(�)5�(2� � �+ 1)q[0;�℄(u; v):Der in �Ubereinstimmung mit [HPR00℄ bestimmte KoeÆzient der Partialwellenentwi
klung
[0;�℄ = ��2�4� ���(�)6�(3� � �)22�(�)5�(2� � �+ 1)ist nun f�ur alle die Unitarit�atss
hranke 2� > � � 1 wahrenden � manifest negativ. Das '3-Modell in dieser Form induziert somit f�ur kleine � de�nitiv kein konformes Quantenfeld,au
h ni
ht in der aufsummierten St�orungsreihe. Man kann allerdings an eine m�ogli
he andereRegularisierungsvors
hrift des Wirkungsintegrals denken, die das Vorzei
hen von ST4 umdreht,so dass der KoeÆzient 
[0;�℄ positiv wird.Diese Positivit�atsaussage h�atten wir au
h aus der 1�1-Determinantenbedingung 3.2 erhaltenk�onnen. Die 2� 2-Determinantenbedingung 3.7 f�uhrt im Gegensatz zum '4-Modell zu keinerAussage bei u; 1 � v � 0, da die logarithmis
hen Terme hier dur
h die negativen u-Potenzender Partialwelle [0;�℄ dominiert werden.Die Negativit�at des Beitrages [0;�℄ l�asst si
h auf die Negativit�at des Propagators G� zur�u
k-f�uhren: In Satz 5.10 wurde gezeigt, dass er stets negative Werte annimmt. Der PropagatorK� nimmt dagegen manifest nur positive Werte an, so dass der Wert des Graphen von ST4 f�uralle x1; : : : ; x4 negativ ist. Im Limes u ! 0 wird die Partialwelle [0;�℄ der f�uhrende Beitragzu ST4 , sie muss daher mit einem negativen KoeÆzienten eingehen.Das Auftreten des Beitrages [0;�℄ wurde in [HPR00℄ dahingehend gedeutet, dass kubis
heVertizes der AdS-Theorie unmittelbar zu entspre
henden Vertizes korrespondierender Dar-stellungen in der konformen Theorie f�uhren, siehe Abbildung 6.4. Sol
he konformen Vertizessind als die jeweiligen Dreipunktfunktionen zu lesen, Linien zwis
hen Vertizes als inverseZweipunktfunktionen mit Integrationen �uber die Endpunkte.Der CFT-Graph der re
hten Seite ist gerade eine Partialwelle, da in (4.6) die Dreipunktfunk-tion ��� zur konjugierten Darstellung gerade das Integral �uber die Dreipunktfunktion �� mitder inversen Zweipunktfunktion zur Darstellung � ist. Die Autoren von [HPR00℄ vermutennun, dass diese am Modell gema
hte Beoba
htung eine allgemeine Eigens
haft der AdS-CFT-Korespondenz ist, die au
h f�ur Tensorvertizes gilt. Ein Beweis hierzu fehlt allerdings no
h.Sinnvollerweise erst na
h einem Vorzei
henwe
hsel von ST4 untersu
hen wir die Partialwellen-entwi
klung des Anteils sT04 unter Zuhilfenahme von Computeralgebra, siehe B.6. Wenn �uber-haupt m�ogli
h, w�are das ges
hlossene Dur
hf�uhren der Entwi
klung wegen der komplexeren
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Abbildung 6.4: Kubis
he Vertizes bleiben erhaltenVierpunktfunktion sT04 und des Beitragens von Partialwellen mit l > 0 unglei
h aufw�andi-ger als beim '4-Modell. Um das Verfahren aus 4.5.2 anwenden zu k�onnen, muss man dort� dur
h �2 ersetzen, da sowohl die trunkierte Vierpunktfunktion als au
h Korrekturen zurZweipunktfunktion (siehe Abbildung 6.1) von zweiter Ordnung in � sind.In B.6 ist die Partialwellenentwi
klung exemplaris
h f�ur � = 1;� = 2 dur
hgef�uhrt worden.Das Resultat sind die no
h von der halben Raumdimension � abh�angenden KoeÆzienten Ælt,
0lt, die f�ur ungerade l konsistenterweise vers
hwinden, aber f�ur jedes gerade l von 0 vers
hiedensind. sT0t enth�alt folgli
h Beitr�age zu jeder beim freien Feld auftretenden Darstellung �lt.Die Diskussion der Partialwellenentwi
klung f�uhren wir f�ur die Beispiele � = 1;� = 2 und� = 4;� = 8 anhand von Auftragungen der KoeÆzienten der ersten 25 Partialwellen dur
h,siehe die Abbildungen 6.5 { 6.8. Die Herleitung der Potenzreihenentwi
klung von sT04 setztezwar 2� > � voraus, wir tragen die KoeÆzienten trotzdem im Geiste formaler Re
hnungoder analytis
her Fortsetzung von � = 1 bis zur Unitarit�atss
hranke � = 2� + 1 auf. DerBeitrag l = 0; t = 0 wird grau gestri
helt dargestellt, Beitr�age l > 0; t = 0 grau dur
hgezogen,Beitr�age t = 1 s
hwarz gestri
helt, die �ubrigen mit t � 2 s
hwarz dur
hgezogen. Die s
hwarzdargestellten Beitr�age sind somit diejenigen, deren nullte Ordnung an der Unitarit�atss
hrankevers
hwindet. Um die Auftragung in ein gemeinsames Diagramm zu erlei
htern, wurden dieBetr�age bei � = �+1 auf 1 normiert und gro�e Werte au�erdem gestau
ht. Verl�asst ein Graphden Berei
h des Diagramms, so ist er an der Unitarit�atss
hranke divergent.Bei � = 2 sind die anomalen Skalendimensionen f�ur t = 0 o�enbar konstant negativ, f�ur t > 0divergieren sie an der Unitarit�atss
hranke � = 3. Dieses Verhalten ist vom '4-Modell bekannt.Die KoeÆzienten 
0lt f�ur t > 0 sind wie beim '4-Modell mit � � 4 an der Unitarit�atss
hrankeendli
h und ni
htnegativ, so dass die dortige Positivit�atsbedingung �2
0lt � 0 erf�ullt ist.Bei � = 8 liegt ein g�anzli
h anderes Verhalten vor: Erstens divergieren nun alle Ælt und 
0lt,zweitens gibt es f�ur alle � positive und f�ur alle � negative KoeÆzienten 
0lt; t � 2. Wenn alsoangesi
hts der Divergenzen �uberhaupt eine Positivit�atsaussage gema
ht werden kann, danndie, dass an der Unitarit�atss
hranke � = 9 � = 0 zu gelten hat. Bei � = 4; � = 5 und� = 6; � = 7 tritt dieser Fall im Gegensatz zum '4-Modell no
h ni
ht auf.
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Abbildung 6.5: Anomale Skalendimensionen Ælt f�ur � = 1;� = 2
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Abbildung 6.6: KoeÆzienten 
0lt f�ur � = 1;� = 2
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Abbildung 6.7: Anomale Skalendimensionen Ælt f�ur � = 4;� = 8
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Abbildung 6.8: KoeÆzienten 
0lt f�ur � = 4;� = 8



Kapitel 7Zusammenfassung und DiskussionIm ersten Teil der Arbeit haben wir die n�otigen Grundlagen f�ur die Analyse quantenfeldtheore-tis
her Eigens
haften einer euklidis
hen, konformen Vierpunktfunktion vorgestellt, wobei seitlangem bekannte Aussagen und Te
hniken in eine lei
ht anwendbare Form gebra
ht wurden.So wurden zwei einfa
h zu testende Positivit�atsbedingungen einer konformen Vierpunktfunk-tion hergeleitet, die Spezialf�alle der Osterwalder-S
hrader-Positivit�at alleine dur
h konformeInvarianten formuliert darstellen. F�ur die Partialwellenentwi
klung erster Ordnung wurdeein systematis
hes Verfahren angegeben und mittels Computeralgebra umgesetzt. Diese Ent-wi
klung erm�ogli
ht die Bestimmung anomaler Skalendimensionen erster Ordnung sowie dieAngabe sensibler Positivit�atsbedingungen.Im zweiten Teil der Arbeit wurden einige Aspekte der AdS-CFT-Korrespondenz untersu
ht.Zun�a
hst haben wir Kriterien gefunden, unter denen die Feldtheorie eines klassis
hen Ska-lars auf dem Anti-de-Sitter-Raum aus einer wohlgestellten Randwertaufgabe besteht, f�ur dieeine L�osung der entspre
henden Integralglei
hung existiert, indem wir ein konstruktives, kon-vergentes Verfahren zur Bestimmung einer L�osung angegeben haben. Bei gegebenem Po-tential l�asst si
h die L�osung als eine St�orungsreihe in der Kopplungskonstanten s
hreiben,deren Glieder dur
h Witten-Graphen dargestellt werden. Die Konvergenz der Iterationsfol-ge ist m�ogli
herweise n�utzli
h f�ur rigorose, modellunabh�angige Beweise von Aspekten derAdS-CFT-Korrespondenz, wurde in dieser Arbeit aber ni
ht weiter benutzt.Im Kapitel zur AdS-CFT-Korrespondenz haben wir zu den klassis
hen AdS-Modellen '4 und'3 die gem�a� Witten's
her Korrespondenzvors
hrift induzierten Vierpunktfunktionen eineskonformen Feldes bere
hnet und mit den im ersten Teil der Arbeit entwi
kelten Verfahren derPositivit�atspr�ufung und Partialwellenentwi
klung analysiert. Bei dem '4-Modell ergab si
heine �-unabh�angige Positivit�atsverletzung aufgrund des Auftretens f�uhrender logarithmis
herTerme. Diese legt es nahe, mit klassis
hen AdS-Modellen induzierte n-Punkt-Funktionen stetsnur als erste Ordnung tats�a
hli
her n-Punkt-Funktionen zu verstehen, wel
he im besten Fallden Anforderungen der Osterwalder-S
hrader-Axiome gen�ugen. Mit dieser Hypothese lie� si
heine Partialwellenentwi
klung erster Ordnung bei beiden Modellen konsistent dur
hf�uhren, dieim Fall des '4-Modells f�ur generis
he Skalendimensionen keine Positivit�atsverletzung mehraufwies, an der Unitarit�atss
hranke bei kleinen Raumdimensionen allerdings nur � � 0 zulie�.Diese Eins
hr�ankung des Vorzei
hens ist aber sinnvoll interpretierbar: Sie bedeutet eine Be-s
hr�anktheit des AdS-Potentials na
h unten, was f�ur die Konstruktion einer Quantenfeldtheo-rie wi
htig ist. So existiert das verglei
hbare '4-Modell des 
a
hen, zweidimensionalen Raums93



94 Kapitel 7. Zusammenfassung und Diskussionnur f�ur � � 0.Das '3-Modell wies dagegen bei der Partialwellenanalyse eine Positivit�atsverletzung auf, de-ren Ursa
he si
h zur�u
kverfolgen lie� bis zum negativen Vorzei
hen des bulk-to-boundary-Propagators G�. Wir vermuten, dass dieses eine allgemeine Eigens
haft ungerader AdS-Potentiale ist: Man �uberlegt si
h lei
ht, dass jeder zur Vierpunktfunktion beitragende Baum-oder S
hleifengraph mit positivem KoeÆzienten eingeht (ST4 ist das Negative der Wirkung, dieselbst eine Summe negativer Graphen ist, (5.16)) und bei ungeraden Potentialen eine ungera-de Anzahl an G� enth�alt. Der Beitrag zur Vierpunktfunktion ist somit insgesamt als Funktionder xi stets negativ (sofern f�ur S
hleifengraphen notwendige Renormierungen am Vorzei
henni
hts �andern). Gibt es nun wie beim '3-Modell einen im Limes u ! 0 f�uhrenden Partial-wellenbeitrag, der ni
ht s
hon beim freien Feld vorhanden ist, so muss dieser zwangsl�au�geinen negativen Entwi
klungskoeÆzienten besitzen und somit einem Geist in der Operator-produktentwi
klung entspre
hen. Ob und inwieweit hierf�ur urs�a
hli
h die Unbes
hr�anktheitdes AdS-Potentials na
h unten verantwortli
h gema
ht werden kann, ist eine o�ene Frage. ImAnti-de-Sitter-Raum hat ein na
h unten unbes
hr�anktes Potential ni
ht grunds�atzli
h eineInstabilit�at zur Folge [BF82℄.Mit der Annahme, dass es eine das Vorzei
hen von ST4 umkehrende Regularisierung der AdS-Wirkung gibt, konnten wir mittels Computeralgebra eine Partialwellenentwi
klung dur
hf�uh-ren, die keine Positivit�atsverletzung aufzeigte. Eine sol
he Regularisierung ers
heint aber eherk�unstli
h: Betra
hten wir das '4-Modell und nehmen an, dass der S
hleifengraph aus Abbil-dung 6.2 wegen der auftretenden G�-Propagatoren analog zum beim '3-Modell bere
hnetenGraph neue, im Limes u! 0 f�uhrende Partialwellen besitzt, so gehen diese na
h Vorzei
hen-we
hsel von ST4 unabh�angig von � mit negativem KoeÆzienten ein, da der Graph selbst einepositive Funktion der Punkte ist. Was wir somit beim '3-Modell gewonnen haben, geht beim'4-Modell verloren.Beim '4-Modell konnte die Bedingung � � 0 nur an der Unitarit�atss
hranke abgeleitet wer-den. Interessant w�are daher die Bere
hnung des (renormierten) S
hleifengraphen aus Abbil-dung 6.2: Na
h dem eben Gesagten ist zu erwarten, dass er neue Partialwellen und somitPositivit�atskriterien einf�uhrt. Au�erdem k�onnte er die Bestimmung der anomalen Dimensio-nen verfeinern: Vereinfa
ht dargestellt haben wir ja aus1 + a1�+ b1� lnuden tats�a
hli
hen Term in der aufsummierten St�orungsreihe�1 + a1�+O��2��ub1�+O(�2) (7.1)mit anomaler Skalendimension b1 ges
hlossen. Der S
hleifengraph f�uhrt nun unter anderemzu einem Beitrag zweiter Ordnung proportional (lnu)2,1 + a1�+ a2�2 + b1� lnu+ b2�2 lnu+ 
2�2(lnu)2: (7.2)Nur f�ur 
2 = b212 k�onnen wir mit (7.1) weiterarbeiten, ansonsten liegt eine Aufspaltung inmindestens zwei Anteile vor,Xi �ai0 + ai1�+ ai2�2 +O��3��ubi1�+bi2�2+O(�3);



95so dass die in erster Ordnung bestimmte anomale Skalendimension tats�a
hli
h nur der Mit-telwert b1 =Xi ai0bi1ist. Die KoeÆzienten in der Summe sind leider selbst bei nur zwei Summanden dur
h dieEntwi
klung (7.2) unterbestimmt. Ergibt die Analyse des S
hleifengraphen nun 
2 6= b212 , sok�onnen wir aber immerhin s
hlie�en, dass ein Beitrag der Partialwellenentwi
klung und somitein Feld in der Operatorproduktentwi
klung aufgrund der We
hselwirkung in mehrere Felderaufspaltet.Der S
hleifengraph w�are au
h bei der Untersu
hung eines �(
'3 + '4)-Modells mit einerKonstanten 
 der Gr�o�enordnung eins interessant: Dieses Potential ist f�ur � � 0 na
h untenbes
hr�ankt, so dass die Ho�nung besteht, keine Positivit�atsverletzung zu erhalten. Dann mussaber der '4-S
hleifengraph ein ghost killer f�ur den '3-Baumgraphen glei
her Ordnung in �sein, d. h. der KoeÆzient des S
hleifengraphen zu [0;�℄ muss den negativen des '3-Graphen�uberkompensieren.All diese modellspezi�s
hen Untersu
hungen der AdS-CFT-Korrespondenz k�onnen wir alsEins
hr�ankung auf den Rand von Untersu
hungen zur AdS-Quantenfeldtheorie verstehen, dadas erzeugende Funktional na
h [DR02℄ eine sol
he Eins
hr�ankung eines AdS-Funktionalsdarstellt.1 [DR02℄ gibt uns daher eine nat�urli
he feldtheoretis
he Erkl�arung f�ur die positivenBefunde, die wir in erster Ordnung erhalten haben. Dieses war eines der Anliegen der Autorenvon [DR02℄.Man mag es daher als nat�urli
her ansehen, si
h mit der vollen AdS-Theorie zu befassenund notwendige quantenfeldtheoretis
he Eigens
haften dort na
hzuweisen. Es ist aber ni
htausges
hlossen, dass in man
hen Modellen die dur
h a priori-Eins
hr�ankung auf den Randerhaltene konforme Theorie als Quantenfeldtheorie existiert, ohne das Hologramm einer AdS-Quantenfeldtheorie zu sein. Eine a priori-Eins
hr�ankung auf den Rand stellt daher in jedemFall eine praktikable M�ogli
hkeit der Lagrange's
hen perturbativen Formulierung einer kon-formen Quantenfeldtheorie dar, was intrinsis
h ni
ht m�ogli
h ist, da konforme Felder ni
ht�uber Langrangedi
hten im d-dimensionalen Raum bes
hrieben werden k�onnen.

1siehe die Diskussion in Abs
hnitt 6.2
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Anhang AFormelsammlung
A.1 Spezielle FunktionenVolumen der Einheitssph�are im d-dimensionalen RaumvolSd�1 = 2� d2� �d2�Digamma-Funktion ( -Funktion) [Er53℄ (z) = �0(z)�(z) (z + n)�  (z) = n�1Xk=0 1z + k ; n 2 N (A.1) (nz) = 1n n�1Xk=0 �z + kn�+ lnn; n 2 N (A.2)Po
hhammer-Symbol (z)n = �(z + n)�(z) n2N= z(z + 1) � � � (z + n� 1)d(z)ndz = ( (z + n)�  (z)) (z)nMehrfa
he �-Funktion �(z1; : : : ; zn) = nYi=1�(zi)Euler's
he Beta-Funktion [Er53℄B(x; y) = 1Z0 ux�1(1 + u)�x�ydu = �(x)�(y)�(x+ y) ; Rex;Re y > 0 (A.3)97



98 Kapitel A. FormelsammlungHypergeometris
he Funktion [Er53℄F (�; �; 
; z) = 1Xn=0 (�)n(�)n(
)nn! zn; jzj < 1 (A.4)F (�; �; 
; 1 � z) = 1B(�; 
 � �) 1Z0 u��1(1 + u)��
(1 + zu)��du;Re 
 > Re� > 0; z =2 (�1; 0℄ (A.5)F (�; �; 
; z) = (1� z)��F ��; 
 � �; 
; zz � 1� (A.6)�(�; �)�(
) F (�; �; 
; 1 � 1z ) = �(�; � � �)�(
 � �) z�F (�; 
 � �;� � � + 1; z)+ �(�; � � �)�(
 � �) z�F (�; 
 � �;� � �+ 1; z) (A.7)lim
!1�k �(�; �)�(
) F (�; �; 
; z) = �(�+ k; � + k)k! zkF (�+k; �+k; k+1; z); k 2 N0 (A.8)A.2 Bestimmte Integrale1Z0 t2x�1 �t2 + 
��x�y dt t2 7!
u= 
�y2 1Z0 ux�1(u+ 1)�x�ydu= 12B(x; y)
�y; Rex;Re y; 
 > 0 (A.9)1Z0 tx�1 (at+ b)�x�y dt t7! bau;:::= B(x; y)a�xb�y; Rex;Re y; a; b > 0 (A.10)A.3 Feynman-ParametrisierungEin Produkt mehrerer Potenzen q��ii kann mithilfe einer Feynman-Parametrisierung in einIntegral �uber eine Summe der qi umgewandelt werden:nYi=1 q��ii = �(P�i)Q�(�i) 1Z0 �Yd�i ��i�1i � Æ (1�P�i) (P�iqi)�P�i : (A.11)F�ur die G�ultigkeit dieser Formel m�ussen alle �i e
ht positiv sein. Der Beweis ist lei
ht perInduktion �uber n zu f�uhren. F�ur n = 1 ist die G�ultigkeit trivial, f�ur n = 2 wird (A.11) zu(A.10), wenn man dort � = t1+t substituiert. Der Fall n > 2 l�asst si
h unter Benutzung derFormel f�ur n = 2 auf auf den Fall n� 1 reduzieren.



A.4. Vierpunktfunktion E 99A.4 Vierpunktfunktion EAls Resultat einer Feynman-Parametrisierung bekommen wir an man
hen Stellen die dur
hein Integral gegebene VierpunktfunktionE(x1;�1; : : : ; x4;�4) = 1Z0 4Yi=1 �d�i ��i�1i � Æ (1�P�i)Z ddx0 �P�ix20i���+d2 ; (A.12)wobei xij := xi � xj und � =P4i=1�i gesetzt wurde. Wegen P�i = 1 im Integranden undder daraus folgenden Identit�at4Xi=1 �ix20i = �x0 �X�ixi�2 + X0<i<j �i�jx2ijkann die x0-Integration na
h Vers
hiebung um P�ixi lei
ht ausgef�uhrt werden:Z ddx0 �X�ix20i���+d2 = volSd�1 Z dt td�10�t2 + X0<i<j �i�jx2ij1A��+d2(A.9)= � d2� ��2 �� ��+d2 � 0� X0<i<j �i�jx2ij1A��2 :Na
h der Substitution �i = �1�i; i � 2 kann die Integration �uber �1 unmittelbar ausgef�uhrtwerden und ergibt 1. Man erh�alt somitE = � d2� ��2 �� ��+d2 � 1Z0 4Yi=2 �d�i ��i�1i �0� 4Xj=2 �jx21j + X1<i<j �i�jx2ij1A��2(A.10)= � d2� ��2 ��3;�3�� ��+d2 � 1Z0 d�2�2 d�4�4 ��22 ��44 �x213 + �2x223 + �4x234���3��2x212 + �4x214 + �2�4x224��2 ��3 :Mit den Substitutionen �2 7! x214x224 t; �4 7! x213x234 s wird das Integral selbst nur no
h abh�angig vonden konformen Invarianten u; v aus (3.2):E � 1Z0 dtt dss �x214x224 t��2 �x213x234 s��4 �x213(1 + vt+ s)���3�x213x214x234 (ut+ s+ st)��2 ��3= (x214)�2+�3��2 (x234)��4��3+�2(x213)�2 ��4(x224)�2 1Z0 dtt dss t�2s�4 (1 + vt+ s)��3(ut+ (1 + t)s)�2 ��3 :



100 Kapitel A. FormelsammlungWird die s-Integration mit 1 + vt skaliert, so k�onnen wir sie gem�a� (A.5) ausf�uhren:1Z0 dtt dss t�2(1 + vt)�4��3s�4 (1 + s)��3�ut�1 + (1+t)(1+vt)ut s���2 ��3= u�3��2 B��4; �2 ��4�� 1Z0 dtt t�2+�3��2 (1 + vt)�4��3F ��2 ��3;�4; �2 ; 1� (1 + t)(1 + vt)ut � :Alles zusammen ergibt mit der Abk�urzung z = ut(1+t)(1+vt)E(x1;�1; : : : ; x4;�4)= � d2� ��2 ��3;�3; �2 ��4;�4�� ��+d2 ; �2 �� (x212)�4��2 (x214)�2 ��1��4(x224)�2 ��2��4(x234)��3u�3��4� 1Z0 dtt t�2+�3��2 (1 + vt)�4��3F ��2 ��3;�4; �2 ; 1� (1 + t)(1 + vt)ut �(A.7)= � d2� ��3; �2 ��4�� ��+d2 � (x212)�4��2 (x214)�2 ��1��4(x224)�2 ��2��4(x234)��3� u�3��4 1Z0 dtt t�2+�3��2 (1 + vt)�4��3� ��(�2 ��3;�3+�4��2 )�(�3) z �2 ��3F ��2 ��3; �2 ��4; �2 ��3 ��4 + 1; z�+ �(�4;�2 ��3��4)�(�2 ��4) z�4F ��4;�3;�3 +�4 � �2 + 1; z��= � d2+1(x212)�4��2 (x214)�2 ��1��4(x224)�2 ��2��4(x234)��3sin ��(�3 +�4 � �2 )�� ��+d2 � (A.13)� �E4(�2 ��2; �2 ��1; �2 ��4; �2 ��3; u; v) �E4(�1; : : : ;�4; u; v)�:Dabei wurde �(x)�(1� x) = �sin(�x) benutzt. Die konform invariante Funktion E4 lautetE4(�1; : : : ;�4; u; v) = u�3��4 1Z0 dtt t�2+�3��2 (1 + vt)�4��3� � (�4;�3)� ��3 +�4 � �2 + 1�z�4F ��4;�3;�3 +�4 � �2 + 1; z� : (A.14)Diese Darstellung eignet si
h zur Entwi
klung in eine Potenzreihe um u = 0: Unabh�angig vont gilt z � u, so dass f�ur kleine u die hypergeometris
he Funktion entwi
kelt werden kann. Die
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h von v abh�angenden KoeÆzienten dieser Entwi
klung k�onnen sodann als Potenzreihe in1� v ges
hrieben werden:E4(�1; : : : ;�4; u; v)= 1Xn=0 �(�4 + n;�3 + n)� ��3 +�4 � �2 + 1 + n�n!u�3+n 1Z0 dtt t�2 ��1+n(1 + t)�4+n(1 + vt)�3+n= 1Xn=0 �(�4 + n;�3 + n)� ��3 +�4 � �2 + 1 + n�n!u�3+nB��2 ��1 + n; �2 ��2 + n�� F ��3 + n; �2 ��1 + n;�3 +�4 + 2n; 1� v�= u�3 1Xn;m=0Enm(�1; : : : ;�4)un(1� v)m; (A.15)Enm(�1; : : : ;�4) = � ��4 + n;�3 + n+m; �2 ��1 + n+m; �2 ��2 + n�� ��3 +�4 � �2 + 1 + n;�3 +�4 + 2n+m�n!m! : (A.16)(A.13) ist direkt nur im ni
htentarteten Fall �3 + �4 � �2 =2 Z anwendbar. Gilt dagegen�3+�4��2 = �k; k 2 Z, so vers
hwindet in (A.13) der Nenner des Vorfaktors. Allerdings ver-s
hwindet dort au
h die Di�erenz der E4 im Z�ahler, denn f�ur k � 0 ist E4(�1;�2;�3;�4; u; v)in (A.14) mittels (A.8) zu lesen mit dem Ergebis E4(�1 � k;�2 � k;�3 + k;�4 + k; u; v) =E4(�2 ��2; �2 ��1; �2 ��4; �2 ��3; u; v), f�ur k � 0 wendet man (A.8) in umgekehrter Reihen-folge an. Im entarteten Fall kann (A.13) folgli
h mit l'Hôpital ausgewertet werden mit demResultatE(xi;�i) = (�1)k 2� d2� ��+d2 � (x214)�2��4�k(x224)�1��4�k(x212)�3+k(x234)�3� dd�3�E4(�2 ��2; �2 ��1; �2 ��4; �2 ��3; u; v)�E4(�1;�2;�3;�4; u; v)�: (A.17)Man bea
hte beim Ableiten die �3-Abh�angigkeit von �. Da E4(�i; u; v) in (A.15) als Po-tenzreihe in u; 1 � v mit der Potenz u�3 als Vorfaktor gegeben ist, erhalten wir aus dieserFormel im entarteten Fall ebensol
he Potenzreihen, aber mit zus�atzli
hen lnu-Termen als Fol-ge des Ableitens von u�3 . Diese Potenzreihenentwi
klungen wurden zahlrei
h in der Literaturhergeleitet, oftmals allerdings nur Spezialf�alle, wie sie etwa bei der Partialwellenentwi
klungoder der AdS-CFT-Korrespondenz auftreten. Unter Verwendung bekannter Reihenentwi
k-lungen der hypergeometris
hen Funktion im entarteten Fall �3+�4� �2 2 Z [Er53℄ l�asst si
hdas Endresultat mit den logarithmis
hen Termen au
h direkt gewinnen, die Darstellung alsAbleitung erweist si
h aber als n�utzli
h.Im Spezialfall k = 0 sind die Argumente beider E4-Summanden glei
h, wir k�onnen dannE(xi;�i) = � d2� ��+d2 � (x214)�2��4(x224)�1��4�x212x234��3�� ���1 + ���2 � ���3 � ���4�E4(�1;�2;�3;�4; u; v) (A.18)
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hreiben.Ein anderer, ni
ht notwendig entarteter Spezialfall ist �1 = �2, �3 = �4. Im ni
htentartetenFall gilt na
h (A.13)E(x1;�1; x2;�1; x3;�3; x4;�3)= � d2+1sin (�(�3 ��1)) � ��+d2 � 1(x212)�1(x234)�3�E2(�1;�3; u; v) �E2(�3;�1; u; v)� (A.19)mit E2(�1;�3; u; v) = E4(�3;�3;�1;�1; u; v)= 1Z0 dtt �(�1)2� (�1��3+1)z�1F (�1;�1;�1��3+1; z) (A.20)= u�1 1Xn;m=0Enm(�3;�3;�1;�1)un(1� v)m; (A.21)im entarteten Fall �3 ��1 = �kE(x1;�1; x2;�1; x3;�3; x4;�3) = (�1)�3��1 � d2� ��+d2 � 1(x212)�1(x234)�3dd�3�E2(�1;�3; u; v) �E2(�3;�1; u; v)�: (A.22)



Anhang BPartialwellenentwi
klung mit MapleDas in Abs
hnitt 4.5.2 vorgestellte Verfahren zur Bestimmung der Partialwellenentwi
klungeiner in erster Ordnung vorliegenden Vierpunktfunktion der Form (4.27) ist gut f�ur die Imple-mentierung in einem Computeralgebra-System geeignet. Zwar ist es grunds�atzli
h w�uns
hens-wert, wie in 6.3.4 ges
hlossene Formeln f�ur die KoeÆzienten der Partialwellenentwi
klung zuerhalten, dies ist jedo
h ni
ht immer m�ogli
h oder aber erst dann, wenn die explizite Re
hnung"zu Fu�\ { und dies sinnvollerweise mit Unterst�utzung dur
h Computeralgebra { Hinweise aufdie Struktur der Partialwellenentwi
klung zeigt. In diesem Kapitel wird eine Implementierungder Partialwellenentwi
klung mit Maple vorgestellt.B.1 Aufbereitung der FormelnDie Partialwellenentwi
klung na
h Formel (4.28) setzt die Kenntnis der Matrizen Q und Dund somit der zugrunde liegenden KoeÆzienten b�nm(n1; n3) voraus. Letzere ergeben si
h ausder Rekursionsrelation (4.13). Damit das dortige Aufsummieren f�ur Maple m�ogli
hst einfa
hund somit s
hnell ausf�uhrbar wird, werden aus diesen KoeÆzienten gemeinsame Faktorenherausgezogen: b�nm(n1; n3) =: ���(�� h)�(h)(h � �+ 1)n(h)2n+m 
�nm(n1; n3):F�ur die KoeÆzienten 
�nm ergeben si
h f�ur Startwert und Rekursionsbeziehung
[0;h℄nm (n1; n3) = ��h�n32 + n; h+n32 + n+m���d�h+n32 ; d�h�n32 �n!m! �h+ n12 �n�h� n12 �n+m
�nm(n1; n3) = 
[l�1;h℄nm (+�) + 
[l�1;h℄nm (�+)� 
[l�1;h℄nm (++)� 
[l�1;h℄nm (��)� (h+ 2n+m� 1)�
[l�1;h℄nm�1(�+)+ (h+ 2n+m� 2)(h � �+ n)(d+ l � 4)(l � 1)(�+ l � 3)(�+ l � 2) 
[l�2;h℄n�1m(n1; n3)�:103



104 Kapitel B. Partialwellenentwi
klung mit MapleDie Bestimmung der KoeÆzienten q�nm erfolgt nun �uber (4.15):q�nm = d� h� 2d� h+ l � 2 � �d�h+l2 �2� �h�l2 �2 (h� �+ 1)n(h)2n+m 
�nm(0; 0):Diese KoeÆzienten sind algebrais
he Ausdr�u
ke in h.B.2 Indizierung der IndexpaareZum Dur
hf�uhren der Partialwellenentwi
klung ben�otigen wir die Position ��(m;n)� des In-dexpaares (m;n) in der lexikographis
hen Anordnung sowie die Umkehrabbildung. Dazu be-tra
hten wir zun�a
hst statt (m;n) das Indexpaar (p; q) := (m + 2n; n). Die lexikographis
heOrdnung auf (m;n) wird f�ur (p; q) zur �ubli
hen lexikographis
hen Ordnung(p; q) < (r; s) , (p < r) _ (p = r ^ q < s)auf W�ortern der L�ange 2, die aus dem geordneten Alphabet N0 gebildet werden, allerdingskommen nur Indexpaare mit p � 2q in Betra
ht. Mit etwas Na
hdenken erh�alt man f�ur diePosition eines sol
hen Indexpaares in der angeordneten Liste��(p; q)� = "�p+ 12 �2#+ qund f�ur die Umkehrungp(�) = �p1 + 4� �� 1; q(�) = � � ��(p(�); 0)�:Hieraus ergeben si
h unmittelbar die entspre
henden Abbildungen f�ur das Indexpaar (m;n).B.3 KoeÆzientenbestimmung der nullten OrdnungNa
h der Theorie sind die KoeÆzienten der nullten Ordnung der Vierpunktfunktion, alsoder freien Vierpunktfunktion, zwar alle C2�
0lt, zwe
ks Konsistenzpr�ufung wollen wir dies aberni
ht voraussetzen, sondern die Bestimmung der KoeÆzienten 
0lt der nullten Ordnung in dasVerfahren aus 4.5.2 einbauen. Dies ist problemlos m�ogli
h, ist n�amli
h1Xn;m=0 fnmun(1� v)mdie Entwi
klung der nullten Ordnung, d. h. na
h (4.23)f00 = 2C2�; f0m = C2� (�)mm! ;m > 0; fnm = 0 sonst;so erhalten wir die zus�atzli
he Glei
hungQC2�
0 = f:



B.4. Quelltext 105B.4 QuelltextDer Quelltext stellt die unmittelbare Umsetzung der hergeleiteten Formeln dar, die Bezei
h-nungen aus den Formeln wurden �ubernommen.# Partialwellenentwi
klung mit Maple# Statt der Raumdimension d wird dur
hg�angig mu = d/2 benutzt.# Rekursive Bere
hnung der Koeffizienten 
^[l,h℄_nm. Die Abh�angigkeit von# n_1, n_3 wird dur
h die Abh�angigkeit von den zugeh�origen Skalendimensionen# delta_1, ..., delta_4 parametrisiert. Einmal bere
hnete Koeffizienten# werden in 
s gespei
hert, damit ans
hlie�end s
hnell ohne erneute# Bere
hnung auf sie zur�u
kgegriffen werden kann.
 := pro
 (l, n, m)global 
s;lo
al t;if (assigned(
s[l, n, m℄)) thenRETURN(
s[l, n, m℄);elif (l < 0) or (n < 0) or (m < 0) or (m+2*n < l) thenRETURN(0);elif (l = 0) thent := (GAMMA(mu-d3+n) * GAMMA(mu-d4+n+m))/ (GAMMA(d3) * GAMMA(d4) * n! * m!)* expand(po
hhammer(d1, n)) * expand(po
hhammer(d2, n+m));elset := 
(l-1, n, m);t := subs(d1=d1+1/2, d2=d2-1/2, d3=d3-1/2, d4=d4+1/2, t)+ subs(d1=d1-1/2, d2=d2+1/2, d3=d3+1/2, d4=d4-1/2, t)- subs(d1=d1+1/2, d2=d2-1/2, d3=d3+1/2, d4=d4-1/2, t)- subs(d1=d1-1/2, d2=d2+1/2, d3=d3-1/2, d4=d4+1/2, t)- (h+2*n+m-1) * (subs(d1=d1-1/2, d2=d2+1/2, d3=d3+1/2, d4=d4-1/2,
(l-1, n, m-1))+ (h+2*n+m-2) * (h-mu+n) * (2*mu+l-4) * (l-1)/ ((mu+l-3) * (mu+l-2)) * 
(l-2, n-1, m));fi;
s[l, n, m℄ := fa
tor(t);end:# Bere
hnung der Koeffizienten q^[l,h℄_nm. Sie sind algebrais
he Ausdr�u
ke.q := (l, n, m) ->fa
tor(simplify(subs(d1=h/2, d2=h/2, d3=mu-h/2, d4=mu-h/2, 
(l, n, m))* GAMMA(mu+(l-h)/2)^2 / GAMMA((h-l)/2)^2)* (2*mu-h-2) / ((2*mu-h+l-2) * expand(po
hhammer(h-mu+1, n))* expand(po
hhammer(h, 2*n+m)))):# Entwi
klungskoeffizienten des freien Feldes
0 := (l, t) -> 2 * (2*Delta+2*l+2*t-1) * po
hhammer(Delta, t)^2* po
hhammer(Delta-mu+1, t)^2/ (t! * (2*Delta+l+2*t-1) * po
hhammer(2*Delta+l+t-mu, t)
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klung mit Maple* po
hhammer(mu+l, t) * l! * po
hhammer(2*Delta+t-2*mu+1, t)* po
hhammer(2*Delta+2*t-2*mu+3, l)):# pw gibt die Partialwelle zu l als Potenzreihe bis zur Ordnung k zur�u
k.# Die Koeffizienten sind dabei q, also algebrais
he Ausdr�u
ke.pw := (l, k) -> u^((h-l)/2-Delta)* sum('sum('q(l, n, m)*(1-v)^m', 'm'=0..k-n) * u^n', 'n'=0..k):# Umre
hnung zwis
hen Indexpaar und Position in der geordneten Liste. Um# mit der Maple-Konvention bei 1 beginnender Indizes kompatibel zu sein,# muss zu nu no
h eine 1 addiert werden.nu := (m, n) -> trun
(((m+2*n+1)/2)^2) + n + 1:P := i -> trun
(sqrt(1+4*(i-1))) - 1:N := i -> i - nu(P(i),0):M := i -> P(i) - 2 * N(i):# Die Prozedur 
pwe f�uhrt die Partialwellenentwi
klung aus.# f, a, b sind auf Indexpaaren (n,m) definierte Abbildungen und geben die# Koeffizienten der nullten, ersten und ersten logarithmis
hen Ordnung an.# k gibt die Anzahl der Partialwellen an, deren Koeffizienten bestimmt# werden sollen. 

p s
hlie�li
h ist ein booles
her Wert und bestimmt, ob# die Koeffizienten 
' der Partialwellenentwi
klung bere
hnet werden# sollen. Dies ist wegen des n�otigen Ableitens und der l�angli
hen Terme# re
ht zeitintensiv. Sollen die Koeffizienten 
' ni
ht bere
hnet werden,# so ist au
h keine Angabe von a n�otig, d.h. man kann "null" als# Argument angeben. Ist Delta0 "null", so wird angenommen, dass die# Skalendimension in f, a, b dur
h das Symbol Delta parametrisiert wird.# Ist Delta0 angegeben, so wird die Skalendimension dadur
h festgelegt.## 
pwe gibt eine Liste aus den L�osungsvektoren C_Delta^2, delta, 
' zur�u
k.# C_Delta^2 sollte konstant sein f�ur gerades l und 0 sonst.# Die Reihenfolge innerhalb der Vektoren ist dur
h die Anordnung nu gegeben.## Die Matrizen Q und D werden in qm und dm gespei
hert. Einmal bere
hnete# Eintr�age m�ussen so ni
ht erneut bere
hnet werden.
pwe := pro
 (f, a, b, k, 

p, Delta0)global qm, dm;lo
al i, j, m, n, l, t, z, 
, delta, 
p, qm2, dm2, 
d2;for i from 1 to k dofor j from 1 to i doif ((not assigned(qm[i, j℄))or (

p and not assigned(dm[i, j℄))) thenm := M(i); n := N(i);l := M(j); t := N(j);z := q(l, n-t, m);if (not assigned(qm[i, j℄)) thenqm[i, j℄ := fa
tor(simplify(subs(h=2*Delta+2*t+l, z)));fi;if (

p and not assigned(dm[i, j℄)) thendm[i, j℄ := fa
tor(2 * simplify(subs(h=2*Delta+2*t+l, diff(z,h))));



B.4. Quelltext 107fi;fi;if (Delta0 <> null) thenqm2[i, j℄ := subs(Delta=Delta0, qm[i, j℄);if (

p) then dm2[i, j℄ := subs(Delta=Delta0, dm[i, j℄); fi;fi;od;od;if (Delta0 = null) then qm2 := qm; dm2 := dm; fi;
 := array(1..k);delta := array(1..k);
p := array(1..k);for i from 1 to k dom := M(i); n := N(i);z := f(n, m);for j from 1 to i-1 do z := z - qm2[i, j℄ * 
[j℄; od;
[i℄ := fa
tor(simplify(z / qm2[i, i℄));z := b(n, m);for j from 1 to i-1 do z := z - qm2[i, j℄ * delta[j℄; od;delta[i℄ := fa
tor(simplify(z / qm2[i, i℄));if (

p) thenz := a(n, m);for j from 1 to i do z := z - dm2[i, j℄ * delta[j℄; od;for j from 1 to i-1 do z := z - qm2[i, j℄ * 
p[j℄; od;
p[i℄ := fa
tor(expand(simplify(z / qm2[i, i℄)));fi;od;
d2 := simplify(
[1℄ / 
0(0, 0));for i from 1 to k doif (delta[i℄ <> 0) thenif (
[i℄ = 0) thendelta[i℄ := infinity;elsedelta[i℄ := simplify(delta[i℄ / 
[i℄);fi;fi;if (

p) then 
p[i℄ := 
p[i℄ / 
d2; fi;z := 
0(M(i), N(i));if (Delta0 <> null) thenz := subs(Delta=Delta0, z);fi;if (z <> 0) then
[i℄ := simplify(
[i℄ / z);fi;od;if (

p) then[evalm(
), evalm(delta), evalm(
p)℄;else[evalm(
), evalm(delta)℄;fi;end:Obwohl der Quelltext gelegentli
h an Programmier�ubungen zur Numerik erinnert, handelt
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klung mit Maplees si
h do
h stets um von Maple symbolis
h dur
hgef�uhrte Re
hnungen, wie man sie au
hm�uhsam und fehlertr�a
htig mit Bleistift und Papier ma
hen k�onnte.B.5 Veri�kation beim '4-Modell> read "pw.m";De�nition der KoeÆzienten der nullten (f), ersten (a4) und ersten logarithmis
hen Ordnung(b4).> f := (n, m) -> `if`(n > 0, 0,`if`(m = 0, 2, expand(po
hhammer(Delta, m)/m!))):> b4 := (n, m) -> -GAMMA(Delta+n)^2 * GAMMA(Delta+n+m)^2/ (GAMMA(2*Delta+2*n+m) * n!^2 * m!):> a4 := (n, m) -> -2*b4(n, m)* (Psi(n+1)+Psi(2*(n+Delta)+m)-Psi(n+Delta)-Psi(n+Delta+m)):Bere
hnung der ersten k PartialwellenkoeÆzienten. Zun�a
hst wird eine Liste ausgegeben, diedie Reihenfolge der (l,t)-Paare angibt. Dana
h werden die PartialwellenkoeÆzienten bestimmtund in C ges
hrieben. Die KoeÆzienten 
' werden ni
ht ausgegeben, da sie sehr lange Aus-dr�u
ke sind, sondern stattdessen eine 1 f�ur 
' <> 0, eine 0 f�ur 
' = 0. Das Ergebnis istkonsistent: F�ur ungerade l vers
hwinden alle KoeÆzienten, f�ur gerade l ist C Delta^2 kon-stant 1. In �Ubereinstimmung mit der ges
hlossenen L�osung gibt es in erster Ordnung nurBeitr�age mit l = 0.> k := 16:seq([i, M(i), N(i)℄, i=1..k);C := 
pwe(f, a4, b4, k, true, null):[C[1℄, C[2℄, [seq(`if`(C[3℄[i℄ <> 0,1,0), i=1..k)℄℄;[1; 0; 0℄; [2; 1; 0℄; [3; 2; 0℄; [4; 0; 1℄; [5; 3; 0℄; [6; 1; 1℄; [7; 4; 0℄; [8; 2; 1℄; [9; 0; 2℄;[10; 5; 0℄; [11; 3; 1℄; [12; 1; 2℄; [13; 6; 0℄; [14; 4; 1℄; [15; 2; 2℄; [16; 0; 3℄[[1; 0; 1; 1; 0; 0; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1℄; �� 12 �(�)4�(2�) ; 0; 0;�12 � (2�� �) �(�)4 �(2� + 1)�(2�) (� � �+ 1) ; 0; 0; 0; 0;�18 (� + 1)� (2� � �+ 1) (2� � �) �(�)4 (�+ 1) (�2� + 2�+ 3)�(2� + 1) (2� + 3)�(2�) (�� +�+ 2) (�� �+ 1)2 ; 0; 0;0; 0; 0; 0;� 124((� + 2) (� + 1)� (2� + 2� �) (2� � �) (2�� �+ 1)�(�)4 (�2�+ 2� + 5) (�+ 1) (�+ 2)�).((2� + 5) (2� + 3) (2� + 1)�(2�) (�� +�+ 3) (��+�+ 2) (�� �+ 1)2)�; [1; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1℄℄Verglei
h der KoeÆzienten mit denen der ges
hlossenen L�osung delta4, 
p4: Sie sind identis
h.> delta4 := t -> -po
hhammer(2*Delta-mu, t) * po
hhammer(mu, t)* po
hhammer(2*Delta-2*mu+1+t, t) * GAMMA(Delta)^2* GAMMA(Delta+t)^2
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hhammer(Delta-mu+1, t)^2 * GAMMA(2*Delta+2*t)):g := t -> -2*Psi(Delta+t) + Psi(2*Delta+2*t) + Psi(1+t)+ Psi(2*Delta+2*t-mu) - Psi(2*Delta+t-mu):
p4 := t -> 2 * g(t) * po
hhammer(2*Delta-mu, t)* GAMMA(Delta+t)^4/ (t!^2 * po
hhammer(2*Delta+t-mu, t) * GAMMA(2*Delta+2*t)):seq(simplify(C[2℄[nu(0,t)℄ - delta4(t)), t=0..3);seq(simplify(C[3℄[nu(0,t)℄ - fa
tor(expand(
p4(t)))), t=0..3);0; 0; 0; 00; 0; 0; 0B.6 Anwendung beim '3-Modell> read "pw.m";Entwi
klungskoeÆzienten der Funktionen E4 und E2.> E4 := (n, m, Delta1, Delta2, Delta3, Delta4) -> GAMMA(Delta4+n)* GAMMA(Delta3+n+m) * GAMMA((Delta2+Delta3+Delta4-Delta1)/2+n+m)* GAMMA((Delta1+Delta3+Delta4-Delta2)/2+n)/ (GAMMA((Delta3+Delta4-Delta1-Delta2)/2+1+n)* GAMMA(Delta3+Delta4+2*n+m) * n! * m!):E2 := unapply(E4(n, m, Delta3, Delta3, Delta1, Delta1),(n, m, Delta1, Delta3)):Bere
hnung der KoeÆzienten der nullten (f3), ersten (a3) und ersten logarithmis
hen Ordnung(b3) zur halben Skalendimension nu na
h den hergeleiteten Formeln.> f3 := (n, m, nu) -> `if`(n > 0, 0, `if`(m = 0, 2,expand(po
hhammer(2*nu,m)/m!))):a31 := (n, m, nu) -> fa
tor(simplify((-1)^nu* sum('po
hhammer(3*nu-mu,s) / (po
hhammer(2*nu-mu+1,s)*s!)* (-1)^s * E2(nu+n-s,m,nu+s,Delta)', 's'=0..nu-1)/ (2*nu-Delta)) * (2*nu-Delta)):a32 := (n, m, nu) -> simplify((-1)^nu * sum('po
hhammer(3*nu-mu,s)/ (po
hhammer(2*nu-mu+1,s)*s!) * (-1)^s * E2(n,m,Delta,nu+s)','s'=0..nu-1)):a3 := (n, m, nu) -> simplify(subs(Delta=2*nu, diff(a31(n, m, nu)- a32(n, m, nu), Delta))+ sum('po
hhammer(3*nu-mu,s) / (po
hhammer(2*nu-mu+1,s)*s!)* ((D[3℄(E4)+D[4℄(E4)-D[5℄(E4)-D[6℄(E4))(n,m,nu+s,2*nu,nu+s,2*nu)+ (D[3℄(E4)+D[4℄(E4)-D[5℄(E4)-D[6℄(E4))(n,m,nu+s,2*nu,2*nu,nu+s))','s'=0..nu-1)- GAMMA(nu) * GAMMA(2*nu-mu+1) * E2(nu+n, m, nu, mu-nu)):
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klung mit Mapleb3 := (n, m, nu) -> -simplify(subs(Delta=2*nu, a32(n, m, nu))+ sum('po
hhammer(3*nu-mu,s) / (po
hhammer(2*nu-mu+1,s)*s!)* (E4(n,m,nu+s,2*nu,nu+s,2*nu) + E4(n,m,nu+s,2*nu,2*nu,nu+s))','s'=0..nu-1)):C gibt das von 
pwe bere
hnete Ergebnis der Partialwellenentwi
klung zur halben Skalendi-mension nu bis zur Ordnung k zur�u
k.> C := (nu, k) -> 
pwe((n,m)->f3(n,m,nu), (n,m)->a3(n,m,nu),(n,m)->b3(n,m,nu), k, true, 2*nu):Partialwellenentwi
klung zur Skalendimension Delta = 2 bis zur 9. Ordnung. Das Ergebnis istkonsistent: F�ur ungerade l vers
hwinden alle KoeÆzienten, f�ur gerade l ist C Delta^2 konstant1. Es gibt zu jeder Partialwelle mit geradem l einen Beitrag erster Ordnung.> C(1, 9);[[1; 0; 1; 1; 0; 0; 1; 1; 1℄; ��512 ; 0; �112 ; � 115 �� 112 ; 0; 0; �130 ; � 1180 �� 245 ;� 12520 22�3 � 27�2 � 49�� 336�3 + � � ; � 118 �45 + 16��3 + � ; 0;13600 958�2 � 8025� + 16562(2�� 7)2 (�� 4)2 ;1450 143�4 � 1901�3 + 7261�2 � 5035� � 11100� (�5 + �)2 (�� 4) ; 0; 0; 17056009252�4 � 169604�3 + 1153983�2 � 3455531� + 3843770(2�� 9)2 (�5 + �)2 (2�� 7)2 (�� 4)2 ;188200 2474�5 � 37271�4 + 47425�3 + 1602779�2 � 8625039� + 12723480(2�� 9)2 (�+ 2) (�7 + �)2 (�5 + �)2; 129400 ((�3 + �)(11516�8 � 354144�7 + 4229067�6� 24731025�5 + 72022047�4 � 95559387�3 + 111300070�2� 424346664� + 645059520)).((�+ 1) (2� � 7)2 � (�7 + �)2 (�� 6)2 (�5 + �))�℄
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