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Kapitel 0

Einleitung

Seit Maldacena 1997 eine Vermutung iiber eine Korrespondenz zwischen Theorien auf dem
Anti-de-Sitter-Raum und konformen Theorien auf dessen Rand formuliert hat [Ma98] und
diese eher informell aufgestellte Vermutung in der Folge durch Arbeiten von Witten [Wi98],
Gubser, Klebanov und Polyakov [GKP98] ein prizises und belastbares Fundament erhalten
hat, ist eine Fiille von Arbeiten zur AdS-CFT-Korrespondenz entstanden. Das rege Inter-
esse entspringt der Faszination, die von der Verbindung verschiedener Klassen von Theori-
en ausgeiibt wird, etwa der Existenz einer Korrespondenz zwischen AdS-Stringtheorien und
konformen Eichtheorien. Eine solche Eichtheorie-String-Dualitit wurde schon seit langer Zeit
vermutet und erhélt durch die AdS-CFT-Korrespondenz neue Evidenz [K199].

Maldacenas urspriinglicher Formulierung lag gerade diese Dualitit zugrunde, dort wurden
konforme Super-Yang-Mills-Theorien mit Eichgruppe SU(N) und Kopplungskonstante gy p/
verbunden mit Stringtheorien auf dem Produkt eines Anti-de-Sitter-Raumes mit einem kom-
pakten Raum. Die charakteristischen Grofien beider Seiten bestimmen sich dabei gegenseitig,
so ist der AdS-Kriimmungskreisradius eine positive Potenz der t’Hooft’schen Kopplungskon-
stante g% IV und die Kopplungskonstante der Stringtheorie proportional zu g% - Im Limes
grofler N, aber fester t’"Hooft’scher Kopplungskonstante ist die Stringtheorie schwach gekop-
pelt, in diesem Fall nehmen Witten, Gubser et al. klassische Supergravitation als perturbative
Approximation der AdS-Stringtheorie.

Die urspriinglich aus der Stringtheorie motivierte Korrespondenz konnte bald rigoros im Rah-
men der Quantenfeldtheorie etabliert werden, indem Identifikationen zwischen Objekten der
Quantenfeldtheorien beiderseits angegeben wurden [Be00] [Re00]. Hierdurch wurde aber kei-
ne Antwort auf die Frage gegeben, welche Struktur fiir einen moglichen Zusammenhang zwi-
schen Stringtheorien und strengen Axiomen geniigenden Quantenfeldtheorien verantwortlich
sein konnte. Dass ein solcher Zusammenhang tatséchlich besteht, erhilt Plausibilitdt durch
die vielen quantenfeldtheoretischen Uberpriifungen, denen die via Korrespondenz induzierten
konformen Theorien im Laufe der letzten Jahre unterzogen wurden, etwa das Erfiillen von
Ward-Identititen [F99A] [F99B] oder die Existenz einer Operatorproduktentwicklung mit
bemerkenswerten Eigenschaften [HPR00] [HMROO].

In dieser Arbeit werden zwei explizite Modelle einer klassischen, skalaren AdS-Feldtheorie un-
tersucht, welche man sich als einfache Modellierung der Witten’schen klassischen Supergravi-
tation vorstellen kann. Die Fragestellung dabei ist die Interpretierbarkeit dieser stringtheore-
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tisch motivierten Korrespondenzvorschrift im Rahmen der axiomatischen, euklidischen Quan-
tenfeldtheorie nach Osterwalder und Schrader. Wir werden sehen, dass eine solche Interpre-
tation nur dann moglich ist, wenn die klassische AdS-Feldtheorie als erste Ordnung einer
tatsichlichen AdS-Feldtheorie verstanden wird, die zusétzliche String- oder Quantenkorrek-
turen enthélt. Insbesondere ist eine Operatorproduktentwicklung bzw. Partialwellenentwick-
lung konsistent und in einem Fall sogar geschlossen durchfithrbar. Das von uns untersuchte
Objekt ist dabei stets die Vierpunktfunktion des konformen Feldes, da diese als erste in ih-
rer Form nicht durch konforme Kovarianz festgelegt ist und somit nichttriviale Aussagen im
Zusammenhang mit Wechselwirkung erlaubt.

Die kiirzlich erschienene Arbeit [DRO02] kldrt, warum eine solche Interpretierbarkeit zu er-
warten ist: Bei einer bestimmten Wahl von Randbedingungen lésst sich die stringtheoretisch
motivierte Korrespondenzvorschrift mit der quantenfeldtheoretischen identifizieren.

0.1 Awufbau der Arbeit

Wir werden im ersten Teil der Arbeit das Fundament fiir die Analyse einer Vierpunktfunktion
schaffen: Kapitel 1 gibt einen Uberblick iiber das Wightman’sche Axiomensystem, Kapitel 2
stellt den Ubergang ins Euklidische dar und fithrt die Osterwalder-Schrader-Axiome auf. In
Kapitel 3 befassen wir uns mit euklidischer, konformer Quantenfeldtheorie und leiten Spezi-
alfiille der Positivitatsbedingungen aus Kapitel 2 her. Kapitel 4 schliefit den ersten Teil mit
einer ausfiihrlichen Beschreibung der konformen Partialwellenentwicklung ab, in der Positi-
vitatskriterien sowie praktikable Verfahren angegeben werden.

Im zweiten Teil geben wir zunéichst in Kapitel 5 eine kurze Einfiihrung in den Anti-de-Sitter-
Raum und betrachten anschliefend die klassische Lésungstheorie eines skalaren Feldes. Sie
ermoglicht uns in Kapitel 6 das Aufstellen der AdS-Modelle ¢* und ¢* im Rahmen der AdS-
CFT-Korrespondenz, die sodann mit den Methoden aus dem ersten Teil untersucht werden.
In Kapitel 7 fassen wir die Ergebnisse zusammen und benennen offen gebliebene und unter-
suchenswerte Fragen.

Im Anhang finden sich einige spezielle Funktionen, die fiir die Untersuchung expliziter Mo-
delle unerlésslich sind. Auflerdem diskutieren wir ausfiihrlich die Potenzreihenentwicklung
einer recht allgemeinen konform kovarianten Funktion £ vierer Punkte. Schliellich geben wir
den Maple-Quelltext einer Implementierung der Partialwellenentwicklung an und untersuchen
damit die beiden Modelle.
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Kapitel 1

Quantenfeldtheorie im
Wightman-Rahmen

1.1 Motivation

Die Anfinge der Quantenfeldtheorie gehen zuriick bis zu den Anfingen der Quantentheorie
selbst. Schon frith wurde klar, dass es nicht nur galt, mit der Quantenmechanik eine neue
physikalische Theorie fiir Punktteilchen aufzustellen, sondern dass auch das klassiche Konzept
der Felder einer ,,Quantisierung® unterzogen werden musste.

Zur Feldquantisierung wurden verschiedene Verfahren entwickelt. Im Falle freier Felder, d. h.
Felder ohne Wechselwirkung, liefern diese Verfahren eine mathematisch wohldefinierte Struk-
tur, die physikalisch sinnvoll interpretierbar ist. Sobald aber Wechselwirkungen als ,,Stérun-
gen“ mit in die Feldquantisierung einbezogen werden, fiihrt die naive Anwendung der Quan-
tisierungsverfahren zu mathematisch undefinierten Objekten in der Theorie. Um dieses friih
erkannte Problem zu losen, wurden Quantisierungsverfahren um Renormierungsvorschriften
erweitert. Im Falle der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes gelangt man so zu der
Quantenelektrodynamik, die experimentell iiberpriifbare Aussagen in Form von Stérungsrei-
hen macht. Beriicksichtigt man nur die untersten Ordnungen, so ist die Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment hervorragend. Allerdings sind die Konvergenzeigenschaf-
ten der Storungsreihen unbekannt. Die Quantenelektrodynamik ist somit eine Theorie hoher
physikalischer Aussagekraft und Prézision, deren mathematische Grundlagen aber im starken
Gegensatz dazu fragwiirdig sind.

Um sich bei Betrachtungen zur Quantenfeldtheorie von konkreten Modellen mit solch fragwiir-
digem Zustandekommen zu losen, wurden verschiedene axiomatische Zuginge zur Quanten-
feldtheorie geschaffen, die die fundamentalen Eigenschaften von Quantenfeldern abstrahieren.
Diese Eigenschaften ergeben sich aus physikalisch sinnvollen Forderungen, den Beobachtun-
gen, die man an Modellen machen konnte, aber auch aus einigen mathematischen Notwendig-
keiten. Sie beschreiben das Mindeste, was man — mit etwas Optimismus — von verniinftigen
Modellen der Quantenfeldtheorie erwarten darf, nachdem all die verwickelten Prozeduren der
Quantisierung und Renormierung durchgefithrt wurden.

Im mathematisch prizisen Rahmen, den diese physikalisch motivierten Axiomensysteme set-
zen, lassen sich mit mathematisch unzweifelhaften Methoden Einsichten in die allgemeine

5
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Natur der Quantenfelder gewinnen. Das System der Wightman-Axiome, welches im néchsten
Abschnitt eingefiihrt wird, erlaubt z. B. den Beweis des PCT-Theorems und des Spin-Statistik-
Theorems.

1.2 Wightman-Axiome

Im Folgenden werden die Wightman-Axiome fiir ein skalares, neutrales, hermitisches Quan-
tenfeld A angegeben, wie sie z. B. in [Jo65] oder [SW64] zu finden sind. Die Wightman-Axiome
beschreiben relativistische Quantenfelder, der zugrunde liegende Raum ist also der Minkowski-
Raum. Dessen Dimension d muss nicht unbedingt 4 sein, entscheidend ist, dass es genau eine
Zeitrichtung gibt.

In der Quantenmechanik ordnet man observablen Grofien hermitische Operatoren auf einem
Hilbertraum der Zustéinde zu. Beim Ubergang zur Quantenfeldtheorie erwartet man daher
ein ganzes Feld solcher Operatoren, d.h. ein Feld A sollte eine Abbildung des Minkowski-
Raumes R? in die Menge der Operatoren auf einem Hilbertraum # sein, z + A(z). Allerdings
erweist sich schon das freie Feld als singulérer, als es diese naive Vorstellung eines punktartig
lokalisierten Operatorfeldes erlaubt. Erst nach Verschmieren mit Testfunktionen ergeben sich
Operatoren. Diese Uberlegungen halten wir in zwei Axiomen fest:

A1l Zustinde werden durch Einheitsstrahlen in einem separablen Hilbertraum H beschrieben.

A2 Das Feld A wird durch eine operatorwertige Distribution aufS(Rd) beschrieben. Genauer:

e A ordnet jedem f € S(Rd) einen Operator A(f) zu, der auf einem (von f unabhangigen)
dichten Unterraum D von H definiert ist.

e FEs gilt die Hermitizitdtsbedingung

e Die Anwendung von A(f) fihrt nicht aus D heraus, d. h. A(f)D C D.

o Fir ¢, € D ist f— (¢, A(f)) eine temperierte Distribution.

Unserem Anliegen, Axiome einer relativistischen Quantenfeldtheorie definieren zu wollen, tra-
gen wir Rechnung, indem wir eine Darstellung U der Poincaré-Gruppe auf dem Hilbertraum
fordern. Mit dieser Darstellung kénnen wir es dann anschlieffiend als Axiom formulieren, dass
A das korrekte Transformationsverhalten eines Skalars besitzt.

Die Darstellung sollte noch zwei zusitzliche, physikalisch motivierte Eigenschaften haben.
Erstens soll die Theorie keine Zustidnde negativer Energie oder imagindrer Masse enthalten.
Dieses lisst sich mithilfe der Erzeugenden der Translationen P, (d.h. U(a) = ¢! Pi) formu-
lieren, deren gemeinsames Spektrum muss in p® > 0,m? = p*p, > 0 enthalten sein. Zweitens
sollte es genau einen Zustand geben, der translationsinvariant ist, nimlich das Vakuum.

A3 FEs gibt eine stetige unitire Darstellung U der Poincaré-Gruppe P_T_ auf H, die D invariant
lisst, U(g)D = D Vg € P.
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Das Spektrum des Erzeugenden der Translationen liegt im abgeschlossenen Vorwdrtslichtkegel
Vi, Vi:={p |p" > 0.p"p, > 0}.

Es gibt einen bis auf eine Phase eindeutig bestimmten U -invarianten Zustand §2, das Vakuum.
A4 A hat unter PJTr das Transformationsverhalten eines Skalars,
U@)ANU(9) " =A((g7) f) VgePl.seS(R).
Hier ist ¢g* wie iiblich die induzierte Wirkung von 731 auf S(Rd),
g S(R) 5 S(R), (9°f) (@) 1=/ (g0).

Nun muss noch das Konzept der Lokalitdt beriicksichtigt werden, das sicherstellt, dass raum-
artig getrennte Messungen des Feldes sich nicht beeinflussen:

A5 Fiir alle f,g € S(Rd) mit raumartig getrennten Trdagern gilt
[A(f), A(g)] =0 (auf D).

Schliefllich verlangen wir, dass es im folgenden Sinn kein von A unabhingiges Feld in der
Theorie geben soll:

A6 Das Vakuum Q ist beziiglich Polynomen in A zyklisch, d. h. die Menge

{P(A(fl),A(fg), ..)Q | P Polynom, f; € S(Rd) } CH

ist dicht in H.

1.3 Wightman-Distributionen

Die Wightman-Axiome verwenden die operatorwertige Distribution A, den Hilbertraum H mit
dem Vakuumvektor €2 sowie die Darstellung U als die grundlegenden Objekte der Theorie.
Eine dquivalente und in manchen Situationen geeignetere Beschreibung mit anderen Objek-
ten, den Wightman-Distributionen, ist moglich. Sie werden als Vakuumerwartungswerte von
Produkten des Feldes A definiert,

Wa(fio-o fo) = (0 A(f1) - A(fn) Q) (1.1)

und oftmals n-Punkt- Funktionen genannt. Wegen A2 ist W, fiir jedes f; separat eine tempe-
rierte Distribution, das Nuklear-Theorem erlaubt daher eine eindeutige Fortsetzung zu einer
Distribution W, € &' (R"?).

Die Wightman-Axiome iibersetzen sich unmittelbar in Eigenschaften der Wightman-Distri-

butionen [Jo65] [SW64]:

W1 (Temperiertheit)
Wo=1, W,es(r")
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W2 (Poincaré-Invarianz)

Wpog =W, VgEPTF

Fiir die folgenden Eigenschaften benétigen wir die Involution

[z, myn) = fzn,. .., 21)
aufS(R"d).

W3 (Hermitizitit)

WalF*) =Walf) Vf € S(R™)

W4 (Lokalitét) Sind die Punkte x; und ;11 raumartig voneinander getrennt, so gilt (im
Sinne von Distributionen)

WilZ1, . Ty Tig1y ooy Tn) = Wal(T1, ooy ig1, Tiy e ooy Tp).
W5 (Positivitat) Fir alle endlichen Folgen (fn),cn,s fn € S(Rrd) L gilt

> Wisj (ff ® f;) > 0.

Y]

Die Eindeutigkeit des Vakuums wird durch folgende Eigenschaft gesichert, die die physikali-
sche Bedeutung hat, dass zwischen raumartig weit entfernten Systemen keine Wechselwirkung
stattfindet.

W6 (Cluster-Eigenschaft) Fir alle raumartigen Translationen a # 0 gilt
Ali)IIC}O Watm (frn ® (Aa)* fmn) = Wa(fo)Win(fm) Vfj € S<Rjd> :

Schlieflich miissen wir noch die Spektrumsbedingung formulieren. Wegen der Translationsin-
varianz hingen Wightman-Distributionen (in der formalen Sprechweise) nur von Differenzen
der Punkte z; ab, lassen sich also durch Distributionen W,, € S’ (R"d) geméf

Wha1(zo, ... xn) = Wy(z1 — 20,y ..., Ty — Tp_1)
ausdriicken. Die Fouriertransformierten der W,, sind wieder in S’ (R"d) und erfiillen

W7 (Spektrumsbedingung)
supp W,, C V+n.

Es lasst sich zeigen, dass die Axiome A1-A6 zu den Eigenschaften W1-W7 dquivalent sind, aus
den Vakuumerwartungswerten W, lassen sich also (A, #,Q,U) rekonstruieren [Jo65] [SW64].
W1-W7 konnen daher als ein Axiomensystem fiir Vakuumerwartungswerte betrachtet werden.

'SR%) ~C



1.4. Trunkierte Wightman-Distributionen 9
1.4 Trunkierte Wightman-Distributionen

Ein niitzliches Konzept ist das der trunkierten Vakuumerwartungswerte W1 [Ha58] [Jo65]
[Ha96], die (im Sinne von Distributionen) rekursiv iiber

W(T =0, Wn(mla---axn) ::ZHW@ (mala---ama‘a‘>

P acP
definiert werden. Die Summe erstreckt sich dabei iiber alle Partitionen P = {a()} von
{1,...,n}, wobei in den Teilmengen @ = (a1,...,®)y) die natiirliche Reihenfolge beibehal-

ten wird. Nach dem Nukleartheorem sind die trunkierten Wightman-Distributionen ebenfalls
temperierte Distributionen.

Nehmen wir jetzt und im Folgenden W; = 0 an, was immer durch Abziehen des Vakuumer-
wartungswertes vom Feld A erreicht werden kann, lauten die ersten Beziehungen

Wr=wWI=0, Wo=WI wy;=wI,
Wi(w1, T2, 73, 74) = WY (21, T2, T3, T4) + Wa (21, 12)Wa (23, 74)
+ Wh(z1, 23)Wa (2, 4) + Wa(x1, 24)Wo (29, 23).

Die Betrachtung der trunkierten Wightman-Distributionen ist etwa im Zusammenhang mit
Fragen der Wechselwirkung niitzlich. Fiir ein (verallgemeinertes) freies Feld verschwinden
nédmlich alle trunkierten Wightman-Distributionen bis auf die Zweipunktfunktion. Umgekehrt
darf nach dem folgenden Satz von Baumann [Ba75] bei einem Feld mit Wechselwirkung keine
einzige gerade WY -Distribution verschwinden:

Satz 1.1 (Baumann) Gilt W' = 0 fiir ein gerades n > 2, so ist das zugehorige Feld not-
wendig ein verallgemeinertes freies Feld, d. h. es muss W1 = 0VYm # 2 gelten.

1.5 Beispiele fiir Wightman-Felder

Bisher haben wir nur ein Axiomensystem fiir ein Quantenfeld A eingefiihrt und eine dazu
dquivalente Beschreibung durch Vakuumerwartungswerte gefunden. Es stellt sich die Frage,
ob es iiberhaupt Felder gibt, die den Axiomen geniigen.

Anhand der Axiome lassen sich die moglichen Zweipunktfunktionen skalarer Felder charak-
terisieren, sie lassen sich stets in der Kdllen- Lehmann-Darstellung

o0

Wa(z,y) = [ do(m?) [d% 6(k* — m?)O(k®)e™*(@=v) (1.2)
oot |

schreiben. dp ist dabei ein positives, polynomial beschrinktes Mafl. Diese Darstellung ist eine
Zerlegung in Propagatoren zur Masse m, so ergibt sich fiir dp(m?) = dm? (27) (@1 §(m? —
M?) die Zweipunktfunktion des freien Feldes mit Masse M.

Eine grofie und wohlverstandene Klasse von Wightman-Feldern bilden die verallgemeinerten
freien Felder, die — wie im vorigen Abschnitt erwihnt — wegen des Verschwindens der héhe-
ren trunkierten n-Punkt-Funktionen alleine durch ihre Zweipunktfunktion festgelegt sind. Ist
diese von der Form (1.2), so sind alle Wightman-Axiome erfiillt.
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Skalare, masselose Felder, also solche mit M = 0 in obigen Formeln, sind notwendig freie
Felder, denn es gilt [Po69]

Satz 1.2 (Jost—Schroer, Federbush—Johnson, Pohlmeyer) Fin hermitisches, skalares
Quantenfeld mit der Zweipunktfunktion der Masse 0 ist ein freies Feld.

Solche Felder existieren nur in d > 2.

Die Konstruktion wechselwirkender Wightman-Felder, d. h. solcher mit nichttrivialer S-Mat-
rix, erweist sich dagegen als auflerordentlich schwierig. Erfolge gab es in zwei Dimensionen mit
von unten beschriinkten polynomialen Wechselwirkungen (P(p)2-Modelle, etwa ¢ +Ap*, A >
0), in drei Dimensionen mit einem ¢*-Modell, mit der Yukawa-Kopplung sowie mit integrablen
Modellen.

1.6 Wightman-Funktionen

Ausgehend von den Wightman-Axiomen lassen sich einige interessante Aussagen gewinnen.
Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit sind die folgenden Sitze wichtig [Jo65]:

Satz 1.3 Wightman-Distributionen sind Randwerte eindeutiger, L (C)-invarianter Wight-
man-Funktionen W, (21, ..., 2y,), die im Gebiet

gn = {(zla"'azn) ‘ (22 T Zlye -5 2n _znfl) € 7;1,_1}
holomorph sind. T, ist dabei die erweiterte Vorwirtsrohre

T, = U AT, T:={z |Imz eV, }.

A€eL4(C)

In den Beweis dieses Satzes geht wesentlich die Spektrumsbedingung ein, die Lokalitéitseigen-
schaft wird dagegen nicht benétigt. Tatséchlich gilt der

Satz 1.4 Erfillen die Wightman-Distributionen alle Wightman-Axiome aufer der Lokalitdt,
so erfiillen sie genau dann auch die Lokalitdt, wenn die Wightman-Funktionen symmetrisch
sind.

Hieraus ergibt sich eine Vergrofierung des Holomorphiegebietes von Satz 1.3:

Korollar 1.5 Die Wightman-Funktionen eines lokalen Feldes sind symmetrisch und holo-
morph im Gebiet

GF = {(2nys- -+ 2n,) | (21,...,24) € Gy, Permutation} .
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Euklidische Quantenfeldtheorie

2.1 Motivation

Den Wightman-Axiomen lag die Raumzeit der speziellen Relativitidtstheorie zugrunde, nim-
lich der Minkowski-Raum — ,unsere Welt“. Aus mathematischer Sicht wiren manche Dinge
einfacher, wenn die Welt euklidisch wéare. In diesem Fall hitte man es mit einer definiten
Metrik statt der indefiniten Lorentz-Metrik zu tun. Die Invarianzgruppe des Skalarproduktes
wire SO(d) und somit im Gegensatz zur Lorentzgruppe kompakt. Konstruktive Verfahren
der Quantenfeldtheorie wie Pfadintegrale und stochastische Zuginge lassen sich erst sinnvoll
im euklidischen Rahmen formulieren.

Aus diesen Griinden war die Einsicht, dass Minkowski’sche und euklidische Quantenfeldtheorie
— modulo einiger technischer Komplikationen — nur zwei Seiten einer Medaille sind, fiir die
axiomatische und konstruktive Quantenfeldtheorie ein grofier Fortschritt. In zwei Artikeln
[OS73] [OST75] zeigten Osterwalder und Schrader, wie aus einem Modell der einen Seite eines
der anderen Seite konstruiert werden kann. Der grundlegende Gedanke dabei ist, dass die
Lorentz-Metrik definit wird, wenn man die Zeitkoordinate ¢ in Richtung imaginérer Zeit
fortsetzt, £ = —ir. Diese Rotation £ — 7 in der komplexen Zeitebene wird Wick-Rotation
genannt. Sie muss mit der gebotenen Sorgfalt auf alle Wightman-Axiome angewandt werden,
um daraus dquivalente Axiome fiir eine euklidische Quantenfeldtheorie herzuleiten.

2.2 Osterwalder-Schrader-Axiome

Die grundlegenden Objekte einer euklidischen Formulierung einer Quantenfeldtheorie sind die
euklidischen n-Punkt- Funktionen oder Schwinger-Funktionen S,,. Sie entsprechen den ,, Wick-
rotierten“ Wightman-Distributionen, d. h. sind deren analytische Fortsetzung fiir imaginére
Zeiten. Diese Fortsetzung ist sogar erstaunlich problemlos durchfithrbar: Aufgrund des Satzes
1.5 sind Wightman-Distributionen Randwerte in G holomorpher, eindeutiger und symmet-
rischer Funktionen. Wie man sich leicht iiberlegt, ist die Menge der euklidischen Punkte

{(21,---7271) 2 = (—izf, &), 2 # 35 € Rd} !

'Fiir Punkte z des euklidischen Raumes wird die Konvention z = (z',...,z%) = (&, z?) gewahlt.

11
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in GF enthalten. Wir kénnen also auf der Menge

Q, = {(ml,...,xn) ‘azk#ijRd}

die Schwinger-Funktionen als analytische, symmetrische Funktionen gemé&f
Sular, -y mn) 1= Wy (=i, 1), .., (~ial, 7))

definieren. Diese lassen sich als Distributionen auf der Menge der S(R"d)—Funktionen mit
kompakten Trégern in €2, auffassen und zu temperierten Distributionen auf

So (R”d> = { fe S(R"d> ‘ 8o f(R™ \ ©,) = 0 fiir alle Multiindizes a}

erweitern.

Osterwalder und Schrader haben ein Axiomensystem — im Folgenden OS-Axiome genannt —
fiir diese Schwinger-Funktionen aufgestellt, das dquivalent zum Axiomensystem fiir Wight-
man-Distributionen ist. Die durch analytische Fortsetzung erhaltenen Schwinger-Funktionen
erfiillen also die OS-Axiome, und umgekehrt lassen sich aus Schwinger-Funktionen, die z. B.
durch ein Modell einer euklidischen Quantenfeldtheorie gewonnen wurden und diesen Axiomen
geniigen, Wightman-Distributionen rekonstruieren mit all ihren Eigenschaften W1-W7, die
wir von ihnen in der Minkowski’schen Welt verlangen.

Zur Formulierung der Axiome werden noch einige Definitionen benétigt. Auf dem Raum
So (R"d) ist eine Involution geméf

[ (z1, ..o zp) = f(Oxy,...,0x1), fE€SH (Rnd)
definiert. 0 ist die euklidische Zeitspiegelung,
Oz = (%, —z%), = eRL

Sie kommt dadurch ins Spiel, dass beim Ubergang von W, zu S, die komplexe Konjugation
euklidischer Punkte z = (iz?, #) einer Vorzeichenumkehr von z? entspricht.

0 zeichnet offenbar eine Richtung aus. Wegen der Invarianz der Schwinger-Funktionen unter
der euklidischen Gruppe (Axiom 0S2) kann aber jede beliebige Richtung in R? als Zeitrichtung
genommen werden.

In Sy (R"d) enthalten ist
S+<R"d) = {f €S<R"d> ‘ daf =0 auBer wenn 0 < 2§ < ... < x‘fl}

Die Menge der Folgen f = (fu)neng, fn € Sy (R") 2, fiir die nur endlich viele Folgeglieder
von null verschieden sind, bezeichnen wir mit S, .

Nun kénnen die Osterwalder-Schrader-Axiome angegeben werden [OS73] [OS75]:
OS1 (Temperiertheit)

So=1, S,¢€ sg(R“d) . Soe S’(Rﬁd)

*wieder S4 (R%) ~ C
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Die letzte Eigenschaft macht eine Aussage iiber das Verhalten der Schwinger-Funktionen S,
in den Differenzvariablen z;,1 — z;, zur genauen Definition siehe [OS75]. Diese Eigenschaft
fehlte in [OS73], dort wurde ein fehlerhaftes Lemma benutzt.

OS2 (Euklidische Invarianz)

S,0g* =8, Vg¢e E,(d):=80(d) xR

0OS3 (Hermitizitét)

Sulf) = Su(F) ¥ € So(R™)

0S4 (Symmetrie)

Sp,on* =25, V Permutationen 7

OS5 (Positivitét)
D S (ff®f) >0 Vfe8,?

i!j

Bemerkung. Aus euklidischer Invarianz und Symmetrie folgt, dass die Positivitdtsbedingung
dquivalent fiir alle endlichen Folgen von Testfunktionen formuliert werden kann, die mit allen
Ableitungen bei koinzidierenden Punkten oder Punkten mit nichtpositiver d-Komponente
verschwinden [LM75] [Ma75].

0S6 (Cluster-Eigenschaft)

/\li)r{.lc Sn+m (f;zk ® ()‘a)*fm) = Sn(fn)sm(fm) Va € Rdaa 7é 0, fj € 80 (Rjd)

2.3 Zweipunktfunktion

Fiir die Zweipunktfunktion Ss gilt analog zur Killen-Lehmann-Darstellung von Wy die Dar-
stellung

oo

Sa(o9) = [aom?) [atk

0

clk(z—y)
2+ m2’ TFY (2.1)
mit einem polynomial beschrinkten Mafl do ([Si79], bei d = 2 muss noch der Fall eines bei
k = 0 divergenten Integrals ausgeschlossen werden). Bei koinzidierenden Punkten gibt es eine
Unbestimmtheit, die aber wegen der Trégereigenschaft der in den OS-Axiomen involvierten
Testfunktionen keine Rolle spielt.

Es gilt f7 @ f; € So (R“ﬂ‘)d).
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2.4 Erzeugende Funktionale

Fiir die Konstruktion von n-Punkt-Funktionen ergibt sich durch die Symmetrie der Schwinger-
Funktionen ein grofier Vorteil des euklidischen Zugangs gegeniiber dem Wightman’schen. Aus
den Schwinger-Funktionen kann ndmlich das erzeugende Funktional

o
S() =3 1 SulF7)

n=0
gebildet werden. Durch Funktionalableitung lassen sich aus ihm die symmetrischen Antei-
le der Schwinger-Funktionen zuriickgewinnen — also wegen ihrer Symmetrie die Schwinger-
Funktionen selbst. Bei der Bildung des Funktionals ist zu beachten, dass auf der rechten
Seite f®" sicherlich nicht im Definitionsbereich Sy (R"d) von S, liegt. Die S,, miissen daher
zunichst zu Distributionen aus S’ (R"d) erweitert werden, was stets moglich ist. Bei ihrer
Riickgewinnung aus S(f) und der analytischen Fortsetzung zu W, kommt es aber nur auf
das Verhalten bei nicht koinzidierenden Punkten an, so dass sich die Freiheit in der Fortset-
zung, mit der unter Umsténden eine Symmetriebrechung in S(f) einhergeht, nicht bemerkbar
macht.

In der konstruktiven Quantenfeldtheorie gibt es natiirliche Kandidaten fiir solche erzeugenden
Funktionale S(f). Jede Vorschrift etwa, die ein unter der euklidischen Gruppe invariantes
Funktional liefert, fithrt automatisch zu n-Punkt-Funktionen, die dem Invarianz-Axiom OS2
geniigen. Frohlich hat Bedingungen an Funktionale der Form

5(f) = /e¢(f)du(¢) (2.2)

mit einem Mafl dy auf S’ (Rd) formuliert, so dass die resultierenden Schwinger-Funktionen,
die in diesem Fall die Momente

Sulfraees fu) = /¢(f1)---¢(fn)du(¢)

des Mafles sind, die OS-Axiome erfiillen, siehe [Si79] und [GJ87] (man beachte dort das zusétz-
liche i). Die OS-Positivitit etwa wird durch die Eigenschaft gesichert, dass fiir alle endlichen
Folgen (fn)neny, fn € St (Rd) , fn imagindrwertig, die hermitische Matrix

mgr == S(f] + fr)

positiv semidefinit ist.

Ist ein Funktional S(f) mit OS-Eigenschaften gegeben, so kénnen daraus weitere gewonnen
werden, indem Funktionen h(S(f)) von S(f) gebildet werden, etwa S(f)2. Solche Funktionale
erfiillen offensichtlich erneut die Forderung der euklidischen Invarianz. Lisst sich die Funktion
h (global) in eine Potenzreihe mit nichtnegativen Koeffizienten entwickeln, so bleibt auch die
Positivitdt erhalten, d. h. die Matrix

. p(n)
h(mjk) = hn, S(ff + f)"
n=0 '

ist positiv semidefinit. Der Grund hierfiir ist der interessante
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Satz 2.1 (Schur) Das komponentenweise Produkt (a;ibji)x positiv semidefiniter Matrizen
a, b ist positiv semidefinit.

Der Beweis findet sich z.B. in [GW64, S. 257] oder [GJ87, S. 101]. Damit ist die Matrix
h(mji) eine Summe positiv semidefiniter Matrizen mit positiven Vorfaktoren, also selbst
positiv semidefinit.

2.5 Trunkierte Schwinger-Funktionen

Die Konstruktion der trunkierten Wightman-Distributionen ldsst sich natiirlich unmittelbar
auf Schwinger-Funktionen iibertragen,

st.=o, Sp(x1,. .. op) = Z H Sﬁ;‘ (xal, .. ,xa‘a‘) . (2.3)
P «a€eP

Das erzeugende Funktional der trunkierten Schwinger-Funktionen
S() = 30 L 8T
= n! "
steht in einfachem Zusammenhang mit S(f), es gilt ndmlich der

Satz 2.2 (Linked Cluster Theorem)
ST(f) = S()). (2.9

Beweis. Mit etwas Kombinatorik erhélt man aus (2.3)

s =S =% % Gy, s
i=1

P aeP m=0 ki++km=n

m zahlt die Anzahl der Teilmengen in der Partition, k; die Anzahl der Elemente in Teilmenge
. Wegen der Symmetrie des Arguments von S]T ergeben alle Partitionen, die in Teilmengen der
Groflen kq, ..., ky, aufteilen, denselben Beitrag, die Anzahl dieser Partitionen ist aber gerade
durch den Multinomialkoeffizienten gegeben. Da die Klassen der Partitionen mit gleichem
Beitrag in der k;-Summe aber m!-mal aufsummiert werden, muss noch durch diesen Faktor
geteilt werden.

Wir erhalten damit die gewiinschte Beziehung

. 1 m oo 1 00 1 m ‘
o= Zysf?(fw)) "2 i 2 g LIS

m=0  ki,..km=0

= D2 Z <k1___km>1j[15132(f®’“)
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2.6 Verallgemeinerte freie Felder

Wie in der Wightman’schen hat man auch in der euklidischen Quantenfeldtheorie den Begriff
des verallgemeinerten freien Feldes, welches alleine durch seine Zweipunktfunktion SI' = S,
bestimmt wird, alle anderen trunkierten n-Punkt-Funktionen verschwinden. Die erzeugenden
Funktionale lauten somit

ST =g e . S =ew (350 0).

Die OS-Axiome sind genau dann erfiillt, wenn die Zweipunktfunktion die Form (2.1) hat.

2.7 Positivitit der Vierpunktfunktion

Der Positivitdtsnachweis in einem konkreten Modell ist schwer zu fithren. In gewissen Fillen
kann man die Positivitdt gemifl Abschnitt 2.4 aus Eigenschaften des erzeugenden Funktio-
nals ableiten. Lasst die Konstruktion des Modells aber keine solchen Nachweistechniken zu,
bleibt im Allgemeinen nur die Moglichkeit, sich Schritt fiir Schritt der vollen Positivitidt OS5
anzunédhern, d.h. ausgehend von einfachen Testfolgen f € &, nach und nach komplexere
Testfolgen zu betrachten. B

Fiir den spéteren Gebrauch soll hier eine einfache notwendige Positivitdtsbedingung hergelei-
tet werden. Dazu betrachten wir die vergleichsweise einfache Testfolge

f=(0,h0,...)€S,.
Die resultierende Positivitdtsbedingung
M+ ASo(h) + So(h A+ Su(h* @ h) >0 YAeCheS, (R2d) (2.5)

priift alleine die Zwei- und Vierpunktfunktion. Durch geeignete Wahl lésst sich A eliminieren,
eine quadratische Ergénzung liefert ndmlich
0 < AN+ ASy(h) + Sa(h*)A + Su(h* @ h)
= (A+52(h)) (A + S2(h)) = S2(h*)S2(h) + Sa(h* ® h)
X+ So(h)|? = Sy(h*)Sa(h) + Sa(h* @ h).

Bei gegebenem h wird diese Ungleichung am schérfsten, wenn mit A = —Ss(h) der Betrag
verschwindet, d. h. (2.5) ist genau dann erfiillt, wenn

Su(h* @ h) — Sa(h*)Sa(h) = G(R* @ h) >0 VYh e Sy (RM) (2.6)
gilt, wobei G die Vierpunktfunktion abziiglich des ,, 12-34“-Beitrages ist,

G(z1,m0, w3, 24) = Sy(x1,22,73,74) — S2(x1,22)S2(r3, 74)
= SI(ZEh o, T3, ZE4) + SQ(ZEl, ZE3)SQ($2, 334) + 52(331,334)82(332, 5173), (27)
und wegen der Hermitizitéit von Sy und Sy ebenfalls die Hermitizititseigenschaft einer eukli-

dischen Vierpunktfunktion hat. (2.6) ist eine praktikable notwendige Positivitdtsbedingung,
die in konkreten Modellen oftmals schon erste Positivitdtsaussagen liefern kann.
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Statt mit Testfunktionen h € S, (RQd) kann die Bedingung (2.6) auch dquivalent mit Hilfe
von Punkten des R? formuliert werden. Zur formalen Herleitung stellt man sich vor, dass man
mit h eine Summe von J-Funktionen

n
h(w,y) =Y aid(@ —pi)s(y — ), ai € Cops,qi € RY,0 < pf < gf (2.8)
i=1

approximiert. Im Limes wird aus (2.6) die Ungleichung

n
> @a;G(94:,0pi,pj: q5) > 0.
ij=1

Definieren wir nun die Matrix

mij = G(0qi,0pi, pj, ;). (2.9)

die wegen der Hermitizitit von G ebenfalls hermitisch ist, so besagt diese Ungleichung nichts
anderes, als dass m notwendig positiv semidefinit sein muss — die Ungleichung soll ja fiir alle
Wahlen von a; gelten.

Tatséchlich ist diese Bedingung auch hinreichend, es gilt also der

Satz 2.3 Die Positivitat (2.6) der Vierpunktfunktion ist genau dann erfillt, wenn fir alle
endlichen Folgen (pi, qi);—1. p+Pis 4 € R0 < p? < ¢ die Matriz (2.9) positiv semidefinit ist.

Bemerkung. Die Matrix ist durch (2.9) wohldefiniert, da Schwinger-Distributionen bei nicht
koinzidierenden Punkten — wie es hier der Fall ist — gewdhnliche (analytische) Funktionen
sind.

Bemerkung. Angesichts der Bemerkung zu OS5 kann die Bedingung 0 < pgl < q;.i zu p; #
qz',p;i , qfl > 0 abgeschwécht werden.

Beweis. =: Diese Richtung wurde soeben bei der Motivation des Satzes gezeigt. Die Appro-
ximation der d-Summe (2.8) ist durchfithrbar, denn jeder d-Faktor kann durch eine ¢-Folge
mit kompakten Trigern so ersetzt werden, dass die resultierenden h-Folgeglieder in S, (RQd)
liegen. Hierzu wird natiirlich 0 < pzd < q;?l benoétigt. Da G auf den Trégern der h-Folgeglieder
eine analytische Funktion und somit stetig ist, kann der Limes ausgefiihrt werden.

<«: Die Idee fiir Beweise dieser Art ist einfach und findet sich z. B. in [GW64], wo dhnliche Po-
sitivitétsfragen diskutiert werden. Wir zeigen (2.6) zunéchst fiir 4 aus dem in Sy (R??) dichten
Unterraum S, (R??) der Funktionen f € S; (R*?) mit kompakten Tréigern in {(z1,z2) | 0 <
Sei also h € Si(R??), dann hat h* x h einen in {z{ < 24 < 0 < 2¢ < z¢} enthaltenen kom-
pakten Triager K. Auf K ist G eine analytische Funktion, also insbesondere beschrinkt und
stetig. Da letzteres auch fiir A gilt, kann G(h* x h) als ein Riemann-Integral iiber K und somit
als Grenzwert von Riemann-Summen aufgefasst werden. Eine Zerlegung

n
supph = U A;
=1
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induziert eine Zerlegung 0A; x A; 4 von K, die zugehérige Riemann-Summe ist nach Voraus-
setzung nichtnegativ:

n
> G(0qi.0pi, pj. 4;)h(pi, 4i) h(p) 45) Vol (A;) vol(A,)
ij=1
= Z VOl(Ai)h(pi,qi) VOl(Aj)h(pj,qj)mij >0 mit (pi,qi) S Al
i,7=1

Dies gilt fiir jede solche Zerlegung und somit auch fiir das Riemann-Integral als Grenzwert:
G(h* x h) > 0.

Da G ein stetiges Funktional ist und S_|_C(R2d) dicht in S4 (RQd) liegt, folgt die Behauptung.
O

4914, = {($1,$2) | (9232,9231) € Al}
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Konforme Quantenfeldtheorie

3.1 DMotivation

Grundlegend fiir die Wightman-Axiome ist die Forderung nach einer relativistischen Theo-
rie. Eine solche Theorie respektiert die Poincaré-Invarianz des Minkowski-Raumes und somit
die Struktur, die die Punktmenge R? durch die Lorentz-Metrik bekommt. Diese Struktur
hat kausale und geometrische Aspekte: Mithilfe der Metrik kénnen wir einen Vektor in die
kausalen Klassen zeitartig, lichtartig, raumartig einteilen, wir konnen aber auch seine Linge
bestimmen. Die kausale Struktur kann als fundamentaler angesehen werden. Bei masselosen
Feldern etwa wird der Lingenbegriff irrelevant, die kausale Struktur bleibt dagegen erhalten.
Masselose Felder treten z. B. als Idealisierungen von Feldern im Hochenergie-Limes auf, dort
spielen Ruhemassen eine untergeordnete Rolle.

Die Gruppe der Koordinatentransformationen, die zwar die kausale Struktur, aber nicht die
Metrik selbst invariant lassen, ist die konforme Gruppe [Ha96]. Sie enthélt natiirlich die Poin-
caré-Gruppe, ein konformes Quantenfeld ist also insbesondere ein relativistisches. Wegen der
grofleren Symmetriegruppe — vor allem in zwei Dimensionen — ist im Rahmen der konformen
Quantenfeldtheorie eine Vielfalt an Modellen und Aussagen iiber deren Struktur moglich.
Physikalische Relevanz neben der solcher toy models ist etwa durch den bereits erwidhnten
Hochenergie-Limes gegeben.

3.2 Konforme Symmetrie im Minkowski-Raum

Die Invarianz der kausalen Struktur konnen wir als Forderung formulieren, dass die Form der
Lichtkegelgleichung g, dz#dz” = 0 unter der Wirkung der konformen Gruppe nicht geéindert
werden soll. Hieraus lisst sich folgern, dass eine konforme Transformation z — z’' den metri-
schen Tensor bis auf einen ortsabhingigen Skalenfaktor invariant l&sst,

9w (@) = (@) gy (), (3.1)

was auch als Winkeltreue der Transformation gelesen werden kann. Transformationen mit
dieser Eigenschaft sind z. B. Poincaré-Transformationen mit A(xz) = 1, aber auch Dilationen

=Xz, A>0 =A(z)=X"'

19
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und spezielle konforme Transformationen

1 T — (:E, x)cﬂ
1 -2(z,¢) + (2,7)(c, )
= Az)=1-2(z,¢) + (z,2)(c, c)

x = (Rot_,oR)z, ceR?

mit der Translation #, : z — x 4+ b und der Inversion

R:zw—

(z, z)

Tatséchlich wird die gesamte konforme Gruppe bereits durch diese Elemente erzeugt, wenn
die Dimension d der Raumzeit grofler als 2 ist. In d = 2 definiert dagegen jedes Paar von
Diffeomorphismen auf den Lichtkegelkoordinaten eine konforme Transformation. Auf diese
Besonderheit werden wir nicht weiter eingehen.

Bei néherer Betrachtung der speziellen konformen Transformationen féllt auf, dass sie auf der
Hyperfliche, wo der Nenner verschwindet, singuldr werden. Um diese Transformationen als
globale Symmetrien definieren zu kénnen, muss der Minkowski-Raum durch Hinzunahme von
Punkten im Unendlichen kompaktifiziert werden.

Aber auch dann gibt es noch ein Kausalitits- Paradozon: Lokal wahren spezielle konforme
Transformationen zwar die kausale Struktur, global kénnen sie aber raumartig getrennte
Punkte auf zeitartig getrennte abbilden. Liischer und Mack haben gezeigt, dass sich dieses
Paradoxon mithilfe des euklidischen Formalismus auflésen lisst, wo es keine Unterscheidung
zwischen Raum und Zeit und somit auch kein Kausalitits-Paradoxon gibt [LM75]. Beim
Ubergang zum Minkowski-Raum stellt sich heraus, dass dieser periodisch in die analytische
Fortsetzung des kompaktifizierten euklidischen Raumes eingebettet ist, welche eine globa-
le kausale Struktur besitzt. Ist das Quantenfeld auf dieser periodischen Uberlagerung des
Minkowski-Raumes definiert, so 10st sich das Paradoxon auf.

3.3 Euklidische konforme Gruppe

Aus den oben genannten Griinden wird konforme Quantenfeldtheorie oft im euklidischen
Rahmen formuliert, so wird es im Folgenden auch hier sein. Die euklidische konforme Gruppe
setzt sich analog zur Minkowski’schen aus der euklidischen Gruppe, den Dilationen und den
speziellen konformen Transformationen zusammen, wobei obige Formeln nach Ersetzung der
Metrik ihre Giiltigkeit behalten. Eine spezielle konforme Transformation wird nun nur noch
in einem Punkt 2 = Re singulir. So kann durch Hinzunahme eines einzigen Punktes oo zu R
erreicht werden, dass eine konforme Transformation global als Diffeomorphismus operiert.

Bei manchen Betrachtungen zu konformer Symmetrie empfiehlt sich die folgende Konstruktion
eines Raumes, auf dem die konforme Gruppe in Form linearer Abbildungen operiert. Auf R¢+2
fithren wir zu den Koordinaten 2%, a = 0,...,d + 1 die Metrik n = diag(1,...,1, —1) ein. Auf
dem d + 1-dimensionalen Kegel

C = {z € Ri+2 ‘ Nap2®2" = 0,247 > 0}

operiert die Invarianzgruppe SOy(d + 1,1) := {M € SO(d+1,1) ‘ Mgi’ll > 1} der Metrik

n als Gruppe linearer Abbildungen. Durch Identifikation von z € C mit Az (¢ C),\ > 0
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gelangen wir zu einer d-dimensionalen Menge C/R; von Strahlen, auf der SOy(d + 1,1)
wirkt. Uber die stereographische Projektion

S:C/Ry Az ( a ) € R4
: z —_—
’ 20 + 4+l n=1,....d

kénnen wir diese Menge mit dem kompaktifizierten euklidischen Raum identifizieren, der
Strahl Ry (—1,0,...,0,1) entspricht oco. Auf diesem Raum ist die induzierte Wirkung von
SOy (d+1,1) die der konformen Gruppe, beide sind also isomorph [LM75] [Ha96]. Dies wird
folgendermafen plausibel: Wir definieren zu einer gegebenen Funktion A : R? — R die Abbil-
dung

d
Ap R 5 72— A(z) <71 —2(113)2’3:1’ ozt 1+ @) +2(m)2> e C, (33)2 = Z (z”)2.
pn=1

Ry Ay ist invers zu S. A, induziert auf RY die Metrik A(z)26,,,, wie man leicht nachrechnet.
Wir kénnen die Metrik des euklidischen Raumes also als die von A; induzierte definieren.
Ist nun M € SOq(d + 1,1), so fithrt dies auf R? zu einem Koordinatenwechsel = M*y mit
M*S = S o M. Die induzierte Metrik in den neuen Koordinaten y ist aus z = Ayx = A1 M*y
zu berechnen. Wegen So Ay = id, (4105)(z) = Wz =: \(z)z folgt z = A(MAyy) M Ay =
M Ay(ara,.y- Da die Metrik n des Einbettungsraumes aber invariant unter M ist, kénnen wir
M herauskiirzen und erhalten als Metrik in den Koordinaten y die von Ajy(yr4,.) induzierte.
Diese unterscheidet sich von der in den Koordinaten # nur um den Faktor A\(M A;y)?, somit
ist M* eine konforme Transformation.

Es ist leicht einzusehen, dass der Zeitspiegelung 6 die Vorzeichenumkehr der z?-Komponente
entspricht und der Inversion R die Vorzeichenumkehr der z°-Komponente. Somit ist R €
SOp(d+1,1). Besitzt die zu behandelnde Theorie nun §-Kovarianz, so muss sie auch kovariant
unter der Inversion R sein. Umgekehrt folgt aus euklidischer Kovarianz und R-Kovarianz
bereits die konforme Kovarianz, denn spezielle konforme Transformationen und Dilationen
werden von F(d) und R generiert.

3.4 Konforme Invarianten

Ist eine Menge x1, z3, ... von Punkten gegeben, so stellt sich die Frage, welche skalaren, kon-
formen Invarianten f(z1,z2,...) daraus gebildet werden kénnen. Wegen der Translations- und
Rotationsinvarianz kann f nur von Betrigen |z; — ;| abhéngen, wegen der Skaleninvarianz

. T;—T; . . . . .
nur von Quotienten \‘z;f:pjl‘\ Unter der Inversion! R transformiert sich ein Betrag wie
r—-yY
|‘Rflj - Ry| = | ‘7
=] [y
ein solcher Quotient ist demnach nicht R-invariant, sondern erhilt einen Faktor %, der
il|Tj

aber durch einen geeigneten zweiten Quotienten kompensiert werden kann wie in

|z; — ;] |z — 2

|z — x| |z5 — x|

'"Wegen der #-Invarianz der Betrige und 6R € SOq(d + 1,1) diirfen wir R-Invarianz benutzen.
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Solche Verhiltnisse sind konform invariant, offenbar benotigt man aber mindestens vier Punk-
te fiir eine nichttriviale Invariante. Tatsédchlich gibt es fiir vier Punkte zwei unabhingige
Invarianten, wir wihlen im Folgenden stets die anharmonischen Verhdltnisse

2 .2 2 .2
T1oT 147 .

u = 12734 v o= 14723 Tii =T — T (3.2)
2272 2272 J J
13424 13424

Die Menge der moglichen (u,v)-Paare ist ein ,,Streifen* in der y/u-/v-Ebene [LR92]:

Satz 3.1 Im Bild von z1,...,z4 € R liegen genau die Invarianten u,v, fir die

1 —u—v| <2yuv

gilt. Diese Menge ist der in Abbildung 3.1 gezeigte Streifen.

@

NG

L
)

iy

—_

Vu

Abbildung 3.1: Mogliche (u,v)-Paare

Beweis. =: Seien z1,...,x4 gegeben. Wegen der konformen Invarianz konnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit 21 = 0, 23 = oo annehmen, denn wir kénnen zunéchst x3 auf 0

verschieben, eine Inversion durchfithren und danach x; auf 0 verschieben. Die Ausdriicke fiir
) .

2
. . & T .
u, v vereinfachen sich dann zu u = #,v = 5, und es folgt mit Cauchy-Schwarz
24 24

il

2 2
Toq — T3 — Xy |—2(z2, z4)]| EPEN
1—u—v|= | - = wQ’ <2 — = 2v/uv.
24 24 24

Diese Ungleichung kann mit s = \/u,t = /v dquivalent zu drei linearen Ungleichungen
umgeformt werden, welche zu dem abgebildeten Streifen fiihren.
1 — 5% — 17| < 2st
o 2t <1—-82—t? N1—5s>—1?><2st
S0<1—(s—t)2> A1—-(s+1)?<0
Sls—t| <1 A s+t >1
Ss<1+t N t<14+s AN s+t>1



3.5. Konform kovariante n-Punkt-Funktionen 23

<: Seien u,v gegeben. Fir v = 0 und somit v = 1 sind z1 = z9 # z3 = x4 vier passende
Punkte, wir kénnen also im Folgenden w > 0 annehmen. Fiir die Punkte z; = 0,29 =
(1,0),23 = oo,z4 = (a,b) (es werden nur die ersten beiden Komponenten angegeben, die
iibrigen sind 0) berechnet man

l—u—v=—2au, v=(a’+b)u.

Aus der ersten Gleichung konnen wir a bestimmen und sodann aus der zweiten b, sofern
b2 > 0 oder
0 < 4b*u? = duv — 4a’u® = 4uv — (1 — u — v)?

gilt. Dies ist aber nach Voraussetzung erfiillt. U

Bemerkung. Der Rand des Steifens wird genau dann erreicht, wenn die vier Punkte auf einem
Kreis liegen. Dann liegen sie ndmlich vor der Inversion auf einem Kreis durch den Ursprung
(r3 = 0), welcher durch die Inversion? auf eine Gerade abgebildet wird, die nach der Ver-
schiebung z; = 0 durch den Ursprung geht. x5 ist dann folglich parallel zu x4, genau dann
gilt aber die Gleichheit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

3.5 Konform kovariante n-Punkt-Funktionen

Die konforme Symmetrie eines Feldes duflert sich darin, dass es zu einer Darstellung der
konformen Gruppe gehort. Fiir ein (klassisches) skalares Feld A bedeutet dies im Fall einer
irreduziblen Darstellung das Verhalten einer Dichte vom Gewicht A

P
= ZZ T A

A(x) = Al(2)) = .

unter einer konformen Transformation z — ', wobei A die Skalendimension des Feldes
A ist [FMS97]. Die Jacobi-Determinante einer konformen Transformation hingt mit dem
Skalierungsfaktor der Metrik in (3.1) geméf

oz'

3| = A(z)fd

Zusammen.

Das Transformationsverhalten eines klassischen Feldes fiihrt fiir ein konformes Quantenfeld
A 7u einer Erweiterung des Axioms A4. Fiir Vakuumerwartungswerte mehrerer Felder A; mit
Skalendimension A; hat dies im Sinne von Distributionen die Konsequenz

(Q, Ay(z1) -+ Ap(20)) = A(xl)7Al T A(xn)iAn <Q, Ay (x’l) T An(x’ )Q> :

n

Hieraus lassen sich nun die méglichen Formen der n-Punkt-Funktionen bestimmen [FMS97].
Eine Zweipunktfunktion verschwindet nur dann nicht, wenn die Skalendimensionen beider
beteiligter Felder iibereinstimmen, ihre Form ist (ins Euklidische fortgesetzt)

(Q, Ay (1) Az (22)9Q) = Cio

|z1 — 22

sxe A=A = A, (3.3)

’Diese ist im Euklidischen die Inversion an der Einheitssphére.
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Eine Dreipunktfunktion hat die Form

Cia3

(Q, Ay (z1) A2(22) A3(23)2) = A +As—As |$23|A2+A37A1 |$31|A3+A17A2

(3.4)

|T12]

und schliefilich eine Vierpunktfunktion

A LodA
(Q, Ai(z1) Aa(22) A3 (73) As(74) (2 H i =y AT f(u,0),
1<j

Da man aus vier Punkten nichttriviale konforme Invarianten bilden kann, ist die Vierpunkt-
funktion als erste nicht bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Gilt A1 = Ay, A3 = Ay, so kann die Form der Vierpunktfunktion weiter zu

(Q, A1 (1) A2(z9) A3(23) Aa(4)2) = (mff?{;(lu%

vereinfacht werden. Sind schlielich alle Skalendimensionen gleich, so kénnen wir auch andere
Betréige x ; abspalten. Wir werden im Folgenden stets die Konvention

f(u,v)
(33%333%4)A

F(z1,m9,x3,14) = (3.5)

benutzen, wenn nicht explizit ein anderer kovarianter Faktor abgespalten wird.

3.6 Zweipunkt- und freie Vierpunktfunktion

Die Zweipunktfunktion Sy eines konformen, skalaren Feldes ist nach (3.3) bis auf eine Kon-
stante eindeutig durch seine Skalendimension festgelegt:

Sa(z,y) = ——>5x- (3.6)

Vergleichen wir mit der Darstellung (2.1), so sehen wir, dass ein konformes Feld aus einem

ganzem Massenkontinuum besteht. Mit do(m?) = dm? m?” ergibt sich nimlich
[e.e]
Sa(z,y) = /dm2 m2 [dlg S et /dm m? / ey
’ k2 + k2 +m?
0
> ik
_ —(d+2v) 9 o [qd, €

0

wobei im ersten Schritt die SO(d)-Symmetrie des Integrals ausgenutzt wurde und im zwei-
ten beide Integrationen mit |z — y| skaliert wurden. Mit A = ¢ + v ist dies die konforme
Zweipunktfunktion. An dieser Stelle kénnen wir die Unitarititsschranke ablesen [MTT73]: Die
Konvergenz des Integrals bei m? = 0 verlangt v > —1, bei v = —1 macht der Ausdruck mit
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geeigneter Normierung distributiv gelesen noch Sinn, wir erhalten dann namlich die Zwei-
punktfunktion eines masselosen Feldes. Fiir v < —1 jedoch ist keine positive Zweipunktfunk-
tion mehr gegeben. Die Skalendimension eines konformen, skalaren Feldes ist somit durch

v > —1 oder
d—2
A>—
- 2

eingeschrinkt. Fiir den Fall des masselosen Feldes mit v = —1 und der kanonischen Skalen-
dimension A = % gilt der Satz 1.2, dass es sich notwendig um ein freies Feld handelt.

Aus der Zweipunktfunktion ergibt sich sofort die Vierpunktfunktion des freien konformen
Feldes

84(331,172,5173,5174) = SQ(ZE1,$2)SQ($3,$4)+SQ($1,$3)SQ(ZE2,ZE4)+SQ($1,ZE4)SQ(ZE2,LE3)

o ( LS SR >
= 0Ux
($%2$§4)A ($%3$34)A ($%4$%3)A
1 1
= C% ( + 1402 ) .
($%2$§4)A ($%3$34)A ( )

Fiir die in (2.7) definierte Funktion G gilt im freien Fall somit

CQ
G(z1,22,23,24) = a 1+o0 2
($%3$34)A ( )
1
= —5—5x9(u,v) mit g(u,v) = CA (1 +v7A) . (3.7)
(713734)

3.7 Positivitidtsbedingungen

Als Positivitdtsbedingung der Vierpunktfunktion wurde die Positiv-Semidefinitheit der aus

G(09i,0pi,p,0;),  pirai € R, pi # qi,p?,q¢ >0

gebildeten Matrix (2.9) hergeleitet, siehe Satz 2.3 und die dortige zweite Bemerkung. Es
miissen also simtliche Unterdeterminanten der Matrix nichtnegativ sein, insbesondere die
ersten beiden:

0, (3.8)
|G(GQ179p1ap2,QQ)‘2- (39)

G(0q1,0p1,p1.q1)

>
G(0q1,0p1,p1,q1)G(0g2,0p2,p2,q2) >

Dieses hat fiir alle zuldssigen Wahlen von p;, ¢; zu gelten. Wiinschenswert wére eine Umfor-
mulierung dieser Positivitdtsbedingungen fiir die konform invariante Funktion g(u,v), nicht
zuletzt weil dann die Anzahl der zu priifenden Freiheitsgrade erheblich reduziert wiirde.

Sollen nun diese Bedingungen unter Ausnutzung der konformen Kovarianz von G vereinfacht
und in eine nur noch von Invarianten w,v abhingige Form gebracht werden, kénnte man
zunichst denken, dass im Fall (3.8) das Resultat eine Ungleichung ohne Wahlfreiheit ist —
aus zwei Punkten py, ¢ lidsst sich keine Invariante bilden — und im Fall (3.9) eine Unglei-
chung, die fiir alle Wahlen der zwei Invarianten u,v zu gelten hat, die aus den vier Punkten
P1, - .., qo gebildet werden kénnen. Dies ist aber nicht so, da in den Ungleichungen 6 involviert
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ist, was ihre Invarianzgruppe verkleinert. Wie wir gleich sehen werden, muss (3.8) auf einer
eindimensionalen und (3.9) auf einer vierdimensionalen Menge von Invarianten gelten.

Die Bedingung (3.8) lisst sich leicht umschreiben: Mit

w 0 —0p)* (1~ @) (1 — @)’
(g —p)? Opr — 1)) (o1~ Oqn)t
3.10
vy = (0q1 — Q1)2 (Op1 — 1)2 16 (pl) (q?)Q ( )
g —p1)2 Op1 —a1)> (o1 — Oqn)*

wird aus ihr
g(Un, 1)11)

(1 = 6a1)")

Diese Ungleichung hat aber nicht fiir alle uy1,v11 zu gelten, denn diese sind voneinander
abhingig:

>0 & g(uu,vll) > 0.

2 d d 2
- 4 _6
\/W"i_ 11 (pl Q1) P14 _ (pl Q1) _

(p—0q1)*  (p1—0q1)® (o1 —Oq1)?

Hier wurde ausgenutzt, dass pfll und qil positiv sind. Wegen p; # qi,p?, qf > 0 liegen u1; und
v11 stets echt zwischen 0 und 1. Andererseits werden auch alle solchen Werte durchlaufen, wie
man sich leicht an p; = (0,a),q1 = (0,1),a € (0,1) iiberlegen kann.

Wir erhalten also mit s = /u1; das

Korollar 3.2 Die Positivitdt (3.8) der 1 x 1-Unterdeterminante der Matriz (2.9) ist fiir alle
zuldssigen Wahlen von p1,q1 genau dann erfillt, wenn

g (52, (1— 3)2) >0 Vse(0,1) mit G(zy, o, x3,24) = (3.11)

gilt.

Die Umformulierung der 2 x 2-Bedingung (3.9) ist naturgeméfl schwieriger. Zunichst empfiehlt
es sich, an dieser Stelle statt g die ebenfalls konform invariante Funktion

h(u,v) = uAg(u,v)

zu verwenden, mit der sich G als

h(u,v
G($1,$2,$3,$4) = ( 9 ) (312)
(%23334)
schreiben lasst. Mit w11, v1; wie oben und
2 2
;)" 16 (pd)” (qf)
U22 = 41 V22 = 4
(p2 — Oq2) (p2 — 0q2)
) ) 5 ) (3.13)
(@ —=p1)" (P2 — @2) _ (0q1 — q2)” (Op1 — p2)
U1y = ; V12 =

(8q1 — p2)* (Op1 — g2)° (0q1 — p2)* (Op1 — q2)°
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ergibt sich aus (3.9) durch Einsetzen

h(uir,vi1) h(uag, v22) S |h(U12a7)12)|2
A in = A
(pr =)™ (p2 — 02) ((m —p1)* (p2 — Q2)2)
< h(ui,vin)h(ugg, vag) > |h(U12,012)|2- (3.14)

Doch fiir welche u, v muss diese Ungleichung erfiillt sein? Natiirlich gilt wieder /u11+4/v11 = 1
und auch ,/uss + /v22 = 1. Um Einschridnkungen fiir die gemischten Invarianten w15 und vy
herzuleiten, bendtigen wir einen Satz rein geometrischer Natur:

Satz 3.3 Fir beliebige Punkte x,y, z,w € R¢ gilt

[z —zlly —w| + |z —wly — 2| = [z —y[|z - w]. (3.15)
Beweis. Die Ungleichung ist offensichtlich invariant unter der euklidischen Gruppe. Sie ist
aber auch invariant unter der Inversion R, denn |Ra — Rb| = %, so dass jeder Term der

_1
Ungleichung bei Inversion mit dem gleichen positiven Faktor (Q:QszQwQ) 2 multipliziert wird,

der sich folglich herauskiirzt. Wir kénnen daher den iiblichen Trick anwenden, ndmlich z. B.
w zunichst auf 0 verschieben und durch eine Inversion nach oo schicken. Die w-abhingigen
Betrige kiirzen sich in der Ungleichung heraus, {ibrig bleibt die Dreiecksungleichung

|z — 2|+ |y — 2| > |z —y|.
0

Bemerkung. Die Gleichheit gilt genau dann, wenn z, z,y, w in dieser Reihenfolge auf einem
Kreis liegen. Dann liegen diese Punkte ndmlich vor der Inversion auf einem Kreis durch den
Ursprung (w = 0), welcher durch die Inversion auf eine Gerade abgebildet wird, auf der z, z, y
in dieser Reihenfolge liegen. Genau dann gilt aber die Gleichheit in der Dreiecksungleichung.

Eine Abschéitzung von € enthaltenden Betrdgen durch solche ohne 6 leistet das
Lemma 3.4 Fliir beliebige Punkte x,y,z,w € RY mit nichtnegativer d-Komponente gilt
z— 0z |y — Ow| > |z — 2| |y — w| + 4v/ zdydzlw.

Beweis.

x—0z|ly — 0wl > |z —z||ly —w|+ 4 zlydzdwd
| [y y Valy

& ((x -2+ 4xdzd) ((y —w)? + 4ydwd) > (z—2)%(y —w)? + 1629y 2 w?
+ 8V zdydzdwd |z — 2| |y — w|
& dytwl(z — 2)? + 42%2%(y —w)? > 8/zdylzdwd |z — 2| |y — w)|

Diese Ungleichung ist aber immer erfiillt, denn sie ist einfach die binomische Ungleichung
a’? + b> > 2ab. Das Quadrieren der ersten Ungleichung ist eine Aquivalenzumformung, da
beide Seiten manifest positiv sind. O

Nun beweisen wir leicht
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Korollar 3.5 Fiir beliebige Punkte x,y, z,w € R* mit nichtnegativer d-Komponente gilt
iz — 0z ly — Ow| + |z — Ow| |y — 02| > |z — Oy| |z — Ow| + 4/ zdyTzdwd.
Beweis.

iz —0z| |y — Ow| + |x — Ow| |y — 02|

Lemma 3.4

> iz —z|ly —w|+ |z — 0wl |y — 0z] + 4v/zdydzdwd
= z— 2| |0y — Ow| + |z — Ow| |0y — 2| + 4/ xlydzdw?

Satz 3.3

> z — Oyl |z — Ow| + 4/ zdy 2w

0

Nun kénnen wir die Menge der Invarianten angeben, fiir die die Ungleichung (3.14) erfiillt
sein muss:

Satz 3.6 Seien die konformen Invarianten s;;, t;; durch die oben definierten u;j;, v;j wie folgt
gegeben:

Sij 1= Uiy tij 1= /Ui
Dann liegen genau die Invarianten im Bild unter (3.10), (3.13) der Menge der Punkte p1,qi,
p2,q2 € R p; # g, pf, qff > 0, fir die
sii+tn =1, s11€(0,1),
sp9 +ta =1, s29 € (0,1),
tig <1+s12, si2ttiz>1, s12>0,

0,1
0,1

gilt.

Bemerkung. Vor dem Beweis des Satzes ist es niitzlich, sich ein Bild von der Menge der
Invarianten zu machen. Sind s1; und s99 aus (0, 1) vorgegeben (und damit auch ¢;), so bildet
die Menge der (s19,t12) ein Dreieck in der s,t-Ebene:

tl? A
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Die durchgezogenen Linien markieren den aus Satz 3.1 bekannten Streifen, die gestrichelte
1++v/T11t22
V/S11522

gungen an s;;, t;; stets echt grofier als 1 und schneidet somit immer die linke untere sowie die

obere Kante des Streifens, was zu dem eingezeichneten Dreieck moglicher Werte fiihrt. Dessen
linke Ecke ist ausgenommen, sjo > 0.

Linie ist die letzte der obigen Bedingungen. Deren Steigung ist wegen der Bedin-

Beweis. Wird z := p1,y := q1,2 := pa,w := ¢o gesetzt, so lauten die Ausdriicke fiir die
Invarianten
2 — y|? ; 4y 2 — w|? ; 4%
= = — S = =
| _9y|27 11 |$_0 ‘27 22 |Z—9 |27 22 |z—9w|2’
_Jeylla-w o~ b2y~ fw
12 iz — Ow| |y — 0z 12 r — Ow| |y — 0z]

=-: Die Einschrinkungen an die Invarianten mit gleichen Indizes wurden bereits bei der Un-
tersuchung der 1 x 1-Determinante hergeleitet. Die ersten beiden Einschrinkungen an die
»gemischten“ Invarianten resultieren aus dem bereits in Satz 3.1 gefundenen Streifen. Die
Bedingung s12 > 0 schliefllich folgt daraus, dass stets = # y, z # w gilt.

Es bleibt also noch, die letzte Ungleichung zu beweisen. Setzen wir die Ausdriicke fiir die
Invarianten ein und multiplizieren mit dem positiven Nenner von %19, so erhalten wir

L+ Vit
V811522
= (14 Vtiute) |z — 0yl |z — w| — |z — Bw| |y — 62|

= |z —0y||z — Ow| + 4/ zlyd20wd — |z — Qw| |y — Oz] . (3.16)

Diese Ungleichung ist aber nach Korollar 3.5 stets erfiillt.

|z — 0zl |y — bw| > |z =yl |z = w| = |z = fwl [y — 02|

<: Zu zeigen ist, dass jeder Satz von Invarianten, der obigen Bedingungen geniigt, das Bild
eines Quadrupels z,y, z, w aus der Menge {zp £,z #w,z% y? 28wt > 0} der zul&ssigen
Punkte ist. Seien zunichst s11, $9o (und damit auch ¢;;) gegeben, dann gibt es a,b € (0, 1) mit

(1-a) (1-b)

S e (P

Die Punkte (hier und im Folgenden werden nur die 1- und d-Komponente angegeben, die
iibrigen sind 0)
z=(0,a), y=1(0,1), z=(0,b), w=(0,1)

sind zuldssige Punkte, die zu diesen Invarianten fithren. Die Untergruppe der konformen
Gruppe, die aus Skalierungen, Translationen in 1-Richtung und der Inversion gebildet wird,
ldsst s;; invariant, wenn sie auf z, w wirkt, und fithrt nicht aus der Menge zuléssiger Punkte
heraus. Fiithren wir nacheinander eine Translation c, eine Inversion, eine Skalierung (b + ¢?)\
sowie eine Translation —c\ durch, so ergibt sich

b g1
Pt U T+

Auf dem Rechteck {(c, A) ‘ ceR,NE [0, \/%] }, wobei R, die kompaktifizierte positive
reelle Achse ist, ist dies eine durch ¢, A stetig parametrisierte Schar von Punkten. Fiir A > 0

z=av, w=pf0v mita= v=)\<(1—b)c,b+02>.
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sind diese zuléssig mit den fest vorgegebenen Invarianten s;;, aber von den Parametern stetig
abhingigen Invarianten sio,%19.

Es wird nun gezeigt, dass das Bild dieser Schar das gesamte Dreieck ist. Dazu betrachten wir
die Kanten des Rechtecks und zeigen, dass sie den Kanten des Dreiecks entsprechen (abgesehen
von der Rechteckkante A = 0, die natiirlich nur auf die linke Ecke des Dreiecks abgebildet
wird).

Auf der Kante ¢ = 0 gilt z = (0, ), w = (0, Ab), woraus sich
(I—a)A(1=0) (a+A)(1+ Ab)

1+sp=1+ = =t
12 @+ ) (I+N) (@t ab)(l+r -

ergibt, d. h. die Kante ¢ = 0 wird auf eine Teilmenge der oberen Kante des Dreiecks abgebildet.
Auf der Kante ¢ = oo gilt dagegen z = (0, A\b), w = (0, A), hier erhalten wir

Ly —ap=bh) @m+N
ELT I NA LN (ar N ra)

Die Kante ¢ = oo wird also auf eine Teilmenge der linken unteren Kante des Dreiecks abge-
bildet.

Die Kante X = \/% schlieBlich wird auf die rechte untere Kante des Dreiecks abgebildet. Um
das einzusehen, miissen wir zeigen, dass bei der Ungleichung (3.16) tatsichlich die Gleichheit
gilt. Das direkte Einsetzen der Werte fiihrt zu einer linglichen Rechnung, einfacher ist es, die
Gleichheit in den Ungleichungen aus Satz 3.3 und Lemma 3.4 zu zeigen. Dies ist geméfl dem
Beweis der Ungleichung (3.16) in Korollar 3.5 dquivalent zur Gleichheit dort.

Fiir die Gleichheit in Satz 3.3 miissen die Punkte x, z, 0y, Ow in dieser Reihenfolge auf einem
Kreis liegen. Dies ist der Fall: Ein Punkt m auf der Mittelsenkrechten von z und 0y ist durch
m = %(3: + 60y) +p mit p L (z — Oy), also p = (p',0) gegeben. Ein Punkt ¢ liegt genau dann
auf dem Kreis um m durch z,y, wenn (¢ —m)? = (x — m)? gilt. Dies kann zu

0=(q—2)(qg—0y—p) =(q—=)(qg—0y) —q'p'

umgeformt werden. In unserem Fall sollen z, fw beide auf einem solchen Kreis liegen. Wegen
deren nichtverschwindender 1-Komponente bekommen wir zwei nach p' auflésbare Gleichun-
gen, Gleichsetzen von p' liefert

Ow)'(z —z)(z — 0y) = 2' (0w —z)(Ow — Oy)
& fol(aw — z)(av — 0y) = aw'(Bv — z)(Bv — Oy)

e B+ Bz-0y = apf?v]*+ az -0y
& (a=p)(aBlv]* —z-0y) = 0
safv)? = z-0y=—a.

Dies ist erfiillt, wie man leicht durch Einsetzen der Werte von «, 3, v sowie A = \/% einsieht.
Damit liegen die Punkte z, z, 6y, Ow auf einem Kreis, und zwar in dieser Reihenfolge, denn z
hat eine positive 1-Komponente, Qw eine negative.

Fiir die Gleichheit in Lemma 3.4 muss in der dortigen binomischen Ungleichung a? 4 b* > 2ab
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die Gleichheit gelten, d.h. a = b oder

fEdZd(y _ w)2 — yd’wd(fE _ 2)2
& aavt(y — BOv)? = acv®(y + pv)? = —povilay — aw)?
saa (148 0) = 8 (a +0? o)
& (a4 ap) (a+aﬁ\v|2> = 0.

Wie soeben bemerkt wurde, verschwindet der zweite Klammerausdruck. Damit ist auch diese
Gleichheit gegeben, und wir haben gezeigt, dass die Kante A\ = \/% auf die rechte untere
Kante des Dreiecks abgebildet wird.

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass Fcken des Rechtecks auf Ecken des Dreiecks abgebildet
werden. Somit werden tatséchlich die gesamten Dreieckskanten durchlaufen und nicht nur
Teilmengen. Wir betrachten nun eine Kurve, die einmal den Rechteckrand umlduft. Sie lisst
sich stetig zu einem Punkt zusammenziehen, da das Rechteck kein Loch enthilt. Wegen der
Stetigkeit der Parametrisierung geschieht im Bild dasselbe, d.h. eine Kurve, die einmal den
Dreieckrand umléuft, wird dort stetig zu einem Punkt zusammengezogen. Dazu darf das
Bild aber ebenfalls kein Loch enthalten, der Bildbereich der Parametrisierung ist folglich das
gesamte Dreieck.

Entfernen wir nun vom Rechteck dessen A = 0-Kante, so wird im Bild nur die linke Ecke des
Dreiecks herausgenommen. Fiir A > 0 sind die parametrisierten Punkte z, w aber zulissig. [

Nun kénnen wir endlich die 2 x 2-Positivititsbedingung fiir die Vierpunktfunktion eines kon-
formen Quantenfeldes formulieren. Ungleichung (3.14) und Satz 3.6 ergeben zusammen das

Korollar 3.7 Die Positivitit (3.9) der 2 x 2-Unterdeterminante der Matriz (2.9) ist fir alle
zuldssigen Wahlen von p1,q1,p2,qa genau dann erfillt, wenn

2
h (S%Ia (1— 311)2) h (5§2a (1 - 322)2) > ‘h (S%wt%)‘
fiir alle s;j,t12 mit
$11,822 € (0,1), s12 >0, ti2 <1+ 512, s12+1t12 > 1,

PN 1+\/(1—811)(1—822)
12 =
V/S11522

812—1

gilt. Dabei ist h wie in (3.12) definiert.

Bemerkung. Diese Positivitdtsbedingung ist noch nicht sensibel fiir die Raumdimension d,
denn fiir den Nachweis, dass das gesamte Dreieck im Bild liegt, benétigten wir nur einen
zweidimensionalen Raum von Punkten. Bei hoheren Determinanten wird dies vermutlich an-
ders sein: Dort wird die Menge der Invarianten, auf der die Positivitdt zu gelten hat, mit der
Raumdimension wachsen.

Bemerkung. Eine Untersuchung der freien Vierpunktfunktion mit diesem Kriterium zeigt,
dass die Ungleichung am ,;schlechtesten“ an den beiden rechten Ecken des Dreiecks erfiillt ist.
Bei einem Positivitétstest einer Vierpunktfunktion mit Wechselwirkung empfiehlt sich daher
zunichst ein Test an diesen beiden Ecken.
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Kapitel 4

Konforme Partialwellenentwicklung

4.1 Motivation

Der konformen Partialwellenentwicklung liegt die Idee zugrunde, das komplizierte Objekt
,n-Punkt-Funktion“ in eine Summe einfacherer Objekte zu zerlegen. Das kann etwa in der
konstruktiven Quantenfeldtheorie vorteilhaft sein, dort werden durch die Partialwellenent-
wicklung nichtlineare Integralgleichungen, die zwischen den n-Punkt-Funktionen bestehen,
in algebraische Gleichungen iiberfithrt [Ma74], die sich wesentlich leichter lsen lassen. Die
Partialwellenentwicklung ist aber ebenso ein wichtiges Werkzeug zur Analyse einer gegebenen
n-Punkt-Funktion, wenn es etwa um Fragen nach dem Feldinhalt oder Positivitit geht.

4.2 Herleitung der Entwicklung

Es soll im Folgenden die Partialwellenentwicklung der n-Punkt-Funktion eines konformen,
skalaren Feldes plausibel gemacht werden, die Details sind in [Do77], [Ma74], [Ma75] zu finden.

Eine n-Punkt-Funktion

Wn(fla e afn) = <QaA(f1) e A(fn)Q>

kénnen wir wegen der Hermitizitit als das Skalarprodukt von Vektoren

Vg1, 9m) = A(g1) - Algm)QV € H

schreiben:

Wn(fla"'afn) = <1/)(fn—27"' 7f1)7¢(fn—17fn)>'

Die konforme Gruppe besitzt auf dem Hilbertraum H die Darstellung U. Auf dem von Vekto-
ren (f) = A(f)Q aufgespannten Unterraum ist diese Darstellung definitionsgemif} die irre-
duzible, skalare Darstellung mit Skalendimension A. Die Darstellung auf dem von 9 (f,—1, fn)
aufgespannten Unterraum Ho ist dagegen als Unterdarstellung einer Produktdarstellung im
Allgemeinen reduzibel. Die Partialwellenentwicklung zerlegt nun diese Darstellung in ihre ir-
reduziblen Anteile: Auf Hs gibt es eine Zerlegung der Eins mittels der Projektoren P, auf
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irreduzible Darstellungen x, die wegen der in den meisten Modellen zur Quantenfeldtheorie
vorliegenden Separabilitit des Hilbertraums #o diskret ist:

idy, = > Py.
XEX
Man erhalt somit
Wn(fla e 7fn) = Z <¢(fn*27 e 7f1)aPX,¢)(fnflafn)> . (41)
XEX

Im Falle der Vierpunktfunktion eines skalaren Feldes treten in der Summe nur die triviale
Darstellung x = id sowie unitére, vollstindig symmetrische, spurfreie Tensordarstellungen der
konformen Gruppe auf, die durch Tensorrang [ und Skalendimension h gekennzeichnet sind:

X c{id}U{x=[l,h] |l €2Ny,h e R}. (4.2)
Die Projektoren sind in diesem Fall durch
Py = [ty BY@) (B @ B P @NBY0). X = -1
gegeben, wobei iiber die Tensorindizes a = («, ..., ), B summiert wird. BX(z) gehort dabei

zum Darstellungsraum von x. Eingesetzt in die Zerlegung (4.1) ergibt sich unter Ausnutzung
der Orthogonalitéitsrelationen von B

Wilfi,- o f) = /dda:ddy ((f2, 1), BX(2))(BX (), BX' P () )(BX (), ¥ (f3, f1))-

x€X

Im Integral tauchen nun nur noch Zwei- und Dreipunktfunktionen auf, welche aber durch die
konforme Kovarianz bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt sind. Nennen wir die unbestimm-
ten Faktoren C(x, A) fiir (BX, ) und C(x*) fiir (BX", BX"), so bekommen wir schlieflich

Walfio- f0) = D 1COGA) P CO)BY (frae o fa) =0 Y exBN(frooo s fa). (4.3)

XEX XEX

Dabei sind die Partialwellen ¥, nun eindeutig bestimmt, lediglich die Entwicklungskoeffizien-
ten c, sind a priori unbekannt. In ihnen ist die dynamische Information des Modells beziiglich
der Vierpunktfunktion enthalten.

Die Partialwellenentwicklung héngt mit der Operatorproduktentwicklung zusammen. Diese ist
eine asymptotische Entwicklung des Produktes zweier Felder in eine Summe weiterer Felder

Al(z) Al (—z) =) CJ (z) A% (0)
k

fiir nahe benachbarte Punkte, d. h. x — 0. Eingesetzt in eine Vierpunktfunktion resultiert da-
raus gerade deren Partialwellenentwicklung. Die beitragenden x der Partialwellenentwicklung
erhalten daher die Interpretation in der Theorie enthaltener Felder der Darstellung . Im Falle
einer konformen Theorie sind die Koeffizienten C,ij (z) nicht unabhingig: Der Koeffizient ei-
nes Feldes legt bereits alle Koeffizienten solcher Felder fest, die durch Ableitungen aus diesem
hervorgehen. Dies ist bei der Partialwellenentwicklung bereits beriicksichtigt: Der Beitrag x
eines Nicht-Ableitungsfeldes (eines quasi-primdren Feldes) enthélt alle Deszendentenbeitrige,
die durch Ableitungen gebildet werden kénnen.
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4.3 Euklidische Partialwellenentwicklung

Obige Betrachtungen waren in der Minkowski’schen Welt giiltig. Als Endresultat einer Par-
tialwellenentwicklung in der euklidischen Welt erwarten wir die analytische Fortsetzung von
(4.3). Der Weg dorthin ist nun jedoch anders: Die unitiren Darstellungen der euklidischen
konformen Gruppe sind nicht die analytischen Fortsetzungen unitirer Darstellungen der Min-
kowski’schen konformen Gruppe. Erstere sind zwar wieder vollstindig symmetrische, spurfreie
Tensordarstellungen, aber fiir die Skalendimension gilt nun

d

h e - +iR

5 +1
In der oben angegebenen Literatur wird eine kontinuierliche Zerlegung der euklidischen Vier-
punktfunktion nach euklidischen Partialwellen SX

Se(frseees fu) = /dxg(x)ﬂx(fl,---,ﬁ) (4.4)

mit (4.2) dhnlichen Trigereigenschaften von dy;,

JaxFeo =Pl + Y oo [ anetoFco. (1.5
emo “ g

hergeleitet, wobei ¢(x) das Plancherel-Gewicht ist, der Integrationsweg C; parallel zur ima-
gindren Achse von % — ioo nach % + ioo fithrt und fiir [ = 0 noch zusétzlich die Stellen
h =d— A gegen und h = A im Uhrzeigersinn umkreist. In Abhéngigkeit von der modellspe-
zifischen Partialwellenamplitude g(x) ist es moglich, den Integrationsweg zu schlieflen. Aus
dem Integral wird dann eine Summe iiber die Residuen, welche bei Vierpunktfunktionen eines
Quantenfeldes nur bei reellen h liegen. Diese Summe entspricht der analytischen Fortsetzung

der Minkowski’schen Zerlegung (4.3).

4.3.1 Bestimmung der Partialwellen

Um spéiter eine konkrete Vierpunktfunktion entwickeln zu konnen, bendtigen wir explizite
Formeln fiir die Partialwellen 5X. Sie sind zunéchst gemif [Ma74], [Ma75] als ein Integral

BX(x1, ..., xq) = /ddxg Z TX(z1, 93 20)TX (23, 4;20), « Multiindex (4.6)

iiber euklidische Dreipunktfunktionen T'X des zu entwickelnden, skalaren Feldes der Skalen-
dimension A mit einem Feld der Darstellung x = [I, h] gegeben.! Diese sind aufgrund ihrer
konformen Kovarianz bis auf eine Normierung N () festgelegt und lauten

h+1 h _ _h
TX (w1, 225 m0) = 2°772 N(x)(2%5) 2 *(25,252) 2 (eh) - ear — Spuren) , ;1= x; — x;.

Dabei ist €2 ein Einheitsvektor und durch

ij _ &Y gii = 20 _ 2

€] o T

'Dabei ist hier und im Folgenden bei solchen Integralen stets stillschweigend gemeint, sie in ihrem Konver-
genzbereich auszurechnen und das Ergebis fiir beliebige Werte der Parameter analytisch fortzusetzen.
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definiert. Der Normierungsfaktor mit den fiir die Partialwellenentwicklung korrekten Eigen-
schaften findet sich in der angegebenen Literatur.

Um das Integral in (4.6) bestimmen zu konnen, ist zunéchst die Kontraktion der spurfreien
Anteile von g, - - - eq, durchzufiihren. Dies ist mithilfe der Gegenbauer-Polynome C}(z) [Er53]
moglich, es gilt ndmlich [HPROO]

Z (612 ---65 - Spuren) (eg’ﬁ R Spuren) = Gl“*1 (612 . 634) ,

a1 (&%)
«
d 1
=—, Gl(z) = =C{(2).
H=73 [ (2) o [(2)
Die Abkiirzung p = % wird von nun an durchgingig benutzt, ferner werden wir spéter gerade
1
Raumdimension, d. h. ¢ € N annehmen. ¢}, = 2 (l'!j)l ist der Koeffizient von z! in CY(z). Fiir

v =0 & d = 2 gilt zundchst C}(z) = 0,1 > 0, durch die Normierung von Gy erhilt man aber
nichtverschwindende, sinnvolle Ausdriicke beim Einsetzen von v = 0 in die fiir generisches v
bestimmten Polynome.

Wir kénnen X somit schreiben als

1 2
A (712)
(3”%233%4)

: /ddxo (1’7%155%2)_%(55%31334)_%63%1 (612 . 634) :

d—h

(23

IBX(ZED s a$4) = 22A+”+lN(X)N(X*)

Dieses Integral kann nun ausgewertet werden, wenn das Gegenbauer-Polynom ausgeschrieben
wird und die auftretenden Potenzen (612 : 634)m als Summen von Potenzen von x?j geschrieben
werden [LR93] [HPROO]. Das Resultat ist eine Potenzreihe in den konformen Invarianten
u, 1 — v, wobei die Koeffizienten explizit durch vierfache, endliche Summen gegeben sind.?

Fiir unsere Zwecke ist es einfacher, die Partialwellen rekursiv zu bestimmen [DOO01]. Dies ist
insbesondere dann angebracht, wenn die Partialwellenentwicklung in einem Computeralgebra-
System implementiert werden soll, da bei der Rekursion — im Gegensatz zur expliziten Berech-
nung mittels der vierfachen Summe — die bereits bestimmten Koeffizienten effizient genutzt
werden.

Die rekursive Berechnung wird durch die Rekursionsrelation der normierten Gegenbauer-
Polynome

Qu+l-2)(-1)
dv+1-2)(v+1-1)

Gy (2) = 2Gi_1(2) = 1-2(2)

ermoglicht. Fithren wir ndmlich die 5X verallgemeinernde und nur von u, v abhingende Funk-

?Es sei noch bemerkt, dass man durch das Ersetzen von Gf_l (e12 . e34) durch die erzeugende Funktion der
Gegenbauer-Polynome eine erzeugende Funktion fiir die Partialwellen bekommt. Das zg-Integral ist dann aber

vermutlich nicht ausfithrbar.
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tion
BX(u,v,m1,n3) =(23,)" 0 (27,) T # (23,) 20 (25,)%

/dd QZGf_l (612 . e34)
. xo
(231)%1 (235)%2 (235)% (x3,)%

h h — d—h d—h—
mit nlan3EZa61:%752: 2n1753: 2+n3754: 2 e
ein, so dass
1
B, w4) = PN ON () ———5 BX(1,0,0,0) (4.7)
(33123334)

gilt, dann geht die Rekursionsrelation der Gegenbauer-Polynome in eine der B {iber:

BN (w0, my,mg) = BT (o) + L=t gy = Lpli-thi gy
u u

(d+1—-4)(1-1)
(h+1=3)(p+1-2)

_ Bl L) - B'=2h (4 v, my,ng).  (4.8)

Dabei meint + im Argument die Addition von £1 zum jeweiligen n;. Zur Herleitung dieser
Beziehung muss man zunichst das Skalarprodukt z = e'?-e?* durch Einsetzen und Ausnutzen

von 2 - Tjp = xfk + x?k — x?j ausrechnen:
2,2 2,2 2,2 2,2
_ 1 To2 T3, 2 To1Toa,2  [TozToa,2  [TorTo3 2
2z = T4+ 45— —— ——x .
2 .2 V14 2 ,.2 23 2 .2 713 2 .2 724
Ti9 T{3 To1 Tog To2 To3 To1 Tos To2 Tog

Diese Rekursionsrelation ermoglicht es uns, X ~ BX(-,0,0) als eine endliche Summe aus
BIOA (. ny,ng) mit |ng| < I,n; —1 € 2Z zu schreiben. BI%! ist in expliziter Form bereits
von zahlreichen Autoren erhalten worden [LR92] [DOO01], von Bedeutung ist dabei ), 0; = d
[Sy72]. Diese Bedingung erméglicht es, BI%" nach einer Feynman-Parametrisierung (A.11)

als %E(ml,él, ...,x4,04) zu schreiben, wobei E in (A.12) definiert ist. Der explizite
Ausdruck von E in (A.13) zeigt, dass sich die x?j—Potenzen gerade mit denen von B0/
aufheben und B%" somit tatséichlich nur von u,v abhingt:

p+1
B[U’h}(uavanlan?)) = ﬁ
. E(:U‘_(SQHU‘_517,“‘_547:[1‘_637“7,0) E(51,62,(53,(54,U,U) (49)
(s — B) ste(h— ))&

Dabei nehmen wir zunéchst den generischen, nichtentarteten Fall h — u ¢ Z an. Ersetzen wir
fiir feste n; A durch h* = d — h, so bemerken wir, dass u — do in §; usw. iibergeht. Folglich

iiberfiihrt diese Ersetzung den ersten F-Summanden — nennen wir ihn einschlielich Vorfaktor
[0,h]

BL(_)’h} — in den zweiten, B_"", und umgekehrt. Wegen der Linearitit der Rekursionsrelation

kénnen wir die Partialwellen daher dadurch erhalten, dass wir die Rekursion einmal mit BE’M

und einmal mit B[_O’M statt B0 als Rekursionsanfang durchfithren und erst am Schluss die
Summe bilden. Wegen des zu beachtenden, unter h — h* fiir |ni| # |n3| nicht invarianten
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Vorfaktors F(;“ifilm ist es nicht offensichtlich, dass die beiden so erhaltenen Summanden 8%

selbst auch durch diese Ersetzung auseinander hervorgehen und somit X = Bff_ —i—ﬁ_’f_* gilt. Dies

muss aber so sein, da 8X unter y — x* invariant ist [Ma74] [Ma75]: Daraus folgt X — ﬂ?ﬁ* =

BX —pBX. Wir wir aber an Rekursionsanfang BEE’M (siehe (4.11)) und Rekursionsrelation sehen,

sind 8Y gegeben durch bei u = 0 analytische Funktionen multipliziert mit einer Potenz uts
modulo einer halbzahligen Potenz. Die letzte Gleichung besagt dann, dass zwei analytische
Funktionen multipliziert mit verschiedenen, fiir generisches h nichtganzzahligen u-Potenzen
iibereinstimmen, dann miissen sie aber beide 0 sein, d. h. g} = Bﬁ*. Wir kénnen uns daher
auf die Bestimmung von S¥ einschriinken und am Schluss symmetrisieren. Der Beitrag S*

wird in der Literatur als Schattenterm bezeichnet.

Die Potenzreihenentwicklung fiir den ersten Summanden BL(_)’M erhalten wir aus (A.16):

u+1E(M_5 M—51M_54N_53“v)
B[O5h} _ v 2 3 : L 4.1
T (u,v,n1,n3) sin(m(pu — h))T (01, ..., 04) (4.10)

00
— w3 WOy mg)un (1 — v)™, (4.11)
n,m=0
'n-lH»lE'm’n(:u - 527“ - 517“ - 547“ - 63)
sin(ﬂ(,u - h))F(él, ey (54)
THT (_h;na’ —h+2"3 = h)
r (d—h2+n3’ d—h2—n3 ’ h)

O ()0 (P i (PG e (4.12)

(h — p+ 1)n(h)2ntmnlm!

oM (ny,ng) =

Die Potenzreihendarstellung fiir allgemeines B?ﬁ ist gegeben durch

Lemma 4.1 B (u,v,n1,n3) besitzt die Potenzreihenentwicklung
h+ ! i
n3_
BX(u,v,n1,n3) =u" 2 Z b, (ni,n3)u" (1 — o)™,
n,m=0
wobei die Koeffizienten die Rekursionsrelation
D (11, m3) = by (=) 4 by (=) = b P () = B (=)

-1k, (d+i=4)(0-1) pli—2:h]
nm—l( +) (N+l_3)(u+l_2) n—1m

—b (nl,ng) (4.13)

erfillen und fiir | = 0 durch (4.12) gegeben sind. bym(n1,n3) ist ein Polynom in ny héchstens
vom Grad m + 2n — [, insbesondere gilt also by, (ni,n3) =0 fiir m +2n < I.

Beweis. Potenzreihendarstellung und Rekursionsrelation ergeben sich unmittelbar durch In-
duktion unter Verwendung der zugrunde liegenden Rekursionsrelation (4.8), wobei man dort
v =1~ (1 - v) schreibt und beobachtet, dass die 1-Faktoren geeignet mit dem Erhshen von
ng korrelieren.
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Die zweite Aussage beweist man ebenfalls durch Induktion. Fiir [ = 0 gilt sie nach (4.12)
offenbar. Gelte sie nun fiir alle I’ < [, dann sehen wir, dass die letzten beiden Summanden
in der Rekursionsrelation fiir b%m(nl,ng) nach dieser Induktionsvoraussetzung Polynome in

n1 hochstens vom Grad m + 2n — [ sind. Mit dem Polynom P(n;) = L] (n1,ng — 1) —

b%,}l’h}(m, n3 + 1), das nach Induktionsvoraussetzung hochstens vom Grad m + 2n — 1+ 1

ist, lassen sich die {ibrigen vier Summanden als P(ny 4+ 1) — P(n; — 1) schreiben. In dieser
Differenz kiirzt sich die hochste ni-Potenz aber heraus. O

Korollar 4.2 Die Partialwellen lassen sich aufspalten in zwei Terme
pX =B +pY,

wobei B_’f_ die Potenzreihendarstellung

Bi(ar,....w0) = — A Z BX u(1 —v)™ (4.14)
(1’7133724 n,m=0
Bm = 222TEN(X)N (X)), (0,0)

besitzt.

Geschlossene Losungen dieser Rekursionsrelationen existieren nur in Spezialfillen. In [DOO01]
werden sie fiir d = 2 und d = 4 erhalten und besitzen die Form einer Summe aus Produkten
zweier hypergeometrischer Funktionen.

4.3.2 Durchfithrung der Entwicklung

Da nun Ausdriicke fiir die Partialwellen vorliegen, kann die Entwicklung gemifl (4.4) durch-
gefiihrt werden. Mit den Mafleigenschaften (4.5) ergibt sich

. 1
Sa(@r,.. . wa) = g(id)Gao(z1,22) Gz, w4) + Y Q—Fi/dhC(X)Q(X)ﬁX(GUl,---,314),
1€2Ng C

wobei das Produkt der Zweipunktfunktionen die Partialwelle zur trivialen Darstellung id ist
und die Normierung der Zweipunktfunktion G5 durch

_ 28T(A)
G (71, 22) = na (z15) 2, na= @t (- B)

gegeben ist. In (2.7) wurde die Vierpunktfunktion G als Differenz von S4 und dem Produkt

der Zweipunktfunktionen Sy eingefiihrt. Im Fall eines konformen Feldes ist Sy aber nach (3.6)
2

durch Sy = S—iGg gegeben, so dass wir g(id) = i—f ablesen und fiir G nach Abspaltung des
A

konform kovarianten Faktors (m%3x34)7A und Aufspaltung von X die Entwicklung

) = 3 o [ dhelgho (B (o) + 6 (w.0))

1€2Ng C



40 Kapitel 4. Konforme Partialwellenentwicklung

Da die Integration wegen h € % + iR symmetrisch unter A — h* ist und dasselbe fiir 5X

und ¢(x) gilt, kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auch fiir die Partialwellen-
amplitude g(x) die Symmetrie g(x) = g(x*) fordern. Dann kénnen wir aber mit derselben
Begriindung den Schattenterm im Integranden weglassen, wenn wir ihn durch einen Vorfaktor
2 beriicksichtigen. Wir erhalten somit

) =2 3 oo [ dbe(0g(08Y (. 0)

1€2Ng C

An dieser Stelle ist es sinnvoll, umnormierte Partialwellen ¢X einzufithren, deren Koeffizienten
rein algebraische, A-unabhéngige Ausdriicke sind:

—h—9 T(¢ht)
q*(u,v) = d—h (= 2) (h) BX (u,v,0,0) (4.15)
d—h+l—2ﬁur(%) T(u—h)

d—h+l—270 (50 T(u—n)
d—h—2 F(dngrl)QF(h) Y

= fl(uw) = 222FEN()N(x") ¢*(u,v).

Dass die Koeffizienten gy,, hierdurch wirklich algebraische Ausdriicke werden, ist leicht einzu-

[0,k

sehen: Sie sind aufgrund der Rekursionsrelation (4.13) von by, eine Summe aus bnm}(nl, ng)
mit |n;| <1,n; — 1 € 27Z. Es gilt

d—h—-2 T *MJQFh
( 2 ) () b[Uh}(nl’ng)

h-ns h
d—h—2 F(—h“)2 F(ﬁ?'iﬂ)
2 d— h—I—ng d—h— n3>

_ d—h-2 h—l h d—h+n d—h—n
T od- h+z—2“7””3“7”“30_ii)%ﬁ< 2 ﬁﬁ%’

0,h

wobei im ersten Schritt die offensichtlich algebraischen Ausdriicke von bnm}(nl, n3) in (4.12)
weggelassen wurden. Die Pochhammer-Symbole dieser Formel sind wegen der nichtnegativ-
ganzzahligen Indizes regulédre algebraische Ausdriicke. Der Faktor % ist fiir [ =0 1, fiir
I > 0 kiirzt sich sein Nenner mit einem Faktor eines der letzten beiden Pochhammer-Symbole,
so dass durch ihn keine Singularitit eingefithrt werden kann. Die weggelassenen Ausdriicke
fiir h > p — 1 sowie — mit etwas Nachdenken — der Vorfaktor in der Rekursionsformel sind
ebenfalls reguléire algebraische Ausdriicke. Fiir A > 4 —1 sind die Partialwellen ¢X somit durch

Potenzreihen gegeben, deren Koeffizienten regulére algebraische Ausdriicke in A sind.

Fassen wir alle Vorfaktoren im Integral sowie zusétzlich noch den Vorfaktor ni der Zwei-
punktfunktion zu Ma () zusammen, so erhalten wir schliefilich die Partialwellenentwicklung
ausgedriickt durch gX:

owv) = 23 o / ahe(x)g ()8 ()

1€2Ng

- Y L /dh nAg(00) Ma(x)a* (s, v). (4.16)

ZEQNO
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Dabei ist das Produkt der Vorfaktoren laut Literatur fiir gerade Raumdimension d durch

- *d—h+l—27r"F(h—)
Ma00 = 2002 NN O T T l) F(h)
(h+l—1)(d—h+l—2)21“(u+laA hrr (hT)

(h—1)T (h—u,u—AJr%)r(A)?l'
['(d-—h-2,A- =T (- A)?

T (N A+ dngrl) T (dfgﬂ)?

(4.17)

festgelegt.?

Bei gegebener Partialwellenamplitude g() lasst sich die zugehérige Vierpunktfunktion nach
(4.16) bestimmen. Fiir verniinftige Amplituden lisst sich die Integration in der rechten Halb-
ebene schlieflen, und der Integrand enthélt nur einfache Pole bei reellen h. Das Ergebnis der
Integration ist dann eine Summe iiber die Residuen, welche selbst proportional zu den Parti-
alwellen ¢X sind, also zu Potenzreihen in u,1 — v mit der Potenz u"T als Vorfaktor. Treten
dagegen Pole der Ordnung k + 1 auf, so ergeben sich wegen des bei der Bestimmung der Re-
siduen notigen k-fachen Ableitens von u"7 nach h zusitzliche Beitrage mit (Inu)*-Faktoren.

Dass sich die Integration gerade in der rechten Halbebene schlieflen lisst, liegt am Ersetzen
des Schattenterms ,B_’f_* durch das fiir grofie, positive Re h schnell abfallende ﬂff_. Hétten wir
nur den Schattenterm iibrig behalten, so hitten wir den Integrationsweg nur in der linken
Halbebene schlieflen konnen mit demselben Endresultat.

Umgekehrt lisst sich bei gegebener Vierpunktfunktion auf das Verhalten der Partialwellen-
amplitude g(x) bei ihren Polen schliefien. Dazu ist zunéchst die Potenzreihenentwicklung von
g(u,v) in u,1 — v zu bestimmen. Die hochste auftretende Inwu-Potenz bestimmt nach dem
eben Gesagten die hichste auftretende Ordnung der Pole. Die Entwicklung von g(u,v) muss
sich als Summe von Residuen der Partialwellen Bﬁ‘r schreiben lassen, welche ebenfalls durch
Potenzreihen gegeben sind. Durch Koeffizientenvergleich der Potenzreihen kénnen wir nun die
auftretenden Partialwellen identifizieren und somit die Polstruktur der Amplitude gewinnen.
Im Detail werden wir dies im Abschnitt 4.5.2 untersuchen.

4.4 Positivitat

Nachdem nun eine Entwicklung der Vierpunktfunktion in Partialwellen hergeleitet wurde,
stellt sich die Frage, ob diese Entwicklung Aussagen iiber die Osterwalder-Schrader-Positivitit
machen kann. Wiissten wir etwa, dass Partialwellen fiir sich die Positivitdtsbedingung einer
Vierpunktfunktion erfiillen, dann erfiillte eine Vierpunktfunktion, die sich als Summe von
Partialwellen mit positiven Vorfaktoren schreiben lisst, auch diese Positivitdtsbedingung.

Tatséchlich gilt die Aussage, dass die umnormierten Partialwellen ohne Schattenterm

L(p—h)

yoaud—h+1- o il (BT (u— )2
N(x)N(x*)

fi =2 d—h=2 [ (d=h)’ () u Sq* (u,v) (4.18)

3In ungerader Raumdimension #ndert sich das Plancherel-Gewicht [Ma74] [Do77].
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fiir sich die Positivitdtsbedingung (2.6) erfiillen, sofern sie zu einer Darstellung x = [l, h]
gehoren, deren Skalendimension A reell und grofler als die Unitaritétsschranke ist, wenn also

-2
h>dT,l:0 oder h>d—-2+1,1>0 (4.19)

gilt [Ma75].* Diese Einschrinkung ist plausibel, da das Auftreten einer Partialwelle fiir die
Minkowski-Seite das Vorhandensein des entsprechenden Feldes bedeutet. Ein solches Feld
muss aber die Unitaritdtsschranke erfiillen.

Ist die Unitaritédt (4.19) gegeben, so ist auch der Vorfaktor von ¢X in (4.18) positiv. Folglich
erfiillt ¢X¥ unter obigen Bedingungen ebenfalls die Osterwalder-Schrader-Positivitéit. Ist nun
eine Vierpunktfunktion eine Summe

g(uav) =u & Z Cqu(uav)

xXEX

aus (4.19) geniigenden Partialwellen ¢X mit positiven Entwicklungskoeffizienten ¢, — insbe-
sondere diirfen also nur einfache Pole im Integranden der Entwicklung auftreten —, so erfiillt
sie die Positivitidtsbedingung (2.6), d.h. wir haben eine hinreichende Bedingung gefunden.
Umgekehrt ist die Positivitit der Koeffizienten einer solchen Summenentwicklung auch not-
wendig. Dies kann man sich an (4.3) plausibel machen: ¢, ist das Produkt eines positiven
Quadrates mit dem Normierungsfaktor der Zweipunktfunktion des der Partialwelle entspre-
chenden Feldes. Ist dieses Feld positiv, so gilt das auch fiir dessen Normierungsfaktor und
somit fiir ¢,.

Eine andere Herleitung der Notwendigkeit positiver Vorfaktoren benutzt die Tatsache, dass
Partialwellen konstruktionsgeméfl Eigenfunktionen zu den Casimir-Operatoren C;, der konfor-
men Gruppe in der Produktdarstellung auf Hs sind, wenn diese als Differentialoperatoren auf
die Koordinaten z1, zo oder z3, z4 wirken. Die Eigenwerte hingen von y ab, fiir den Casimir-
Operator Cy zweiter Ordnung etwa sind sie co(x) = [(I+d—2) —h(d—h) [Do77]. Fiir endliche
Mengen Xs, X3 von Darstellungen x ist der auf Partialwellen wirkende Differentialoperator

D= [] (€:~e0) ] (G —e(x)

XEX2 XEX3

wohldefiniert und annihiliert in einer Summe aus Partialwellen mindestens diejenigen mit x €
X5 U X3, alle anderen werden mit einem Eigenwert d(x) reproduziert. Dieses hilft uns bei der
Konstruktion solcher Testfunktionen fiir die Positivitit (2.6), die vorgegebene Partialwellen
priifen. Betrachten wir ndmlich zu einer Testfunktion f € S, (RQd) die Testfunktion D*f °

“Die in [Ma75] vorgenommene Aufspaltung von T'X in zwei QX-Anteile resultiert nach den dortigen In-
tegralmanipulationen in einer Summe iiber Residuen eines zu ,83‘_ proportionalen Integranden, iiber den die
Positivitdtsaussage gemacht wird.

°D* ist der zu D adjungierte Differentialoperator.
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und setzen diese in (2.6) ein, so erhalten wir die Bedingung

0 < G((D*f)*®D*f)
G(D*f* @ D" f)

- /d%l 'y Glor, .y a) (D (01, 22)) (D3 f (w3, 20))

= /ddxl H 'dd$4 (D12D34G(£E1, e ,£C4)) f*(xl, :Eg)f(il)3, :E4)

= /ddl"l sy Z exd(X)2qX (w1, .. ma) [ (w1, 32) f (w3, 74)
XEX

= Zcx 2gX(f* @ f), d(x) =0 fiir y € Xo U X3,
XEX

Hierbei wurde benutzt, dass D* mit der *-Operation auf Testfunktionen vertauscht (0 ist
ja Element der konformen Gruppe O(d + 1,1)) und Partialwellen symmetrisch beziiglich
der Permutation 1,z ¢ x3,74 sind. Approximieren wir nun mit f eine Summe von -
Funktionen wie in Abschnitt 2.7, so erhalten wir die dort hergeleiteten Determinantenbedin-
gungen. Tatséchlich reicht zum Herleiten der Notwendigkeit von ¢, > 0 bereits der Spezialfall

der 1 x 1-Determinante
g(s*,(1-35)?2) >0 Vse(0,1)

aus Korollar 3.2 und hier speziell der Limes s — 0:

0 < Y ed)’q* (% (1~ 9)%)

x€X

_ Z de( 2 h [—2A Z q 28 — 3 )
x€X n,m=0

= Y ed)is" e ( > 27k, + (9(3)) :
x€X m+2n=I

Hierbei wurde ¢, = 0 fiir m + 2n < [ benutzt. Das fiir s — 0 fithrende Verhalten ist
offenbar durch die Partialwelle mit kleinstem h und cyd(x)? # 0 gegeben. Wire nun ein
¢y < 0, so liefle sich durch geschickte Wahl der Mengen X», X3 die zugehdrige Partialwelle
zur im Limes fithrenden machen, was aber wegen > .o _;2"qx,n > 0 (ohne Beweis) die
Positivitdtsbedingung verletzte.

In [FJ96] wird eine dhnliche Technik benutzt, um in einem s — 0 vergleichbaren Limes einen
Projektor auf eine irreduzible Darstellung der konformen Gruppe zu erhalten.

Verglichen mit den Determinantenbedingungen des letzten Kapitels, welche jeweils auf ei-
ner ganzen Menge von Punkten bzw. konformen Invarianten zu gelten haben, besteht dieser
Positivitdtstest aus einer Folge definitiver Bedingungen ohne die zusétzliche Notwendigkeit
der Wahl von Punkten. Man kann sich diese Bedingungen als komplexe Ausdriicke wie etwa
Determinanten mit dicht beieinander liegenden Punkten vorstellen, denn dieses wire die Si-
tuation bei Approximation des Differentialoperators durch einen Differenzenoperator. Bevor
man jedoch in der Lage ist, diese Bedingungen zu priifen, muss die Partialwellenentwicklung
erst einmal erhalten werden.
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4.5 Anwendung

4.5.1 Freies Feld

Beim freien Feld ist die Partialwellenamplitude laut der angegebenen Literatur einfach die
konstante Funktion n%g(x) = CX. Die Pole des Integranden sind die einfachen Pole des
Faktors T' (A — T) im Vorfaktor Ma(x) aus (4.17), sie liegen bei h = 2A + 1+ 2t,t € Ny.

Es gilt Resp—oa1i49: T (A — %) —oLc t)! +1, somit haben wir nach dem Residuensatz die
Entwicklung

u,v) = Clu
9(u,v) A h=2A+1+2t

-y 2(—1)t MA([lah]))q[l,h}(u’v)

1€2Ng ,teNg

—q Y o Mallh tz gl (1 - pym - (4.20)

t! h=2A+142t
1€2Ng ,tENg r (A n,m=0 e

Wegen der mathematisch negativen Richtung des Integrationsweges kommt hier ein zusétzli-
ches Vorzeichen zustande.

Geméf der Herleitung der Partialwellen gilt diese Formel zunéchst nur, falls fiir alle h = 2A+
142t die Bedingung h—p ¢ Z < A ¢ Ny erfiillt ist. Ansonsten tritt in (4.9) eine Entartung auf,
die sich allerdings nicht mit ’'Hopital wie in (A.17) aufkliren ldsst, da einige zusitzliche Pole
und Nullstellen in den Vorfaktoren auftreten. Die einfachste Analyse des entarteten Falls ist
die Untersuchung des Entwicklungskoeffizienten in (4.20), sie hat als Ergebnis, dass sich dort
alle Pole mit Nullstellen kompensieren und somit fiir Skalendimensionen h = 2A + [ + 2t,[ €
2Ny gar keine Entartung vorliegt: Der Koeffizient ist nach einigen Umformungen und unter
Beriicksichtigung von [ € 2Nj

O(A) 2(_1)t MA([lah]z

€It tt T (A-b0) ‘h:2A+l+2t

B 2(h +1—1)(A)2(A — p+1)? (4.21)
ot h =D (h =t — ) (p DA+t —d+1),(2A +2t —d+3); '

Dabei soll die Unitaritétsschranke gelten, also A > p— 1,h > [ + 2t + d — 2. Zur weiteren

Untersuchung ist eine Fallunterscheidung angebracht: Fiir £ = 0 erhalten wir
2(h+1-1)

(h—DIN(2A —d +3),’

cip(A) = (4.22)
was fiir I € 2Ny wegen der Unitarititsschranke echt positiv und endlich ist.% Fiir ¢ > 0 sind
zunichst einmal alle geklammerten Terme des Bruchs nichtnegativ, der Koeffizient selbst ist
somit nichtnegativ. Sein Z&hler hat an der Unitaritdtsschranke eine zweifache Nullstelle fiir
d > 4, eine vierfache fiir d = 2. Sein Nenner hat ebenfalls nur an der Unitaritdtsschranke eine
Nullstelle und zwar nur fiir £ = 1, ndmlich eine zweifache fiir d = 2,1 = 0, eine einfache sonst.

In jedem Fall ist der Koeffizient also endlich und nichtnegativ. An der Unitaritdtsschranke
verschwindet er fiir ¢ > 0, ist jedoch fiir £ = 0 echt positiv. Die Partialwellen ¢X sind fiir

50Ohne den Faktor d h+l 2= in der Definition von ¢X hitten wir an dieser Stelle fiir A =y — 1,1 > 0 einen
singuldren Koeffizienten und ¢* = 0.
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h > u — 1 ebenfalls endlich, was alle Fille aufler d = 2, A = 0,1 =t = 0 abdeckt. Die einzige
tatsichliche Singularitét in (4.20) gibt es also an der Unitaritétsschranke in zwei Dimensionen,
was aber zu erwarten ist: Ein masseloses Feld in zwei Dimensionen existiert nicht.

Die Positivitit der Entwicklungskoeffizienten iiberrascht nicht, denn das freie Feld erfiillt
ja die Osterwalder-Schrader-Positivitit. Die Unitaritétsschranke geht erwartungsgemif ganz
wesentlich ein: Einmal sorgt sie fiir die Unitaritit A > %2, =0und h > d — 241,01 > 0 der
Partialwellen (h = 2A +1+2t > d -2 +1 + 2t), einmal fur die Positivitit der Koeffizienten.

Die beitragenden x = [I,2A + [ + 2t] besitzen nach dem in 4.2 Gesagten die Interpretation
im freien Fall vorhandener Felder (des Feldinhalts), welche aus dem freien Feld A gebildet
werden konnen und sich nicht als Ableitung eines Feldes darstellen lassen. Der Beitrag [0, 2A]
rithrt von : AA: her: So ein Produkt hat gerade die doppelte Skalendimension. Der Beitrag
[2,2A + 2] ldsst sich modulo Ableitungsterme, die die konforme Kovarianz herstellen, mit
:0, A0, A: identifizieren, denn eine Ableitung 0, erhéht die Skalendimension um 1. : 9, A0, A:
lisst sich nicht als Ableitung schreiben. Den Beitrag [0, 2A 4 2] schliefilich erhalten wir durch
Kontraktion des vorigen, : 0, A0"A: (mod Abl.). Auf diese Weise lésst sich jeder Beitrag als
ein Produkt zweier mehrfacher Ableitungen von A verstehen, wobei [ + 2t die Gesamtzahl
der Ableitungen und ¢ die Anzahl der Kontraktionen ist. Das Verschwinden der Beitrige mit
t > 0 an der Unitarititsschranke lisst sich vor diesem Hintergrund gut erkldren: Dort ist A
das freie, masselose Feld, so dass d,0" A = 0 gilt. Dann lésst sich z. B. der Beitrag [ = 0,7 =1
als Ableitung schreiben,

:0,A0"A: =0, : A0"A: — : A0, 0" A:= 0, : A0V A: = %(%8“ tAA:,

so dass er bereits im Beitrag von : AA: enthalten ist. Eine solche Betrachtung ist fiir jedes
t > 0 durchfithrbar.

Wir sehen an der Entwicklung (4.20), dass wegen h — [ € 2A + 2Ny nur ganze, nichtnegative
Potenzen von u auftreten. In der Summe miissen sie sich alle aufheben, denn fiir die freie
Vierpunktfunktion gilt ja nach (3.7) g(u,v) = C% (1+v~2). Dass dem tatséichlich so ist,
verifizieren wir fiir die ersten Partialwellen in Anhang B mittels Computeralgebra. An dieser
Stelle wollen wir der Einfachkeit halber nur untersuchen, ob die beiden ersten Terme 2 +
A(1 —v) in

=2+ A(1 —v) + O((1 - v)?) (4.23)

m=0

reproduziert werden. Einen konstanten Term in (4.20) kénnen wir offenbar nur fiir t = n =

[,h]

m = 0 erhalten, ¢;;  ist nach Lemma 4.1 aber nur fiir / = 0 von null verschieden und hat

dann nach (4.12) und (4.15) den Wert q[0 28— 1. Der Entwicklungskoeffizient ist nach (4.22)
3y = 2, so dass der konstante Term der rechten Seite von (4.20) wie gewiinscht 2 ist. Ein

Term 1 — v ergibt sich in (4.20) nur fiir ¢t = n = 0,m = 1. q[’ Vist nur fir 1 = 0,1 von null

verschieden. Da nur gerade [ beitragen, muss die bereits fiir den konstanten Term benétigte

Partialwelle [0,2A] auch den Term proportional 1 — v liefern. Der Koeffizient unterscheidet
b2 0.0) _ A

sich von dem des konstanten Terms um —floxr—— = 3 ist also wie gewiinscht A.
bog~(0,0)
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4.5.2 Feld mit Wechselwirkung

Im freien Fall ldsst sich die Vierpunktfunktion (4.23) als eine Potenzreihe in u, 1 —v schreiben
(tatsdchlich nur in 1 — v) und somit in Partialwellen mit ganzzahligen u-Exponenten, d.h.
h =2A+1+2t,t € Ny, entwickeln. Die Potenzreihenentwicklung der Vierpunktfunktion eines
konformen Feldes mit Wechselwirkung enthélt dagegen im Allgemeinen nichtganzzahlige u-
Exponenten und ist von der Form [HMROO]

g(u,v) = Zuw Z gt u(1 —v)™, (4.24)

n,m=0

d. h. eine Summe aus Potenzreihen mit Potenzen u7 als Vorfaktoren. Dabei lassen sich die
kritischen Exponenten -y; nach ihrer Abhingigkeit von der Wechselwirkung in Klassen eintei-
len: Ist die Stérke der Wechselwirkung durch eine Kopplungskonstante A gegeben, so dass fiir
A = 0 keine Wechselwirkung vorliegt, dann gehoren alle solchen v;(\) zu einer Klasse, deren
Terme nullter Ordnung ;(0) untereinander ganzzahlige Differenzen besitzen.

Die Partialwellenentwicklung einer Funktion g(u,v) der obigen Form muss wegen des Fehlens
logarithmischer Terme durch einfache Pole des Integranden zustande kommen, also eine Sum-
me von Partialwellen der Form (4.14) sein. Da diese Potenzreihen mit Vorfaktoren W' A0
sind,” miissen sich die kritischen Exponenten in den Skalendimensionen A der auftretenden
Partialwellen manifestieren. Jede Klasse kritischer Exponenten k fithrt zu ,, Tiirmen* von Bei-
trigen x = [[,2A(N) + 1 + 2t + 29¥ + O(N)],1 € 2Ny, ¢ € Ny mit A-abhéingigen, so genannten
anomalen Skalendimensionen und einem klassenspezifischen v*, denn fiir solche y ist der u-
Exponent der Partialwellen nach (4.14) 7% = % + ¢ + O()), so dass Differenzen in nullter
Ordnung ganzzahlig sind. Beim freien Feld tritt offenbar gerade eine solche Klasse £ mit

7k =0 auf.

Wir wollen nun untersuchen, wie die Partialwellenentwicklung einer in erster Ordnung in
A vorliegenden Vierpunktfunktion obiger Form fiir die Klasse mit v* = 0 durchzufithren
ist. Die Behandlung anderer Klassen lisst sich dhnlich durchfithren, wird in dieser Arbeit
aber nicht bendtigt. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass der freie Anteil der
Vierpunktfunktion alleine zur Klasse y* = 0 gehort.

Bezeichnet ¢ (u,v) den Anteil der Klasse 4% = 0 an der Vierpunktfunktion und g, (x) dessen
Partialwellenamplitude, so gilt die Entwicklung

Blu)  Dieang 3 Jo, B (napyar (X)) Mapy()u 2N e (u, v)
AY NG
(a}523,) (wya3,) "
. 21621\10 €Ny Ci(x),AClt(A(A)a A)UfA(A)qX”(A(’\)”\)(Ua v) (4.95)
o A(X ’ :
(x%3x§4) ™

xit(A ) = 2A +1+2t+ 25,0 + O(N?).

Es geht die Annahme ein, dass im Integranden nur einfache Pole bei x;;(A(X), \) auftreten,
d. h. die Partialwellenamplitude verschiebt die Pole der freien Entwicklung bei x;:(A(X),0)

"Man beachte, dass im Allgemeinen die Skalendimension A des Feldes selbst von der Kopplungskonstanten
abhéngt.
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um einen Term der Ordnung A. Da die Klasse v* = 0 die freie Vierpunktfunktion enthlt,
muss

BRluwv) = Rpa (14020 450w 0), sH(w0) = 00,
(DN = (D) +0)

gelten. Beim Entwickeln von (4.25) bis zur ersten Ordnung in A ist dann die Gleichheit
der nullten Ordnungen beider Seiten erfiillt, auflerdem heben sich auf beiden Seiten all jene
Terme erster Ordnung weg, die vom freien Antell d. h. nicht vom Entwickeln von s 40 bzw.
it (A, ) @XM (u, v) herrithren. Ubrig bleibt mit den Notationen A(\) = A + O(\), hy =
2A + 1+ 2t und xy = [1, hyy)

0 70
I g tin ()

_ acl 0
=1U Aoi’g Z < 8)\t (A 0) Xut (U ’U) + 251tclt(A)% hehs
1€2Ng ,teNg

q[lﬂ(u,v)) . (4.26)
Da kritische Exponenten der Klasse v¥ = 0 von der Form n + O(\),n € Ny sind, lesen wir
aus (4.24) fiir die linke Seite dieser Gleichung die Entwicklung

o

34{9(“?”) = Z (anm + bpm Imu)u™ (1 —v)™ (4.27)

n,m=0

B

ab. Die Aufgabe ist nun, aus den Koeffizienten ay,, bny, die auftretenden Partialwellen ein-
schlieBlich der ersten Ordnung ihrer kritischen Exponenten bzw. anomalen Dimensionen zu
bestimmen, d. h. die Gréflen ¢, := %(A, 0), 6. Dieses lauft auf einen Koeffizientenvergleich
n (4.26) hinaus, denn dort ist auch die rechte Seite eine Potenzreihe in u, 1 — v mit zusatzli-
chen Inu-Termen, die durch das Ableiten der in ¢X enthaltenen Potenz u"7 nach h zustande
kommen. Offenbar handelt es sich bei diesem Koeffizientenvergleich um zwei (unendlichdimen-
sionale) lineare Gleichungssysteme fiir ¢j,, ;;, die sich allerdings leicht auf eine Dreiecksgestalt
bringen lassen und somit systematisch 16sbar sind. Um dieses einzusehen, stellen wir die Glei-
chungssysteme zunéchst einmal auf: Mit der Potenzreihenentwicklung

qx(uv—u2 Zq "1 —ov)™
n,m=0
ergibt der Koeffizientenvergleich

n
— 2 X1 0
bom = CAp § : § :qn—ttmcltdlta

1€2Ny t=0

0 Lh
anm = CAO Z Z <qglttmclt 2%‘}1:}1” (qr[z—gm> c?t61t> :

1€2Ny t=0

Auf den Indexpaaren (m.,n), (I,t) € Ny x Ny fithren wir eine lexikographische Ordnung

(m,n) < (p,q) &= (M+2n<p+2q)V(m+2n=p+2¢An<q)
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ein [HPROO]. Die Indexpaare lassen sich dann anordnen,
(0,0) < (1,0) < (2,0) < (0,1) < (3,0) < (1,1) < (4,0) < (2,1) < (0,2) < ...,

und eineindeutig durch ihre Position v((m,n)) € Ny in dieser Liste angeben. Gilt (m,n) <
(1,t), so folgt m+2(n—t) <l oder n < t. In beiden Féllen ist der entsprechende Summand in
den Gleichungssystemen null, denn im ersten Fall verschwindet ¢\, =~ wegen Lemma 4.1, und
der zweite Fall tritt ohnehin nicht auf, da nur bis n summiert wird. Die mit ¢ = u((m, n)) , ] =

v((l,t)) durch

Qij = Glim:
0 [1,5]
D;; 2— ’
v oh h=hy, n—tm
definierten Matrizen sind somit von unterer Dreiecksgestalt (Q;; = 0,7 < j), ferner ist @ in-
vertierbar.® Fassen wir anm, bpm. ¢, sowie das komponentenweise Produkt c?tdlt entsprechend

als Vektoren auf, so nehmen obige Gleichungssysteme die einfache Form
Q034" =b, QCZoc =a—DCX % (4.28)

an und lassen sich sukzessive 10sen:

—1
1 i
Qv:w <~ vi:a wi_ZQij'Uj
i =0

Hierbei ist a priori klar, dass Komponenten mit ungeradem / null sein miissen. Beim konkreten
Durchfiihren einer Entwicklung kann dies vorausgesetzt oder aber zwecks Konsistenzpriifung
verifiziert werden. Die Losung § des Gleichungssystems gibt die erste Ordnung der Skalendi-
mensionen h = 2A+1+2t+ Xy, +C’)()\2) an. In Abschnitt 6.3.4 wird eine solche Untersuchung
durchgefiihrt, in Anhang B wird eine Implementierung der Partialwellenentwicklung in erster
Ordnung mit einem Computeralgebra-System vorgestellt.

Ein wichtiger und interessanter Punkt bei dieser Entwicklung ist die Tatsache, dass zur Be-
stimmung der anomalen Dimensionen in erster Ordnung nur die nullte Ordnung von A(X)
bekannt sein muss, also die Skalendimension A des freien Feldes. Zusammen mit diesem A
bestimmt die erste Ordnung der trunkierten Vierpunktfunktion alleine die erste Ordnung der
anomalen Dimensionen.

Es stellt sich nun die Frage, inwieweit aus dieser Koeffizientenbestimmung erster Ordnung
Positivitdtsaussagen gewonnen werden konnen. Kennen wir die Koeffizienten ¢, (A) der Par-
tialwellen ¢X, so muss ¢, (A) > 0 gelten, d. h. in erster Ordnung

e (0) + Ac (0) > 0.

Dies ist fiir ¢, (0) > 0 in erster Ordnung stets erfiillt. Eine Aussage — ndmlich die Fixierung des
Vorzeichens von A — kénnen wir also nur fiir solche y erwarten, die in nullter Ordnung nicht
beitragen, d. h. fiir Felder in der Operatorproduktentwicklung, die erst bei Wechselwirkung

®Die Invertierbarkeit, d.h. Qi; = g)/* # 0, folgt daraus, dass ¢*(u,v) ohne den Vorfaktor w7 fiir u = 0
proportional zu (1 — v)'F (%, %; h+11— U) ist [DOO01].
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entstehen. Wir wir gesehen haben, wird der Anteil der Klasse v¥ = 0 oberhalb der Unita-
ritdtsschranke bereits vollstindig vom freien Feld ausgeschopft, c,,, (0) = Cz’oc?t > 0. Die
Situation ¢, (0) = 0 tritt also nur an der Unitaritétsschranke (fiir ¢ > 0) oder bei Beitrigen
mit anderen kritischen Exponenten auf, die wir bisher nicht betrachtet haben.

Uns interessiert daher die erste Ordnung der Entwicklungskoeffizienten ¢,,, () insbesondere
an der Unitaritdtsschranke, wobei wir uns dabei auf d > 2 einschrinken miissen, da fiir d = 2
die nullte Ordnung — das freie, masselose Feld — nicht existiert. Zunéchst einmal ist nach
(4.25)

e (A) = Ci(x),xclt(A(A)a A)
2 80lt aClt 2
= CRoc) + A C“dA‘ ),/\+CA,0 A()aA(A U)Jrﬁ(A 0) ) +0()\°)

e 0
Cack+ 2 (], R + (M OFL +4,)) + 00,

0
wobei %(A, 0) = % wegen ¢ (A, \) = ¢, (A) + O()) gilt. Die Bestimmung der ersten Ord-
nung der Entwicklungskoeffizienten erfordert somit zusétzlich zur Kenntnis der ersten Ord-

' dx
die die erste Ordnung des freien Anteils einer konformen Vierpunktfunktion vollstandlg fest-
legen. Fiir die Positivititspriifung interessieren aber nur solche Beitrige mit ¢}, = 0, das
Kriterium lautet dann

nung der trunkierten Vierpunktfunktion die Kenntnis der beiden Gréfen A’(0), 4 ‘)\ C3 A

dcjy
A A(0)8A+ > 0.

Hier tritt nun nur noch die nicht aus der trunkierten Vierpunktfunktion bestimmbare Grofie
A'(0) auf. Thr Vorzeichen hiangt allerdings mit dem von A zusammen: Fiir endliches A muss
A(X) > A sein, denn an der Unitarititsschranke existiert nach Satz 1.2 nur das freie Feld, un-
terhalb gar keines. Das Vorzeichen von A’(0) muss daher mit dem von X iibereinstimmen, nur
A'(0) =0 ist mit einem unbestimmten Vorzeichen von A vereinbar. Wie wir in 4.5.1 gesehen
haben, ist clt oberhalb der Unitaritdtsschranke echt positiv und verschwindet an der Unita—

ritdtsschranke mit einfacher Nullstelle fiir £ = 1 und doppelter fiir ¢ > 2. Es gilt somit 29 > 0
und % = 0,¢ > 2. Ohne Kenntnis von A’(0) erhalten wir daher die P051t1v1tatsbed1ngungen

;>0 = A>0, ¢, <0 = Xx<0, t>2,

die alle zusammen A > 0, A < 0 oder A = 0 fixieren kénnen. Diese Bedingung erhalten wir
zusitzlich fiir ¢ = 1 nur, wenn A’(0) = 0 gilt.

Das hier vorgestellte Verfahren zur Bestimmung der Partialwellenkoeffizienten in erster Ord-
nung findet sich auch in [HPRO00], allerdings wurde dort eine mogliche A-Abhéngigkeit des
freien Anteils der Vierpunktfunktion nicht beriicksichtigt, d. h. dort gilt vereinfachend A’(0) =

0, dd/\ - OCi(/\)’/\ = 0. Die Entwicklung bis zur ersten Ordnung wurde dariiberhinaus nicht

konsequent durchgefiihrt: Erstens wurde die Aufteilung von ¢;(\) in nullte und erste Ord-
nung nicht explizit angegeben, und zweltens wurde bei der Ableitung von ¢X nur die fiir
die Logarithmen verantwortliche Potenz u oA beriicksichtigt, nicht jedoch die h- und da-
mit A-Abhéngigkeit der Koeffizienten der Partialwellen-Potenzreihe. Eine Anwendung der so
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erhaltenen Formeln fithrt zwar noch zu den richtigen anomalen Dimensionen, aber die Koeffi-
zienten ¢),(0) werden falsch bestimmt. Insbesondere tragen Partialwellen mit ungeradem [ bei.
Da das Verfahren in [HPRO0O] jedoch nicht angewandt wurde, entstanden keine Folgefehler.
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Kapitel 5

Anti-de-Sitter-Raum

5.1 Motivation

Die Formulierung einer Quantenfeldtheorie mithilfe der Wightman-Axiome, aber auch viele
andere Zuginge zur Quantenfeldtheorie setzen als zugrunde liegende Raumzeit den flachen
Minkowski-Raum voraus. In den Axiomen geht dies ganz wesentlich ein, etwa in Form der
Poincaré-Gruppe als Symmetriegruppe und der Spektrumsbedingung. Wie wir bei der kon-
formen Quantenfeldtheorie gesehen haben, ist bei einer Erweiterung der Symmetriegruppe
eine Vielzahl neuer Aussagen zur Struktur der Theorie moglich.

Ganz anders wird die Situation dagegen bei einer Reduktion der Symmetriegruppe, nimlich
wenn man Quantenfeldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten definieren und untersuchen
mochte. Hier gibt es im Allgemeinen keine solchen globalen Symmetrien der Raumzeit, was
eine Quantisierung erschwert. Ausnahmen bilden Raumzeiten mit konstanter Kriimmung.
Wegen deren hoher Symmetrie lassen sich dort Untersuchungen zur Quantenfeldtheorie gut
durchfithren. Eine konstante negative Kriitmmung besitzt der Anti-de-Sitter-Raum, der Ge-
genstand dieses Kapitels ist.

5.2 Geometrie

Der Anti-de-Sitter-Raum der Dimension d + 1 ldsst sich im d + 2-dimensionalen Raum ein-
gebettet als einschaliges Hyperboloid wie in Abbildung 5.1 definieren. Sind ndmlich im Ein-
bettungsraum R%*? Koordinaten 2%, a = 0,...,d + 1 und Metrik n = diag(1, —1,...,—1,1)
gegeben, dann setzen wir

AdS 4 := {z

Nap222" = 1}

und statten AdS; 4 mit der induzierten Metrik aus. Der Ricci-Tensor dieses Raumes ist das
—d-fache der Metrik, der Kriimmungsskalar ist somit konstant R = —d(d + 1). Mit der
kosmologischen Konstanten A = —d ist der Anti-de-Sitter-Raum eine Losung der Vakuum-
Einsteingleichungen. Die Lingenskala wurde dabei durch die 1 in obiger Definition gesetzt.

o3
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Abbildung 5.1: Einschaliges Hyperboloid AdS; 4

5.3 Quantenfeldtheorie auf AdS; 4

Fiir die Quantisierung eines Feldes auf einer gekriimmten Raumzeit wie AdS; 4 sind zwei
Eigenschaften von entscheidender Bedeutung: Erstens muss die Raumzeit eine kausale Struk-
tur besitzen, d. h. fiir jeden Punkt eine konsistente Einteilung der Raumzeit in Vergangenheit
und Zukunft. Insbesondere diirfen keine geschlossenen, zeitartigen Kurven auftreten. Zweitens
muss die Raumzeit global hyperbolisch sein, d. h. es muss in ihr eine Cauchy-Fldche geben, die
von jeder zukunftsgerichteten, maximal fortgesetzten Kurve genau einmal geschnitten wird.
Diese Eigenschaft ist notwendig fiir die Existenz klassischer Losungen zu Feldgleichungen,
wenn Cauchy-Daten auf der Cauchy-Fliche beliebig vorgebbar sein sollen. Die klassischen
Losungen kénnen sodann in der Quantisierung verwendet werden.

Die AdS; 4-Raumzeit besitzt zunéichst einmal keine dieser beiden Eigenschaften. Da im Ein-
bettungsraum 2z° und 24+ zeitartig sind, sind Kreise parallel zur 2°-z¢*'-Ebene geschlossene,
zeitartige Kurven in AdS; 4. Die durch Aufschneiden des Hyperboloids und periodische Fort-
setzung gebildete universelle Uberlagerung CAdS; g von AdS; 4 16st dieses Problem, sie ist
aber nach wie vor nicht global hyperbolisch [Fr74] [AIS78]. Jedoch lidsst sich C'AdS; 4 kon-
form in die Hélfte des statischen Einstein-Universums einbetten, welches global hyperbolisch
ist. Einer Cauchy-Fliche im Einstein-Universum entsprechen dabei zwei getrennte Flichen
in AdS; 4. Besitzt die Quantisierung im Einstein-Universum nun solche Symmetrien, dass sie
iiber AdS; 4 faktorisiert, hat man eine Quantisierung fiir AdS; ;4 gefunden.
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5.4 FEuklidischer Anti-de-Sitter-Raum

Um den euklidischen AdS-Raum als analytische Fortsetzung des AdS-Raumes mit Lorentz-
Signatur zu erhalten, miissen wir in der Metrik des einbettenden Raumes das relative Vorzei-
chen von nyo umkehren. Wir gelangen so zu dem bereits aus Abschnitt 3.3 {iber die euklidische
konforme Gruppe bekannten Einbettungsraum mit Metrik = diag(1,...,1, —1) und definie-
ren

AdSy4y = {z ‘ Napz®2® = —1, 21 > 0}.

Die Invarianzgruppe SOqy(d + 1,1) des umgebenden Raumes operiert auf AdSy.; als Inva-
rianzgruppe der induzierten Metrik. AdS;,; ist die Schale des zweischaligen Hyperboloids,
die in den Kegel C' aus Abschnitt 3.3 einbeschrieben ist, sieche Abbildung 5.2. An dieser
Stelle wird bereits die fiir das néchste Kapitel wichtige Beobachtung verstdndlich, dass der
Rand des AdS;.1-Raumes die Struktur eines euklidischen Raumes hat, auf dem die AdS;,1-
Symmetriegruppe SOy (d+1, 1) wie die konforme Gruppe wirkt: Hyperboloid und Kegel treffen
sich im Unendlichen, Strahlen des Kegels sind aber gerade Punkte des euklidischen Raumes.

A d+1

Abbildung 5.2: Kegel C' und einbeschriebenes Hyperboloid AdS,;. 4

In Anlehnung an die stereographische Projektion definieren wir die folgenden Koordinaten
zt,u=0,...,d auf dem Hyperboloid:

1 ; 7
0._ - s
T '_WG(O’OO)’ gjz._ZU+zd+1€R,Z—1,...,d. (51)

Einen Koordinatenpunkt z teilen wir geméfl x = (xo,g) in seine 0- und i-Komponenten auf
(1=1,...,d).
Die Umkehrung der Koordinatenabbildung lautet

i d
1— (z)? - 1+ (z)? 2
0 i d+1 2, 0 2, 112
=0 0 AT g AT T (2)? = (2°)" +2° = E_U (")
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Damit bestimmen wir die induzierte Metrik ¢ in den Koordinaten x* zu

1
Napdz?dz’ = nabauz“dx“&,zbdx” =...= Wéuydx”dx” = gudatdz”
1 _
= g = Wal"” g = ($0)2 SV det g = (330) 2(d+1)_
X

Dem Rand {z%*! = oo} ~ S§% des Hyperboloids entspricht der Rand {z° = 0} ~ R? der
Koordinaten sowie ein einzelner Punkt bei 2° = oo — dass es sich dabei tatsichlich um einen
einzelnen Punkt handelt, sieht man am Verschwinden der Metrik [Wi98]. 2° = co wird mit
2% = 0,z = oo identifiziert. Diese Konstruktion des Randes entspricht dem von Penrose
eingefithrten Begriff des konformen Randes einer Mannigfaltigkeit [PR86]: Die Metrik der

Mannigfaltigkeit AdSg,q ist f% mit einer endlichen Metrik ¢ = § und einer am Rand mit

einfacher Nullstelle verschwindenden Funktion f = 2°, die Metrik des konformen Randes ist
die Einschrinkung von g.

Da AdS441 wie der euklidische Raum eine maximale Symmetriegruppe besitzt, lisst sich aus
zwei Punkten genau eine unabhéingige Invariante bilden. Im euklidischen Raum ist dies einfach
der euklidische Abstand, fiir AdSg,; ist es die Linge der Sehne im Einbettungsraum: Sind
niamlich zwei Punkte z, w auf dem Hyperboloid gegeben, so wird ihr Abstand in der Metrik 7
durch die AdS41-Symmetriegruppe SOg(d+ 1,1) ja gerade nicht gedndert. Wir haben somit
die invariante Sehnenlinge bzw. ihr Quadrat [CR75]

o(z,y) = (2 —w)” = 22" — 220" + wew® = —2 — 2z,w" = ...
d 2
Zu:(] (:E” - yu)
- 20y0

wobei z,y die AdS;.1-Koordinaten der Punkte z, w auf dem Hyperboloid sind.
Langliche Rechnungen ergeben folgende Wirkungen von Differentialoperatoren auf das Qua-
drat der Sehnenlinge [CR75] [F99C]:

090 = iau\/ga”a =(1+d)(c+2), duodto = o(o +4).
g

7

Damit kénnen wir die Wirkung des d’Alembert-Operators auf Funktionen von ¢ ausrechnen:
D f(0) = fi(0)Tfo + f'(0)0u00"0 = (1 + d)(0 +2)f'(0) + o0 +4) " (0). (5.2)

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch kurz einen Spezialfall des Satzes von Stokes
in den z-Koordinaten angeben: Durch partielle Integration ergibt sich

/dd"'lx (Ouf)g" = — /ddHlE foug" — /ddx (fg")

AdS AdS

, (5.3)

20=0

sofern fg" bei oo verschwindet.

5.5 Klassische Feldtheorie auf AdS;

Im Kapitel zur AdS-CFT-Korrespondenz werden wir die Verkniipfung eines klassischen Fel-
des auf dem Anti-de-Sitter-Raum mit einem Quantenfeld auf dessen Rand untersuchen. In
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diesem Abschnitt wollen wir uns schon einmal mit klassischer Feldtheorie auf AdS,y; vertraut
machen. Der Ausgangspunkt ist die euklidische Wirkung

1 1
I= /dd"'lzp\/g <§8M<,08“<p + §m2<p2 + V((p)) = /dd"'lasﬁ
Ads AdS

eines skalaren Feldes ¢ mit Masse m im Potential V = o (cpZ). Wir wollen auch m? < 0 zu-
lassen, was etwa dadurch Legitimitét erhélt, dass beim AdS-Raum als gekriimmter Raumzeit
bereits implizit eine Masse im Hintergrund vorhanden ist [BF82]. Die Feldgleichung erhalten
wir aus dem Prinzip der stationiren Wirkung

d oJcC oL

@8@#@) a %’

deren Losung die Vorgabe eines Randwerts f fiir ¢ erfordert. Die obige Wirkung eingesetzt
ergibt die partielle Differentialgleichung

0u/g0" ¢

VI (m*e + V' (p))

@%aﬂ\/gaw = m’p+V'(p)
& (B -m’) e = V(). (5.4)

5.5.1 Losung der freien Feldgleichung

Um zu sehen, in welcher Weise ein Randwert vorgeschrieben werden kann, studieren wir
nun zunichst das Randverhalten von Losungen der freien Feldgleichung (V' = 0) in den
Koordinaten (5.1) mit der Abkiirzung z = z°:

0 = (Z szaﬂzl*daﬂ — m2> ©

I
d

= <z28§ + (1 —d)z0, + 2 (Z 812) - m2> p.
i=1

Fiir m? # 0 ist es offenbar nicht méglich, einen Randwert f in der naiven Weise (0, z) = f(z)
vorzuschreiben. Ist ¢ am Rand z = 0 nimlich zweimal stetig differenzierbar, so lautet die
Gleichung dort wegen der z-Vorfaktoren m?p = 0, also ¢(0,z) = 0. Alternativ kénnte ¢ ein
so singulédres Verhalten am Rand zeigen, dass die z-Vorfaktoren durch 0, kompensiert werden.
Dann erwartet man aber nicht, dass endliche Werte am Rand erreicht werden.

Diese beiden moglichen Verhaltensweisen, die wir heuristisch der Differentialgleichung ent-
nommen haben, ergeben sich quantitativ bei alleiniger Betrachtung der z-Abhéngigkeit:

(2202 + (1 — d)20, — m*) u(z) = 0.

Eine solche Differentialgleichung wird durch Potenzen z® geldst, wobei man durch Einsetzen
die Bedingung
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und daraus die allgemeine Losung

u(z) = A28 + A 25+ (5.5)
erhiilt (wir nehmen an, dass die Wurzel echt positiv ist, m? > —d;). Der +-Anteil verschwindet
stets am Rand. Der —-Anteil ist dort dominant und verschwindet fiir m? < 0, nimmt A_ an
fiir m? = 0 und divergiert fiir m? > 0.

Um einen Randwert f fiir ¢ vorschreiben zu kénnen, muss also % — f(z) verlangt werden.

+
Wir fithren zu einer Wahl A = A4
AN:i=d-A=A; = mQZA(A—d):—A*A
ein. Die Vorschrift fiir den Randwert wird nun formalisiert:

Definition 5.1 Der Randwert einer Funktion ¢ : AdSgr1 — R ist

(Bap)la) := lim P5Z).

Die Abspaltung des Faktors 22 wahrt nicht die Symmetrie des Hyperboloids um die z9+!-
Achse. Um anschlieffend Bedingungen an Randwerte und Funktionen auf AdS;,; stellen zu
konnen, die diese Symmetrie wahren, fithren wir noch folgende zwei Abbildungen ein:

Definition 5.2
(Taf)e) = (1+2%)° f), [:R' =R

1'2
@) = (S

A*
0 ) h(z), h:AdSgi1 — R

Der bei Zx abgespaltene Faktor 1+g§§)2 ist gerade 2z

29+1_Achse. Es gilt (Ta Bah)(z) = lim,_,o(Zah) (2, z).

Mit den soeben gewonnenen Einsichten in das Randverhalten kénnen wir nun tatsichlich die
freie Feldgleichung

d+1

, Zn wahrt also die Symmetrie um die

(07 ~m?) g =0, Bap=]f (5.6)

16sen. Dazu wird der Poisson-Kern Ka(z,y) (bulk-to-boundary propagator) mit den Eigen-
schaften
(0% —m?®) Kn =0, BaKa(-y) =6(-—y)

benétigt, denn mit ihm kann die Lésung von (5.6) als ¢(z) = [d’y Ka(z,y)f(y) angegeben
werden. Der explizite Ausdruck fiir Ka lautet [Wi98]

Definition 5.3
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Bemerkung. Zwischen Kx und dem Quadrat o der Sehnenlénge gilt der niitzliche Zusammen-
—-A
hang Kx(w,y) = ra (0(z,9)y°)

y0=0

Doch unter welchen Voraussetzungen an f existiert das Integral, und 16st Ka f wirklich die
freie Feldgleichung? Diese Fragen beantwortet Satz 5.6, fiir den wir noch zwei Definitionen
bendtigen:

Definition 5.4 FEin Randwert f : Hﬂ% R heifit A-stetig, wenn sich die Funktion Ta f stetig
auf die Einpunktkompaktifizierung Re fortsetzen lisst. (Taf)(oc) = limy ,o0(Taf)(Az) € R
muss also unabhdngig von der Wahl der Richtung xz # 0 sein.

Definition 5.5 Fine Funktion h : AdSgr1 — R heifit A-stetig, wenn sich die Funktion
Zph stetig auf AdSgyq fortsetzen lasst. Es muss also limy_o(Zah) (A, z)) € R existieren
und (Zah)(00) = limy_oo(Zah) (A, 2)) = limy,ao(Zah) ((z° Ay)) € R unabhingig von
Y F# 0,z,2° sein.

Satz 5.6 Sei f ein A-stetiger Randwert und A > %. Dann ist die Funktion ¢ = KA f A-stetig
auf AdSgy1, C*-glatt im Inneren und lost die Gleichungen

(09 —m?) ¢ =0, Bap=f.

Beweis. Zunichst befassen wir uns mit der Stetigkeit. Mit z = (2, z) gilt

L (@Y [ . .
N /dy<—(§_g)2+zg) w68

Y2yt . /ddy (1 + (x)Q)de

- (1 _i_gQ)A f(Zerg)
= K g (Iaf)(zy+z) [ 1+ 22+ 22 d—A

wobei Th f stetig auf R ist, also insbesondere beschriinkt. Die Formel fiir Zn¢ in (5.8) ist
zunéchst nur fiir z € (0, 00),z € R? giiltig, die Formel (5.9) stellt dagegen die stetige Fortset-
zung von Zap auf z € [0, 00], z € R? dar. Um dieses nachzuweisen, wird eine Majorante des
Integranden bendtigt. Hierzu muss eine Fallunterscheidung gemacht werden: Im ersten Fall
ist A > d. Wegen 1+ (2y + z)* < 2(1 + 3?)(1 + 2> + 2%) und der Beschriinktheit von Tx f
gibt es ein C, so dass der Absolutwert des Integranden fiir alle z € [0, 0],z € R? durch die
(1+y2)A—d
(1+42)"
iiberall (Ausnahme z = oo,y = 0) stetig von z, z abhiingt, ist das aus (5.9) resultierende Zx
iiberall stetig. -

integrable Funktion C nach oben abgeschiitzt werden kann. Da der Integrand fast

Fiir die Behandlung des zweiten Falls A < d wihlen wir zuniichst Z, R > 0. Fiir z < Z,z° <

R? ist Lta?ta? - beschrankt d wir haben eine Majorante —%— des Integrande
i H(Zerg)Q rankt, und wir n ein joran (R ntegranden,
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die fiir A > % (wie vorausgesetzt) integrabel ist. Da Z, R beliebig waren, ist Zx¢ aus (5.9)
fiir z € [0,00), z € R? stetig.

Aus der in beiden Fillen vorliegenden Stetigkeit von (5.9) auf [0,00) x R? kénnen wir die
stetige Fortsetzbarkeit bei oo schlieflen. Es gilt ndmlich

_ T
(Kaf)(Rz) = ha /ddy (o(Rz,y)y®) o ((1 i];);)g)*
vl d’y W\ (Af)(Ry)
- / (%) ("(Rl"’ Fy) (y>2> =0 (1+ )&

(Ta f)(Ry) s
_ /ddyKA(x,g)ﬁ — (KAT{'R*Taf) (2),

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Inversion R eine AdS;,-Symmetrie ist (Vorzeichenum-
kehr der z°-Koordinate) und somit ¢ invariant lisst. Die stetige Fortsetzbarkeit bei oo folgt
daher aus der bei 0, der Wert dort ist (ZTaf)(R0) = (Taf)(o0). Das direkte Einsetzen von
z = oo oder = oo in (5.9) fithrt zum selben Ergebnis, (5.9) definiert somit auch dort bereits
die stetige Fortsetzung, obwohl fiir A < d keine Majorante bei oo existiert.

@ hat f als Randwert: In (5.9) diirfen wir z = 0 einsetzen und erhalten

(Za) ((0,2)) = 5a(Taf) (2) /ddy = (I f) (@)

1
(1+2°)
oder Bayp = f. Fiir die Konvergenz des Integrals wird A > % benotigt.
Fiir die C*°-Glattheit betrachten wir

o(z) = ka /ddy 22 ((z - g)Q + 22)7A

(1+ %) UTaf)(y)

fiir £ aus einer vom Rand getrennten Umgebung im Inneren. Das Integral besitzt zu einer sol-
chen Umgebung eine integrable Majorante C(1 +g2)_d. Fiir jeden durch mehrfaches Ableiten
nach z oder x gebildeten Integranden gilt, dass ein weiteres Ableiten nach z das fiir ‘ Y ‘ — 0
fithrende Verhalten nicht dndert und ein weiteres Ableiten nach z das fithrende Verhalten um
eine Potenz ,konvergenter macht. Somit darf ¢ beliebig oft, und zwar unter dem Integral,
differenziert werden. Das Erfiillen der freien Feldgleichung folgt dann aus

_ 5.2 A AA+1 N

s (2 ( (1+d)(0+2)+¥0(0+4)>0 A

@ @

= <—A(1+d) <1+§> +AA+1) <1+§>> o

und daher fiir 4° =0, d.h. 0 = 0

Dfo(z,y

D9ka = (A1 +d) + A(A +1)) ka = A(A — d)ka = m?ka.
O

Dass dieses Verfahren nur fiir A > % anwendbar ist, verwundert nicht. Der Fall A < % ent-
spricht der Wahl von A als fithrendem Randverhalten in (5.5). Da dort aber der —-Term den



5.5. Klassische Feldtheorie auf AdS,q 61

+-Term dominiert, muss der —-Term am ganzen Rand verschwinden. Dies ist eine zusétzliche
Randbedingung, die das Randwertproblem iiberbestimmt und somit im Allgemeinen unlésbar
macht. Fir A > % konnen wir explizit an der Losung ¢ einsehen, dass die analoge Bedingung
eines verschwindenden +-Terms verletzt ist: Dazu betrachten wir einen Randwert f, der in
einer Umgebung um z verschwindet. Das Randverhalten der Losung bei z ist dann

A
o(z,1) = KA /ddy (W) f(g) #20 FéAzA /ddy mf(y)-
A

2z~ entspricht aber gerade dem +-Term, es werden also beide Terme benétigt. Wir nehmen
daher fiir den Rest dieses Kapitels A = Ay > % an.

Satz 5.7 Sei ¢ eine Lésung von (Dg —m2) @ = 0,Brp = f mit m?> < 0. Dann gilt das
Maximumsprinzip
max (Zxp+) = max (Ta f+) ,

wobei + den negativen und positiven Anteil bezeichnen, g+ (z) := max(+g(z),0). Insbesondere
ist die Losung der freien Feldgleichung eindeutig.

Beweis. Wir bestimmen zunéchst die Wirkung von (09 — m? auf Zg1¢. Nach etwas Rechnung

ergibt sich
Lan = Zx(09-m?) Z7!
d
4N AN (A* 4+ 1)
2 2 *
= z 0, — ——=2l'0, — ——— | + QA" +1 —d)z0,. 5.10
uz::o“ @ e ) #ee (10

Hat nun ¢ = Zx¢ ein Maximum bei z im Inneren von AdSg;y;, so muss notwendig d,¢ =

0, ZZ:U 8ﬁ¢ < 0 gelten. Aus (5.10) lesen wir dann

P 2
0= (La9) (@) < (& + 1) (1555 ) o0

ab. Da aber A* > 0 wegen m? < 0 gilt, folgt ¢(z) < 0: ¢ nimmt ein Maximum im Inneren
nur bei negativen Werten an, somit muss ein positives globales Maximum auf dem Rand
angenommen werden. Dort hat ¢ aber den Wert Tx f. Die Behauptungen folgen. O

5.5.2 Perturbative Losung der Feldgleichung mit Potential

Mit Potential V' # 0 ergibt sich die semilineare, elliptische partielle Differentialgleichung (5.4)
(Dg — m2) 0 =V'(p).

Belassen wir es auch mit Potential bei der Randbedingung Ba¢ = f, so kdnnen wir versuchen,
uns iterativ der Losung zu nidhern:

(09 —m?) 9o =0,  Bayo = f,
(09— m®) ons1 =V'(on),  Bagny1 = f.
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Bei hinreichend kleinem V' erwartet man eine Konvergenz der Folge ¢, gegen die Losung
der Feldgleichung. Die Iteration beinhaltet offenbar die Losung der inhomogenen, partiellen
Differentialgleichung

(Of =m*) g =h, Bap=f,
die wir durch Abzug der Losung ¢g der freien Feldgleichung vereinfachen kénnen:

(Dg_m2)¢:ha BA¢:0a (P:‘P0+'(,[)

Die Green’sche Funktion Ga(z,y) (bulk-to-bulk propagator) dieses Randwertproblems muss

(09 — m?) Ga(z,y) = 8z —y) BAGA(+y) = 0

V9

erfiillen, dann nimlich lautet die Lésung 9(z) = [,,5d""'y \/gGa(z,y)h(y). Ga kann als
AdS4yi-invariante Funktion zweier Punkte nur vom Quadrat o(z,y) der Sehnenlinge abhén-
gen und ist explizit durch

Definition 5.8

B N TN ) B S & WM S A B
Galo) = (47) ' T(20) <0> F(A’ 2 o)’ TR
(Gah)(@) = [dHyyGOa(e.b), i AdSsa B
AdS

gegeben [CR75] [BL85] [F99C]. Die Analyse der Existenz des Integrals sowie der Lisung der
Differentialgleichung ist hier naturgemifl schwieriger als bei Ka. Wir untersuchen nur die
noch verhiltnisméiBig einfache Frage der Existenz des Integrals:

Satz 5.9 Gelte % < A < d und folglich A* > 0. Sei h eine A-stetige Funktion auf AdSgyq
mit A* > A*. Dann ist die Funktion ) = Gah A-stetig auf AdSay1, und Zay verschwindet
am Rand. Gilt A* > A, so ist ¢ sogar N*-stetig.

Beweis. Um die hypergeometrische Funktion im Propagator abschétzen zu kénnen, verwenden

wir (A.6),
F (A,a;2a;—é> = (J+4> F<a,2a—A;2a; 1 ),
o o o+4

und bemerken, dass diese hypergeometrische Funktion beschrinkt ist: Die hypergeometrische
Reihe F(«, 8;7;z) konvergiert auf dem ganzen Einheitskreis fiir Re(y — a — ) > 0 [Erb3],
wegen A — q = % >0und 0 < %4_4 < 1 liegt dieser Fall hier vor. Mit geeignetem C gilt

A*
somit |Ga(0)] < MW. Schétzen wir noch ‘h(w,g)‘ durch Cs (W) ab, erhalten

wir insgesamt

(Zag)(z,2)] < Ca(1 + 22 + 2™

A*7d71+AZAfA*

' /ddy dw Af:)z o A+’
(=92 +(z—w)?2)" " (@ - y? + (z + 0)2)" (1 +w? +y?2)
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Zum Beweis der Stetigkeit beschrinken wir uns auf von oo getrennte Umgebungen, die Ste-
tigkeit bei oo folgt dann wie oben wegen der Inversionssymmetrie. Auf solchen Umgebungen
ist der Vorfaktor des Integrals beschrénkt. Nach der Substitution y — zy + z folgt

1

o [(Zath) (2, )]

AF—A*—1

< [d%dw _
/ ! (g2+(1—w/z)2)Afa (32+(1+w/z)2)a(1+w2+(zg+§)2)A*
wA*—A*—l

< /ddydw —.
(y2)2=2(1 4 y2)a (1 + w?)d

Dieses Integral faktorisiert, die Konvergenzbedingungen fiir die y-Integration lauten d —2A <
0 < d—2A+2a = 1 und sind erfiillt, fiir die w-Integration lauten sie —A* — A* < 0 < A* — A*
und sind nach Voraussetzung ebenfalls erfiillt. Wir haben somit eine von z,z unabhéingige,
integrable Majorante gefunden, was die A-Stetigkeit beweist. Das Verschwinden am Rand
z = 0 sehen wir durch Einsetzen in die vorletzte Zeile.

Da Ga ein Randverhalten ~ z® besitzt, erwartet man von ¢ nicht nur eine A-Stetigkeit,
sondern sogar eine A*-Stetigkeit. Analoge Schritte fithren zu der Abschitzung

1
c: [(Za)(2, z))|

’UJA* —d—1+A

< ddydw ~
/ (@=9’+-w?)" " (@-y)°+ (z+w))" (1 +w? +32)°

,wA* —-A-1

< /ddydw .
(QQ)A—a(l_I_gQ)a(l_l_,wQ)A*

wobei hier y — wy + z substituiert wurde. Die Konvergenzbedingungen der y-Integration

haben sich offenbar nicht geéindert, die der w-Integration lauten nun —A*—A <0< A* A,
was aber nur fiir A* > A erfillt ist. Erst dann hat v das nach der Form von Ga erwartete
Randverhalten. O

Bemerkung. Die Einschrinkung A* > 0 & A < d < m? < 0 lisst sich heuristisch gut

verstehen. Ist namlich V'(p) = A¢P,p > 1 ein Monom, so lautet der z = z% Anteil der
Feldgleichung am Rande

(2202 + (1 — d)20, — m?) u(2) = Mu(2)P = Y (14+0(1)),

wenn das dominante Randverhalten immer noch durch 2 gegeben sein soll. Die Losung ist

Cc

pA*
A*(pA*—d)—sz + ...,

u(z) = A_2% + A 25 + p

was nur fir pA* > A* < A* > 0 konsistent ist. Allgemein wire jeder Ansatz 2’ mit b < 0
inkonsistent, das Randverhalten miisste also singulérer als jede negative Potenz sein.
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Satz 5.10 Sei h eine A-stetige Funktion auf AdSgyq1 mit A* > A* > 0. Dann gilt
max | ZaGah| < C(A, A) max ‘ZAh‘
mit einer endlichen Funktion C(A,A).
Beweis. Zunéchst iiberlegen wir uns, dass Ga stets nichtpositiv ist. Dazu wenden wir (A.6)

erneut auf die hypergeometrische Funktion des Propagators an, diesmal aber mit vertauschten
Argumenten «a, 8 (diese gehen ja symmetrisch in F' ein):

—A
F (A,a; 2a;—£> = <0+4> F <A,a;2a; i) .
o o o+4

Nun sind die Parameter positiv, das Argument liegt im Intervall [0, 1]. Die hypergeometrische
Funktion ist dann manifest positiv, wegen des zusétzlichen Vorzeichens und der Positivitit
der sonstigen Faktoren ist Ga nichtpositiv. Es folgt die Abschitzung

(ZaGah)(x)| < —7 /d“lmGA(m,y)h(y)
AdS

0 A
—max | Zzh| Zp /dd+1y\/£_7 Ga(z,y) <1y7)2>
AdS Y
=: max|Zzh| ¥(z).

IN

Nach Satz 5.9 ist ¥(z) stetig auf AdSg4;1 und verschwindet am Rand. Die von h unabhéngige

Funktion )
C(A,A) := max ¥

ist somit wohldefiniert und endlich. O

Bemerkung. Durch Ausrechnen des Integrals liefle sich das globale Maximum von ¥ bestim-
men. Nehmen wir an, dass der Propagator Ga in diesem einen Spezialfall wirklich das tut,

was er soll,
0

A*
((Dg - m2) ZA_l‘I’) (z) = - <W> )

so kénnen wir im Fall A* > A* + 2 ohne Rechnung eine Abschiitzung fiir das Maximum
erhalten. Mit La aus (5.10) lautet die letzte Gleichung

(LA‘I/)(QS):—ZA(%E;)Q>A*:_<$>A*_&‘_

Hat ¥ nun bei z im Inneren ein Maximum, so folgt wie in Satz 5.7

:EO

_ <x70)2>AA (AT) (0] < AN (A ) <T(5E)2>2\Il(x)

= U(z) 1 <1 +x?m)2>A*_A*_2 - <2A*_A*A*(A* n 1)>71'



5.5. Klassische Feldtheorie auf AdS,q 65

Diese fiir A*— A* > 2 giiltige Abschitzung fiir innere Maxima iibertriigt sich auf ganz AdSq, 1,
da ¥ am Rand verschwindet. Es gilt somit

~ A * * -1 ~
(A, A) < (2A —N A (A 4 1)) . AY> A 42,

Nun ist es ein Leichtes, die Konvergenz der Folge (¢, )nen, zu beweisen. Fiithren wir auf der
Menge Ba der A-stetigen Funktionen auf AdS,,; die Norm

A5 = max | Za

ein, so wird aus dieser Menge ein Banachraum. Es ist zu zeigen, dass es eine abgeschlossene
Teilmenge gibt, auf der die Abbildung

T:Bxn— Ba, ¢+ oo+ GaV'(p)

als Kontraktion wirkt, denn dann folgt die Konvergenz aus dem Banach’schen Fixpunktsatz.

Satz 5.10 besagt ||Gahllx < C(A,A) ||| 5. Ist das Potential nun so beschaffen, dass
VIiBy =By, o= V'iep, A*>A (5.11)

gilt und es ¢ € (0,1), M > 0 gibt, so dass fiir Funktionen ¢, aus der abgeschlossenen
Teilmenge Ba(M) := {¢ € Ba | ||¢||o < M} die Abschitzung

V() = V()| x < —2 5.12
[V'(¢) = V') & O )Hw Pla (5.12)
gilt, dann folgt die Kontraktionseigenschaft
IT(0) = T(W)lla = [[Ga (V'(9) =V ()|, S C[V' () = V') x < allo ¥l

T ist in diesem Fall insbesondere stetig. Gilt ||pg|| 5 < (1 —¢q)M, so fithrt T nicht aus Ba (M)
heraus:

IT(@)lla = [[w0 + GaV'(@)|[ 5 < llwolla +C V(@) 5 < (1= )M +allelly < M.
Hier wurde V'(0) = 0 angenommen, was bei iiblichen Potentialen zutrifft. Die Bedingung

loollo < (1 —q)M ist nach Satz 5.7 aber eine an den Randwert f, ndmlich max|Tx f| <
(1 — g)M. Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen:

Satz 5.11 Gibt es q € (0,1), M > 0, so dass V' (5.11), (5.12) erfiillt, und ist der Randwert
durch max |Ta f| < (1 — q)M beschrankt, so konvergiert die durch

0o =Kaf. @n1 =90+ GaV'(n)

definierte Folge gegen ein o € Ba(M), welches die Integralgleichung ¢ = oo + GAV' (@) ldst.
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Bemerkung. Da wir uns nicht mit der Frage beschiftigt haben, wann Gah differenzierbar ist
und (09 —m?)Gah = h gilt, ist offen, ob die Folge der ¢,, gegen eine Losung der Feldgleichung
konvergiert. Bei C'*°-glattem Randwert f ist es aber in Analogie zu den Green’schen Funktio-
nen des Laplace-Operators zu erwarten: Die Anwendung von Ga wird die Differenzierbarkeit
um 1 erhéhen, die Addition des C*°-glatten g dndert an den Differenzierbarkeitseigenschaf-
ten nichts. Wegen des Erfiillens der Integralgleichung folgt dann fiir ¢ aus der nullmaligen
Differenzierbarkeit — namlich der bewiesenen A-Stetigkeit des Grenzwerts — die C'*°-Glattheit
und das Erfiillen der Feldgleichung.

Offen ist auch die Frage, ob die Losung der Feldgleichung eindeutig ist. Im Allgemeinen gilt
dieses fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen nicht.

Lemma 5.12 Ein global in eine Taylorreihe entwickelbares Potential V.= O(pP) mit p > 3
erfullt die Voraussetzungen von Satz 5.11.

Beweis. Es ist V'(p) = O(¢P ), mit A* = (p— 1)A* ist (5.11) erfiillt. Fiir den Nachweis von
(5.12) schreiben wir

X yntl)
Z3(V'(0) ~ V() = (zﬁ > ), wl) (Za(p — ).
n=1 '

Die nach Voraussetzung absolut konvergente Summe besteht aus Monomen ™4™ mit n+m >
p — 2 > 1, so dass sie einschlieilich Z£72 fiir ¢, € BA(M) beschrankt ist und fiir M — 0
gegen null geht. Zu jedem ¢ € (0,1) gibt es folglich ein M mit

/ / g
V() = V'(9)]|5 < CAA lp = lla-

Fiir ein monomiales Potential V(¢) = %(pp gilt z. B.

p—2
Mo =9) Y @2 <M (p— DM 2o — || -

n=0

V() = V') z =

A

0

Im Falle eines polynomialen Potentials lassen sich die Ndherungen ¢, in einer graphischen
Notation darstellen. Wir betrachten dazu zunéchst den einfachsten Fall eines Monoms V() =
%cpp, dann ist ¢, durch

on(z) = po(z) + A / Ay /G G (2, ) pn 1 ()P
AdS

gegeben. Durch fortgesetztes Anwenden dieser Vorschrift konnen wir ¢, schliefflich als eine
Summe mehrfacher Integrale iiber Produkte aus Ga und Ka f schreiben. Jeder Term dieser
Summe lésst sich als ein zusammenhéngender Witten-Graph darstellen. Dabei wird in einem
solchen Graph der AdS;;-Raum als eine Kreisscheibe symbolisiert, die Integrationen werden
durch Vertizes und Linien angegeben. Fiir jeden Vertex im Kreisinneren wird iiber AdSg.q
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integriert, fiir jeden Vertex auf dem Kreisrand wird {iber den AdS,;;1-Rand mit dem Randwert
f verschmiert. Eine Linie zwischen inneren Vertizes entspricht Ga, eine vom Inneren zum
Rand Ka. Bei einem ¢P-Potential fithren jeweils p Linien zu einem inneren Vertex.

Fiir V() = 3¢ ergibt sich etwa

<P0(3C)=®,

mx):@ +A@,

<p2(33)=® +A® +2>\28) +)\3@
4

und fiir V(p) = 3¢

oloto
Q&

Dabei entspricht der Punkt dem Argument z. Falls das Potential kein Monom, sondern ein
echtes Polynom ist, so treten verschiedene Vertizes auf.

Man kann auch eine andere Losungsstrategie verfolgen, die zu einer Storungsreihe in A fiihrt.
Der Ansatz

fithrt beim monomialen Potential durch Koeffizientenvergleich zu den Gleichungen

(B -m?) e = 0, Bapl¥ =,

(09 —m?) V) = (@m))p_l, Bayp!) =0,

(@ -m?) ® = 20pp-1) (w(o))p_Q eV, Brp® =0,
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mit den Loésungen

V(p) = 2 so(o’(:v):®, so(”(:v)=@, @(2)(3;):22@’
)=2- 3@ +23. 3@,

V=3¢ 0= () W= (X). o
90(3)(x):2-32@ +2. 33@

Konstruktionsgeméf enthilt die n-te iterativ bestimmte Losungsapproximation ¢, alle Ter-
me der Storungsreihe bis zur Ordnung n und dariiber hinaus noch (unvollstindige) hohere

w

Ordnungen in A.

5.5.3 Bestimmung der stationdren Wirkung

Nachdem nun die Losungen der Feldgleichung des Variationsproblems zur Wirkung bestimmt
wurden, stellt sich die Frage nach dem Wert der Wirkung auf diesen Losungen. Einfache
heuristische Uberlegungen beziiglich der Konvergenz des Wirkungsintegrals am Rande weisen
darauf hin, dass dieser Wert im Allgemeinen nicht endlich ist: Das Einsetzen des Randver-
haltens ¢(z,z) ~ 22,0, ~ 2z~ 1 fithrt zu

1 1
I(p) = /dd“w\/& (5%;73% + §m2s02 + V(w))

AdS

_ /ddwdzz (1+d)(; ( (0:0)2 + 3 (0i) >+ —m? ? +V(90)>

——
N /dz L2 —1—d

NZQA o> 20
Die Konvergenz bei z = 0 verlangt aber 2A* —d > 0 & 2A < d, was bereits bei der
Betrachtung der Losbarkeit der freien Feldgleichung ausgeschlossen werden musste.

NzQA* 2 NzQA*

Es ist aber moglich, das Wirkungsintegral durch Abzug eines Randterms zu regularisieren
[KW99]. Dazu spaltet man zuniichst das Randverhalten 22" gemf
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ab. Die AdS;1-Wirkung fiir x lautet
]. * ]_ * *
I(x) = /ddx dz z~ 0+ <§z2 z:(auzAX)2 + §m2(zA x)2+ V(2 X))
«_1_4(1 .
= /ddx dz 2251 d<§z2 (((9zx)2 + Z(Bix)2> + A*xz0,x
1 % *
+ 5A*(2A* —d) P+ 27 V(A X))
* 1 * * A* *
= /ddzp dz <22A —l=d <§z2 Z(aﬂx)Q + 2728y (A X)> + 0, <722A _dx2> >
Dies kénnen wir mit einem neuen ,,metrischen Tensor A fiir y,'

28" 2A—d -1
d—1  d—-1 "~

ha,B = Z_Qvéaﬁa y=1-

in der Form
1 * * A* *
I(x) = /ddas dz <\/E <§3ax(9ax = Vi(z2 X)> + 0, <—2 224 _dx2>>

schreiben. Die Wirkung fiir x setzt sich somit aus dem iiblichen kinetischen Term zur Metrik
h und einem (allerdings beziiglich der Symmetrien von A nicht mehr invarianten) Potential
zusammen, auflerdem gibt es noch eine Ableitung erster Ordnung. Bei dieser handelt es sich
aber um einen Randterm, der bei erfiilltem Konvergenzkriterium 2A* > d fiir das Wirkungs-
integral am Rand z = 0 verschwindet, bei 2A* < d dagegen divergent ist. Die Regularisierung
des Wirkungsintegrals besteht nun darin, diesen Randterm wegzulassen, d. h. von nun an ist
die Wirkung durch

Ir(x) = /dd+1x\/ﬁ (%aaxaax + (x(])—QA*% % ((:EO)A* X))
AdS

gegeben. Da nur ein Randterm abgezogen wurde, ist die aus der regularisierten Wirkung
resultierende Feldgleichung fiir x dieselbe wie die urspriingliche fiir ¢ nach der Substitution
p=25x.

Wir sehen, dass die Situation fiir v = 0 & A = % besonders einfach wird: h ist dann
die Metrik des flachen Raumes und somit (1" der Laplace-Operator. Die Feldgleichung ist
die Laplace-Gleichung mit einem nichtlinearen Zusatz. Dieses duflert sich natiirlich auch im
Propagator Ga: Abgesehen von z-Potenzen wird aus ihm die iibliche Green’sche Funktion des
Laplace-Operators mit der Randbedingung, bei z = 0 zu verschwinden.

IR ist im freien Fall konvergent fiir % <AL % + 1 [KW99], was man sich mit heuristischen
Uberlegungen leicht plausibel machen kann. Durch Anwendung des Satzes von Stokes (5.3)
und Ausnutzung der Feldgleichung lésst sich I auf Losungen der Feldgleichung zum Randwert
f als

Inlf) = =3 [l (Vx| ,_ + [aiog (sz*x)—%zA*xv'(sz)) (5.13)

AdS

'h ist zwar ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe, lisst sich aber im generischen Fall nicht als metrischer
Tensor einer Mannigfaltigkeit interpretieren. Der Kriimmungsskalar wiare am Rand iiberall unendlich.
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schreiben, woraus im freien Fall

= (8- 2) LA fat gt SIS o

r(a-4) 2y — 2"

P
so wurde bereits gezeigt, dass die Korrekturen zur A-stetigen freien Losung A*-stetig sind
und somit am Rand schneller als die freie Losung verschwinden. In diesem Fall wird das
Integral iiber den Rand in (5.13) bereits korrekt durch das fiir den freien Fall berechnete

(5.14) beschrieben.

Wenden wir auf die urspriingliche Wirkung den Satz von Stokes formal an,

wird [KW99]. Liegt eine Wechselwirkung V() = O(¢”) mit p > 2 und A < (1 - 1) d vor,

1 1
1) = [atays (Jousone+ jute+ V(o)
AdS

= —% /dd:v (\/§<p80<p)‘10:0 + /dd+1x\/§ (% (m*o” — o) + V(‘P))

AdS

sozo /ddﬂxx/@ (V(w) - %soV’(so)> (5.15)

AdS

= —%/dd:v(\/ﬁwa%)
= Io(f)+ Iv(f),

wobei ¢ die Losung der Feldgleichung zum Randwert f ist, so konnen wir den Effekt der
vorgenommenen Regularisierung offenbar dadurch erreichen, dass (5.14) als Wert fiir den
ersten Term Iy in (5.15) genommen, das AdS-Integral I, aber unverdndert {ibernommen
wird. Letzteres ist beziiglich der Konvergenz unproblematisch, sofern fiir V(¢) = O(¢P) die
Bedingung A < (1 — %) d & pA* > d eingehalten wird: V(p) — 2oV'(y) ldsst sich dann

*

p
durch C (W) abschitzen, es folgt

= /ddﬂm\/g Vi) - Levie))| < o fatra 20
2 (1+22+£2)pA*

AdS
1
~ fdlp ——MmM .
/ (142775

Fiir den letzten Schritt wurde (A.9) benutzt, was wegen pA* > d legitim ist. Das iibrig
gebliebene z-Integral ist konvergent.

Die Storungsreihe fiir ¢ fiithrt zu einer Stérungsreihe fiir Iy (f), welche sich ebenfalls durch
Witten-Graphen darstellen liasst. Der Einfachkeit halber betrachten wir wieder ein monomiales
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Potential V(p) = %(pp:

Iv(f) = A (1 - 1) /dd+1xfgop = A= /dd“g:\/_ (Z A <n>)p

p 2
AdS AdS n=0

o0
S D Sl LA | O

2p k=0

ni4...4np==k AdS
_ _7’2;1)% /dd+1$\/§(KAf)p
AdS
-2 / Aoy (Kaf)"'Ga (Baf) 1)) + O(X). (5.16)
AdS

Fiir p = 3 lautet dieses in graphischer Notation

1 1 2
b5 D B o

fiir p = 4 schlieBllich

V:-%A@ —>\2@ —gxi”@ —4>\4% —18>\4% +0(N).

In der Entwicklung der klassischen Wirkung als Funktional des Randwerts kénnen nur Baum-
graphen, aber keine Schleifengraphen auftreten.
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Kapitel 6

AdS-CFT-Korrespondenz

6.1 Einfiihrung

1997 wurde von Maldacena die Vermutung aufgestellt, dass gewisse Supergravitations- und
Stringtheorien auf dem Produkt eines d + 1-dimensionalen Anti-de-Sitter-Raumes mit einem
kompakten Raum wie S" &quivalent zu konform invarianten Quantenfeldtheorien auf dem
d-dimensionalen Rand des Anti-de-Sitter-Raumes sind [Ma98]. Die betrachteten konformen
Quantenfeldtheorien waren dabei durch den Limes grofier N von Super-Yang-Mills-Theorien
mit Eichgruppe SU(N) gegeben. Als zugrunde liegendes Bild mag man sich den Anti-de-
Sitter-Raum als eine approximative Losung zur Supergravitation nahe des Horizontes eines
schwarzen Loches vorstellen. Der Horizont ist der Rand des Anti-de-Sitter-Raumes, Quanten-
felder auf ihm sind nach der Vermutung dquivalent oder dual zu Theorien auf dem héherdi-
mensionalen, umgebenden Raum. Ein solches holographisches Prinzip wurde 1993 von ’t Hooft
mit heuristischen Uberlegungen fiir Quantengravitationsfelder auf der Planck-Skala motiviert:
Die Anzahl der Freiheitsgrade innerhalb eines Volumens ist dort an dessen Oberfliche und
nicht an das Volumen selbst gekoppelt [Ho93].

Maldacenas Arbeit liefi ausdriicklich die genaue und allgemeine Ausformulierung der Kor-
respondenzvermutung offen, bereits kurz nach deren Verdffentlichung gab es aber Prizisie-
rungen und Verallgemeinerungen mehrerer Autoren. Witten stellte eine praktikable Korres-
pondenzvorschrift im Euklidischen auf, die zu einer durch die Partitionsfunktion gegebenen
Supergravitations- oder Stringtheorie auf dem Anti-de-Sitter-Raum eine konforme Quanten-
feldtheorie auf dessen Rand induziert [Wi98], Gubser, Klebanov und Polyakov machten einen
dhnlichen Ansatz [GKP98]. Die Witten’sche Vorschrift lisst sich unmittelbar auf den Fall einer
Quantenfeldtheorie auf dem Anti-de-Sitter-Raum erweitern. Bemerkenswert ist die Formulie-
rung der Korrespondenz in einem bestimmtem Limes, in dem eine klassische Stringtheorie auf
dem Anti-de-Sitter-Raum mit einer konformen Quantenfeldtheorie verbunden wird [K199].

In der Folge entstand eine Vielzahl verschiedenster Arbeiten zu dem Komplex der AdS-CFT-
Korrespondenz, von denen viele auf Wittens Korrespondenzvorschrift mit einer klassischen
Theorie auf der AdS-Seite aufbauen — nicht zuletzt da die Vorschrift in dieser Form gut
zum Studium expliziter Modelle geeignet ist. In dieser Arbeit wird diese Formulierung der
Korrespondenz ebenso die Grundlage sein und am Beispiel untersucht, inwieweit eine klassi-
sche AdS-Theorie eine konforme Quantenfeldtheorie induzieren kann oder ob nicht doch — im
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strengen Sinne der Wightman-Axiome — die klassische Version der Korrespondenzvorschrift
allenfalls die erste Ordnung einer axiomatischen Anforderungen geniigenden Vorschrift sein
kann.

Fundamental fiir den holographischen Zusammenhang zwischen Theorien auf dem Anti-de-
Sitter-Raum und konformen auf seinem Rand ist die Ubereinstimmung der Symmetriegruppen
beider Seiten, beide sind SO (2, d). In 5.4 wurde dieser Zusammenhang bei der Betrachtung
des d + 2-dimensionalen Einbettungsraumes deutlich: Dessen homogene Symmetriegruppe
operiert einmal auf dem eingebetteten Hyperboloid als die AdS-Symmetriegruppe, einmal
auf den Strahlen des asymptotischen Kegels als die konforme Gruppe. Die Strahlen treffen im
Unendlichen auf den Rand des Hyperboloids.

Diese grundlegende Beobachtung ist rein geometrischer Natur und legt es nahe, das holo-
graphische Prinzip nicht nur zwischen Supergravitation oder Stringtheorie auf der einen und
Quantenfeldtheorie auf der anderen Seite zu sehen, sondern auch zwischen Theorien gleichen
Typs beiderseits. Tatséchlich ist es fiir solche Félle moglich, eine Korrespondenz auf mathe-
matisch rigorose Weise zu etablieren:

e Ist auf der Anti-de-Sitter-Seite ein Quantenfeld durch seine Wightman-Distributionen
gegeben, so konnen unter bestimmten Voraussetzungen aus diesen — im Wesentlichen
durch Einschrinkung auf den Rand — Wightman-Distributionen eines konformen Quan-
tenfeldes gewonnen werden [Be00)].

e Im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie ist sogar eine echte Umsetzung des
holographischen Prinzips moglich, d. h. nicht nur die Projektion einer AdS-Theorie auf
den Rand — die Herstellung des Hologramms, um im Bild zu bleiben —, sondern auch
umgekehrt die Rekonstruktion der AdS-Theorie anhand eines niederdimensionalen Ho-
logramms der Form einer konformen Theorie [Re00]. Grundlage dieser algebraischen
Holographie ist die Beobachtung, dass es eine 1:1-Korrespondenz zwischen raumarti-
gen AdS-Keilen und Doppelkegeln auf dem Rand gibt, die mit Netzstruktur und Sym-
metriegruppe vertréiglich ist. Durch Identifikation der auf korrespondierenden Gebieten
lokalisierten Observablen gelangt man von einem Netz zum anderen.

Im Gegensatz zu der Witten’schen Korrespondenzvorschrift setzen diese beiden Vorschrif-
ten keine durch eine konkrete Partitionsfunktion, Feldgleichungen oder Ahnliches gegebene
Theorie auf der AdS-Seite voraus, sondern nur die als fundamental anzusehende Giiltigkeit der
jeweiligen Axiome. Diese iibertrigt sich in beiden Fillen auf die Theorie der CFT-Seite. Of-
fen bleibt dabei natiirlich das grundsétzliche Problem, {iberhaupt nichttriviale, den Axiomen
geniigende Theorien fiir die Anwendung der Holographie zu finden.

Dass die algebraische Holographie eine natiirliche 1:1-Korrespondenz herstellt, muss betont
werden. Die Korrespondenz in beiden Richtungen liegt in der Intention von Maldacenas Ar-
beit, wird aber in den meisten Folgearbeiten zum Thema auf die Projektion reduziert. Dabei
ist das Erstaunliche ja gerade die Rekonstruktion einer h6herdimensionalen Theorie aus einer
niederdimensionalen, in diesem Fall die Reduktion der Freiheitsgrade einer AdS-Theorie auf
die einer konformen Feldtheorie des Randes. Dies erst rechtfertigt den Begriff der Holographie.
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6.2 Korrespondenz iiber Funktionale

Die Witten’sche Vorschrift stellt die (Projektionsrichtung der) Korrespondenz iiber die Iden-
tifikation zweier Funktionale her. Man beginnt mit der Partitionsfunktion Z(f) einer euklidi-
schen AdS-Theorie, wobei die auf dem Rand definierte Funktion f den Randwert des Feldes
¢ der Theorie in einer zu spezifizierenden Weise vorgibt [Wi98]. Im einfachen Fall ist die
AdS-Theorie eine klassische, so dass

Z(f) =e"'¥ (6.1)

mit der klassischen Wirkung I(y) der Theorie gilt. ¢ ist hierbei Losung der klassischen Feld-
gleichungen mit Randwert f, d.h. stationérer Punkt der Wirkung. Sollte die klassische Theo-
rie keine addquate Korrespondenzvorschrift ergeben, so schligt Witten die Einbeziehung von
String- oder Quantenkorrekturen vor, ohne Genaueres anzugeben. Man kann etwa an die
Erweiterung von (6.1) zu einem Funktionalintegral denken,

2(f) = /D¢ef<¢>6 06— 1),

wobei ¢ (0¢ — f) die Integration auf solche ¢ einschriinkt, die den Randwert f in definierter
Weise 0 annehmen.

Die AdS-Symmetrie der Wirkung hat zur Folge, dass Z(f) als Funktional auf den Rand-
werten f die Symmetrie eines erzeugenden Funktionals S(f) fiir Schwinger-Funktionen eines
konformen Quantenfeldes besitzt. Der Witten’sche Ansatz

v Z(f) An\ 1 / -1(¢)
= —= =——|D ) - 2
SN=Zq = (V) =g [PeeT @8- 1) (6.2)
ist daher naheliegend. <eA(f )> meint dabei den ins Euklidische fortgesetzten Vakuumerwar-
tungswert von (/) mit dem Wightman-Feld A.

An dieser Stelle ist es angebracht, sich an die im strengen axiomatischen Rahmen giiltige
Korrespondenzvorschrift [Be00] fiir Wightman-Distributionen zu erinnern. Offen blieb dabei
die Herkunft der Wightman-Distributionen des AdS-Quantenfeldes. Eine iibliche Methode
zur Konstruktion der Schwinger-Funktionen ist die in 2.4 vorgestellte {iber das erzeugende
Funktional (2.2). Setzen wir fiir das Mafl du(¢) wie iiblich %DQSe‘I(‘ﬁ) an mit geeigneter
Normierung Z, so erhalten wir als erzeugendes Funktional fiir das AdS-Feld B

1
Snas(F) = <eB<F>> -~ / Do T)eHF) (6.3)

Erfiillt das hierdurch definierte Feld B alle Wightman-Axiome, so stellt die Einschrankung
Sads(F') auf den Rand nach [Be00] ein erzeugendes Funktional fiir die Schwinger-Funktionen
eines konformen Quantenfeldes A dar. Die Einschrinkung auf den Rand erfolgt durch die
Einschrinkung des Tréigers von F' auf den Rand unter Beriicksichtigung des bereits aus 5.5
bekannten singuldren Randverhaltens, F' ~ dgaqs - f, und lduft auf die Ersetzung von ¢(F')
durch 9¢(f) in (6.3) hinaus. Mithin legt die quantenfeldtheoretische Betrachtung statt (6.2)
die Korrespondenzvorschrift

S(f) = <eA(f)> _ %/D¢e—f(¢)ea¢(f) (6.4)
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nahe. Der Vergleich beider Vorschriften zeigt, dass das stringtheoretisch motivierte Vorschrei-
ben von Randwerten in (6.2) modulo eines i-Faktors gerade zum fouriertransformierten Funk-
tional vom quantenfeldtheoretisch motivierten (6.4) fiihrt. Von letzterem wissen wir, dass es
eine verniinftige Vorschrift liefert. Es stellt sich daher die Frage, ob das auch noch nach Fou-
riertransformation gelten kann. In [DR02] wurde eine Antwort auf diese Frage gegeben: Beide
Funktionale definieren tatséichlich Graph fiir Graph der Storungsreihe dieselbe Theorie, so-
fern das Randverhalten der ¢, iiber die integriert wird, in (6.2) in der Notation von 5.5 durch
2% und in (6.4) durch 2%, A > % festgelegt ist. Vor diesem Hintergrund wird versténdlich,
warum die auf den ersten quantenfeldtheoretischen Blick nicht manifest positive Vorschrift
(6.2) ein Funktional S(f) erzeugt, dessen n-Punkt-Funktionen beim genauen Studium viele
verniinftige Kigenschaften aufweisen.

6.2.1 Klassische Niherung

Es soll nun der Witten’sche Ansatz in der klassischen Version niher beleuchtet werden. Wie
bereits beschrieben stellt dieser die AdS-CFT-Korrespondenz her iiber die Identifikation

S(f)=e1¥) 9y = f,I(p) stationir.

Es soll dabei nur eine Lésung des Prinzips der stationdren Wirkung geben, oder wenigstens
sollte S(f) fiir alle moglichen Losungen gleich sein. Mit (2.4) kann das erzeugende Funktio-
nal der trunkierten Schwinger-Funktionen einfach als das Negative der Wirkung geschrieben
werden,

ST(f) = ~1(p). (6.5)

Die mathematischen Grundlagen zur Bestimmung einer Wirkung eines skalaren Feldes ¢ der
Form
o) = [a0y7 (Gous0o + gme? + V(o))
AdS

auf Losungen der Feldgleichung zum Randwert f wurden bereits in 5.5 gelegt. Der Randwert-
operator O ist Ba, wobei A(A — d) = m? gilt. Werden Lésungen im Raum zweimal stetig
differenzierbarer Funktionen verlangt, so muss % < A < d gelten, in anderen Féllen gibt es
keine solchen Losungen. Mithilfe von Legendre-Transformationen kann man eine Erweiterung
des A-Bereichs vornehmen [KW99], oder aber man betrachtet die fiir den zuldssigen Bereich
gewonnenen n-Punkt-Funktionen mittels analytischer Fortsetzung fiir allgemeines A.

6.2.2 Skalare Zweipunktfunktion

Nach 5.5.3 ist der im Randwert f bilineare Anteil des Wirkungsfunktionals nach Regularisie-
rung durch (5.14) gegeben, woraus sich geméf} (6.5) die Zweipunktfunktion

Cd\ T 1
(A 2> r (A - %) ‘Z1 —£2|2A

ergibt. Wir sehen, dass dies die Form einer Zweipunktfunktion eines konformen Feldes hat,
wobei die Skalendimension A nach 5.5 mit der Masse des AdS-Feldes iiber A(A — d) = m?
zusammenhéingt. Im Allgemeinen ist A weder ganzzahlig noch kanonisch.

R

SQT(&,&Q) =27



6.2. Korrespondenz iiber Funktionale 7

Der Normierungsfaktor Ch ist oberhalb der Unitaritidtsschranke positiv mit einer doppelten
Nullstelle bei A = & — ein Fall, der bei dieser Form der AdS-CFT-Korrespondenz ohnehin
ausgeschlossen werden muss.

6.2.3 Skalare Vierpunktfunktion

Fiir spitere Anwendungen ist es niitzlich, die aus vier Propagatoren Kx mit verschiedenen
A gebildete Vierpunktfunktion zu bestimmen. Mit den Abkiirzungen zy = (z,go),ggij =
T; —Zj, ¥ = 23:1 A,; berechnet man

Ty ' Ly
4
— /dd-l—lxo\/g H kAi (mg,gz)

4
= /ddxg dz 2541 H (2% + x%i)fAi

i=1

7F(Z) Ao dz o il - oy ?
HF(A~)/d o= [T (dee) 001 = ) (S (22 + 22,))”
—d X+4d S4d

(A-9), 2 ai=1 Féﬁ ") /ddxo H (dal ) §(1=Y ) (Yazg)” >
(25

2[1T(A)

E ist explizit in (A.13) gegeben, wobei dort im entarteten Fall Ay + Ay — 2 € Z (A.17)
Anwendung findet. Dieser Fall enthilt etwa Ay = A9, A3 = Ay = Ay — k. k € 7 sowie

Al = A3,A2 = A4 und Al = A4,A3 = A4.

Da Ey4(A;, u,v) in (A.15) als Potenzreihe in u, 1 — v mit der Potenz u3 als Vorfaktor gegeben
ist, sind ebenso sdmtliche skalaren Vierpunktfunktionen als Potenzreihen mit Koeffizienten
E,m gegeben. Im entarteten Fall treten zusétzliche Inu-Terme sowie Ableitungen der E,,,
auf.

Dayn,nsa, (§1=§27§37§4) =

Y—-d-1

E(ElaAh"'azébAﬁl)- (66)

Solche und dhnliche Darstellungen skalarer Vierpunktfunktionen wurden von mehreren Auto-
ren erhalten, umfangreiche Darstellungen finden sich etwa in den Arbeiten [F99A] — [F99D].
Dort werden allgemeinere Vierpunktfunktionen berechnet, deren Diagramme nicht nur aus
skalaren Linien bestehen, sondern auch aus tensoriellen wie etwa Ableitungen. Sie lassen sich
aber auf Summen skalarer Vierpunktfunktionen zuriickfiihren.

6.2.4 Ubergang zum Funktionalintegral

Von der klassischen Version der AdS-CFT-Korrespondenz kann man realistischerweise nur
erwarten, dass sie allenfalls eine erste Ndherung einer aus quantenfeldtheoretischer Sicht halt-
baren Korrespondenz liefert. Ohne Rechnung kénnen wir dies fiir einfache AdS-Modelle wie
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eine skalare pP-Theorie mit p > 4 aus dem Satz 1.1 von Baumann schlieffen: Da das klas-
sische Wirkungsfunktional nur Baumgraphen in seiner Entwicklung besitzt, hat ein solcher
Graph mindestens p Linien an den Rand. Fiir p > 4 wird daher die trunkierte Vierpunkt-
funktion S] = 0 induziert, was nach Satz 1.1 nur mit einem verallgemeinerten freien Feld
vertréglich ist. Das liegt aber nicht vor, da es hohere und nicht verschwindende trunkierte
Schwinger-Funktionen wie etwa Sg gibt.

Ein konformes Quantenfeld mit allen erforderlichen Eigenschaften wird mdéglicherweise nach
dem Ubergang zum Funktionalintegral,

ZU)=/b¢€“@5®¢—f%

induziert, selbst wenn die klassische Ndherung nicht diese Eigenschaften aufweist. Genau
genommen miissten wir im Funktional ja noch A schreiben,

Zf) = [Doe 195 04 - 1),
der klassische Limes ist dann

Zo(f) = lim (Zu(f)) = o minos=s 1),
h—0
Bei diesem Grenzprozess iibertragen sich fiir # > 0 vorhandene Eigenschaften von Z; wie etwa
die Positivitit nicht automatisch auf den Grenzwert Z¢, da noch mit A potenziert werden
muss. Natiirliche Potenzen erzeugender Funktionale wahren nach Abschnitt 2.4 die Positivitit,
jedoch nicht beliebige Potenzen wie h — 0.

Die Vorschrift, wie das Funktionalintegral auszurechnen ist, wird eine Renormierung erfor-
dern. Formal beginnt man damit, den Exponenten um die Losung der freien Feldgleichung
oder um die (klassische) Losung der tatsidchlichen Feldgleichung zu entwickeln und die In-
tegration so auf Gaufi’sche Integrationen zuriickzufithren. Das Resultat werden zusétzliche
Schleifengraphen in der Entwicklung des Funktionals sein, wie sie in den Abbildungen 6.1,
6.2 zu sehen sind.

Abbildung 6.1: Schleifenkorrekturen zu Zwei- und Vierpunktfunktion bei ¢3-Potential

Bisher gibt es kaum Arbeiten, die sich mit der Definition des Funktionalintegrals oder dem Be-
stimmen der resultierenden néchsthéheren Ordnungen befassen. In [HMRO00] wird der ,,AdS-
Box-Graph“ aus Abbildung 6.1 im Hinblick auf seine kritischen Exponenten untersucht, in
[Jo02] wird formal das korrekte Transformationsverhalten der Graphen aus Abbildung 6.2
verifiziert.
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Abbildung 6.2: Schleifenkorrekturen zu Zwei- und Vierpunktfunktion bei ¢*-Potential

6.3 ¢*-Modell

Wir wollen nun am einfachen Beispiel des klassischen AdS-¢*-Modells die via Korrespon-

denz induzierte konforme Feldtheorie hinsichtlich ihrer quantenfeldtheoretischen Eigenschaf-

ten priifen. Das Potential ist V() = 2¢*, iiber (6.5) liefert uns (5.16) mit p = 4 das erzeu-

gende Funktional fiir die trunkierten Schwinger-Funktionen.

6.3.1 Vierpunktfunktion

Der Beitrag in (5.16) zur Vierpunktfunktion ST ist offenbar

ST = a7 [ataysan)’

AdS
4
= S{ (21,29, 23,24) = 6X /dd“wo\/éﬂKa(xo,&i)
AdS =1

= 6XsADanAA (z;).
Es liegt der entartete Fall (A.22) von D vor,

m™L(2A-4) 1
AN (adye,)

Daaan (z;)

d
e By(A A — By(As, A
dA3 Ag_A( 2( bl 37“,’1)) 2( 3’ ,U,’U))
0 _ 0
_ T (2a - 4) (3A3 am) Ai:AEQ(Al,Ag,U,v). o
2A) (e3,03,)°

Aus der Potenzreihenentwicklung (A.21) von E5 folgt die von Daaaa:

m™r(2Aa-4) 1
(A ($%3$34)A

. Zoo 44
dAs  dA A
n,m=0

Daana (z;) =

N

_AEnm(A?n Ag, Al, Al)u"(l — ’U)m. (68)

i
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6.3.2 Positivitdtsuntersuchung

Da nun die Vierpunktfunktion in expliziter Form vorliegt, stellt sich die Frage nach der
Positivitit (2.6). Das Korollar 3.7 liefert eine einfach zu testende notwendige Bedingung, die
besonders scharf im Limes u,1 — v — 0 wird. In diesem Limes konnen wir aufgrund der
Potenzreihenentwicklung (6.8) die volle Vierpunktfunktion einschliefllich des freien Anteils
1 + v~ 2 schreiben als

g(u,v) = A+ Blnu+ O(ulnu) + O((1 —v) Inwu) (6.9)

mit B ~ AEy(A, A, A A), Eyo(A, A, A, A) # 0. Bereits diese recht allgemeine Form reicht
zur Widerlegung der Positivitét:

Lemma 6.1 Sei g eine konforme Vierpunktfunktion der Form (6.9) mit B # 0. Dann ist die
Osterwalder-Schrader- Positivitdt verletzt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Korollar 3.7 wihlen wir
S11 = €&, tll =1 — &, S92 = 46, t22 =1 —48, S12 = 28, tlg =1.

Diese konformen Invarianten erfiillen fiir hinreichend kleines ¢ > 0 die Bedingungen des
Korollars, wie man leicht einsieht. Das Korollar formuliert nun eine Bedingung an die Funktion
h(u,v) = u®g(u,v), die fiir g umgeschrieben

2 2A
9 (s11, (1= 511)%) g (532, (1 — 822)%) > <ssi> |9 (sT2.132) ‘2
11522

lautet. Der Vorfaktor der rechten Seite ist hier einfach 1. Es gilt 1 —v;; = 1 — t?j = O(e), so
dass sich die Ungleichung unter Benutzung von (6.9) zu

(A+2Blne + O(elne)) (A +2BInde + O(elne)) > (A+2BIn2e + O(elne))?

vereinfacht. Benutzen wir nun noch Ine O(elne) = o(1),(O(elne))” = o(1),n = 1,2, so
ergibt sich

(A+2BlIne)(A+2BlIn4de) > (A+2BIn2)*+o(1)
& (A+2BIne)(A+2BIlne+4BIn2) > (A+2Blne+2BIn2)%+0(1)
& (A+2BIne+2BIn2)? — (2BIn2)> > (A+2Blne+2BIn2)% +0(1)
& —(2BIn2)? > o(1).

Da die rechte Seite aber fiir ¢ — 0 beliebig klein wird, ist diese Bedingung fiir ein endliches
e > 0 verletzt. 0

Da fiir A # 0 der Koeffizient B von null verschieden ist, liefert die AdS-CFT-Korrespondenz
mit einer klassischen ¢*-Feldtheorie auf dem AdS-Raum folglich keine n-Punkt-Funktionen,
die sich als zu einem Quantenfeld im Rahmen der Wightman-Axiome gehorend interpretie-
ren lassen. Das Auftreten logarithmischer Terme ist aber ein generisches Verhalten klassi-
scher AdS-Vierpunktfunktionen, so dass allgemein die induzierte konforme Feldtheorie keine
verniinftige Quantenfeldtheorie sein wird. Es grenzte ja auch ein Wunder, wenn es mit einer
so einfach definierbaren klassischen Feldtheorie moglich wére, auf ebenso einfachem Wege eine
Quantenfeldtheorie zu generieren, wo letzteres doch in den letzten Jahrzehnten viel Kopfzer-
brechen bereitet hat.
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6.3.3 Deutung der Logarithmen

Nachdem wir nun die logarithmischen Terme als Ursache fiir die Positivitidtsverletzung aus-
gemacht haben, kénnen wir uns fragen, ob diese Terme beim Ubergang zu einer Quantenfeld-
theorie auf dem AdS-Raum verschwinden. Der Ubergang erfordert die Beriicksichtigung von
Schleifengraphen bei der Bestimmung der Vierpunktfunktion. Solche Graphen sind von héhe-
rer Ordnung K in A (jeder innere Vertex liefert ja einen Faktor A) und enthalten auflerdem
hohere Potenzen von Inu [HPROO], sind also von der Form

K
)\KZ(lnu Z ak u™(1 —v)™.
k=0

n,m=0

Die Summe aller zur Vierpunktfunktion beitragenden Graphen ist demnach von der Form
g(u,v) = Z (Inu)® Z GK. "L—v)™  gh.(\) =0(\K).

Bei einer solchen Summe gibt es im giinstigen Fall die Moglichkeit, die Logarithmen dhnlich
wie in

o AF K _ A

Z 7 —(lnu)™ =u

K=0
zu A-abhingigen Potenzen aufzusummieren. Das Resultat wird dann eine Summe aus Po-
tenzreihen mit verschiedenen solchen u-Potenzen als Vorfaktoren sein, wie wir sie bereits in
Abschnitt 4.5.2 kennen gelernt haben:

’U) :ZU% Z gnm 1_0)
i n,m=0

Diese Summe hat die Chance, Osterwalder-Schrader-positiv zu sein, selbst wenn keine einzige

der Partialsummen der Storungsreihe in A diese Eigenschaft fiir kleine A besitzt. Das ist

analog zu obigem Beispiel: Natiirlich gilt «* > 0 fiir jedes u > 0, aber fiir jede ungerade

Partialsumme der linken Seite gibt es ein u, so dass sie negativ wird.

Die A-abhiingigen u-Potenzen 4" () kénnen mithilfe der Partialwellenentwicklung gemif Ab-
schnitt 4.5.2 als von anomalen Skalendimensionen herriithrend interpretiert werden. Dies er-
laubt uns, von der Warte der Partialwellen aus in umgekehrter Richtung einzusehen, woher die
logarithmischen Terme kommen. Tritt ndmlich in der Partialwellenentwicklung eine anomale
Skalendimension auf, hat also die Partialwellenamplitude gy (x) einen einfachen Pol bei einem
A-abhéngigen x = [I, H(\)], dann ldsst sich die Amplitude in einer Umgebung um diesen Pol

als FOLR)
l,h ——
ox(ll:h]) = h—H\)’
schreiben und besitzt die Entwicklung

FOh) & (H() -~ H(0)\*
h—H(O),gZ( h— H(0) ) |

fFOLH(A) #0

a(x) =

Hier treten nun bei h = H(0) Pole jeder Ordnung &+ 1 auf, wobei zu einem Pol der Ordnung
k 4+ 1 wegen H(N\) — H(0) = O(A) die Ordnung k in X\ gehort. Nach Ausfithren der Parti-
alwellenintegration mittels Residuensatz erhalten wir dann wegen des nétigen Ableitens die
(Inu)*-Terme der Ordnung \* zuriick, die Ausgangspunkt dieser Uberlegungen waren.
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6.3.4 Partialwellenentwicklung

Nach Abschnitt 4.5.2 kénnen wir mit der ersten Ordnung der trunkierten Vierpunktfunktion
Aussagen iiber die erste Ordnung der bei der tatsichlichen Vierpunktfunktion auftretenden
anomalen Dimensionen erhalten. Wichtig ist dabei, dass die erste Ordnung der Zweipunkt-
funktion, d. h. eine Korrektur der Skalendimension A des Feldes, nicht bené6tigt wird. Deren
Berechnung erforderte bereits die Bestimmung eines Schleifengraphen, sofern nicht aus ande-
ren Griinden eine perturbative Korrektur zur Zweipunktfunktion ausgeschlossen werden kann
(etwa durch non-renormalization-Theoreme [F99A] [F99C]).

Die Vierpunktfunktion ist von der Form (4.27), d. h. alle kritischen Exponenten sind von der
Klasse v¥ = 0. Die Durchfithrung der Partialwellenentwicklung mit dem in 4.5.2 beschriebenen
Verfahren mittels Computeralgebra zeigt, dass sich nur Partialwellenbeitrige mit [ = 0 in
erster Ordnung dndern. Diese Einsicht erlaubt uns, die Partialwellenentwicklung geschlossen
vorzunehmen, denn [ = 0-Partialwellen liegen in beliebigen Dimensionen d in geschlossener

Form vor. Aus (4.9) und (4.15) erhalten wir mit z = m

P = e -+ 08 (5.5 ) (610

T(h)

(5)"

r
hod—h TdAt  /h\2 4 [h h
F(h—,u-l-].)EQ (§,T,U,U> = /7F<§> ZZF<§,§,}L—/J+].,Z> .
0

Die zu entwickelnde Funktion hat nach (6.7) und (A.20) eine dhnliche Form: Mit dem Nor-
6r(2A—2)

— 27
r29r(A— %)4

—

[Nl

mierungsfaktor sp = gilt

d T —_A 0 0
dX = AT — — | BE5y(A A
dA A:os‘“(u’v) sat <6A3 As=A 8A> 2(A, Ag, u,v)
o0
_ d d dt F(A)Q
(e A
N dA — a4 F(AA A - Az + 15 2).
at <dA3 Az=A dA)/ t F(A_A3+1)z ( y 2y 3+ ,z)
0

Dabei kann dieses Ey durch eine Summe der Ey aus ¢l%" (u,v) dargestellt werden:

o0
EQ(A,A3,U,’U) = Zat(A,Ag)q[O’QA—I—Qt}(U,’U),
t=0
(A + Az —p)y

A, A = '
ar(A, Az) m(2A + 20T (A — Az + 1+ ) (2A +t — p)yt!

Dies beweisen wir durch Koeffizientenvergleich im Integranden. Der Koeffizient von 221" der
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linken Seite ist e, = Mi(ﬁa—%’ der der rechten Seite
2": (A+As — )y L(A+1)*(A+1)7
CT(A =Dz + 1+ 1)(2A + 1 — p)it! QA +2t — pp+ 1)y t(n — 1)!
['(A +n)?

T(A— A+ 1)(2A — g + D)pnl

zn: (A4 Az — 1)i(2A — ) (A = 5 + 1) (—n);
— (A= Az +1)(2A = p+ 1+ n)(A = §)t!
en(A_AS_I' ]-)n
= (2A—/_L—|-]_)n 4F3(a,l+%,b,—n;%,l—i-a—b,l—i—a—i—n;—l):en
mit a = 2A — pu, b= A + A3z — 4.

(-1

Dabei wurde eine im vorliegenden Spezialfall giiltige Formel fiir den Wert der hypergeomet-
rischen Funktion 4F3 bei —1 benutzt, die in [Er53] zu finden ist.

Nun kann die Partialwellenentwicklung explizit gelost werden. (4.25) lautet hier unter der
Annahme, dass es nur Beitrige mit [ = 0 gibt,

0 0
SA <8—A3 ASZA_ 8_A> EQ(A,A?,,U,U)
= sa 4 _4d iat(A Ag)gl022 42 (4 )
dAszlas;=aA dA pord ' '

N A= BTN [0,h¢]
" ; [ <<3A3 Az=A 8A> “t(A»A3)> g% (u, v)

09y
208, 20 )

! 2 — [ 0,h 0 3‘][0’}”(“ v)
= CR Y| cod™"(u,v) + 2000c,—————(hs) |, he =20 42t
pard oh
Da ¢/%! eine mit u®+" beginnende Potenzreihe ist, muss die Gleichheit summandenweise

gelten. Da ferner die Ableitungen von ¢l%" nach h die einzigen Inu enthaltenden Terme

sind, miissen sie separat gleich sein. Die anomalen Dimensionen lassen sich daher unmittelbar
ablesen:

. saa(A, A)
o0 = —— =5 75—
Cicgt
(2A — )i ()1 (2A —d 4+ 1+ 1), (A)f T(A)%sa
- - = (6.11)
2tHA — 4+ 1)7(2A) 9 I'(2A)CR

Der Vorfaktor von é—% ist wegen der Unitaritdtsschranke A > p — 1 faktorweise positiv mit
A
Ausnahme von —(2A — p);. Fiir A > £ ist dieser Faktor stets negativ, fir p —1 < A < §
dagegen negativ fiir ¢ = 0, positiv sonst. Der letzte Fall ist nur mit d < 4 mdoglich. Die
anomalen Dimensionen §; haben somit das entgegengesetzte Vorzeichen von é—%, es sei denn
A

es gilt A < %,t > 0.
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Die Losungen fiir ¢j, fithren wegen der Ableitungen zu einigen 1-Funktionen, sieche Anhang:

/ sa (0 _9
o = a2 <8A3 A=A 8A> a(A; Aa)

Z3ar(A, A)(2p(A + 1) = p(20 +20) = (1 +1)
A

= -2

—¢(2A+2t—u)+¢(2A+t—u)>. (6.12)

Das Gleichungssystem der Partialwellenentwicklung ist nun gelost, was im Nachhinein die
Annahme rechtfertigt, dass sich nur Partialwellen mit [ = 0 in erster Ordnung &ndern.

Positivitidtsaussagen erster Ordnung kénnen wir nach 4.5.2 nur an der Unitaritdtsschranke in
mehr als zwei Dimensionen und nur bei ¢ > 0 erwarten, da dort der fithrende Beitrag des frei-
en Feldes verschwindet. Ein Blick auf die anomalen Dimensionen (6.11) zeigt aber, dass diese
fiir £ > 0 an der Unitaritdtsschranke eine mindestens einfache Polstelle besitzen (Ausnahme
p = 2,t = 1), was bedeutet, dass zu den entsprechenden Partialwellen zwar logarithmische
Anteile erster Ordnung in der Vierpunktfunktion vorhanden sind, aber keine passenden null-
ter Ordnung — a + Alnwu lasst sich eben konsistent nur fiir a # 0 als erste Ordnung von aua
interpretieren. Nichtsdestotrotz konnen wir die durch cf, gegebenen Positivititsbedingungen
priifen, etwa in der Hoffnung, dass die vorgenommene Entwicklung der anomalen Skalendi-
mensionen in A\ zwar nicht erlaubt ist,! die Entwicklung der Koeffizienten dagegen korrekt
ist.

Setzen wir in ¢f, die kanonische Skalendimension A =y — 1 ein, so folgt

o (p=2l(p—1+1)"
CET(2p — 2+ 2t) (u — 2 + t)t!?

-<2¢(u—1+t)—z/)(2p—2+2t)—1/)(1+t)—z/;(p—2+2t)+¢(u—2+t)>.

Dabei nehmen wir an, dass sa, C3 durch Umnormierung von Wirkung und A an der Unita-
ritdtsschranke keine Singularititen aufweisen. Gilt fiir ein ¢ > 2 ¢f, = 0, so folgt nach 4.5.2
die Positivitdtsbedingung A E 0. Wegen p > 2 sind fiir ¢ > 0 alle geklammerten Ausdriicke in
¢y, echt positiv mit Ausnahme von (u — 2); bei u = 2. Folglich sind alle I'- und ¢-Funktionen
und damit ¢f, endlich, in vier Dimensionen verschwinden sogar alle c{,, ¢ > 0. Dort ergibt sich
daher keine Einschrinkung an das Vorzeichen von A. In mehr als vier Dimensionen, 4 > 3,
gilt

U
Cot —

sgney, = sgnsasgng(u,t),
g(u,t) = —2¢(u—1+1) +p(2u—2+2t) + p(1+1) + P(u—2+42t) — Pp(p—2+1).
Wegen (A.1) verschwinden im Limes ¢ — oc Differenzen ¢ (¢t + n) — 9 (¢), es folgt

Jim g(u.1) = Jim (20(26) — 20(1) ‘=

Unabhingig von u gibt es daher stets ein ¢, so dass ¢, das Vorzeichen von sa hat. Das
Vorzeichen von A ist hierdurch dann festgelegt. Fiir p > 7 gibt es zusétzlich Koeffizienten
o>t > 2 mit umgekehrtem Vorzeichen. So ist etwa

9(1,2) = P2p +2) +9B3) + P(p +2) = h(p) = 2¢(p + 1)

'Es kénnte z. B. eine anomale Skalendimension die nicht Taylor-entwickelbare Form v ~ /X haben.

tlirgo(z/)(t-l-%) +2In2 —4(t)) = 2In2 > 0.
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eine streng monoton fallende Funktion mit Nullstelle bei 4 ~ 6.45, wie die Auftragung der
Funktion in Abbildung 6.3 zeigt. Fiir 4 < 6 ist dagegen g(u,t),t > 2 stets positiv, wovon
man sich durch Nachrechnen oder ebenfalls in der Auftragung iiberzeugen kann. Wir gelan-
gen folglich insgesamt mit der Annahme, dass wenigstens die Entwicklung der Koeffizienten
konsistent ist, zu der Aussage, dass an der Unitaritdtsschranke die Positivititsbedingungen
erster Ordnung zu ¢ > 2 fiir 4 > 7, d > 14 nur A\ = 0 zulassen, fiir y=3,...,6,d=6,...,12
A das Vorzeichen von sA haben muss und fiir y = 2, d = 4 keine Einschrinkung an A vorliegt.

Nehmen wir A’(0) = 0 an, was durch Auswertung des Funktionalintegrals der Wirkung
nach Renormierung gepriift werden kann oder aus der Existenz eines non-renormalization-
Theorems fiir die Zweipunktfunktion folgt, so liefert uns cj; ein weiteres Kriterium (siehe
4.5.2): Die Funktion g(u, 1) ist ebenfalls streng monoton fallend mit Nullstelle bei u &~ 4.71,
so dass mit A'(0) =0 fiir p = 5,6, d = 10, 12 ebenfalls A = 0 folgt.

Abbildung 6.3: Auftragung von g(u,t) fiir t = 1 (gestrichelt) und ¢ = 2,...,10 (durchgezogen)

6.4 3-Modell

Das ¢?-Modell induziert die einfachste denkbare und nichttriviale Vierpunktfunktion S,
es ist uns gelungen, diese Vierpunktfunktion mittels der Partialwellenentwicklung geschlos-
sen zu analysieren. Das niichsteinfache Modell ist das klassische AdS-¢3-Modell, das wir in
diesem Abschnitt untersuchen wollen. Es wird sich zeigen, dass hier die Vierpunktfunktion
eine wesentlich komplexere Struktur hat, die zu jeder Partialwelle des freien Feldes einen
Wechselwirkungsbeitrag enthélt und dariiber hinaus einen weiteren Beitrag zu einem neuen
kritischen Exponenten. Bei der Partialwellenentwicklung werden wir wegen der Komplexitit
auf Computeralgebra zuriickgreifen.
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6.4.1 Vierpunktfunktion

Der Beitrag in (5.16) zur Vierpunktfunktion ST ist nun

2
STU™) = % a5 ((Kaff6s ((Kaf)?)
AdS
= Si(zy. 29, 23,24) = 12X%kA /dd+1yl\/g(yl)dd+1y2\/9(y2)kA(ylaﬁl)

AdS

“ka(y1,25)Ga(y1, y2)kA(y21§3)kA(y2,£4)L

ymm.

Das Ausrechnen dieses Integrals fiir generisches A als Potenzreihe in u,1 — v ist duflerst
aufwindig [HPRO0]. Wesentlich einfacher wird das Problem bei geradem A = 2v > p. In
[F99D] wird fiir diesen Fall die folgende Zerlegung der zu bestimmenden Vierpunktfunktion
in solche ohne innere Linie, also ohne Propagator Ga hergeleitet, wobei bulk-to-boundary-
Linien hier kA und nicht K darstellen:

B3(£1a£27£37£4) = =ba ZQS(ZE%Q)
Ly L3 0 Lo 23

v—1
= bAZas($%2)87VDV+SV+SAA(£1a£2a£3a£4)a (613)
s=0
D)2y — it 1)y
b = 6.14
A AT (20)2 ’ (6.14)
(v);
= /5 1
s (2v — p 4 1)4s! (6.15)

Die Vierpunktfunktion D, 4,15 aa haben wir bereits in (6.6) bestimmt. Es liegt der entartete
Fall aus (A.22) vor, es folgt

(=1)Y7hT (Bv—p+s)u™>
AT (v+5,A)? (22422,) "

(x%Q)SﬂIDU—l—s v+sAA (%) =

. diA <E2(1/ + 5, A,u,v) — Eo(A, v+ s,u,v)). (6.16)

Beim Ableiten nach A ist v als unabhingige Variable zu betrachten. Es(Aq, A3, u,v) ist nach
(A.21) eine Potenzreihe in u,1 — v mit Vorfaktor u®!, daher fiihrt der erste Eo-Beitrag der
letzten Formel insgesamt zu einer Potenzreihe mit Vorfaktor u="*5. Der zweite Fs-Beitrag
enthilt dagegen insgesamt keinen solchen Vorfaktor mehr, stattdessen aber In u-Terme. Er hat
somit die nun schon mehrfach aufgetretene Form der ersten Ordnung einer Vierpunktfunktion
der Klasse v* =0,

oo

Z (anm + bpm Inu)u" (1 — v)™. (6.17)

n,m=0
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Zur Bestimmung der trunkierten Vierpunktfunktion ST des ¢3-Modells muss man Bz noch
symmetrisieren:

SZ(;I,QQ,%,LQ = 4)\2/~€4A (B3(1234) + B3(1324) + B3(1432)) .

Der erste Beitrag wurde soeben als Potenzreihe in u,1 — v bestimmt (oft als direkter Kanal
bezeichnet). Wollte man diese Potenzreihe fiir die anderen beiden Beitrige benutzen (gekreuzte
Kandgle), um sie ebenfalls als Potenzreihe in u,1 — v zu erhalten, so miisste man sie zuvor
analytisch fortsetzen, denn der zweite Beitrag fithrt beim Einsetzen zu einer Potenzreihe in
%,1 — 4 der dritte zu einer Potenzreihe in v, 1 — u. Diese analytische Fortsetzung kénnen
wir aber aufgrund der Darstellung als Summe skalarer Vierpunktfunktionen D leicht dadurch
erhalten, dass wir dort Argumentenpaare (z;, A;) vertauschen, was wegen der Symmetrie der

D nichts dndert:

v—1
B3(£17£37£27£4) = bAZas($%3)57VDV+SV+SAA(£D£3’£27£4)
s=0
v—1
= bAZas(x%3)57VDu+5Au+sA(§17§2a§33£4)7 (618)
s=0
v—1
Bs(zy,24,23,35) = ba Py as(2y)" " Dygsvisan(@y, 24, 23, 35)
s=0

v—1
= ba Z as ($%4)S_UDU+5 AAv+s (ﬁla Lo, L3, £4)- (619)
s=0

In dieser Form kénnen wir die gekreuzten B-Beitrige mit den Formeln aus dem Anhang als
Potenzreihen in u,1 — v schreiben. In beiden Fillen liegt der entartete Fall (A.18) vor. Es
folgt

T3y —p+s)u™""°
20 (v+s, A)? (a3,03,)
< o, 9 9 0 >‘
0A1  0Ay  0A3  0A4) IA1=A3=v+5,M:=As4=A

(x%3)57VDv+s Av+s A(%) =

E4(A17A27A37A4;U’U) (620)

und

T (3v —p+s)u™8
T (v+s,A)? (22522,) "
0 ) ) )
' <8A1 oA, T oA, 8A4> ‘A1:A4:u+s,A2:A3:A

($%4)57VDV+S AAvys(Z;) =

E4(A1,A2,A3,A4,U,’l)). (621)

E4 (A1, Ay, Ag, Ay, u,v) ist nach (A.15) eine Potenzreihe in u, 1 — v mit Vorfaktor u®3. Dieser
kiirzt sich in beiden Fillen heraus, insgesamt ergibt sich fiir die gekreuzten Beitrige wieder
die Form (6.17).

Die trunkierte Vierpunktfunktion S7 hat somit die Struktur der ersten Ordnung einer Vier-
punktfunktion der Klasse v* = 0 mit zusitzlichen negativen u-Potenzen bis v, die dem
ersten Fo-Summanden des direkten Kanals entstammen. Diese negativen u-Potenzen deuten
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darauf hin, dass die Wechselwirkung hier im Gegensatz zum (*-Modell zu Beitréigen mit kri-
tischen Exponenten fithrt, die im freien Fall noch nicht existieren. Somit werden neue, im
freien Fall nicht vorhandene Partialwellen beitragen. Dass die Differenz der kritischen Expo-
nenten von v* = 0 und dem u~"-Beitrag hier ganzzahlig ist, liegt an der vorgenommenen
Einschriankung v € N. Tatséchlich gibt es diesen Beitrag auch fiir generisches v [HPRO00], so
dass es sich wirklich um eine neue Klasse kritischer Exponenten handelt.

Das explizite Ausfithren der s-Summationen ist auch im Fall eines geraden A aufwéndig. Wir
beschranken uns darauf, den Anteil zum kritischen Exponenten —v explizit zu bestimmen
und dort auch nur die Koeffizienten ¢,,, mit n < v. Nach Abspaltung des Faktors

Ba=b ™l @By —p) w8y - w)?
AT AT, A2 ST(A) T (v —p+ 1)
erhalten wir aus (6.16)
d <& _,0s(3v —
Chm = d—ASZO(_l)S S(Tgu)sEn_Sm(A,A,V—FS,U—FS)
— i(_l)u T(v+n,v+n+m) Xn: (Bv — p)s(=n)s
- dA IF'v—A+14n,2v+2n+ m)nlm! —~ (2v — p+ 1),s!

2L +nv+n+m)(v—1-n)
I'(2v + 2n 4+ m)n!m!
L(v,v+mn,v+n+m)?
2v — pu+1),I'(2v + 2n + m)n!m!
= I'v,2v—p+1D)Eym(p —v,p—v,v,v).

FBv—p,—n;2v — p+ 1;1)

Dabei wurde lim,_, %F(az —n)"l = (=1)"n,n € Ny und F(a,—n;y;1) = (wn)" benutzt.
Die nicht bestimmten Koeffizienten n > v fithren zu Potenzen u” ¥ = u™¥, N > 0 und lassen

sich somit im Beitrag der Form (6.17) subsumieren.
Insgesamt folgt die Entwicklung der trunkierten Vierpunktfunktion
4)\2 4
S () = AN (12— pt DA By p-m,) + 50w w))  (6.22)
(2%323,)

in einen Anteil zum kritischen Exponenten —v und einen zum kritischen Exponenten 0, der
von der Form (6.17) ist:

00 v—1 37/—
= 3 -0 | T Bt

n,m=0

s d d
(-1) (dAEWm(A Avsts) = (5 +1ow) Bunlo-ts,bs, 8.8 )

( 0 0 0 0 )
+ + — — —Inu
4

Eo (A1, Aoy, Ag, A
9N, T 9Ay  0A;  OA nm (A1, Ao, Az, Ay)

A1=A3=v+5,As=A4=A

Enm(Ala AQa A37 A4)

+ 0 + 0 - 0 — 0 —Inu
oA,  0Ay 0A3 047y A1=As=v+5,Ao=A3=A

:| - F(Va2V_M+1)Ev+nm(u_’/7u_’/7 v, V)] : (623)
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Die letzte Zeile beriicksichtigt, dass in (6.22) der volle Beitrag von Ey zum kritischen Expo-

nenten —v genommen wurde und nicht nur die Potenzen bis u~".

6.4.2 Partialwellenentwicklung

Die Vierpunktfunktion (6.22) ist unmittelbar noch nicht fiir die Anwendung des Verfahrens
aus 4.5.2 zur Partialwellenentwicklung geeignet, da sie einen Beitrag zum kritischen Exponen-
ten —v enthélt. Dieser Beitrag ldsst sich aber leicht als eine einzige Partialwelle zu x = [0, A]
identifizieren: Etwa nach (6.10) sehen wir

T (V)T (v — ) 19.a]

v, 2v—pu+1)E — =— .
IBA (U’ v M+ ) Q(Vﬂu V,'LL,'U) 81—1(A)51—1(2V_'u+1)q (U,’U)

Der in Ubereinstimmung mit [HPR00] bestimmte Koeffizient der Partialwellenentwicklung

— 2,4 mT(v)°T (3v — p)?
01T T BASP AT (20 — p+ 1)

ist nun fiir alle die Unitarititsschranke 2v > 1 — 1 wahrenden v manifest negativ. Das ¢3-
Modell in dieser Form induziert somit fiir kleine A definitiv kein konformes Quantenfeld,
auch nicht in der aufsummierten Stérungsreihe. Man kann allerdings an eine mogliche andere
Regularisierungsvorschrift des Wirkungsintegrals denken, die das Vorzeichen von S] umdreht,
so dass der Koeffizient cjg o] positiv wird.

Diese Positivitidtsaussage hitten wir auch aus der 1 x 1-Determinantenbedingung 3.2 erhalten
konnen. Die 2 x 2-Determinantenbedingung 3.7 fithrt im Gegensatz zum ¢*-Modell zu keiner
Aussage bei u, 1 — v = 0, da die logarithmischen Terme hier durch die negativen u-Potenzen
der Partialwelle [0, A] dominiert werden.

Die Negativitiat des Beitrages [0, A] lisst sich auf die Negativitit des Propagators Ga zuriick-
fithren: In Satz 5.10 wurde gezeigt, dass er stets negative Werte annimmt. Der Propagator
KA nimmt dagegen manifest nur positive Werte an, so dass der Wert des Graphen von S} fiir
alle z,,...,z, negativ ist. Im Limes u — 0 wird die Partialwelle [0, A] der fithrende Beitrag
zu ST, sie muss daher mit einem negativen Koeffizienten eingehen.

Das Auftreten des Beitrages [0, A] wurde in [HPRO00] dahingehend gedeutet, dass kubische
Vertizes der AdS-Theorie unmittelbar zu entsprechenden Vertizes korrespondierender Dar-
stellungen in der konformen Theorie fithren, sieche Abbildung 6.4. Solche konformen Vertizes
sind als die jeweiligen Dreipunktfunktionen zu lesen, Linien zwischen Vertizes als inverse
Zweipunktfunktionen mit Integrationen iiber die Endpunkte.

Der CFT-Graph der rechten Seite ist gerade eine Partialwelle, da in (4.6) die Dreipunktfunk-
tion I'X* zur konjugierten Darstellung gerade das Integral iiber die Dreipunktfunktion ['X mit
der inversen Zweipunktfunktion zur Darstellung y ist. Die Autoren von [HPR00| vermuten
nun, dass diese am Modell gemachte Beobachtung eine allgemeine Eigenschaft der AdS-CFT-
Korespondenz ist, die auch fiir Tensorvertizes gilt. Ein Beweis hierzu fehlt allerdings noch.

Sinnvollerweise erst nach einem Vorzeichenwechsel von SI untersuchen wir die Partialwellen-
entwicklung des Anteils s1° unter Zuhilfenahme von Computeralgebra, siche B.6. Wenn iiber-
haupt moglich, wire das geschlossene Durchfithren der Entwicklung wegen der komplexeren
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Abbildung 6.4: Kubische Vertizes bleiben erhalten

Vierpunktfunktion s1° und des Beitragens von Partialwellen mit / > 0 ungleich aufwiindi-
ger als beim p*-Modell. Um das Verfahren aus 4.5.2 anwenden zu kénnen, muss man dort
X durch A? ersetzen, da sowohl die trunkierte Vierpunktfunktion als auch Korrekturen zur
Zweipunktfunktion (siehe Abbildung 6.1) von zweiter Ordnung in A sind.

In B.6 ist die Partialwellenentwicklung exemplarisch fiir v = 1, A = 2 durchgefiihrt worden.
Das Resultat sind die noch von der halben Raumdimension p abhingenden Koeffizienten oy,
¢);, die fiir ungerade [ konsistenterweise verschwinden, aber fiir jedes gerade / von 0 verschieden
sind. 57 enthilt folglich Beitrige zu jeder beim freien Feld auftretenden Darstellung ;.

Die Diskussion der Partialwellenentwicklung fithren wir fiir die Beispiele v = 1, A = 2 und
v =4,A = 8 anhand von Auftragungen der Koeffizienten der ersten 25 Partialwellen durch,
siehe die Abbildungen 6.5 — 6.8. Die Herleitung der Potenzreihenentwicklung von s1° setzte
zwar 2v > p voraus, wir tragen die Koeffizienten trotzdem im Geiste formaler Rechnung
oder analytischer Fortsetzung von p = 1 bis zur Unitaritdtsschranke p = 2v + 1 auf. Der
Beitrag [ = 0,7 = 0 wird grau gestrichelt dargestellt, Beitrdge [ > 0, = 0 grau durchgezogen,
Beitrage ¢ = 1 schwarz gestrichelt, die iibrigen mit ¢ > 2 schwarz durchgezogen. Die schwarz
dargestellten Beitrége sind somit diejenigen, deren nullte Ordnung an der Unitaritidtsschranke
verschwindet. Um die Auftragung in ein gemeinsames Diagramm zu erleichtern, wurden die
Betrige bei p = v+1 auf 1 normiert und grofie Werte auflerdem gestaucht. Verlisst ein Graph
den Bereich des Diagramms, so ist er an der Unitaritidtsschranke divergent.

Bei A = 2 sind die anomalen Skalendimensionen fiir ¢ = 0 offenbar konstant negativ, fiir ¢ > 0
divergieren sie an der Unitaritéitsschranke p = 3. Dieses Verhalten ist vom ¢*-Modell bekannt.
Die Koeffizienten ¢}, fiir ¢ > 0 sind wie beim ¢*-Modell mit y < 4 an der Unitarititsschranke
endlich und nichtnegativ, so dass die dortige Positivitdtsbedingung )\QC;t > 0 erfiillt ist.

Bei A = 8 liegt ein giénzlich anderes Verhalten vor: Erstens divergieren nun alle §;; und ¢,,
zweitens gibt es fiir alle p positive und fiir alle ;¢ negative Koeffizienten ¢},,¢ > 2. Wenn also
angesichts der Divergenzen iiberhaupt eine Positivititsaussage gemacht werden kann, dann
die, dass an der Unitarititsschranke 4 = 9 A = 0 zu gelten hat. Bei A = 4,4 = 5 und
A =6, = 7 tritt dieser Fall im Gegensatz zum ¢*-Modell noch nicht auf.
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Abbildung 6.5: Anomale Skalendimensionen ¢ fiir v =1, A =2

Abbildung 6.6: Koeffizienten ¢, fir v =1,A =2
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Abbildung 6.7: Anomale Skalendimensionen ¢ fiir v =4, A =8

Abbildung 6.8: Koeffizienten ¢, fir v =4, A =



Kapitel 7

Zusammenfassung und Diskussion

Im ersten Teil der Arbeit haben wir die nétigen Grundlagen fiir die Analyse quantenfeldtheore-
tischer Eigenschaften einer euklidischen, konformen Vierpunktfunktion vorgestellt, wobei seit
langem bekannte Aussagen und Techniken in eine leicht anwendbare Form gebracht wurden.
So wurden zwei einfach zu testende Positivitdtsbedingungen einer konformen Vierpunktfunk-
tion hergeleitet, die Spezialfille der Osterwalder-Schrader-Positivitit alleine durch konforme
Invarianten formuliert darstellen. Fiir die Partialwellenentwicklung erster Ordnung wurde
ein systematisches Verfahren angegeben und mittels Computeralgebra umgesetzt. Diese Ent-
wicklung ermdglicht die Bestimmung anomaler Skalendimensionen erster Ordnung sowie die
Angabe sensibler Positivititsbedingungen.

Im zweiten Teil der Arbeit wurden einige Aspekte der AdS-CFT-Korrespondenz untersucht.
Zunichst haben wir Kriterien gefunden, unter denen die Feldtheorie eines klassischen Ska-
lars auf dem Anti-de-Sitter-Raum aus einer wohlgestellten Randwertaufgabe besteht, fiir die
eine Losung der entsprechenden Integralgleichung existiert, indem wir ein konstruktives, kon-
vergentes Verfahren zur Bestimmung einer Loésung angegeben haben. Bei gegebenem Po-
tential ldsst sich die Losung als eine Storungsreihe in der Kopplungskonstanten schreiben,
deren Glieder durch Witten-Graphen dargestellt werden. Die Konvergenz der Iterationsfol-
ge ist moglicherweise niitzlich fiir rigorose, modellunabhéingige Beweise von Aspekten der
AdS-CFT-Korrespondenz, wurde in dieser Arbeit aber nicht weiter benutzt.

Im Kapitel zur AdS-CFT-Korrespondenz haben wir zu den klassischen AdS-Modellen ¢* und
@3 die gemifl Witten’scher Korrespondenzvorschrift induzierten Vierpunktfunktionen eines
konformen Feldes berechnet und mit den im ersten Teil der Arbeit entwickelten Verfahren der
Positivititspriifung und Partialwellenentwicklung analysiert. Bei dem ¢*-Modell ergab sich
eine Ad-unabhingige Positivitidtsverletzung aufgrund des Auftretens fithrender logarithmischer
Terme. Diese legt es nahe, mit klassischen AdS-Modellen induzierte n-Punkt-Funktionen stets
nur als erste Ordnung tatsichlicher n-Punkt-Funktionen zu verstehen, welche im besten Fall
den Anforderungen der Osterwalder-Schrader-Axiome geniigen. Mit dieser Hypothese lief} sich
eine Partialwellenentwicklung erster Ordnung bei beiden Modellen konsistent durchfiihren, die
im Fall des p*-Modells fiir generische Skalendimensionen keine Positivititsverletzung mehr
aufwies, an der Unitaritéitsschranke bei kleinen Raumdimensionen allerdings nur A > 0 zulief3.
Diese Einschrinkung des Vorzeichens ist aber sinnvoll interpretierbar: Sie bedeutet eine Be-
schranktheit des AdS-Potentials nach unten, was fiir die Konstruktion einer Quantenfeldtheo-
rie wichtig ist. So existiert das vergleichbare *-Modell des flachen, zweidimensionalen Raums
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nur fiir A > 0.

Das ¢3-Modell wies dagegen bei der Partialwellenanalyse eine Positivititsverletzung auf, de-
ren Ursache sich zuriickverfolgen liefl bis zum negativen Vorzeichen des bulk-to-boundary-
Propagators Ga. Wir vermuten, dass dieses eine allgemeine Eigenschaft ungerader AdS-
Potentiale ist: Man iiberlegt sich leicht, dass jeder zur Vierpunktfunktion beitragende Baum-
oder Schleifengraph mit positivem Koeffizienten eingeht (S7 ist das Negative der Wirkung, die
selbst eine Summe negativer Graphen ist, (5.16)) und bei ungeraden Potentialen eine ungera-
de Anzahl an Ga enthélt. Der Beitrag zur Vierpunktfunktion ist somit insgesamt als Funktion
der z; stets negativ (sofern fiir Schleifengraphen notwendige Renormierungen am Vorzeichen
nichts indern). Gibt es nun wie beim ¢3-Modell einen im Limes u — 0 fithrenden Partial-
wellenbeitrag, der nicht schon beim freien Feld vorhanden ist, so muss dieser zwangsliaufig
einen negativen Entwicklungskoeffizienten besitzen und somit einem Geist in der Operator-
produktentwicklung entsprechen. Ob und inwieweit hierfiir ursichlich die Unbeschrianktheit
des AdS-Potentials nach unten verantwortlich gemacht werden kann, ist eine offene Frage. Im
Anti-de-Sitter-Raum hat ein nach unten unbeschrinktes Potential nicht grundsétzlich eine
Instabilitdt zur Folge [BF82].

Mit der Annahme, dass es eine das Vorzeichen von S] umkehrende Regularisierung der AdS-
Wirkung gibt, konnten wir mittels Computeralgebra eine Partialwellenentwicklung durchfiih-
ren, die keine Positivitidtsverletzung aufzeigte. Eine solche Regularisierung erscheint aber eher
kiinstlich: Betrachten wir das ¢*-Modell und nehmen an, dass der Schleifengraph aus Abbil-
dung 6.2 wegen der auftretenden Ga-Propagatoren analog zum beim ¢3-Modell berechneten
Graph neue, im Limes u — 0 fithrende Partialwellen besitzt, so gehen diese nach Vorzeichen-
wechsel von SI unabhéngig von A mit negativem Koeffizienten ein, da der Graph selbst eine
positive Funktion der Punkte ist. Was wir somit beim (3-Modell gewonnen haben, geht beim
@*-Modell verloren.

Beim ¢*-Modell konnte die Bedingung A > 0 nur an der Unitarititsschranke abgeleitet wer-
den. Interessant wére daher die Berechnung des (renormierten) Schleifengraphen aus Abbil-
dung 6.2: Nach dem eben Gesagten ist zu erwarten, dass er neue Partialwellen und somit
Positivititskriterien einfithrt. Auflerdem koénnte er die Bestimmung der anomalen Dimensio-
nen verfeinern: Vereinfacht dargestellt haben wir ja aus

1+a A+ b0 Inu
den tatséchlichen Term in der aufsummierten Stérungsreihe
(14 a1 + O(A2)) ub 0(¥’) (7.1)

mit anomaler Skalendimension by geschlossen. Der Schleifengraph fithrt nun unter anderem
zu einem Beitrag zweiter Ordnung proportional (Inu)?,

L4+ aid + ag)® + by Inu + boA? Inw + oA (Inw)?. (7.2)

2
Nur fiir ¢ = %1 konnen wir mit (7.1) weiterarbeiten, ansonsten liegt eine Aufspaltung in
mindestens zwei Anteile vor,

Z (af) + azi)\ + a§>\2 + (9()\3)) ubi)\+b§)\2+(9(/\3)’

1
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so dass die in erster Ordnung bestimmte anomale Skalendimension tatsichlich nur der Mit-
telwert o
by = Z agph

ist. Die Koeffizienten in der Summe sind leider selbst bei nur zwei Summanden durch die
Entwicklung (7.2) unterbestimmt. Ergibt die Analyse des Schleifengraphen nun co 76 5
kénnen wir aber immerhin schlieflen, dass ein Beitrag der Partialwellenentwicklung und somlt
ein Feld in der Operatorproduktentwicklung aufgrund der Wechselwirkung in mehrere Felder
aufspaltet.

Der Schleifengraph wire auch bei der Untersuchung eines A(cp? + ¢*)-Modells mit einer
Konstanten ¢ der Grofienordnung eins interessant: Dieses Potential ist fiir A > 0 nach unten
beschrinkt, so dass die Hoffnung besteht, keine Positivitdtsverletzung zu erhalten. Dann muss
aber der ¢*-Schleifengraph ein ghost killer fiir den ¢?-Baumgraphen gleicher Ordnung in X
sein, d. h. der Koeffizient des Schleifengraphen zu [0, A] muss den negativen des ¢3-Graphen
iiberkompensieren.

All diese modellspezifischen Untersuchungen der AdS-CFT-Korrespondenz kénnen wir als
Einschrinkung auf den Rand von Untersuchungen zur AdS-Quantenfeldtheorie verstehen, da
das erzeugende Funktional nach [DRO2] eine solche Einschrinkung eines AdS-Funktionals
darstellt.! [DR02] gibt uns daher eine natiirliche feldtheoretische Erklirung fiir die positiven
Befunde, die wir in erster Ordnung erhalten haben. Dieses war eines der Anliegen der Autoren
von [DR02].

Man mag es daher als natiirlicher ansehen, sich mit der vollen AdS-Theorie zu befassen
und notwendige quantenfeldtheoretische Eigenschaften dort nachzuweisen. Es ist aber nicht
ausgeschlossen, dass in manchen Modellen die durch a priori-Einschrinkung auf den Rand
erhaltene konforme Theorie als Quantenfeldtheorie existiert, ohne das Hologramm einer AdS-
Quantenfeldtheorie zu sein. Eine a priori-Einschrinkung auf den Rand stellt daher in jedem
Fall eine praktikable Md&glichkeit der Lagrange’schen perturbativen Formulierung einer kon-
formen Quantenfeldtheorie dar, was intrinsisch nicht moglich ist, da konforme Felder nicht
iitber Langrangedichten im d-dimensionalen Raum beschrieben werden kénnen.

siehe die Diskussion in Abschnitt 6.2
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Anhang A

Formelsammlung

A.1 Spezielle Funktionen

Volumen der Einheitssphdre im d-dimensionalen Raum

a1 _ 2w
vol S¢ = (4 (%)
Digamma-Funktion (1-Funktion) [Er53]
_ (2
n—1 1
P(z+n) —9(z) = k:0z+k, n €N
P(nz) = lgd) (z-l— E) +Ilnn, neN
- K k=0 " ’
Pochhammer-Symbol
(2)n = F(;(-:)n) nelt (z4+1)--(z+n—-1)
d(z)n
Bz +m) () (2D

Mehrfache T'-Funktion

Euler’sche Beta-Funktion [Erb3]

o0
- - ['(z)(y)
B = 7-1(1 T Ydu = Rez, R 0
(z,y) /u (1+u) u Tz 1y) ex,Rey >
0
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(A.3)



98 Kapitel A. Formelsammlung

Hypergeometrische Funktion [Er53]

X, (@)n(B)n
Fa,B;v;2) = 2", |2/ <1 (A.4)
nz::o (V)nn'
Plafint=2) = go—— [/ (140 (4 20)
0
Rey>Ref >0,z ¢ (—oc,0] (A.5)
Flafins) = (-2 °F (8- a2 ) (A6
F;?;?)F(a,ﬂ;v;l ) = %ZQF(am—B;a—ﬂH;z)
A (B i -k 132 (A7)
r r k k
VJ{nk%F(a,ﬂ;y;z) = (Ot—i-k,!,@—i- )sz(a+k,,3+k;k+1;z), keNy (A.8)

A.2 Bestimmte Integrale

o0 _y o0

—_—r 2
/t“1 (t2 + c) Y e ¢ / (u+1)"""Ydu
0 0

2
= 2B(3: y)c Y, Rez,Rey,c>0 (A.9)
[ oo ey g, bt I
/tm (at+b) " Ydt = B(z,y)a "b™Y, Rex,Rey,a,b>0 (A.10)
0

A.3 Feynman-Parametrisierung

Ein Produkt mehrerer Potenzen q[Ai kann mithilfe einer Feynman-Parametrisierung in ein
Integral iiber eine Summe der ¢; umgewandelt werden:

Hq;Ai = %/ Hdal i ) (1=> ) (Zaiqi)szi . (A.11)
i=1 !

0

Fiir die Giiltigkeit dieser Formel miissen alle A; echt positiv sein. Der Beweis ist leicht per
Induktion iiber n zu fithren. Fiir n = 1 ist die Giiltigkeit trivial, fiir n = 2 wird (A.11) zu
(A.10), wenn man dort o = %H substituiert. Der Fall n > 2 ldsst sich unter Benutzung der
Formel fiir n = 2 auf auf den Fall n — 1 reduzieren.
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A.4 Vierpunktfunktion F

Als Resultat einer Feynman-Parametrisierung bekommen wir an manchen Stellen die durch
ein Integral gegebene Vierpunktfunktion

E(zy, A, ... 24,A4) = /H (dai aiAi—l) (1= ) /ddg;[] (Zaixgi)f%w . (A12)

o =1

wobei z;; := z; —z; und ¥ = Z?:l A; gesetzt wurde. Wegen Y a; = 1 im Integranden und
der daraus folgenden Identitét

§4 : 2 § 2 § : 2
=1

0<i<y

kann die zo-Integration nach Verschiebung um ) «a;z; leicht ausgefiithrt werden:

_24d
_Z4d ?
/ddacg (Zaix%i) ’ = vol 84! /dttd_1 2 + Z aiajx?j
0<i<y
i b 2
2T (3) 2
- W D oiagal; :
0<i<y

Nach der Substitution a; = «16;,7 > 2 kann die Integration iiber ; unmittelbar ausgefiihrt
werden und ergibt 1. Man erhélt somit

3
%F(% Ai-1 2
Bo= e / IT (052 Zf‘ﬂlﬁ > sty
1<i<y
d —-A
(A.10) W?F% dﬁzdﬁ4 Mooy (@34 Pozdy + funy)
- [ %5 e

(Box?y + Bax?, + Bofuzy)>

Mit den Substitutionen Sy — 14t B4 — 13 s wird das Integral selbst nur noch abhéngig von
34

den konformen Invarianten w, v aus (3.2):

7 : —A
E ~ /ﬁ@ Gty o Gty M (g1 vt +s) 70
0 bs x§4 9”%4 (

——As
I13 i (ut + s+ st))

o0
_ (”3%4)A2+A3§(33§4)A4A3+§/ dtds n, a, (Ltvtts)™™
(a3,) (@3 (ut + (1 +1)5)3 2
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Wird die s-Integration mit 1 + vt skaliert, so konnen wir sie geméf (A.5) ausfithren:

—A
itds tAz(l-I- t)A4 Az (As (1+4s) 58 -
s S£—A3
, ( (1 i (1+t)(1+vt) S)) 2

= ’LLA37§B <A4, - — A4>

o

/d— A2t (] 4 ppyPa—tsp <§—A3 Asi > W)
t ) 5o .

0

2 ut

ut

Alles zusammen ergibt mit der Abkiirzung z = T (50D

E(ElaAh cee 7£47A4)
W%F (% - A37A37% - A4a A4)
F(E_-I-d 2)

2 02
(ada) 7 () TR (03y) TR (0 TN

(o0}
dt by P 14+%)(1 t
. —tA2+A3_§(1+Ut)A4_A3F ——Ag,A4;—;1——( 1)1 +vt)
t 2 2

ut

[So ]

4 b
A TR 28] i (g2 T a0 b T, A

r ()

o

uda=ba / % $A2 A =T (] 4 pp)da=ds
0

. |:F(§—A3,A3+A4—§)

Z_A b ) X .
T(a3) 22U (5 Ay 3~ A~ By = Mgt 1)

P(AnE-As-44)
L vy

d Ay—Z z_ = A, _
w2t (22,) 2077 (3,) 2 A TR (3,) 2 A2 (2],) A
sm( (A + Ay — %)F(ETM)

22F (Ag, Ag; Az + Ay — 5+ 1 z)]

(A.13)

. (E4(%—A2, %—Al, %—A;l, %—Ag,u,v) - E4(A1, .. .,A4,U,’l))> .

Dabei wurde I'(z)['(1 — z) = benutzt. Die konform invariante Funktion Ej4 lautet

T
sin(7x)

oo
dt
E4(A1, VAVIE TS ’U) S / 7 tA2+A37§(1 + ’Ut)A47A3
0

I' (A4, Asz)
r (A3 + Ay — % +

1)zA4F <A4,A3;A3 + Ay — % + 1;z> . (A.14)

Diese Darstellung eignet sich zur Entwicklung in eine Potenzreihe um « = 0: Unabhiingig von
t gilt z < u, so dass fiir kleine u die hypergeometrische Funktion entwickelt werden kann. Die
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noch von v abhingenden Koeffizienten dieser Entwicklung konnen sodann als Potenzreihe in
1 — v geschrieben werden:

E4(A1a = .,A4,U,’U)

oo
i T(Ay+n,As +n) Aﬁn/g t3—Aitn
n—0 F(As+As— 3 +1+mn)n! / t (L4 t)BaFn(1 4 vt)ds+n
(0.0)
D(Ay+n, Az + X )y
— Z ( 4 nZS n) 'UA3+nB<E—A1+n,E—A2+n>
T (A3+As—F+1+n)n!
x
F<A3+n,§—A1+n;A3+A4+2n;1—v>
o0
= u® Y Epm(Ar,.. Agu (1 —v)™, (A.15)

n,m=0

F(A4+n,A3+n+m——A1+n+m A2+n)
F(A3+A4—%+1+n,A3+A4+2n+m)n!m!

Epn(Ay, ... Ay) = (A.16)
(A.13) ist direkt nur im nichtentarteten Fall Az + Ay — % ¢ Z anwendbar. Gilt dagegen
Az+Ay —% = —k,k € Z, so verschwindet in (A.13) der Nenner des Vorfaktors. Allerdings ver-
schwindet dort auch die Differenz der F4 im Zihler, denn fiir & > 0 ist Fq(Aq1, Ag, As, Ay, u,v)
in (A.14) mittels (A.8) zu lesen mit dem Ergebis Eq(A; — k, Ay — k, Az + k, Ay + k,u,v) =
E4(% —Ag, % —Aq, % — Ay, % — A3, u,v), fir k <0 wendet man (A.8) in umgekehrter Reihen-
folge an. Im entarteten Fall kann (A.13) folglich mit I'Hopital ausgewertet werden mit dem
Resultat

E(z;, A;) = (=1)* D ) i O 1) B
(%’a z) —(_ ) F(w) (x%Q)A3+k($§4)A3
d
.ag<EA§_A%%—Ah%—A%%—A&um)—EdAhA%A&A%mvo.(AJU

Man beachte beim Ableiten die As-Abhangigkeit von ¥. Da E4(A;,u,v) in (A.15) als Po-
tenzreihe in u,1 — v mit der Potenz u®? als Vorfaktor gegeben ist, erhalten wir aus dieser
Formel im entarteten Fall ebensolche Potenzreihen, aber mit zuséitzlichen In u-Termen als Fol-
ge des Ableitens von u”2. Diese Potenzreihenentwicklungen wurden zahlreich in der Literatur
hergeleitet, oftmals allerdings nur Spezialfille, wie sie etwa bei der Partialwellenentwicklung
oder der AdS-CFT-Korrespondenz auftreten. Unter Verwendung bekannter Reihenentwick-
lungen der hypergeometrischen Funktion im entarteten Fall Az + Ay — % € Z [Er53] ldsst sich
das Endresultat mit den logarithmischen Termen auch direkt gewinnen, die Darstellung als
Ableitung erweist sich aber als niitzlich.

Im Spezialfall £ = 0 sind die Argumente beider F4-Summanden gleich, wir kénnen dann

PN N U 79 1) s
(gia Z)_ng 9 9\43
(=) (212234)

P P P 9
' <8A1 * 0y dA; 8A4> Ey(Ar, Ay, Az, Ay, u,v)  (AL18)



102 Kapitel A. Formelsammlung

schreiben.

Ein anderer, nicht notwendig entarteter Spezialfall ist Ay = Ag, A3 = A4. Im nichtentarteten
Fall gilt nach (A.13)

E(glaA17§27A13£33A33£47A3)

di1
2 1

N4 E A,A,u,v - F A,A,u,’u A.19
sin (m(Az — Aq))1 (Td) (m%Q)Al(x§4)As< 2(A1; A ) 2(Az, Ay )) ( )

mit
EQ(A17A37U70) = E4(A3,A3,A1,A1,U,U)
dt  T(A)?

o
= [ S M (A A A = AT A2
/ t F(Al—A3—|—1)z ( 1 1 1 3+ ,Z) ( 0)
0
o
= u® Y B3, A, A, Ay’ (1 - )", (A.21)
n,m=0

im entarteten Fall A3 — Ay = —k

d
Ag—ny_ T2 1

r (ETM) (z35) 21 (23,)R

E(ElaA17§27A13£33A3a£47A3) = (_1)

4 Ey (A1, Az, u,v) — E3(As, Ay, u,v) |, (A.22)
dAj



Anhang B

Partialwellenentwicklung mit Maple

Das in Abschnitt 4.5.2 vorgestellte Verfahren zur Bestimmung der Partialwellenentwicklung
einer in erster Ordnung vorliegenden Vierpunktfunktion der Form (4.27) ist gut fiir die Imple-
mentierung in einem Computeralgebra-System geeignet. Zwar ist es grundsétzlich wiinschens-
wert, wie in 6.3.4 geschlossene Formeln fiir die Koeffizienten der Partialwellenentwicklung zu
erhalten, dies ist jedoch nicht immer moglich oder aber erst dann, wenn die explizite Rechnung
»zu Fufl“ — und dies sinnvollerweise mit Unterstiitzung durch Computeralgebra — Hinweise auf
die Struktur der Partialwellenentwicklung zeigt. In diesem Kapitel wird eine Implementierung
der Partialwellenentwicklung mit Maple vorgestellt.

B.1 Aufbereitung der Formeln

Die Partialwellenentwicklung nach Formel (4.28) setzt die Kenntnis der Matrizen @ und D
und somit der zugrunde liegenden Koeffizienten bY, (n1,n3) voraus. Letzere ergeben sich aus
der Rekursionsrelation (4.13). Damit das dortige Aufsummieren fiir Maple moglichst einfach
und somit schnell ausfithrbar wird, werden aus diesen Koeffizienten gemeinsame Faktoren
herausgezogen:

T (1 — h)

bX =: X )
A (e e

Fiir die Koeffizienten ¢, ergeben sich fiir Startwert und Rekursionsbeziehung

%M (ny,mz) =

h—n h+n
F(T‘°’+na%+n+m) (h+n1> (h—m)
I <7d—h2+n3’ 7d—h2—n3) n'm' 2 n 2 n-+m
Xm(n1,mg) = el (=) 4 el (=) — ol () = i (=)
—(h+2n+m—1) <c£i;qllhl}(—+)

L2 m = (h—ptn)(d+ L= D= 1) o
(+1=3)(p+1-2) netm

(n1, n3)> .
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Die Bestimmung der Koeffizienten ¢, erfolgt nun iiber (4.15):

d—h—2 [ (d=hl)?
q%m = d_ h+l— 2 h—1 2 ( - ) c%m(O,U)
T (%) (h = g+ 1)n(h)2ntm

Diese Koeffizienten sind algebraische Ausdriicke in h.

B.2 Indizierung der Indexpaare

Zum Durchfiihren der Partialwellenentwicklung bendtigen wir die Position v((m,n)) des In-
dexpaares (m,n) in der lexikographischen Anordnung sowie die Umkehrabbildung. Dazu be-
trachten wir zunéchst statt (m,n) das Indexpaar (p,q) := (m + 2n,n). Die lexikographische
Ordnung auf (m,n) wird fiir (p, q) zur iiblichen lexikographischen Ordnung

(p,q) <(r,s) & G<r)Vp=rAqg<s)

auf Wortern der Léange 2, die aus dem geordneten Alphabet Ny gebildet werden, allerdings
kommen nur Indexpaare mit p > 2¢ in Betracht. Mit etwas Nachdenken erhélt man fiir die
Position eines solchen Indexpaares in der angeordneten Liste

pE1y’
2
und fiir die Umkehrung

p(v) = [\/1 +41/] -1, qv)=v-— I/((p(l/),O)).

v((p,q)) = +q

Hieraus ergeben sich unmittelbar die entsprechenden Abbildungen fiir das Indexpaar (m,n).

B.3 Koeffizientenbestimmung der nullten Ordnung

Nach der Theorie sind die Koeffizienten der nullten Ordnung der Vierpunktfunktion, also
der freien Vierpunktfunktion, zwar alle C’ic?t, zwecks Konsistenzpriifung wollen wir dies aber
nicht voraussetzen, sondern die Bestimmung der Koeffizienten c?t der nullten Ordnung in das
Verfahren aus 4.5.2 einbauen. Dies ist problemlos moglich, ist ndmlich

Z framu™ (1 —v)™
n,m=0
die Entwicklung der nullten Ordnung, d.h. nach (4.23)

A
foo = 202, fom = Cz( )'m,m >0, fum =0 sonst,
m!

so erhalten wir die zusétzliche Gleichung

QCA = f.
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B.4 Quelltext
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Der Quelltext stellt die unmittelbare Umsetzung der hergeleiteten Formeln dar, die Bezeich-

nungen aus den Formeln wurden {ibernommen.

# Partialwellenentwicklung mit Maple

# Statt der Raumdimension d wird durchgéngig mu = d/2 benutzt.

# Rekursive Berechnung der Koeffizienten c”[1,h]_nm. Die Abhéngigkeit von
# n_1, n_3 wird durch die Abh&ngigkeit von den zugehorigen Skalendimensionen
# delta_1l, ..., delta_4 parametrisiert. Einmal berechnete Koeffizienten
# werden in cs gespeichert, damit anschlieflend schnell ohne erneute
# Berechnung auf sie zuriickgegriffen werden kann.
c := proc (1, n, m)
global cs;
local t;

if (assigned(cs[l, n, m])) then
RETURN(cs[1, n, m]);
elif (1 < 0) or (n € 0) or (m < 0) or (m+2%n < 1) then
RETURN(O) ;
elif (1 = 0) then
t := (GAMMA (mu-d3+n) * GAMMA (mu-d4+n+m))
/ (GAMMA(d3) * GAMMA(d4) * n! * m!)
* expand(pochhammer (d1, n)) * expand(pochhammer(d2, n+m));
else

ot
1]

c(1-1, n, m);
t := subs(dl=d1+1/2, d2=d2-1/2, d3=d3-1/2, d4=d44+1/2, t)
+ subs(dil=d1-1/2, d2=d42+1/2, d3=d3+1/2, d4=d44-1/2, t)
- subs(di=d1+1/2, d2=d4d2-1/2, d3=d3+1/2, d4=d4-1/2, t)
- subs(di=d1-1/2, d2=d4d2+1/2, d3=d3-1/2, d4=d4+1/2, t)
- (h+2*n+m-1) * (subs(dl=d1-1/2, d2=d42+1/2, d3=d3+1/2, d4=d4d4-1/2,
c(1-1, n, m-1))
+ (h+2*n+m-2) * (h-mu+n) * (2*mu+l-4) * (1-1)
/ ((mu+1-3) * (mu+l-2)) * c(1-2, n-1, m));
fi;
cs[l, n, m] := factor(t);
end:

# Berechnung der Koeffizienten q~[1,h]_nm. Sie sind algebraische Ausdriicke.

q:= (1, n, m) ->
factor(simplify(subs(di=h/2, d2=h/2, d3=mu-h/2, d4=mu-h/2, c(1l, n, m))
* GAMMA (mu+(1-h)/2)"2 / GAMMA((h-1)/2)"2)
* (2*mu-h-2) / ((2#mu-h+1-2) * expand(pochhammer (h-mu+1, n))
* expand(pochhammer (h, 2*n+m)))):

# Entwicklungskoeffizienten des freien Feldes
cO := (1, t) -> 2 * (2xDelta+2x1+2xt-1) * pochhammer(Delta, t)"2

* pochhammer (Delta-mu+1, t)~2
/ (t! * (2xDelta+1+2%t-1) * pochhammer (2xDelta+l+t-mu, t)
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* pochhammer (mu+l, t) * 1! * pochhammer (2*Delta+t-2*mu+1, t)
* pochhammer (2*Delta+2*t-2%mu+3, 1)):

# pw gibt die Partialwelle zu 1 als Potenzreihe bis zur Ordnung k zuriick.
# Die Koeffizienten sind dabei q, also algebraische Ausdriicke.

pw := (1, k) -> u”((h—l)/Q—Delta)
* sum(’sum(’q(l, n, m)*(1-v)"m’, ’m’=0..k-n) * u"n’, ’n’=0..k):

# Umrechnung zwischen Indexpaar und Position in der geordneten Liste. Um
# mit der Maple-Konvention bei 1 beginnender Indizes kompatibel zu sein,
# muss zu nu noch eine 1 addiert werden.

nu := (m, n) -> trunc(((m+2*n+1)/2)°2) + n + 1:
trunc(sqrt(1+4x(i-1))) - 1:

i - nu(P(i),0):

P(i) - 2 % N(i):

= ="'
i n
He e e
I I I
vV V V

Die Prozedur cpwe fithrt die Partialwellenentwicklung aus.

f, a, b sind auf Indexpaaren (n,m) definierte Abbildungen und geben die
Koeffizienten der nullten, ersten und ersten logarithmischen Ordnung an.
k gibt die Anzahl der Partialwellen an, deren Koeffizienten bestimmt
werden sollen. ccp schliefllich ist ein boolescher Wert und bestimmt, ob
die Koeffizienten c’ der Partialwellenentwicklung berechnet werden
sollen. Dies ist wegen des notigen Ableitens und der langlichen Terme
recht zeitintensiv. Sollen die Koeffizienten ¢’ nicht berechnet werden,
so ist auch keine Angabe von a ndtig, d.h. man kann "null" als

Argument angeben. Ist Delta0 "null", so wird angenommen, dass die
Skalendimension in f, a, b durch das Symbol Delta parametrisiert wird.
Ist Delta0 angegeben, so wird die Skalendimension dadurch festgelegt.

cpwe gibt eine Liste aus den Losungsvektoren C_Delta”2, delta, c’ zuriick.
C_Delta”2 sollte konstant sein fiir gerades 1 und O sonst.
Die Reihenfolge innerhalb der Vektoren ist durch die Anordnung nu gegeben.

Die Matrizen Q und D werden in gm und dm gespeichert. Einmal berechnete
Eintrdge miissen so nicht erneut berechnet werden.

H O HF O O OB H H H H O HHEHHH H R

cpwe := proc (f, a, b, k, ccp, Delta0)
global gm, dm;
local i, j, my n, 1, t, z, c, delta, cp, gm2, dm2, cd2;
for i from 1 to k do
for j from 1 to i do
if ((not assigned(qm[i, j1))
or (ccp and not assigned(dm[i, j]))) then
m := M(i); n := N(i);
1 M(@G); t = N(j);
z = q(1, n-t, m);
if (not assigned(qm[i, j])) then
qm[i, j] := factor(simplify(subs(h=2*Delta+2*t+1l, z)));
fi;
if (ccp and not assigned(dm[i, j])) then
dm[i, j] := factor(2 * simplify(subs(h=2*Delta+2xt+1l, diff(z,h))));
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fi;
fi;
if (Delta0 <> null) then
qm2[i, j] := subs(Delta=Deltal, qm[i, jl1);
if (ccp) then dm2[i, j] := subs(Delta=Deltal, dm[i, jl); fi;
fi;
od;
od;
if (Delta0 = null) then gm2 := gm; dm2 := dm; fi;
c := array(l..k);
delta := array(l..k);
cp := array(1l..k);
for i from 1 to k do
m := M(i); n := N(i);
z := f(n, m);
for j from 1 to i-1 do z := z - gm2[i, j] * c[j]; od;
c[i] := factor(simplify(z / gqm2[i, i]));
z := b(n, m);
for j from 1 to i-1 do z := z - gm2[i, j] * deltal[j]; od;
deltal[i] := factor(simplify(z / gqm2[i, i]));
if (ccp) then
z := a(n, m);
for j from 1 to 1 do z := z - dm2[i, j] * deltalj]l; od;
for j from 1 to i-1 do z := z - gm2[i, j] * cpl[jl; od;
cpli] := factor(expand(simplify(z / qm2[i, i])));
fi;
od;
cd2 := simplify(c[1] / <c0(0, 0));
for i from 1 to k do
if (deltalil <> 0) then
if (c[i] = 0) then

deltal[i] := infinity;
else

deltali] := simplify(deltali] / <[il);
fi;

fi;
if (ccp) then cpl[i] := cpli] / cd2; fi;
z = cO(M(i), N(i));
if (Delta0Q <> null) then
z := subs(Delta=Deltal, z);
fi;
if (z <> 0) then
c[i] := simplify(c[i] / =z);
fi;
od;
if (ccp) then
[evalm(c), evalm(delta), evalm(cp)];
else
[evalm(c), evalm(delta)];
fi;
end:

Obwohl der Quelltext gelegentlich an Programmieriibungen zur Numerik erinnert, handelt
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es sich doch stets um von Maple symbolisch durchgefithrte Rechnungen, wie man sie auch
miihsam und fehlertrichtig mit Bleistift und Papier machen kénnte.

B.5 Verifikation beim ¢*-Modell

> read "pw.m";

Definition der Koeffizienten der nullten (f), ersten (a4) und ersten logarithmischen Ordnung
(b4).
> f := (n, m) -> ‘if‘(a > 0, O,
“if‘(m = 0, 2, expand(pochhammer(Delta, m)/m!))):
b4 := (n, m) -> -GAMMA(Delta+n) "2 * GAMMA(Delta+n+m) "2
(GAMMA (2*Delta+2*n+m) * n!~2 * m!):

a4 := (n, m) -> -2%b4(n, m)
(Psi(n+1)+Psi(2*(n+Delta)+m)-Psi(n+Delta)-Psi(n+Delta+m)):

* V NV

Berechnung der ersten k Partialwellenkoeffizienten. Zunéchst wird eine Liste ausgegeben, die
die Reihenfolge der (1,t)-Paare angibt. Danach werden die Partialwellenkoeffizienten bestimmt
und in C geschrieben. Die Koeffizienten ¢’ werden nicht ausgegeben, da sie sehr lange Aus-
driicke sind, sondern stattdessen eine 1 fiir ¢’ <> 0, eine 0 fiir ¢’ = 0. Das Ergebnis ist
konsistent: Fiir ungerade | verschwinden alle Koeffizienten, fiir gerade 1 ist C_Delta"2 kon-
stant 1. In Ubereinstimmung mit der geschlossenen Losung gibt es in erster Ordnung nur
Beitrage mit 1 = 0.

> k := 16:

seq([i, M(i), N(i)], i=1..k);

C := cpwe(f, a4, b4, k, true, null):

[C[1], Cc[2], [seq(‘if‘(C[3]1[i] <> 0,1,0), i=1..k)]]1;

[1,0,0] [2, 1, 0], 3, 2, 0], [4, 0, 1], [5, 3, 0], [6, 1, 1], [7, 4, O], [8, 2, 1], 9, 0, 2],
10, 5, 0], [11, 3, 1], [12, 1, 2], [13, 6, O], [14, 4, 1], [15, 2, 2], [16, 0, 3]

[1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0, 1,1, 1, 1], | -

1 AQRA-p)T(A) '
C22A+DTRA)(A-p+1)

LA+1D)ARA —p+1)2A — ) T(A) (p+1)(—2pu +2A +3)
8 2A+1)2A+3)T2A) (—p+A+2) (A - p+1)2

0, 0, 0, 0,—%((A+2)(A+1)A(2A+2—u)(2A—u)(2A—u+1)

DAY (=21 +2A+5) (u+1) (u+2) ) /(

’0’ 07 0’ 07

£ 0,0,

2A+5)2A+3)2A+1)T2A) (—p+A+3) (—p+A+2)(A—p+1)?)

. [1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0, 0,0, 0, 1]]
Vergleich der Koeffizienten mit denen der geschlossenen Losung deltad, ¢p4: Sie sind identisch.

> deltad := t -> -pochhammer(2*Delta-mu, t) * pochhammer(mu, t)
* pochhammer (2+#Delta-2*mu+l+t, t) * GAMMA(Delta) "2
* GAMMA (Delta+t) "2
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/ (2 * t! *x pochhammer (Delta-mu+1l, t)~2 * GAMMA (2xDelta+2*t)):

g =t -> -2«Psi(Delta+t) + Psi(2*Delta+2*t) + Psi(1+t)
+ Psi(2*Delta+2*t-mu) - Psi(2*Delta+t-mu):

cp4 :=t -> 2 x g(t) * pochhammer (2*Delta-mu, t)
* GAMMA (Delta+t) "4
/ (£!"2 x pochhammer (2*Delta+t-mu, t) * GAMMA(2*Delta+2*t)):

seq(simplify (C[2] [nu(0,t)] - deltad(t)), t=0..3);
seq(simplify(C[3] [nu(0,t)] - factor(expand(cp4(t)))), t=0..3);

0,0, 0,0

0,0,0,0

B.6 Anwendung beim ¢3-Modell

> read "pw.m";

Entwicklungskoeffizienten der Funktionen E4 und E2.

> E4 := (n, m, Deltal, Delta2, Delta3, Delta4) -> GAMMA(Deltad+n)
GAMMA (Delta3+n+m) * GAMMA((Delta2+Delta3+Delta4-Deltal)/2+n+m)
GAMMA ((Deltal+Delta3+Deltad4-Delta2)/2+n)

/ (GAMMA ((Delta3+Delta4-Deltal-Delta2)/2+1+n)

GAMMA (Delta3+Delta4+2*n+m) * n! * m!):

E2 := unapply(E4(n, m, Delta3, Delta3, Deltal, Deltal),

(n, m, Deltal, Delta3)):

* *

*

Berechnung der Koeffizienten der nullten (f3), ersten (a3) und ersten logarithmischen Ordnung
(b3) zur halben Skalendimension nu nach den hergeleiteten Formeln.

> £f3 := (n, m, nu) -> ‘if‘(n > 0, 0, ‘if‘(m = 0, 2,

expand (pochhammer (2*nu,m) /m!))) :

a31 := (n, m, nu) -> factor(simplify((-1) nu

* sum(’pochhammer (3*nu-mu,s) / (pochhammer (2*nu-mu+1,s)*s!)
* (-1)"s * E2(nu+n-s,m,nu+s,Delta)’, ’s’=0..nu-1)

/ (2*nu-Delta)) * (2*nu-Delta)):

a32 := (n, m, nu) -> simplify((-1)"nu * sum(’pochhammer (3*nu-mu,s)
/ (pochhammer (2*nu-mu+1,s)*s!) * (-1)"s * E2(n,m,Delta,nu+s)’,
’s’=0..nu-1)):

a3 := (n, m, nu) -> simplify(subs(Delta=2*nu, diff(a31(n, m, nu)

- a32(n, m, nu), Delta))

+ sum(’pochhammer (3*nu-mu,s) / (pochhammer (2*nu-mu+1l,s)*s!)

* ((D[3](E4)+D[4] (E4)-D[5] (E4)-D[6] (E4)) (n,m,nu+s,2%nu,nu+s, 2*nu)

+ (D[3](E4)+D[4] (E4)-D[5](E4)-D[6] (E4)) (n,m,nu+s,2%nu,2*%nu,nu+s))’,
’s’=0..nu-1)

- GAMMA (nu) * GAMMA (2*nu-mu+1) * E2(nu+n, m, nu, mu-nu)):
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b3 := (n, m, nu) -> -simplify(subs(Delta=2*nu, a32(n, m, nu))

+ sum(’pochhammer (3*nu-mu,s) / (pochhammer (2*nu-mu+1l,s)*s!)

* (E4(n,m,nu+s,2%nu,nu+s,2*nu) + E4(n,m,nu+s,2*nu,2*%nu,nu+s))’,
’8’=0..nu-1)):

C gibt das von cpwe berechnete Ergebnis der Partialwellenentwicklung zur halben Skalendi-
mension nu bis zur Ordnung k zuriick.

> C := (nu, k) -> cpwe((n,m)->f3(n,m,nu), (n,m)->a3(n,m,nu),
(n,m)->b3(n,m,nu), k, true, 2*nu):

Partialwellenentwicklung zur Skalendimension Delta = 2 bis zur 9. Ordnung. Das Ergebnis ist
konsistent: Fiir ungerade | verschwinden alle Koeffizienten, fiir gerade 1 ist C_Delta"2 konstant
1. Es gibt zu jeder Partialwelle mit geradem | einen Beitrag erster Ordnung.

> C(1, 9);

-5 -1 1 1 —1 1 2
1,0,1,1 1,11, |—. 0, —, ——p— — - -,
[[707 9 70a07 ’ ) ]7|:12707 127 15/-1‘ 12a070a 30a 180/J 45a
12247 —27p% — 49 —336] [1 —45+16p 0
2520 —34pu 118 =3+pu 7

1 958 u% — 8025 1 + 16562
3600 (2pu—T7)2(u—4)2

1 143 p* — 1901 g3 4 7261 p? — 5035 41 — 11100 1
450 (=54 p)2 (u—4) » 705600
9252 put — 169604 1® + 1153983 112 — 3455531 p1 + 3843770

2p—=92(=5+p)22u—T7)2%(¢-4)> ’
1 247415 — 37271 p* + 47425 43 4 1602779 p? — 8625039 pu + 12723480

88200 2pu—92(pn+2) (=74 p)?(=5+p)?
, m((—3 + 1) (11516 p® — 354144 17 + 4229067 °

— 24731025 11° + 72022047 p* — 95559387 1 + 111300070 122
— 424346664 1 + 645059520)) / (

(14 1) @ =TV (=T + )2 (1 — 6)2 (=5 +u))]]
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