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1 Einleitung und Motivation

Der Begriff des Gleichgewichtszustandes ist seit langem aus der Thermodynamik
bekannt, in welcher bestimmte physikalische Systeme durch eine geeignete Menge
weniger thermaler Observabler beschrieben werden. So wird ein System im globalen
thermischen Gleichgewicht (bei Abwesenheit eines chemischen Potentials und von
Phaseniibergéingen) allein durch die Temperatur charakterisiert. Globale Gleichge-
wichtszustédnde sind sowohl im Rahmen der klassischen Thermodynamik als auch
in der quantenstatistischen Mechanik vollstdndig untersucht worden. Sie werden in
Systemen endlichen Volumens durch das Gibbs-Ensemble und im thermodynami-
schen Limes durch die, seit den Sechziger Jahren des vorigen Jahrhunderts bekannte,
KMS-Bedingung (fiir Kubo, Martin und Schwinger) charakterisiert (siche [9]).

Deutlich schwieriger sind physikalische Systeme zu beschreiben, die nur lokal im
thermodynamischen Gleichgewicht sind. Eine Moglichkeit wurde in der Arbeit von
Buchholz, Ojima und Roos (siehe [1]) und der Arbeit von Buchholz (siehe [2]) vor-
gestellt.

Die zugrundeliegende Idee dort ist, einen gegebenen Zustand auf einer gewissen
Menge lokaler thermaler Observablen mit globalen Gleichgewichtszustinden zu ver-
gleichen. Dies wird wie folgt realisiert: Zu einem Punkt x € R™ wéahlt man eine
Menge lokaler thermaler Observablen §,. Dann vergleicht man die Erwartungswerte
eines gegebenen Zustandes w auf dieser Menge mit denen aller thermischen Refe-
renzzustdnde (Gemische von Gleichgewichtszusténden). Gibt es einen thermischen
Referenzzustand w,, so dal w auf S, mit w, iibereinstimmt, so sind w und w,
beziiglich der Menge S, nicht unterscheidbar, und man kann w am Punkt x die mit
S, verbundenen thermischen Eigenschaften des Referenzzustandes zuordnen. Ein
solcher Zustand w wird Sg-thermal genannt. Dieses Konzept 148t sich von einzel-
nen Raumgzeitpunkten auf Gebiete in der Raumzeit ausdehnen. Wenn es zu jedem
xz € O C R™ einen Referenzzustand w, gibt, so dal ein gegebener Zustand w von
diesem auf S, nicht unterschieden werden kann, so hat w in ganz O eine therma-
le Interpretation, allerdings im allgemeinen an jedem Punkt eine andere, da w an
verschiedenen Punkten mit verschiedenen Referenzzustédnden iibereinstimmen kann.
Die einem Zustand w auf diese Weise zugeordneten thermischen Groéfien kénnen also
raumzeitlich variieren. In diesem Fall macht es Sinn zu sagen, der Zustand sei in O
lokal im Gleichgewicht.

In diesem Rahmen ist es zudem moglich, zwei lokale Gleichgewichtszustédnde beziiglich
ihrer thermalen Stabilitét zu vergleichen. Wenn ein Zustand auf einer Menge S, lo-

kaler thermaler Observablen mit einem Referenzzustand iibereinstimmt, ein anderer

Zustand dies jedoch nur auf einer Teilmenge von S, tut, so ist dieser weniger nah

am globalen Gleichgewicht, als der erste. Der erste Zustand ist also thermal stabiler

als der zweite.
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In den oben erwéhnten Arbeiten [1] und [2] wurden diese Ideen auf den Fall mas-
seloser Bosonen im Minkowski-Raum angewandt. Es wurden dort die Eigenschaften
lokaler Gleichgewichtszusténde (im obigen Sinn) untersucht, wobei sich zeigte, daf
sich durch die mikroskopische Dynamik Evolutionsgleichungen fiir die thermalen
Observablen ergeben. Desweiteren wurde in [2] im Rahmen dieses Modells bewie-
sen, daf} lokale Gleichgewichtszustédnde nicht in beliebigen Gebieten der Raumzeit
lokal im thermodynamischen Gleichgewicht sein konnen, sondern dafl diese Gebiete
immer in einem Schnitt charakteristischer Halbebenen enthalten sind.

In den Arbeiten [17], [18] und [19] wurden die Methoden auf masselose Fermio-
nen, das elektromagnetische Feld und massive Bosonen angewandt. In den beiden
erstgenannten Fillen konnten #hnliche Ergebnisse wie in [2] erzielt werden, im Fall
massiver Bosonen gab es deutliche Unterschiede.

In dieser Arbeit sollen diese Methoden nun auf erhaltene Stréme in 141 Dimensionen
angewandt werden. In Kapitel 2 wird zunéchst der allgemeine theoretische Rahmen
vorgestellt. Im dritten Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber konform invariante
Theorien in 1+1 Dimensionen gegeben werden. In Kapitel 4 werden die thermischen
Referenzzustinde der Theorie sowie diejenigen der chiralen Subtheorien vorgestellt
und ihre Eigenschaften untersucht. Im fiinften Kapitel sollen die hier benutzten
lokalen thermalen Observablen eingefiihrt werden, und es zeigt sich, dafl wichtige
thermale Groéflen wie Temperatur, Entropie und Phasenraum-Teilchendichte mithilfe
dieser thermalen Observablen gemessen werden kénnen. Im sechsten Kapitel werden
Evolutionsgleichungen fiir die Makroobservablen hergeleitet. In Kapitel 7 schlielich
sollen Beispiele lokaler Gleichgewichtszustinde angegeben werden, von denen es in
diesem Modell eine Vielzahl gibt.



2 Theorie

Im folgenden Teil soll kurz die dieser Arbeit zugrundeliegende allgemeine Theorie
erlidutert werden. Diese bewegt sich im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheo-
rie. Die grundlegenden Objekte sind hierbei lokale observable Felder, welche mit
Testfunktionen mit kompaktem Trager verschmiert werden. Sie werden im folgenden
mit ¢(f) bezeichnet (wobei f kompakten Tréger in R™ hat). Eventuelle Tensorindi-
ces an den ¢(f) werden zur Vereinfachung der Notation weggelassen.

Von den Testfunktionen erhalten die Felder eine kausale Struktur. Sind die Tréger
zweier Testfunktionen f und g raumartig getrennt, so gilt [¢(f), #(g)] = 0.

Die Felder erzeugen iiber Produkt- und Summenbildung eine Algebra A mit
Elementen

A3 A= 0()0f2) - o).

Auflerdem sollen in der Algebra auch Vielfache der 1 enthalten sein. Auf A definiert
man eine Involution

x: A—- A, A— A"

durch )
o(f) =9 "(f), (AB)*:=B*A*und 1":=1

fiir alle Testfunktionen f und alle A, B € A (f ist hierbei das komplex Konjugierte
von f). DaB * tatséchlich wieder in die Algebra A abbildet, ist durch die Hermitizit &t
der Felder ¢ gewihrleistet, wegen der ¢(f)* = ¢(f) gilt. Mit dieser Involution ist A
eine *-Algebra.

AuBlerdem definiert man eine Familie von Automorphismen auf A, welche die
Wirkung der (eigentlichen orthochronen) Poincaré-Gruppe (und in unserem Fall
auch die Wirkung der Skalentransformationen) implementiert:

Fiir alle A\ € 731 gibt es

ay: A—-A
mit
and(f) == ¢(fx)
(A7) = (ax(4))" und  ar(AB) := ay(A)ar(B).

Hierbei ist fy(x) := D(A)f(A~!z), mit einer zum Tensorcharakter von ¢ passenden
Matrixdarstellung D von PL Falls X eine reine Translation A = (1,a) ist, wird der
zugehorige Automorphismus mit o, bezeichnet.

Die Zusténde des physikalischen Systems werden durch (komplex) lineare Funk-
tionale
w:A—C

beschrieben, welche aulerdem noch den Bedingungen

wl)=1 (Normierung)
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und
w(A*A) >0 fiir alle A € A (Positivitét)

geniigen sollen.

2.1 Thermische Referenzzustinde

Die Idee von Buchholz, Ojima und Roos ist, Erwartungswerte von Observablen
in Nichtgleichgewichtszustinden mit solchen in sogenannten thermischen Referenz-
zustédnden zu vergleichen, welche Gleichgewichtszusténde oder Gemische solcher Zu-
sténde sind (siehe [1]).

Globale Gleichgewichtszusténde werden durch die KMS-Bedingung (nach Kubo,
Martin und Schwinger) charakterisiert. Diese lautet:

Definition 2.1 Sei § := |Ble € V4. Ein Zustand wg tber der Algebra A heifit
KMS-Zustand zur inversen Temperatur |3| > 0 im durch den Einheitsvektor e € V.
festgelegten Ruhsystem, falls es zu je zwei Operatoren A, B € A eine Funktion F :
C — C gibt, welche im Streifen Sg := {z € C|0 < Imz < |B|} analytisch und stetig
an dessen Rand ist und auferdem

F(t) = wg(Boue(A)) und F(te+if) = wg(aue(A)B)
fiir alle t € R erfiillt.

Wir nehmen an, dafl es zu jedem Temperaturvektor § € V einen eindeutigen KMS-
Zustand gibt. Im Fall freier Theorien wie der, die hier behandelt werden soll, be-
deutet diese Annahme keine wesentliche Einschréinkung, da Uneindeutigkeiten als
globale, duflere Einfliisse klassischer Felder interpretiert werden kénnen, welche nach
Umeichung keine Rolle mehr spielen, wenn wir Eichinvarianz der KMS-Zusténde an-
nehmen.

Die Eindeutigkeit bzgl. 8 zieht die Translationsinvarianz der KMS-Zusténde nach
sich. Sei wg ein KMS-Zustand zum Temperaturvektor 3, dann gilt fiir den Poincaré-
transformierten Zustand

wg o a;l = WAB- (2.1)

Man kann dies formal unter Zuhilfenahme der KMS-Bedingung sehen. Fiir alle A,
B aus A ist
(wgo a;l) (AB) = wg (o&l(A)a;l(B))
ws (03 (B)aspay ' (A))
= wg (a;l(B)agla)\algagl(A))
= (wgoay?h) (Bakalﬁo‘,\ (A))
= (wgoay') (Bais(4
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denn

(A,a)o (L,iB) o (AH,—A7"a) = (1,0) (A, -A"'a+iB)
= (1,—a+iAB+a)
= (1,iAf).

Also erfiillt der Zustand die KMS-Bedingung zum Temperaturvektor A3. Wegen der
Eindeutigkeit ist dies genau der zugehorige KMS-Zustand.

Neben den KMS-Zusténden, welche scharfe Temperatur haben, werden fiir unse-
re Belange auch noch Gemische solcher Zusténde als Referenzzustinde zugelassen
(schlieBlich sind auch makroskopische Ensembles, bei denen die Temperatur nicht
genau bestimmt ist, als Referenzsysteme von Interesse fiir uns). Fiir jede kompakte
Teilmenge B € V. definieren wir daher die Menge Cp, welche die moglichen Ge-
mische von Zustédnden wg mit 8 € B enthilt. Wir nehmen desweiteren an, daf die
KMS-Zusténde schwach stetig bzgl. § sind, also daf jede Funktion

ﬁl—w,dlg(A), Ac A

stetig ist (dies sollte auBer im Falle von Phaseniibergéingen erfiillt sein; diese sind
jedoch aufgrund der Annahme von Eindeutigkeit ausgeschlossen). Die Gemische aus
Cp koénnen dann als

on(4) = [dp(Bus(a). A€ A (2:2)

geschrieben werden, wobei p ein positives normiertes Mafl mit Tréger in B ist.
Die Menge aller solcher Gemische mit kompaktem Temperaturtridger sei mit C
bezeichnet und ergibt sich zu C := |z Cp.

2.2 Messungen am Punkt

Da in dieser Arbeit thermale Eigenschaften von Zusténden an einem Raumzeitpunkt
untersucht werden sollen, reichen die ,,verschmierten® Felder ¢(f) allein nicht mehr
aus, da diese zu einer Messung im endlichen Raumzeitgebiet supp(f) korrespondie-
ren. Es ist daher notwendig, Messungen an einem Punkt zu definieren. Dazu geht
man von den verschmierten Feldern zu den unregularisierten Feldern ¢(x) iiber, wel-
che man durch den Ubergang f — &, erhilt. Dieser Grenzwert ist nur noch im Sinne
quadratischer Formen definiert, und es ist nicht zu erwarten, dafl jeder Zustand iiber
der Algebra A auch auf den unregularisierten Feldern ausgewertet werden kann. Fiir
die (eindeutigen) KMS-Zusténde ist dies jedoch moglich. Wegen (2.1) héngt fiir je-
den KMS-Zustand wg und fiir alle f € Z(R™, C) der Wert wg(¢(f)) nur vom Integral
[f ab:

Lemma 2.1 Sei ¢ =wo¢: P(R™,C) — C linear und stetig. ¢ sei invariant gegen
Translationen, es gelte also

p(fz) = w(az(0(f))) = w(o(f)) = ¢(f)
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fir alle f € 2(R™,C). Dann ist

=c- /dmf
mit passendem ¢ € C fiir alle f € 2(R™,C

BEWEIs:  Sei x € Z2(R™,C) so daB, [dz x(z) = 1. Dann ist

AN =[x
[l )

= o fure-o)

o(x * f)
= o(fxx)

= @ s@et.

Setzt man nun () =: ¢, so ist fiir alle f € 2(R™,C)
o) = [daf(a)

d

Da mit den KMS-Zustédnden auch deren Gemische translationsinvariant sind, kann
man nach obigem Resultat die Referenzzustdnde auf die unregularisierten Felder
fortsetzen indem man

wp(¢(z)) = wp(¢(X))

setzt, wobel xy € Z(R™,C) mit [y = 1. Der Ausdruck wp(¢(z)) héingt offenbar nicht
von x ab.

2.3 Thermale Observable am Punkt

Der von den unregularisierten Feldern ¢(z) aufgespannte lineare Raum wird wie in
[1] mit Q, bezeichnet. Unter Hinweis auf die Arbeit von Bostelmann (siehe [10])
wird dort gezeigt, dafl dieser Raum in einem gewissen Sinne auch hohere Momente
der Punktfelder enthilt. Die Elemente von Q, entsprechen Messungen am Punkt x.
Nicht allen Elementen jedoch kann eine thermale Bedeutung zugeordnet werden; fiir
unsere Belange ist der Raum zu groff. Die Idee in [1] ist, Messungen in einem beliebi-
gen Zustand mit solchen in einem Referenzzustand zu vergleichen. Ubereinstimmung
zweier Zustinde auf Q, ist jedoch eine zu starke Forderung; z.B. ist mit ¢(x) auch
die Ableitung 0;¢(x) in Q, enthalten. Wegen der Translationsinvarianz der Refe-
renzzustidnde verschwinden jedoch die Erwartungswerte wp(0,¢(z)) fir alle B. Soll
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nun ein Zustand im Raumzeitgebiet O ebenfalls fiir 9,¢(z) und x € O verschwinden,
so miifite der Erwartungswert von ¢(x) auf O konstant sein. Alle Erwartungswerte
wiren damit konstant auf O, was viele interessante Fille ausschlosse.

In [1] wird ein Teilraum von Q, ausgewihlt, dessen Elemente gerade zu Messun-
gen thermaler Groflen korrespondieren. Dieser Raum wird mit 7, bezeichnet, und
es kann sogar gezeigt werden, dafl 7, i.a. die Referenzzustéinde trennt, die Kenntnis
aller Erwartungswerte wp(¢(z)) mit ¢(x) € 7, also schon reicht, um den Zustand
eindeutig zu bestimmen.

2.4 Makroobservable

Wie in [2] ausgefithrt wird, enthalten die Punktfelder ¢(x) dieselben Informationen
tiber die thermischen Eigenschaften der Referenzzustédnde wie bestimmte makrosko-
pische (zentrale) Observablen. Um dies zu sehen, betrachtet man eine Folge (f,),
n € N, von Testfunktionen mit kompaktem Trager, wobei

fnlx) = n_mf(n_lx — )

mit f € Z(R™,C), so daB8 [f = 1 und (z,,) einer Folge von raumartigen Trans-
lationen, welche so schnell gegen unendlich gehen, dafl der Tréger von f,, fiir fast
alle n im kausalen Komplement jeder gegebenen beschriankten Teilmenge von R™
liegt. Diese Folge von Testfunktionen definiert ihrerseits eine Folge (¢(f,)) in A. Die
Folgenglieder ¢( f,) vertauschen fiir fast alle n aufgrund der lokalen Kommutativitét
der Observablen mit jedem gegebenen A € A, die ¢(f,) bilden in A also eine zentrale
Folge. Da [f, = 1 fiir alle n € N und weil die Referenzzustéinde nur vom Integral
iiber die Testfunktionen abhingen, existiert der Grenzwert ® := lim, . ¢(f) in
jedem Referenzzustand wp. Aulerdem wird in [2] gezeigt, daf fiir alle A € A und
jedes wp

on(AA) 1= lim wp(A"6(F)A) = [dp(B)s(A" A)e(6(a)).
Hiermit 148t sich zeigen, dafl durch ® in jeder GNS-Darstellung von A, welche durch
die wp gegeben ist (siehe [3]), eine translationsinvariante, dicht definierte und zen-
trale quadratische Form definiert wird.

Die stetige Funktion

B @(P) = ws(¢(x))

bestimmt die zentrale Zerlegung von ® (siehe [4]) und wird als thermale Funktion
von ¢(x) bezeichnet. Sie ist unabhéngig von x. ® selbst wird als Makroobservable
bezeichnet. Aufgrund der Gleichheit

wp(®) = wp(d(z))

konnen den Auswertungen der Punktfelder in den Referenzzusténden also zentrale
Groflen zugeordnet werden.
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2.5 Lokale Gleichgewichtszustinde

Die grundlegende Idee von Buchholz, Ojima und Roos in [1] ist es, einem gegebenen
Zustand gewisse thermische Eigenschaften zuzuordnen, wenn dessen Erwartungs-
werte auf einer Teilmenge von 7, mit denen eines Gleichgewichtszustandes iiberein-
stimmen.

Sei S, ein linearer Unterraum von 7. Ein gegebener Zustand w heifit S,-thermal,
wenn es einen Zustand wp € C gibt, so dafl

w($(@) =wp(@(@)),  firalle ()€ S,

w und wp kénnen also nicht durch Messungen in S, voneinander unterschieden wer-
den. Man kann daher w am Punkt x die thermalen Eigenschaften von wp zuordnen,
welche durch die zu ¢(z) € S, gehorigen Makroobservablen ® beschrieben werden.
Also kann man umgekehrt einer Makroobservable ® mit ¢(x) € S, einen Erwar-
tungswert im lokalen Gleichgewichtszustand w am Punkt x zuordnen:

W(®)(x) = w(6(x)) = wp(B(x)) = wp(®).
Wegen
W(®)(x) = wp(®) = /dp(6)<1>(ﬁ)

kann w(-)(z) als lineares Funktional iiber den Makroobservablen aufgefafit werden.
Die Definition lokaler Thermalitét 148t sich leicht auf Zustinde ausdehnen, welche
auf (offenen) Gebieten O C R™ im lokalen Gleichgewicht sind. Ist fiir festes g € R™
Sz, gegeben, so wird durch o, _4)Sz, =: Sy jedes andere S, festgelegt. Ein Zustand
w heifit nun Sp-thermal, wenn es fiir jedes z € O einen Zustand wp, € C gibt, so

da w(p(z)) = wp, (é(x0)) = wp, (P) fiir alle ¢p(zg) € Sy,. Die Funktion

2= w(®)(2) = w(@(x), @(x0) € Su

beschreibt dann das raumzeitliche Verhalten des ,,Lifts* w(-)(x) fiir die Makroobser-
vable @ im Gebiet O.

Wie in [2] werden auch in dieser Arbeit nur solche lokalen Gleichgewichtszusténde
betrachtet, fiir die z — w(¢p(x)) = wp, (¢(z)) schwach integrabel ist und fiir die es
zu jeder kompakten Teilmenge U C O eine kompakte Teilmenge B € V. gibt, so dafl
B, C B fiir alle x € U. Unter diesen zusétzlichen Annahmen sind die Funktionen
x +— w(®P)(x) differenzierbar im Sinne von Distributionen. Desweiteren erfiillen sie

‘ Jazs@e@)@)| <7k l12ls (2.3)

fiir alle f mit kompaktem Triiger in O, wobei || - ||; die L'-Norm bezeichnet und
|®||p fiir alle Makroobservablen ® gegeben ist durch

@5 := sup |®(B)]. (2.4)
BeB
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Durch {|| - || |B C V4} wird eine Familie von Halbnormen auf dem Raum der Ma-
kroobservablen definiert.

Es soll noch bemerkt werden, daf§ die ,,Gréfe“ (also die Dimension) von S, of-
fenbar angibt, wie nah ein S,-thermaler Zustand dem Gleichgewicht ist. Je grofer
S, desto mehr Erwartungswerte eines S-thermalen Zustandes stimmen mit de-
nen eines Referenzzustandes iiberein und desto néher ist der S,-thermale Zustand
daher dem Gleichgewicht. Diesem Gedanken folgend, sollte es moglich sein, lokale
Gleichgewichtszusténde mit groflerer und kleinerer Nihe zum Gleichgewicht zu un-
terscheiden, ebenso jedoch einem lokalen Gleichgewichtszustand Regionen groéflerer
und kleinerer Nihe zum Gleichgewicht zuzuordnen.

AuBerdem scheint es zunéchst nicht zwingend, dafl S, ein Unterraum von 7 sein
mufB. Dem obigen Konzept folgend, sollte jede Untermenge von 7, eine Charakte-
risierung von lokalem Gleichgewicht ermoglichen. Es zeigt sich aber, da3 wichtigen
thermalen Gréflen nicht direkt eine thermale Observable zugeordnet werden kann,
sie jedoch durch Folgen thermaler Observabler approximiert werden kénnen, wenn
S, grofl genug ist.
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3 Das Modell

Die konforme Quantenfeldtheorie ist ein Spezialfall relativistischer Quantenfeldtheo-
rien mit einer grofleren Symmetriegruppe. Die konforme Gruppe ist die Gruppe der
winkeltreuen Transformationen; sie enthélt neben den Poincaré-Transformationen
a# — ALz” + a* auch die Gruppe der Dilatationen x — Mz (also die globalen
Skalierungen), wird aber auch davon noch nicht voll ausgeschopft.

In 1 + 1 Raumzeitdimensionen zeigen einige Quantenfelder skaleninvarianter
Theorien eine besondere Struktur, die als Chiralitdt bezeichnet wird, etwa erhaltene
Strome oder der erhaltene, symmetrische Energie-Impuls-Tensor zerfallen additiv in
zwei vertauschende Quantenfelder, die jeweils nur von einer der Lichtkegelkoordina-
ten x4 = 2% + 2! =t 4 x bzw. v_ = 20 — 2! =t — 2 abhingen. Die jeweiligen Teile
der Quantenfelder bezeichnet man als Rechts- bzw. Linksldufer.

Im folgenden Teil sollen kurz die chiral zerfallenden Quantenfelder Strom und
Energie-Impuls-Tensor eingefiihrt werden, anschliefend werden die auftretenden Sym-
metrien diskutiert.

3.1 U(1)-Strom und Energie-Impuls-Tensor

In konform invarianten Theorien wird neben der Poincaré-Invarianz auch die Skalen-
invarianz beriicksichtigt. Die Gruppe der Automorphismen, welche die Symmetrie-
transformationen implementieren, wird um die Skalentransformationen erweitert. Ist
A eine Skalentransformation in einer m-dimensionalen Theorie und « ) der zugehorige
Automorphismus, so wirkt a geméfl

ax¢(f) = o(f)
mit f(x) := A f(A"12) und A > 0. Die GroBe d heifit Skalendimension von ¢.

Sei j = (5%, 4!) ein erhaltener Strom, also O0uj*" = 0, in einer skaleninvarianten
Theorie in 1 + 1 Dimensionen. Man fiihrt den zu j dualen Strom *j ein, dessen
Komponenten durch

=gy,
definiert sind, wobei ¥ der vollstéindig antisymmetrische Tensor mit %' = 1 ist.
Falls es einen Ladungsoperator Q := | j9dz! gibt, der eine Symmetrie erzeugt, die mit
den Skalentransformationen vertauscht, so ist auch der duale Strom erhalten (zum

Beweis hierfiir siche [6]). Ein Strom, der zusammen mit seinem dualen erhalten ist,
zerfillt chiral (siehe [5]).

Lemma 3.1 FEin Strom j einer 1 4+ 1-dimensionalen Theorie sei zusammen mit
seinem dualen Strom *j erhalten. Dann zerfdllt j gemdfs
7= 03" = G4+ 5+ = 3-),
wobesi
e =@ =) und  jo(%at) =@+ )

chirale Strome sind.
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BEWEIS:  Es gelten
ui* =00 +01j' =0 und G =—doj' — 1j° = 0.
Durch Addition beider Gleichungen erh#lt man

(8o — 01)(j° — j') =0,

durch Subtraktion
(8o + 01)(j° +j') = 0.

Damit hingen %(jo + 41 =: j4 nur von z_ := 2" — z! und %(jo —4Y) =: j_ nur von
ry =2 + 2! ab.

d

Die links- bzw. rechtslaufenden chiralen Komponenten des Stromes vertauschen
miteinander

[j+7j—] = 07

und erfiillen jeweils die Kommutatorrelation

. . i,
(), j ()] = 5-0'(z — ) (3.1)
im Sinne von Distributionen (siehe [5] oder [6]). Hierbei steht j(z) jeweils fiir jo (x4 ).
Der chirale Strom j heifit U(1)-Strom, da der oben erwihnte Operator @ = [dzj(z)
der Erzeuger der globalen U (1)-Transformation 1 — el ist.
Der U(1)-Strom j ist das chirale freie Bose-Feld. Er hat Skalendimension d = 1
(siehe [6]).

In einer skaleninvarianten Theorie in 1 4+ 1 Dimensionen ist auch der Energie-
Impuls-Tensor chiralem Zerfall unterworfen. Dies wurde 1976 von Liischer und Mack
bewiesen. Der Energie-Impuls-Tensor ist symmetrisch und erhalten, aulerdem sind
seine Komponenten die Dichten des Generators der Translationen. Nun sei jedes
Tensorfeld, welches diese Eigenschaften hat, als Energie-Impuls-Tensor bezeichnet.

Satz 3.2 (Liischer-Mack-Theorem) SeiTH ein symmetrisches, erhaltenes Ten-
sorfeld in einer skaleninvarianten Theorie in 1 + 1 Dimensionen, so daf§ P* =
fdxl T der Generator der Translationen ist. Dann gilt:

1. Die Skalendimension ist d = 2.
2. TH st spurfrei.

3. (TP + TN (20, 21) = 2T (2° — 2b) und (TP — TOV) (20, 2') = 2T_ (20 + 2!)
sind chirale Felder der Skalendimension d4 = 2.
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4. Die chiralen Felder

Ty (20 — 2!
T(-) = {T+Em0+x1;

erfillen die Vertauschungsrelationen [T, T_] =0 und
. ' / C o
[T(2), ()] = i(=T"(y)d(x — y) + 2T (y)d' (& = y) = 50" (& —y))

mit einer Konstante ¢ > 0 (im Sinne von Distributionen).

Einen Beweis des Theorems findet man bei [5] oder [6]. Die Konstante ¢ > 0 wird
zentrale Ladung genannt. Sie hdngt mit der Amplitude der Zweipunktfunktion zu-
sammen.

In der Form

. c
()T =T('"9-9f) — 5= / (f"9—9"f)
konnen die Liischer-Mack-Vertauschungsrelationen als zentrale Erweiterung der Lie-
Algebra der Diffeomorphismen (Koordinatentransformationen) gesehen werden.
Ein Quantenfeld ¢ welches mit dem chiralen Energie-Impuls-Tensor im Sinne
von Distributionen geméf

—i[T(2), ¢(2)] = —=¢'(x)d(z — y) + ho(y)d'(z — y)

(h € R) vertauscht, heiit primdres Quantenfeld. h ist hierbei die Skalendimension,
denn es gilt fiir eine Dilatation A

ax((f)) = N"e(f).

Mithilfe solcher Felder lassen sich Darstellungsriume des Energie-Impuls-Tensors
konstruieren, welche mit einer von den Parametern h und ¢ abhéngigen Sesquiline-
arform (-,-)p . ausgestattet ist. Friedan, Qiu und Shenker haben 1986 untersucht,
fiir welche Parameterbereiche diese Sesquilinearform positiv (semi-)definit ist, also
der Darstellungsraum ein Hilbert-Raum wird (siehe [8]). Fiir ¢ > 1 und h > 0 ist
(*, ). positiv definit (aufer fiir ¢ = 1 und h = k?/4 mit k € Ny, dort ist es positiv
semidefinit, und fiir ¢ > 0 und h = 0, dort ist es ebenfalls positiv semidefinit). Fiir
0 <c<1list (), indefinit, auBer wenn
6

=1-— N > 2
C m(m—{—l)’ meN, m>2,

dann ist es semidefinit (,,diskrete Serie“). Falls ¢ < 0 oder h < 0, ist (-, -)p,. indefinit.

Da der chirale U(1)-Strom ein bosonisches freies Feld ist, kann man sein Quadrat
durch bosonische Normalordnung definieren. Es zeigt sich, dal der Sugawara-Tensor

T(x):==:7:(x) (3.2)
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alle Eigenschaften eines Energie-Impuls-Tensors mit zentraler Ladung ¢ = 1 hat
(siehe [5]). j vertauscht mit 7" wie ein priméres Feld mit Skalendimension h = 1
(siehe [6]). Also ist es in diesem Fall moglich, eine Darstellung von T zu finden,
welche die Spektrumsbedingung respektiert.

3.2 Die Gruppe der konformen Transformationen

Die Gruppe der konformen Transformationen in m Dimensionen umfafit definitions-
geméf alle winkeltreuen Koordinatentransformationen:

o gyt (x), sodaB dy,dy* = w(x) dzr,ds".

Diese Gruppe enthélt sowohl die Lorentz-Transformationen mit w(x) = 1 als auch
die Skalentransformationen mit w(xz) = A. Auflerdem sind in ihr die (singuléren)
speziellen konformen Transformationen enthalten:

xt — b2
1 —2(bx) + b22?

y" ()

mit w(z) = (1 — 2(bz) + b%2?)~L. Die speziellen Transformationen kénnen endliche
Punkte auf Unendlich und raumartig getrennte Punktpaare auf zeitartig getrennte
abbilden. Dies wiirde bedeuten, dafl die Kausalitéit von den speziellen Transforma-
tionen nicht respektiert wird, man nennt dies auch das ,Kausalitdtsparadoxon“.
Es gibt jedoch eine Interpretation des konformen Transformationsgesetzes, in der
das Kausalitdtsparadoxon nicht auftritt. Man geht zur euklidischen Theorie iiber,
die naturgemifl keine Kausalitdt und daher auch kein solches Paradoxon kennt.
Dann kldrt man die Minkowski-Situation, indem man von der euklidischen Theo-
rie kommend die analytische Fortsetzung studiert. Hierbei stellt man fest, dafl die
Minkowski-Raumzeit R™ periodisch im Zylinder S™~! x R eingebettet ist. Spezielle
Transformationen knnen also zu einem ,, Wechsel des Blattes® fiihren. Liischer und
Mack haben 1975 gezeigt, daf die Uberlagerung M = S™~! ></Rx/eine globale kau-

sale Struktur hat und die universelle Uberlagerungsgruppe SO(m,2) auf M unter
Beachtung der kausalen Struktur operiert (siehe [7]).

In 1 + 1 Dimensionen ist die Gruppe der winkeltreuen Abbildungen wesentlich
grofer als SO(2,2), denn es gilt

dz,dz* = d(z° + 21)d(2° — 21),

1= v+ v/(v) winkel-

so daB jeder Diffeomorphismus 2%+ 2! = u + u/(u) und 2° —
treu ist. Damit erhalten wir fiir jeden Lichtkegel 2 +x! die Diffeomorphismengruppe
von R. Es kann gezeigt werden, dafl die Diffeomorphismengruppe nicht mit einem
invarianten Vektor dargestellt werden kann (siehe [6]). Die ungebrochene Symme-
triegruppe (im Vakuum-Sektor von chiralen Feldern) ist nur die M6bius-Gruppe
SL(2,R)/7Z? = SU(1,1)/Z? C Diff(S!). Diese ergibt sich als Einschrinkung von
S0(2,2) = [SU(1,1) x SU(1,1)]/Z2.
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4 Thermische Referenzzustiande

Die thermischen Referenzzusténde sind hier, wie eingangs erwahnt, die KMS-Zusténde
des Modells oder Gemische von solchen. Daher ist es nétig, die Eigenschaften dieser
Zustidnde genauer zu untersuchen. Insbesondere lassen sich die Zweipunktfunktionen
der KMS-Zustédnde der 1 + 1-dimensionalen Theorien als Linearkombinationen von
solchen der chiralen Subtheorien schreiben.

4.1 KMS-Zustinde der Stromalgebra

Wie im Anhang in C.1 gezeigt wird, ist die Zweipunktfunktion eines KMS-Zustandes
zum Temperaturvektor 8 in 1 + 1 Dimensionen gegeben durch

wﬁ(]“(f)j”(g)) _ /dpp (f(pap)g(_p’ _p) + (_1)5uy+1 f(p7 _p)g(_pap))‘ (41)

1 — e~ |Bl(eo—e1)p 1 — e~ 1Bl(eoter)p

Da wir Eichinvarianz der KMS-Zusténde voraussetzen, verschwinden wegen

w1 (f1) - jrenrr (F2) = (wg o) (1 (f1) -+ 5201 (fang))
= wg(y(" (f1) -G 2+ (fant1)))
(—1)2n+1 s(3" (f1) - "2m 1 (fant1))

die 2n + 1-Punktfunktionen fiir alle n € Ny und alle § € V.. Damit zeigen wir nun
folgendes

Lemma 4.1 Sei wg ein eichinvarianter KMS-Zustand zum Temperaturvektor (3
iiber der Stromalgebra in 1 + 1 Dimensionen. Dann ist wg durch die Zweipunkt-
funktion bestimmdt.

BEwEIS:  Fiir jedes A € A kann wg(A) als Linearkombination von n-Punktfunktio-
nen dargestellt werden, welche aufgrund der Eichinvarianz jedoch nur gerade n-
Punktfunktionen enthélt. Daher reicht es zu zeigen, dafl die 2n-Punktfunktion durch
die Zweipunktfunktion bestimmt ist.

Es gilt (wobei wir die Testfunktionen nicht mit anschreiben)

wﬁ (j/»‘ljﬂg .. .j“2n71 (atej:ugn))

= Wﬁ((ateju% gt - .j“2n71)
2n—1

+ Z wg (augejtan )])wﬁ(jlh cojHmet P -j“2n71)7

wie man durch Vertauschen von aqej#m mit allen anderen Stromen sieht (hierbei ist
zu beachten, daf die auftretenden Kommutatoren von Stréomen c-Zahlen sind). Wir
definieren

F(t) = wg(j" -+ j"2n-1 (agehon))
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sowie
fn(t) = wp (5" (aej"an)).

Nach Anwendung der Fourier-transformierten Version der KMS-Bedingung (siehe
Abschnitt C.1) ergibt sich

N

n—1

<1 _ e*ﬁ(')) F = <1 _ e*ﬁ(')) wg (g - - gtm=1 jhmer . jHan) Fm
1

,C). Also ist

3
I

im Sinne von Distributionen iiber 2(R

/\

2n—1
F(u) = Z wﬁ(jul coejHmet Pt e 1) )

m=1

fir alle u € {u € Z|u = (1 — e PO)h, h € P}. Die auftretenden Distributionen
sind bis auf einen additiven J-Term reguldr (die Form der Distributionen auf der
rechten Seite kann Abschnitt C.1 entnommen werden). Vernachléssigen wir diesen,
so konnen wir F' und f als Integralkerne auffassen und es gilt

2n—1
wg(jH -+ jHan=1 (ayeian ) Zwﬁ ghm=t ghtmer a1 Jwg (1 (aejton )

als Gleichung zwischen Funktionen von ¢.

Man sieht, dal eine 2n-Punktfunktion als Ausdruck geschrieben werden kann, wel-
cher nur (2n — 2)-Punktfunktionen und Zweipunktfunktionen enthélt. Rekursiv 1afit
sich damit jede 2n-Punktfunktion aus Zweipunktfunktionen zusammensetzen.

O

Ein eichinvarianter Zustand, der allein schon durch die Zweipunktfunktion definiert

ist, ist quasifrei (siehe [11]). In dieser Arbeit werden wir, wann immer von einem
quasifreien Zustand die Rede ist, damit einen solchen schon durch die Zweipunkt-
funktion bestimmten Zustand meinen.

Fiir die Zweipunktfunktionen (4.1) gilt

oy |/ (p,p) 2 |/, —p)I*
BOFYAl(F)*) =
wa(3* (13" (£)7) /dpp (1 — o 1Bleo—enp T 12 e—lﬁ\(eo+61)p)
denn jH(f)* = j*(f), aufgrund der Hermitizitit des Stromes, und ?(ip, +p) =
f(Fp, Fp). Da e zeitartig ist und daher |eo| > |e;] gilt, ist

b

(1 teo—enp) "

fir alle p. Also ist

wp(3"(f)3*(f)) >0
fiir alle f und g und die Zweipunktfunktion daher positiv. Daraus folgt auch schon
die Positivitdt der KMS-Zusténde, da diese quasifrei sind (siehe [11]).
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4.2 Chiralitiat der KMS-Zustiande

Die Zweipunktfunktionen (4.1) zerfallen offenbar in zwei Teile die jeweils nur von

= |B|(eo+e1) bzw. G_ :=|5|(ep —e1) abhéngen. Sie zerfallen also chiral. Um dies

genauer zu untersuchen, betrachten wir die KMS-Zusténde der U(1)-Stromalgebra.

Diese sind ebenfalls quasifrei und werden charakterisiert durch die Zweipunktfunk-
tion _

e 1 f)g(=p)

= — [dpp—"——+- 4.2

ws(i(£)i(9) = 5 / Y (4.2)

(siehe Abschnitt C.2). Hierbei ist /3 eine positive Zahl und j ein chiraler Strom. Wir

2 (1)

notieren mit wg und wg KMS-Zustiande der zweidimensionalen bzw. eindimensio-
nalen Theorie. Dann ist offenbar

WP ()i () = 20wl G(F)5(0") + 2m(~)% D G(Fi(g"),  (43)

wobei f'(p) = f(p,p) und ¢'(p) = §(p,p) sowie ["(p) = f(p,—p) und ¢"(p) =
gd(p,—p). Dal es Testfunktionen f’, f” ¢',¢"” mit diesen Eigenschaften gibt, zeigt
das folgende

Lemma 4.2 Fir alle f € P(R2,C) gibt es f', f" € Z(R,C), so daf f'(p) = f(p,p)
baw. f"(p) = f(p,—p) gelten.

BEWEIS: Setze

f(x) = dy f(y,y — x)

\/_

und

f(x) = \/— dy f(y.z —y).

Wir zeigen die geforderten Eigenschaften fiir f’, der Beweis fiir f” verlduft dann
vollig analog.

Wenn f € 2(R?,C) gibt es a,b,c,d € R, so daf supp(f) C [a,b] x [c,d], und es gilt

fl(x) = \/— Ay Xja,p) (¥) X(e.a) (¥ — ) f(y, y — x).

Dann jedoch ist offenbar f’(z) = 0, wenn & > b — ¢ oder x < a — d. Also ist
supp(f’) C [a — d,b — ¢]. Desweiteren ist f' € C*(R, C), wobei fiir jedes n € N

o (z) = /dy (—1)" (@8 1) (g — ),

a |03 f)(y,y — )| < [sup, (95 f)(u,v)|X[a (v) fiir alle z, und dieser Ausdruck
weiterhin integrabel ist. Also ist [/ € C°(R,C) = 2(R,C).
Insbesondere existiert damit die Fourier-Transformierte von f’. Diese ergibt sich zu

/dx/dyfyy—x T = /dU/dvfuv “iP(u=) = f(p,p),



4.2 Chiralitat der KMS-Zustidnde 17

so daf3 f’ alle gewiinschten Eigenschaften hat.
O
Es zeigt sich, daf§ die links- bzw. rechtslaufenden Stréme j; und j_ in den KMS-

Zustianden unkorreliert sind.

Lemma 4.3 Seiw ein Zustand tber der Stromalgebra in 1+ 1 Dimensionen. Dann

sind folgende Aussagen dquivalent:

BEwEIs:  Wir zeigen zuerst (1.) = (2.). Da w(j4+(f)j—(g)) = 0 fiir alle f,g ist
wegen [j+(f),7—(g)] = 0 fiir alle f, g auch w(j_(f),j+(g)) = 0 (durch Vertauschung

der Bedeutung von f und g). Damit ist

0 = (i (- () = 5[ ("

Auflerdem gilt
0=w(i-()js() = 3

(007 ) —0 (1O ) | = A+ B,

Also ist A =0 und B = 0. Damit folgt (2.).
(2.) = (1.) ergibt sich direkt durch Ausrechnen von

fir alle f,g.
|

Da die Zweipunktfunktionen (4.1) die Bedingung (2.) in Lemma 4.3 erfiillen, sind
links- und rechstlaufende Stréme in den (quasifreien) KMS-Zustédnden unkorreliert.
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Mit Gleichung (4.3) zeigt sich auBerdem

8 (D7) + o (5 (0)
i (1N7°@) + (i (0) ]
= 27wy (5(1)i(g)-

B~ =

WP (- (Nisle) =

Analog
Wi (G- (£i-(9) = 2mwi) (G(F)i(g")-

4.3 Vakuumzustand

Der Vakuumzustand der ein- bzw. zweidimensionalen Stromalgebren 148t sich durch
den Ubergang |3| — oo in (4.2) bzw. (4.1) bestimmen. Im eindimensionalen Fall
setzen wir fiir jedes f und g

AGNie) = Jim o fapy LI
= o [0 F)(-»). (14)

wobei der Grenziibergang ins Integral gezogen werden kann, da fiir alle 5 > 8y > 0
(mit festem [p) und alle p

p P
1—eBp < 1 — eBop
gilt.
Analog ergibt sich im zweidimensionalen Fall
. v . 2) (. 3%
A N9 = T oG (9) (45)

= /dp 0(p)p <f(p,p)§(—p, —p) + (1) f(p, —p)ﬁ(—p,p)> :

4.4 Stetigkeit der KMS-Zusténde

Die KMS-Zusténde wg sind stetig in 3. Wir zeigen zunéchst den eindimensionalen
Fall. Sei (f,,) eine gegen [ > 0 konvergente Folge positiver Zahlen. Dann gibt es
eine Zahl Gy > 0 mit Gy < (G, fiir alle n € N. Wie in obigem Abschnitt gilt damit
p(1—e PP)=1 < p(1—e~oP)~! fiir alle n € N und alle p. Also kénnen Integration und
GrenzprozeB vertauscht werden, und es folgt (wegen der Stetigkeit des Integranden
fiir 8 > 0)

lim s (7(£)i(9)) = i (G(i(9)):

Analog wird Stetigkeit der KMS-Zusténde im zweidimensionalen Fall gezeigt.
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4.5 Gemische

Wie bereits in Abschnitt 2.1 erwéihnt, werden nicht nur reine KMS-Zustéinde sondern
auch Gemische von ihnen als Referenzzustéinde zugelassen. Diese werden fiir jedes
B mit wg bezeichnet und durch

wn(4) = [dp(Bws(a), A€ A

definiert. p ist ein positives normiertes Mafl mit Triger in B, wobei B eine kompakte
Teilmenge von V. ist, wenn A die 1+ 1-dimensionale Stromalgebra bezeichnet, und
eine kompakte Teilmenge von R, wenn A die U(1)-Algebra ist.



20 5 THERMALE OBSERVABLE UND THERMALE FUNKTIONEN

5 Thermale Observable und thermale Funktionen

5.1 Thermale Observable

Bei der Definition des Raumes der lokalen thermalen Observablen gehen wir vor
wie in [1], und betrachten den linearen Raum, welcher durch die Wick-Quadrate der
Strome, deren balancierte Ableitungen und den Einheitsoperator erzeugt wird.

Definition 5.1 Der Raum der lokalen thermalen Observablen am Punkt x ist gege-
ben durch

Sy = Span{l,ﬁ“ N (@)= (1 p2, o pm),m €N,y =0, 1} (5.1)
wobei

o2 5 (2) = lim 0, (%@ + QM@ = Q) —wa(P (@ + O @ = 1) (5:2)
¢2<o

die balancierten Ableitungen bezeichnet.

Auf dem Raum S, ist a priori keine Topologie gegeben, es kann jedoch unter Zu-
hilfenahme der KMS-Zustéinde eine definiert werden. Die Auswertungen der lokalen
thermalen Observablen in den KMS-Zustdnden werden als thermale Funktionen be-
zeichnet, und mit ihnen kann eine Topologie auf S, definiert werden. Wir werden
dies in Abschnitt 5.3 tun.

5.1.1 Der Energie-Impuls-Tensor

Unter den lokalen thermalen Observablen ist auch der Energie-Impuls-Tensor. Seine
chiralen Komponenten sind bestimmt durch die Sugawara-Formel

(siehe (3.2)). Die Komponenten des zweidimensionalen Energie-Impuls-Tensors sind
TH(@) = T )+ (—)W T (o)

= St (DT ()

Ol =N =

(G0 5%+ 5+ (D)
(=12 () = 5% =510+ (G)?) : (@)
1 . D
= 7T @), (5.3)
wobei 6,; = 6,5 = 0. Der Energie-Impuls-Tensor ist wie erwartet spurfrei (T = 0
it g 1 P 0
und symmetrisch (T* = T"*).

Es ist bemerkenswert, dafl der Energie-Impuls-Tensor der Theorie in S, liegt (dies
war im Falle masseloser freier Bosonen in vier Raumzeitdimensionen nicht der Fall,

siehe [1]).
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5.2 Thermale Funktionen
Als thermale Funktion einer lokalen thermalen Observablen 6(z) wird die Abbildung

= wp(0())

bezeichnet. Wir werden im folgenden zeigen, dafi diese Abbildung fiir die KMS-
Zusténde (4.1) wohldefiniert ist. Wie in [1] unter Hinweis auf [10] erklért wird,
konnen die Elemente aus S; sinnvoll in Zusténden lokal beschrankter Energie defi-
niert werden.

Die KMS-Zusténde (4.1) lassen sich umschreiben zu

w3 113" (9))
/dp /dz /d2y2pe 29(0) [ cos( (- )

—B+p
e
+(= 1)6“”+1WC05((90+ y+)p )}

wobei x4 := 20 £ 2! und y4 := y° £ ¢! Lichtkegelkoordinaten sind.
Fiir Folgen von Testfunktionen (57), derart daf

i [ 5501 0) = <=+ 0

fiir alle stetigen f, gilt
wg (j*(x 4+ €)3%(z = ) — woo (*(x + ()" (z = ()
= lim [wg (57(6,)7"(0,)) = weo (4"(6,)5"(9,))] (5.4)

e_/B+p

T— o Fip cos(2¢4p)| -

=L fapomya [ 2 1)0kv
= 5. [d00)2p |75 cos(2C-p) + (1)
Dieser Ausdruck ist wegen der Integrabilitéit von
e~
1—e2

0(p) (2p)"

fir a > 0, n € N und nach Anwendung des Satzes iiber dominierte Konvergenz
offenbar eine C'*°-Funktion in (.
Damit 148t sich nun wg(6(x)) fiir f(x) € S, sinnvoll definieren. Man setzt

wg (5“’ AR (m)) = hm ¢, [wg < A+ Q)M x C)) (5.5)

§2<0
e (7@ + QM@= Q) .

Da (5.4) nur von den Koordinaten (+ abhéngt, kann d;, geméfl d¢, = O¢, + O¢c_
bzw. O¢, = O¢, — O¢_ zerlegt werden. Damit ergibt sich
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(5u.-ﬁ~k.()) _ 1y dpO(p) 2 [i( 1)k g™ cos(2¢_p)
wg 1) )= oo égg pO(p)2p | T 55 (= ;- cos(2¢_p
¢<<0
e_/B+p m
+(—1)6M+11_67_mp5¢+ COS(QCH?)] ;

wobel = (1, . .., i) und || der Anzahl der Indices p; mit p; = 1 entspricht. Fiir
ungerade m ist 821 cos(2p(+) proportional zu sin(2p+ ) und verschwindet daher beim
Grenziibergang ( — 0. Es interessiert also nur der Fall gerader m. Zur Vereinfachung
der Notation schreiben wir im Folgenden 2m anstelle von m.

Nach Ausfithren von Ableitungen und Grenzproze8 in (5.5) erhélt man

e—B-p
ws (05577 @) = 5= [apol) oD [
+(_1)5M+1%} (5.6)

Da e P+P < 1 ist, gilt
e~ B+p

—nfLp.
1— e‘ﬁip Z ¢

In obigem Ausdruck ist jedes Folgenglied der Folge von Partialsummen kleiner als der
Grenzwert, daher kénnen nach dem Satz {iber dominierte Konvergenz Integration
und Reihenbildung in (5.6) vertauscht werden:

on (3575 ) = %f:: o) ) e (e
+(—1)5m+1e*"5+p} .

Die auftretenden Integrale ergeben sich zu

il —n 2m + 1)!
N

Desweiteren gilt

1 1
—(@2m+2) _ 1 9 )2m+2 | B
Z n 2 (2m + 2) ( 7'(') | 2m+2|

n=1

wobei Bay,42 die (2m—+2)-te Bernoulli-Zahl bezeichnet.

Damit ist schlieflich fiir g = (p1, ..., 1ar)

OU(8) = ws (3 77+ (2)) = ear | (DI B- )y (Pt g (0
(5.7)
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mit

(5.8)

0 falls M =2m + 1, m € Ny
CM = (

“UmEmPT Bemesl - falls M = 2m, m € No.

Die thermalen Funktionen, die Elementen von S, zugeordnet werden, ergeben sich
aufgrund der Linearitdt der KMS-Zusténde daher als Linearkombinationen von Aus-
driicken (5.7) und komplexen Zahlen (da wg(c- 1) = ¢).

Wegen - = |[|(ep — e1) bzw. B+ = |B|(ep + e1) sind die thermalen Funktionen
offenbar Polynome in |3|~2.

5.3 Topologie auf S,

Mithilfe der thermalen Funktionen kann S, topologisiert werden. Auf den thermalen
Funktionen definieren wir fiir jedes B C V4 die Seminorm || - ||z

[©(8)|| := sup [©(8)| = sup |ws(O(z))]. (5.9)
BeB BEB
Dies definiert nun auch auf S, eine Familie von schwachen Halbnormen.

5.4 Chiraler Zerfall auf den thermalen Funktionen

Wir haben in Abschnitt 4.2 bereits gesehen, dafl die Zweipunktfunktionen (4.1) der
KMS-Zustéande chiral zerfallen. Offenbar tun dies (5.7) zufolge auch die thermalen
Funktionen.

Legt man die eindimensionale Theorie zugrunde und definiert fiir diesen Fall den
Raum der lokalen thermalen Observablen SS)
jedoch nun mit chiralen Stréomen (und unter Weglassung der Bedingung, dafl die ¢
in den balancierten Ableitungen raumartig sind), so kann man véllig analog zum
zweidimensionalen Fall die thermalen Funktionen bestimmen. Sie ergeben sich zu
Null, falls der Grad der balancierten Ableitung ungerade ist und ansonsten zu

analog zum zweidimensionalen Fall,

(=1)™ (4m)*™

s Bamyal ). (5.10)

2 2
wg (0°™) 1 j% 1 (2)) =
Die Frage ist nun, ob auch die nur von §_ bzw. B, abhéngigen Teile in (5.7)
wirklich als thermale Funktionen der eindimensionalen Theorie interpretiert wer-
den koénnen. Um die thermalen Funktionen bestimmen zu kénnen, betrachtete man
Ausdriicke der Form

W (505 (5,))

wobei 0;F € 2(R?,C), so daB §;F \/% w+¢ im schwachen Sinn. Nach (4.3) gilt

W (G0 67) = 2m Wl (6 )(67)))
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mit
() (u) = \/— dv &, (v,0 = )

und

(6)" (u) = dv oy (v, u = v).

Wir zeigen das folgende

\/_

Lemma 5.1 Sei (6,(12)> eine Folge in P(R?,C), mit
1
lim [ dy'dy® 6@ (0, " 0 ) = — (0, 2!
1 yyn(yy)f(yy)ﬁ( )

fiir alle f € C(R2,C). Dann gilt mit der Folge (5,(11)’i) C 2(R,C) definiert durch

S E (u) == dv 62 (v, £(u — v)),

\/_

dafs
tim [ f ()60 () = o a0 )

fiir alle f € C(R,C).
BEwEIS:  Sei f € C(R,C). Dann ist

lirrln du f(u)d\DF (u) = hm/du/dvf )62 (v, £ (u — v))
= \/ﬂlirrln/dy /dy P& £y1)52 0y
= %f(moztml).

Mit diesem Resultat 148t sich konsistent schreiben:
W@ (@ + O (2 — €) —w? (jH(w + Q)5 (z = ©))

= 2r [wf) (i@ + )i (@ - ) =l (@ + O-)i((@ = Q)]
42 (—1)Pw [wg) (@ +4)i((z = O4))
—o) (i + 02 (@ = 1))

Fiithrt man die Berechnung der eindimensionalen thermalen Funktionen fort, so be-
stimmen die nur von x_ abhéngigen Summanden des Ausdrucks den von 3_ abhéngi-
gen Teil, die von z, abhéngigen den von 3 abhéngigen Teil der zweidimensionalen
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thermalen Funktion. Umgekehrt heifit dies, dafl der vordere Teil in (5.7) von einer

(1)

thermalen Observable der eindimensionalen Theorie aus dem Raum S;’
1)

der hintere von einer aus dem Raum Sgg . Daher korrespondieren zu jeder therma-

len Observable 6(z) € S, der zweidimensionalen Theorie zwei thermale Observablen
Oy(z_) € S baw. 6_ (x4) € S&) der eindimensionalen Theorie.
Dies sieht man auch, wenn man

O N () = M iy + (=) G + — (DM + (1) ()

schreibt. Da nach Lemma 4.3 j+ und j_ in den KMS-Zusténden unkorreliert sind,
haben die beiden mittleren Summanden keinen Einflul auf die zu 9% : j%5* : ()
korrespondierende thermale Funktion.

Jede thermale Observable aus S, 1é8t sich also als Summe eines rechtslaufenden,
eines linkslaufenden und eines gemischten Anteils schreiben,

0(x) =01 (x-) +0_(xy) +0(z_,2y),

wobei der gemischte Anteil nicht in die zweidimensionale thermale Funktion eingeht.

stammt,

Die Chiralitét tibertréagt sich auch auf Integrale tiber thermale Funktionen:

Lemma 5.2 Sei p ein normiertes Maf$ auf dem R? mit kompaktem Triger in B C
V. Das durch (8o, 1) — (B+, 5—) transformierte Majf$ p erfiille

Jato..- /an B B) d(F - x 77, ) (B ) (5.11)

mit mefsbaren p, und Maflen p"i auf 3(R). Dann gibt es normierte Mafle py und
p— auf X(R) mit kompaktem Triger in Ry, so dafs

on(0(w) =2r [dps (0o (04(0)) + 27 [dp- (B 6-(21)) (.12
fiir alle 6(x) € S,.

BEwEIs:  Da p normiert ist, gilt

1= [a

— [ap5..0)

= /iﬂn(@mﬁ)d(ﬁ X ﬁ+>(ﬁ+ﬁ*)
Nn:l

S O NCRYBEI RPN RS
n=1
N P

_ Zl /pf(ﬁ;)dﬂni(ﬁﬁv
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nach dem Satz von Fubini, wobei pi(8%) = [pn(B+,8-) d;ﬁ;(ﬁi),
N
= [ A5 4 ()
n=1

— [ar (50

Damit impliziert unter der Voraussetzung (5.11) das MaB p ein normiertes Mafl p*
auf X(R). Wir zeigen, daf} dieses Maf} ebenfalls kompakten Trager hat. Die Transfor-
mation 7" : R? — R? mit (8y, 31) — (B4, 3_) bildet V; auf Ry x Ry ab. Da T stetig
ist, ist das Bild von B kompakt. Damit gibt es R > 0, so da8 [0, R] x [0, R] D T'(B).
Also ist

/dﬁ(m,ﬂ) - / o (B x(0.5 (B-) A7 (B )

= [xom(B)a0*(3) = [an* (35,

und pT hat kompakten Triger in R,. Mit diesen MaBen ergibt sich (5.12) dann
sofort wegen der Linearitdt des Integrals und

wp(B(@)) = 2mwy (04 () + 2mwy) (0 (1)
fiir alle 0(x) € S;.

Setzt man
Jap2(82 )82 0 a5) = ) (02,

so schreibt sich der chirale Zerfall konvexer Linearkombinationen von thermalen
Funktionen als

wip (0()) = 2mw) (04 () +why) (0-(21)). (5.13)

5.5 Zulassige Makroobservable

Wir werden nun die zuléssigen Makroobservablen bestimmen. Dies sind diejeni-
gen, die sich in der oben definierten Topologie durch lokale Observable aus S, ap-
proximieren lassen. Da die Auswertungen der Elemente aus S, in den (lokalen)
Gleichgewichtszustinden, wie in Abschnitt 2.4 erwéhnt, zu zentralen Gréfien kor-
respondieren, also eine klassische Interpretation haben, kénnen auch die zuléssigen
Makroobservablen als klassische Groflen interpretiert werden.

Es gibt eine grofle Klasse von Funktionen, die durch die thermalen Funktionen
approximiert werden kénnen. Dies sind genau die auf V, stetigen Funktionen, die
ebenfalls chiralen Zerfall zeigen (bis auf Differenzierbarkeit also die Losungen der
zweidimensionalen Wellengleichung). Um dies zu zeigen bendtigen wir zunéchst fol-
gendes
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Lemma 5.3 Jede stetige Funktion f : [b, B] — R mit 0 < b < B lifit sich auf ihrem
Definitionsbereich gleichmdfig durch chirale thermale Funktionen approzimieren.

BEWEIS: Sei g : [%, %] — R definiert durch ¢g(y) := f(1/y). g 148t sich stetig
bis in die Null fortsetzen. Durch Spiegelung erhélt man die gerade stetige Funktion
J: [—%, %] — R. Nach dem Weierstra’schen Approximationssatz 148t sich § auf
[—%, %} gleichméfig durch Polynome nihern. Da § auflerdem gerade ist, reichen
hierfiir gerade Polynome. Daher gibt es fiir jedes ¢ > 0 Koeffizienten cf,...,c}, so
daf

<e€

N
ay) = &y
n=0

fiir alle y € [—%, %] Insbesondere gilt also

N 1 N
fo) =Yg o () - g <
n=0 n=0

fiir alle z € [b, B]. Also kann f auf [b, B] gleichm#fig durch inverse gerade Polynome
approximiert werden, welche wegen (5.10) gerade den chiralen thermalen Funktionen
entsprechen.

Damit a8t sich f in der [|-||s, gj-Topologie durch chirale thermale Funktionen néhern.

O
Bemerkung 5.4 Die chiralen thermalen Funktionen trennen die Zustdinde in Cp.
BEWEIS: Nach obigem Lemma liegt die Menge der thermalen Funktionen
M = {<I> : [b, B] — R‘@ = w()(o(x)), o(x) € Sm}

bzgl. || - [|js,5 dicht in der Menge C([b, B],R), den stetigen Funktionen auf [b, B].
Fiir jeden Referenzzustand wy, g gilt

o (®)] = [0 #(5)] < ol

fir alle ® € M, daher ist wp, g; auf M stetig und kann nach dem Satz von Hahn-
Banach (siche [13]) stetig auf C([b, B],R) fortgesetzt werden. Wegen der Dichtheit
von M ist diese Fortsetzung eindeutig. Dem Darstellungsatz von Riesz (siehe [14])
zufolge gibt es damit ein eindeutig bestimmtes, positives Mafl p, so daf3

Wi (@) = / dp(8) ()

fir alle ® € C([b, B],R).
Die Kenntnis von wy, g auf M reicht also, um p zu bestimmen.

d

Mit Hilfe von Lemma 5.3 148t sich zeigen, daf alle chiral zerfallenden Funktionen
durch thermale Funktionen approximiert werden kénnen.
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Lemma 5.5 Sei B C V. kompakt. Fiir jedes 5 = |Ble = |5|(eo,e1) € B benutzen
wir weiterhin die Bezeichnung

B+ = |Bl(e0 £ e1).
Dariiber hinaus setzen wir
By = [Iﬁ%ig 18] (eo £ 61),%‘@13}35 |8](e0 £ 61)] .
Jede stetige Funktion f: B — R welche fir alle § € B
FB) = fH(B=)+ f~(By)

mit f* B+ — R erfiillt, kann durch thermale Funktionen

Ok.(8) = cm <(—1)H1 (%)mﬂ (L1 <%>m+2> |

mit ¢, wie in (5.8), auf B gleichmdfig approximiert werden.

BEWEIs:  Fiir jedes p ist

1 m—+2
O (5) + O (5) =2+ (~1)Hhc, <6—> — OH(5)
und |\
O (8) — O0%(8) =2 cm (E) =: 0% (8y).

Nach Lemma 5.3 kénnen f* : By — R durch die ©F gleichmiiBig genihert werden.
Fiir jedes € > 0 gibt es daher endlich viele ci £ 0, so daB

f+— Zcﬁ@i

I

<
By

€
5
Damit ist

e > M= i, +1f =D 05
M M
> \ff+f - Z (¢, O +c,0") |5
"

> |f - Z [c. (O + 1) + ¢ (OF) —O5)] 15
n

> |f =) Ahehlls

KK

+

mit chy = by = ¢,, und = -y = ¢,,- Daher kann f auf B gleichméBig approxi-

miert werden.

d
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Korollar 5.6 Fiir jede stetig differenzierbare solche Funktion, ist also auch ihre
Ableitung approximierbar.

Es gilt auch das umgekehrte Resultat. Nicht nur sind alle stetigen Funktionen
mit chiralen Zerfallseigenschaften approximierbar, sie sind auch die einzigen appro-
ximierbaren Funktionen.

Lemma 5.7 Sei B C Vi kompakt und f : B — R werde auf B gleichmdfSig durch
thermale Funktionen approximiert. Dann ist f stetig und es gilt fiir 3 € B

FB) = fH(B=) + f~(B+) (5.14)
mit f*: Bz — R stetig.

BEWEIS: Wir benutzen dieselbe Notation wie im Beweis zuvor. Da die thermalen
Funktionen chiral zerfallen, gilt dies auch fiir die Summen

ket (9) =Y cleh(B)+ D .0 (5y).
Wir definieren die Transformation
T:R? - R? (88— (B_,6)

und setzen F,(3) := Y ¢k OF (8) und FE(B5) := ZCiG”(ﬁjF) Hierbei bezeichnet
n die Anzahl der Summanden und f werde gleichm#Big durch die Folge (F},) appro-

ximiert. Es ist F}, = (Ff + F,;)oT. Da f gleichméBig durch (F},) approximiert wird
und jedes Folgeglied als Summe thermaler Funktionen stetig ist, ist auch f stetig.

Wir definieren nun g durch f(3) =: g(8_,8.) also g = f o T~L. Sei (ﬂo_,ﬁa') €
T(B). Dann ist fiir jedes gegebene £ > 0 und n hinreichend grof3

lg(,B5) = ES () = Ey (B Mrsy = llgoT — (Ff +F;)oT|s
= ||f = Full
% (5.15)

und ebenso
l9(By ) = FF (By) = By Ollrsy <
Wir definieren die Funktion G durch

G(B=, B+) = g(B=.,B5) + 9(By . B+) — 9(By . BY).-

%. (5.16)

Dann gilt
IGoT = Fulls = |G- F —F, |l
lg(+89) +9(By ) = 9By By) — Fy () = Fy () lzm)

< lg(B8y) = FF () = F(o)HT
+9(By ) — F (By) — ( Nz s)
+||9(50a +) F+(ﬂo) n(ﬁO)HT(B)
< €¢/3+¢/3+¢/3

= 5,
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wegen (5.15) und (5.16) und weil (F),) auch punktweise gegen g o T konvergiert.
Damit konvergiert F), gleichmiflig gegen G o T' und da fiir alle kompakten B || - ||
eine Norm auf C(B,R) ist, gilt somit g = G. Also hat f die Form (5.14).

d

Wir werden nun die Definition fiir zuldssige Makroobservable geben, welche klassisch
zu interpretierende MeBgrofien sind.

Definition 5.2 Fine Funktion E: V, — R heiffit zulédssige Makroobservable, wenn
sie auf allen Kompakta B C V. gleichmdflig durch thermale Funktionen approximiert
werden kann.

Wie in Lemma 5.5 und 5.7 gezeigt wurde, sind die zuléssigen Makroobservablen
gerade die stetigen Funktionen, die chiral zerfallen (also bis auf Differenzierbarkeit
gerade die Losungen der Wellengleichung).

5.6 Ausgewihlte Makroobservable

Im folgenden sollen die wichtigen makroobservablen Grofien Energie-Impuls-Tensor,
Entropiestromdichte und Phasenraum-Teilchendichte bestimmt werden. Nur im Fal-
le des Energie-Impuls-Tensors korrespondiert zu dieser Makroobservable tatséchlich
eine lokal thermale Observable, also ein Element aus S,. Die anderen Makroob-
servablen konnen jedoch durch zu Elementen aus S, korrespondierende thermale
Funktionen approximiert werden, und daher durch Folgen in S, genéhert werden.

5.6.1 Energie-Impuls-Tensor

Die Makroobservable Energie-Impuls-Tensor ergibt sich einfach als thermale Funk-
tion des Energie-Impuls-Tensors (5.3). Diese ist

wp (TM(2)) = s (357 + 5777 - (&)
= L @),

wegen der Linearitét von wg und wg(j#5") = wg(j*57),

1 om 1’ 51 (1)
5'8[(@ ()
1om 1 [t en)?+ (~1)%H (e — er)?
a 2'6|ﬂl2[ (ef — ef)? }
da 1 = [B](eo £ e1),
m 1 , ©™ 1
= g We“e — E Wg'u s (517)

da e —e? = 1.
EM(3) == wg(TH (x)) ist offenbar eine zuléssige Makroobservable, da E* stetig in
B ist und die Form (5.14) hat.
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5.6.2 Entropiestromdichte und freie Energiedichte

Wie in [12] im vierten Kapitel beschrieben wird, hat im relativistischen Gleichge-
wichtsfall der Energie-Impuls-Tensor die Form

E"(B) = Q(B%)ete” — P(5*)g"".

In unserem Fall gilt also

Q) =35 wd P =5
Die Entropiestromdichte ergibt sich dann laut [12] zu

$1() = (92)F QA" = gﬁeu, (5.18)
und die freie Energiedichte ist gegeben durch

FI(3) 1= ~P(8)g" = ~5 59" (5.19)

Mit den chiralen Entropiestromdichten

bo L
§*(Be) = G

E

schreibt sich (5.18) wiederum mit ef — e} =1 als

SH(B) = ST(B) + (—1)% S (B4).

Diese Funktion ist stetig und hat die Form (5.14), also ist die Entropiestromdichte
eine zuldssige Makroobservable.

(5.19) schreibt sich als
T 1

68 By
und kann daher offenbar nicht durch thermale Funktionen approximiert werden. Also

ist die freie Energiedichte keine zuléssige Makroobservable fiir die hier betrachteten
S;-thermalen Zustande.

Fr(3) =

g

5.6.3 Phasenraum-Teilchendichte

Eine Makroobservable von besonderer Bedeutung ist die Phasenraum-Teilchendichte
Ngq welche die Dichte der Teilchen mit Impuls q = (|g|, ¢) mit. Wir werden sie durch
eine Folge von Operatoren aus A definieren, deren Grenzwert in den KMS-Zustédnden
existiert.
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Sei (fqn) eine Folge von Testfunktionen aus Z(R?, C) definiert durch
fan(x) = n"TR g(n"z%) h(n"t2t) "

mit 0 < k < 1 und [g(z)dz =1 sowie [|h(y)|?dy =1, g,h € Z(R,C). Die Testfunk-
tionen wurden nicht mit  indiziert, da sich herausstellen wird, daf die interessieren-
den Objekte unabhingig von diesem (Hilfs-)Parameter sind. Mit diesen Funktionen
definieren wir nun die Folge (WN(SL) C A durch

1. . v
;WN(SL = m]u(fq,n) J (fq,n)'

Es zeigt sich, daf} fiir alle 8 der Grenzwert
wp (v Ng) = hfln wp(u Ng)
existiert.
Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ > 0. Dann ist
Jan(@) = n"7 Fg(n ") hin~'a") 2077,

Mit den KMS-Zusténden (4.1) ist dann

wg(wNg) = lign —|q| /dpp [fq’ (plpjfj;_pp p)
nv }\7;(1)’ _p)f\,;(_p7p)
(= 1) SR }

~ i T of [h(n(a + p))”
= lim 1l dppnlg (=n"(¢+P)I"| 4= =5
swt1l(n(g —p))[?

|

da f(p) = f(—p). Wir setzen

T )
[wa(uwNg)l 1 == lirrln % dpp-n |g(—n"(q +p))|2 M

1 — e B=xp
In [wg(uwNqg)], fiihrt die Substitution 2 = n(g + p) auf
1 2 I N L1 GOl
ol Na)l, =tim o [ 2 (= a) 52 P Sy

—1
Fiir alle n € N ist [(n71z —q) - <1 — 6_57(71712_(1)) ‘ < M - |z|' fiir geeignetes M
und I, ebenso |g(—n""1z)| < My weil g € 2(R,C). Da auch h € 2(R,C), ist z —
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oI [2)
werden. Damit ergibt sich wegen der Stetigkeit von g, x < 1 sowie §(0) = (2r) /2
und [|h* =1

2
‘ integrabel, und es kann der Satz iiber dominierte Konvergenz angewandt

1 1 - ~
aluNall, = 7 [dza S GOREC)P
_ tae 1
~ 2m|q|ef-a 1"

In [wg(uNq)]_ fiihrt die Variablentransformation z = n(q — p) hin zu

(=)
1 —efr(nlz=q)’

1 L o 1 K K—
[wa(uwNg)] :1171;11 H/Z (E —Q) G(—2n"g +n""1z))?

Wiederum greift der Satz {iber majorisierte Konvergenz analog zum obigen Fall. Mit
diesem ist

1 q > .~ _
sl Na)l_ = 7 [ 2 g R [lima(—2n"a + 02

Da g € 2(R,C) und 0 < x < 1 ist jedoch lim, g(—n"q + n""12) = 0. Also ist
[ws(uwNg)]_ = 0.

Im Fall ¢ < 0 ist

fan(x) = n " g(n "% h(n~lat) e+,

Damit ergibt sich

o [|h(n(q + p))?

wWplpwNg) = lim = [dpp-n |g(=n"(a —p)I" |~ =55

1
lq]
1 1R(n(a = p))*1

+(_1) 1 — e B+p

Wir nehmen in den Teilen [wg(,, Ng)], dieselben Substitutionen vor wie im Fall
g > 0 und folgen auch sonst der obigen Argumentation. In diesem Fall ergibt sich
jedoch

w5 Na)l, =0

und
1 ¢q 1
[ws(wNg)l_ = TP pp——
1 q 66+q

o g ePra —1°
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Fait man die Ergebnisse fiir ¢ > 0 und ¢ < 0 zusammen, erh&lt man

eﬁﬁ’q

eB+a —11|°

1 ¢q 1

wp (juwNg(B)) = 2 Tl O gy—+ (1)’ *+O(—g)

Damit haben wir nun folgendes Lemma bewiesen:
Lemma 5.8 Sei (fqn) C 2(R?,C) eine Folge von Testfunktionen mit
fan(x) = n*%*“g(n*“gvo)h(Tfluvl)eiqm (5.20)

wobei q = (|q],q), 0 < k <1 und g,h € Z(R,C) Testfunktionen, die [|h> = [g=1
erfillen. Der Grenzwert der Folge (,,Ng) C A definiert durch

NG = ﬁj“(fq,n)*j”(fq,n) (5.21)

existiert in den KMS-Zustinden und es gilt

wW(wNg) = liglw(WNg)
1 q 1 5 1 eﬁ+q
= L) (1)) | . (5.22
27T‘q’ (q)eﬁfq—l +( ) ( q)eﬁ+q_1 ( )

Von einer Phasenraum-Teilchendichte wird man Positivitdt erwarten, und die zu-
gehorige Folge sollte hermitesche Folgeglieder haben. Daher ist es sinnvoll, Folgen
(5.21) mit 4 = v zu betrachten und ihren Grenzwert als Phasenraum-Teilchendichte
aufzufassen.

Definition 5.3 Es ist Ny :=,,,Ng und wg(Nq) := lim, wg(uuNg) fir p=0,1. Die
Phasenraum-Teilchendichte ist definiert durch

66+q

L 4 [@(q)eﬁ%l —|—@(—q)m} . (5.23)

Ng(B) :=wg(Ng) = ——
Q( ) ﬁ( q) o ’q‘
Ng ist durch die Planck-Formel gegeben, wie man durch folgende Rechnung sieht:

1 q 1 66+q

Na(B) = g@{@@mw(—q)m}

1 1 1
o [@(q) ePoa—Pia — 1 O(-q) 1— e—(ﬁoq+[31Q):|

1 1 1

= or [@(q) B —1 T O e - J
1 1

T 2w ePoldl g — 1
11

orefa —1°
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Wir wollen nun zeigen, dafl der Grenzwert der Folge (Ng) in allen thermalen Refe-
renzzustdnden existiert und geméf

limwp(ANGB) = [dp(B)un(ABws(No)

zentral zerlegt werden kann.
Damit wir diesen Beweis fithren konnen, etablieren wir zunichst zwei Lemmata.
In diesen sei fq,, wie in (5.20).

Lemma 5.9 Sei f € 2(R?,C) und fiir allen € N f # fqn. Dann ist fir alle p, v
tim w3 (7()* (Fan)) = 0.

BEwEIs:  Fiir |¢| = %q ist

w3 ()5 (fan) = /dw[f( ffqe"(g -
—|—(—1)5W+1f( )fq, (—p, )}

1 —eB+p

= fipp ity [F2 0t )

(1)t f(p, —1p_)Z(nﬁ(fp— p))} .

Nach Substitution von z = n(¢ + p) im vorderen und z = n(q — p) im hinteren
Integralteil ergibt sich

z

D)) = faz (2 a) i [TV G0 )

51 90N fla— 2,2 —q)
et} Uk 4

mit passenden a und b. Da n~Y/2 < 1 fiir alle n > 1, gibt es M und [ so daB

_ -1
(nilz . q)nfl/Z <1 _ etBx(n 1z*q)) ' <M ‘Z’l

fir alle n € N. Aulerdem sind [g(-)| < M, und 7)< My. 2z |2|! ‘E(z) ist inte-

grabel da he.s (R,C). Also kann der Satz iiber dominierte Konvergenz angewandt
werden:

tim ws(7# ()5 (fan)) = /dp lim ((% - q) V2 () P(a(?f)e)é_%(;i’a_ q)

51900z ) flg— 2,2 - )D

+(=1)

1—e— B+(g—n~1z2)



36 5 THERMALE OBSERVABLE UND THERMALE FUNKTIONEN

da g und fstetig und lim,, n~1/2 = 0.
(]

Bemerkung 5.10 Das Resultat von Lemma 5.9 gilt weiterhin, wenn man die Strdme
in wg(J*(f)7" (fqn)) vertauscht und/oder einen oder beide adjungiert.

Lemma 5.11 FEs gilt fir alle p,v
tim (7 (fa )i (fan)) = 1 ws(* (fan)*3" (fan)") = 0.
BEwEls:  Es ist fiir |¢| = £¢
wa (7" (fan)i” (fan)) = ws(i*(fan) 3" (fan)")

— /dppnan”(p T )i (o % 0)i(n(g - p)) x

X + ) [y + ()
= [a (2 = a) dlaln, 2)5(b(n, 2)h(zng ~ F(2)

1
x [1 [P P s

1
_1)0mtl }
RS A g e e
nach Substitution z = n(g+p) mit geeigneten a und b. Es gelten dieselben Abschétzun-
gen wie im Beweis von Lemma 5.9. Daher kann auch hier der Satz iiber majorisierte
Konvergenz angewandt werden, und es ergibt sich

limwgs(7*(fan)i" (fan)) = limws(5*(fan) 5" (fan)")
/dz lirrln { ]
=0,

da alle auftretenden Ausdriicke stetig sind und lim,, h(2ng — z) = 0.

Mit diesen Hilfssétzen kénnen wir nun die folgende Aussage beweisen:

Lemma 5.12 Fiir alle Referenzzustinde wg und alle A, B € A gilt
limw (ANGB) = [dp(8)ws(AB)u(No).
BEWEIS:  wg ist quasifrei, daher ldt sich wg(ANYB) als Summe von Produkten

von Zweipunktfunktionen schreiben. Fiir jede Zweipunktfunktion wg ( JH()77( fqm))
gilt nach der Cauchy-Scharz’schen Ungleichung

ws (7" (13" (fan))? < wa (" (F)3" ())w (7" (fan) 3" (fan)-
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Wegen
~ )2
s (N3)| < fazrlof i) < €

(siehe Herleitung der Phasenraum-Teilchendichte), kann der Betrag jeder solchen
Zweipunktfunktion durch

(ws (5 ()5 (Fam))| < \Jws (G (7 (F))lalC

abgeschétzt werden (falls f = fq 5, so kann sie durch |q|C abgeschétzt werden). Wen-
det man auf |wg (AN B)| die Dreiecksungleichung und auf alle Zweipunktfunktionen
die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung an, so ist die so gewonnene Abschétzung eine
integrable Majorante von |wg(ANg B)|, da wg(VW) fiir jedes V, W stetig in 3 ist
und p kompakten Tréger hat.

Also kann der Satz iiber dominierte Konvergenz angewandt werden:

limwp(ANgB) = /dp(,@) limwg (AN B).
n n
Wegen der Quasifreiheit von wg (also da wg eine Summe von Produkten von Zwei-
punktfunktionen ist) und der Lemmata 5.8 — 5.11, gilt zudem

limws(ANg B) = wg(AB)ws(Ng),

und es folgt die Behauptung.

Desweiteren lifit sich eine Aussage iiber die Zentralitét der Folge (Ng) treffen.

Lemma 5.13 Sei wp € Cp. Sei H der per GNS-Konstruktion zu wp gewonnene
Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, --) und 7 : A — O(H) die zugehdrige Darstellung.
Dann bilden die Darsteller (w(NZ)) eine zentrale Folge in m(A).

BEwEIS:  Falls fiir alle A,B € A
limwp ((NgAB — ANgB)"(NgAB — ANy B)) =0
gilt, so ist wegen der Form des Skalarproduktes in der GNS-Konstruktion (siehe [3])
0 = limwpy ((NJAB — ANGB) « (NG AB — AN B))
= liyrln([NgAB — ANy Bly, [Ng AB — ANy Bly),

wobei []3 Vektoren aus H bezeichne. Dann ist wegen der Wirkung der Darstellung
in der GNS-Konstruktion fiir alle A, B € A

lim[N§ AB — ANg Bly, = lim (m(NG)m(A) — w(A)m(N)) [Blw = 0.
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Dann bilden die 7(Ng) (auf dem allen Darstellern gemeinsamen, dichten Definiti-

onsbereich) eine zentrale Folge in m(A).
Es bleibt zu zeigen, daB wp ((NJAB — ANJB)*(NJAB — AN B)) — 0 fiir alle
A, B € A. Esist

limwp ((NJAB — AN} B)*(NJAB — AN]'B))

=lim [dp(B)ws ((NIJAB — ANIB)*(NIAB — ANI'B)) .

wg ist quasifrei, und nach Anwendung von Dreiecksungleichung auf den Betrag des
Integranden und Cauchy-Schwarz’scher Ungleichung auf die Zweipunktfunktionen
folgt (wie in obigem Lemma), dafl {wg ((NJAB — ANB)*(N}AB — AN&‘B)){ ma-
jorisiert werden kann. Also kann der Satz iiber dominierte Konvergenz angewandt
werden:

lim, wp (NIAB — ANJB)*(NIAB — AN!B))
_ / dp() lim [wﬁ(B*A*NgNgAB) — wy(B*A* NI ANZ B)
~wy(B NjA"NGAB) + ws(B*Ng A" ANGB) .
Da wg quasifrei ist und wegen der Lemmata 5.8 - 5.11 zerféllt jeder der Summanden

zu 3, w01 Ng)*mws(Ng)mws(Gy) (mit geeigneten G, ki und ly,), so daB der
Integrand verschwindet. Damit gilt

limwp ((N§AB — ANy B)*(Nj AB — AN B)) = 0.
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6 Transportgleichungen

Im nachfolgenden Kapitel sollen Evolutionsgleichungen fiir zuléssige thermale Obser-
vable in lokalen Gleichgewichtszustdnden angegeben werden. Insbesondere werden
Transportgleichungen fiir die Phasenraum-Teilchendichte abgeleitet und deren Kon-
sequenzen fiir die chiralen Komponenten studiert. Anschlieend wird gezeigt, daf3
man mit Hilfe der Phasenraum-Teilchendichte quasifreie Funktionale konstruieren
kann, die unter gewissen Umstinden lokale Gleichgewichtszustinde sind.

6.1 Evolutionsgleichungen von Makroobservablen

Um Evolutionsgleichungen fiir die Makroobservablen herleiten zu kénnen, bendtigen
wir zunéchst das folgende

Lemma 6.1 Sei w Sp-thermal und Z eine zuldssige Makroobservable. Es gilt:
1. Falls Z(8) = Z*(B%) so ist w(Z)(z) = w(ZF)(z4).
2. w(@)(@) = w(E)(2-) +w(E ) (a4).

BEWwWEIS:  In der ersten Aussage gilt
w(S)(a) = w(E) @) =wn(E) = [Ap(BI(55) = [dp(8) 3 wa (B3 =),

da Z(8) = E5(B5) = >, 05 (Bx) = >, ws (0 (w5)), wegen der Zulissigkeit von
= und mit 6 (v+) der zu O (B+) korrespondierenden thermalen Observablen. Also
hingt w(Z%)(x) nur von z+ ab, und es folgt die erste Aussage.

Zur zweiten Aussage: da Z zuliissig ist, gilt Z = =27 +Z~. Wegen der Linearitéit von
w und mit (1.) gilt daher

w(E)(z) = wE)(@) + w(E)(@) =wE)(z-) + w(E)(z+).

Hiermit lassen sich nun die Evolutionsgleichungen von zuléssigen Makroobservablen
in lokalen Gleichgewichtszustédnden bestimmen.

Lemma 6.2 Seiw Sp-thermal und = eine zuldssige Makroobservable. Dann gilt fiir
alle x € O

Ow(E)(z) =0 (6.1)

und
Ow(0"E)(x) = 0. (6.2)



40 6 TRANSPORTGLEICHUNGEN

BEWEIS:  Die erste Aussage folgt direkt aus dem vorigen Lemma, denn
Dw(E)(z) = 040_ [w(E")(2-) + w(E7)(z4)] = 0.

Die zweite Aussage schreibt sich mit dyp = 04 + 0— und 9y = 04 — 0— wegen der
Linearitét von w als

Ow(d"E)(x) = (94 +0-)w((94 +9-)(E)(z)
—(04 = 9 )w((04 — 0-)E)(x)
= 2[0_w(0+E)(z) + 01w(0-E)(x)].
Da E zuléssig ist, gilt 2(8) = Z(8-)" + 27 (6+) und daher
0+5(8) = 0:E7(B1).

Die Ableitung einer zulissigen Observable ist nach Korollar 5.6 ebenfalls zuléssig.
Mit obigem Lemma ist dann

w(0£E)(r) = w(0£ET)(2+)

und es ergibt sich

0w (0LZ)(z) = 0.

6.2 Transportgleichungen fiir Phasenraum-Teilchendichte

Aus den Evolutionsgleichungen fiir die Makroobservablen in Sp-thermalen Zusténden
lassen sich Transportgleichungen fiir die Phasenraum-Teilchendichte herleiten. Wir
zeigen das

Lemma 6.3 Fiir x € O gilt mit p = (p°,p') = (|p|, p)
p- dw(Np)(x) = 0 (6.3)
in jedem So-thermalen Zustand w.

BEWEIS: Wir definieren die Funktion Ly durch

Lo(5) := = [0(p)log(1 — ¢*7) + O(~p) log(e™? ~ 1)

deren korrespondierende Makroobservable offenbar zuléssig ist. Dann ist

1 1
0-Lp(B) = —pOW) 55—
_ 2plp 1
27 |p)| (p)eﬁfp—l
1 p 1

= (|p|+29)§m@(p)m
= (Ipl +p)Np(B)-
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Analog gilt

1 6/3+p
OyLp(B) = ;P@(—P)m
27 |pl o efrp — 1
. 1 p 66+p
= (Ipl=p)5 i (-P) g
= (Ipl =p)Np(9)
Damit ergibt sich
p-Ow(Np)(x) = [[pl(9+ +9-) +p (94 = 0-)]w(Np)(z)

= [(Ip| + )0+ + (Ip| — p)O-]w(Np)(x)
= 04w(9-Lp)(z) + 0—w(0+ Lyp)(z)

= 20,w(0"Lp)(x)

=0

nach der Evolutionsgleichung (6.2).

d

Bemerkung 6.4 Wegen Gleichung (6.1) gilt auch Ow(Np)(z) = 0 fir z € O und
So-thermale Zustdnde w.

Korollar 6.5 Fir die chiralen Komponenten NpjE von Np gilt in lokalen Gleichge-
wichtszustinden w und fir x € O

Oyw(N, )(x4) =0 falls p>0

und

O_w(NS)(xz_)=0 falls p<O0. (6.4)

BEWEIS:  Da N, zuliissig ist, gilt nach Lemma 6.1 w(Np)(z) = w(N,5)(z-) +
w(N, )(z+). Also ist nach (6.3)

p-Ow(Np)(z) = [(Ip| +p)0r + (Ip| — p)0-] (w(N,)(z-) + w(N, )(z+))
(Ip] + P)Orw(N, ) () + (|Ip] = p)O-w(N,") ()
= 0.

Fiir p > 0 ist daher
2|p|Orw(N, )(z4) =0

und fiir p < 0
2|p|8,w(N;')(x—) =0.
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Die chiralen Komponenten von w(Np) verschwinden also jeweils auf der einen
oder anderen Impuls-Halbachse. Wir gehen im folgenden vor wie in [1]. Wir definie-
ren die Funktion N : B x R — R durch

N(z,p) := w(Np)(x). (6.5)

Wegen O, N (x,p) = 0 zerfiillt sie als Funktion von x chiral. Aufgrund von (6.4) hat
N die Form

N(z,p) = O(p)N*(z_,p) + O(—p) N~ (z1,p) + C(p).

Damit ist (6.3) automatisch auch fiir N erfiillt.

6.3 Konstruktion von Funktionalen aus Phasenraum-Teilchendichten

Es zeigt sich, dafl sich schon unter sehr schwachen Forderungen aus den chiralen
Komponenten der Phasenraum-Teilchendichte quasifreie Funktionale konstruieren
lassen, welche sowohl die Kommutatorrelationen der Stréme als auch die Adjunkti-
onsrelationen erhalten.

Lemma 6.6 Sei N eine nichtnegative Funktion (x,p) — N(x,p) welche in x und p
schwach integrabel ist. Dann definiert

w(i(f)ilg)) = (6.6)

woo(7(£)3(9))
+ faolo fas a3 (S50, ) 2eosto — st

ein quasifreies, eichinvariantes und normiertes Funktional, welches die Kommuta-
torrelationen der Stréme und die Adjunktionsrelationen erhdlt.

BEWEIS: Linearitét, Quasifreiheit und Eichinvarianz sind nach Definition klar.
Fiir den Kommutator gilt

¢ ([1(1),3(9)]) = weo (3(£),5(9)]) -

da der Integrand im hinteren Integral symmetrisch unter Vertauschung von x und y
ist. Da [j(f),j(g)] eine c-Zahl ist und w, normiert, gilt demnach

o ([1(),3(9)]) = L /dyf’(y)g(y)

Comi
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und somit ¢(1) = 1. Aulerdem ist

e (i) = ¢Ulf )'(’))

= weo(i(f)

/dp <9 /dx/dyN( )2cos<<x—y>p>f<x>@

= WOO( (f

/dp Ip) /dfv/dyN ( > 2 cos((z — y)p) f(x)g(y),

da sowohl N als auch cos reell sind und we, die Adjunktionsrelation erhilt,

= ©(j(il9)
= (i(f)*i(9)).

Also erhélt ¢ auch die Adjunktionsrelation.

Unter Umsténden sind diese Funktionale Sp-thermal mit O C R. Von Interesse ist
dann, welche dieser lokalen Gleichgewichtsfunktionale Zustédnde definieren, d.h. wel-
che von ihnen positiv sind. Im néchsten Kapitel sollen Beispiele solcher Funktionale
konstruiert werden.
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7 Beispiele lokaler Gleichgewichtszustéinde

Der Begriff eines lokalen Gleichgewichtszustandes ist sowohl fiir die zweidimensio-
nale als auch fiir die eindimensionale Stromalgebra definiert. Es zeigt sich jedoch,
dafl schon die Kenntnis der eindimensionalen Theorie ausreichend viel Information
iiber die zweidimensionale enthélt, um auch darauf lokale Gleichgewichtszusténde
konstruieren zu kénnen. Zu quasifreien lokalen Gleichgewichtszustéinden der eindi-
mensionalen Theorie welche scharfe Temperatur haben lassen sich auf kanonische
Weise lokale Gleichgewichtszustdnde mit scharfer Temperatur fiir die zweidimensio-
nale Theorie finden.

Lemma 7.1 Seien o : R D D(a) — Ry und v : R D D(y) — Ry. Sei W ein
quasifreier, Sp(q)-thermaler Zustand idiber der eindimensionalen Stromalgebra mat
scharfer Temperatur o(z) fir alle x € D(«). Ebenso sei w%l) : AV — C quasifrei,
Sp(y)-thermal mit scharfer Temperatur v(x) fir alle x € D(vy). Dann ist das auf

der zweidimensionalen Stromalgebra definierte, quasifreie Funktional w : A® — C
gegeben durch

w (77(N5'(9)) = 2meD GUNI) + (1T 2meDG(MjGe")  (T)

(mit f',¢', f" und ¢" wie im Beweis von Lemma 4.2) positiv. Dariberhinaus hat
es scharfe Temperatur fiir jedes x € T~ (D(a) x D(y)) =: O, wobei T : R? —
R?, (2% 21) — 1/2(2 — 21, 2% + 2!) = (2, 24).

BEwEIS:  Die Positivitidt von w folgt nach [11] aus der Positivitéit seiner Zwei-
punktfunktion und diese wiederum ergibt sich direkt aus der Positivitdt von w&l)

und wgl), denn fiir alle f € 2(R?,C) ist

w (G (NI"()")

w (%(£)3"(F))

= 2mw (G (f)i(F) + 20V G (F)F (F7)
0

v

(da m (2m)=1/2 [dv f(v,v —u) = (2m)~1/2 Jdv f(v,v — u) und ebenso f"(u) =
“172 [dv f(v,u —v)).
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Fiir die Erwartungswerte von 0¥ : j%j* : (z) in w ergibt sich

wl(om: @) = dm o o (@ + 0 w0)) —we (7@ + QM - Q)]

A g lim 0, w0 (@ + €)@~ ©)-)

¢2<o0
~wQ (i@ +0)-)il(x = ¢)-)
=154 (W (j((@ + )il = O)+)
—o (j((@+ O 4)i(@ = O+)) )]
= 2D dim 9 (o (G(( + )i~ )-)
)

~o (j((2+ )il = 0)-))

2n(=1)" o Tim o () (5 +04)i (@ = €))
~ (i@ + O+l = O4)) )
— 2m(—1)#hu® <5|m L2 (x,))

+27T(—1)6“A+1w£/1) <5‘“| 4% (x+))

e +2 |42
c —_1)leh 1 —1)0kat+1 1
g [( v () e () ]
(43)

= wg) (6“ iR (m))

mit 3 = B(z) = 1/2(v(z4) + a(z-),v(x4+) — a(z_)). Die chiralen Ausdriicke in
obiger Gleichungskette sind fiir z_ € D(«) und x4 € D(y) definiert. Daher stimmt
w zumindest fiir alle (z_,z,) € D(a) x D(v), also fiir alle z € T~ (D(a) x D(y)),
mit wg(,) auf S; iiberein.

Es sollen im folgenden Beispiele fiir quasifreie lokale Gleichgewichtszusténde
scharfer Temperatur gegeben werden. Dabei werden wir uns (den obigen Uberle-
gungen folgend) auf die eindimensionale Theorie beschréinken.

Zunéchst soll gezeigt werden, daf der bereits in [1], [2], [17] und [18] behandelte
Hot-Bang-Zustand auch hier auftritt. Wie dort hat er auch hier nur eine thermale
Interpretion in einem Vorwiértslichtkegel. Im Gegensatz zu den oben genannten Ar-
beiten, in denen die Hot-Bang-Zusténde die einzig moéglichen lokalen Gleichgewichts-
zustdnde mit scharfer Temperaturverteilung waren, wird sich hier herausstellen, dafl
es eine Fiille weiterer lokaler Gleichgewichtszusténde scharfer Temperatur gibt.
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Wir werden einige Klassen von Funktionen angegeben, die als inverse Tempe-
raturverteilungen interpretiert und daher mit einem lokalen Gleichgewichtszustand
verbunden werden konnen. Allen diesen Funktionen ist gemein, dafl sie (um eine
Interpretation als inverse Temperatur zu erméglichen) strikt positiv sind und dies
bereits ausreicht, um sie einem lokalen Gleichgewichstfunktional zuzuordnen. Um
solchen Funktionalen physikalische Bedeutung geben zu kénnen, bleibt dann zu un-
tersuchen, fiir welche inversen Temperaturverteilungen diese positiv definit sind, also
einen Zustand definieren.

Da bei beliebig vorgegebener Temperaturverteilung das zugeordnete Funktio-
nal schwierig auf Positivitdt zu untersuchen ist, werden wir zunéchst zu der etwas
stirkeren Bedingung der Positivitdt eines anderen Funktionals iibergehen, welche
diejenige des urspriinglichen Funktionals impliziert. Es zeigt sich, dafl dieses neue
Funktional nicht auf ganz Z(R,C) positiv sein kann, bei geeigneter Wahl der in-
versen Temperaturfunktion jedoch zumindest auf Unterrdumen. Auf diesen ist dann
natiirlich auch das eigentlich interessierende Funktional positiv.

7.1 Der Hot-Bang-Zustand

Als erstes Beispiel eines chiralen quasifreien lokalen Gleichgewichtszustandes werden
wir den Hot-Bang-Zustand angeben, der eine &hnliche Form wie in [1] bzw. [2] hat.
Dieser Zustand wird auf die in Lemma 6.6 beschriebene Weise aus den chiralen
Teilen der Phasenraum-Teilchendichte gewonnen.

Lemma 7.2 Sei v > 0. Das quasifreie Funktional w : AV — C, gegeben durch die
Zweipunktfunktion

wiNite) =20 [ao[ s [dyr@rgt)— L e (1)

1 —e “/(JBJF?/)

fir alle f,g € 2(R,C), ist Sy-thermal fir alle x € Ry und ein Zustand fir alle
fe2R4,C).

Bemerkung 7.3 Die Zweipunktfunktion (7.2) wird auf die in Lemma 6.6 beschrie-
bene Weise konstruiert, in dem man von der Phasenraum- Teilchendichte p(2|p|) 16 (p)
(7P — 1)~! aqusgeht. 2(R,C) ist die Menge aller Testfunktionen mit kompaktem
Triger auf der positiven reellen Achse.

BEWEIS: Zum Beweis von Lemma 7.2 sind mehrere Dinge zu zeigen. Wir zeigen
zunéchst die Sg_ -Thermalitét des Funktionals, dann dessen Positivitét. Eichinvari-
anz ist aufgrund der Forderung nach Quasifreiheit klar, Konsistenz mit den Kom-
mutatorrelationen und Normiertheit nach Lemma 6.6 ebenfalls.

Um die Elemente von S, fiir a priori beliebiges x € R im Zustand (7.2) auszuwerten,
berechnet man:

w (0™ : 5% (2) = lm o [w(i(x + )iz — ) — weo(ilz + )iz — ()]

¢—0

m COS(2Cp) .

= (27)72 %%8?2 /dpe(p)
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Fiir ungerade Ableitungen verschwindet der Integralausdruck offenbar im Grenziiber-
gang ¢ — 0, da der Integrand dann proportional zu sin(2(p) ist. Also betrachten wir
nur gerade Ableitungen, zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir 2m statt m.
Ableitungen und Grenzwert lassen sich unter das Integral ziehen, und es ist dann

1
2m |, ;2 _ _1\ym —2 92m+1 2m+1
w (@™ 5% (x) = (-1)"(2m) %2 /dp@(p)p ]
_ (_1)m(2ﬂ_)72 22m+1 / dpp2m+1 Z 672fyxpn‘
0 n=1

Die letzte Gleichheit gilt nur noch fiir x > 0, da sonst die Reihe im obigen Aus-
druck nicht definiert ist. Die Folge der Partialsummen wird von ihrem Grenzwert
dominiert, so da3 der GrenzprozeB nach der Integration ausgefiihrt werden kann.
Die Integrale [dp6(p) p?M L2771 Jassen sich elementar berechnen, und es ergibt
sich

[e.e]

2m + 1
_ —2 52m+1
= (=1)™(2nr) “2°™ E 27:Un 2m+2

= (e éwmr@m*%m oy (7)
n=1

2m—+2

m 2m |B2m+2| —(2m+2
(—1)™(2m) m( )~ G2,
wobei Ba,,1 2 die Bernoulli-Zahlen bezeichnet. Die Erwartungswerte der 0™ : j2 : ()
in w stimmen also mit denen in einem KMS-Zustand mit § = ~ax {iberein (siche
(5.10). Damit definiert (7.2) ein Sg, -thermales Funktional, da die einzige Bedingung
x > 0 war und es fiir jedes > 0 einen KMS-Zustand mit g = vz gibt.
Es bleibt noch zu beweisen, dafl das Hot-Bang-Funktional positiv ist. Dazu reicht
es, die Positivitdt der Zweipunktfunktion zu zeigen ( siehe [11]). Es ist

w(i(f)i(f))

Wi

= (2m)” /dp/dx/dy — iy(w)pf(x)@
= W) + (27) 2Z/dp/dx/dype Gl

4eil@— y)p) Y @HP £ () (),

wie sich nach einiger Rechnung ergibt. Die Zweipunktfunktion des Vakuums ist
positiv, also mufl nur noch der hintere Teil des Ausdrucks betrachtet werden. Es ist

/ de / dye PP £(2) ) = / dec e £ (1) / dyeivme-nwm f(y)

2

- ‘ / dzetiP e f ()
0

Y
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fir alle f und alle n € N. Damit ist natiirlich auch die Reihe positiv, und es folgt
die Positivitit der Zweipunktfunktion.

d

Wie wir gesehen haben, sind die Erwartungswerte von Elementen aus S, im Hot-
Bang-Zustand fiir alle z > 0 definiert. Die Funktionen z — w (527” WA (m)) ha-
ben bei x = 0 einen Pol, dort werden die Erwartungswerte unendlich grofl. x ist
eine chirale Variable, x = 0 bedeutet also g = 1 oder g = —x1. Erwartungs-
werte der thermalen Observablen im zum Hot-Bang-Zustand korrespondierenden
zweidimensionalen Funktional (dessen Zweipunktfunktion sich als Summe zweier
Hot-Bang-Zweipunktfunktionen, die jeweils nur von der einen oder anderen chiralen
Koordinate abhéngen, schreibt) divergieren also am Rand des Vorwirtslichtkegels.
Dies erlaubt eine analoge Interpretation des Hot-Bang-Zustandes wie in [2].

7.2 Lokale Gleichgewichtsfunktionale mit scharfer Temperatur

Der Hot-Bang-Zustand ist nicht das einzige lokale Gleichgewichtsfunktional zu schar-
fer Temperatur. Es stellt sich heraus, daf§ in (7.2) der Ausdruck v(z + y) viel zu
einschriankend gewihlt ist. Statt einer linearen fiihrt schon jede positive Funktion
auf ein lokales Gleichgewichtsfunktional mit scharfer Temperatur.

Lemma 7.4 Sei5:D(8) C R — Ry. Dann ist das quasifreie Funktional w : AWM
C, gegeben durch die Zweipunktfunktion

WG (i) = (2m)? / dp / s / by @) (1)

fiir alle f,g € 2(R,C), S,-thermal fiir alle z € D(5).

BEWEIS: Der Beweis des Lemmas folgt demjenigen von Lemma 7.2. Es ergibt
sich (mit analoger Rechnung wie im Beweis von 7.2):

w (527”“ j% (z)) =0

und B |
32m . 52 . — (—1)™(271)2m 2m+-2 —(2m+2)
@ (B 21 @) = (-1 @ I (3(e)
fiir alle m € N. Die Erwartungswerte der thermalen Observablen sind also dieselben
wie in einem KMS-Zustand zur Temperatur $(x). Die Einschriankung = > 0 entfillt
aufgrund der geforderten strikten Positivitdt von . Damit ist w Spg)-thermal.

d

Es gibt also eine sehr grofie Klasse thermaler Funktionale. Es stellt sich nun die
Frage, fiir welche Funktionen [ diese Funktionale einen Zustand deﬁniergl, also
positiv sind. Wegen der Quasifreiheit ist dies genau dann der Fall, wenn w ( J(Hilf ))
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positiv fiir alle Testfunktionen f ist. Da (7.3) schwierig auf Positivitit zu untersuchen
ist, werden wir zunéchst zu einer etwas stérkeren Forderung iibergehen. Es wird
sich jedoch im néchsten Kapitel zeigen, dafl das mit dieser Forderung verbundene
Funktional nicht auf ganz Z(R, C) positiv sein kann.

w bezeichne im folgenden das durch die Zweipunktfunktion (7.3) bestimmte lokal
thermale Funktional. Es gilt das folgende

Lemma 7.5 Sei 0 eine positive Funktion. Falls

o(f f) = /dx/dymﬂy)e—“ﬁ(% >0 (7.4)

fir alle a > 0 und alle f € 2(R,C), so ist auch w (j(f)j(f)) = 0 fir alle f €
2(R,C).

BEwEIS:  Wihle o = n - |p|, wobei n € N und p € R. Desweiteren sei f := e?()g
mit g € Z(R,C). Dann ist

o (1.0 = [ar [ayg@ gtgpe ) o0

Da n und p beliebig waren, gilt dies fiir alle n € N und alle p € R. Fiir p > 0 ist

o0
. e_npﬁ(%) = #’
p Z 1_6_5(U)p

fiir p < 0 gilt

—IplB (%
z+y e 2

p| - g e " ( 2 ): |- = - .
| ot i 1— e PIB(EE) B Y)p

Nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz ist somit

p (z—
dm/dyg — e i@=vp >
/ 1—6_6( +y)

fiir alle p € R. Nach Integration iiber p folgt die Behauptung, da g beliebig war.

d

Die Positivitét des durch (7.4) definierten Funktionals ¢ fiir jedes a > 0 ist dem-

nach hinreichend fiir die Positivitdt eines der Funktion (8 zugeordneten thermalen
Funktionals. Wie bereits weiter oben erwahnt, wird sich herausstellen, dafl die For-
derung (7.4) nicht fiir alle f € Z(R,C) sondern nur fiir solche mit Tréiger in einem
bestimmten Gebiet erfiillt werden kann. Das obige Lemma gilt jedoch auch dann
noch, wenn nur Testfunktionen mit Trager in einer gegebenen Teilmenge von R
betrachtet werden:
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Korollar 7.6 Sei B eine offene Untermenge von R. Gilt (7.4) fir alle o > 0 und
alle f € 2(R,C) mit supp(f) C B, so folgt w (j(f)j(f)) >0 fir alle solchen f.

BEwEIs:  Der Beweis lduft vollig analog zu dem des vorigen Lemmas, da fiir alle
p € R und alle g € Z(R,C) mit supp(g) C B auch supp (eip(')g) C B.

O

Der lineare Raum der komplexwertigen Testfunktionen, welche Tréger in B C R
haben, wird von nun an (in Anlehnung an Z(R,C)) mit Z(B,C) bezeichnet. Die
Elemente von 2(B,C) seien auf R\ B durch Null fortgesetzt, womit Z(B,C) C
2(R,C) gilt.

7.3 Eine notwendige Bedingung fiir die Positivitidt von ¢“

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dafl eine notwendige Bedingung fiir die Giiltig-
keit von (7.4) die Konkavitéit der Funktion [ ist. Dazu betrachten wir allgemeine
Ausdriicke der Form

Jao [ayT@I 1WA+ ).

Es stellt sich heraus, daf solche Integrale, deren Kern A nur von der Summe x + y
abhéngt, nur dann positiv fiir alle Testfunktionen sein kénnen, wenn A : D(A4) — R
eine konvexe Funktion ist. Indem man den Fall A(z 4 y) = e~*3(@+4)/2) hetrachtet,
kann dann auf die Konkavitéit von 3 geschlossen werden.

Die Konkavitéit von § impliziert iiberdies, dafl ¢ nicht positiv (semi)definit auf
ganz Z(R, C) sein kann.

Sei A:ID(A) — Ry. Es gebe Zahlen a,b,c € D(A) mit a = b + ¢, wobei b # ¢, und
es gelte
A(2b) + A(2¢) < 2A(a).

Wir untersuchen das Integral

/da: /dymﬂym(m +y) (7.5)

mit Testfunktionen f aus Z(R,C) auf Positivitdt. Mit U sei eine e-Umgebung von
y bezeichnet. Wir wihlen nun eine Testfunktion f = g, — g., wobei g, € Z(R,C)

so, dal gp.(z) =1 fiir z € U und supp(gs,c) C Ugéc. Es ist dann

/dm/dymf(y)/l(m +y) = /jdm/jdy [A(2b+ 2 +y) + AQ2c+ z +y)
—2A(a+x +y)| + R(e).

Bei festgehaltenem e kann |R(g)| durch eine geeignete Wahl von g, und g. beliebig
klein gemacht werden. Da auch € beliebig klein sein kann, wird fiir stetige A der
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Integrand wegen A(2b) + A(2¢) < 2A(a) negativ fiir alle (z,y) € [—¢,¢] x [—¢,¢],
daher ist dann auch (7.5) negativ.

Demnach gilt, daB fiir jede positive und stetige Funktion A : D(A) — R, die Bedin-

gung
A(2b) + A(2c) > A(a) firalle a,b,c e D(A),a=b+c, b#c (7.6)

notwendig ist fiir

/dm/dymf(y)A(m +9)>0 firalle fe 2(R,C). (7.7)

Es sei 0.B.d.A. b < ¢. Wegen a = b+ ¢ ist dann 2b < a < 2¢. Mit ¢ = a — b erhélt
man
2c—a=2a—2b—a=a—2b=:n.

Die Bedingung (7.6) wird damit zu
Alx —n) + A(x +n) > 2A(z) firalle x € D(A) und n > 0.
Fiir stetige A ist diese Bedingung dquivalent zu Konvexitit:

Lemma 7.7 Sei A:D(A) — Ry eine positive, stetige Funktion. A ist genau dann
konvex, wenn
A(z +n) + A(x —n) > 2A(x) (7.8)

fir alle z € D(A) und n >0 (so daff x £n € D(A)).
BEWEIS:  Wenn A konvex ist, so ist

A((1=t)z+ty) < (1 —t)A(z) + tA(y)
fir alle z,y € D(A) und t € [0,1] erfiillt. Damit ist auch

1

Alz) =A (5(96 +n) + %(x - n)> < %A(x +n) + %A(w - ).

Zum Beweis der anderen Richtung der Aquivalenz sei angenommen, A wiire nicht
konvex. Dann giibe es Punkte z,y, 29 € D(A4) mit x < zp < y so, daf
—z 20— T
A(zo) > Y 0 Az) + 2
y—x y—T
(20, A(z0)) ldge also oberhalb der Geraden durch (z, A(z)) und (y, A(y)). Falls y —
29 = z9 — x ergibt sich sofort ein Widerspruch zu (7.8). Fiir den Fall, dafl y — zg #
zg — « beruht die Beweisfithrung auf einem Spiegelungsalgorithmus. Zum zuletzt
bestimmten Punkt z, (beginnend mit zp) wird der néchstliegende von den bereits
zuvor bestimmten Punkten gesucht:

2" = {z

A(y), (7.9)

min (dist(z/,zn)) =dist(z,2n), 2 = z,v, 20, 21, - - - ,Zn—1} )
Zl
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Dann ergibt sich z,41 durch Spiegelung des Punktes z™ an z,:
Zna1 = 2z — 2™

Zn+1 (und alle nachfolgenden Folgeglieder) liegen im Innern des Intervalls zwischen
dem linken Nachbarn von z,, und z,, oder dem rechten Nachbarn von z,, und z,,. Diese
Intervalle werden von Schritt zu Schritt kleiner; ihre Linge unterschreitet jeden
beliebigen positiven Wert. Daher konvergiert die Folge (z,) gegen ein z € (z,y).
Wegen (7.8) muf

Alzns1) = 24(z0) — A(=")

gelten. Wegen (7.9) gibt es dem Algorithmus zufolge damit ein N € N, so da§ A(zy)
grofler ist, als die Funktionswerte seines linken und rechten Nachbarn, welche mit
zr, bzw. zRr bezeichnet seien. Dann jedoch ist fiir jedes n > N wegen (7.8)

Azni1) — Azn) > A(zn) — A(zn—1) = -+ > min (A(zn) — A(Z)) =1 ¢ > 0.

z/=zR,z

Daher ist A(z,) > A(zn) + (n — N) - ¢. Damit aber ist lim,, A(z,) = co # A(z) im
Widerspruch zur Stetigkeit von A.

Fiir stetige A ist Konvexitét also notwendig fiir (7.7). Wir betrachten die Funktion
Ay 2 D(B) — (0,1), definiert durch Aq(z) := e~ *#®/2) mit auf D(B) positivem
und stetigem (. D(F) sei zusammenhéngend. A, (x + y) ist der Integralkern aus
(7.4). Damit ¢ fiir jedes a > 0 positiv (semi)definit sein kann, mufl den obigen
Uberlegungen zufolge A, fiir jedes o > 0 konvex sein.

Lemma 7.8 A, ist genau dann konvex fir alle o > 0, wenn 3 konkav ist.

BEWEIS: Sei A, konvex fiir alle o > 0. Dann ist fiir alle 0 < ¢ < 1 und alle
z,y € D(B) mit z < y

Aa((I =tz +ty) < (1 —1)An(2) + tAa(y).

Beide Seiten dieser Gleichung sind echt positiv und wir kénnen ihre Logarithmen
betrachten:

— _nt Y — e~ B(z/2) —apB(y/2)

+ < + .
a,@((l t) 5 t2> log [(1 t)e te }
Also gilt

I6; <(1 - t)g + t%) > 21 log [(1 —t)eB@/2) 4 te*aﬁ(y/z)}
o
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fiir alle a« > 0. Die rechte Seite der Ungleichung 148t sich beziiglich o (rechts)stetig
in die Null fortsetzen. Dort hat sie den Wert

lim 1 log [(1 — t)e~B@/2) 4 te_aﬁ(y/Q)} = (1 -1)B(z/2) +t8(y/2).

a—0

Folglich gilt auch in einer Umgebung der Null

(05 418 = a-03(3) +13()

und [ ist konkav.

Sei umgekehrt § konkav. Dann ist wegen der Positivitdt von g fiir jedes o > 0
A((L =Dzt ty) = e o8(0-0a/Drt/2)

o[-0/ +50/2)]

(1 —t)e®B@/2) 4 te=aB/2)

IN A

wobei die letzte Ungleichung wegen der Konvexitdt der Exponentialfunktion gilt.
Also ist fiir jedes a > 0

Ao((1 =)z +ty) < (1 —t)Aa(z) +tA(y)

und A, konvex.

Damit @ fiir jedes a > 0 positiv (semi)definit ist, mufl 5 also eine konkave Funktion
sein. Falls 8 keine konstante Funktion ist, kann sie dann jedoch nicht positiv auf ganz
R sein:

Lemma 7.9 Sei 8 : R — R eine konkave Funktion, nicht jedoch konstant. Dann ist
G nicht strikt positiv.

BEwEIs:  Da [ nicht konstant ist, gibt es x,y € R mit z < y und S(z) # B(y).
Fiir alle z; € (z,y) gilt wegen der Konkavitéit von (3

LMD—M@>+yM@—xmw
Yy — T Yy—

B(z) > 2 ( , (7.10)
die Funktionswerte liegen also alle oberhalb der Geraden durch (z, §(z)) und (y, 5(z)).

Angenommen [ wiére strikt positiv. Wir betrachten den Fall 5(y) > f(z) > 0.
Angenommen es gibe ein zg < x, dessen Funktionswert {iber der durch die rechte
Seite von (7.10) definierten Geraden liegt, also

/%D—M@>+yM@—$Mw
y—x y—x

ﬁ(ZQ) > 20 < . (7.11)
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Sei z1 € (z,y). Dann ist wegen der Konkavitéit von 5 und wegen (7.10) und (7.11)

firalle 0 <t <1
B(1—t)zg+tz1) > (1—1) [Zo (ﬂ(y;:f($)> +yﬂ(2:§5(y)}

4t {21 (ﬁ(y; = f(fﬂ)) n yﬁ(xgi:;?ﬁ(y)] .

Es ist € (20, 21) und damit

a—z ) =p) | a-z yia) - ab)

Blz) > p—— — — —
1 20 y—x 21 20 Y X
M Bly) = Bz) | =~z yplx) — z8(y)
21 — 20 y—x 21 — 20 y—x
_ Bly) —B(x) (Zl —T Zl) L YB) — =h(y)
y—x 21— %0 Z1 — 20 y—x
= Blx),

und es ergibt sich ein Widerspruch. Daher liegen die Funktionswerte (3(z) fiir alle
z < z unterhalb oder auf der durch (7.10) definierten Geraden. Da ((y) > ((x),
gibt es ein z3 < x, so dafl diese Gerade fiir alle z < 2 negative Werte annimmt und
es ergibt sich ein Widerspruch zur strikten Positivitdt von [.

Der Fall G(z) > (B(y) > 0 wird analog behandelt, wobei angenommen wird, es
giibe ein zg > y, dessen Funktionswert oberhalb der durch (7.10) definierten Geraden
liegt.

Eine nichtkonstante Funktion kann also nicht auf ganz R positiv und konkav
sein. Positivitit von ( ist jedoch notwendig fiir die Interpretation des zugehoérigen
Funktionals als lokales Gleichgewichtsfunktional, Konkavitét fiir die Giiltigkeit von
(7.4).

Um die Moglichkeit einer thermalen Interpretation aufrechtzuerhalten, werden
wir im folgenden von auf ganz R definierten und dort positiven Funktionen 8 aus-
gehen. Es ist nach dem gerade gezeigten Lemma klar, daf diese nicht global konkav
sein kénnen und daher das zugeordnete Funktional ¢ nicht positiv (semi)definit auf
ganz Z(R,C); die betrachteten Testfunktionen miissen geeigneten Triger haben.

Sei B C R ein offenes Intervall. Falls o*(f, f) > 0 fiir alle f € 2(B,C) und alle
a > 0 gilt, so muB den obigen Uberlegungen folgend die Funktion 3 zumindest auf

{z‘z:xT—i_y, x,yGB}:B

konkav sein (da im Integral wegen supp(f) C B nur die Funktionswerte von 3 in
diesem Bereich eine Rolle spielen).
Wir fassen das bisher Gezeigte in einem Satz zusammen.
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Satz 7.10 Seif eine auf ganz R definierte, positive Funktion. Sei B C R ein offenes
Intervall.

1. Falls ¢*(f, f) > 0 fiir alle f € 2(B,C) und alle « > 0, so ist 5 auf B konkav.

2. Fiir jedes a > 0 gibt es ein f € 2(R,C), so daff o*(f, f) <O0.

Wir werden uns in Zukunft auf solche Funktionen 3 beschrénken, welche auf ganz R
definiert und positiv sind, und auf einem offenen Intervall B C R zudem stetig und
konkav. Diejenigen Funktionen, die auf einen lokalen Gleichgewichtszustand fithren
(also fiir die ¢* positiv (semi)definit ist) sollen als inverse Temperaturfunktionen
bezeichnet werden.

Auch die Menge der betrachteten Testfunktionen soll noch geeignet eingeschréankt
werden. Fiir alle Testfunktionen aus Z(R,C) mit Triger in B, ist die notwendige
Bedingung aus Satz 7.10 (1.) fiir die Positivitdt von o(f, f) fir alle o > 0 of-
fenbar erfiillt. Da B von § abhéngt, definieren wir daher als Menge der zuléssigen
Testfunktionen

75(C) == 9(B, C). (7.12)

Wenn (7.4) fiir alle f € Z5(C) erfiillt ist, so ist auch das urspriingliche Funktional
(7.3) positiv (semi)definit auf Z3(C), also ist es ein lokaler Gleichgewichtszustand
mit thermaler Interpretation in B.

Wir wollen das Kapitel mit einigen Bemerkungen abschliefen.

Wenn G_ und (3, zwei (zweimal stetig differenzierbare) positive, konkave Funktionen
sind, die auf lokale Gleichgewichtszusténde fithren, so wird diesen nach Lemma 7.1
ein lokaler Gleichgewichtszustand der zweidimensionalen Theorie zugeordnet. Fiir
die Temperatur im Thermalitéitsgebiet dieses Zustandes gilt (mit = = (xg, 1))

1 1
B Br(zy)B-(z-)

T(x)* =

Da [y positiv und konkav sind, ist x4 — (Bi(xi))_l konvex. Daher ist 7T'(x)?
beziiglich jeder der chiralen Komponenten konvex. Im Thermalitétsgebiet kann die
Temperatur daher in lichtartigen Richtungen nur entweder monoton steigen oder
fallen, oder sie hat ein Minimum.

Beispiel 7.11 Die Funktion x — ((z) := C? — 22 mit C > 0 fiihrt zu einer
Temperaturverteilung mit Minimum im Thermalitdtsgebiet des zugeordneten loka-
len Gleichgewichtszustandes.
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Fir f € 2((-C,C),C) ist mit diesem [ némlich

/dx/dyf —aﬁ ((z+y)/2) _ _O‘C/dm/dyf (a/4 2 +2zy+y?)

o —aC’ 2/4 2/4)
= /dm/dyf 22n '
C2 Oé 2/) 2
7a 4
> g /wf( )e

> 0.
Also ist “ fiir dieses (§ positiv definit. Demzufolge fiihrt S auf einen lokalen Gleich-
gewichtszustand mit Thermalitétsgebiet (—C,C). f(x) ist fiir z = 0 maximal. Der
lokale Gleichgewichtszustand der zweidimensionalen Theorie, der {iber Lemma 7.1
mit 1 (r4) = C? — 2% gebildet wird, hat als Thermalititsgebiet einen Doppelkegel,
in dessen Mitte die Temperatur ein Minimum annimmt (da dort S_ - f4 maximal
ist).

Das Phénomen eines Minimums der Temperatur im Innern des Thermalit&tsgebietes
ist bemerkenswert, da es in den bisher behandelten Modellen nicht auftritt (siche

(2], [17], [18], [19)).

Die Notwendigkeit der Konkavitit von § ist nur fiir die Positivitit von ¢ fiir alle
a > 0 gezeigt worden. Wenn man diese Bedingung auch auf die Positivitdt des
urspriinglichen Funktionals (7.3) ausweiten kénnte, so wiirde auf diese Weise ein
Singularitétentheorem &hnlich dem in [2] etabliert. Es wére dann wegen Lemma
7.9 nicht moglich, daf (7.3) auf ganz Z(R, C) positiv (semi)definit ist, daher gibe
es keine R%-thermalen lokalen Gleichgewichtszustinde scharfer Temperatur. Es ist
bisher jedoch noch nicht gelungen, die Notwendigkeit der Konkavitéit von § fiir die
Positivitidt des Funktionals (7.3) nachzuweisen. Daher ist nicht ausgeschlossen, daf es
in der Theorie nichttriviale lokale Gleichgewichtszustéinde scharfer Temperatur mit
thermaler Interpretation im gesamten zweidimensionalen Minkowski-Raum gibt.

Eine letzte Bemerkung. Es ist moglich, andere Funktionen 8 als die genannten als
mogliche Kandidaten fiir inverse Temperaturfunktionen zuzulassen. Beispielsweise
konnte man Funktionen betrachten, die nicht auf einem offenen Intervall stetig und
konkav sind, sondern auf mehreren (abzéhlbar vielen) offenen Intervallen. Als zuléssi-
ge Testfunktionen kénnte man dann all diejenigen wéahlen, welche Tréger in einem
dieser Intervalle haben. Ein lokaler Gleichgewichtszustand, der einer solchen inversen
Temperaturfunktion zugeordnet wére, schiene dann aber nur eine thermale Interpre-
tation in diesen Intervallen zu haben, nicht jedoch dazwischen, was nicht natiirlich
erscheint.
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7.4 Konstruktion von inversen Temperaturfunktionen

Im folgenden Teil sollen einige Klassen von Funktionen (3 konstruiert werden, fiir
welche ¢ positiv auf Z3(C) ist, und die somit eine Interpretation des ihnen zuge-
ordneten Funktionals w als lokalen Gleichgewichtszustand zulassen.

Zunichst wird bemerkt, daf es reicht, sich auf reellwertige Funktionen aus Z3(C)
einzuschrénken, deren Gesamtheit mit Z3(R) bezeichnet werden soll.

Danach werden wir die Bedingung an Positivitdt noch etwas verstérken, indem
der Integralkern e~ als Grenzwert lim,,(1— (a/n)3)" aufgefafft wird, und der Kern
1 — (a/n)p fiir grofle n auf Positivitét untersucht wird.

Im Anschlufl werden wir inverse Temperaturfunktionen konstruieren, indem wir
die Laplace-Transformierten geeigneter positiver Mafle untersuchen. Es zeigt sich,
daB die so konstruierten Funktionen sémtlich monoton wachsend sind und auf lokale
Gleichgewichtszustéinde mit unendlich ausgedehnten Thermalitétsgebieten fithren.

Es soll nun zunéchst gezeigt werden, dafl man sich bei der Untersuchung der Posi-
tivitdt des Funktionals ¢® auf reellwertige Testfunktionen einschrinken kann. Dies
ist eine Folge der Symmetrie des Integralkerns e ~*?((#+4)/2)  Wir zerlegen die Test-
funktion f € Z3(C) geméf

f(@) =Re(f)(z) +ilm(f)(z).
Dann ist
¢ (f, ) = ¢*(Re(f), Re(f)) + ¢* (Im(f), Im(f)),

da der imaginédre Teil dieses Ausdrucks aufgrund der Invarianz des Integralkerns
unter Vertauschung von x und y verschwindet. Real- und Imaginérteil von f sind
unabhéngig, daher ist ¢® genau dann positiv auf Z5(C), wenn

e*(f,f) =0
fiir jedes reellwertige f € Z3(C). Wir wollen die Menge dieser Funktionen mit Z3(R)
bezeichnen und uns in allen weiteren Betrachtungen auf sie einschréanken.
Als néchstes soll die Positivititsbedingung (7.4) noch etwas verschérft werden, indem
wir zeigen, daf fiir die Positivitdt von

z+y)

() = [as [ay @) e o

auf Z3(R) fir alle a > 0 diejenige von

eelfof)i= faofay sorp) (120 (“5)) (713)

auf Z3(R) fir alle geniigend kleinen € > 0 hinreichend ist.

Dazu betrachtet man
. a (z+y\\" _ oty
lim(1—-—0 =e 2
n n 2
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und bemerkt, daf}

/dm/dmf(x)f(y)"1_%ﬂ<x;y>‘n = /dfﬂ/dylf(x)f(y)l <1+%ﬂ<m;y>>n

x+y)

< [asfalse e
< o0

fiir alle n € N (wobei die Ungleichungen bereits fiir die Integranden gelten und das
letzte Integral existiert, weil f kompakten Tréger hat). Also ist wegen des Satzes
iiber majorisierte Konvergenz

e =t facfay s (1-25(550)) o

n

Wenn ein Integralkern K (z,y) positiv semidefinit ist, so gilt dies auch fiir K(z,y)
fiir jedes n € N (siehe [15]). Wenn es daher ein N € N gibt, so da§ ¢, aus (7.13)
fir alle n > N auf Z3(R) positiv semidefinit ist, so ist auch

Jas[ay f@r10) <1 - %ﬂ(x;y»n >0

fur alle n > N und f € Zg(R), und wegen (7.14) ist dann ¢® positiv (semi)definit
auf Z3(R).

Wir haben damit das Positivitdtsproblem (7.4) auf die Untersuchung der Posi-
tivitdt von ¢, reduziert:

Lemma 7.12 Wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dafi oo fiir alle 0 < & < e positiv
semidefinit auf Zg(R) ist, so gilt dies auch fir * mit beliebigem o > 0.

BEWEIS: Diese Aussage folgt aus den obigen Uberlegungen, denn fiir gegebenes
a > 0 gibt es immer ein N € N, so dal a/n < ¢ fiir alle n > N.

Nun sollen mithilfe der Laplace-Transformation geeigneter Funktionen inverse Tem-
peraturfunktionen konstruiert werden, die den Positivitdtsbedingungen gentiigen.

Sei p eine auf (0,00) positive und dort lokal integrable Funktion, und es gebe
K, k,0 >0, so daf3 fiir alle v > k

u(vy) < Ke. (7.15)

Sei £ > 0. Dann existiert die Laplace-Transformierte L(u) von p gegeben durch

e e}

L(p)(z) = /0 dry pu(y)e (7.16)
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fir alle z > d + ¢ und ist dort beschrankt, denn
L e = [ dne:

dy pu(y)e “/Z—l—K/dvev‘s ?)

J;
/ +K/dfye€
i

IN

wobei das Integral in der letzten Zeile aufgrund der lokalen Integrabilitdt von p
existiert.
Da p als positiv angenommen wurde, ist auch die Laplace-Transformierte positiv.

Beispiel 7.13 Sei ¢ > 0 und p polynomial beschrinkt. Dann existiert L(u) auf
[e,00).

Die Gesamtheit aller auf (0,00) positiven und lokal integrablen Funktionen, die
(7.15) erfiillen, soll mit .Z bezeichnet werden.

Die Laplace-Transformierte von Funktionen p mit obigen Eigenschaften ist be-
liebig oft differenzierbar, denn fiir jedes n € N gilt

/0037‘ <%M(7)6_W> ‘ N /OOS’Y ‘M(v)(—'y)"e—vz

k 9]
< / dy p(n)v" + K / dyy"e"
0 k

< o0,

und daher existiert

[e.e]

@200)() = [ (ute ) = 1 [dvntne

Sei nun
2 B(z) = C — L{p)(2) (7.17)

mit einer Funktion p € £ und einer positiven Konstanten C'. Da es ein ¢ > 0 gibt, so
daB L(u) fiir z > ¢ definiert und dort beschrénkt ist, ist 4 (bei hinreichend grofiem
C) positiv fiir alle z > ¢. Desweiteren ist

m@:—Awwmfeng

da der Integrand positiv ist. Also ist 3 konkav und positiv auf (¢, 00).
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Wir betrachten fiir f € 2((c, ), R)

o< (f, f) Z/dm/dyf(q;)f(y){l_gﬁ <x—;—y>]

= [ae fay sl f)11 =<1+ ¢ fae fan | do f@)ptre 2

_ ( /dx f(:n)>2[1 — &0+ /0 oy u@)( / da / dy f(z)f (y)e—%”y)ﬂ) ,

wobei die Integrationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini vertauscht werden kann,
da jedes der iterierten Integrale existiert und

(@,9,7) = f(@)f@)u(r)e @2 e L1 ((c,00) x (c,00) x Ry).

Der erste Term in der letzten Zeile ist fiir alle 0 < ¢ < 1/C' positiv, der hintere fiir
jedes € > 0, da der Kern e~ 7@*%)/2 fiir jedes v > 0 einen positiv semidefiniten Kern
auf Z((c,00),R) definiert. Der Beweis hierzu verlduft analog zum Positivitétsbeweis
des Hot-Bang-Funktionals, es gilt

Jas fay pia) e - ( /dxf(x)e—“x/?))g >0,

Also ist 1—e8((z+y)/2) fiir 0 < & < 1/C ein positiv semidefiniter Kern. Wir fassen
das bisher Gezeigte in einem Satz zusammen:

Satz 7.14 Sei p € L. Dann gibt es ein C > 0 und ein ¢ > 0, so daf$ die Funktion

2 Bz) = C = L{u)(2)

auf (¢, 00) stetig, positiv und konkav ist. Das 3 zugeordnete Funktional ¢ ist fiir alle
0 < e < 1/C positiv semidefinit auf Z((c,00),R).

Man kann also, durch Vorgabe einer auf (0, 00) positiven, lokal integrablen und
exponentiell beschrankten Funktion zu einer Funktion 3 gelangen, die einen loka-
len Gleichgewichtszustand scharfer Temperatur definiert. Ungleich schwieriger ist es
jedoch, einer gegebenen inversen Temperaturverteilung die Form (7.17) nachzuwei-
sen, da hierzu die Existenz der inversen Laplace-Transformierten von C' — 3 gezeigt
werden mufl. Es ist einer Funktion § daher nicht leicht ,,anzusehen®, ob sie in der
gerade beschriebenen Klasse von Funktionen liegt.

Beispiel 7.15 Wahit man u(y) = 4" fir n € N und ¢ > 0, so ist L(u)(z) =
n! 27" fiir jedes z > c definiert. Die Funktion

1 1
Z = B(Z) =n/! <Cn+1 — W)

kann dann fir jedes n und c als inverse Temperaturfunktion interpretiert werden.
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Fiir die Positivitidt von ¢, auf Z3(R) ist eine notwendige Bedingung, dafl 1 —
ef(z) > 0 fiir alle geniigend kleinen € und alle z im Konkavitéitsgebiet von 3. Da-
mit kann (§ in seinem Konkavitdtsgebiet nicht unbeschriankt sein. Fiir Funktionen
w € Z und [ von der Form (7.17) ist dies gewéhrleistet. Es wire jedoch auch in-
teressant, Beispiele fiir unbeschriankte inverse Temperaturfunktionen zu finden, da
diese mit lokalen Gleichgewichtszustéinden mit irgendwo verschwindender Tempera-
tur verbunden wéiren.

Um Beispiele von unbeschriankten Funktionen 3 zu finden, die lokalen Gleichge-
wichtszustédnden zugeordnet sind, wollen wir statt des Kerns 1 —ef((z + y)/2) nun
wieder den Kern e~*#((+¥)/2) it einer positiven Konstanten « betrachten und uns
somit wieder dem Problem der Positivitédt von ¢® zuwenden.

Auch in diesem Fall ist ein Zugang iiber die Laplace-Transformation hilfreich. Sei
eine in einem offenen Intervall B C (0, 00) positive und konkave Funktion. Wenn es
fiir jedes @ > 0 eine Funktion u, € £ gibt, so dafl auf B

L(pa)(2) = e (7.18)

(mit der Laplace-Transformation (7.16)) gilt, so ist fiir jedes a > 0

/dx /dy ) fy)e—ade+i/2) / 0 iy < /dx /dy fa —v(x+y)/2> >0

fir alle f € 2(B,R).

Beispiel 7.16 Se:
1

I(a)

a—1

pa(y) == v

Da o > 0, ist g lokal integrabel und gendiigt (7.15). Fir jedes gegebene e > 0 existiert
die Laplace- Transformierte L(uqa) auf [e,00). Sie ergibt sich zu

* 1
L(uy)(z :/d — AT leTE = e
(Ha)z) = | dv 57
(siehe [16]). Da z > 0 ist, gilt
L(pa)(2) = e=19562),

Die auf (1,00) positive und konkave Funktion z — ((z) = log(z) erfillt also (7.18)
und kann daher einem lokalen Gleichgewichtszustand zugeordnet werden.

Beispiel 7.17 Formal ist e %% = L(5(- —a)) (z). Liefle man also statt lokal integra-
bler Funktionen p, auch ebensolche Mafle zu (die jedoch weiterhin ab einem k > 0
geniigend schwach wachsen), so kann auf diese Weise auch die inverse Temperatur-
verteilung des Hot-Bang-Zustandes konstruiert werden.



62 7 BEISPIELE LOKALER GLEICHGEWICHTSZUSTANDE

Es ist (wie auch schon bei den Betrachtungen zum Kern 1 — ¢f3) schwierig, einer
gegebenen Funktion 3 die Giiltigkeit der Gleichung (7.18) fiir alle @ > 0 nachzu-
weisen. Man kann jedoch aus einem gegebenen pu € £ eine positive und konkave
Funktion /3 die (7.18) geniigt konstruieren. Eine solche Funktion g muf allerdings
noch eine weitere Bedingung erfiillen - sie muf} fiir beliebiges m € N als m-fache
Faltung einer anderen positiven Funktion p,,, € £ dargestellt werden konnen.
Sei (3 eine Funktion die (7.18) erfiillt und p; € £ die Funktion, fiir die

L(u)(z) = ¢ )
gilt. Dann ist u,, fiir n € N (bis auf Nullmengen) bereits festgelegt, da

L{pn)(2) = e = (7P = (L(u1)(=))" = Lo -+ p)(2)

n—mal

(die n-te Potenz der Laplace-Transformierten einer Funktion ist die Laplace-Trans-
formierte der n-fachen Faltung dieser Funktion, sieche [16]). Ebenso ist fiir jedes
m e N

Ljisp t 5 i1p) (2) = (Lt ) (2)) ™ = (70N = e78C) = L) (2),

m—mal

also auch py/,, durch u; festgelegt. Wir zeigen den folgenden

Satz 7.18 Sei p € . Fiir jedes m € N gebe es eine Funktion jiy )y, € £ fiir deren
m-fache Faltung fiy/m * -+ * py/m = p gilt. Dann gibt es ein kg > 0 und eine auf
(kg,00) positive und konkave Funktion (3, so daf

o (f. f) = / dz / dy f(2)f(y)e P (@+9)/2) > o
fiir alle « > 0 und alle f € 2((kg,0),R).

BEWEIS: Wie bereits weiter oben gezeigt, gibt es ein ¢ > 0, so daf} die Laplace-
Tranformierte der Funktion p auf [¢,00) existiert und dort positiv und beschrénkt
ist, sowie auf (¢, 00) beliebig oft differenziert werden kann. Es ist

L(p)(2) = /O Oodv p(y)e 7 < /0 Ood’y p(y)e” 7 < oo

(wobei die Ungleichung bereits fiir die Integranden gilt) und daher nach dem Satz
iiber majorisierte Konvergenz

lim L(p)(z) = 0.

Z—00

Also gibt es ein kg > 0, so dal 0 < L(p)(2) < 1 fur alle z > kg. Wir definieren die
Funktion (3 auf (kg, 00) durch

B(2) := —log (L(1)(2)). (7.19)
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Da L(u)(z) < 1 ist sie positiv. Desweiteren gilt

L)' (2)L()(=) = (L) ()P

log(L(p))"(2) = (L(1))? =5

da

L) () L) (=) — (L{)' ())? = /0 Ay A2 (e /0 Ty p()e

- / dyr yap(yn)e” / dy2 vop(y2)e”
0 0
:/Od%/o da ,u(’h),u('yg)[fy% _7172]6—(71+72)z

1 [ [® ) z
= 5/5171/51')’2 M(')’l)ﬂ('YQ)[’)/%—Q'ylny+fY%]e (v1+v2)

wobei die letzte Zeile durch Umbenennung der Variablen aus der vorletzten hervor-
geht. Da 42 —2y1v2+72 = (71 —"2)% > 0 ist der Integrand der letzten Zeile positiv
und damit auch log (L(,u))"(z). Also ist 3 auf (kg, 00) konkav.

©*(f, f) ist stetig in «, denn fiir jede konvergente Folge («,,) positiver Zahlen ist

Jao fay | f@ e =2 < fanay | @) p(w)] < oc

da a,0((x + y)/2) > 0, so dal Grenzproze und Integration vertauscht werden
konnen. Da jede relle Zahl Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, gilt
mithin

o (f. f) = lim / da / dy f(2)f(y)e @/PBE+)/2)

wobei gk, pr € N so daf limg, gx/pr = . Mit (7.19) folgt weiter

oS =l /dm/dyf(w)f(y) (L(u)<x;y>>qk/pk

= i fasfav 050 qupk*--'*mwk)(x—;y) |

qr—mal

da es nach Voraussetzung ein fi1/,, mit L(p) = L(py/p, * - * p1yp, ) = (L(11/p, ) )P
gibt. Wir setzen

ILLOék = L(/’Ll/pk O /’Ll/pk)

N~

qr—mal

Da die gi-fache Faltung einer positiven Funktion aus .Z wieder positiv ist und wei-
terhin in . liegt (siehe [16]), gilt schluBendlich

e0.5) = Jim [ 0,00 ( fas fan sy ) >0
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fir alle f € 2((kp, ), R).

Alle iiber Laplace-Transformation gewonnenen inversen Temperaturfunktionen 3
fiihren immer auf lokale Gleichgewichtszustéinde mit unbeschréinktem Thermalitéits-
gebiet. Dies ist eine Folge der Nullstellenfreiheit von L(u) auf der positiven rellen
Achse. L(p) ist in seinem Definitionsbereich strikt positiv (fiir p # 0). Daher ist das
Konkavitatsgebiet der hier konstruierten Funktionen § auf denen diese positiv sind,
immer von der Form (kg, c0).

Bemerkung 7.19 Wenn (_ und B4+ zwei auf die oben worgestellte Weise kon-
struierte inverse Temperaturfunktionen sind, mit Konkavitdtsgebieten (kg_,00) bzw.
(kg,,00), so gehoren alle x_ > kg_ bzw. x4 > kg, zum jeweiligen Thermalititsge-
biet. Mit T : R? — R2, (29, 71) — 1/2(x¢ — 21,70 + 71) = (x_, 2 ) ist

T~ ((kp_,00) x (kg,,00)) = (ka, +kp_, kg, —ka_) + V.

Nach Lemma 7.1 enthdlt damit das Thermalititsgebiet des zu [— und B4+ korre-
spondierenden lokalen Gleichgewichtszustandes der zweidimensionalen Theorie einen
zeitartig verschobenen offenen Vorwdartslichtkegel.

Alle in diesem Kapitel konstruierten inversen Temperaturfunktionen sind monoton
steigend, denn

9:(C — L(p)(2)) = /dv p(y)ye™7* >0

und

0.(~1oB(L()(2)) = T [dvuta)ve = o0

Daher werden zu solchen Funktionen korrespondierende lokale Gleichgewichtszust dn-
de der zweidimensionalen Theorie eine in lichtarige Richtungen monoton fallende
Temperaturverteilung im Thermalitatsgebiet besitzen.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Die Ideen von Buchholz, Ojima und Roos zur Charakterisierung lokaler Gleichge-
wichtszusténde (siehe [1]) wurden auf erhaltene Strome in der 1+1-dimensionalen
Minkowskiraumzeit angewandt.

Als Referenzzustéinde wurden Gemische von KMS-Zustéinden mit kompakten Tem-
peraturtragern verwendet, welche aufgrund nicht vorhandener Korrelation von links-
und rechtslaufenden Strémen in den KMS-Zusténden als Linearkombinationen von
Gemischen der chiralen Subtheorien aufgefaf3t werden kénnen.

Als lokale thermale Observable wurden balancierte Ableitungen Wick-geordneter
Strome verwendet. Die ihnen zugeordneten thermalen Funktionen sind Polynome
des Temperaturquadrats. Zuldssige Makroobservable sind gerade die stetigen, chiral
zerfallenden Funktionen, also bis auf Differenzierbarkeit die Losungen der Wellen-
gleichung. Unter ihnen sind wichtige makroobservable Groflien wie Energie-Impuls-
Tensor, Entropiestromdichte und Phasenraum-Teilchendichte.

Hierbei ist bemerkenswert, dafi der Energie-Impuls-Tensor der Theorie im Raum
der lokalen thermalen Observablen liegt. Im Fall masseloser Bosonen in vier Raum-
zeitdimensionen war dies nicht der Fall; dort war der Energie-Impuls-Tensor die
Summe eines Elementes aus dem Raum der lokalen thermalen Observablen und ei-
nes Ableitungs-Terms, der nicht in die thermale Funktion einging. Im Gegensatz zur
Theorie masseloser Bosonen in vier Raumzeitdimensionen scheint die Energie in der
hier betrachteten vollstéindig thermaler Natur zu sein.

Wegen des chiralen Zerfalls der Makroobservablen lassen sich fiir diese in Sp-therma-
len Zustédnden die Evolutionsgleichungen

Ow(E)(z) =0

und

Bw(dE)(z) = 0

etablieren, welche schon aus [2] bekannt sind. Desweiteren gilt die ebenfalls von den
freien masselosen Bosonen im Minkowskiraum bekannte Transportgleichung fiir die
Phasenraum-Teilchendichte

p - dw(Np)(z) =0

in Sp-thermalen Zustidnden.

Wiéhrend in den anderen bisher behandelten Féllen die einzig méglichen lokalen
Gleichgewichtszustinde scharfer Temperatur durch 3(x) = Az + ¢ gegeben sind
(siehe [1],[2],[17] und [18]), konnten hier neben solchen Zusténden eine Reihe weite-
rer lokaler Gleichgewichtszustédnde scharfer Temperatur konstruiert werden. Deren
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chirale Komponenten haben jeweils zumindest die Intervalle (k3,00) C Ry als Ther-
malitédtsgebiet. Das Thermalitéitsgebiet des zugehorigen lokalen Gleichgewichtszu-
standes der zweidimensionalen Theorie ist dann (mindestens) ein geeignet zeitartig
verschobener offener Vorwértslichtkegel.

Desweiteren gibt es in der Theorie lokale Gleichgewichtszustédnde, deren Tempe-
raturverteilung im Innern des Thermalitétsgebietes ein Minimum annimmt. Dieses
Phénomen trat in den bisher behandelten Modellen nicht auf.

Es gibt also eine Fiille von nichttrivialen lokalen Gleichgewichtszusténden schar-
fer Temperatur, was jedoch aufgrund der hohen Symmetrie des Modells zu erwarten
war. Jede chiral zerfallende Funktion erfiillt automatisch die Wellengleichung, an die
chiralen Komponenten gibt es keine weiteren Einschrankungen mehr.

Es konnte kein Singularitétentheorem etabliert werden. Es ist daher eine offene Fra-
ge, ob es ein solches Theorem in diesem Modell gibt, oder ob vielleicht sogar lokale
Gleichgewichtszusténde mit nichttrivialer scharfer Temperaturverteilung existieren,
deren Thermalitiitsgebiet der gesamte R? ist.

Falls die Konkavitét der inversen Temperaturfunktionen sich jedoch als notwen-
dig fiir die Positivitdt lokaler Gleichgewichtsfunktionale erwiese, wire die Existenz
eines Singularitdtentheorems bewiesen.

Die in Kapitel 7 beschriebenen Methoden eignen sich, um Funktionen zu konstru-
ieren, die als inverse Temperaturverteilungen interpretiert werden kénnen. Der um-
gekehrte Weg ist jedoch schwieriger. Es wire wiinschenswert, handfestere Kriterien
zu haben, die es ermoglichen einer gegebenen Funktion die Interpretierbarkeit als
inverse Temperaturfunktion nachzuweisen. Ein solcher Ansatz wurde verfolgt (sie-
he Anhang B), konnte jedoch bisher nicht zu einem zufriedenstellenden Abschlufl
gebracht werden.
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A Konventionen

In dieser Arbeit werden natiirliche Einheiten benutzt, in denen
h=kp=c=1

gilt.

Die zweidimensionale Raumzeit wird durch R?, versehen mit der Minkowski-Metrik,
beschrieben. In dieser Arbeit wird die Einstein’sche Summenkonvention benutzt

— v _
a,bt = E aub, g = agby — a1by,
p,v=0,1

o=(o 5)

ist. Falls der Zusammenhang klar ist, schreiben wir

wobei g der metrische Tensor

ab = a,b".

Die Fouriertransformation ist geméfl

fo) = [ gy
definiert, mit Riicktransformation
f@) = [ Flppem,
wobei die Integrationen iiber den ganzen Raum ausgefiihrt werden.
Zu jedem Vektor x € R? werden chirale Komponenten durch
1
Ty = 5(360 + 1)

und

T = §(m0 — 1)

definiert. Mit diesen ist
2’ =zt =dx_wy.
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B Zugang iiber Diskretisierung

Neben der Laplace-Transformation geeigneter Mafle wurde noch ein weiterer An-
satz zur Konstruktion inverser Temperaturfunktionen verfolgt, der jedoch bisher zu
keinem zufriedenstellenden Abschlufl gebracht werden konnte. Hierbei wird Integra-
bilitét der betrachteten inversen Temperaturfunktionen angenommen. Indem man
we(f, f) als Grenzwert Riemann’scher Summen auffafit, kann das Problem der po-
sitiven Definitheit von ¢. auf ein solches bestimmter Hankel-Matrizen (siche [20])
zuriickgefithrt werden, dessen vollstéindige Untersuchung hier jedoch an unklaren
Konvergenzproblemen scheitert.

Sei h: R? = R, h(x,y) := (x + y)/2. Wir fordern im folgenden 3o h € L}(R?). Da

B > 0 heifit das
/dx/dyﬁ(x—;y> < 00,

was bereits 3 € L'(R) impliziert.

Wir betrachten weiterhin nur solche positiven Funktionen §, die auf einem offenen
Intervall B konkav und dort stetig sind. Da die Funktionswerte auflerhalb dieses
Intervalls in unseren Betrachtungen keine Rolle spielen (da alle Integrationen mit
Testfunktionen aus Zg(R) durchgefiihrt werden), setzen wir alle behandelten Funk-
tionen @ auflerhalb ihrer Konkavitéitsgebiete durch Null fort.

Wir zeigen zunichst das folgende

Lemma B.1 Sei B C R ein offenes Intervall, auf dem die Funktion 3 konkav, echt
positiv und stetig ist. Wenn 3 € L'(R), so ist B beschrinkt.

BEWEIS:  Angenommen, B wire unbeschriankt (0.B.d.A. auf der positiven reellen
Achse, wir setzen B = (¢,00)). Da 8 € L'(R) und stetig auf B ist, gibt es ein C' > 0,
so daB f(z) < C(1/z) fir alle z > ¢. Wére 8 auf B monoton wachsend, so géibe es
xo € B mit B(x) > [(xo) > 0 fiir alle > xg. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu
B(y) < C(1/y) fiir alle y € (¢, 00).

Also gibt es z1,x9 € (¢,00) mit z; < xo und [(z1) > f(x2). Wegen der Konkavitét
von (3 liegen die Funktionswerte 3(y) fiir alle y > x5 unterhalb oder auf der Geraden
durch (z1,8(x1)) und (z2,5(z2)) (siche Beweis zum Lemma 7.9), welche fiir alle
y > (218(x2) — 228(21))(B(22) — B(x1)) ! negative Werte annimmt. Dies ist jedoch
ein Widerspruch zur Positivitdt von 8 auf B. Also ist B nicht unbeschrinkt auf der
positiven reellen Achse.

Der Fall B = (—o0, ¢) wird analog behandelt.
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Wegen der Beschrinktheit von B setzen wir ab nun B = (a,b) mit a,b € R und
a < b. Fiir jede Testfunktion f € 2(B,R) betrachten wir

o (ff) = /dm/dyf [ 5<x;y>]
_ /adx/adyf(x)f(y) [1‘55<x;y>]'

Die beiden Integrationen kénnen nach Belieben vertauscht werden, der Integrand ist
stetig, und @ (f, f) existiert als Riemann-Integral, ebenso wie jedes der beteiligten
Integrale fiir sich. Es ist damit

b b
ort0.) = [ dys@)s |1 (“y>] (B.1)
—1 n—1
= lim lim b—_a f(a—i—b )b aZf< ‘>><
m—oon—oo M = n p=
x[l—aﬁ(a—i—b;a(%—%%))]

e ) o5

X [1—aﬁ<a+b;ai;j>],

wobei dquidistante Stiitzstellen gewahlt wurden. Wir setzen
b—a
n

b—a
B L
" ﬁ(a—i—(z—l—j) 2n>
und definieren fiir jedes n € N Vektoren v := (vg,v1,...,v,-1) € R und eine sym-
metrische Matrix B,, := <BZ> € Mp(R). Mit 1,, sei die n x n-Matrix bezeichnet,
ij

und

die nur Einsen als Eintrége hat: (1,);; = 1. Wenn gezeigt werden kann, daf} es ein
e > 0 gibt, so daB fiir alle n € N (oder zumindest fiir alle geniigend grofien n) und
alle 0 < €’ < e die Operatoren 1,, — ¢'B,, positiv semidefinit auf R™ sind, so ist jede
der Riemann’schen Summen fiir alle 0 < &’ < € positiv und damit auch (B.1).
Wir werden also im folgenden die Operatoren K¢ := 1,, — ¢B,, auf Positivitéit un-
tersuchen.

By héngt nur von der Summe i+ 5 ab, die Eintrédge von B,, auf den Gegendiago-
nalen sind also alle gleich. Die n x n Matrix B,, hat demnach nur 2n—1 verschiedene,
positive Eintréage Ag, A1, ..., Aop_2, Wobei

Xivj =By =1 <a+ (i +7) b2_na> (B.2)
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ist und die A, damit weiterhin explizit von n abhingen. Die Matrix B,, hat dann
die Form

Ao AL A e A

Al A A3 e An
Bn: )\2 )\3 )‘n+1
)\nfl )\n >\n+1 T >\2n72

Solche Matrizen werden Hankel-Matrizen genannt. Sie treten z.B. in der Behandlung
des Hamburger-Momentenproblems auf (siehe [20], [13]).

Wir untersuchen zunéchst, ob es fiir gegebenes B,, ein ¢ > 0 gibt, so daf} fiir alle
0 < € < e die Operatoren Kf: positiv sind. Der R" zerfillt in zwei orthogonale
Unterrdume: den Raum der Vektoren, deren Komponenten zu Null addieren und
dessen orthogonales Komplement, der vom Vektor

eo = ——(1,1,...,1) (B.3)

aufgespannte Unterraum.

Wir wollen hierfiir kurz den Beweis skizzieren. Fiir jedes v € R" ist 1,v =
(>, vi)v/neg. Also wird Bild(1,) von ey aufgespannt, und ist damit eindimensio-
nal. In Kern(1,) liegen offenbar diejenigen v € R™ mit ) ,v; = 0, also gerade
diejenigen, deren Komponenten zu Null addieren. Damit ist dieser Raum n — 1-
dimensional. Sei w € Kern(1,) und v € Bild(1,). Dann ist w von der Form w =
(—(Z?;llwi), wi, ... ,wn_l), v ist gegeben durch v = ceg mit ¢ € R. Mit dem Stan-
dardskalarprodukt in R” ist (v, w) = c(— (30" wi) + wi 4 -+ + wn_1) = 0.

Es sei Eg der Projektor auf den von ey aufgespannten, eindimensionalen Un-
terraum, E& derjenige auf den Raum der Vektoren, deren Komponenten zu Null
addieren. Es ist 1,, = nEp und id = Ey + E&. Damit 148t sich K¢, schreiben als

K¢ = nEg — ¢éEgB,Eg — cEy B,Ef — cE¢B,Ej — ¢Ej B, E. (B.4)

Notwendig fiir die Positivitdt von K, ist, dafl der Operator EoanE& negativ semi-
definit ist, denn fiir beliebiges v € EgR™ ist

(v, K5v) = —E(U,EoanEév) = —&(v, By)

nur dann immer positiv (oder Null), wenn B,, auf EOLR" negativ semidefinit ist. Wie
sich herausstellen wird, ist dies bereits durch die Konkavitéit von § gewihrleistet
(siehe Lemma B.2).

Die Operatoren Eg, E&, EyB,Ey und E&BnE& kommutieren offenbar und
konnen daher gemeinsam diagonalisiert werden. Wir wihlen als orthonormale Ba-

sis von R™ die Menge {ep,e€1,...,en—1} mit eg aus (B.3) und {ei,...,e,—1} einer
Orthonormalbasis von EgR" gegeben durch
1
ep = ———(1,1,...,1,~k,0,...,0)
(k) + 1)k ~~—~—

k—mal
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fir k=1,...,n — 1. Sei die orthogonale Abbildung U gegeben durch
U = (egler] -+ len1),

wobei (-)T die Transposition einer Matrix oder eines Vektors ist (die e} sind also
Spaltenvektoren). Es ist

10 0
00 0
U'E(U = )
00 0
und
000 0
010 0
UTEéU =1 001 0
000 1
Sei B/, = U"B,,U. Dann ist
n 0 0
00 --- 0
U'1,U=nU'E,U=| . . s
0 0 0
(B'I/’L)OO O O
0 0 0
U"E(B,E\U = (U"E(U) B], (U"E(U) = ) ) s
0 0 0
0 0 0 0
0 (Bp)u 0 0
U'E{B,E(U=|[ 0 0 (B 0 ,
0 0 O (B’Ilﬂ,)nfl n—1
O (B’Ill)()l (B/ )0 n—1
N 0 0 e 0
U'E¢)B,E;U=| . . ) ) ,
0 0 0
und
0 0 0
(B’Ill)()l O 0

U'E;B,EoU = (U'E(B,EjU)" =
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Hiermit hat das orthogonal transformierte K¢, die Form

n— E(B;l)OO _g(B;z)m _g(B;z)(m e _E(B;L)Onﬂ
_5(31/1)01 _5(31/1)11 0 e 0
UKU= | —€Bh)e 0 —e(Bp)ay 0 . (B.5)
_E(B;L)Onﬂ 0 0 _€<B;L)n71n71

Wie bereits erwéhnt, ist E&BnEj notwendig negativ semidefinit, daher muf}
(By);; <0 fiir jedes j = 1,...,n — 1 gelten. Es zeigt sich, daf8 dies jedoch schon
durch die Konkavitat von £ impliziert wird.

Diese fiihrt ndmlich auf

Ak — 2241 + A2 <0 (B.6)
(fiir jedes kK =0,...,2n — 4), denn mit (B.2) ist
Mo = 2Xep1 + A2 = B(z — ) = 28(z) + B(z +n),
(wobei x := a+(k+1)-(b—a)/(2n) und n := (b—a)/(2n)), und wegen der Konkavitit

von (3 gilt

20(a) = 20( 50 =)+ o+ ) = 8o =)+ Ao+ )

Die Eigenwerte von E(J]-BnE(J)- haben die Form

(B;l)jj = (UTB"U)jj
1 . . .
= (]+1)] [)\0+2)\1+---+(j —1))\j_2+])\j_1+(j —1))\j+...

2095 3 4 Agja — 2N+ Ajur -+ Agj1) + 57 Mg

1 . . .
= (jH)j[Ao+2A1+---+3Aj_1—(y+1)Aj—(;+2)Aj+1—...

= 2§51 + 57 Neg]. (B.7)
Desweiteren bendétigen wir noch die Teleskopsumme

1
2(1 + k‘) P‘j—f—k — 2)\j+k+1 + >\j+k+2] = 2)\j — 2(] + 1))\2]' + 2j)\2j+1. (B.S)
0

<.
I

i

Hiermit zeigen wir nun das

Lemma B.2 Firj=1,...,n—1ist (B), <O0.
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BEWEIS:  Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach j. Esist (B},),, = 1/2(Ao—
21 + A2 < 0 wegen (B.6). Sei nun (B;,),; < 0. Dann ist

G+ +2)(Bp) s, = JG+D(B),, +2(7 +1)A;
—( 4+ 1) — 20 + DAgj1 + (G + 1)*Agjs2.

Es gilt

G+ D270 = (G + DAy — 29501 + (J + 1) Agjp2]

7—1
G+ D200+ k) [Nk = 2X k41 + Ajs2) + G+ D[ Aoy — 2A541 + Agjip2]
k=0

mit der Teleskopsumme (B.8). Dieser Ausdruck ist eine Summe von Termen der
Form Ck(Ag — 2Mg11 + Akr2) (mit positivem Cj), welche wegen (B.6) alle negativ
sind. Daher ist (B],) <0.

JH1j+1 —

d

K5 ist genau dann positiv definit auf R”, wenn die Matrix (B.5) positiv definit
ist, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn die Determinanten all ihrer linken
oberen m x m-Untermatrizen M7} positiv sind. Diese Matrizen kénnen durch ele-
mentare Zeilenumformungen alle in untere Dreiecksmatrizen iiberfithrt werden, und
fiir die Determinanten ergibt sich

m—1 ((B/) .)2 m—1
Qe (M) = (B +e Y0 ol )ty T
ot - 1
m—1 2 m—1
= n—e — & ‘ m_l H ’(B;l)jj"
j=1 )i j=1

da die (By,),; alle negativ sind. Das Produkt im hinteren Teil dieses Ausdrucks ist
positiv, und der Summenausdruck im vorderen Teil wéchst monoton mit m. Wenn
es also ein € > 0 gibt, so dafl fiir alle 0 < &’ < ¢

det (M) = det(KS ) > 0

gilt, so sind auch die Determinanten aller m x m-Untermatrizen positiv. Desweiteren
impliziert det(K¢) > 0 natiirlich schon det(KS) > 0 fir 0 < & < e. Fiir die
positive Definitheit von K¢ fiir alle 0 < &’ < ¢ ist demnach schon die Positivitit der
Determinante von K7, hinreichend.

Um auf die Positivitit von ¢/ (f, f) fiir alle f € 2(B,R) und 0 < ¢’ < ¢ schlieflen
zu konnen, muf} es ein € > 0 geben, so dafl det(K?%) > 0 fiir alle n € N erfiillt ist.
Damit ergibt sich schluflendlich folgende Bedingung:
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Lemma B.3 Seie > 0. Fualls

n— 1 2

1—51 Z
] 1 JJ

fiir alle n € N, so ist @ fiir alle 0 < &' < e positiv (semi)definit auf 2(K,R).

Es ist (B},)y, = (1/n)>_,; Bfs > 0 und daher Lemma B.3 genau dann erfiillt, wenn
es M € (0, oo) gibt, so daB fur alle n € N

(Bl <M (B9)
und - )
% jzl 7(‘(5;2)0;)’ <M. (B.10)

Mit (B.2) ist
1 b b z+4y
/
hrrlnn(B —11111nn22B b—a)2 /adx/adyﬁ< ><oo,

nach Voraussetzung der Integrabilitdt von (z,y) — B((z + y)/2). Damit ist (B.9)
erfillt.

Zu iiberpriifen bleibt fiir gegebenes [ daher noch die Bedingung (B.10), also die
Beschranktheit der Summe fiir beliebiges n € N, wobei (By,),; fir j =1,...,n —1
die Form (B.7) hat und

(B))yy = —=—— DICHREp R (B.11)
k=1

NG Viig+1
gilt.

Die Bedingung (B.10) ist nicht sehr gut zu handhaben. Auflerdem scheint sie schon
fiir einfache Beispiele inverser Temperaturfunktionen, wie die aus Beispiel 7.11 be-
kannte Funktion x — B(x) = C? — 22, nicht mehr erfiillbar zu sein.

Es stellt sich die Frage, ob man zum gewiinschten Ergebnis gelangen konnte, in-
dem man die Bedingung im Sinne von Distributionen liest (der Uberlegung folgend,
dafl die Riemann’schen Summen formal Integrale iiber geeignete Summen von 6-
Funktionen sind).
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C KMS-Zustande

C.1 Konstruktion der KMS-Zustinde der Stromalgebra in 1 + 1
Dimensionen

Sei o ein Automorphismus, der iiber

aaju(f) = ju(fa) mit fa(x) = f({E - CL)
die Raumzeittranslationen implementiert. Wir sind interessiert an den o .-KMS-
Zusténden zur inversen Temperatur ||, wobei e € V. ein Einheitsvektor ist.
Wir konstruieren einen KMS-Zustand zur inversen Temperatur |3| mit Hilfe der
Kommutatorrelationen der Strome

(), 5% (9)] = /dpp [f(p,p) g(=p, —p) + (=1’ f(=p,p)G(p, —p) | ,
wobei f und ¢ Testfunktionen sind. Damit ergibt sich
wg ((ued”(£))37(9)) = wp (77(9) (e (f)) + wgs ([owed” (f), 57 (9)])
= ws (1"(9) (e (f)) +/ dpple™ "= f(p, p) G(—p, —p)

+ (_1)6,w+1 eit(eo—l—el)pj}v(_p,p) g(p’ _p)] )

Die Fourier-transformierte KMS-Bedingung lautet (siehe [9])
§(ws (7(9) (ae (1)) = " § (ws (e (1) 5" (9)))

im Sinne von Distributionen iiber Z(R, C).

Ute(fa g) = [O‘teju(f)?jy(g)]

definiert eine bzgl. ¢ regulédre Distribution. Da die Fouriertransformation fiir Distri-
butionen durch T'(f) := T(f) definiert ist, gilt demnach

[(1 = %) §(ws (@ ()5 (9)))] () = fdtouelF.9) R0
— /dt / dpp [e’it("’O*el’pf(p,p) g(=p,—p)

(1)L gitleoten)r £ p) G(p, —p)]ﬁ(t),

wobei auf der rechten Seite der Gleichung wegen des schnellfallenden Verhaltens der
Testfunktionen jedes der auftretenden Integrale im L!-Sinn existiert. Dem Satz von
Fubini folgend kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden:

= / dp / dtp [e‘”(e“‘“)pf (p,p) 9(—p, —p)
_i_(_l)é,w-l—l eit(eo-i—m)ﬁf(_p’p) J(p, _p)] h(t)
= /dpx/ﬂ[h(—(eo —e1)p)f(p,p)3(—p, —p)

+H(=1)° L h(—(eo + e1)p) (1, —p)ﬁ(—p,p)} :
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Ist p € C*® und T € Z* so ist das Produkt definiert durch

®T)(f) :=T(pf)-
Lost T die Gleichung
(eT)(f) = G(f),

so gilt dies offenbar auch fiir T+ )", dn6, (wobei §,, Tréger in einer Nullstelle von p
hat), denn ) dn6,(pf) = 0. Setzt man u := pf, so kann die Gleichung offenbar als

T(u) = G(p~tu) + Z Cn Op (1)

geschrieben werden, wobei T' zunéchst nur auf {u€ Z|u=pf, f€ 2} definiert ist.
In unserem Fall ergibt sich

Bl (13 @) = [apvar u(—(eo — eryp) LLLICP )

1 _ e—Bleo—en)p

+(=1)° T u(—(eq + e1)p) ffzf ;f;ii:f;)i)] + ¢ (f,9)80(u)

N / dop / deu(t) [f1(]iimﬁ((:on;£)e_it(eo_el)p

fpa_pg_pap —it(ep+e v e
+(_1)6W+1 1(_ e_;(e(()+el)p)e t(eo+ 1)17] +/dtcﬂ (f,g)u(t).

Wiederum konnen auftretende Integrationen vertauscht werden, und es ergibt sich

wp((aued” ()5 (9)) (@) = /dt i(r)| /dpp<f (2, P)I(=P, =) —it(eq—er)p

1 — e—Bleo—e1)p

NS+l f(p7 _p)g(_p’p) —it(eo+e1)p uv
=™ 1 — e—Bleoter)p © o >—|—c (f’g)]

Der Ausdruck [---] in obiger Gleichung ist polynomial beschrénkt in ¢ und definiert
eine reguldre Distribution. Daher ist der Definitionsbereich von wg((aued*(f))i" (g))
ganz .7 (R, C). Die Regularitiit rechtfertigt auch

aal(are (15" (@)) = [app(EELELZEZ) itca-con

Sup+1 f(p7 _p)g(_p,p) —it(eo+e1) v
=™ 1 — e—Bleoter)p ¢ o p) +et(f.9)
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im Funktionensinn zu schreiben.

Die Uneindeutigkeit ¢*”(f,g) ist im wesentlichen die Einpunktfunktion, entspre-
chend einem duBeren klassischen Feld (hier eine Referenz). Da wir Eichinvarianz vor-
aussetzen, wihlen wir ¢# = 0. Damit ist die Zweipunktfunktion der KMS-Zusténde
der Strom-Algebra in 1 + 1 Dimensionen gegeben durch

Wﬁ(]“(f)]l/(g)) — /dpp (f(pap)g(_p’ _p) + (_1)6uy+1 f(p7 _p)g(_pap)).

1 — ¢—Bleo—e1)p 1 — e—Bleoter)p

Die Forderung nach Eichinvarianz fithrt dazu, daf§ die KMS-Zusténde schon durch
ihre Zweipunktfunktion bestimmt sind (siehe Lemma 4.1), sie sind quasifre.

C.2 KMS-Zustinde der U(1)-Algebra

Die KMS-Zusténde der chiralen Subtheorien der 1+1-dimensionalen Stromalgebra
werden analog zum zweidimensionalen Fall konstruiert. Hierbei ist zu beachten, daf3
die ,Raumzeit“ nun eindimensional ist. Daher entsprechen Raumzeittranslationen
einfach Verschiebungen auf der reellen Achse. Es kann also nicht mehr zwischen
einer Raum- und einer Zeittranslation unterschieden werden. Geht man bei der
Konstruktion genauso wie oben vor, so ergibt sich fiir die Zweipunktfunktion ei-
nes KMS-Zustandes zur inversen Temperatur 5 > 0 iiber der U(1)-Algebra

wp(j(f)ilg) = %/dpp %.

Auch fiir die KMS-Zustidnde der eindimensionalen Theorie fordert man Eichinvari-
anz, auch sie sind also durch ihre Zweipunktfunktion schon bestimmt.
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D SYMBOLVERZEICHNIS

D Symbolverzeichnis

D’Alembert-Operator 93 — 97.

Die Ableitung %

Ableitung nach den chiralen Komponenten.

Balancierte Ableitung.

Identitétsoperator.

Automorphismus, der die Wirkung des Elements \ € Pl auf A imple-
mentiert.

FEine reine Translation.

Die Stromalgebra der ein- bzw. zweidimensionalen Theorie.

Die chirale Stromalgebra.

Die Stromalgebra der zweidimensionalen Theorie.

Inverser Temperaturvektor, wobei 5 = |3|e mit |3]| = 1/(kpT) und e €V
mit e? = 1. Wird im eindimensionalen Fall synonym mit S+ verwendet,
und bezeichnet auch die raumzeitliche Temperaturverteilung (inverse
Temperaturfunktion).

Chirale Komponenten des inversen Temperaturvektors: S+ = |5|(eg £ e1).
Kompakte Teilmenge des Vorwirtslichtkegels.

Kompaktes Intervall auf R .

Menge der stetigen Funktionen R — C.

Menge der stetigen Funktionen [b, B] C R — C.

Menge der belibig oft differenzierbaren Funktionen R™ — C.

Menge der komplexwertigen, beliebig oft differenzierbaren Funktionen
R™ — C mit kompaktem Trager.

Menge der thermischen Referenzzustinde mit kompaktem Temperatur-
trager in B.

C=UgCsB.

CP(R™,C) = 2(R™,C).

Die Menge aller reellwertigen, beliebig oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Tréger in B.

Menge der zulissigen Testfunktionen.

Komponente des zweidimensionalen Stromes. Manchmal synonym mit j.
Chirale Stromkomponenten. Manchmal synonym mit j.
Laplace-Transformierte von .

Die natiirlichen Zahlen ohne Null.

Die natiirlichen Zahlen mit Null.

Ein Zustand iiber A.

KMS-Zustand zum inversen Temperaturvektor (.

KMS-Zustand in der eindimensionalen Theorie.

KMS-Zustand in der zweidimensionalen Theorie.
Thermischer Referenzzustand mit Temperaturtriager in B.
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Vakuum-Zustand.
Vakuum-Zustand in der eindimensionalen Theorie.

Vakuum-Zustand in der zweidimensionalen Theorie.
Integraloperator mit dem Kern e~ ®8((@+v)/2),

Integraloperator mit dem Kern 1 —ef((x +y)/2).

®(5) = wp(¢(z)), mit ¢(x) € S;. Thermale Funktion.

Die eigentliche orthochrone Poincaré-Gruppe.

Die positiven reellen Zahlen ohne Null.

Raum der thermalen Observablen bei x.

Raum der beliebig oft differenzierbaren komplexwertigen Funktion-
en, die zusammen mit allen Ableitungen schneller als polynomial im
Unendlichen abfallen.

Komponente des zweidimensionalen Energie-Impuls-Tensors.
Chirale Komponenten des Energie-Impuls-Tensors. Manchmal syno-
nym mit T'.

Der offene Vorwiértslichtkegel.
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