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1 Einleitung und Motivation

Der Begriff des Gleichgewichtszustandes ist seit langem aus der Thermodynamik
bekannt, in welcher bestimmte physikalische Systeme durch eine geeignete Menge
weniger thermaler Observabler beschrieben werden. So wird ein System im globalen
thermischen Gleichgewicht (bei Abwesenheit eines chemischen Potentials und von
Phasenübergängen) allein durch die Temperatur charakterisiert. Globale Gleichge-
wichtszustände sind sowohl im Rahmen der klassischen Thermodynamik als auch
in der quantenstatistischen Mechanik vollständig untersucht worden. Sie werden in
Systemen endlichen Volumens durch das Gibbs-Ensemble und im thermodynami-
schen Limes durch die, seit den Sechziger Jahren des vorigen Jahrhunderts bekannte,
KMS-Bedingung (für Kubo, Martin und Schwinger) charakterisiert (siehe [9]).

Deutlich schwieriger sind physikalische Systeme zu beschreiben, die nur lokal im
thermodynamischen Gleichgewicht sind. Eine Möglichkeit wurde in der Arbeit von
Buchholz, Ojima und Roos (siehe [1]) und der Arbeit von Buchholz (siehe [2]) vor-
gestellt.

Die zugrundeliegende Idee dort ist, einen gegebenen Zustand auf einer gewissen
Menge lokaler thermaler Observablen mit globalen Gleichgewichtszuständen zu ver-
gleichen. Dies wird wie folgt realisiert: Zu einem Punkt x ∈ Rm wählt man eine
Menge lokaler thermaler Observablen Sx. Dann vergleicht man die Erwartungswerte
eines gegebenen Zustandes ω auf dieser Menge mit denen aller thermischen Refe-
renzzustände (Gemische von Gleichgewichtszuständen). Gibt es einen thermischen
Referenzzustand ωx, so daß ω auf Sx mit ωx übereinstimmt, so sind ω und ωx

bezüglich der Menge Sx nicht unterscheidbar, und man kann ω am Punkt x die mit
Sx verbundenen thermischen Eigenschaften des Referenzzustandes zuordnen. Ein
solcher Zustand ω wird Sx-thermal genannt. Dieses Konzept läßt sich von einzel-
nen Raumzeitpunkten auf Gebiete in der Raumzeit ausdehnen. Wenn es zu jedem
x ∈ O ⊂ Rm einen Referenzzustand ωx gibt, so daß ein gegebener Zustand ω von
diesem auf Sx nicht unterschieden werden kann, so hat ω in ganz O eine therma-
le Interpretation, allerdings im allgemeinen an jedem Punkt eine andere, da ω an
verschiedenen Punkten mit verschiedenen Referenzzuständen übereinstimmen kann.
Die einem Zustand ω auf diese Weise zugeordneten thermischen Größen können also
raumzeitlich variieren. In diesem Fall macht es Sinn zu sagen, der Zustand sei in O
lokal im Gleichgewicht.

In diesem Rahmen ist es zudem möglich, zwei lokale Gleichgewichtszustände bezüglich
ihrer thermalen Stabilität zu vergleichen. Wenn ein Zustand auf einer Menge Sx lo-
kaler thermaler Observablen mit einem Referenzzustand übereinstimmt, ein anderer
Zustand dies jedoch nur auf einer Teilmenge von Sx tut, so ist dieser weniger nah
am globalen Gleichgewicht, als der erste. Der erste Zustand ist also thermal stabiler
als der zweite.
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In den oben erwähnten Arbeiten [1] und [2] wurden diese Ideen auf den Fall mas-
seloser Bosonen im Minkowski-Raum angewandt. Es wurden dort die Eigenschaften
lokaler Gleichgewichtszustände (im obigen Sinn) untersucht, wobei sich zeigte, daß
sich durch die mikroskopische Dynamik Evolutionsgleichungen für die thermalen
Observablen ergeben. Desweiteren wurde in [2] im Rahmen dieses Modells bewie-
sen, daß lokale Gleichgewichtszustände nicht in beliebigen Gebieten der Raumzeit
lokal im thermodynamischen Gleichgewicht sein können, sondern daß diese Gebiete
immer in einem Schnitt charakteristischer Halbebenen enthalten sind.

In den Arbeiten [17], [18] und [19] wurden die Methoden auf masselose Fermio-
nen, das elektromagnetische Feld und massive Bosonen angewandt. In den beiden
erstgenannten Fällen konnten ähnliche Ergebnisse wie in [2] erzielt werden, im Fall
massiver Bosonen gab es deutliche Unterschiede.

In dieser Arbeit sollen diese Methoden nun auf erhaltene Ströme in 1+1 Dimensionen
angewandt werden. In Kapitel 2 wird zunächst der allgemeine theoretische Rahmen
vorgestellt. Im dritten Kapitel soll ein kurzer Überblick über konform invariante
Theorien in 1+1 Dimensionen gegeben werden. In Kapitel 4 werden die thermischen
Referenzzustände der Theorie sowie diejenigen der chiralen Subtheorien vorgestellt
und ihre Eigenschaften untersucht. Im fünften Kapitel sollen die hier benutzten
lokalen thermalen Observablen eingeführt werden, und es zeigt sich, daß wichtige
thermale Größen wie Temperatur, Entropie und Phasenraum-Teilchendichte mithilfe
dieser thermalen Observablen gemessen werden können. Im sechsten Kapitel werden
Evolutionsgleichungen für die Makroobservablen hergeleitet. In Kapitel 7 schließlich
sollen Beispiele lokaler Gleichgewichtszustände angegeben werden, von denen es in
diesem Modell eine Vielzahl gibt.
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2 Theorie

Im folgenden Teil soll kurz die dieser Arbeit zugrundeliegende allgemeine Theorie
erläutert werden. Diese bewegt sich im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheo-
rie. Die grundlegenden Objekte sind hierbei lokale observable Felder, welche mit
Testfunktionen mit kompaktem Träger verschmiert werden. Sie werden im folgenden
mit φ(f) bezeichnet (wobei f kompakten Träger in Rm hat). Eventuelle Tensorindi-
ces an den φ(f) werden zur Vereinfachung der Notation weggelassen.

Von den Testfunktionen erhalten die Felder eine kausale Struktur. Sind die Träger
zweier Testfunktionen f und g raumartig getrennt, so gilt [φ(f), φ(g)] = 0.

Die Felder erzeugen über Produkt- und Summenbildung eine Algebra A mit
Elementen

A 3 A :=
∑

φ(f1)φ(f2) · · ·φ(fn).

Außerdem sollen in der Algebra auch Vielfache der 1 enthalten sein. Auf A definiert
man eine Involution

∗ : A → A, A 7→ A∗

durch
φ(f)∗ := φ∗(f̄), (AB)∗ := B∗A∗ und 1∗ := 1

für alle Testfunktionen f und alle A,B ∈ A (f̄ ist hierbei das komplex Konjugierte
von f). Daß ∗ tatsächlich wieder in die Algebra A abbildet, ist durch die Hermitizität
der Felder φ gewährleistet, wegen der φ(f)∗ = φ(f̄) gilt. Mit dieser Involution ist A
eine ∗-Algebra.

Außerdem definiert man eine Familie von Automorphismen auf A, welche die
Wirkung der (eigentlichen orthochronen) Poincaré-Gruppe (und in unserem Fall
auch die Wirkung der Skalentransformationen) implementiert:

Für alle λ ∈ P↑
+ gibt es

αλ : A → A
mit

αλφ(f) := φ(fλ)

sowie
αλ(A∗) := (αλ(A))∗ und αλ(AB) := αλ(A)αλ(B).

Hierbei ist fλ(x) := D(λ)f(λ−1x), mit einer zum Tensorcharakter von φ passenden

Matrixdarstellung D von P↑
+. Falls λ eine reine Translation λ = (1, a) ist, wird der

zugehörige Automorphismus mit αa bezeichnet.

Die Zustände des physikalischen Systems werden durch (komplex) lineare Funk-
tionale

ω : A → C

beschrieben, welche außerdem noch den Bedingungen

ω(1) = 1 (Normierung)
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und

ω(A∗A) ≥ 0 für alle A ∈ A (Positivität)

genügen sollen.

2.1 Thermische Referenzzustände

Die Idee von Buchholz, Ojima und Roos ist, Erwartungswerte von Observablen
in Nichtgleichgewichtszuständen mit solchen in sogenannten thermischen Referenz-
zuständen zu vergleichen, welche Gleichgewichtszustände oder Gemische solcher Zu-
stände sind (siehe [1]).

Globale Gleichgewichtszustände werden durch die KMS-Bedingung (nach Kubo,
Martin und Schwinger) charakterisiert. Diese lautet:

Definition 2.1 Sei β := |β| e ∈ V+. Ein Zustand ωβ über der Algebra A heißt
KMS-Zustand zur inversen Temperatur |β| > 0 im durch den Einheitsvektor e ∈ V+

festgelegten Ruhsystem, falls es zu je zwei Operatoren A,B ∈ A eine Funktion F :
C → C gibt, welche im Streifen Sβ := {z ∈ C|0 < Imz < |β|} analytisch und stetig
an dessen Rand ist und außerdem

F (t) = ωβ(Bαte(A)) und F (te + iβ) = ωβ(αte(A)B)

für alle t ∈ R erfüllt.

Wir nehmen an, daß es zu jedem Temperaturvektor β ∈ V+ einen eindeutigen KMS-
Zustand gibt. Im Fall freier Theorien wie der, die hier behandelt werden soll, be-
deutet diese Annahme keine wesentliche Einschränkung, da Uneindeutigkeiten als
globale, äußere Einflüsse klassischer Felder interpretiert werden können, welche nach
Umeichung keine Rolle mehr spielen, wenn wir Eichinvarianz der KMS-Zustände an-
nehmen.

Die Eindeutigkeit bzgl. β zieht die Translationsinvarianz der KMS-Zustände nach
sich. Sei ωβ ein KMS-Zustand zum Temperaturvektor β, dann gilt für den Poincaré-
transformierten Zustand

ωβ ◦ α−1
λ = ωΛβ. (2.1)

Man kann dies formal unter Zuhilfenahme der KMS-Bedingung sehen. Für alle A,
B aus A ist

(
ωβ ◦ α−1

λ

)
(AB) = ωβ

(
α−1

λ (A)α−1
λ (B)

)

KMS-Bed.
= ωβ

(
α−1

λ (B)αiβα
−1
λ (A)

)

= ωβ

(
α−1

λ (B)α−1
λ αλαiβα

−1
λ (A)

)

=
(
ωβ ◦ α−1

λ

) (
Bαλαiβα

−1
λ (A)

)

=
(
ωβ ◦ α−1

λ

)
(BαiΛβ(A)) ,
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denn

(Λ, a) ◦ (1, iβ) ◦
(
Λ−1,−Λ−1a

)
= (1, a)

(
Λ−1,−Λ−1a+ iβ

)

= (1,−a + iΛβ + a)

= (1, iΛβ) .

Also erfüllt der Zustand die KMS-Bedingung zum Temperaturvektor Λβ. Wegen der
Eindeutigkeit ist dies genau der zugehörige KMS-Zustand.
Neben den KMS-Zuständen, welche scharfe Temperatur haben, werden für unse-
re Belange auch noch Gemische solcher Zustände als Referenzzustände zugelassen
(schließlich sind auch makroskopische Ensembles, bei denen die Temperatur nicht
genau bestimmt ist, als Referenzsysteme von Interesse für uns). Für jede kompakte
Teilmenge B ∈ V+ definieren wir daher die Menge CB, welche die möglichen Ge-
mische von Zuständen ωβ mit β ∈ B enthält. Wir nehmen desweiteren an, daß die
KMS-Zustände schwach stetig bzgl. β sind, also daß jede Funktion

β 7→ ωβ(A), A ∈ A

stetig ist (dies sollte außer im Falle von Phasenübergängen erfüllt sein; diese sind
jedoch aufgrund der Annahme von Eindeutigkeit ausgeschlossen). Die Gemische aus
CB können dann als

ωB(A) =

∫
dρ(β)ωβ(A), A ∈ A (2.2)

geschrieben werden, wobei ρ ein positives normiertes Maß mit Träger in B ist.
Die Menge aller solcher Gemische mit kompaktem Temperaturträger sei mit C

bezeichnet und ergibt sich zu C :=
⋃

B CB.

2.2 Messungen am Punkt

Da in dieser Arbeit thermale Eigenschaften von Zuständen an einem Raumzeitpunkt
untersucht werden sollen, reichen die

”
verschmierten“ Felder φ(f) allein nicht mehr

aus, da diese zu einer Messung im endlichen Raumzeitgebiet supp(f) korrespondie-
ren. Es ist daher notwendig, Messungen an einem Punkt zu definieren. Dazu geht
man von den verschmierten Feldern zu den unregularisierten Feldern φ(x) über, wel-
che man durch den Übergang f → δx erhält. Dieser Grenzwert ist nur noch im Sinne
quadratischer Formen definiert, und es ist nicht zu erwarten, daß jeder Zustand über
der Algebra A auch auf den unregularisierten Feldern ausgewertet werden kann. Für
die (eindeutigen) KMS-Zustände ist dies jedoch möglich. Wegen (2.1) hängt für je-
den KMS-Zustand ωβ und für alle f ∈ D(Rm,C) der Wert ωβ(φ(f)) nur vom Integral∫
f ab:

Lemma 2.1 Sei ϕ = ω ◦φ : D(Rm,C) → C linear und stetig. ϕ sei invariant gegen
Translationen, es gelte also

ϕ(fx) = ω(αx(φ(f))) = ω(φ(f)) = ϕ(f)
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für alle f ∈ D(Rm,C). Dann ist

ϕ(f) = c ·
∫

dx f(x)

mit passendem c ∈ C für alle f ∈ D(Rm,C).

Beweis: Sei χ ∈ D(Rm,C) so daß,
∫
dxχ(x) = 1. Dann ist

ϕ(f) =

∫
dxχ(x)ϕ(f)

Trans.inv.
=

∫
dxχ(x)ϕ(f−x)

= ϕ

(∫
dxχ(x)f(· − x)

)

= ϕ(χ ∗ f)

= ϕ(f ∗ χ)

=

∫
dx f(x)ϕ(χ).

Setzt man nun ϕ(χ) =: c, so ist für alle f ∈ D(Rm,C)

ϕ(f) = c ·
∫

dxf(x).

2

Da mit den KMS-Zuständen auch deren Gemische translationsinvariant sind, kann
man nach obigem Resultat die Referenzzustände auf die unregularisierten Felder
fortsetzen indem man

ωB(φ(x)) := ωB(φ(χ))

setzt, wobei χ ∈ D(Rm,C) mit
∫
χ = 1. Der Ausdruck ωB(φ(x)) hängt offenbar nicht

von x ab.

2.3 Thermale Observable am Punkt

Der von den unregularisierten Feldern φ(x) aufgespannte lineare Raum wird wie in
[1] mit Qx bezeichnet. Unter Hinweis auf die Arbeit von Bostelmann (siehe [10])
wird dort gezeigt, daß dieser Raum in einem gewissen Sinne auch höhere Momente
der Punktfelder enthält. Die Elemente von Qx entsprechen Messungen am Punkt x.
Nicht allen Elementen jedoch kann eine thermale Bedeutung zugeordnet werden; für
unsere Belange ist der Raum zu groß. Die Idee in [1] ist, Messungen in einem beliebi-
gen Zustand mit solchen in einem Referenzzustand zu vergleichen. Übereinstimmung
zweier Zustände auf Qx ist jedoch eine zu starke Forderung; z.B. ist mit φ(x) auch
die Ableitung ∂xφ(x) in Qx enthalten. Wegen der Translationsinvarianz der Refe-
renzzustände verschwinden jedoch die Erwartungswerte ωB(∂xφ(x)) für alle B. Soll
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nun ein Zustand im Raumzeitgebiet O ebenfalls für ∂xφ(x) und x ∈ O verschwinden,
so müßte der Erwartungswert von φ(x) auf O konstant sein. Alle Erwartungswerte
wären damit konstant auf O, was viele interessante Fälle ausschlösse.

In [1] wird ein Teilraum von Qx ausgewählt, dessen Elemente gerade zu Messun-
gen thermaler Größen korrespondieren. Dieser Raum wird mit Tx bezeichnet, und
es kann sogar gezeigt werden, daß Tx i.a. die Referenzzustände trennt, die Kenntnis
aller Erwartungswerte ωB(φ(x)) mit φ(x) ∈ Tx also schon reicht, um den Zustand
eindeutig zu bestimmen.

2.4 Makroobservable

Wie in [2] ausgeführt wird, enthalten die Punktfelder φ(x) dieselben Informationen
über die thermischen Eigenschaften der Referenzzustände wie bestimmte makrosko-
pische (zentrale) Observablen. Um dies zu sehen, betrachtet man eine Folge (fn),
n ∈ N, von Testfunktionen mit kompaktem Träger, wobei

fn(x) := n−mf(n−1x− xn)

mit f ∈ D(Rm,C), so daß
∫
f = 1 und (xn) einer Folge von raumartigen Trans-

lationen, welche so schnell gegen unendlich gehen, daß der Träger von fn für fast
alle n im kausalen Komplement jeder gegebenen beschränkten Teilmenge von Rm

liegt. Diese Folge von Testfunktionen definiert ihrerseits eine Folge (φ(fn)) in A. Die
Folgenglieder φ(fn) vertauschen für fast alle n aufgrund der lokalen Kommutativität
der Observablen mit jedem gegebenen A ∈ A, die φ(fn) bilden in A also eine zentrale
Folge. Da

∫
fn = 1 für alle n ∈ N und weil die Referenzzustände nur vom Integral

über die Testfunktionen abhängen, existiert der Grenzwert Φ := limn→∞ φ(fn) in
jedem Referenzzustand ωB . Außerdem wird in [2] gezeigt, daß für alle A ∈ A und
jedes ωB

ωB(A∗ΦA) := lim
n→∞

ωB(A∗φ(fn)A) =

∫
dρ(β)ωβ(A∗A)ωβ(φ(x)).

Hiermit läßt sich zeigen, daß durch Φ in jeder GNS-Darstellung von A, welche durch
die ωB gegeben ist (siehe [3]), eine translationsinvariante, dicht definierte und zen-
trale quadratische Form definiert wird.

Die stetige Funktion

β 7→ Φ(β) := ωβ(φ(x))

bestimmt die zentrale Zerlegung von Φ (siehe [4]) und wird als thermale Funktion
von φ(x) bezeichnet. Sie ist unabhängig von x. Φ selbst wird als Makroobservable
bezeichnet. Aufgrund der Gleichheit

ωB(Φ) = ωB(φ(x))

können den Auswertungen der Punktfelder in den Referenzzuständen also zentrale
Größen zugeordnet werden.
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2.5 Lokale Gleichgewichtszustände

Die grundlegende Idee von Buchholz, Ojima und Roos in [1] ist es, einem gegebenen
Zustand gewisse thermische Eigenschaften zuzuordnen, wenn dessen Erwartungs-
werte auf einer Teilmenge von Tx mit denen eines Gleichgewichtszustandes überein-
stimmen.

Sei Sx ein linearer Unterraum von Tx. Ein gegebener Zustand ω heißt Sx-thermal,
wenn es einen Zustand ωB ∈ C gibt, so daß

ω(φ(x)) = ωB(φ(x)), für alle φ(x) ∈ Sx.

ω und ωB können also nicht durch Messungen in Sx voneinander unterschieden wer-
den. Man kann daher ω am Punkt x die thermalen Eigenschaften von ωB zuordnen,
welche durch die zu φ(x) ∈ Sx gehörigen Makroobservablen Φ beschrieben werden.
Also kann man umgekehrt einer Makroobservable Φ mit φ(x) ∈ Sx einen Erwar-
tungswert im lokalen Gleichgewichtszustand ω am Punkt x zuordnen:

ω(Φ)(x) := ω(φ(x)) = ωB(φ(x)) = ωB(Φ).

Wegen

ω(Φ)(x) = ωB(Φ) =

∫
dρ(β)Φ(β)

kann ω(·)(x) als lineares Funktional über den Makroobservablen aufgefaßt werden.
Die Definition lokaler Thermalität läßt sich leicht auf Zustände ausdehnen, welche
auf (offenen) Gebieten O ⊂ Rm im lokalen Gleichgewicht sind. Ist für festes x0 ∈ Rm

Sx0
gegeben, so wird durch α(x−x0)Sx0

=: Sx jedes andere Sx festgelegt. Ein Zustand
ω heißt nun SO-thermal, wenn es für jedes x ∈ O einen Zustand ωBx ∈ C gibt, so
daß ω(φ(x)) = ωBx(φ(x0)) = ωBx(Φ) für alle φ(x0) ∈ Sx0

. Die Funktion

x 7→ ω(Φ)(x) = ω(φ(x)), φ(x0) ∈ Sx0

beschreibt dann das raumzeitliche Verhalten des
”
Lifts“ ω(·)(x) für die Makroobser-

vable Φ im Gebiet O.
Wie in [2] werden auch in dieser Arbeit nur solche lokalen Gleichgewichtszustände

betrachtet, für die x 7→ ω(φ(x)) = ωBx(φ(x)) schwach integrabel ist und für die es
zu jeder kompakten Teilmenge U ⊂ O eine kompakte Teilmenge B ∈ V+ gibt, so daß
Bx ⊂ B für alle x ∈ U . Unter diesen zusätzlichen Annahmen sind die Funktionen
x 7→ ω(Φ)(x) differenzierbar im Sinne von Distributionen. Desweiteren erfüllen sie

∣∣∣∣
∫

dx f(x)ω(Φ)(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖1 ‖Φ‖B (2.3)

für alle f mit kompaktem Träger in O, wobei ‖ · ‖1 die L1-Norm bezeichnet und
‖Φ‖B für alle Makroobservablen Φ gegeben ist durch

‖Φ‖B := sup
β∈B

|Φ(β)|. (2.4)
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Durch {‖ · ‖B |B ⊂ V+} wird eine Familie von Halbnormen auf dem Raum der Ma-
kroobservablen definiert.

Es soll noch bemerkt werden, daß die
”
Größe“ (also die Dimension) von Sx of-

fenbar angibt, wie nah ein Sx-thermaler Zustand dem Gleichgewicht ist. Je größer
Sx, desto mehr Erwartungswerte eines Sx-thermalen Zustandes stimmen mit de-
nen eines Referenzzustandes überein und desto näher ist der Sx-thermale Zustand
daher dem Gleichgewicht. Diesem Gedanken folgend, sollte es möglich sein, lokale
Gleichgewichtszustände mit größerer und kleinerer Nähe zum Gleichgewicht zu un-
terscheiden, ebenso jedoch einem lokalen Gleichgewichtszustand Regionen größerer
und kleinerer Nähe zum Gleichgewicht zuzuordnen.

Außerdem scheint es zunächst nicht zwingend, daß Sx ein Unterraum von Tx sein
muß. Dem obigen Konzept folgend, sollte jede Untermenge von Tx eine Charakte-
risierung von lokalem Gleichgewicht ermöglichen. Es zeigt sich aber, daß wichtigen
thermalen Größen nicht direkt eine thermale Observable zugeordnet werden kann,
sie jedoch durch Folgen thermaler Observabler approximiert werden können, wenn
Sx groß genug ist.
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3 Das Modell

Die konforme Quantenfeldtheorie ist ein Spezialfall relativistischer Quantenfeldtheo-
rien mit einer größeren Symmetriegruppe. Die konforme Gruppe ist die Gruppe der
winkeltreuen Transformationen; sie enthält neben den Poincaré-Transformationen
xµ 7→ Λµ

νxν + aµ auch die Gruppe der Dilatationen x 7→ λx (also die globalen
Skalierungen), wird aber auch davon noch nicht voll ausgeschöpft.

In 1 + 1 Raumzeitdimensionen zeigen einige Quantenfelder skaleninvarianter
Theorien eine besondere Struktur, die als Chiralität bezeichnet wird, etwa erhaltene
Ströme oder der erhaltene, symmetrische Energie-Impuls-Tensor zerfallen additiv in
zwei vertauschende Quantenfelder, die jeweils nur von einer der Lichtkegelkoordina-
ten x+ = x0 + x1 ≡ t+ x bzw. x− = x0 − x1 ≡ t− x abhängen. Die jeweiligen Teile
der Quantenfelder bezeichnet man als Rechts- bzw. Linksläufer.

Im folgenden Teil sollen kurz die chiral zerfallenden Quantenfelder Strom und
Energie-Impuls-Tensor eingeführt werden, anschließend werden die auftretenden Sym-
metrien diskutiert.

3.1 U(1)-Strom und Energie-Impuls-Tensor

In konform invarianten Theorien wird neben der Poincaré-Invarianz auch die Skalen-
invarianz berücksichtigt. Die Gruppe der Automorphismen, welche die Symmetrie-
transformationen implementieren, wird um die Skalentransformationen erweitert. Ist
λ eine Skalentransformation in einer m-dimensionalen Theorie und αλ der zugehörige
Automorphismus, so wirkt αλ gemäß

αλφ(f) := φ(fλ)

mit fλ(x) := λd−mf(λ−1x) und λ > 0. Die Größe d heißt Skalendimension von φ.

Sei j = (j0, j1) ein erhaltener Strom, also ∂µj
µ = 0, in einer skaleninvarianten

Theorie in 1 + 1 Dimensionen. Man führt den zu j dualen Strom ∗j ein, dessen
Komponenten durch

∗jµ = εµνjν

definiert sind, wobei εµν der vollständig antisymmetrische Tensor mit ε01 = 1 ist.
Falls es einen LadungsoperatorQ :=

∫
j0dx1 gibt, der eine Symmetrie erzeugt, die mit

den Skalentransformationen vertauscht, so ist auch der duale Strom erhalten (zum
Beweis hierfür siehe [6]). Ein Strom, der zusammen mit seinem dualen erhalten ist,
zerfällt chiral (siehe [5]).

Lemma 3.1 Ein Strom j einer 1 + 1-dimensionalen Theorie sei zusammen mit
seinem dualen Strom ∗j erhalten. Dann zerfällt j gemäß

j = (j0, j1) = (j+ + j−, j+ − j−),

wobei
j+(x0, x1) = j+(x0 − x1) und j−(x0, x1) = j−(x0 + x1)

chirale Ströme sind.
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Beweis: Es gelten

∂µj
µ = ∂0j

0 + ∂1j
1 = 0 und ∂∗µj

µ = −∂0j
1 − ∂1j

0 = 0.

Durch Addition beider Gleichungen erhält man

(∂0 − ∂1)(j0 − j1) = 0,

durch Subtraktion

(∂0 + ∂1)(j0 + j1) = 0.

Damit hängen 1
2(j0 + j1) =: j+ nur von x− := x0 − x1 und 1

2(j0 − j1) =: j− nur von
x+ := x0 + x1 ab.

2

Die links- bzw. rechtslaufenden chiralen Komponenten des Stromes vertauschen
miteinander

[j+, j−] = 0,

und erfüllen jeweils die Kommutatorrelation

[j(x), j(y)] =
i

2π
δ′(x− y) (3.1)

im Sinne von Distributionen (siehe [5] oder [6]). Hierbei steht j(x) jeweils für j∓(x±).
Der chirale Strom j heißt U(1)-Strom, da der oben erwähnte Operator Q =

∫
dxj(x)

der Erzeuger der globalen U(1)-Transformation ψ 7→ eiαψ ist.

Der U(1)-Strom j ist das chirale freie Bose-Feld. Er hat Skalendimension d = 1
(siehe [6]).

In einer skaleninvarianten Theorie in 1 + 1 Dimensionen ist auch der Energie-
Impuls-Tensor chiralem Zerfall unterworfen. Dies wurde 1976 von Lüscher und Mack
bewiesen. Der Energie-Impuls-Tensor ist symmetrisch und erhalten, außerdem sind
seine Komponenten die Dichten des Generators der Translationen. Nun sei jedes
Tensorfeld, welches diese Eigenschaften hat, als Energie-Impuls-Tensor bezeichnet.

Satz 3.2 (Lüscher-Mack-Theorem) Sei T µν ein symmetrisches, erhaltenes Ten-
sorfeld in einer skaleninvarianten Theorie in 1 + 1 Dimensionen, so daß P µ :=∫
dx1 T µ0 der Generator der Translationen ist. Dann gilt:

1. Die Skalendimension ist d = 2.

2. T µν ist spurfrei.

3. (T 00 + T 01)(x0, x1) = 2T+(x0 − x1) und (T 00 − T 01)(x0, x1) = 2T−(x0 + x1)
sind chirale Felder der Skalendimension d± = 2.
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4. Die chiralen Felder

T (·) =

{
T+(x0 − x1)

T−(x0 + x1)

erfüllen die Vertauschungsrelationen [T+, T−] = 0 und

[T (x), T (y)] = i
(
−T ′(y)δ(x − y) + 2T (y)δ′(x− y) − c

24π
δ′′′(x− y)

)

mit einer Konstante c > 0 (im Sinne von Distributionen).

Einen Beweis des Theorems findet man bei [5] oder [6]. Die Konstante c > 0 wird
zentrale Ladung genannt. Sie hängt mit der Amplitude der Zweipunktfunktion zu-
sammen.

In der Form

i[T (f), T (g)] = T
(
f ′g − g′f

)
− c

12π

∫ (
f ′′′g − g′′′f

)

können die Lüscher-Mack-Vertauschungsrelationen als zentrale Erweiterung der Lie-
Algebra der Diffeomorphismen (Koordinatentransformationen) gesehen werden.

Ein Quantenfeld φ welches mit dem chiralen Energie-Impuls-Tensor im Sinne
von Distributionen gemäß

−i[T (x), φ(x)] = −φ′(x)δ(x − y) + hφ(y)δ′(x− y)

(h ∈ R) vertauscht, heißt primäres Quantenfeld. h ist hierbei die Skalendimension,
denn es gilt für eine Dilatation λ

αλ(φ(f)) = λhφ(fλ).

Mithilfe solcher Felder lassen sich Darstellungsräume des Energie-Impuls-Tensors
konstruieren, welche mit einer von den Parametern h und c abhängigen Sesquiline-
arform (·, ·)h,c ausgestattet ist. Friedan, Qiu und Shenker haben 1986 untersucht,
für welche Parameterbereiche diese Sesquilinearform positiv (semi-)definit ist, also
der Darstellungsraum ein Hilbert-Raum wird (siehe [8]). Für c ≥ 1 und h ≥ 0 ist
(·, ·)h,c positiv definit (außer für c = 1 und h = k2/4 mit k ∈ N0, dort ist es positiv
semidefinit, und für c > 0 und h = 0, dort ist es ebenfalls positiv semidefinit). Für
0 ≤ c < 1 ist (·, ·)h,c indefinit, außer wenn

c = 1 − 6

m(m+ 1)
, m ∈ N, m ≥ 2,

dann ist es semidefinit (
”
diskrete Serie“). Falls c < 0 oder h < 0, ist (·, ·)h,c indefinit.

Da der chirale U(1)-Strom ein bosonisches freies Feld ist, kann man sein Quadrat
durch bosonische Normalordnung definieren. Es zeigt sich, daß der Sugawara-Tensor

T (x) :=
1

2
: j2 : (x) (3.2)
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alle Eigenschaften eines Energie-Impuls-Tensors mit zentraler Ladung c = 1 hat
(siehe [5]). j vertauscht mit T wie ein primäres Feld mit Skalendimension h = 1
(siehe [6]). Also ist es in diesem Fall möglich, eine Darstellung von T zu finden,
welche die Spektrumsbedingung respektiert.

3.2 Die Gruppe der konformen Transformationen

Die Gruppe der konformen Transformationen in m Dimensionen umfaßt definitions-
gemäß alle winkeltreuen Koordinatentransformationen:

xµ 7→ yµ(x) , so daß dyµdyµ = ω(x)2dxµdxµ.

Diese Gruppe enthält sowohl die Lorentz-Transformationen mit ω(x) = 1 als auch
die Skalentransformationen mit ω(x) = λ. Außerdem sind in ihr die (singulären)
speziellen konformen Transformationen enthalten:

yµ(x) =
xµ − bµx2

1 − 2(bx) + b2x2

mit ω(x) = (1 − 2(bx) + b2x2)−1. Die speziellen Transformationen können endliche
Punkte auf Unendlich und raumartig getrennte Punktpaare auf zeitartig getrennte
abbilden. Dies würde bedeuten, daß die Kausalität von den speziellen Transforma-
tionen nicht respektiert wird, man nennt dies auch das

”
Kausalitätsparadoxon“.

Es gibt jedoch eine Interpretation des konformen Transformationsgesetzes, in der
das Kausalitätsparadoxon nicht auftritt. Man geht zur euklidischen Theorie über,
die naturgemäß keine Kausalität und daher auch kein solches Paradoxon kennt.
Dann klärt man die Minkowski-Situation, indem man von der euklidischen Theo-
rie kommend die analytische Fortsetzung studiert. Hierbei stellt man fest, daß die
Minkowski-Raumzeit Rm periodisch im Zylinder Sm−1 ×R eingebettet ist. Spezielle
Transformationen können also zu einem

”
Wechsel des Blattes“ führen. Lüscher und

Mack haben 1975 gezeigt, daß die Überlagerung M̃ = Sm−1 × R eine globale kau-

sale Struktur hat und die universelle Überlagerungsgruppe ˜SO(m, 2) auf M̃ unter
Beachtung der kausalen Struktur operiert (siehe [7]).

In 1 + 1 Dimensionen ist die Gruppe der winkeltreuen Abbildungen wesentlich
größer als SO(2, 2), denn es gilt

dxµdxµ = d(x0 + x1)d(x0 − x1),

so daß jeder Diffeomorphismus x0 +x1 = u 7→ u′(u) und x0−x1 = v 7→ v′(v) winkel-
treu ist. Damit erhalten wir für jeden Lichtkegel x0±x1 die Diffeomorphismengruppe
von R. Es kann gezeigt werden, daß die Diffeomorphismengruppe nicht mit einem
invarianten Vektor dargestellt werden kann (siehe [6]). Die ungebrochene Symme-
triegruppe (im Vakuum-Sektor von chiralen Feldern) ist nur die Möbius-Gruppe
SL(2,R)/Z2 ∼= SU(1, 1)/Z2 ⊂ Diff(S1). Diese ergibt sich als Einschränkung von
SO(2, 2) ∼= [SU(1, 1) × SU(1, 1)]/Z2.
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4 Thermische Referenzzustände

Die thermischen Referenzzustände sind hier, wie eingangs erwähnt, die KMS-Zustände
des Modells oder Gemische von solchen. Daher ist es nötig, die Eigenschaften dieser
Zustände genauer zu untersuchen. Insbesondere lassen sich die Zweipunktfunktionen
der KMS-Zustände der 1 + 1-dimensionalen Theorien als Linearkombinationen von
solchen der chiralen Subtheorien schreiben.

4.1 KMS-Zustände der Stromalgebra

Wie im Anhang in C.1 gezeigt wird, ist die Zweipunktfunktion eines KMS-Zustandes
zum Temperaturvektor β in 1 + 1 Dimensionen gegeben durch

ωβ(jµ(f)jν(g)) =

∫
dp p

( f̃(p, p)g̃(−p,−p)

1 − e−|β|(e0−e1)p
+ (−1)δµν+1 f̃(p,−p)g̃(−p, p)

1 − e−|β|(e0+e1)p

)
. (4.1)

Da wir Eichinvarianz der KMS-Zustände voraussetzen, verschwinden wegen

ωβ(jµ1 (f1) · · · jµ2n+1 (f2n+1)) = (ωβ ◦ γ)(jµ1 (f1) · · · jµ2n+1 (f2n+1))

= ωβ(γ(jµ1 (f1)) · · · γ(jµ
2n+1 (f2n+1)))

= (−1)2n+1 ωβ(jµ1 (f1) · · · jµ2n+1 (f2n+1))

die 2n + 1-Punktfunktionen für alle n ∈ N0 und alle β ∈ V+. Damit zeigen wir nun
folgendes

Lemma 4.1 Sei ωβ ein eichinvarianter KMS-Zustand zum Temperaturvektor β
über der Stromalgebra in 1 + 1 Dimensionen. Dann ist ωβ durch die Zweipunkt-
funktion bestimmt.

Beweis: Für jedes A ∈ A kann ωβ(A) als Linearkombination von n-Punktfunktio-
nen dargestellt werden, welche aufgrund der Eichinvarianz jedoch nur gerade n-
Punktfunktionen enthält. Daher reicht es zu zeigen, daß die 2n-Punktfunktion durch
die Zweipunktfunktion bestimmt ist.
Es gilt (wobei wir die Testfunktionen nicht mit anschreiben)

ωβ

(
jµ1 jµ2 · · · jµ2n−1 (αtej

µ
2n )
)

= ωβ

(
(αtej

µ
2n )jµ1 · · · jµ2n−1

)

+

2n−1∑

m=1

ωβ

([
jµm , (αtej

µ
2n )
])
ωβ

(
jµ1 · · · jµm−1 jµm+1 · · · jµ2n−1

)
,

wie man durch Vertauschen von αtej
µm mit allen anderen Strömen sieht (hierbei ist

zu beachten, daß die auftretenden Kommutatoren von Strömen c-Zahlen sind). Wir
definieren

F (t) := ωβ

(
jµ1 · · · jµ2n−1 (αtej

µ
2n )
)
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sowie
fm(t) := ωβ

(
jµm (αtej

µ
2n )
)
.

Nach Anwendung der Fourier-transformierten Version der KMS-Bedingung (siehe
Abschnitt C.1) ergibt sich

(
1 − e−β(·)

)
F̃ =

(
1 − e−β(·)

) 2n−1∑

m=1

ωβ

(
jµ1 · · · jµm−1 jµm+1 · · · jµ2n−1

)
· f̃m

im Sinne von Distributionen über D(R,C). Also ist

F (ũ) =
2n−1∑

m=1

ωβ

(
jµ1 · · · jµm−1 jµm+1 · · · jµ2n−1

)
· fm(ũ)

für alle u ∈ {u ∈ D |u = (1 − e−β(·))h, h ∈ D}. Die auftretenden Distributionen
sind bis auf einen additiven δ-Term regulär (die Form der Distributionen auf der
rechten Seite kann Abschnitt C.1 entnommen werden). Vernachlässigen wir diesen,
so können wir F und f als Integralkerne auffassen und es gilt

ωβ

(
jµ1 · · · jµ2n−1 (αtej

µ
2n )
)

=
2n−1∑

m=1

ωβ

(
jµ1 · · · jµm−1 jµm+1 · · · jµ2n−1

)
ωβ

(
jµm (αtej

µ
2n )
)

als Gleichung zwischen Funktionen von t.
Man sieht, daß eine 2n-Punktfunktion als Ausdruck geschrieben werden kann, wel-
cher nur (2n− 2)-Punktfunktionen und Zweipunktfunktionen enthält. Rekursiv läßt
sich damit jede 2n-Punktfunktion aus Zweipunktfunktionen zusammensetzen.

2

Ein eichinvarianter Zustand, der allein schon durch die Zweipunktfunktion definiert
ist, ist quasifrei (siehe [11]). In dieser Arbeit werden wir, wann immer von einem
quasifreien Zustand die Rede ist, damit einen solchen schon durch die Zweipunkt-
funktion bestimmten Zustand meinen.

Für die Zweipunktfunktionen (4.1) gilt

ωβ(jµ(f)jµ(f)∗) =

∫
dp p

( |f̃(p, p)|2
1 − e−|β|(e0−e1)p

+
|f̃(p,−p)|2

1 − e−|β|(e0+e1)p

)
,

denn jµ(f)∗ = jµ(f̄), aufgrund der Hermitizität des Stromes, und ˜̄f(±p,±p) =

f̃(∓p,∓p). Da e zeitartig ist und daher |e0| > |e1| gilt, ist

p

(1 − e−|β|(e0−e1)p)
> 0

für alle p. Also ist
ωβ(jµ(f)jµ(f)∗) > 0

für alle f und µ und die Zweipunktfunktion daher positiv. Daraus folgt auch schon
die Positivität der KMS-Zustände, da diese quasifrei sind (siehe [11]).
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4.2 Chiralität der KMS-Zustände

Die Zweipunktfunktionen (4.1) zerfallen offenbar in zwei Teile die jeweils nur von
β+ := |β|(e0 +e1) bzw. β− := |β|(e0−e1) abhängen. Sie zerfallen also chiral. Um dies
genauer zu untersuchen, betrachten wir die KMS-Zustände der U(1)-Stromalgebra.
Diese sind ebenfalls quasifrei und werden charakterisiert durch die Zweipunktfunk-
tion

ωβ(j(f)j(g)) =
1

2π

∫
dp p

f̃(p)g̃(−p)

1 − e−βp
(4.2)

(siehe Abschnitt C.2). Hierbei ist β eine positive Zahl und j ein chiraler Strom. Wir

notieren mit ω
(2)
β und ω

(1)
β KMS-Zustände der zweidimensionalen bzw. eindimensio-

nalen Theorie. Dann ist offenbar

ω
(2)
β (jµ(f)jν(g)) = 2πω

(1)
β−

(j(f ′)j(g′)) + 2π(−1)δµν+1ω
(1)
β+

(j(f ′′)j(g′′)), (4.3)

wobei f̃ ′(p) = f̃(p, p) und g̃′(p) = g̃(p, p) sowie f̃ ′′(p) = f̃(p,−p) und g̃′′(p) =
g̃(p,−p). Daß es Testfunktionen f ′, f ′′, g′, g′′ mit diesen Eigenschaften gibt, zeigt
das folgende

Lemma 4.2 Für alle f ∈ D(R2,C) gibt es f ′, f ′′ ∈ D(R,C), so daß f̃ ′(p) = f̃(p, p)

bzw. f̃ ′′(p) = f̃(p,−p) gelten.

Beweis: Setze

f ′(x) :=
1√
2π

∫
dy f(y, y − x)

und

f ′′(x) :=
1√
2π

∫
dy f(y, x− y).

Wir zeigen die geforderten Eigenschaften für f ′, der Beweis für f ′′ verläuft dann
völlig analog.
Wenn f ∈ D(R2,C) gibt es a, b, c, d ∈ R, so daß supp(f) ⊂ [a, b] × [c, d], und es gilt

f ′(x) =
1√
2π

∫
dy χ[a,b](y)χ[c,d](y − x)f(y, y − x).

Dann jedoch ist offenbar f ′(x) = 0, wenn x > b − c oder x < a − d. Also ist
supp(f ′) ⊂ [a− d, b− c]. Desweiteren ist f ′ ∈ C∞(R,C), wobei für jedes n ∈ N

∂n
xf

′(x) =

∫
dy (−1)n (∂n

2 f) (y, y − x),

da |(∂n
2 f)(y, y − x)| ≤ | supu,v(∂n

2 f)(u, v)|χ[a,b](y) für alle x, und dieser Ausdruck
weiterhin integrabel ist. Also ist f ′ ∈ C∞

0 (R,C) = D(R,C).
Insbesondere existiert damit die Fourier-Transformierte von f ′. Diese ergibt sich zu

f̃ ′(p) =
1

2π

∫
dx

∫
dy f(y, y − x)e−ipx =

1

2π

∫
du

∫
dv f(u, v)e−ip(u−v) = f̃(p, p),
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so daß f ′ alle gewünschten Eigenschaften hat.

2

Es zeigt sich, daß die links- bzw. rechtslaufenden Ströme j+ und j− in den KMS-
Zuständen unkorreliert sind.

Lemma 4.3 Sei ω ein Zustand über der Stromalgebra in 1 + 1 Dimensionen. Dann
sind folgende Aussagen äquivalent:

1. ω (j+(·)j−(··)) = 0.

2. ω
(
j0(·)j0(··)

)
= ω

(
j1(·)j1(··)

)
und ω

(
j0(·)j1(··)

)
= ω

(
j1(·)j0(··)

)
.

Beweis: Wir zeigen zuerst (1.) ⇒ (2.). Da ω(j+(f)j−(g)) = 0 für alle f, g ist
wegen [j+(f), j−(g)] = 0 für alle f, g auch ω(j−(f), j+(g)) = 0 (durch Vertauschung
der Bedeutung von f und g). Damit ist

0 = ω(j+(·)j−(··)) =
1

4

[
ω
(
j0(·)j0(··)

)
− ω

(
j1(·)j1(··)

)
︸ ︷︷ ︸

A(·,··)

−
(
ω
(
j0(·)j1(··)

)
− ω

(
j1(·)j0(··)

))
︸ ︷︷ ︸

B(·,··)

]
=

1

4
(A−B)(·, ··).

Außerdem gilt

0 = ω(j−(·)j+(··)) =
1

4

[
ω
(
j0(·)j0(·)

)
− ω

(
j1(·)j1(·)

)

+ ω
(
j0(·)j1(··)

)
− ω

(
j1(·)j0(··)

) ]
=

1

4
(A +B)(·, ··).

Also ist A = 0 und B = 0. Damit folgt (2.).
(2.) ⇒ (1.) ergibt sich direkt durch Ausrechnen von

ω(j+(f)j−(g)) =
1

4

[
ω
(
j0(f)j0(g)

)
− ω

(
j0(f)j1(g)

)

+ω
(
j1(f)j0(g)

)
− ω

(
j1(f)j1(g)

)]
= 0

für alle f, g.

2

Da die Zweipunktfunktionen (4.1) die Bedingung (2.) in Lemma 4.3 erfüllen, sind
links- und rechstlaufende Ströme in den (quasifreien) KMS-Zuständen unkorreliert.
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Mit Gleichung (4.3) zeigt sich außerdem

ω
(2)
β (j+(f)j+(g)) =

1

4

[
ω

(2)
β

(
j0(f)j0(g)

)
+ ω

(2)
β

(
j0(f)j1(g)

)

+ω
(2)
β

(
j1(f)j0(g)

)
+ ω

(2)
β

(
j1(f)j1(g)

)]

= 2π ω
(1)
β−

(j(f ′)j(g′)).

Analog

ω
(2)
β (j−(f)j−(g)) = 2π ω

(1)
β+

(j(f ′′)j(g′′)).

4.3 Vakuumzustand

Der Vakuumzustand der ein- bzw. zweidimensionalen Stromalgebren läßt sich durch
den Übergang |β| → ∞ in (4.2) bzw. (4.1) bestimmen. Im eindimensionalen Fall
setzen wir für jedes f und g

ω(1)
∞ (j(f)j(g)) := lim

β→∞
1

2π

∫
dp p

f̃(p)g̃(−p)

1 − e−βp

=
1

2π

∫
dp θ(p) p f̃(p)g̃(−p), (4.4)

wobei der Grenzübergang ins Integral gezogen werden kann, da für alle β > β0 > 0
(mit festem β0) und alle p

p

1 − e−βp
<

p

1 − e−β0p

gilt.
Analog ergibt sich im zweidimensionalen Fall

ω(2)
∞ (jµ(f)jν(g)) := lim

|β|→∞
ω

(2)
β (jµ(f)jν(g)) (4.5)

=

∫
dp θ(p) p

(
f̃(p, p)g̃(−p,−p) + (−1)δµν+1f̃(p,−p)g̃(−p, p)

)
.

4.4 Stetigkeit der KMS-Zustände

Die KMS-Zustände ωβ sind stetig in β. Wir zeigen zunächst den eindimensionalen
Fall. Sei (βn) eine gegen β > 0 konvergente Folge positiver Zahlen. Dann gibt es
eine Zahl β0 > 0 mit β0 ≤ βn für alle n ∈ N. Wie in obigem Abschnitt gilt damit
p(1−e−βnp)−1 ≤ p(1−e−β0p)−1 für alle n ∈ N und alle p. Also können Integration und
Grenzprozeß vertauscht werden, und es folgt (wegen der Stetigkeit des Integranden
für β > 0)

lim
n
ω

(1)
βn

(j(f)j(g)) = ω
(1)
β (j(f)j(g)).

Analog wird Stetigkeit der KMS-Zustände im zweidimensionalen Fall gezeigt.



4.5 Gemische 19

4.5 Gemische

Wie bereits in Abschnitt 2.1 erwähnt, werden nicht nur reine KMS-Zustände sondern
auch Gemische von ihnen als Referenzzustände zugelassen. Diese werden für jedes
B mit ωB bezeichnet und durch

ωB(A) =

∫
dρ(β)ωβ(A) , A ∈ A

definiert. ρ ist ein positives normiertes Maß mit Träger in B, wobei B eine kompakte
Teilmenge von V+ ist, wenn A die 1 + 1-dimensionale Stromalgebra bezeichnet, und
eine kompakte Teilmenge von R+, wenn A die U(1)-Algebra ist.



20 5 THERMALE OBSERVABLE UND THERMALE FUNKTIONEN

5 Thermale Observable und thermale Funktionen

5.1 Thermale Observable

Bei der Definition des Raumes der lokalen thermalen Observablen gehen wir vor
wie in [1], und betrachten den linearen Raum, welcher durch die Wick-Quadrate der
Ströme, deren balancierte Ableitungen und den Einheitsoperator erzeugt wird.

Definition 5.1 Der Raum der lokalen thermalen Observablen am Punkt x ist gege-
ben durch

Sx := span
{
1,ðµ : jκjλ : (x)|µ = (µ1, µ2, . . . , µm),m ∈ N, µj = 0, 1

}
(5.1)

wobei

ðµ : jκjλ : (x) := lim
ζ→0

ζ2<0

∂ζµ

(
jκ(x+ ζ)jλ(x− ζ) − ω∞(jκ(x+ ζ)jλ(x− ζ))1

)
(5.2)

die balancierten Ableitungen bezeichnet.

Auf dem Raum Sx ist a priori keine Topologie gegeben, es kann jedoch unter Zu-
hilfenahme der KMS-Zustände eine definiert werden. Die Auswertungen der lokalen
thermalen Observablen in den KMS-Zuständen werden als thermale Funktionen be-
zeichnet, und mit ihnen kann eine Topologie auf Sx definiert werden. Wir werden
dies in Abschnitt 5.3 tun.

5.1.1 Der Energie-Impuls-Tensor

Unter den lokalen thermalen Observablen ist auch der Energie-Impuls-Tensor. Seine
chiralen Komponenten sind bestimmt durch die Sugawara-Formel

T (x) =
1

2
: j2 : (x)

(siehe (3.2)). Die Komponenten des zweidimensionalen Energie-Impuls-Tensors sind

T µν(x) = T+(x−) + (−1)δµν+1 T−(x+)

=
1

2
: j2+ + (−1)δµν+1 j2− : (x)

=
1

8
:
(
(j0)2 + j0j1 + j1j0 + (j1)2

)

+(−1)δµν+1
(
((j0)2 − j0j1 − j1j0 + (j1)2

)
: (x)

=
1

4
: jµjν + jµ̄jν̄ : (x), (5.3)

wobei δµµ̄ = δνν̄ = 0. Der Energie-Impuls-Tensor ist wie erwartet spurfrei (T µ
µ = 0)

und symmetrisch (T µν = T νµ).
Es ist bemerkenswert, daß der Energie-Impuls-Tensor der Theorie in Sx liegt (dies
war im Falle masseloser freier Bosonen in vier Raumzeitdimensionen nicht der Fall,
siehe [1]).
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5.2 Thermale Funktionen

Als thermale Funktion einer lokalen thermalen Observablen θ(x) wird die Abbildung

β 7→ ωβ(θ(x))

bezeichnet. Wir werden im folgenden zeigen, daß diese Abbildung für die KMS-
Zustände (4.1) wohldefiniert ist. Wie in [1] unter Hinweis auf [10] erklärt wird,
können die Elemente aus Sx sinnvoll in Zuständen lokal beschränkter Energie defi-
niert werden.

Die KMS-Zustände (4.1) lassen sich umschreiben zu

ωβ (jµ(f)jν(g)) = ω∞ (jµ(f)jν(g))

+

∫
dp

∫
d2x

∫
d2y 2p θ(p)f(x)g(y)

[ e−β−p

1 − e−β−p
cos((x−− y−)p)

+(−1)δµν+1 e−β+p

1 − e−β+p
cos((x+− y+)p)

]
,

wobei x± := x0 ± x1 und y± := y0 ± y1 Lichtkegelkoordinaten sind.
Für Folgen von Testfunktionen (δ±n ), derart daß

lim
n

∫
d2y δ±n (y)f(y) =

1√
2π
f(x± ζ)

für alle stetigen f , gilt

ωβ (jµ(x+ ζ)jν(x− ζ)) − ω∞ (jµ(x+ ζ)jν(x− ζ))

:= lim
n

[
ωβ

(
jµ(δ+n )jν(δ−n )

)
− ω∞

(
jµ(δ+n )jν(δ−n )

)]
(5.4)

=
1

2π

∫
dp θ(p) 2p

[
e−β−p

1 − e−β−p
cos(2ζ−p) + (−1)δµν+1 e−β+p

1 − e−β+p
cos(2ζ+p)

]
.

Dieser Ausdruck ist wegen der Integrabilität von

θ(p) (2p)n e−ap

1 − e−ap

für a > 0, n ∈ N und nach Anwendung des Satzes über dominierte Konvergenz
offenbar eine C∞-Funktion in ζ.

Damit läßt sich nun ωβ(θ(x)) für θ(x) ∈ Sx sinnvoll definieren. Man setzt

ωβ

(
ðµ : jκjλ : (x)

)
:= lim

ζ→0

ζ2<0

∂ζµ

[
ωβ

(
jκ(x + ζ)jλ(x− ζ)

)
(5.5)

−ω∞
(
jκ(x + ζ)jλ(x− ζ)

)]
.

Da (5.4) nur von den Koordinaten ζ± abhängt, kann ∂ζµ
gemäß ∂ζ0 = ∂ζ+ + ∂ζ−

bzw. ∂ζ1 = ∂ζ+ − ∂ζ− zerlegt werden. Damit ergibt sich
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ωβ

(
ðµ : jκjλ : (x)

)
=

1

2π
lim
ζ→0

ζ2<0

∫
dp θ(p) 2p

[ e−β−p

1 − e−β−p
(−1)|µ|

1 ∂m
ζ− cos(2ζ−p)

+(−1)δκλ+1 e−β+p

1 − e−β+p
∂m

ζ+ cos(2ζ+p)
]
,

wobei µ = (µ1, . . . , µm) und |µ|
1

der Anzahl der Indices µj mit µj = 1 entspricht. Für
ungeradem ist ∂m

ζ±
cos(2pζ±) proportional zu sin(2pζ±) und verschwindet daher beim

Grenzübergang ζ → 0. Es interessiert also nur der Fall gerader m. Zur Vereinfachung
der Notation schreiben wir im Folgenden 2m anstelle von m.

Nach Ausführen von Ableitungen und Grenzprozeß in (5.5) erhält man

ωβ

(
ðµ : jκjλ : (x)

)
=

1

2π

∫
dp θ(p) (2p)2m+1(−1)m

[
(−1)|µ|

1
e−β−p

1 − e−β−p

+(−1)δκλ+1 e−β+p

1 − e−β+p

]
. (5.6)

Da e−β±p < 1 ist, gilt

e−β±p

1 − e−β±p
=

∞∑

n=1

e−nβ±p.

In obigem Ausdruck ist jedes Folgenglied der Folge von Partialsummen kleiner als der
Grenzwert, daher können nach dem Satz über dominierte Konvergenz Integration
und Reihenbildung in (5.6) vertauscht werden:

ωβ

(
ðµ : jκjλ : (x)

)
=

1

2π

∞∑

n=1

∫
dp θ(p) (2p)2m+1(−1)m

[
(−1)|µ|

1e−nβ−p

+(−1)δκλ+1e−nβ+p
]
.

Die auftretenden Integrale ergeben sich zu
∫

dp θ(p) p2m+1e−nβ±p =
(2m + 1)!

(nβ±)2m+2
.

Desweiteren gilt

∞∑

n=1

n−(2m+2) =
1

2

1

(2m + 2)!
(2π)2m+2 |B2m+2| ,

wobei B2m+2 die (2m+2)-te Bernoulli-Zahl bezeichnet.

Damit ist schließlich für µ = (µ1, . . . , µM )

Θµ

κλ(β) := ωβ

(
ðµ : jκjλ : (x)

)
= cM

[
(−1)|µ|

1β
−(M+2)
− + (−1)δκλ+1β

−(M+2)
+

]

(5.7)
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mit

cM =

{
0 falls M = 2m + 1, m ∈ N0

(−1)m(4π)2m+1

2
|B2m+2 |
2m+2 falls M = 2m, m ∈ N0.

(5.8)

Die thermalen Funktionen, die Elementen von Sx zugeordnet werden, ergeben sich
aufgrund der Linearität der KMS-Zustände daher als Linearkombinationen von Aus-
drücken (5.7) und komplexen Zahlen (da ωβ(c · 1) = c).
Wegen β− = |β|(e0 − e1) bzw. β+ = |β|(e0 + e1) sind die thermalen Funktionen
offenbar Polynome in |β|−2.

5.3 Topologie auf Sx

Mithilfe der thermalen Funktionen kann Sx topologisiert werden. Auf den thermalen
Funktionen definieren wir für jedes B ⊂ V+ die Seminorm ‖ · ‖B

‖Θ(β)‖ := sup
β∈B

|Θ(β)| = sup
β∈B

|ωβ(θ(x))|. (5.9)

Dies definiert nun auch auf Sx eine Familie von schwachen Halbnormen.

5.4 Chiraler Zerfall auf den thermalen Funktionen

Wir haben in Abschnitt 4.2 bereits gesehen, daß die Zweipunktfunktionen (4.1) der
KMS-Zustände chiral zerfallen. Offenbar tun dies (5.7) zufolge auch die thermalen
Funktionen.

Legt man die eindimensionale Theorie zugrunde und definiert für diesen Fall den

Raum der lokalen thermalen Observablen S (1)
x analog zum zweidimensionalen Fall,

jedoch nun mit chiralen Strömen (und unter Weglassung der Bedingung, daß die ζ
in den balancierten Ableitungen raumartig sind), so kann man völlig analog zum
zweidimensionalen Fall die thermalen Funktionen bestimmen. Sie ergeben sich zu
Null, falls der Grad der balancierten Ableitung ungerade ist und ansonsten zu

ωβ

(
ð2m) : j2 : (x)

)
=

(−1)m(4π)2m

2m + 2
|B2m+2|β−(2m+2). (5.10)

Die Frage ist nun, ob auch die nur von β− bzw. β+ abhängigen Teile in (5.7)
wirklich als thermale Funktionen der eindimensionalen Theorie interpretiert wer-
den können. Um die thermalen Funktionen bestimmen zu können, betrachtete man
Ausdrücke der Form

ω
(2)
β

(
jµ(δ+n )jν(δ−n )

)

wobei δ±n ∈ D(R2,C), so daß δ±n
n−→ 1√

2π
δx±ζ im schwachen Sinn. Nach (4.3) gilt

ω
(2)
β

(
jµ(δ+n )jν(δ−n )

)
= 2π ω

(1)
β−

(
j((δ+n )′)j((δ−n )′)

)

+(−1)δµν+12π ω
(1)
β+

(
j((δ+n )′′)j((δ−n )′′)

)
,
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mit

(δ±n )′(u) =
1√
2π

∫
dv δ±n (v, v − u)

und

(δ±n )′′(u) =
1√
2π

∫
dv δ±n (v, u− v).

Wir zeigen das folgende

Lemma 5.1 Sei
(
δ
(2)
n

)
eine Folge in D(R2,C), mit

lim
n

∫
dy1dy0 δ(2)n (y0, y1)f(y0, y1) =

1√
2π
f(x0, x1)

für alle f ∈ C(R2,C). Dann gilt mit der Folge
(
δ
(1),±
n

)
⊂ D(R,C) definiert durch

δ(1),±n (u) :=
1√
2π

∫
dv δ(2)n (v,±(u− v)),

daß

lim
n

∫
du f(u)δ(1),±n (u) =

1

2π
f(x0 ± x1)

für alle f ∈ C(R,C).

Beweis: Sei f ∈ C(R,C). Dann ist

lim
n

∫
du f(u)δ(1),±n (u) =

1√
2π

lim
n

∫
du

∫
dv f(u)δ(2)n (v,±(u − v))

=
1√
2π

lim
n

∫
dy1

∫
dy0 f(y0 ± y1)δ(2)n (y0, y1)

=
1

2π
f(x0 ± x1).

2

Mit diesem Resultat läßt sich konsistent schreiben:

ω
(2)
β (jµ(x + ζ)jν(x− ζ)) − ω

(2)
∞ (jµ(x+ ζ)jν(x− ζ))

= 2π
[
ω

(1)
β−

(
j
(
(x+ ζ)−

)
j
(
(x− ζ)−

))
− ω(1)

∞
(
j
(
(x + ζ)−

)
j
(
(x− ζ)−

))]

+2π (−1)δµν+1
[
ω

(1)
β+

(
j
(
(x+ ζ)+

)
j
(
(x− ζ)+

))

−ω(1)
∞
(
j
(
(x + ζ)+

)
j
(
(x− ζ)+

))]
.

Führt man die Berechnung der eindimensionalen thermalen Funktionen fort, so be-
stimmen die nur von x− abhängigen Summanden des Ausdrucks den von β− abhängi-
gen Teil, die von x+ abhängigen den von β+ abhängigen Teil der zweidimensionalen
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thermalen Funktion. Umgekehrt heißt dies, daß der vordere Teil in (5.7) von einer

thermalen Observable der eindimensionalen Theorie aus dem Raum S (1)
x− stammt,

der hintere von einer aus dem Raum S (1)
x+

. Daher korrespondieren zu jeder therma-
len Observable θ(x) ∈ Sx der zweidimensionalen Theorie zwei thermale Observablen

θ+(x−) ∈ S(1)
x− bzw. θ−(x+) ∈ S(1)

x+
der eindimensionalen Theorie.

Dies sieht man auch, wenn man

ðµ : jκjλ : (x) = ðµ : j+j+ + (−1)δκ1j+j+ + −(1)δλ1j+j− + (−1)δκλ+1j−j− : (x)

schreibt. Da nach Lemma 4.3 j+ und j− in den KMS-Zuständen unkorreliert sind,
haben die beiden mittleren Summanden keinen Einfluß auf die zu ðµ : jκjλ : (x)
korrespondierende thermale Funktion.

Jede thermale Observable aus Sx läßt sich also als Summe eines rechtslaufenden,
eines linkslaufenden und eines gemischten Anteils schreiben,

θ(x) = θ+(x−) + θ−(x+) + θ̂(x−, x+),

wobei der gemischte Anteil nicht in die zweidimensionale thermale Funktion eingeht.

Die Chiralität überträgt sich auch auf Integrale über thermale Funktionen:

Lemma 5.2 Sei ρ ein normiertes Maß auf dem R2 mit kompaktem Träger in B ⊂
V+. Das durch (β0, β1) 7→ (β+, β−) transformierte Maß ρ̃ erfülle

∫
dρ̃(β+, β−) =

∫ N∑

n=1

ρn(β+, β−) d
(
ρ̃n− × ρ̃n

+

)
(β+, β−) (5.11)

mit meßbaren ρn und Maßen ρ̃n± auf Σ(R). Dann gibt es normierte Maße ρ+ und
ρ− auf Σ(R) mit kompaktem Träger in R+, so daß

ωB(θ(x)) = 2π

∫
dρ+(β−)ω

(1)
β−

(θ+(x−)) + 2π

∫
dρ−(β+)ω

(1)
β+

(θ−(x+)) (5.12)

für alle θ(x) ∈ Sx.

Beweis: Da ρ normiert ist, gilt

1 =

∫
dρ(β)

=

∫
dρ̃(β+, β−)

=

∫ N∑

n=1

ρn(β+, β−) d
(
ρ̃n− × ρ̃n

+

)
(β+, β−)

=
N∑

n=1

∫
ρn(β+, β−) d

(
ρ̃n− × ρ̃n

+

)
(β+, β−)

=

N∑

n=1

∫
ρ±n (β∓) dρ̃n±(β∓),



26 5 THERMALE OBSERVABLE UND THERMALE FUNKTIONEN

nach dem Satz von Fubini, wobei ρ±n (β∓) =
∫
ρn(β+, β−) dρ̃n∓(β±),

=

∫ N∑

n=1

ρ±n (β∓) dρ̃n±(βmp)

=

∫
dρ±(β∓).

Damit impliziert unter der Voraussetzung (5.11) das Maß ρ ein normiertes Maß ρ±

auf Σ(R). Wir zeigen, daß dieses Maß ebenfalls kompakten Träger hat. Die Transfor-
mation T : R2 → R2 mit (β0, β1) 7→ (β+, β−) bildet V+ auf R+ ×R+ ab. Da T stetig
ist, ist das Bild von B kompakt. Damit gibt es R > 0, so daß [0, R]× [0, R] ⊃ T (B).
Also ist

∫
dρ̃(β+, β−) =

∫
χ[0,R](β+)χ[0,R](β−)dρ̃(β+, β−)

=

∫
χ[0,R](β∓)dρ±(β∓) =

∫
dρ±(β∓),

und ρ± hat kompakten Träger in R+. Mit diesen Maßen ergibt sich (5.12) dann
sofort wegen der Linearität des Integrals und

ωβ(θ(x)) = 2πω
(1)
β−

(θ+(x−)) + 2πω
(1)
β+

(θ−(x+))

für alle θ(x) ∈ Sx.

2

Setzt man ∫
dρ±(β∓)ω

(1)
β∓

(θ±(x∓)) =: ω
(1)
B±

(θ±(x∓)),

so schreibt sich der chirale Zerfall konvexer Linearkombinationen von thermalen
Funktionen als

ω
(2)
B (θ(x)) = 2πω

(1)
B−

(θ+(x−)) + ω
(1)
B+

(θ−(x+)). (5.13)

5.5 Zulässige Makroobservable

Wir werden nun die zulässigen Makroobservablen bestimmen. Dies sind diejeni-
gen, die sich in der oben definierten Topologie durch lokale Observable aus Sx ap-
proximieren lassen. Da die Auswertungen der Elemente aus Sx in den (lokalen)
Gleichgewichtszuständen, wie in Abschnitt 2.4 erwähnt, zu zentralen Größen kor-
respondieren, also eine klassische Interpretation haben, können auch die zulässigen
Makroobservablen als klassische Größen interpretiert werden.

Es gibt eine große Klasse von Funktionen, die durch die thermalen Funktionen
approximiert werden können. Dies sind genau die auf V+ stetigen Funktionen, die
ebenfalls chiralen Zerfall zeigen (bis auf Differenzierbarkeit also die Lösungen der
zweidimensionalen Wellengleichung). Um dies zu zeigen benötigen wir zunächst fol-
gendes
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Lemma 5.3 Jede stetige Funktion f : [b,B] → R mit 0 < b < B läßt sich auf ihrem
Definitionsbereich gleichmäßig durch chirale thermale Funktionen approximieren.

Beweis: Sei g :
[

1
B ,

1
b

]
→ R definiert durch g(y) := f(1/y). g läßt sich stetig

bis in die Null fortsetzen. Durch Spiegelung erhält man die gerade stetige Funktion
ĝ :

[
−1

b ,
1
b

]
→ R. Nach dem Weierstraß’schen Approximationssatz läßt sich ĝ auf[

−1
b ,

1
b

]
gleichmäßig durch Polynome nähern. Da ĝ außerdem gerade ist, reichen

hierfür gerade Polynome. Daher gibt es für jedes ε > 0 Koeffizienten cε1, . . . , c
ε
N , so

daß ∣∣∣∣∣ĝ(y) −
N∑

n=0

cεn y
2n

∣∣∣∣∣ < ε

für alle y ∈
[
−1

b ,
1
b

]
. Insbesondere gilt also

∣∣∣∣∣f(x) −
N∑

n=0

cεn x
−2n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣g
(

1

x

)
−

N∑

n=0

cεn x
−2n

∣∣∣∣∣ < ε

für alle x ∈ [b,B]. Also kann f auf [b,B] gleichmäßig durch inverse gerade Polynome
approximiert werden, welche wegen (5.10) gerade den chiralen thermalen Funktionen
entsprechen.
Damit läßt sich f in der ‖·‖[b,B]-Topologie durch chirale thermale Funktionen nähern.

2

Bemerkung 5.4 Die chiralen thermalen Funktionen trennen die Zustände in CB.

Beweis: Nach obigem Lemma liegt die Menge der thermalen Funktionen

M :=
{

Φ : [b,B] → R
∣∣Φ = ω(·)(φ(x)), φ(x) ∈ Sx

}

bzgl. ‖ · ‖[b,B] dicht in der Menge C([b,B],R), den stetigen Funktionen auf [b,B].
Für jeden Referenzzustand ω[b,B] gilt

∣∣ω[b,B](Φ)
∣∣ =

∣∣∣∣
∫

dρ(β) Φ(β)

∣∣∣∣ ≤ ‖Φ‖[b,B]

für alle Φ ∈ M, daher ist ω[b,B] auf M stetig und kann nach dem Satz von Hahn-
Banach (siehe [13]) stetig auf C([b,B],R) fortgesetzt werden. Wegen der Dichtheit
von M ist diese Fortsetzung eindeutig. Dem Darstellungsatz von Riesz (siehe [14])
zufolge gibt es damit ein eindeutig bestimmtes, positives Maß ρ, so daß

ω[b,B](Φ) =

∫
dρ(β) Φ(β)

für alle Φ ∈ C([b,B],R).
Die Kenntnis von ω[b,B] auf M reicht also, um ρ zu bestimmen.

2

Mit Hilfe von Lemma 5.3 läßt sich zeigen, daß alle chiral zerfallenden Funktionen
durch thermale Funktionen approximiert werden können.
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Lemma 5.5 Sei B ⊂ V+ kompakt. Für jedes β = |β|e = |β|(e0, e1) ∈ B benutzen
wir weiterhin die Bezeichnung

β± = |β|(e0 ± e1).

Darüber hinaus setzen wir

B± :=

[
min
β∈B

|β|(e0 ± e1),max
βinB

|β|(e0 ± e1)

]
.

Jede stetige Funktion f : B → R welche für alle β ∈ B

f(β) = f+(β−) + f−(β+)

mit f± : B∓ → R erfüllt, kann durch thermale Funktionen

Θµ

λκ(β) = cm

(
(−1)|µ|1

(
1

β−

)m+2

+ (−1)δλκ+1

(
1

β+

)m+2
)
,

mit cm wie in (5.8), auf B gleichmäßig approximiert werden.

Beweis: Für jedes µ ist

Θµ

00(β) + Θµ

01(β) = 2 · (−1)|µ|1cm

(
1

β−

)m+2

=: Θµ

+(β−)

und

Θµ

11(β) − Θµ

10(β) = 2 · cm
(

1

β+

)m+2

=: Θµ

−(β+).

Nach Lemma 5.3 können f± : B∓ → R durch die Θµ

± gleichmäßig genähert werden.
Für jedes ε > 0 gibt es daher endlich viele c±

µ
6= 0, so daß

∥∥∥∥∥f± −
∑

µ

c±
µ

Θµ

±

∥∥∥∥∥
B∓

<
ε

2
.

Damit ist

ε ≥ ‖f+ −
∑

µ

c+
µ

Θµ

+‖B+
+ ‖f− −

∑

µ

c−
µ

Θµ

−‖B−

≥ ‖f+ + f− −
∑

µ

(
c+
µ

Θµ

+ + c−
µ

Θµ

−
)
‖B

≥ |f −
∑

µ

[
c+
µ

(
Θµ

00 + Θµ

01

)
+ c−

µ

(
Θµ

11 − Θµ

10

)]
‖B

≥ ‖f −
∑

µλ κ

cµλκΘµ

λκ‖B

mit cµ00 = cµ01 = c+
µ

und cµ11 = −cµ10 = c−
µ

. Daher kann f auf B gleichmäßig approxi-
miert werden.

2
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Korollar 5.6 Für jede stetig differenzierbare solche Funktion, ist also auch ihre
Ableitung approximierbar.

Es gilt auch das umgekehrte Resultat. Nicht nur sind alle stetigen Funktionen
mit chiralen Zerfallseigenschaften approximierbar, sie sind auch die einzigen appro-
ximierbaren Funktionen.

Lemma 5.7 Sei B ⊂ V+ kompakt und f : B → R werde auf B gleichmäßig durch
thermale Funktionen approximiert. Dann ist f stetig und es gilt für β ∈ B

f(β) = f+(β−) + f−(β+) (5.14)

mit f± : B∓ → R stetig.

Beweis: Wir benutzen dieselbe Notation wie im Beweis zuvor. Da die thermalen
Funktionen chiral zerfallen, gilt dies auch für die Summen

∑
cµλκΘµ

λκ(β) =
∑

c+
µ

Θµ

+(β−) +
∑

c−
µ

Θµ

−(β+).

Wir definieren die Transformation

T : R2 → R2, (β0, β1) 7→ (β−, β+)

und setzen Fn(β) :=
∑
cµλκΘµ

λκ(β) und F±
n (β∓) :=

∑
c±
µ

Θµ

±(β∓). Hierbei bezeichnet
n die Anzahl der Summanden, und f werde gleichmäßig durch die Folge (Fn) appro-
ximiert. Es ist Fn = (F+

n +F−
n )◦T . Da f gleichmäßig durch (Fn) approximiert wird

und jedes Folgeglied als Summe thermaler Funktionen stetig ist, ist auch f stetig.
Wir definieren nun g durch f(β) =: g(β−, β+) also g = f ◦ T−1. Sei (β−

0 , β
+
0 ) ∈

T (B). Dann ist für jedes gegebene ε > 0 und n hinreichend groß

‖g(·, β+
0 ) − F+

n (·) − F−
n (β+

0 )‖T (B) = ‖g ◦ T − (F+
n + F−

n ) ◦ T‖B

= ‖f − Fn‖
<

ε

3
(5.15)

und ebenso
‖g(β−

0 , ·) − F+
n (β−0 ) − F−

n (·)‖T (B) <
ε

3
. (5.16)

Wir definieren die Funktion G durch

G(β−, β+) := g(β−, β
+
0 ) + g(β−

0 , β+) − g(β−
0 , β

+
0 ).

Dann gilt

‖G ◦ T − Fn‖B = ‖G− F+
n − F−

n ‖T (B)

= ‖g(·, β+
0 ) + g(β−

0 , ··) − g(β−
0 , β

+
0 ) − F+

n (·) − F−
n (··)‖T (B)

≤ ‖g(·, β+
0 ) − F+

n (·) − F−
n (β+

0 )‖T (B)

+‖g(β−
0 , ··) − F+

n (β−0 ) − F−
n (··)‖T (B)

+‖g(β−
0 , β

+
0 ) − F+

n (β−0 ) − F−
n (β+

0 )‖T (B)

< ε/3 + ε/3 + ε/3

= ε,
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wegen (5.15) und (5.16) und weil (Fn) auch punktweise gegen g ◦ T konvergiert.
Damit konvergiert Fn gleichmäßig gegen G ◦ T und da für alle kompakten B ‖ · ‖B

eine Norm auf C(B,R) ist, gilt somit g = G. Also hat f die Form (5.14).

2

Wir werden nun die Definition für zulässige Makroobservable geben, welche klassisch
zu interpretierende Meßgrößen sind.

Definition 5.2 Eine Funktion Ξ : V+ → R heißt zulässige Makroobservable, wenn
sie auf allen Kompakta B ⊂ V+ gleichmäßig durch thermale Funktionen approximiert
werden kann.

Wie in Lemma 5.5 und 5.7 gezeigt wurde, sind die zulässigen Makroobservablen
gerade die stetigen Funktionen, die chiral zerfallen (also bis auf Differenzierbarkeit
gerade die Lösungen der Wellengleichung).

5.6 Ausgewählte Makroobservable

Im folgenden sollen die wichtigen makroobservablen Größen Energie-Impuls-Tensor,
Entropiestromdichte und Phasenraum-Teilchendichte bestimmt werden. Nur im Fal-
le des Energie-Impuls-Tensors korrespondiert zu dieser Makroobservable tatsächlich
eine lokal thermale Observable, also ein Element aus Sx. Die anderen Makroob-
servablen können jedoch durch zu Elementen aus Sx korrespondierende thermale
Funktionen approximiert werden, und daher durch Folgen in Sx genähert werden.

5.6.1 Energie-Impuls-Tensor

Die Makroobservable Energie-Impuls-Tensor ergibt sich einfach als thermale Funk-
tion des Energie-Impuls-Tensors (5.3). Diese ist

ωβ (T µν(x)) =
1

4
ωβ

(
: jµjν + jµ̄jν̄ : (x)

)

=
1

2
ωβ (: jµjν : (x)) ,

wegen der Linearität von ωβ und ωβ(jµjν) = ωβ(jµ̄jν̄),

=
1

2
· π

6

[(
1

β−

)2

+ (−1)δµν+1

(
1

β+

)2
]

=
1

2
· π

6

1

|β|2
[

(e0 + e1)2 + (−1)δµν+1(e0 − e1)2

(e20 − e21)2

]
,

da β± = |β|(e0 ± e1),

=
π

3

1

|β|2 e
µeν − π

6

1

|β|2 g
µν , (5.17)

da e20 − e21 = 1.
Eµν(β) := ωβ(T µν(x)) ist offenbar eine zulässige Makroobservable, da Eµν stetig in
β ist und die Form (5.14) hat.
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5.6.2 Entropiestromdichte und freie Energiedichte

Wie in [12] im vierten Kapitel beschrieben wird, hat im relativistischen Gleichge-
wichtsfall der Energie-Impuls-Tensor die Form

Eµν(β) = Q(β2)eµeν − P (β2)gµν .

In unserem Fall gilt also

Q(β2) =
π

3

1

β2
und P (β2) =

π

6

1

β2
.

Die Entropiestromdichte ergibt sich dann laut [12] zu

Sµ(β) :=
(
β2
) 1

2 Q(β2)eµ =
π

3

1

|β|e
µ, (5.18)

und die freie Energiedichte ist gegeben durch

F µν(β) := −P (β2)gµν = −π
6

1

β2
gµν . (5.19)

Mit den chiralen Entropiestromdichten

S±(β∓) :=
π

6

1

β∓

schreibt sich (5.18) wiederum mit e2
0 − e11 = 1 als

Sµ(β) = S+(β−) + (−1)δµ1S−(β+).

Diese Funktion ist stetig und hat die Form (5.14), also ist die Entropiestromdichte
eine zulässige Makroobservable.

(5.19) schreibt sich als

F µν(β) = −π
6

1

β− β+
gµν

und kann daher offenbar nicht durch thermale Funktionen approximiert werden. Also
ist die freie Energiedichte keine zulässige Makroobservable für die hier betrachteten
Sx-thermalen Zustände.

5.6.3 Phasenraum-Teilchendichte

Eine Makroobservable von besonderer Bedeutung ist die Phasenraum-Teilchendichte
Nq welche die Dichte der Teilchen mit Impuls q = (|q|, q) mißt. Wir werden sie durch
eine Folge von Operatoren aus A definieren, deren Grenzwert in den KMS-Zuständen
existiert.
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Sei (fq,n) eine Folge von Testfunktionen aus D(R2,C) definiert durch

fq,n(x) := n−
1

2
−κ g(n−κx0)h(n−1x1) eiqx

mit 0 < κ < 1 und
∫
g(x)dx = 1 sowie

∫
|h(y)|2dy = 1, g, h ∈ D(R,C). Die Testfunk-

tionen wurden nicht mit κ indiziert, da sich herausstellen wird, daß die interessieren-
den Objekte unabhängig von diesem (Hilfs-)Parameter sind. Mit diesen Funktionen
definieren wir nun die Folge

(
µνN

n
q

)
⊂ A durch

µνN
n
q :=

1

|q|j
µ(fq,n)∗jν(fq,n).

Es zeigt sich, daß für alle β der Grenzwert

ωβ(µνNq) := lim
n
ωβ(µνN

n
q )

existiert.

Wir betrachten zunächst den Fall q > 0. Dann ist

fq,n(x) = n−
1

2
−κg(n−κx0)h(n−1x1) eiq(x

0−x1).

Mit den KMS-Zuständen (4.1) ist dann

ωβ(µνNq) = lim
n

1

|q|

∫
dp p

[ f̃q,n(p, p)f̃q,n(−p,−p)

1 − e−β−p

+(−1)δµν+1 f̃q,n(p,−p)f̃q,n(−p, p)

1 − e−β+p

]

= lim
n

1

|q|

∫
dp pn|g̃ (−nκ(q + p))|2

[ |h̃(n(q + p))|2
1 − e−β−p

+(−1)δµν+1|h̃(n(q − p))|2
1 − e−β+p

]
,

da ˜̄f(p) = f̃(−p). Wir setzen

[ωβ(µνNq)]± := lim
n

1

|q|

∫
dp p · n |g̃ (−nκ(q + p))|2 |h̃(n(q ± p))|2

1 − e−β∓p
.

In [ωβ(µνNq)]+ führt die Substitution z = n(q + p) auf

[ωβ(µνNq)]+ = lim
n

1

|q|

∫
z
( z
n
− q
)
|g̃(−nκ−1z)|2 |h̃(z)|2

1 − e−β−(n−1z−q)
.

Für alle n ∈ N ist

∣∣∣∣(n−1z − q) ·
(

1 − e−β−(n−1z−q)
)−1

∣∣∣∣ ≤ M · |z|l für geeignetes M

und l, ebenso
∣∣g̃(−nκ−1z)

∣∣ < Mg weil g ∈ D(R,C). Da auch h ∈ D(R,C), ist z 7→
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|z|l
∣∣∣h̃(z)

∣∣∣
2

integrabel, und es kann der Satz über dominierte Konvergenz angewandt

werden. Damit ergibt sich wegen der Stetigkeit von g̃, κ < 1 sowie g̃(0) = (2π)−1/2

und
∫
|h|2 = 1

[ωβ(µνNq)]+ =
1

|q|

∫
dz q

1

eβ−q − 1
|g̃(0)|2|h̃(z)|2

=
1

2π

q

|q|
1

eβ−q − 1
.

In [ωβ(µνNq)]− führt die Variablentransformation z = n(q − p) hin zu

[ωβ(µνNq)]− = lim
n

1

|q|

∫
z
( z
n
− q
)
|g̃(−2nκq + nκ−1z)|2 |h̃(z)|2

1 − eβ+(n−1z−q)
.

Wiederum greift der Satz über majorisierte Konvergenz analog zum obigen Fall. Mit
diesem ist

[ωβ(µνNq)]− =
1

|q|

∫
z

q

e−β+q − 1
|h̃(z)|2 | lim

n
g̃(−2nκq + nκ−1z)|2.

Da g ∈ D(R,C) und 0 < κ < 1 ist jedoch limn g̃(−nκq + nκ−1z) = 0. Also ist
[ωβ(µνNq)]− = 0.

Im Fall q < 0 ist

fq,n(x) = n−
1

2
−κg(n−κx0)h(n−1x1) e−iq(x0+x1).

Damit ergibt sich

ωβ(µνNq) = lim
n

1

|q|

∫
dp p · n |g̃ (−nκ(q − p))|2

[ |h̃(n(q + p))|2
1 − e−β−p

+(−1)δµν+1 |h̃(n(q − p))|2
1 − e−β+p

]
.

Wir nehmen in den Teilen [ωβ(µνNq)]± dieselben Substitutionen vor wie im Fall
q > 0 und folgen auch sonst der obigen Argumentation. In diesem Fall ergibt sich
jedoch

[ωβ(µνNq)]+ = 0

und

[ωβ(µνNq)]− =
1

2π

q

|q|
1

1 − e−β+q

=
1

2π

q

|q|
eβ+q

eβ+q − 1
.
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Faßt man die Ergebnisse für q > 0 und q < 0 zusammen, erhält man

ωβ (µνNq(β)) =
1

2π

q

|q|

[
Θ(q)

1

eβ−q − 1
+ (−1)δµν+1Θ(−q) eβ+q

eβ+q − 1

]
.

Damit haben wir nun folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 5.8 Sei (fq,n) ⊂ D(R2,C) eine Folge von Testfunktionen mit

fq,n(x) := n−
1

2
−κg(n−κx0)h(n−1x1)eiqx (5.20)

wobei q = (|q|, q), 0 < κ < 1 und g, h ∈ D(R,C) Testfunktionen, die
∫
|h|2 =

∫
g = 1

erfüllen. Der Grenzwert der Folge (µνN
n
q ) ⊂ A definiert durch

µνN
n
q :=

1

|q|j
µ(fq,n)∗jν(fq,n) (5.21)

existiert in den KMS-Zuständen und es gilt

ω(µνNq) := lim
n
ω(µνN

n
q )

=
1

2π

q

|q|

[
Θ(q)

1

eβ−q − 1
+ (−1)δµν+1Θ(−q) eβ+q

eβ+q − 1

]
. (5.22)

Von einer Phasenraum-Teilchendichte wird man Positivität erwarten, und die zu-
gehörige Folge sollte hermitesche Folgeglieder haben. Daher ist es sinnvoll, Folgen
(5.21) mit µ = ν zu betrachten und ihren Grenzwert als Phasenraum-Teilchendichte
aufzufassen.

Definition 5.3 Es ist Nn
q :=µµN

n
q und ωβ(Nq) := limn ωβ(µµN

n
q ) für µ = 0, 1. Die

Phasenraum-Teilchendichte ist definiert durch

Nq(β) := ωβ(Nq) =
1

2π

q

|q|

[
Θ(q)

1

eβ−q − 1
+ Θ(−q) eβ+q

eβ+q − 1

]
. (5.23)

Nq ist durch die Planck-Formel gegeben, wie man durch folgende Rechnung sieht:

Nq(β) =
1

2π

q

|q|

[
Θ(q)

1

eβ−q − 1
+ Θ(−q) eβ+q

eβ+q − 1

]

=
1

2π

[
Θ(q)

1

eβ0q−β1q − 1
− Θ(−q) 1

1 − e−(β0q+β1q)

]

=
1

2π

[
Θ(q)

1

eβ0|q|−β1q − 1
+ Θ(−q) 1

eβ0|q|−β1q − 1

]

=
1

2π

1

eβ0|q|−β1q − 1

=
1

2π

1

eβq − 1
.
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Wir wollen nun zeigen, daß der Grenzwert der Folge
(
Nn

q

)
in allen thermalen Refe-

renzzuständen existiert und gemäß

lim
n
ωB(ANn

qB) =

∫
dρ(β)ωβ(AB)ωβ(Nq)

zentral zerlegt werden kann.
Damit wir diesen Beweis führen können, etablieren wir zunächst zwei Lemmata.

In diesen sei fq,n wie in (5.20).

Lemma 5.9 Sei f ∈ D(R2,C) und für alle n ∈ N f 6= fq,n. Dann ist für alle µ, ν

lim
n
ωβ(jµ(f)jν(fq,n)) = 0.

Beweis: Für |q| = ±q ist

ωβ(jµ(f)jν(fq,n)) =

∫
dp p

[ f̃(p, p)f̃q,n(−p,−p)

1 − e−β−p

+(−1)δµν+1 f̃(p,−p)f̃q,n(−p, p)

1 − e−β+p

]

=

∫
dp pn1/2 g̃(−nκ(p± q))

[ f̃(p, p)h̃(n(q + p))

1 − e−β−p

+(−1)δµν+1 f̃(p,−p)h̃(n(q − p))

1 − e−β+p

]
.

Nach Substitution von z = n(q + p) im vorderen und z = n(q − p) im hinteren
Integralteil ergibt sich

ωβ(jµ(f)jν(fq,n)) =

∫
dz
( z
n
− q
)
n−1/2h̃(z)

[ g̃(a(z, n))f̃ ( z
n − q, z

n − q)

1 − e−β−(n−1z−q)

+(−1)δµν+1 g̃(b(z, n))f̃ (q − z
n ,

z
n − q)

1 − e−β+(q−n−1z)

]

mit passenden a und b. Da n−1/2 ≤ 1 für alle n ≥ 1, gibt es M und l so daß
∣∣∣∣(n

−1z − q)n−1/2
(

1 − e±β±(n−1z−q)
)−1

∣∣∣∣ ≤M |z|l

für alle n ∈ N. Außerdem sind |g̃(·)| < Mg und |f̃(·)| < Mf . z 7→ |z|l
∣∣∣h̃(z)

∣∣∣ ist inte-

grabel da h̃ ∈ S (R,C). Also kann der Satz über dominierte Konvergenz angewandt
werden:

lim
n
ωβ(jµ(f)jν(fq,n)) =

∫
dp lim

n

(( z
n
− q
)
n−1/2h̃(z)

[ g̃(a(z, n))f̃ ( z
n − q, z

n − q)

1 − e−β−(n−1z−q)

+(−1)δµν+1 g̃(b(z, n))f̃ (q − z
n ,

z
n − q)

1 − e−β+(q−n−1z)

])

= 0 ,
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da g̃ und f̃ stetig und limn n
−1/2 = 0.

2

Bemerkung 5.10 Das Resultat von Lemma 5.9 gilt weiterhin, wenn man die Ströme
in ωβ(jµ(f)jν(fq,n)) vertauscht und/oder einen oder beide adjungiert.

Lemma 5.11 Es gilt für alle µ, ν

lim
n
ωβ(jµ(fq,n)jν(fq,n)) = lim

n
ωβ(jµ(fq,n)∗jν(fq,n)∗) = 0.

Beweis: Es ist für |q| = ±q

ωβ(jµ(fq,n)jν(fq,n)) = ωβ(jµ(fq,n)∗jν(fq,n)∗)

=

∫
dp pn g̃(nκ(p∓ q))g̃(−nκ(p± q))h̃(n(q − p)) ×

×h̃(n(q + p))
[ 1

1 − e−β−p
+ (−1)δµν+1 1

1 − e−β+p

]

=

∫
dz
( z
n
− q
)
g̃(a(n, z))g̃(b(n, z))h̃(2nq − z)h̃(z) ×

×
[ 1

1 − e−β−(n−1z−q)
+ (−1)δµν+1 1

1 − e−β+(n−1z−q)

]

nach Substitution z = n(q+p) mit geeigneten a und b. Es gelten dieselben Abschätzun-
gen wie im Beweis von Lemma 5.9. Daher kann auch hier der Satz über majorisierte
Konvergenz angewandt werden, und es ergibt sich

lim
n
ωβ(jµ(fq,n)jν(fq,n)) = lim

n
ωβ(jµ(fq,n)∗jν(fq,n)∗)

∫
dz lim

n

[
· · ·
]

= 0,

da alle auftretenden Ausdrücke stetig sind und limn h̃(2nq − z) = 0.

2

Mit diesen Hilfssätzen können wir nun die folgende Aussage beweisen:

Lemma 5.12 Für alle Referenzzustände ωB und alle A,B ∈ A gilt

lim
n
ωB(ANn

qB) =

∫
dρ(β)ωβ(AB)ωβ(Nq).

Beweis: ωβ ist quasifrei, daher läßt sich ωβ(ANn
qB) als Summe von Produkten

von Zweipunktfunktionen schreiben. Für jede Zweipunktfunktion ωβ

(
jµ(f)jν(fq,n)

)

gilt nach der Cauchy-Scharz’schen Ungleichung

|ωβ

(
jµ(f)jν(fq,n)

)
|2 ≤ ωβ

(
jµ(f)∗jµ(f)

)
ω
(
jν(fq,n)∗jν(fq,n)

)
.
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Wegen
∣∣ωβ

(
Nn

q

)∣∣ ≤
∫

dzM |z|l
∣∣∣h̃(z)

∣∣∣
2
≤ C

(siehe Herleitung der Phasenraum-Teilchendichte), kann der Betrag jeder solchen
Zweipunktfunktion durch

∣∣ωβ

(
jµ(f)jν(fq,n)

)∣∣ ≤
√
ωβ

(
jµ(f)∗jµ(f)

)
|q|C

abgeschätzt werden (falls f = fq,n, so kann sie durch |q|C abgeschätzt werden). Wen-
det man auf |ωβ(ANn

qB)| die Dreiecksungleichung und auf alle Zweipunktfunktionen
die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung an, so ist die so gewonnene Abschätzung eine
integrable Majorante von |ωβ(ANn

qB)|, da ωβ(VW ) für jedes V,W stetig in β ist
und ρ kompakten Träger hat.
Also kann der Satz über dominierte Konvergenz angewandt werden:

lim
n
ωB(ANn

qB) =

∫
dρ(β) lim

n
ωβ(ANn

qB).

Wegen der Quasifreiheit von ωβ (also da ωβ eine Summe von Produkten von Zwei-
punktfunktionen ist) und der Lemmata 5.8 – 5.11, gilt zudem

lim
n
ωβ(ANn

qB) = ωβ(AB)ωβ(Nq),

und es folgt die Behauptung.

2

Desweiteren läßt sich eine Aussage über die Zentralität der Folge (Nn
q ) treffen.

Lemma 5.13 Sei ωB ∈ CB. Sei H der per GNS-Konstruktion zu ωB gewonnene
Hilbert-Raum mit Skalarprodukt 〈·, ··〉 und π : A → O(H) die zugehörige Darstellung.
Dann bilden die Darsteller

(
π(Nn

q )
)

eine zentrale Folge in π(A).

Beweis: Falls für alle A,B ∈ A

lim
n
ωB

(
(Nn

qAB −ANn
qB)∗(Nn

qAB −ANn
qB)

)
= 0

gilt, so ist wegen der Form des Skalarproduktes in der GNS-Konstruktion (siehe [3])

0 = lim
n
ωB

(
(Nn

qAB −ANn
qB) ∗ (Nn

qAB −ANn
qB)

)

= lim
n
〈[Nn

qAB −ANn
qB]H, [N

n
qAB −ANn

qB]H〉,

wobei [·]H Vektoren aus H bezeichne. Dann ist wegen der Wirkung der Darstellung
in der GNS-Konstruktion für alle A,B ∈ A

lim
n

[Nn
qAB −ANn

qB]H = lim
n

(
π(Nn

q )π(A) − π(A)π(Nn
q )
)

[B]H = 0.
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Dann bilden die π(Nn
q ) (auf dem allen Darstellern gemeinsamen, dichten Definiti-

onsbereich) eine zentrale Folge in π(A).
Es bleibt zu zeigen, daß ωB

(
(Nn

qAB −ANn
qB)∗(Nn

qAB −ANn
qB)

) n−→ 0 für alle
A,B ∈ A. Es ist

lim
n
ωB

(
(Nn

qAB −ANn
qB)∗(Nn

qAB −ANn
qB)

)

= lim
n

∫
dρ(β)ωβ

(
(Nn

qAB −ANn
qB)∗(Nn

qAB −ANn
qB)

)
.

ωβ ist quasifrei, und nach Anwendung von Dreiecksungleichung auf den Betrag des
Integranden und Cauchy-Schwarz’scher Ungleichung auf die Zweipunktfunktionen
folgt (wie in obigem Lemma), daß

∣∣ωβ

(
(Nn

qAB −ANn
qB)∗(Nn

qAB −ANn
qB)

)∣∣ ma-
jorisiert werden kann. Also kann der Satz über dominierte Konvergenz angewandt
werden:

limn ωB

(
(Nn

qAB −ANn
qB)∗(Nn

qAB −ANn
qB)

)

=

∫
dρ(β) lim

n

[
ωβ(B∗A∗Nn

qN
n
qAB) − ωβ(B∗A∗Nn

qAN
n
qB)

−ωβ(B∗Nn
qA

∗Nn
qAB) + ωβ(B∗Nn

qA
∗ANn

qB)
]
.

Da ωβ quasifrei ist und wegen der Lemmata 5.8 - 5.11 zerfällt jeder der Summanden
zu
∑

m ωβ(01Nq)kmωβ(Nq)lmωβ(Gm) (mit geeigneten Gm, km und lm), so daß der
Integrand verschwindet. Damit gilt

lim
n
ωB

(
(Nn

qAB −ANn
qB)∗(Nn

qAB −ANn
qB)

)
= 0.

2
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6 Transportgleichungen

Im nachfolgenden Kapitel sollen Evolutionsgleichungen für zulässige thermale Obser-
vable in lokalen Gleichgewichtszuständen angegeben werden. Insbesondere werden
Transportgleichungen für die Phasenraum-Teilchendichte abgeleitet und deren Kon-
sequenzen für die chiralen Komponenten studiert. Anschließend wird gezeigt, daß
man mit Hilfe der Phasenraum-Teilchendichte quasifreie Funktionale konstruieren
kann, die unter gewissen Umständen lokale Gleichgewichtszustände sind.

6.1 Evolutionsgleichungen von Makroobservablen

Um Evolutionsgleichungen für die Makroobservablen herleiten zu können, benötigen
wir zunächst das folgende

Lemma 6.1 Sei ω SO-thermal und Ξ eine zulässige Makroobservable. Es gilt:

1. Falls Ξ(β) = Ξ±(β∓) so ist ω(Ξ)(x) = ω(Ξ±)(x∓).

2. ω(Ξ)(x) = ω(Ξ+)(x−) + ω(Ξ−)(x+).

Beweis: In der ersten Aussage gilt

ω(Ξ)(x) = ω(Ξ±)(x) = ωB(Ξ±) =

∫
dρ(β)Ξ±(β∓) =

∫
dρ(β)

∑

n

ωβ

(
θ±n (x∓)

)
,

da Ξ(β) = Ξ±(β∓) =
∑

n Θ±
n (β∓) =

∑
n ωβ (θ±n (x∓)), wegen der Zulässigkeit von

Ξ und mit θ±n (x∓) der zu Θ±
n (β∓) korrespondierenden thermalen Observablen. Also

hängt ω(Ξ±)(x) nur von x∓ ab, und es folgt die erste Aussage.
Zur zweiten Aussage: da Ξ zulässig ist, gilt Ξ = Ξ+ + Ξ−. Wegen der Linearität von
ω und mit (1.) gilt daher

ω(Ξ)(x) = ω(Ξ+)(x) + ω(Ξ−)(x) = ω(Ξ+)(x−) + ω(Ξ−)(x+).

2

Hiermit lassen sich nun die Evolutionsgleichungen von zulässigen Makroobservablen
in lokalen Gleichgewichtszuständen bestimmen.

Lemma 6.2 Sei ω SO-thermal und Ξ eine zulässige Makroobservable. Dann gilt für
alle x ∈ O

2ω(Ξ)(x) = 0 (6.1)

und

∂νω(∂νΞ)(x) = 0. (6.2)
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Beweis: Die erste Aussage folgt direkt aus dem vorigen Lemma, denn

2ω(Ξ)(x) = ∂+∂−
[
ω(Ξ+)(x−) + ω(Ξ−)(x+)

]
= 0.

Die zweite Aussage schreibt sich mit ∂0 = ∂+ + ∂− und ∂1 = ∂+ − ∂− wegen der
Linearität von ω als

∂νω(∂νΞ)(x) = (∂+ + ∂−)ω((∂+ + ∂−)(Ξ)(x)

−(∂+ − ∂−)ω((∂+ − ∂−)Ξ)(x)

= 2 [∂−ω(∂+Ξ)(x) + ∂+ω(∂−Ξ)(x)] .

Da Ξ zulässig ist, gilt Ξ(β) = Ξ(β−)+ + Ξ−(β+) und daher

∂±Ξ(β) = ∂±Ξ∓(β±).

Die Ableitung einer zulässigen Observable ist nach Korollar 5.6 ebenfalls zulässig.
Mit obigem Lemma ist dann

ω(∂±Ξ)(x) = ω(∂±Ξ∓)(x±)

und es ergibt sich
∂∓ω(∂±Ξ)(x) = 0.

2

6.2 Transportgleichungen für Phasenraum-Teilchendichte

Aus den Evolutionsgleichungen für die Makroobservablen in SO-thermalen Zuständen
lassen sich Transportgleichungen für die Phasenraum-Teilchendichte herleiten. Wir
zeigen das

Lemma 6.3 Für x ∈ O gilt mit p = (p0, p1) = (|p|, p)

p · ∂ ω(Np)(x) = 0 (6.3)

in jedem SO-thermalen Zustand ω.

Beweis: Wir definieren die Funktion Lp durch

Lp(β) :=
1

π

[
Θ(p) log(1 − e−β−p) + Θ(−p) log(eβ+p − 1)

]

deren korrespondierende Makroobservable offenbar zulässig ist. Dann ist

∂−Lp(β) =
1

π
pΘ(p)

1

eβ−p − 1

=
2|p|
2π

p

|p| Θ(p)
1

eβ−p − 1

= (|p| + p)
1

2π

p

|p| Θ(p)
1

eβ−p − 1

= (|p| + p)Np(β).
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Analog gilt

∂+Lp(β) =
1

π
pΘ(−p)

eβ+p

eβ+p − 1

=
2|p|
2π

p

|p| Θ(−p)
eβ+p

eβ+p − 1

= (|p| − p)
1

2π

p

|p| Θ(−p)
eβ+p

eβ+p − 1

= (|p| − p)Np(β).

Damit ergibt sich

p · ∂ ω(Np)(x) = [|p|(∂+ + ∂−) + p (∂+ − ∂−)]ω(Np)(x)

= [(|p| + p)∂+ + (|p| − p)∂−]ω(Np)(x)

= ∂+ω(∂−Lp)(x) + ∂−ω(∂+Lp)(x)

= 2∂νω(∂νLp)(x)

= 0

nach der Evolutionsgleichung (6.2).

2

Bemerkung 6.4 Wegen Gleichung (6.1) gilt auch 2ω(Np)(x) = 0 für x ∈ O und
SO-thermale Zustände ω.

Korollar 6.5 Für die chiralen Komponenten N±
p von Np gilt in lokalen Gleichge-

wichtszuständen ω und für x ∈ O

∂+ω(N−
p )(x+) = 0 falls p > 0

und
∂−ω(N+

p )(x−) = 0 falls p < 0. (6.4)

Beweis: Da Np zulässig ist, gilt nach Lemma 6.1 ω(Np)(x) = ω(N+
p )(x−) +

ω(N−
p )(x+). Also ist nach (6.3)

p · ∂ ω(Np)(x) = [(|p| + p)∂+ + (|p| − p)∂−]
(
ω(N+

p )(x−) + ω(N−
p )(x+)

)

= (|p| + p)∂+ω(N−
p )(x+) + (|p| − p)∂−ω(N+

p )(x−)

= 0.

Für p > 0 ist daher
2|p|∂+ω(N−

p )(x+) = 0

und für p < 0
2|p|∂−ω(N+

p )(x−) = 0.
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2

Die chiralen Komponenten von ω(Np) verschwinden also jeweils auf der einen
oder anderen Impuls-Halbachse. Wir gehen im folgenden vor wie in [1]. Wir definie-
ren die Funktion N̄ : B × R → R durch

N̄(x, p) := ω(Np)(x). (6.5)

Wegen 2xN̄(x, p) = 0 zerfällt sie als Funktion von x chiral. Aufgrund von (6.4) hat
N̄ die Form

N̄(x, p) = Θ(p)N̄+(x−, p) + Θ(−p)N̄−(x+, p) + C(p).

Damit ist (6.3) automatisch auch für N̄ erfüllt.

6.3 Konstruktion von Funktionalen aus Phasenraum-Teilchendichten

Es zeigt sich, daß sich schon unter sehr schwachen Forderungen aus den chiralen
Komponenten der Phasenraum-Teilchendichte quasifreie Funktionale konstruieren
lassen, welche sowohl die Kommutatorrelationen der Ströme als auch die Adjunkti-
onsrelationen erhalten.

Lemma 6.6 Sei N̄ eine nichtnegative Funktion (x, p) 7→ N̄(x, p) welche in x und p
schwach integrabel ist. Dann definiert

ϕ(j(f)j(g)) := ω∞(j(f)j(g)) (6.6)

+

∫
dp |p|

∫
dx

∫
dy N̄

(
x+ y

2
, p

)
2 cos((x− y)p)f(x)g(y)

ein quasifreies, eichinvariantes und normiertes Funktional, welches die Kommuta-
torrelationen der Ströme und die Adjunktionsrelationen erhält.

Beweis: Linearität, Quasifreiheit und Eichinvarianz sind nach Definition klar.
Für den Kommutator gilt

ϕ
([
j(f), j(g)

])
= ω∞

([
j(f), j(g)

])
,

da der Integrand im hinteren Integral symmetrisch unter Vertauschung von x und y
ist. Da [j(f), j(g)] eine c-Zahl ist und ω∞ normiert, gilt demnach

ϕ
([
j(f), j(g)

])
=

1

2πi

∫
dy f ′(y)g(y)
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und somit ϕ(1) = 1. Außerdem ist

ϕ (j(f)j(g)∗) = ϕ (j(f)j(ḡ))

= ω∞(j(f)j(ḡ))

+

∫
dp < p|

∫
dx

∫
dy N̄

(
x + y

2
, p

)
2 cos((x− y)p)f(x)g(y)

= ω∞(j(f̄ )j(g))

+

∫
dp |p|

∫
dx

∫
dy N̄

(
x + y

2
, p

)
2 cos((x− y)p)f(x)g(y),

da sowohl N̄ als auch cos reell sind und ω∞ die Adjunktionsrelation erhält,

= ϕ(j(f̄ )j(g))

= ϕ(j(f)∗j(g)).

Also erhält ϕ auch die Adjunktionsrelation.

2

Unter Umständen sind diese Funktionale SO-thermal mit O ⊂ R. Von Interesse ist
dann, welche dieser lokalen Gleichgewichtsfunktionale Zustände definieren, d.h. wel-
che von ihnen positiv sind. Im nächsten Kapitel sollen Beispiele solcher Funktionale
konstruiert werden.
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7 Beispiele lokaler Gleichgewichtszustände

Der Begriff eines lokalen Gleichgewichtszustandes ist sowohl für die zweidimensio-
nale als auch für die eindimensionale Stromalgebra definiert. Es zeigt sich jedoch,
daß schon die Kenntnis der eindimensionalen Theorie ausreichend viel Information
über die zweidimensionale enthält, um auch darauf lokale Gleichgewichtszustände
konstruieren zu können. Zu quasifreien lokalen Gleichgewichtszuständen der eindi-
mensionalen Theorie welche scharfe Temperatur haben lassen sich auf kanonische
Weise lokale Gleichgewichtszustände mit scharfer Temperatur für die zweidimensio-
nale Theorie finden.

Lemma 7.1 Seien α : R ⊃ D(α) → R+ und γ : R ⊃ D(γ) → R+. Sei ω
(1)
α ein

quasifreier, SD(α)-thermaler Zustand über der eindimensionalen Stromalgebra mit

scharfer Temperatur α(x) für alle x ∈ D(α). Ebenso sei ω
(1)
γ : A(1) → C quasifrei,

SD(γ)-thermal mit scharfer Temperatur γ(x) für alle x ∈ D(γ). Dann ist das auf

der zweidimensionalen Stromalgebra definierte, quasifreie Funktional ω : A(2) → C

gegeben durch

ω
(
jκ(f)jl(g)

)
:= 2πω(1)

α (j(f ′)j(g′)) + (−1)δκλ+12πω(1)
γ (j(f ′′)j(g′′)) (7.1)

(mit f ′, g′, f ′′ und g′′ wie im Beweis von Lemma 4.2) positiv. Darüberhinaus hat
es scharfe Temperatur für jedes x ∈ T−1 (D(α) × D(γ)) =: O, wobei T : R2 →
R2, (x0, x1) 7→ 1/2(x0 − x1, x0 + x1) =: (x−, x+).

Beweis: Die Positivität von ω folgt nach [11] aus der Positivität seiner Zwei-

punktfunktion und diese wiederum ergibt sich direkt aus der Positivität von ω
(1)
α

und ω
(1)
γ , denn für alle f ∈ D(R2,C) ist

ω (jκ(f)jκ(f)∗) = ω
(
jκ(f)jκ(f̄)

)

= 2πω(1)
α (j(f ′)j(f ′)) + 2πω(1)

γ (j(f ′′)j(f ′′))

≥ 0

(da f ′(u) = (2π)−1/2
∫
dv f(v, v − u) = (2π)−1/2

∫
dv f(v, v − u) und ebenso f ′′(u) =

(2π)−1/2
∫
dv f(v, u− v)).
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Für die Erwartungswerte von ðµ : jκjλ : (x) in ω ergibt sich

ω
(

ðµ : jκjλ : (x)
)

= lim
ζ→0

ζ2<0

∂ζµ

[
ω
(
jκ(x+ ζ)jλ(xζ)

)
− ω∞

(
jκ(x + ζ)jλ(x− ζ)

)]

Abschn. 5.4
= 2π lim

ζ→0

ζ2<0

∂ζµ

[
ω(1)

α

(
j((x + ζ)−)j((x − ζ)−)

)

−ω(1)
∞
(
j((x + ζ)−)j((x − ζ)−)

)

+(−1)δκλ+1
(
ω(1)

γ

(
j((x + ζ)+)j((x − ζ)+)

)

−ω(1)
∞
(
j((x + ζ)+)j((x − ζ)+)

))]

= 2π(−1)|µ|1 lim
ζ−→0

∂
|µ|
ζ−

(
ω(1)

α

(
j((x + ζ)−)j((x − ζ)−)

)

−ω(1)
∞
(
j((x + ζ)−)j((x − ζ)−)

))

+2π(−1)δκλ+1 lim
ζ+→0

∂
|µ|
ζ+

(
ω(1)

γ

(
j((x + ζ)+)j((x − ζ)+)

)

−ω(1)
∞
(
j((x + ζ)+)j((x − ζ)+)

))

= 2π(−1)|µ|1ω(1)
α

(
ð|µ| : j2 : (x−)

)

+2π(−1)δκλ+1ω(1)
γ

(
ð|µ| : j2 : (x+)

)

= c|µ|

[
(−1)|µ|1

(
1

α(x−)

)|µ|+2

+ (−1)δκλ+1

(
1

γ(x+)

)|µ|+2
]

(4.3)
= ω

(2)
β

(
ðµ : jκjλ : (x)

)

mit β = β(x) = 1/2
(
γ(x+) + α(x−), γ(x+) − α(x−)

)
. Die chiralen Ausdrücke in

obiger Gleichungskette sind für x− ∈ D(α) und x+ ∈ D(γ) definiert. Daher stimmt
ω zumindest für alle (x−, x+) ∈ D(α) × D(γ), also für alle x ∈ T−1 (D(α) × D(γ)),
mit ωβ(x) auf Sx überein.

2

Es sollen im folgenden Beispiele für quasifreie lokale Gleichgewichtszustände
scharfer Temperatur gegeben werden. Dabei werden wir uns (den obigen Überle-
gungen folgend) auf die eindimensionale Theorie beschränken.

Zunächst soll gezeigt werden, daß der bereits in [1], [2], [17] und [18] behandelte
Hot-Bang-Zustand auch hier auftritt. Wie dort hat er auch hier nur eine thermale
Interpretion in einem Vorwärtslichtkegel. Im Gegensatz zu den oben genannten Ar-
beiten, in denen die Hot-Bang-Zustände die einzig möglichen lokalen Gleichgewichts-
zustände mit scharfer Temperaturverteilung waren, wird sich hier herausstellen, daß
es eine Fülle weiterer lokaler Gleichgewichtszustände scharfer Temperatur gibt.
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Wir werden einige Klassen von Funktionen angegeben, die als inverse Tempe-
raturverteilungen interpretiert und daher mit einem lokalen Gleichgewichtszustand
verbunden werden können. Allen diesen Funktionen ist gemein, daß sie (um eine
Interpretation als inverse Temperatur zu ermöglichen) strikt positiv sind und dies
bereits ausreicht, um sie einem lokalen Gleichgewichstfunktional zuzuordnen. Um
solchen Funktionalen physikalische Bedeutung geben zu können, bleibt dann zu un-
tersuchen, für welche inversen Temperaturverteilungen diese positiv definit sind, also
einen Zustand definieren.

Da bei beliebig vorgegebener Temperaturverteilung das zugeordnete Funktio-
nal schwierig auf Positivität zu untersuchen ist, werden wir zunächst zu der etwas
stärkeren Bedingung der Positivität eines anderen Funktionals übergehen, welche
diejenige des ursprünglichen Funktionals impliziert. Es zeigt sich, daß dieses neue
Funktional nicht auf ganz D(R,C) positiv sein kann, bei geeigneter Wahl der in-
versen Temperaturfunktion jedoch zumindest auf Unterräumen. Auf diesen ist dann
natürlich auch das eigentlich interessierende Funktional positiv.

7.1 Der Hot-Bang-Zustand

Als erstes Beispiel eines chiralen quasifreien lokalen Gleichgewichtszustandes werden
wir den Hot-Bang-Zustand angeben, der eine ähnliche Form wie in [1] bzw. [2] hat.
Dieser Zustand wird auf die in Lemma 6.6 beschriebene Weise aus den chiralen
Teilen der Phasenraum-Teilchendichte gewonnen.

Lemma 7.2 Sei γ > 0. Das quasifreie Funktional ω : A(1) → C, gegeben durch die
Zweipunktfunktion

ω(j(f)j(g)) := (2π)−2

∫
dp

∫
dx

∫
dyf(x)g(y)

p

1 − e−γ(x+y)p
e−i(x−y)p (7.2)

für alle f, g ∈ D(R,C), ist Sx-thermal für alle x ∈ R+ und ein Zustand für alle
f ∈ D(R+,C).

Bemerkung 7.3 Die Zweipunktfunktion (7.2) wird auf die in Lemma 6.6 beschrie-
bene Weise konstruiert, in dem man von der Phasenraum-Teilchendichte p(2π|p|)−1θ(p)
(eγxp − 1)−1 ausgeht. D(R+,C) ist die Menge aller Testfunktionen mit kompaktem
Träger auf der positiven reellen Achse.

Beweis: Zum Beweis von Lemma 7.2 sind mehrere Dinge zu zeigen. Wir zeigen
zunächst die SR+

-Thermalität des Funktionals, dann dessen Positivität. Eichinvari-
anz ist aufgrund der Forderung nach Quasifreiheit klar, Konsistenz mit den Kom-
mutatorrelationen und Normiertheit nach Lemma 6.6 ebenfalls.
Um die Elemente von Sx für a priori beliebiges x ∈ R im Zustand (7.2) auszuwerten,
berechnet man:

ω
(
ðm : j2 : (x)

)
= lim

ζ→0
∂m

ζ

[
ω(j(x + ζ)j(x− ζ)) − ω∞(j(x + ζ)j(x− ζ))

]

= (2π)−2 lim
ζ→0

∂m
ζ 2

∫
dp θ(p)

p

e2γxp − 1
cos(2ζp).
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Für ungerade Ableitungen verschwindet der Integralausdruck offenbar im Grenzüber-
gang ζ → 0, da der Integrand dann proportional zu sin(2ζp) ist. Also betrachten wir
nur gerade Ableitungen, zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir 2m statt m.
Ableitungen und Grenzwert lassen sich unter das Integral ziehen, und es ist dann

ω
(
ð2m : j2 : (x)

)
= (−1)m(2π)−2 22m+1

∫
dp θ(p) p2m+1

1

e2γxp − 1

= (−1)m(2π)−2 22m+1

∫ ∞

0
dp p2m+1

∞∑

n=1

e−2γxpn.

Die letzte Gleichheit gilt nur noch für x > 0, da sonst die Reihe im obigen Aus-
druck nicht definiert ist. Die Folge der Partialsummen wird von ihrem Grenzwert
dominiert, so daß der Grenzprozeß nach der Integration ausgeführt werden kann.
Die Integrale

∫
dp θ(p) p2m+1e−2γxpn lassen sich elementar berechnen, und es ergibt

sich

= (−1)m(2π)−2 22m+1
∞∑

n=1

(2m + 1)!

(2γxn)2m+2

= (−1)m(2π)−2 1

2
(γx)−(2m+2)(2m + 1)!

∞∑

n=1

(
1

n

)2m+2

= (−1)m(2π)2m |B2m+2|
4 (2m + 2)

(γx)−(2m+2),

wobei B2m+2 die Bernoulli-Zahlen bezeichnet. Die Erwartungswerte der ðm : j2 : (x)
in ω stimmen also mit denen in einem KMS-Zustand mit β = γx überein (siehe
(5.10). Damit definiert (7.2) ein SR+

-thermales Funktional, da die einzige Bedingung
x > 0 war und es für jedes x > 0 einen KMS-Zustand mit β = γx gibt.
Es bleibt noch zu beweisen, daß das Hot-Bang-Funktional positiv ist. Dazu reicht
es, die Positivität der Zweipunktfunktion zu zeigen ( siehe [11]). Es ist

ω(j(f)j(f)∗) = ω(j(f)j(f̄ ))

= (2π)−2

∫
dp

∫
dx

∫
dy

p e−i(x−y)p

1 − e−γ(x+y)p
f(x)f(y)

= ω∞(j(f)j(f)∗) + (2π)−2
∞∑

n=1

∫
dp

∫
dx

∫
dy p θ(p)

(
ei(x−y)p

+e−i(x−y)p
)
e−nγ(x+y)pf(x)f(y),

wie sich nach einiger Rechnung ergibt. Die Zweipunktfunktion des Vakuums ist
positiv, also muß nur noch der hintere Teil des Ausdrucks betrachtet werden. Es ist
∫

dx

∫
dye±i(x−y)pe−nγ(x+y)pf(x)f(y) =

∫
dxe±ixpe−nγxpf(x)

∫
dye±iype−nγypf(y)

=

∣∣∣∣
∫

dxe±ixpe−nγxpf(x)

∣∣∣∣
2

≥ 0
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für alle f und alle n ∈ N. Damit ist natürlich auch die Reihe positiv, und es folgt
die Positivität der Zweipunktfunktion.

2

Wie wir gesehen haben, sind die Erwartungswerte von Elementen aus Sx im Hot-
Bang-Zustand für alle x > 0 definiert. Die Funktionen x 7→ ω

(
ð2m : j2 : (x)

)
ha-

ben bei x = 0 einen Pol, dort werden die Erwartungswerte unendlich groß. x ist
eine chirale Variable, x = 0 bedeutet also x0 = x1 oder x0 = −x1. Erwartungs-
werte der thermalen Observablen im zum Hot-Bang-Zustand korrespondierenden
zweidimensionalen Funktional (dessen Zweipunktfunktion sich als Summe zweier
Hot-Bang-Zweipunktfunktionen, die jeweils nur von der einen oder anderen chiralen
Koordinate abhängen, schreibt) divergieren also am Rand des Vorwärtslichtkegels.
Dies erlaubt eine analoge Interpretation des Hot-Bang-Zustandes wie in [2].

7.2 Lokale Gleichgewichtsfunktionale mit scharfer Temperatur

Der Hot-Bang-Zustand ist nicht das einzige lokale Gleichgewichtsfunktional zu schar-
fer Temperatur. Es stellt sich heraus, daß in (7.2) der Ausdruck γ(x + y) viel zu
einschränkend gewählt ist. Statt einer linearen führt schon jede positive Funktion
auf ein lokales Gleichgewichtsfunktional mit scharfer Temperatur.

Lemma 7.4 Sei β : D(β) ⊂ R → R+. Dann ist das quasifreie Funktional ω : A(1) →
C, gegeben durch die Zweipunktfunktion

ω(j(f)j(g)) := (2π)−2

∫
dp

∫
dx

∫
dy

p

1 − e−β( x+y

2 )p
e−i(x−y)pf(x)g(y) (7.3)

für alle f, g ∈ D(R,C), Sx-thermal für alle x ∈ D(β).

Beweis: Der Beweis des Lemmas folgt demjenigen von Lemma 7.2. Es ergibt
sich (mit analoger Rechnung wie im Beweis von 7.2):

ω
(
ð2m+1 : j2 : (x)

)
= 0

und

ω
(
ð2m : j2 : (x)

)
= (−1)m(2π)2m |B2m+2|

4 (2m + 2)
(β(x))−(2m+2)

für alle m ∈ N. Die Erwartungswerte der thermalen Observablen sind also dieselben
wie in einem KMS-Zustand zur Temperatur β(x). Die Einschränkung x > 0 entfällt
aufgrund der geforderten strikten Positivität von β. Damit ist ω SD(β)-thermal.

2

Es gibt also eine sehr große Klasse thermaler Funktionale. Es stellt sich nun die
Frage, für welche Funktionen β diese Funktionale einen Zustand definieren, also
positiv sind. Wegen der Quasifreiheit ist dies genau dann der Fall, wenn ω

(
j(f )j(f)

)
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positiv für alle Testfunktionen f ist. Da (7.3) schwierig auf Positivität zu untersuchen
ist, werden wir zunächst zu einer etwas stärkeren Forderung übergehen. Es wird
sich jedoch im nächsten Kapitel zeigen, daß das mit dieser Forderung verbundene
Funktional nicht auf ganz D(R,C) positiv sein kann.

ω bezeichne im folgenden das durch die Zweipunktfunktion (7.3) bestimmte lokal
thermale Funktional. Es gilt das folgende

Lemma 7.5 Sei β eine positive Funktion. Falls

ϕα(f, f) :=

∫
dx

∫
dy f(x) f(y) e−αβ( x+y

2 ) ≥ 0 (7.4)

für alle α > 0 und alle f ∈ D(R,C), so ist auch ω
(
j(f)j(f)

)
≥ 0 für alle f ∈

D(R,C).

Beweis: Wähle α = n · |p|, wobei n ∈ N und p ∈ R. Desweiteren sei f := eip(·)g
mit g ∈ D(R,C). Dann ist

ϕα(f, f) =

∫
dx

∫
dy g(x) g(y)e−n|p|β(x+y

2 )e−i(x−y)p > 0.

Da n und p beliebig waren, gilt dies für alle n ∈ N und alle p ∈ R. Für p > 0 ist

p ·
∞∑

n=0

e−npβ(x+y
2 ) =

p

1 − e−β(x+y

2 )p
,

für p < 0 gilt

|p| ·
∞∑

n=1

e−n|p|β(x+y

2 ) = |p| · e−|p|β(x+y

2 )

1 − e−|p|β(x+y

2 )
=

p

1 − e−β( x+y

2 )p
.

Nach dem Satz über dominierte Konvergenz ist somit
∫

dx

∫
dy g(x) g(y)

p

1 − e−β( x+y

2 )p
e−i(x−y)p ≥ 0

für alle p ∈ R. Nach Integration über p folgt die Behauptung, da g beliebig war.

2

Die Positivität des durch (7.4) definierten Funktionals ϕα für jedes α > 0 ist dem-
nach hinreichend für die Positivität eines der Funktion β zugeordneten thermalen
Funktionals. Wie bereits weiter oben erwähnt, wird sich herausstellen, daß die For-
derung (7.4) nicht für alle f ∈ D(R,C) sondern nur für solche mit Träger in einem
bestimmten Gebiet erfüllt werden kann. Das obige Lemma gilt jedoch auch dann
noch, wenn nur Testfunktionen mit Träger in einer gegebenen Teilmenge von R

betrachtet werden:
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Korollar 7.6 Sei B eine offene Untermenge von R. Gilt (7.4) für alle α > 0 und
alle f ∈ D(R,C) mit supp(f) ⊂ B, so folgt ω

(
j(f̄ )j(f)

)
≥ 0 für alle solchen f .

Beweis: Der Beweis läuft völlig analog zu dem des vorigen Lemmas, da für alle
p ∈ R und alle g ∈ D(R,C) mit supp(g) ⊂ B auch supp

(
eip(·)g

)
⊂ B.

2

Der lineare Raum der komplexwertigen Testfunktionen, welche Träger in B ⊂ R

haben, wird von nun an (in Anlehnung an D(R,C)) mit D(B,C) bezeichnet. Die
Elemente von D(B,C) seien auf R \ B durch Null fortgesetzt, womit D(B,C) ⊂
D(R,C) gilt.

7.3 Eine notwendige Bedingung für die Positivität von ϕα

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, daß eine notwendige Bedingung für die Gültig-
keit von (7.4) die Konkavität der Funktion β ist. Dazu betrachten wir allgemeine
Ausdrücke der Form ∫

dx

∫
dy f(x)f(y)A(x + y).

Es stellt sich heraus, daß solche Integrale, deren Kern A nur von der Summe x + y
abhängt, nur dann positiv für alle Testfunktionen sein können, wenn A : D(A) → R+

eine konvexe Funktion ist. Indem man den Fall A(x+ y) = e−αβ((x+y)/2) betrachtet,
kann dann auf die Konkavität von β geschlossen werden.

Die Konkavität von β impliziert überdies, daß ϕα nicht positiv (semi)definit auf
ganz D(R,C) sein kann.

Sei A : D(A) → R+. Es gebe Zahlen a, b, c ∈ D(A) mit a = b + c, wobei b 6= c, und
es gelte

A(2b) +A(2c) < 2A(a).

Wir untersuchen das Integral

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)A(x + y) (7.5)

mit Testfunktionen f aus D(R,C) auf Positivität. Mit U y
ε sei eine ε-Umgebung von

y bezeichnet. Wir wählen nun eine Testfunktion f = gb − gc, wobei gb,c ∈ D(R,C)

so, daß gb,c(x) = 1 für x ∈ U b,c
ε und supp(gb,c) ⊂ U b,c

2ε . Es ist dann

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)A(x + y) =

∫ ε

−ε
dx

∫ ε

−ε
dy
[
A(2b + x+ y) +A(2c + x+ y)

−2A(a + x+ y)
]

+R(ε).

Bei festgehaltenem ε kann |R(ε)| durch eine geeignete Wahl von gb und gc beliebig
klein gemacht werden. Da auch ε beliebig klein sein kann, wird für stetige A der
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Integrand wegen A(2b) + A(2c) < 2A(a) negativ für alle (x, y) ∈ [−ε, ε] × [−ε, ε],
daher ist dann auch (7.5) negativ.

Demnach gilt, daß für jede positive und stetige Funktion A : D(A) → R+ die Bedin-
gung

A(2b) +A(2c) ≥ A(a) für alle a, b, c ∈ D(A), a = b + c, b 6= c (7.6)

notwendig ist für
∫

dx

∫
dy f(x)f(y)A(x+ y) ≥ 0 für alle f ∈ D(R,C). (7.7)

Es sei o.B.d.A. b < c. Wegen a = b + c ist dann 2b < a < 2c. Mit c = a − b erhält
man

2c− a = 2a− 2b− a = a− 2b =: η.

Die Bedingung (7.6) wird damit zu

A(x− η) +A(x + η) ≥ 2A(x) für alle x ∈ D(A) und η > 0.

Für stetige A ist diese Bedingung äquivalent zu Konvexität:

Lemma 7.7 Sei A : D(A) → R+ eine positive, stetige Funktion. A ist genau dann
konvex, wenn

A(x + η) +A(x− η) ≥ 2A(x) (7.8)

für alle x ∈ D(A) und η > 0 (so daß x± η ∈ D(A)).

Beweis: Wenn A konvex ist, so ist

A((1 − t)x+ ty) ≤ (1 − t)A(x) + tA(y)

für alle x, y ∈ D(A) und t ∈ [0, 1] erfüllt. Damit ist auch

A(x) = A

(
1

2
(x + η) +

1

2
(x− η)

)
≤ 1

2
A(x+ η) +

1

2
A(x− η).

Zum Beweis der anderen Richtung der Äquivalenz sei angenommen, A wäre nicht
konvex. Dann gäbe es Punkte x, y, z0 ∈ D(A) mit x < z0 < y so, daß

A(z0) >
y − z0
y − x

A(x) +
z0 − x

y − x
A(y), (7.9)

(z0, A(z0)) läge also oberhalb der Geraden durch (x,A(x)) und (y,A(y)). Falls y −
z0 = z0 − x ergibt sich sofort ein Widerspruch zu (7.8). Für den Fall, daß y − z0 6=
z0 − x beruht die Beweisführung auf einem Spiegelungsalgorithmus. Zum zuletzt
bestimmten Punkt zn (beginnend mit z0) wird der nächstliegende von den bereits
zuvor bestimmten Punkten gesucht:

zn :=

{
z
∣∣∣min

z′

(
dist(z′, zn)

)
= dist(z, zn), z′ = x, y, z0, z1, . . . , zn−1

}
.
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Dann ergibt sich zn+1 durch Spiegelung des Punktes zn an zn:

zn+1 = 2zn − zn.

zn+1 (und alle nachfolgenden Folgeglieder) liegen im Innern des Intervalls zwischen
dem linken Nachbarn von zn und zn oder dem rechten Nachbarn von zn und zn. Diese
Intervalle werden von Schritt zu Schritt kleiner; ihre Länge unterschreitet jeden
beliebigen positiven Wert. Daher konvergiert die Folge (zn) gegen ein z ∈ (x, y).
Wegen (7.8) muß

A(zn+1) ≥ 2A(zn) −A(zn)

gelten. Wegen (7.9) gibt es dem Algorithmus zufolge damit ein N ∈ N, so daß A(zN )
größer ist, als die Funktionswerte seines linken und rechten Nachbarn, welche mit
zL bzw. zR bezeichnet seien. Dann jedoch ist für jedes n > N wegen (7.8)

A(zn+1) −A(zn) ≥ A(zn) −A(zn−1) ≥ · · · ≥ min
z′=zR,zl

(
A(zN ) −A(z′)

)
=: c > 0.

Daher ist A(zn) ≥ A(zN ) + (n −N) · c. Damit aber ist limnA(zn) = ∞ 6= A(z) im
Widerspruch zur Stetigkeit von A.

2

Für stetige A ist Konvexität also notwendig für (7.7). Wir betrachten die Funktion
Aα : D(β) → (0, 1), definiert durch Aα(x) := e−αβ(x/2) mit auf D(β) positivem
und stetigem β. D(β) sei zusammenhängend. Aα(x + y) ist der Integralkern aus
(7.4). Damit ϕα für jedes α > 0 positiv (semi)definit sein kann, muß den obigen
Überlegungen zufolge Aα für jedes α > 0 konvex sein.

Lemma 7.8 Aα ist genau dann konvex für alle α > 0, wenn β konkav ist.

Beweis: Sei Aα konvex für alle α > 0. Dann ist für alle 0 ≤ t ≤ 1 und alle
x, y ∈ D(β) mit x < y

Aα

(
(1 − t)x+ ty

)
≤ (1 − t)Aα(x) + tAα(y).

Beide Seiten dieser Gleichung sind echt positiv und wir können ihre Logarithmen
betrachten:

−αβ
(

(1 − t)
x

2
+ t

y

2

)
≤ log

[
(1 − t)e−αβ(x/2) + te−αβ(y/2)

]
.

Also gilt

β
(

(1 − t)
x

2
+ t

y

2

)
≥ − 1

α
log
[
(1 − t)e−αβ(x/2) + te−αβ(y/2)

]
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für alle α > 0. Die rechte Seite der Ungleichung läßt sich bezüglich α (rechts)stetig
in die Null fortsetzen. Dort hat sie den Wert

lim
α→0

− 1

α
log
[
(1 − t)e−αβ(x/2) + te−αβ(y/2)

]
= (1 − t)β(x/2) + tβ(y/2).

Folglich gilt auch in einer Umgebung der Null

β
(

(1 − t)
x

2
+ t

y

2

)
≥ (1 − t)β

(x
2

)
+ t β

(y
2

)

und β ist konkav.
Sei umgekehrt β konkav. Dann ist wegen der Positivität von β für jedes α > 0

Aα

(
(1 − t)x+ ty

)
= e−αβ

(
(1−t)(x/2)+t(y/2)

)

≤ e−α
[
(1−t)β(x/2)+tβ(y/2)

]

≤ (1 − t)e−αβ(x/2) + te−αβ(y/2),

wobei die letzte Ungleichung wegen der Konvexität der Exponentialfunktion gilt.
Also ist für jedes α > 0

Aα

(
(1 − t)x+ ty

)
≤ (1 − t)Aα(x) + tA(y)

und Aα konvex.

2

Damit ϕα für jedes α > 0 positiv (semi)definit ist, muß β also eine konkave Funktion
sein. Falls β keine konstante Funktion ist, kann sie dann jedoch nicht positiv auf ganz
R sein:

Lemma 7.9 Sei β : R → R eine konkave Funktion, nicht jedoch konstant. Dann ist
β nicht strikt positiv.

Beweis: Da β nicht konstant ist, gibt es x, y ∈ R mit x < y und β(x) 6= β(y).
Für alle z1 ∈ (x, y) gilt wegen der Konkavität von β

β(z) ≥ z

(
β(y) − β(x)

y − x

)
+
yβ(x) − xβ(y)

y − x
, (7.10)

die Funktionswerte liegen also alle oberhalb der Geraden durch (x, β(x)) und (y, β(x)).
Angenommen β wäre strikt positiv. Wir betrachten den Fall β(y) > β(x) > 0.

Angenommen es gäbe ein z0 < x, dessen Funktionswert über der durch die rechte
Seite von (7.10) definierten Geraden liegt, also

β(z0) > z0

(
β(y) − β(x)

y − x

)
+
yβ(x) − xβ(y)

y − x
. (7.11)
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Sei z1 ∈ (x, y). Dann ist wegen der Konkavität von β und wegen (7.10) und (7.11)
für alle 0 ≤ t ≤ 1

β
(
(1 − t)z0 + tz1

)
> (1 − t)

[
z0

(
β(y) − β(x)

y − x

)
+
yβ(x) − xβ(y)

y − x

]

+ t

[
z1

(
β(y) − β(x)

y − x

)
+
yβ(x) − xβ(y)

y − x

]
.

Es ist x ∈ (z0, z1) und damit

β(x) >
z1 − x

z1 − z0
z0
β(y) − β(x)

y − x
+
z1 − x

z1 − z0

yβ(x) − xβ(y)

y − x

+
x− z0
z1 − z0

z1
β(y) − β(x)

y − x
+
x− z0
z1 − z0

yβ(x) − xβ(y)

y − x

=
β(y) − β(x)

y − x

(
z1 − x

z1 − z0
z0 +

x− z0
z1 − z0

z1

)
+
yβ(x) − xβ(y)

y − x

= β(x),

und es ergibt sich ein Widerspruch. Daher liegen die Funktionswerte β(z) für alle
z < x unterhalb oder auf der durch (7.10) definierten Geraden. Da β(y) > β(x),
gibt es ein zβ < x, so daß diese Gerade für alle z < zβ negative Werte annimmt und
es ergibt sich ein Widerspruch zur strikten Positivität von β.

Der Fall β(x) > β(y) > 0 wird analog behandelt, wobei angenommen wird, es
gäbe ein z0 > y, dessen Funktionswert oberhalb der durch (7.10) definierten Geraden
liegt.

2

Eine nichtkonstante Funktion kann also nicht auf ganz R positiv und konkav
sein. Positivität von β ist jedoch notwendig für die Interpretation des zugehörigen
Funktionals als lokales Gleichgewichtsfunktional, Konkavität für die Gültigkeit von
(7.4).

Um die Möglichkeit einer thermalen Interpretation aufrechtzuerhalten, werden
wir im folgenden von auf ganz R definierten und dort positiven Funktionen β aus-
gehen. Es ist nach dem gerade gezeigten Lemma klar, daß diese nicht global konkav
sein können und daher das zugeordnete Funktional ϕα nicht positiv (semi)definit auf
ganz D(R,C); die betrachteten Testfunktionen müssen geeigneten Träger haben.

Sei B ⊂ R ein offenes Intervall. Falls ϕα(f, f) ≥ 0 für alle f ∈ D(B,C) und alle
α > 0 gilt, so muß den obigen Überlegungen folgend die Funktion β zumindest auf

{
z
∣∣z =

x+ y

2
, x, y ∈ B

}
= B

konkav sein (da im Integral wegen supp(f) ⊂ B nur die Funktionswerte von β in
diesem Bereich eine Rolle spielen).
Wir fassen das bisher Gezeigte in einem Satz zusammen.
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Satz 7.10 Sei β eine auf ganz R definierte, positive Funktion. Sei B ⊂ R ein offenes
Intervall.

1. Falls ϕα(f, f) ≥ 0 für alle f ∈ D(B,C) und alle α > 0, so ist β auf B konkav.

2. Für jedes α > 0 gibt es ein f ∈ D(R,C), so daß ϕα(f, f) < 0.

Wir werden uns in Zukunft auf solche Funktionen β beschränken, welche auf ganz R

definiert und positiv sind, und auf einem offenen Intervall B ⊂ R zudem stetig und
konkav. Diejenigen Funktionen, die auf einen lokalen Gleichgewichtszustand führen
(also für die ϕα positiv (semi)definit ist) sollen als inverse Temperaturfunktionen
bezeichnet werden.

Auch die Menge der betrachteten Testfunktionen soll noch geeignet eingeschränkt
werden. Für alle Testfunktionen aus D(R,C) mit Träger in B, ist die notwendige
Bedingung aus Satz 7.10 (1.) für die Positivität von ϕα(f, f) für alle α > 0 of-
fenbar erfüllt. Da B von β abhängt, definieren wir daher als Menge der zulässigen
Testfunktionen

Dβ(C) := D(B,C). (7.12)

Wenn (7.4) für alle f ∈ Dβ(C) erfüllt ist, so ist auch das ursprüngliche Funktional
(7.3) positiv (semi)definit auf Dβ(C), also ist es ein lokaler Gleichgewichtszustand
mit thermaler Interpretation in B.

Wir wollen das Kapitel mit einigen Bemerkungen abschließen.

Wenn β− und β+ zwei (zweimal stetig differenzierbare) positive, konkave Funktionen
sind, die auf lokale Gleichgewichtszustände führen, so wird diesen nach Lemma 7.1
ein lokaler Gleichgewichtszustand der zweidimensionalen Theorie zugeordnet. Für
die Temperatur im Thermalitätsgebiet dieses Zustandes gilt (mit x = (x0, x1))

T (x)2 =
1

|β(x)|2 =
1

β+(x+)β−(x−)
.

Da β± positiv und konkav sind, ist x± 7→
(
β±(x±)

)−1
konvex. Daher ist T (x)2

bezüglich jeder der chiralen Komponenten konvex. Im Thermalitätsgebiet kann die
Temperatur daher in lichtartigen Richtungen nur entweder monoton steigen oder
fallen, oder sie hat ein Minimum.

Beispiel 7.11 Die Funktion x 7→ β(x) := C2 − x2 mit C > 0 führt zu einer
Temperaturverteilung mit Minimum im Thermalitätsgebiet des zugeordneten loka-
len Gleichgewichtszustandes.
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Für f ∈ D((−C,C),C) ist mit diesem β nämlich

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−αβ((x+y)/2) = e−αC2

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e(α/4)(x2+2xy+y2)

= e−αC2

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)eα(x2/4)eα(y2/4)

∑

n

αn

2nn!
xnyn

= e−aC2
∑

n

αn

2nn!

∣∣∣∣
∫

dx f(x)ea(x2/4)xn

∣∣∣∣
2

≥ 0.

Also ist ϕα für dieses β positiv definit. Demzufolge führt β auf einen lokalen Gleich-
gewichtszustand mit Thermalitätsgebiet (−C,C). β(x) ist für x = 0 maximal. Der
lokale Gleichgewichtszustand der zweidimensionalen Theorie, der über Lemma 7.1
mit β±(x±) = C2 −x2

± gebildet wird, hat als Thermalitätsgebiet einen Doppelkegel,
in dessen Mitte die Temperatur ein Minimum annimmt (da dort β− · β+ maximal
ist).

Das Phänomen eines Minimums der Temperatur im Innern des Thermalitätsgebietes
ist bemerkenswert, da es in den bisher behandelten Modellen nicht auftritt (siehe
[2], [17], [18], [19]).

Die Notwendigkeit der Konkavität von β ist nur für die Positivität von ϕα für alle
α > 0 gezeigt worden. Wenn man diese Bedingung auch auf die Positivität des
ursprünglichen Funktionals (7.3) ausweiten könnte, so würde auf diese Weise ein
Singularitätentheorem ähnlich dem in [2] etabliert. Es wäre dann wegen Lemma
7.9 nicht möglich, daß (7.3) auf ganz D(R,C) positiv (semi)definit ist, daher gäbe
es keine R2-thermalen lokalen Gleichgewichtszustände scharfer Temperatur. Es ist
bisher jedoch noch nicht gelungen, die Notwendigkeit der Konkavität von β für die
Positivität des Funktionals (7.3) nachzuweisen. Daher ist nicht ausgeschlossen, daß es
in der Theorie nichttriviale lokale Gleichgewichtszustände scharfer Temperatur mit
thermaler Interpretation im gesamten zweidimensionalen Minkowski-Raum gibt.

Eine letzte Bemerkung. Es ist möglich, andere Funktionen β als die genannten als
mögliche Kandidaten für inverse Temperaturfunktionen zuzulassen. Beispielsweise
könnte man Funktionen betrachten, die nicht auf einem offenen Intervall stetig und
konkav sind, sondern auf mehreren (abzählbar vielen) offenen Intervallen. Als zulässi-
ge Testfunktionen könnte man dann all diejenigen wählen, welche Träger in einem
dieser Intervalle haben. Ein lokaler Gleichgewichtszustand, der einer solchen inversen
Temperaturfunktion zugeordnet wäre, schiene dann aber nur eine thermale Interpre-
tation in diesen Intervallen zu haben, nicht jedoch dazwischen, was nicht natürlich
erscheint.
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7.4 Konstruktion von inversen Temperaturfunktionen

Im folgenden Teil sollen einige Klassen von Funktionen β konstruiert werden, für
welche ϕα positiv auf Dβ(C) ist, und die somit eine Interpretation des ihnen zuge-
ordneten Funktionals ω als lokalen Gleichgewichtszustand zulassen.

Zunächst wird bemerkt, daß es reicht, sich auf reellwertige Funktionen aus Dβ(C)
einzuschränken, deren Gesamtheit mit Dβ(R) bezeichnet werden soll.

Danach werden wir die Bedingung an Positivität noch etwas verstärken, indem
der Integralkern e−αβ als Grenzwert limn(1−(α/n)β)n aufgefaßt wird, und der Kern
1 − (α/n)β für große n auf Positivität untersucht wird.

Im Anschluß werden wir inverse Temperaturfunktionen konstruieren, indem wir
die Laplace-Transformierten geeigneter positiver Maße untersuchen. Es zeigt sich,
daß die so konstruierten Funktionen sämtlich monoton wachsend sind und auf lokale
Gleichgewichtszustände mit unendlich ausgedehnten Thermalitätsgebieten führen.

Es soll nun zunächst gezeigt werden, daß man sich bei der Untersuchung der Posi-
tivität des Funktionals ϕα auf reellwertige Testfunktionen einschränken kann. Dies
ist eine Folge der Symmetrie des Integralkerns e−αβ((x+y)/2). Wir zerlegen die Test-
funktion f ∈ Dβ(C) gemäß

f(x) = Re(f)(x) + i Im(f)(x).

Dann ist
ϕα(f, f) = ϕα

(
Re(f),Re(f)

)
+ ϕα

(
Im(f), Im(f)

)
,

da der imaginäre Teil dieses Ausdrucks aufgrund der Invarianz des Integralkerns
unter Vertauschung von x und y verschwindet. Real- und Imaginärteil von f sind
unabhängig, daher ist ϕα genau dann positiv auf Dβ(C), wenn

ϕα(f, f) ≥ 0

für jedes reellwertige f ∈ Dβ(C). Wir wollen die Menge dieser Funktionen mit Dβ(R)
bezeichnen und uns in allen weiteren Betrachtungen auf sie einschränken.

Als nächstes soll die Positivitätsbedingung (7.4) noch etwas verschärft werden, indem
wir zeigen, daß für die Positivität von

ϕα(f, f) =

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−αβ( x+y

2
)

auf Dβ(R) für alle α > 0 diejenige von

ϕε(f, f) :=

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)

(
1 − εβ

(
x+ y

2

))
(7.13)

auf Dβ(R) für alle genügend kleinen ε > 0 hinreichend ist.
Dazu betrachtet man

lim
n

(
1 − α

n
β

(
x+ y

2

))n

= e−αβ( x+y

2
)
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und bemerkt, daß

∫
dx

∫
dy |f(x)f(y)|

∣∣∣1 − α

n
β

(
x+ y

2

)∣∣∣
n
≤
∫

dx

∫
dy |f(x)f(y)|

(
1 +

α

n
β

(
x+ y

2

))n

≤
∫

dx

∫
dy|f(x)f(y)|eαβ( x+y

2
)

< ∞

für alle n ∈ N (wobei die Ungleichungen bereits für die Integranden gelten und das
letzte Integral existiert, weil f kompakten Träger hat). Also ist wegen des Satzes
über majorisierte Konvergenz

ϕα(f, f) = lim
n

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)

(
1 − α

n
β

(
x+ y

2

))n

. (7.14)

Wenn ein Integralkern K(x, y) positiv semidefinit ist, so gilt dies auch für K(x, y)n

für jedes n ∈ N (siehe [15]). Wenn es daher ein N ∈ N gibt, so daß ϕα/n aus (7.13)
für alle n > N auf Dβ(R) positiv semidefinit ist, so ist auch

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)

(
1 − α

n
β

(
x+ y

2

))n

≥ 0

für alle n > N und f ∈ Dβ(R), und wegen (7.14) ist dann ϕα positiv (semi)definit
auf Dβ(R).

Wir haben damit das Positivitätsproblem (7.4) auf die Untersuchung der Posi-
tivität von ϕε reduziert:

Lemma 7.12 Wenn es ein ε > 0 gibt, so daß ϕε′ für alle 0 < ε′ < ε positiv
semidefinit auf Dβ(R) ist, so gilt dies auch für ϕα mit beliebigem α > 0.

Beweis: Diese Aussage folgt aus den obigen Überlegungen, denn für gegebenes
α > 0 gibt es immer ein N ∈ N, so daß α/n < ε für alle n > N .

2

Nun sollen mithilfe der Laplace-Transformation geeigneter Funktionen inverse Tem-
peraturfunktionen konstruiert werden, die den Positivitätsbedingungen genügen.

Sei µ eine auf (0,∞) positive und dort lokal integrable Funktion, und es gebe
K, k, δ > 0, so daß für alle γ > k

µ(γ) ≤ Keδγ . (7.15)

Sei ε > 0. Dann existiert die Laplace-Transformierte L(µ) von µ gegeben durch

L(µ)(z) :=

∫ ∞

0
dγ µ(γ)e−γz (7.16)
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für alle z ≥ δ + ε und ist dort beschränkt, denn

|L(µ)(z)| =

∫ ∞

0
dγ µ(γ)e−γz

≤
∫ k

0
dγ µ(γ)e−γz +K

∫ ∞

k
dγ eγ(δ−z)

≤
∫ k

0
dγ µ(γ) +K

∫ ∞

k
dγ e−εγ

=

∫ k

0
dγ µ(γ) +

K

ε
e−εk,

wobei das Integral in der letzten Zeile aufgrund der lokalen Integrabilität von µ
existiert.
Da µ als positiv angenommen wurde, ist auch die Laplace-Transformierte positiv.

Beispiel 7.13 Sei ε > 0 und µ polynomial beschränkt. Dann existiert L(µ) auf
[ε,∞).

Die Gesamtheit aller auf (0,∞) positiven und lokal integrablen Funktionen, die
(7.15) erfüllen, soll mit L bezeichnet werden.

Die Laplace-Transformierte von Funktionen µ mit obigen Eigenschaften ist be-
liebig oft differenzierbar, denn für jedes n ∈ N gilt

∫ ∞

0
dγ
∣∣∣
(

dn

dzn
µ(γ)e−γz

)∣∣∣ =

∫ ∞

0
dγ
∣∣∣µ(γ)(−γ)ne−γz

∣∣∣

≤
∫ k

0
dγ µ(γ)γn +K

∫ ∞

k
dγ γne−εγ

< ∞,

und daher existiert

(
∂n

z L(µ)
)
(z) =

∫ ∞

0
dγ

(
dn

dzn
µ(γ)e−γz

)
= (−1)n

∫ ∞

0
dγ µ(γ)γne−γz.

Sei nun

z 7→ β(z) := C − L(µ)(z) (7.17)

mit einer Funktion µ ∈ L und einer positiven Konstanten C. Da es ein c > 0 gibt, so
daß L(µ) für z ≥ c definiert und dort beschränkt ist, ist β (bei hinreichend großem
C) positiv für alle z ≥ c. Desweiteren ist

β′′(z) = −
∫ ∞

0
dγ µ(γ)γ2e−γz ≤ 0,

da der Integrand positiv ist. Also ist β konkav und positiv auf (c,∞).
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Wir betrachten für f ∈ D((c,∞),R)

ϕε(f, f) =

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)

[
1 − εβ

(
x+ y

2

)]

=

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)[1 − εC] + ε

∫
dx

∫
dy

∫ ∞

0
dγ f(x)f(y)µ(γ)e−γ(x+y)/2

=

(∫
dx f(x)

)2
[1 − εC] + ε

∫ ∞

0
dγ µ(γ)

(∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−γ(x+y)/2

)
,

wobei die Integrationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini vertauscht werden kann,
da jedes der iterierten Integrale existiert und

(x, y, γ) 7→ f(x)f(y)µ(γ)e−γ((x+y)/2) ∈  L1
(
(c,∞) × (c,∞) × R+

)
.

Der erste Term in der letzten Zeile ist für alle 0 < ε ≤ 1/C positiv, der hintere für
jedes ε > 0, da der Kern e−γ(x+y)/2 für jedes γ > 0 einen positiv semidefiniten Kern
auf D((c,∞),R) definiert. Der Beweis hierzu verläuft analog zum Positivitätsbeweis
des Hot-Bang-Funktionals, es gilt

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−γ(x+y)/2 =

(∫
dx f(x)e−γ(x/2)

)2

≥ 0.

Also ist 1−εβ
(
(x+y)/2

)
für 0 < ε ≤ 1/C ein positiv semidefiniter Kern. Wir fassen

das bisher Gezeigte in einem Satz zusammen:

Satz 7.14 Sei µ ∈ L . Dann gibt es ein C > 0 und ein c > 0, so daß die Funktion

z 7→ β(z) := C − L(µ)(z)

auf (c,∞) stetig, positiv und konkav ist. Das β zugeordnete Funktional ϕε ist für alle
0 < ε < 1/C positiv semidefinit auf D((c,∞),R).

Man kann also, durch Vorgabe einer auf (0,∞) positiven, lokal integrablen und
exponentiell beschränkten Funktion zu einer Funktion β gelangen, die einen loka-
len Gleichgewichtszustand scharfer Temperatur definiert. Ungleich schwieriger ist es
jedoch, einer gegebenen inversen Temperaturverteilung die Form (7.17) nachzuwei-
sen, da hierzu die Existenz der inversen Laplace-Transformierten von C − β gezeigt
werden muß. Es ist einer Funktion β daher nicht leicht

”
anzusehen“, ob sie in der

gerade beschriebenen Klasse von Funktionen liegt.

Beispiel 7.15 Wählt man µ(γ) := γn für n ∈ N und c > 0, so ist L(µ)(z) =
n! z−n−1 für jedes z ≥ c definiert. Die Funktion

z 7→ β(z) := n!

(
1

cn+1
− 1

zn+1

)

kann dann für jedes n und c als inverse Temperaturfunktion interpretiert werden.
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Für die Positivität von ϕε auf Dβ(R) ist eine notwendige Bedingung, daß 1 −
εβ(z) ≥ 0 für alle genügend kleinen ε und alle z im Konkavitätsgebiet von β. Da-
mit kann β in seinem Konkavitätsgebiet nicht unbeschränkt sein. Für Funktionen
µ ∈ L und β von der Form (7.17) ist dies gewährleistet. Es wäre jedoch auch in-
teressant, Beispiele für unbeschränkte inverse Temperaturfunktionen zu finden, da
diese mit lokalen Gleichgewichtszuständen mit irgendwo verschwindender Tempera-
tur verbunden wären.

Um Beispiele von unbeschränkten Funktionen β zu finden, die lokalen Gleichge-
wichtszuständen zugeordnet sind, wollen wir statt des Kerns 1 − εβ((x + y)/2) nun
wieder den Kern e−αβ((x+y)/2) mit einer positiven Konstanten α betrachten und uns
somit wieder dem Problem der Positivität von ϕα zuwenden.
Auch in diesem Fall ist ein Zugang über die Laplace-Transformation hilfreich. Sei β
eine in einem offenen Intervall B ⊂ (0,∞) positive und konkave Funktion. Wenn es
für jedes α > 0 eine Funktion µα ∈ L gibt, so daß auf B

L(µα)(z) = e−αβ(z) (7.18)

(mit der Laplace-Transformation (7.16)) gilt, so ist für jedes α > 0

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−αβ((x+y)/2) =

∫ ∞

0
dγ µα(γ)

(∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−γ(x+y)/2

)
≥ 0

für alle f ∈ D(B,R).

Beispiel 7.16 Sei

µα(γ) :=
1

Γ(α)
γα−1.

Da α > 0, ist µα lokal integrabel und genügt (7.15). Für jedes gegebene ε > 0 existiert
die Laplace-Transformierte L(µα) auf [ε,∞). Sie ergibt sich zu

L(µα)(z) =

∫ ∞

0
dγ

1

Γ(α)
γα−1e−γz = z−α

(siehe [16]). Da z > 0 ist, gilt

L(µα)(z) = e−α log(z).

Die auf (1,∞) positive und konkave Funktion z 7→ β(z) = log(z) erfüllt also (7.18)
und kann daher einem lokalen Gleichgewichtszustand zugeordnet werden.

Beispiel 7.17 Formal ist e−αz = L
(
δ(·−α)

)
(z). Ließe man also statt lokal integra-

bler Funktionen µα auch ebensolche Maße zu (die jedoch weiterhin ab einem k > 0
genügend schwach wachsen), so kann auf diese Weise auch die inverse Temperatur-
verteilung des Hot-Bang-Zustandes konstruiert werden.
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Es ist (wie auch schon bei den Betrachtungen zum Kern 1− εβ) schwierig, einer
gegebenen Funktion β die Gültigkeit der Gleichung (7.18) für alle α > 0 nachzu-
weisen. Man kann jedoch aus einem gegebenen µ ∈ L eine positive und konkave
Funktion β die (7.18) genügt konstruieren. Eine solche Funktion µ muß allerdings
noch eine weitere Bedingung erfüllen - sie muß für beliebiges m ∈ N als m-fache
Faltung einer anderen positiven Funktion µ1/m ∈ L dargestellt werden können.
Sei β eine Funktion die (7.18) erfüllt und µ1 ∈ L die Funktion, für die

L(µ1)(z) = e−β(z)

gilt. Dann ist µn für n ∈ N (bis auf Nullmengen) bereits festgelegt, da

L(µn)(z) = e−nβ(z) =
(
e−β(z)

)n
=
(
L(µ1)(z)

)n
= L(µ1 ∗ · · · ∗ µ1︸ ︷︷ ︸

n−mal

)(z)

(die n-te Potenz der Laplace-Transformierten einer Funktion ist die Laplace-Trans-
formierte der n-fachen Faltung dieser Funktion, siehe [16]). Ebenso ist für jedes
m ∈ N

L(µ1/m ∗ · · · ∗ µ1/m︸ ︷︷ ︸
m−mal

)(z) =
(
L(µ1/m)(z)

)m
=
(
e−(1/m)β(z)

)m
= e−β(z) = L(µ1)(z),

also auch µ1/m durch µ1 festgelegt. Wir zeigen den folgenden

Satz 7.18 Sei µ ∈ L . Für jedes m ∈ N gebe es eine Funktion µ1/m ∈ L für deren
m-fache Faltung µ1/m ∗ · · · ∗ µ1/m = µ gilt. Dann gibt es ein kβ > 0 und eine auf
(kβ ,∞) positive und konkave Funktion β, so daß

ϕα(f, f) =

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−αβ((x+y)/2) ≥ 0

für alle α > 0 und alle f ∈ D((kβ ,∞),R).

Beweis: Wie bereits weiter oben gezeigt, gibt es ein c > 0, so daß die Laplace-
Tranformierte der Funktion µ auf [c,∞) existiert und dort positiv und beschränkt
ist, sowie auf (c,∞) beliebig oft differenziert werden kann. Es ist

L(µ)(z) =

∫ ∞

0
dγ µ(γ)e−γz ≤

∫ ∞

0
dγ µ(γ)e−γc <∞

(wobei die Ungleichung bereits für die Integranden gilt) und daher nach dem Satz
über majorisierte Konvergenz

lim
z→∞

L(µ)(z) = 0.

Also gibt es ein kβ > 0, so daß 0 < L(µ)(z) < 1 für alle z ≥ kβ . Wir definieren die
Funktion β auf (kβ ,∞) durch

β(z) := − log
(
L(µ)(z)

)
. (7.19)
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Da L(µ)(z) < 1 ist sie positiv. Desweiteren gilt

log(L(µ))′′(z) =
L(µ)′′(z)L(µ)(z) − (L(µ)′(z))2

(L(µ))2
≥ 0,

da

L(µ)′′(z)L(µ)(z) − (L(µ)′(z))2 =

∫ ∞

0
dγ1 γ

2
1µ(γ1)e−γ1z

∫ ∞

0
dγ2 µ(γ2)e−γ2z

−
∫ ∞

0
dγ1 γ1µ(γ1)e−γ1z

∫ ∞

0
dγ2 γ2µ(γ2)e−γ2z

=

∫ ∞

0
dγ1

∫ ∞

0
dγ2 µ(γ1)µ(γ2)[γ2

1 − γ1γ2]e−(γ1+γ2)z

=
1

2

∫ ∞

0
dγ1

∫ ∞

0
dγ2 µ(γ1)µ(γ2)[γ2

1−2γ1γ2+γ2
2 ]e−(γ1+γ2)z

wobei die letzte Zeile durch Umbenennung der Variablen aus der vorletzten hervor-
geht. Da γ2

1−2γ1γ2+γ2
2 = (γ1−γ2)2 ≥ 0 ist der Integrand der letzten Zeile positiv

und damit auch log
(
L(µ)

)′′
(z). Also ist β auf (kβ ,∞) konkav.

ϕα(f, f) ist stetig in α, denn für jede konvergente Folge (αn) positiver Zahlen ist
∫

dx

∫
dy
∣∣f(x)f(y)e−αnβ((x+y)/2)

∣∣ ≤
∫

dx

∫
dy
∣∣f(x)f(y)

∣∣ <∞

da αnβ((x + y)/2) > 0, so daß Grenzprozeß und Integration vertauscht werden
können. Da jede relle Zahl Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, gilt
mithin

ϕα(f, f) = lim
k→∞

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−(qk/pk)β((x+y)/2)

wobei qk, pk ∈ N so daß limk qk/pk = α. Mit (7.19) folgt weiter

ϕα(f, f) = lim
k→∞

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)

(
L(µ)

(
x+ y

2

))qk/pk

= lim
k→∞

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)


L(µ1/pk

∗ · · · ∗ µ1/pk︸ ︷︷ ︸
qk−mal

)

(
x+ y

2

)

 ,

da es nach Voraussetzung ein µ1/pk
mit L(µ) = L(µ1/pk

∗ · · · ∗ µ1/pk
) = (L(µ1/pk

))pk

gibt. Wir setzen
µαk

:= L(µ1/pk
∗ · · · ∗ µ1/pk︸ ︷︷ ︸
qk−mal

).

Da die qk-fache Faltung einer positiven Funktion aus L wieder positiv ist und wei-
terhin in L liegt (siehe [16]), gilt schlußendlich

ϕα(f, f) = lim
k→∞

∫ ∞

0
dγ µαk

(γ)

(∫
dx

∫
dy f(x)f(y)e−γ(x+y)/2

)
≥ 0
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für alle f ∈ D((kb,∞),R).

2

Alle über Laplace-Transformation gewonnenen inversen Temperaturfunktionen β
führen immer auf lokale Gleichgewichtszustände mit unbeschränktem Thermalitäts-
gebiet. Dies ist eine Folge der Nullstellenfreiheit von L(µ) auf der positiven rellen
Achse. L(µ) ist in seinem Definitionsbereich strikt positiv (für µ 6= 0). Daher ist das
Konkavitätsgebiet der hier konstruierten Funktionen β auf denen diese positiv sind,
immer von der Form (kβ,∞).

Bemerkung 7.19 Wenn β− und β+ zwei auf die oben vorgestellte Weise kon-
struierte inverse Temperaturfunktionen sind, mit Konkavitätsgebieten (kβ− ,∞) bzw.
(kβ+

,∞), so gehören alle x− > kβ− bzw. x+ > kβ+
zum jeweiligen Thermalitätsge-

biet. Mit T : R2 → R2, (x0, x1) 7→ 1/2(x0 − x1, x0 + x1) = (x−, x+) ist

T−1
(
(kβ− ,∞) × (kβ+

,∞)
)

=
(
kβ+

+ kβ− , kβ+
− kβ−

)
+ V+.

Nach Lemma 7.1 enthält damit das Thermalitätsgebiet des zu β− und β+ korre-
spondierenden lokalen Gleichgewichtszustandes der zweidimensionalen Theorie einen
zeitartig verschobenen offenen Vorwärtslichtkegel.

Alle in diesem Kapitel konstruierten inversen Temperaturfunktionen sind monoton
steigend, denn

∂z

(
C − L(µ)(z)

)
=

∫
dγ µ(γ)γe−γz ≥ 0

und

∂z

(
− log(L(µ)(z))

)
=

1

L(µ)(z)

∫
dγ µ(γ)γe−γz ≥ 0.

Daher werden zu solchen Funktionen korrespondierende lokale Gleichgewichtszustän-
de der zweidimensionalen Theorie eine in lichtarige Richtungen monoton fallende
Temperaturverteilung im Thermalitätsgebiet besitzen.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Die Ideen von Buchholz, Ojima und Roos zur Charakterisierung lokaler Gleichge-
wichtszustände (siehe [1]) wurden auf erhaltene Ströme in der 1+1-dimensionalen
Minkowskiraumzeit angewandt.

Als Referenzzustände wurden Gemische von KMS-Zuständen mit kompakten Tem-
peraturträgern verwendet, welche aufgrund nicht vorhandener Korrelation von links-
und rechtslaufenden Strömen in den KMS-Zuständen als Linearkombinationen von
Gemischen der chiralen Subtheorien aufgefaßt werden können.

Als lokale thermale Observable wurden balancierte Ableitungen Wick-geordneter
Ströme verwendet. Die ihnen zugeordneten thermalen Funktionen sind Polynome
des Temperaturquadrats. Zulässige Makroobservable sind gerade die stetigen, chiral
zerfallenden Funktionen, also bis auf Differenzierbarkeit die Lösungen der Wellen-
gleichung. Unter ihnen sind wichtige makroobservable Größen wie Energie-Impuls-
Tensor, Entropiestromdichte und Phasenraum-Teilchendichte.

Hierbei ist bemerkenswert, daß der Energie-Impuls-Tensor der Theorie im Raum
der lokalen thermalen Observablen liegt. Im Fall masseloser Bosonen in vier Raum-
zeitdimensionen war dies nicht der Fall; dort war der Energie-Impuls-Tensor die
Summe eines Elementes aus dem Raum der lokalen thermalen Observablen und ei-
nes Ableitungs-Terms, der nicht in die thermale Funktion einging. Im Gegensatz zur
Theorie masseloser Bosonen in vier Raumzeitdimensionen scheint die Energie in der
hier betrachteten vollständig thermaler Natur zu sein.

Wegen des chiralen Zerfalls der Makroobservablen lassen sich für diese in SO-therma-
len Zuständen die Evolutionsgleichungen

2ω(Ξ)(x) = 0

und

∂νω(∂νΞ)(x) = 0

etablieren, welche schon aus [2] bekannt sind. Desweiteren gilt die ebenfalls von den
freien masselosen Bosonen im Minkowskiraum bekannte Transportgleichung für die
Phasenraum-Teilchendichte

p · ∂ω(Np)(x) = 0

in SO-thermalen Zuständen.

Während in den anderen bisher behandelten Fällen die einzig möglichen lokalen
Gleichgewichtszustände scharfer Temperatur durch β(x) = λx + c gegeben sind
(siehe [1],[2],[17] und [18]), konnten hier neben solchen Zuständen eine Reihe weite-
rer lokaler Gleichgewichtszustände scharfer Temperatur konstruiert werden. Deren
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chirale Komponenten haben jeweils zumindest die Intervalle (kβ ,∞) ⊂ R+ als Ther-
malitätsgebiet. Das Thermalitätsgebiet des zugehörigen lokalen Gleichgewichtszu-
standes der zweidimensionalen Theorie ist dann (mindestens) ein geeignet zeitartig
verschobener offener Vorwärtslichtkegel.

Desweiteren gibt es in der Theorie lokale Gleichgewichtszustände, deren Tempe-
raturverteilung im Innern des Thermalitätsgebietes ein Minimum annimmt. Dieses
Phänomen trat in den bisher behandelten Modellen nicht auf.

Es gibt also eine Fülle von nichttrivialen lokalen Gleichgewichtszuständen schar-
fer Temperatur, was jedoch aufgrund der hohen Symmetrie des Modells zu erwarten
war. Jede chiral zerfallende Funktion erfüllt automatisch die Wellengleichung, an die
chiralen Komponenten gibt es keine weiteren Einschränkungen mehr.

Es konnte kein Singularitätentheorem etabliert werden. Es ist daher eine offene Fra-
ge, ob es ein solches Theorem in diesem Modell gibt, oder ob vielleicht sogar lokale
Gleichgewichtszustände mit nichttrivialer scharfer Temperaturverteilung existieren,
deren Thermalitätsgebiet der gesamte R2 ist.

Falls die Konkavität der inversen Temperaturfunktionen sich jedoch als notwen-
dig für die Positivität lokaler Gleichgewichtsfunktionale erwiese, wäre die Existenz
eines Singularitätentheorems bewiesen.

Die in Kapitel 7 beschriebenen Methoden eignen sich, um Funktionen zu konstru-
ieren, die als inverse Temperaturverteilungen interpretiert werden können. Der um-
gekehrte Weg ist jedoch schwieriger. Es wäre wünschenswert, handfestere Kriterien
zu haben, die es ermöglichen einer gegebenen Funktion die Interpretierbarkeit als
inverse Temperaturfunktion nachzuweisen. Ein solcher Ansatz wurde verfolgt (sie-
he Anhang B), konnte jedoch bisher nicht zu einem zufriedenstellenden Abschluß
gebracht werden.
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A Konventionen

In dieser Arbeit werden natürliche Einheiten benutzt, in denen

~ = kB = c = 1

gilt.

Die zweidimensionale Raumzeit wird durch R2, versehen mit der Minkowski-Metrik,
beschrieben. In dieser Arbeit wird die Einstein’sche Summenkonvention benutzt

aµb
µ :=

∑

µ,ν=0,1

aµbνg
µν = a0b0 − a1b1,

wobei g der metrische Tensor

g =

(
1 0
0 −1

)

ist. Falls der Zusammenhang klar ist, schreiben wir

ab = aµb
µ.

Die Fouriertransformation ist gemäß

f̃(p) :=

∫
d2x f(x)e−ipµxµ

definiert, mit Rücktransformation

f(x) =

∫
d2p f̃(p)eipµxµ

,

wobei die Integrationen über den ganzen Raum ausgeführt werden.

Zu jedem Vektor x ∈ R2 werden chirale Komponenten durch

x+ :=
1

2
(x0 + x1)

und

x− :=
1

2
(x0 − x1)

definiert. Mit diesen ist
x2 = xµx

µ = 4x−x+.
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B Zugang über Diskretisierung

Neben der Laplace-Transformation geeigneter Maße wurde noch ein weiterer An-
satz zur Konstruktion inverser Temperaturfunktionen verfolgt, der jedoch bisher zu
keinem zufriedenstellenden Abschluß gebracht werden konnte. Hierbei wird Integra-
bilität der betrachteten inversen Temperaturfunktionen angenommen. Indem man
ϕε(f, f) als Grenzwert Riemann’scher Summen auffaßt, kann das Problem der po-
sitiven Definitheit von ϕε auf ein solches bestimmter Hankel-Matrizen (siehe [20])
zurückgeführt werden, dessen vollständige Untersuchung hier jedoch an unklaren
Konvergenzproblemen scheitert.

Sei h : R2 → R, h(x, y) := (x + y)/2. Wir fordern im folgenden β ◦ h ∈ L1(R2). Da
β > 0 heißt das ∫

dx

∫
dy β

(
x+ y

2

)
<∞,

was bereits β ∈ L1(R) impliziert.
Wir betrachten weiterhin nur solche positiven Funktionen β, die auf einem offenen
Intervall B konkav und dort stetig sind. Da die Funktionswerte außerhalb dieses
Intervalls in unseren Betrachtungen keine Rolle spielen (da alle Integrationen mit
Testfunktionen aus Dβ(R) durchgeführt werden), setzen wir alle behandelten Funk-
tionen β außerhalb ihrer Konkavitätsgebiete durch Null fort.
Wir zeigen zunächst das folgende

Lemma B.1 Sei B ⊂ R ein offenes Intervall, auf dem die Funktion β konkav, echt
positiv und stetig ist. Wenn β ∈ L1(R), so ist B beschränkt.

Beweis: Angenommen, B wäre unbeschränkt (o.B.d.A. auf der positiven reellen
Achse, wir setzen B = (c,∞)). Da β ∈ L1(R) und stetig auf B ist, gibt es ein C > 0,
so daß β(x) < C(1/x) für alle x > c. Wäre β auf B monoton wachsend, so gäbe es
x0 ∈ B mit β(x) ≥ β(x0) > 0 für alle x > x0. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu
β(y) < C(1/y) für alle y ∈ (c,∞).
Also gibt es x1, x2 ∈ (c,∞) mit x1 < x2 und β(x1) > β(x2). Wegen der Konkavität
von β liegen die Funktionswerte β(y) für alle y > x2 unterhalb oder auf der Geraden
durch (x1, β(x1)) und (x2, β(x2)) (siehe Beweis zum Lemma 7.9), welche für alle
y > (x1β(x2)− x2β(x1))(β(x2)− β(x1))−1 negative Werte annimmt. Dies ist jedoch
ein Widerspruch zur Positivität von β auf B. Also ist B nicht unbeschränkt auf der
positiven reellen Achse.
Der Fall B = (−∞, c) wird analog behandelt.

2
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Wegen der Beschränktheit von B setzen wir ab nun B = (a, b) mit a, b ∈ R und
a < b. Für jede Testfunktion f ∈ D(B,R) betrachten wir

ϕε(f, f) =

∫
dx

∫
dy f(x)f(y)

[
1 − εβ

(
x+ y

2

)]

=

∫ b

a
dx

∫ b

a
dy f(x)f(y)

[
1 − εβ

(
x + y

2

)]
.

Die beiden Integrationen können nach Belieben vertauscht werden, der Integrand ist
stetig, und ϕε(f, f) existiert als Riemann-Integral, ebenso wie jedes der beteiligten
Integrale für sich. Es ist damit

ϕε(f, f) =

∫ b

a
dx

∫ b

a
dy f(x)f(y)

[
1 − εβ

(
x + y

2

)]
(B.1)

= lim
m→∞

lim
n→∞

b− a

m

m−1∑

i=0

f

(
a+

b− a

m
i

)
b− a

n

n−1∑

j=0

f

(
a+

b− a

n
j

)
×

×
[
1 − εβ

(
a +

b− a

2

(
i

m
+
j

n

))]

= lim
n→∞

(b− a)2

n2

n−1∑

i,j=0

f

(
a+

b− a

n
i

)
f

(
a+

b− a

n
j

)
×

×
[
1 − εβ

(
a +

b− a

2

i+ j

n

)]
,

wobei äquidistante Stützstellen gewählt wurden. Wir setzen

vj := f

(
a+ j

b− a

n

)

und

Bn
ij := β

(
a+ (i + j)

b− a

2n

)

und definieren für jedes n ∈ N Vektoren v := (v0, v1, . . . , vn−1) ∈ Rn und eine sym-

metrische Matrix Bn :=
(
Bn

ij

)
ij
∈ Mn(R). Mit 1n sei die n× n-Matrix bezeichnet,

die nur Einsen als Einträge hat: (1n)ij = 1. Wenn gezeigt werden kann, daß es ein
ε > 0 gibt, so daß für alle n ∈ N (oder zumindest für alle genügend großen n) und
alle 0 < ε′ < ε die Operatoren 1n − ε′Bn positiv semidefinit auf Rn sind, so ist jede
der Riemann’schen Summen für alle 0 < ε′ < ε positiv und damit auch (B.1).
Wir werden also im folgenden die Operatoren Kε

n := 1n − εBn auf Positivität un-
tersuchen.

Bn
ij hängt nur von der Summe i+j ab, die Einträge von Bn auf den Gegendiago-

nalen sind also alle gleich. Die n×n Matrix Bn hat demnach nur 2n−1 verschiedene,
positive Einträge λ0, λ1, . . . , λ2n−2, wobei

λi+j := Bn
ij = β

(
a+ (i + j) · b− a

2n

)
(B.2)
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ist und die λk damit weiterhin explizit von n abhängen. Die Matrix Bn hat dann
die Form

Bn =




λ0 λ1 λ2 · · · λn−1

λ1 λ2 λ3 · · · λn

λ2 λ3 · · · · · · λn+1
...

...
...

. . .
...

λn−1 λn λn+1 · · · λ2n−2



.

Solche Matrizen werden Hankel-Matrizen genannt. Sie treten z.B. in der Behandlung
des Hamburger-Momentenproblems auf (siehe [20], [13]).

Wir untersuchen zunächst, ob es für gegebenes Bn ein ε > 0 gibt, so daß für alle
0 < ε′ < ε die Operatoren Kε′

n positiv sind. Der Rn zerfällt in zwei orthogonale
Unterräume: den Raum der Vektoren, deren Komponenten zu Null addieren und
dessen orthogonales Komplement, der vom Vektor

e0 :=
1√
n

(1, 1, . . . , 1) (B.3)

aufgespannte Unterraum.
Wir wollen hierfür kurz den Beweis skizzieren. Für jedes v ∈ Rn ist 1nv =

(
∑

i vi)
√
ne0. Also wird Bild(1n) von e0 aufgespannt, und ist damit eindimensio-

nal. In Kern(1n) liegen offenbar diejenigen v ∈ Rn mit
∑

i vi = 0, also gerade
diejenigen, deren Komponenten zu Null addieren. Damit ist dieser Raum n − 1-
dimensional. Sei w ∈ Kern(1n) und v ∈ Bild(1n). Dann ist w von der Form w =(
−(
∑n−1

i=1 wi), w1, . . . , wn−1

)
, v ist gegeben durch v = ce0 mit c ∈ R. Mit dem Stan-

dardskalarprodukt in Rn ist (v, w) = c(−(
∑n−1

i=1 wi) + w1 + · · · + wn−1) = 0.
Es sei E0 der Projektor auf den von e0 aufgespannten, eindimensionalen Un-

terraum, E⊥
0 derjenige auf den Raum der Vektoren, deren Komponenten zu Null

addieren. Es ist 1n = nE0 und id = E0 + E⊥
0 . Damit läßt sich Kε

n schreiben als

Kε
n = nE0 − εE0BnE0 − εE⊥

0 BnE
⊥
0 − εE0BnE

⊥
0 − εE⊥

0 BnE0. (B.4)

Notwendig für die Positivität von Kε
n ist, daß der Operator E⊥

0 BnE
⊥
0 negativ semi-

definit ist, denn für beliebiges v ∈ E⊥
0 Rn ist

(
v,Kε

nv
)

= −ε
(
v,E⊥

0 BnE
⊥
0 v
)

= −ε
(
v,Bnv

)

nur dann immer positiv (oder Null), wenn Bn auf E⊥
0 Rn negativ semidefinit ist. Wie

sich herausstellen wird, ist dies bereits durch die Konkavität von β gewährleistet
(siehe Lemma B.2).

Die Operatoren E0, E⊥
0 , E0BnE0 und E⊥

0 BnE
⊥
0 kommutieren offenbar und

können daher gemeinsam diagonalisiert werden. Wir wählen als orthonormale Ba-
sis von Rn die Menge {e0, e1, . . . , en−1} mit e0 aus (B.3) und {e1, . . . , en−1} einer
Orthonormalbasis von E⊥

0 Rn gegeben durch

ek =
1√

(k + 1)k
(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k−mal

,−k, 0, . . . , 0)
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für k = 1, . . . , n− 1. Sei die orthogonale Abbildung U gegeben durch

U :=
(
eT

0 |eT

1 | · · · |eT

n−1

)
,

wobei (·)T die Transposition einer Matrix oder eines Vektors ist (die eT

k sind also
Spaltenvektoren). Es ist

UTE0U =




1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0




und

UTE⊥
0 U =




0 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1



.

Sei B′
n = UTBnU. Dann ist

UT1nU = nUTE0U =




n 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


 ,

UTE0BnE0U = (UTE0U) B′
n (UTE0U) =




(B′
n)

00
0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


 ,

UTE⊥
0 BnE

⊥
0 U =




0 0 0 · · · 0
0 (B′

n)
11

0 · · · 0
0 0 (B′

n)
22

· · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · (B ′
n)

n−1 n−1



,

UTE0BnE
⊥
0 U =




0 (B′
n)

01
· · · (B′

n)
0 n−1

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


 ,

und

UTE⊥
0 BnE0U =

(
UTE0BnE

⊥
0 U
)

T

=




0 0 · · · 0
(B′

n)
01

0 · · · 0
...

...
. . .

...
(B′

n)
0 n−1

0 · · · 0


 .
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Hiermit hat das orthogonal transformierte Kε
n die Form

UTKε
nU =




n− ε(B′
n)

00
−ε(B′

n)
01

−ε(B′
n)

02
· · · −ε(B′

n)
0 n−1

−ε(B′
n)

01
−ε(B′

n)
11

0 · · · 0
−ε(B′

n)
02

0 −ε(B′
n)

22
· · · 0

...
...

...
. . .

...
−ε(B′

n)
0 n−1

0 0 · · · −ε(B ′
n)

n−1 n−1



. (B.5)

Wie bereits erwähnt, ist E⊥
0 BnE

⊥
0 notwendig negativ semidefinit, daher muß

(B′
n)

jj
≤ 0 für jedes j = 1, . . . , n − 1 gelten. Es zeigt sich, daß dies jedoch schon

durch die Konkavität von β impliziert wird.
Diese führt nämlich auf

λk − 2λk+1 + λk+2 ≤ 0 (B.6)

(für jedes k = 0, . . . , 2n− 4), denn mit (B.2) ist

λk − 2λk+1 + λk+2 = β
(
x− η

)
− 2β

(
x
)

+ β
(
x+ η

)
,

(wobei x := a+(k+1)·(b−a)/(2n) und η := (b−a)/(2n)), und wegen der Konkavität
von β gilt

2β(x) = 2β

(
1

2
(x− η) +

1

2
(x + η)

)
≥ β(x− η) + β(x + η).

Die Eigenwerte von E⊥
0 BnE

⊥
0 haben die Form

(B′
n)

jj
= (UTBnU)jj

=
1

(j + 1)j

[
λ0 + 2λ1 + · · · + (j − 1)λj−2 + jλj−1 + (j − 1)λj + . . .

· · · + 2λ2j−3 + λ2j−2 − 2j(λj + λj+1 + · · · + λ2j−1) + j2λ2j

]

=
1

(j + 1)j

[
λ0 + 2λ1 + · · · + jλj−1 − (j + 1)λj − (j + 2)λj+1 − . . .

· · · − 2jλ2j−1 + j2λ2j

]
. (B.7)

Desweiteren benötigen wir noch die Teleskopsumme

j−1∑

k=0

2(1 + k)
[
λj+k − 2λj+k+1 + λj+k+2

]
= 2λj − 2(j + 1)λ2j + 2jλ2j+1. (B.8)

Hiermit zeigen wir nun das

Lemma B.2 Für j = 1, . . . , n− 1 ist (B ′
n)

jj
≤ 0.
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Beweis: Wir führen den Beweis durch Induktion nach j. Es ist (B ′
n)

11
= 1/2(λ0−

2λ1 + λ2 ≤ 0 wegen (B.6). Sei nun (B ′
n)

jj
≤ 0. Dann ist

(j + 1)(j + 2)(B ′
n)

j+1 j+1
= j(j + 1)(B ′

n)
jj

+ 2(j + 1)λj

−(j + 1)2λ2j − 2(j + 1)λ2j+1 + (j + 1)2λ2j+2.

Es gilt

(j + 1)
[
2λj − (j + 1)λ2j − 2λ2j+1 + (j + 1)λ2j+2

]

= (j + 1)

[
j−1∑

k=0

2(1 + k)
[
λj+k − 2λj+k+1 + λj+k+2

]
+ (j + 1)

[
λ2j − 2λ2j+1 + λ2j+2

]
]

mit der Teleskopsumme (B.8). Dieser Ausdruck ist eine Summe von Termen der
Form Ck(λk − 2λk+1 + λk+2) (mit positivem Ck), welche wegen (B.6) alle negativ
sind. Daher ist (B ′

n)
j+1 j+1

≤ 0.

2

Kε
n ist genau dann positiv definit auf Rn, wenn die Matrix (B.5) positiv definit

ist, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn die Determinanten all ihrer linken
oberen m ×m-Untermatrizen Mm

K positiv sind. Diese Matrizen können durch ele-
mentare Zeilenumformungen alle in untere Dreiecksmatrizen überführt werden, und
für die Determinanten ergibt sich

det
(
Mm

K

)
=


n− ε(B′

n)
00

+ ε

m−1∑

j=1

(
(B′

n)
0j

)2

(B′
n)

jj


 εm−1(−1)m−1

m−1∏

j=1

(B′
n)

jj

=


n− ε(B′

n)
00
− ε

m−1∑

j=1

(
(B′

n)
0j

)2

|(B′
n)

jj
|


 εm−1

m−1∏

j=1

|(B′
n)

jj
|,

da die (B′
n)

jj
alle negativ sind. Das Produkt im hinteren Teil dieses Ausdrucks ist

positiv, und der Summenausdruck im vorderen Teil wächst monoton mit m. Wenn
es also ein ε > 0 gibt, so daß für alle 0 < ε′ < ε

det(Mn−1
K ) = det(Kε′

n ) > 0

gilt, so sind auch die Determinanten aller m×m-Untermatrizen positiv. Desweiteren
impliziert det(Kε

n) > 0 natürlich schon det(Kε′
n ) > 0 für 0 < ε′ < ε. Für die

positive Definitheit von Kε′
n für alle 0 < ε′ < ε ist demnach schon die Positivität der

Determinante von Kε
n hinreichend.

Um auf die Positivität von ϕε′(f, f) für alle f ∈ D(B,R) und 0 < ε′ < ε schließen
zu können, muß es ein ε > 0 geben, so daß det(Kε

n) > 0 für alle n ∈ N erfüllt ist.
Damit ergibt sich schlußendlich folgende Bedingung:
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Lemma B.3 Sei ε > 0. Falls

1 − ε
1

n
(B′

n)
00
− ε

1

n

n−1∑

j=1

(
(B′

n)
0j

)2

|(B′
n)

jj
| > 0

für alle n ∈ N, so ist ϕε′ für alle 0 < ε′ < ε positiv (semi)definit auf D(K,R).

Es ist (B′
n)

00
= (1/n)

∑
ij B

n
ij > 0 und daher Lemma B.3 genau dann erfüllt, wenn

es M ∈ (0,∞) gibt, so daß für alle n ∈ N

1

n
(B′

n)
00
< M (B.9)

und
1

n

n−1∑

j=1

(
(B′

n)
0j

)2

|(B′
n)

jj
| < M. (B.10)

Mit (B.2) ist

lim
n

1

n
(B′

n)
00

= lim
n

1

n2

∑

ij

Bn
ij =

1

(b− a)2

∫ b

a
dx

∫ b

a
dy β

(
x+ y

2

)
<∞,

nach Voraussetzung der Integrabilität von (x, y) 7→ β
(
(x + y)/2

)
. Damit ist (B.9)

erfüllt.
Zu überprüfen bleibt für gegebenes β daher noch die Bedingung (B.10), also die
Beschränktheit der Summe für beliebiges n ∈ N, wobei (B ′

n)
jj

für j = 1, . . . , n − 1
die Form (B.7) hat und

(B′
n)

0j
=

1√
n

1√
j(j + 1)

j∑

k=1

k(λk−1 − λn+k−1) (B.11)

gilt.

Die Bedingung (B.10) ist nicht sehr gut zu handhaben. Außerdem scheint sie schon
für einfache Beispiele inverser Temperaturfunktionen, wie die aus Beispiel 7.11 be-
kannte Funktion x 7→ β(x) = C2 − x2, nicht mehr erfüllbar zu sein.
Es stellt sich die Frage, ob man zum gewünschten Ergebnis gelangen könnte, in-
dem man die Bedingung im Sinne von Distributionen liest (der Überlegung folgend,
daß die Riemann’schen Summen formal Integrale über geeignete Summen von δ-
Funktionen sind).
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C KMS-Zustände

C.1 Konstruktion der KMS-Zustände der Stromalgebra in 1 + 1
Dimensionen

Sei αa ein Automorphismus, der über

αaj
µ(f) := jµ(fa) mit fa(x) := f(x− a)

die Raumzeittranslationen implementiert. Wir sind interessiert an den αte-KMS-
Zuständen zur inversen Temperatur |β|, wobei e ∈ V+ ein Einheitsvektor ist.

Wir konstruieren einen KMS-Zustand zur inversen Temperatur |β| mit Hilfe der
Kommutatorrelationen der Ströme

[jµ(f), jν(g)] =

∫
dp p

[
f̃(p, p) g̃(−p,−p) + (−1)δµν+1 f̃(−p, p) g̃(p,−p)

]
,

wobei f und g Testfunktionen sind. Damit ergibt sich

ωβ ((αtej
µ(f)) jν(g)) = ωβ (jν(g) (αtej

µ(f)) + ωβ ([αtej
µ(f), jν(g)])

= ωβ (jν(g) (αtej
µ(f)) +

∫
dp p

[
e−it(e0−e1)pf̃(p, p) g̃(−p,−p)

+ (−1)δµν+1 eit(e0+e1)pf̃(−p, p) g̃(p,−p)
]
.

Die Fourier-transformierte KMS-Bedingung lautet (siehe [9])

F
(
ωβ (jν(g) (αtej

µ(f))
)

= eβ(·) F
(
ωβ ((αtej

µ(f)) jν(g))
)

im Sinne von Distributionen über D(R,C).

σte(f, g) := [αtej
µ(f), jν(g)]

definiert eine bzgl. t reguläre Distribution. Da die Fouriertransformation für Distri-
butionen durch T̃ (f) := T (f̃) definiert ist, gilt demnach
[(

1 − eβ(·))F
(
ωβ ((αetj

µ(f))jν(g))
)]

(h) =
∫
dt σte(f, g) h̃(t)

=

∫
dt

∫
dp p

[
e−it(e0−e1)pf̃(p, p) g̃(−p,−p)

+(−1)δµν+1 eit(e0+e1)pf̃(−p, p) g̃(p,−p)
]
h̃(t),

wobei auf der rechten Seite der Gleichung wegen des schnellfallenden Verhaltens der
Testfunktionen jedes der auftretenden Integrale im L1-Sinn existiert. Dem Satz von
Fubini folgend kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden:

=

∫
dp

∫
dt p

[
e−it(e0−e1)pf̃(p, p) g̃(−p,−p)

+(−1)δµν+1 eit(e0+e1)pf̃(−p, p) g̃(p,−p)
]
h̃(t)

=

∫
dp

√
2π
[
h(−(e0 − e1)p)f̃(p, p)g̃(−p,−p)

+(−1)δµν+1h(−(e0 + e1)p)f̃(p,−p)g̃(−p, p)
]
.
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Ist p ∈ C∞ und T ∈ D∗ so ist das Produkt definiert durch

(p̄ T )(f) := T (pf).

Löst T die Gleichung

(p̄ T )(f) = G(f),

so gilt dies offenbar auch für T +
∑

n dnδn (wobei δn Träger in einer Nullstelle von p
hat), denn

∑
n dnδn(pf) = 0. Setzt man u := pf , so kann die Gleichung offenbar als

T (u) = G(p−1u) +
∑

n

cn δn(u)

geschrieben werden, wobei T zunächst nur auf {u∈D |u=pf, f ∈ D} definiert ist.
In unserem Fall ergibt sich

F
(
ωβ((αtej

µ(f))jν(g))
)
(u) =

∫
dp

√
2π
[
u(−(e0 − e1)p)

f̃(p, p)g̃(−p,−p)

1 − e−β(e0−e1)p

+(−1)δµν+1u(−(e0 + e1)p)
f̃(p,−p)g̃(−p, p)

1 − e−β(e0+e1)p

]
+ cµν(f, g)δ0(u)

=

∫
dp p

∫
dt ũ(t)

[ f̃(p, p)g̃(−p,−p)

1 − e−β(e0−e1)p
e−it(e0−e1)p

+(−1)δµν+1 f̃(p,−p)g̃(−p, p)

1 − e−β(e0+e1)p
e−it(e0+e1)p

]
+

∫
dt cµν(f, g)ũ(t).

Wiederum können auftretende Integrationen vertauscht werden, und es ergibt sich

ωβ((αtej
µ(f))jν(g))(ũ) =

∫
dt ũ(t)

[∫
dp p

( f̃(p, p)g̃(−p,−p)

1 − e−β(e0−e1)p
e−it(e0−e1)p

+(−1)δµν+1 f̃(p,−p)g̃(−p, p)

1 − e−β(e0+e1)p
e−it(e0+e1)p

)
+cµν(f, g)

]
.

Der Ausdruck [· · · ] in obiger Gleichung ist polynomial beschränkt in t und definiert
eine reguläre Distribution. Daher ist der Definitionsbereich von ωβ((αtej

µ(f))jν(g))
ganz S (R,C). Die Regularität rechtfertigt auch

ωβ((αtej
µ(f))jν(g)) =

∫
dp p

( f̃(p, p)g̃(−p,−p)

1 − e−β(e0−e1)p
e−it(e0−e1)p

+(−1)δµν+1 f̃(p,−p)g̃(−p, p)

1 − e−β(e0+e1)p
e−it(e0+e1)p

)
+cµν(f, g)
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im Funktionensinn zu schreiben.
Die Uneindeutigkeit c µν(f, g) ist im wesentlichen die Einpunktfunktion, entspre-
chend einem äußeren klassischen Feld (hier eine Referenz ). Da wir Eichinvarianz vor-
aussetzen, wählen wir c µν = 0. Damit ist die Zweipunktfunktion der KMS-Zustände
der Strom-Algebra in 1 + 1 Dimensionen gegeben durch

ωβ(jµ(f)jν(g)) =

∫
dp p

( f̃(p, p)g̃(−p,−p)

1 − e−β(e0−e1)p
+ (−1)δµν+1 f̃(p,−p)g̃(−p, p)

1 − e−β(e0+e1)p

)
.

Die Forderung nach Eichinvarianz führt dazu, daß die KMS-Zustände schon durch
ihre Zweipunktfunktion bestimmt sind (siehe Lemma 4.1), sie sind quasifrei.

C.2 KMS-Zustände der U(1)-Algebra

Die KMS-Zustände der chiralen Subtheorien der 1+1-dimensionalen Stromalgebra
werden analog zum zweidimensionalen Fall konstruiert. Hierbei ist zu beachten, daß
die

”
Raumzeit“ nun eindimensional ist. Daher entsprechen Raumzeittranslationen

einfach Verschiebungen auf der reellen Achse. Es kann also nicht mehr zwischen
einer Raum- und einer Zeittranslation unterschieden werden. Geht man bei der
Konstruktion genauso wie oben vor, so ergibt sich für die Zweipunktfunktion ei-
nes KMS-Zustandes zur inversen Temperatur β > 0 über der U(1)-Algebra

ωβ(j(f)j(g)) =
1

2π

∫
dp p

f̃(p)g̃(−p)

1 − e−βp
.

Auch für die KMS-Zustände der eindimensionalen Theorie fordert man Eichinvari-
anz, auch sie sind also durch ihre Zweipunktfunktion schon bestimmt.
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D Symbolverzeichnis

2 D’Alembert-Operator ∂2
0 − ∂2

1 .

∂n
µ Die Ableitung ∂n

∂xn
µ

.

∂± Ableitung nach den chiralen Komponenten.
ðµ Balancierte Ableitung.
1 Identitätsoperator.

αλ Automorphismus, der die Wirkung des Elements λ ∈ P ↑
+ auf A imple-

mentiert.
αa Eine reine Translation.
A Die Stromalgebra der ein- bzw. zweidimensionalen Theorie.

A(1) Die chirale Stromalgebra.

A(2) Die Stromalgebra der zweidimensionalen Theorie.
β Inverser Temperaturvektor, wobei β = |β|e mit |β| = 1/(kBT ) und e ∈V+

mit e2 = 1. Wird im eindimensionalen Fall synonym mit β± verwendet,
und bezeichnet auch die raumzeitliche Temperaturverteilung (inverse
Temperaturfunktion).

β± Chirale Komponenten des inversen Temperaturvektors: β± = |β|(e0 ± e1).
B Kompakte Teilmenge des Vorwärtslichtkegels.

[b,B] Kompaktes Intervall auf R+.
C(R,C) Menge der stetigen Funktionen R → C.

C([b,B],C) Menge der stetigen Funktionen [b,B] ⊂ R → C.
C∞(Rm,C) Menge der belibig oft differenzierbaren Funktionen Rm → C.
C∞

0 (Rm,C) Menge der komplexwertigen, beliebig oft differenzierbaren Funktionen
Rm → C mit kompaktem Träger.

CB Menge der thermischen Referenzzustände mit kompaktem Temperatur-
träger in B.

C C =
⋃

B CB.
D(Rm,C) C∞

0 (Rm,C) ≡ D(Rm,C).
D(B,R) Die Menge aller reellwertigen, beliebig oft differenzierbaren Funktionen

mit kompaktem Träger in B.
Dβ(C) Menge der zulässigen Testfunktionen.
jµ Komponente des zweidimensionalen Stromes. Manchmal synonym mit j.
j± Chirale Stromkomponenten. Manchmal synonym mit j.
L(µ) Laplace-Transformierte von µ.

N Die natürlichen Zahlen ohne Null.
N0 Die natürlichen Zahlen mit Null.
ω Ein Zustand über A.
ωβ KMS-Zustand zum inversen Temperaturvektor β.

ω
(1)
β KMS-Zustand in der eindimensionalen Theorie.

ω
(2)
β KMS-Zustand in der zweidimensionalen Theorie.

ωB Thermischer Referenzzustand mit Temperaturträger in B.
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ω∞ Vakuum-Zustand.

ω
(1)
∞ Vakuum-Zustand in der eindimensionalen Theorie.

ω
(2)
∞ Vakuum-Zustand in der zweidimensionalen Theorie.

ϕα Integraloperator mit dem Kern e−αβ((x+y)/2).
ϕε Integraloperator mit dem Kern 1 − εβ((x + y)/2).

Φ(β) Φ(β) = ωβ(φ(x)), mit φ(x) ∈ Sx. Thermale Funktion.

P↑
+ Die eigentliche orthochrone Poincaré-Gruppe.

R+ Die positiven reellen Zahlen ohne Null.
Sx Raum der thermalen Observablen bei x.

S (Rm,C) Raum der beliebig oft differenzierbaren komplexwertigen Funktion-
en, die zusammen mit allen Ableitungen schneller als polynomial im
Unendlichen abfallen.

T µν Komponente des zweidimensionalen Energie-Impuls-Tensors.
T± Chirale Komponenten des Energie-Impuls-Tensors. Manchmal syno-

nym mit T .
V+ Der offene Vorwärtslichtkegel.
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