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Notationen und Konventionen

Fiir diese Arbeit sind bzgl. der Notation folgende Punkte zu beachten:

N := {172737...}, Ny := {071,2,3,...}
RT := (0,00)

V9 = /| det g

Wir verwenden folgende Definitionen des Kriimmungstensors bzw. des
Ricci-Tensors:

R)\/w;ﬂs)\ = [D,uaDl/]ﬁbn
Ry == R",,,

(Vergleiche hierzu auch Abschnitt A.4 im Anhang.)

Bei Ableitungen sind die Argumente nicht immer durch entsprechen-
de Klammersetzung gekennzeichnet — teilweise aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit und Asthetik, teilweise auch um die Notation bestimmter
Ausdriicke aus der benutzten Literatur beizubehalten. Beispielsweise ist
449, 2174 als 21790, (217%0,¢) zu verstehen. In solchen Fillen soll-
te sich aber das Argument der Ableitung ohne Probleme aus dem Zu-
sammenhang erschliefen lassen. Teilweise wurde auch ein Punkt (,,-“)
statt Klammern verwendet. Ein Beispiel hierfiir wire Dyu - D"u statt
(Dgu)D¥u.

Falls nicht ausdriicklich anderes gesagt wird, ist, wenn von einem ,, Tensor“
die Rede ist, immer ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe gemeint.

Da wir in dieser Arbeit grofitenteils in einem formalen Rahmen arbeiten
werden, sind die Testfunktionenrdume nicht niher spezifiziert. Es wird

IX



Notationen und Konventionen

immer davon ausgegangen, dafl die Testfunktionen so gewéhlt werden,
dafl die vorgenommenen mathematischen Operationen (wie z. B. parti-
elle Integration oder Vertauschung von Limesbildung und Integration)
problemlos méglich sind.

e Bei manchen Rechnungen, wie z.B. bei den Zerlegungssétzen in Ab-
schnitt 1.3, wurden nicht die kritischen Werte fiir die Variablen ange-
geben (Division durch Null o.4.). Der Ausschlufl solcher Punkte wird
immer stillschweigend vorausgesetzt.



Einleitung

Der sog. Anti-der-Sitter-Raum (kurz: AdS-Raum) ist eine maximal symmetri-
sche Raumzeit, die urspriinglich als Lésung der Vakuum-FEinsteingleichungen
mit negativer konstanter Kriimmung eingefithrt worden ist. Bereits vor drei
Jahrzehnten wurden freie Quantenfeldtheorien auf dem AdS-Raum konstru-
iert [Fro74]. Ab Mitte der 90iger Jahre des 20. Jahrhunderts erlangte Quan-
tenfeldtheorie auf Grund der sog. AdS-CFT-Korrespondenz (CFT: Conformal
Field Theory) verstirkte Aufmerksamkeit. Hiermit wird allgemein die Verbin-
dung zwischen Theorien auf dem AdS-Raum selbst (dem ,,Bulk“) und kon-
formen Theorien auf seinem Rand bezeichnet. Ausgehend von einer grundle-
genden Arbeit aus dem Jahre 1997 von MALDACENA [Mal98| sowie daran an-
kniipfenden feldtheoretischen Modellen von WITTEN sowie GUBSER, KLEBA-
Nov und Poryakov [Wit98 GKP98], die wir im engeren Sinne als AdS-CFT-
Korrespondenz bezeichnen wollen, wurden in den darauf folgenden Jahren bis
heute viele weitere Artikel tiber diesen Zusammenhang veroffentlicht.

Die vorliegende Diplomarbeit stellt die Erweiterung eines dieser Artikel dar,
und zwar der von DUTSCH und REHREN 2002 veroffentlichten Arbeit [DR02].
In ihr zeigen die beiden Autoren die Aquivalenz zweier in der AdS-CFT-
Korrespondenz auftretender — auf den ersten Blick grundsétzlich verschiedener
— formaler Funktionalintegrale sowie der durch die Funktionalintegrale erzeug-
ten Felder. Dies geschieht jedoch allein fiir den Fall von Skalar- und Vektor-
feldern. Wir werden in den folgenden Kapiteln nun die Aquivalenz im Falle
symmetrischer Tensorfelder zweiter Stufe zeigen. Dieser ist wichtig, um mit
der AdS-CFT-Korrespondenz Gravitationsfelder beschreiben zu kénnen, die in
MALDECENAS Vermutung eine zentrale Rolle spielen. Hierzu erarbeiten wir,
ausgehend von allgemeinen Resultaten aus [DR02], ein fiir Tensorfelder belie-
biger Stufe analog anwendbares Verfahren.

Die Arbeit gliedert sich folgendermaflen: Im ersten Kapitel sollen zuerst ei-
nige wichtige Begriffe definiert bzw. erldutert werden. Primér wird der (eukli-
dische) Anti-de-Sitter-Raum und seine grundlegenden Eigenschaften betrach-



Einleitung

tet. In diesem Zusammenhang lernen wir auch die im weiteren benutzten Ko-
ordinaten kennen. AnschlieBend werden wir sowohl im skalaren, als auch im
vektoriellen und tensoriellen Fall aus der jeweils allgemeinsten quadratischen
Lagrangedichte fiir den euklidischen Anti-de-Sitter-Raum die entsprechende
freie Feldgleichung bestimmen. Fiir den Vektor- und Tensorfall geben wir noch
jeweils einen (in Kapitel 3 bendtigten) Zerlegungssatz fiir die Losungen der
Feldgleichungen an. Schliellich werden wir genauer erkldren, was unter dem
Begriff ,AdS-CFT-Korrespondenz* zu verstehen ist.

Das zweite Kapitel wird die in dieser Arbeit zu betrachtenden Funktionalin-
tegrale und Propagatoren einfiithren. Hierzu wird eine kurze Zusammenfassung
der Arbeit von DUTSCH und REHREN [DRO2] gegeben. Ziel dieses Kapitels ist
es, die im restlichen Teil der Arbeit zu verfolgende Strategie darzustellen und
zu motivieren.

Das dritte Kapitel schliefit direkt an das zweite an und konkretisiert die
in diesem Teil der Arbeit dargelegte Strategie: Wir werden, nach Herleitung
einiger niitzlicher Formeln, fiir alle drei Fille — also den skalaren, den vekto-
riellen und den tensoriellen Fall — die fiir die vermutete Aquivalenz entschei-
dende Eigenschaft der Propagatoren beweisen. (Es handelt sich dabei um ei-
ne relative Normierung, die wiederum die ,richtige” relative Normierung zwi-
schen Zweipunkt- und n-Punkt-Schwingerfunktion sicherstellt.) Hierzu sind im
Vektor- und Tensorfall einige lingere Rechnungen notig. Um die Ubersicht zu
wahren, sind deshalb nur im skalaren Fall alle Rechnungen komplett in den
entsprechenden Abschnitten aufgefiihrt. Fiir die anderen beiden Félle sind die
Rechnungen je nach Schwierigkeit entweder nur stark gekiirzt aufgefiihrt oder
finden sich vollstiandig im Anhang.

Das vierte Kapitel beendet den Hauptteil der Arbeit mit einer Zusammenfas-
sung. Gleichzeitig soll ein Ausblick auf mogliche Erweiterungen des Resultates
gegeben werden.

Der Anhang 6ffnet mit einem Kapitel iiber einige wichtige Ergebnisse und
Begrifflichkeiten der Riemannschen Geometrie. Aus diesen werden Formeln fiir
den Anti-de-Sitter-Raum hergeleitet, von denen im Haupttext hidufig Gebrauch
gemacht wird. Das dann folgende Kapitel B beschéftigt sich mit der Berech-
nung einiger Integrale, die fiir Kapitel 3 benttigt werden. Die letzten beiden
Kapitel C und D des Anhanges schliellich enthalten einige weitere benotigte
Formeln und geben an, wie bei kovarianten Ableitungen von tensorwertigen
Distributionen zu verfahren ist.



1. Die konforme Gruppe und der
AdS-Raum

1.1. Die konforme Gruppe

Die Elemente der Poincaré-Gruppe, also der Invarianzgruppe der d-dimensiona-
len Minkowski-Metrik, lassen sowohl den Abstand zwischen zwei Raumpunkten
invariant als auch die kausale Struktur des Raumes. Im Gegensatz dazu stehen
die sog. konformen Transformationen bzw. die konforme Gruppe:

Def. 1.1. Eine konforme Transformation x — 1z’ ist eine invertierbare Abbil-
dung, die den metrischen Tensor 7, bis auf einen evtl. ortsabhéingigen Skalen-
faktor invariant 1&83t:

M (&) = M)y () (L.1)
Die konforme Gruppe setzt sich aus diesen Transformationen zusammen.

Die konformen Transformationen erhalten die kausale Struktur der Raum-
zeit, lassen jedoch den Abstand i. a. nicht invariant. Die konforme Gruppe stellt
also eine Verallgemeinerung der Poincaré-Gruppe dar und ertffnet damit neue
Moglichkeiten. Speziell bietet sie sich bei der Betrachtung von masselosen Teil-
chen an, da bei diesen nur noch die kausale Struktur des Raumes wichtig ist. Die
Feldtheorie, die im Gegensatz zur ,normalen“ nicht auf der Poincaré-Gruppe,
sondern auf der konformen Gruppe aufbaut, wird konforme Feldtheorie ge-
nannt.

Im folgenden seien wichtige Punkte bzgl. der konformen Gruppe aufgefiihrt:

e Die konforme Gruppe lé8t den Lichtkegel invariant.

e Sie lat beliebige Winkel invariant.

e Sie wird durch Lorentz-Transformationen (A(x) = 1), Translationen, Di-
latationen und sog. spezielle konforme Transformationen

, x — bx?

e — 1.2
v 1 — 2bx + b2z2 (1.2)
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erzeugt.
e Sie ist isomorph zu SO(d,2) bzw. euklidisch SO(d + 1,1).

e Die speziellen konformen Transformationen auf dem Minkowski-Raum
sind nur lokal definiert.

1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

Der Anti-de-Sitter-Raum® (im folgenden auch kurz AdS-Raum) ist eine Lésung
der Einsteinschen Vakuumfeldgleichungen

R
R, — 2 v +Agu =0 (1.3)
mit negativer kosmologischer Konstante A. Er besitzt eine konstante negative
Kriimmung R und eignet sich auf Grund der daraus resultierenden Symmetrie
(dhnlich wie der flache Raum) gut fiir Untersuchungen der Quantenfeldtheorie.

Anmerkung. Der AdS-Raum ist eine der drei maximal symmetrischen? Raum-
zeiten. Die anderen beiden sind der Minkowski-Raum mit R = 0 und der
de-Sitter-Raum mit R > 0. &

In den folgenden Abschnitten sollen zwei verschiedene Varianten des AdS-
Raumes betrachtet werden. Leider kann hierbei nur auf sehr wenige Eigenschaf-
ten dieser interessanten Raumzeit eingegangen werden. Fiir weitere Details und
Aspekte — auch bzgl. der AdS-CFT-Korrespondenz — sei auf die ziemlich um-
fangreiche Literatur zu diesem Bereich verwiesen (beispielsweise das ausfiihrli-
che Review-Paper [AGM™00] oder auch [Gib00]).

1.2.1. Der AdS-Raum mit Lorentz-Signatur

Der AdS-Raum AdS; 4 der Dimension d + 1 ist eine Raumzeit, die als ein in
einen flachen d + 2-dimensionalen Raum mit der Metrik

n = diag(1,—1,...,—-1,1) (1.4)

'benannt nach WiLLEM DESITTER (1872-1934, hollandischer Astronom und Kosmologe)
2Wir nennen eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit einen mazimal symmetrischen Raum, falls

sie 2d(d + 1) Killing-Vektoren besitzt.



1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

(zwel Zeitrichtungen des Einbettungsraumes!) eingebettetes einschaliges Hy-
perboloid definiert werden kann. Seine Metrik ist durch die des Einbettungs-
raumes gegeben. ZusammengefaBt gelte also folgende Definition:3

Def. 1.2. Es sei n wie in (1.4) definiert. Dann sei
AdS, 4 := ({z € R¥2|p,, 212" = 1},n> . (1.5)

AdS; g heiBlt AdS-Raum mit Lorentz-Signatur.*

Anmerkung. Der AdS-Raum wird in der Literatur hidufig mit einer beliebigen
Zahl aus R* statt der 1 definiert. Der Einfachheit halber haben wir auf diese
allgemeinere Definition verzichtet und den Raum gleich ,,normiert*. &

Abbildung 1.1.: Der AdS; 4-Raum

Man zeigt, dafl der Kriitmmungsskalar des AdS-Raumes durch R = —d(d+1)
gegeben ist (siehe Kapitel A.4). Die kosmologische Konstante, mit der diese
Raumzeit die Einsteinschen Vakuumfeldgleichungen 16st, ergibt sich dann aus
der Relation (1.3) zu A = —@:

R
R;w - Eg;w + Ag,uz/ =0

R
= R—Z(d+ 1)+ A(d+1)=0

3Wir notieren hier und im folgenden eine Raumzeit als ein Paar bestehend aus einer Menge
und einer (Pseudo-)Metrik.

“Der de-Sitter-Raum hingegen ist als die Hyperfliche {z|n,. 22" = —1} definiert, wobei die
Metrik hier (entgegen oben) die Minkowski-Metrik sei: 7, := diag(1,-1,...,—-1,—1)
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d(d—1)

S A=- 5

(1.6)

Im folgenden seien noch zwei fiir den AdS-Raum gebréuchliche Koordinaten-
systeme aufgefiihrt:

Globale Koordinaten

Es gelte .
20 = COST, zi = w; tan p, 2441 = ST (1.7)
CoS p Cos p
mit
ie{l,...,d}, 0<r<o2m 0§p<g, 1<w <1

(=0<tanp < o0; —1 <sin7,cosT < 1; 0 < cosp < 1). Als Ausdriicke fiir 7
und p bekommt man:

Zd+1 1
T = arctan ===, p = arccos - (1.8)
20 Zy 234

Uber letztere Gleichung lassen sich auch durch Einsetzen in w; = z;/tan p die
anderen Variablen bestimmen.
Mit 28 -2 - - 23 + z§+1 =1 ergibt sich:

d
sech—taHQp-ZwiQ =1
i=1

d
@1—sin2p-2wi2:0082p
i=1

< sin2p<1 — wa) =0
i=1
d
=) wi=1 (1.9)
i=1
Es gilt also:
{(i,..,wa)} =87 (1.10)
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Die w; lassen sich folglich bei einer konkreten Rechnung durch durch d — 1
Winkel, angeben (Bsp. d = 2: w; = cosf; we = sinf). 7,p und diese d — 1
Winkel sind die sog. globalen Koordinaten. Im folgenden gelte die Bezeichnung

d
dQ? = " duw?. (1.11)

i=1

Man erhélt nun
dzo = _sinT COST;IHp (1.12a)
Ccos p cos? p
dz; = sec? pw; dp + tan p dw; (1.12b)
dzgry = — dr + 2P, (1.12c)
Cos cos? p

und damit:

ds? = sec? p dr? — sec? p dp? — tan? p dQ>—
d
—sec?p tanpdp - 2 Z widw; + tan? psec? p dp?
i=1
=d Z?:l w?=0

= sec? p dr? — sec? p dp? — tan? p dQ?
= sec? p (dr% — dp? — sin? p dQ?) (1.13)

Um eine bessere Anschauung vom AdS-Raum zu gewinnen, wird manchmal
der Definitionsbereich der globalen Koordinaten in Form eines Zylinders — des
sog. AdS-Zylinders — aufgetragen. In Abbildung 1.2 ist ein Schnitt durch diesen
Zylinder fiir den Fall d = 2 zu sehen.

Auf Grund von Hinweisen, dafl eine Quantenfeldtheorie auf dem wie hier
durch Einbettung definierten AdS-Raum keine Wechselwirkung zulét [BFS00],
ist es ratsam, zu einem Uberlagerungsraum iiberzugehen:

Die universelle Uberlagerung CAdS; 4 des AdS; 4 ergibt sich durch periodi-
sches Fortsetzen des AdS-Zylinders, 7 geht also jetzt von —oo bis +00. Man
beachte, daf§ sich die gefundene Metrik (1.13) nur bis auf einen Faktor von der
Metrik

ds? = —d7? + dp? + sin? pdQ? (1.14)
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Abbildung 1.2.:
Vertikaler Schnitt durch den AdS-Zylinder im Fall d = 2. Dieser
ist durch den Definitionsbereich der durch zg = cosTsecp, z1 =
cosftanp, zo = sinftanp und z3 = sinTsecp gegebenen globalen
Koordinaten 7, p, 6 definiert.

des statischen Einstein-Universums unterscheidet. Wir haben also gezeigt, daf3
der AdS-Raum konform einer Hélfte (da 0 < p < 5 und nicht 0 < p < ) dieser
Raumzeit entspricht. Der Schnitt durch den AdS-Zylinder in Abbildung 1.2
kann also als Penrose-Diagramm des AdS-Raumes interpretiert werden. Ein
solches ist auch in Abbildung 1.3 mit einer Auswahl zeitartiger und raumartiger
Geoditen zu sehen (vgl. [Car04], S. 327).

Poincaré-Koordinaten
Man definiert

2y = 2g + 2411, u:=1/z, X = 2/ 24 (1.15)
Die Grolen u,zq,...,r4_1 mit z; € R und u € R™ sind die sog. Poincaré-
Koordinaten. Auf Grund der Einschrinkung u > 0 decken diese nur die Hilfte

des AdS-Raumes ab.
Es gilt

2 2
ZO—Zl—...—Zd+Zd+1:1
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Abbildung 1.3.:
Penrose-Diagramm fiir den AdS-Raum mit eingetragenen beispielhaf-
ten Geodiiten.

Saf—al— .. —ai+ i, = (1.16)

Die Koordinatentransformation 148t sich folgendermafien wieder umkehren:

=2 fir ie{0,...,d—1} (1.17a)
u
x 1
zd:;d:—%(Q—x%—l—...—i—xz_l—l) (1.17b)
T 1
2441 = dJl = +ﬂ(u2 —xi .t 4 1) (1.17¢)

Zur Herleitung der letzten beiden Ausdriicke wurde (1.16) und
Tg+ Tap1 =1 (1.18)

verwendet. Weiterhin ergibt sich:

dmd = d$d+1 (1.19)
1
1 s
dz; = " dz; 2 du (1.21)
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Aus der letzten Gleichung erhélt man

2 1 2 Z; x? 2

Nun li#8t sich ds? durch die neuen Variablen ausdriicken:

ds? = dz2 — d2? —...—dz§+dz§+1
= u% [dx% — .. —da? | —da?+ dx?l_H —
-0
— %(Zxodxo — .. —2z4dzg + 2z 1da g ) dut
—d(u?)=2udu
+ #(CE% — ... -+ x§+1l)du2]
—u?
= %(—du2 +daf — ... —dz? ) (1.23)

In Abb. 1.4 ist derselbe Schnitt durch den AdS-Zylinder wie in Abb. 1.2 zu
sehen, diesmal mit den durch die Poincaré-Koordinaten u, zg, z1 im Fall u > 0
und v < 0 abgedeckten Bereiche gekennzeichnet. Die Grenzflache, die diese
Bereiche im AdS-Zylinder voneinander trennt, ist im Fall d = 2 gegeben durch
die Losungsmenge der Gleichung sin 7 + sin psiné = 0.

Ein wichtiger Punkt ist, dal der Rand p = 7/2 bzw. u = 0 mit dem Rand
des AdS identifiziert wird; jede der beiden sich durch die Einteilung des AdS-
Zylinders ergebenen rautenformigen Hélften der Zylinderoberflaiche entspricht
dem flachen Minkowski-Raum.

Zum Schluf} dieses Abschnittes sei auf zwei Tatsachen hingewiesen, die beim
AdS-Raum mit Lorentz-Signatur Probleme bereiten:

e Zum einen besitzt er auf Grund der zwei Zeitrichtungen des Einbettungs-
raumes (z° und 24%!) keine globale kausale Struktur. So sind Kreise par-
allel zur 29-2%*1-Ebene geschlossene zeitartige Kurven, die einer solchen
kausalen Struktur widersprechen.

e Zum anderen ist er nicht global hyperbolisch, d.h. es existiert keine
Cauchy-Fliche®. Dies ist aber notwendig fiir die Existenz klassischer Feld-

5Eine Cauchy-Fliche ist eine Untermannigfaltigkeit, deren Tangentialrdume raumartig sind,
und die von jeder kausalen, maximal fortgesetzten Kurve genau einmal geschnitten wird.

10
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Abbildung 1.4.:
Derselbe Schnitt durch den AdS-Zylinder wie oben mit eingetragenen
Poincaré-Koordinaten u, xg, z1. (Es gilt 20 = xo/u,21 = x1/u,22 =
—(u?—2¢+23-1)/2u, 29 = (u®>—2%+23+1)/2u.) Die Grenze zwischen
diesen Bereichen (die Diagonalen) erhélt man im Fall u = £o0.

gleichungen, da man Cauchy-Daten auf einer Cauchy-Fliche vorgeben
will.

Das Problem der Kausalitéit 148t sich recht einfach dadurch umgehen, dafi man
die universelle Uberlagerung CAdS; 4 des AdS; 4 bildet. Allerdings ist auch
C'AdS; g nicht global hyperbolisch. Dieses zweite Problem 148t sich 16sen, indem
man ausnutzt, dafi sich — wie oben gezeigt — CAdS; 4 konform in eine Hélfte des
global hyperbolischen statischen Einstein-Universums einbetten 148t [AIS7S].

1.2.2. Der Euklidische AdS-Raum

Neben dem AdS-Raum mit Lorentz-Signatur AdSg; benutzt man héufig noch
den sog. Fuklidischen Anti-de-Sitter-Raum, der eine analytische Fortsetzung
von AdSg; darstellt. Wir definieren:

Def. 1.3. Es sei
n:=diag(1,1,...,1,-1). (1.24)

Die Raumzeit

AdSgqq = ({z € RM2|p,, 212" = —1, 247 > 0},77> (1.25)

11
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heifit Fuklidischer AdS-Raum.

Der Euklidische AdS-Raum hat die Form einer einzelnen Schale eines zwei-
schaligen Hyperboloids (vgl. Abbildung 1.5). Seine Isometriegruppe ist SO(d+
1,1).

d+1

Abbildung 1.5.: Der AdS441-Raum

Im folgenden werden wir stets den Euklidischen AdS-Raum benutzen. Wir
definieren hierfiir Koordinaten ganz analog zu den Poincaré-Koordinaten des

AdS; 4 (s.0.) iiber
2y =29+ 2441, z:=1/zy, xi = 224, (1.26)

wobei z,Tq,...,2q—1 mit z; € R und z € RT die eigentlichen Koordinaten
darstellen und z,, x4, z411 Hilfsvariable sind. Es gilt

zg—l—z%—l—...—kzg—zg“ =-1
2., .2 2 _ .2 _ .2
Srytr]+.. Frg—wg =2 (1.27)
: — (0 d—1 - : 2 _ d—1_2 :
Mit z := (z”,...,2%"") und somit 2 = ) 7"y x; erhalten wir folgende Formeln

zur Umkehr der Koordinatentransformation:

=2 fir ie{0,...,d—1} (1.28a)
z
T Lo o
== 22(2 +a2°—1) (1.28b)
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1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

Td 1
2 = =00 = (P +at 4 1) (1.28¢)
Hierbei wurde (1.27) und
Tq+ g =1 (1.29)
verwendet. Weiterhin ergibt sich:
d.%'d = d$d+1 (1.30)
1
dzy = ——d 1.31
Zt 2 z ( )
1 T
dz; = 2 dz; — Z—; du (1.32)
Aus der letzten Gleichung folgert also:
a:2 = L 42— 2% iz + 5 422 1.33
Zi—;ﬁ'?i—;CUzz"‘;Z (1.33)

Wir driicken nun ds? durch die neuen Variablen aus:
ds? = nagdzadzﬁ
:dzg—i—dz%—l—...—i—dzg—dzgﬂ
= z%[dx%%—...—kdxi_l—|—dx§—dx§+1—
N—————

=0
— %(ondxo + ...+ 2z4dxg — 2xg11dw gy )dz+

=—d(22)=—22dz
+ Z%(:U% . ay - ad)de?]

2

(dz? + daf +da? + ... +da? )
S datda” (1.34)

1

22

1
22
Hierbei ist p,v € {2,0,1,...,d — 1} und z* := z. Die Metrik des Euklidischen
AdS-Raumes ist also gegeben durch

1
Guv = Z_Qéuw (1.35)

und wir erhalten damit
9" =26 (1.36)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

sowie

Dem Rand {z%*! = 0o} des einschaligen Hyperboloids entspricht {z = 0}U{z =
o0}, wobei es sich bei {z = co} nur um einen einzelnen Punkt handelt, was
aus der fiir z = oo verschwindenen Metrik folgert (sieche [Wit98]). Wir kénnen
den Rand also mit einer Sphire $¢ identifizieren. Ein wichtiger Punkt ist nun,
daB die Isometriegruppe SO(d + 1,1) des AdSyy1 auf dem Rand wie die kon-
forme Gruppe wirkt. (Dies gilt auch fiir den AdS-Raum mit Lorentz-Signatur.)
Fiir die spdteren Berechnungen bestimmen wir nun noch eine Invariante dieser
Gruppe:

Das Abstandsquadrat @ := 1,5(2—2')%(2—2')P zweier Punkte 2, 2 € AdSgy1
im Einbettungsraum (also das Quadrat der Lénge der Sehne, die zwei Punkte
auf dem AdS miteinander verbindet) ist invariant unter der Isometriegrup-
pe SO(d + 1,1). (Eine solche Invarianz werden wir von nun an auch als AdS-

Invarianz bezeichnen.) Wir erhalten mit Z,2% = z/ 2’* = —1 fiir diese Grofe:

i=—2— 23,7 (1.38)

Wir werden das Ergebnis nun mit Hilfe der Formeln (1.28) in den neuen Ko-
ordinaten (z,x) bzw. (2/,2’) ausdriicken. Hierzu berechnen wir

d—1 / 10,2 2 2 2
0 TiT; — 5Tt + 2+
5,7 = 2izo i1 ~ 3 ) (1.39)

zz!

und bekommen somit:

222 — 2wl 4 22 2?4 22 g 2
/
ZZ

_ =Py @) (1.40)

ﬁ:

Um Ubereinstimmung mit z. B. [DR02] und [DFMT99] zu erzielen, werden wir
im folgenden

(1.41)

als Invariante benutzen.
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Anmerkung. Die GroBle u (bzw. @) ist eine (monotone) Funktion des geodéti-
schen Abstandes s. Es gilt :

u = 2sinh? % (1.42)

&

1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

In diesem Kapitel werden wir die fiir den weiteren Verlauf der Arbeit bendtigten
kovarianten freien Feldgleichungen auf dem Euklidischen AdS-Raum herleiten.
Des weiteren werden wir zeigen, dafl sich die auf Grund der Kovarianz der
Feldgleichungen AdS-invarianten Lésungsridume im vektoriellen und tensoriel-
len Fall zerlegen lassen. Diese Tatsache kénnen wir im weiteren Verlauf der
Arbeit ausnutzen.

Die Wirkung S hingt mit der Langrangedichte £ iiber

5= [l £ D,0) = [ aeyg £(6'.D,0) (1.43)

zusammen. (Das Symbol ¢' kennzeichnet hierbei ein Tensorfeld beliebiger Stu-
fe.) Da wir den Euklidischen AdS-Raum mit den im letzten Kapitel eingefiihr-
ten Koordinaten betrachten wollen, wird (1.43) zu

S = / dzd%\/g L(¢*, D). (1.44)

Aus £ wird mit Hilfe der zugehorigen Fuler-Lagrange-Gleichungen

oL oL
% D, <W> =0 (1.45)

die Feldgleichung bestimmt.

In allen folgenden Fillen werden wir jeweils vom allgemeinsten kovarianten L
ausgehen, wobei wir im vektoriellen und tensoriellen Fall, um einen besseren
Vergleich mit der Literatur zu erméglichen, L jeweils mit Hilfe der entspre-
chenden Feldstirketensoren notieren.
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

1.3.1. Skalarer Fall
L ist hier gegeben durch

L=1g"8,00,0 + M3

Hiermit ergibt sich B
oL 9
g~ M0
sowie
oL 9.
00u) 200,07 )
= 59" (84 0np + B, 00)
%(guﬁam(ﬁ + 9710, 9)
= g'"0x 0.

Man erhélt also als Feldgleichung die Klein-Gordon-Gleichung
(-0, + M*)¢ =0,
wobei Og¢ := D, D¢ = /g ' 9,(,/g g""0d).
1.3.2. Vektorieller Fall
Hier betrachten wir
L= jFuwF" + 5a(Dud") + 550,0"

mit
F,uz/ = D,ugbu - Du¢u-

Es ergibt sich sofort:

oL 0

g = 20 ggr (9" ¢ 9mu)
= 3B9u (05" + 9751
= ﬁguu¢u
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Nun berechnen wir den zweiten Teil D, (a(giﬁ)y)) der Euler-Lagrange-Glei-

chung. Hierzu formen wir zuerst F,, F'*" um:

F;WFW/ = DugbuDﬂ(ﬁy - D“gbyDygb“ - DugbuDﬂ(ﬁy + DugbuDygbﬂ

=2D,¢,D'¢" —2D,,¢, D" pH (1.53)
Damit ergibt sich nun
0
————(F,pF*P) =
3D, ¢y)( sF")
0
=2——(9g f@gapDQQSHD gbﬁ - Da‘lsﬁD ¢o¢
= 2959 (340, D,¢” + Da¢"04))) — 046, D¢ — Dad’3,07)
=4F*,. (1.54)
Desweiteren gilt:
0 0
oy (Ded™)? = =5 (Ded" Dy’
9,07 = (D, gy PP
= 010, D¢ + Dy 9" 0507
= 2D, ¢" ot (1.55)
Man bekommt mit diesen Ergebnissen:
D 372 =D,D*¢, — D, D, ¢! + aD,D,¢" (1.56)
o 8(DM¢V) o v nv vlUgk .

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, benutzen wir die Kommutatorrelati-
on (A.27).6 Nach dieser gilt

D,D,¢" = D,D,¢" — dg,, ", (1.57)
und wir kénnen (1.56) folglich zu
S = (DxD" + d)gu¢" + (a — 1)D, D, ¢" (1.58)
N,y ) ~ P Do Dt '

Die folgende ,,Zusammenfassung® der Terme hétte alternativ auch schon beim Wirkungs-
integral mit Hilfe partieller Integration geschehen koénnen. Dasselbe gilt auch fiir eine
ghnliche Situation im weiter unten beschriebenen tensoriellen Fall.
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

umformen. Schlulendlich erhalten wir also fiir die Feldgleichung:
(=DxD" + B = d)gu 9" + (1 — a)D, Dot = 0 (1.59)
Wir fithren nun noch eine Umbenennung der Parameter durch:
(=DD" + M?)g,, ¢ + aD,D,¢" =0 (1.60)

Nun betrachten wir den Losungsraum der Differentialgleichung. Nach dem
folgenden Satz kann man diesen in zwei Teile zerlegen:

Satz 1.1. Die Vektorfunktion ¢, erfille die Differentialgleichung (1.60). Dann
lafst sich ¢, in zwei Summanden V,, und D, zerlegen, wobei V), divergenzfrei
18t:

¢u=V,+Dyp mit DV" =0 (1.61)

Die Funktion ¢ ist hierbei gegeben durch

P = 35D, ¢ (1.62)
und V), folglich durch
Vi=¢u— A}Q;deHD,,qS”. (1.63)

Des weiteren sind V), und ¢ Lésungen zweier Klein-Gordon-Gleichungen:

(= D,D" 4 Mdy, — (1.64a)

(=DxD* + M*)V, =0 (1.64b)
Beweis. Wir zeigen zuerst ( — DD + ]‘{%d)(p = (. Hierzu gehen wir von der

urspriinglichen Feldgleichung (1.60) aus:

(_DHDH + M2)g,ul/¢'u + aDuD,ugbﬂ =0
= —D"D,D"¢, + M*D"¢, + aD"D,D,¢" =0 (1.65)

Mit (A.36) erhalten wir also:

—DRDRDVQSV + dquby + MQDVQSV + aDl/DyD“gbﬂ =0
& (= DD 4+ Md) = 0 O (1.66)
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Als néchstes soll (—D;D*+M?)V,, = 0 gezeigt werden, wobei wir im zweiten
Schritt auf die Differentialgleichung (1.60) zuriickgreifen und spéter noch die
Kommutatorrelation (A.31) verwenden:

(=DD* + M)V, =
= (=D, D" + M?)(¢,, — 77%D,D,¢")

M?+d
= —aD,D,¢" — (-D D“+M2)M21d1) D, ¢”
= —(a+ M 0-)D,D,¢" + 149D, D"D,D,¢"

M
= —(a+M0-)D,D,¢" + 1% (D,D.D"D,¢" — d D,D,¢")
=Du(— 1+ §72DxD")D,¢"
=D, (D, D" — Mtd),

=00 (1.67)

Zum Schlufl beweisen wir noch die Behauptung, dafl V), divergenzfrei ist:

D, V" = Dy¢" — gz DaD " Dyg”
= (= D.D"+ M=)

=00 (1.68)

O

Anmerkung. Man vergleiche diesen Satz mit dem aus der Elektrodynamik be-
kannten Zerlegungssatz, dal Vektorfelder, die einschliellich ihrer Ableitungen
im Unendlichen mit hinreichend hoher Ordnung gegen Null streben, geschrie-
ben werden kénnen als Summe eines rotationsfreien und eines divergenzfreien

Anteiles (siehe hierzu z. B. [Nol00], S. 33 ff.). &

1.3.3. Tensorieller Fall

Wir setzen hier

L =5 FunF"" + aDy¢,'D"$, " + 8D,¢", D", f+
+ 9D, ¢", D™ + 3¢, + a(%“)? (1.69)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

mit
F;Lwi = D/J¢I/Ii + Dugbn,u + D/i‘ﬁ,ul/ (1'70)
an, wobei ¢, = ¢,,, gelte.
Zuerst werden wir a‘z)—fﬁ berechnen. Hierfiir nutzen wir
9P 1

5 = 5 (0007 +067). (1.71)

Es ergibt sich:

0 0
af _ pA a3
a(ﬁyﬁ(ﬁa,@(ﬁ a(ﬁyﬁ(gpozg)\ﬁ(ﬁ ¢ )
= 3900003(506% + 022)0°7 + 39pagrsd (655, + 6)5%)
= 20,k (1.72)
und
0 a\2 0 a, B
6¢UH (¢a ) - agb”“ (¢a ¢ﬁ )
9«
= W(qﬁp ™ gpagng)
= 2(0562 + 62L) 8™ gpagrg + 17 (6,)68 + 0552 gpagng
= 2000, (1.73)
Also: _
oL
=200, + 2G,. 0.7 1.74
9o bur + 2690, (1.74)

Als néchstes soll D, (E)(Daiiw)) bestimmt werden. Es gilt folgende Identitét:
I

F

MV,%F!WH = Du(ﬁunDH(ﬁyﬁ + DM¢V}QDV¢R“ + DM¢VKDR¢HV+

+ D@D 0" + Dy DY @™ + Dy e, D"+
+ Dy D*¢"™ + Dy, D @™ + Do py, D" 4
= 3Dy D" 9" + 3Dy DY ¢ + 3D s D" M
- 3DM¢V/@DM¢VH + 6Du¢unDV¢HM (175)
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Der letzte Schritt ist hierbei durch
D}LQSVRDRQSHV = DHQS“VD,quwi = Dligb;wD“gbwi = DuQSunDygbnu (1'76)

begriindet. Mit diesem Ergebnis berechnen wir nun:

0
a(Dﬂ¢Vﬁ) By
0
- W(:ﬂ)agbﬁ’y]})ﬂspo—g)\agpﬁgay + 6DQ¢BVD6¢P049PV)
W

= 301(8007 + 6760 DAd” 9™ gppgor+
+ 3D ¢V 04 (5067 + 6762) 97" gpagor+
+ 801(8587 + 602D g+
+ SDa ¢85 (300% + 5500)g,n
= 6F",, (1.77)

By —

Weiterhin erhalten wir fiir die restlichen drei relevanten Terme:

0 B _
B, 08 ) =
0
= 575,977 (Do Dot 95307 920)

= 305(8587 + 6,00)De ™ 9597 Iy + 3Dad” 55535 + 6162)9,59" In
= 2g,,D"¢." (1.78)

9 & s 7 —
3D, ) P =
0
= 5D, o0 Do o)

= 504(8707 + 6,62)D 30" gxy + 5Dad™85(5)07 + 616%) gy
- %551)&(%7 + %(%Dv(ﬁﬂ/v + gurDad™ (1.79)

0 a By _
6(Dﬂ¢”“)(Da¢ pD487) =
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

9
_ af YA
_B(Du(ﬁwﬁ) (Da(b D’y¢ g)\,@)
= 1816282 + 0062)D 0 grg + SDad™ (6102 + 5307 9rs
=0Dy¢, + 6 Dy07,

Fassen wir die letzten Ergebnisse zusammen, so erhalten wir:

oL
DM <3(Du¢un)> =

=1D,D"@,,; + 3D, Dy¢t, + 1D, D, ¢", + 2ag,,D, D', +
+ 38(3"D, Dy + 64D, Dydy> + 29, D, DA™ )+
+ (04D, DAGY, + 64DuDAY,)

= 1D, D", + 3D, Dyt + 2D, D, ", + 209, D, DFoy +
+ B(DyDudy* + guxDuDAM)+
+7(D, D¢, + DDr¢Y,)

Hierbei haben wir [D,, D,i]qb)\)‘ = (0 ausgenutzt.

(1.80)

(1.81)

Unser Ziel ist es nun, den zweiten und dritten Summanden von (1.81) mit

dem ~-Term zu verrechnen.” Aus (A.29) ergibt sich

DHDVQWH = DI/D,uQWH - (d + 1)@1//{ + gun‘lsuu

und damit

(1.82)

D,D.¢", +D,D,¢", =D,D,¢", + DDy, —2(d+ 1)y + 2gm¢u".

Mit dieser Gleichung lafit sich (1.81) schreiben als

oL
Dﬂ <8(DH¢VR)> =

= %(DNDM —2d — 2)¢Vﬁ + 2agynDuDu¢>\)\—|—
+ B(DVDK(b)\A + gunDuDA¢Au)+
+ 12y + 1)(D,Dx¢*,. + DuDAGY,) + 20000\ .

"Siehe FuBnote im vektoriellen Fall.

22

(1.83)

(1.84)



1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Die gesuchte Feldgleichung ergibt sich hiermit und mit (1.74) also schlieflich
zZu
(—=D,.D* 4 46 + 2d + 2)p,r — 4ag,,;D, D', —
—26(D, Dy + 9o DDA ) — (1.85)
- (27 + 1)(DVD)\¢)\;@ + DHDA¢AU) + (48 - 2)gw@¢)\>\ =0.

Auch hier benennen wir wie im vektoriellen Fall noch die Parameter um:

(=DyD" + M?) g0 900" + a9 DD gpe ¢ +
+ b(DuDugpa + guvaD0)¢p0+ (1.86)
+ ¢(DuDygue + DuDogup) ¢ + €guwgpe 9™ =0

Anmerkung. Erstaunlicherweise erhalten wir aus der allgemeinsten Lagrange-
dichte nicht die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, bei der
wir fiir D, D, g,0 und g,, D,D, unterschiedliche Koeffizienten ansetzen wiirden.

&

Es 188t sich nun zeigen, dafi der Losungsraum der Feldgleichung wie im vek-
toriellen Fall in mehrere Anteile zerfillt:

Satz 1.2. Die symmetrische Tensorfunktion ¢, erfille die Differentialglei-
chung (1.86). Dann lifit sich ¢, in vier Summanden Cy,, D,B, + D, B,
DD, Ay und g, Az zerlegen, wobei C,,, eine divergenz- und spurfreie sym-
metrische Tensorfunktion und B, eine divergenzfreie Vektorfunktion ist; die
Grifien Ay und As sind skalare Funktionen:

¢y = Cu +DuB, + D, B, +D,D, Ay + g Ao (1.87)

mit
D“C’W =0, C’u“ =0, Cu=0Cy, D“BH =0 (1.88)

Sowohl C\,, als auch By, losen Klein-Gordon-Gleichungen:

(=DxD* + M*)C,,, =0 (1.89a)
(- DD + ZM L )B, =0 (1.89b)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

Des weiteren lassen sich die Funktionen A; und As darstellen als Linearkom-
binationen von Lisungen @1, ¢o zweier Klein-Gordon-Gleichungen,® also

Ay = 191 + a2, Ay = B1p1 + P22 (1.90)
mit
(=D,D* +m¥)p; = 0, (=D,D" +m3)ps = 0. (1.91)

Hierbei sind @1 und po selbst und somit auch Ay, As darstellbar als Linear-
kombinationen der Grifen ¢,/ und D,D, ¢ .

Beweis. Unser Ziel ist es, zu zeigen, daf eine Zerlegung der Art (1.87) existiert,
wobei wir die Eigenschaften (1.88) bis (1.91) fordern. Hierzu bilden wir zuerst
die Spur der Differentialgleichung (1.86):

[~1+a(d+1) +bD.D"¢,} + [M? + e(d + D)]g,/+

+ [b(d+1) +2¢D,D,¢" =0 (1.92)

Wenden wir hingegen D* auf die Differentialgleichung an, so erhalten wir mit
den entsprechenden Kommutatorrelationen (A.40), (A.31) und (A.27) die Glei-
chung:

(c = 1)DxD"DH ¢, + [2 + M? 4+ d(1 — ¢)|D" ¢+

1.93
+ (e ad —2)Dy6,7 + (a-+ HDD D0, + (b + D, DD, =0

Und nach Anwenden von D” auf dieses Ergebnis bekommen wir mit (A.36):

(=14 b+ 2¢)D,D*D,D,¢"" + (2d + 2 + M? — 2¢d)D, D, ¢"" +

1.94
(e — 2 — bd)D, D", + (a + b)DLD"D, D = 0 (1.94)

Wir haben also zwei gekoppelte Differentialgleichungen (1.92) und (1.94) bzgl.
¢,/ und D, D, ¢*” bekommen. Bevor wir weiterrechnen schreiben wir diese mit
den Abkiirzungen

Y1 = (b“ﬂ’ Y2 = DMDV(#W/7 (195)

M? +e(d+1) 2d + 2+ M? — 2cd
M? = M2 = 1.96
V" 1—ald+1)—-b 2 1-b—2¢c (1.96)

8Zur genauen Bedeutung der Symbole siche Beweis.
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

b(d+ 1) + 2¢ e—2—bd a+b
— , B = = — 197
l1—a(d+1)—b 1-b—2c 1-b—2c (197)
in einer iibersichtlicheren Form:
(=DxD" + M7)p1 + Apy =0 (1.98)
(-D,D" + M22)302 + BD,D"py + CDHD“Dprgol =0 (1.99)

Nun 16sen wir die erste der beiden Gleichungen nach o auf und setzen das
FErgebnis in die zweite ein. Wir erhalten damit folgende Differentialgleichung
flir q:

M2+M2+AB M2M2
(= D.D" + —=5—==—)D,D’p1 — 752 ¢1 =0 (1.100)
Oder anders geschrieben
(=DxD* +m7)(~=D,D” + m3)¢p1 = 0 (1.101)
it 2 2. M}+M3Z+AB 2, 2. MPM3
mi +mjy = —4—F5— und mim; = A, (1.102)

Wir machen nun den Ansatz

Y1 = P14+ P2 (1.103)
mit
(=D.D* +m)p; =0, (=D.D* +m3)@s = 0. (1.104)
Weiterhin berechnen wir hiermit und mit Gleichung (1.98):

p2 = —A"1 (=D, D" + M?)(¢1 + $2)

2 _ 22 2 _ 22
ml - 1 ~ m2 - 1 ~
_ 1.105
A pLt A ¥2 ( )

Mit den Gleichungen (1.103) und (1.105) lassen sich nun ¢; und ¢@; als Line-
arkombinationen von ¢; und @9 angeben:

5oy M A 1.106
p1 =+ D) 5 ¥1 2 5¥2 ( )
my —my my —my
2 2
- my — M A
P = — m12 — m; ©v1 + R m2g02 (1107)
2 1 2 1

25



1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

Man iiberzeugt sich mit Hilfe der Relationen (1.98) und (1.101) leicht, dafl ¢;
und @y tatséchlich Losungen der Klein-Gordon-Gleichungen (1.104) sind.
Wie mit Hilfe von ¢1 und @9 die Funktionen A; und As dargestellt werden
konnen, werden wir weiter unten sehen. Vorher werden wir jedoch versuchen,
einen Ausdruck fiir B,, zu finden:
Aus Gleichung (1.93) ergibt sich mit

2+ M?
M? = 1+—c +d (1.108)

und ¢ = 1,2 die folgende Gleichung;:

(~=D,D" + M2)DH,,, =

1 K K loa
= ——lle+ad=2)D,¢," + (a+b)DeD"Dyé,” + (b + ¢)Dy D, Do ¢

Cc —

- 1, [<e T ad — 2)6," + (a + B)(DeD" — d)é 1

c—1
m2— M2 m2— M2
+(b+c)< R 1¢2>]
1 2 _ N2
- Z c—1 [e —bd—2+ (a—{—b)m? + (b—{—c)%} D,; (1.109)

=a;
Diese formen wir mit Hilfe von

(=D,.D* + M?)D,; = D,,(—D.D" + M2 + d)@;
= (Mg +d— m?)Dygﬁi

- 1 -
<Dy = m(—DHD“ + M2)D,@; (1.110)
v 1
weiter um:
al . as ~
-D,.D"* + M?)( D* , —————-D, 01 — ———=D, =0
( K + U)< ¢u Mg—l—d—m% ©1 Mg—l—d—m% (P2>
=X,
(1.111)
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Wir werden nun D¥ X, = 0 zeigen. Hierzu rechnen wir:

DX, =
al - as -
=py— ————D"D,p1 — —5—7—5D"D
_ m? — M? _ aym? o1 + m3 — M? By — asm3 s
A M2+d—m?2 A M2+ d—m3

(1.112)

Man kann nun durch eine lingere, aber mathematisch unproblematische Rech-
nung zeigen, daf sich fiir die Koeffizienten Null ergibt.? Es gilt also wie vermutet

DX, = 0. (1.113)

Die Vektorfunktion X, 16st folglich die Klein-Gordon-Gleichung bzgl. der Mas-
se M, und ist divergenzfrei, sie ist also ein guter Kandidat fiir B,,. Es besteht
allerdings noch die Frage bzgl. der Normierung.

Wir setzen nun )
= —X (1.114)
1 ME —d 14

an und zeigen, dafl dies tatséichlich die richtige Wahl fiir B,, ist. Hierzu be-
trachten wir

B

Cuw=¢u—(D,B,+D,B,)—D,D, (1901 + a2p2)— g (f101 + Bope) (1.115
v = Gu— (D )= DDy (191 v 292)— G (B191 A52<P2) ( )
=A1 =A2

unter der Prédmisse der Spur- und Divergenzfreiheit. Die Tensorfunktion C),,
sollte, die richtigen «; und [; vorausgesetzt, die Klein-Gordon-Gleichung bzgl.
der Masse M losen.

Wir werden zuerst die Koeffizienten «;, 3; aus den Forderungen D*C),, = 0
und C,,/ = 0 bestimmen. Es ergibt sich

DAC,, =

1
a—z!
— (D,D*Dy, — dDy) (11 + aapa) — Dy (8161 + Bapo)

9Hier, genauso wie bei dhnlichen Rechnungen spiter im Beweis, bietet sich die Verwendung
eines Computer-Algebraprogrammes an.

=DM + D"D,X, +D"D, X,,)—
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

= DH ¢ + (M?X, —dX,)—

1
d— 2
— a1 (mi — d)Dy,@1 — az(m3 — d)DyBa — SiDyG1 — B2Dy o
= 01D, P1 + b2Dygo—

2 ~ 9 - (1.116)
— la1(my — d) + 1]D,p1 — [az(ms — d) + B2]D, 41,
wobei im letzten Schritt
Xz/ = Dugb;w - lequl - b2D1/952 (1'117)
mit .
b = —————— 1.118
YO M2+ d—m? ( )
benutzt wurde. Es muf also auf Grund der Divergenzfreiheit
ai(m? —d) + B; = b; (1.119)

gelten. Fiir die Spur von C},,, erhélt man hingegen:
Cu' = ¢, = (mlaadr + m3engs) — (d+ 1) (5141 + Fapa)
= @1+ @2 — [mion + (d+ 1)Bi]g1 — [mFas + (d+1)B]@2  (1.120)
Wir bekommen also als weitere Forderung an die Koeffizienten
mia; + (d+1)8; = 1. (1.121)
Auflésen des so erhaltenden Gleichungsystems liefert:

(d+1)b; — 1 m2(1 —b;) —d
. g =muh)md 1.122
V=T E—d T amE a4 (1.122)

Nun wenden wir den Klein-Gordon-Operator bzgl. der Masse M auf C,,, an.
Es sollte sich unserer Vermutung nach Null ergeben. Dabei benutzen wir die
Kommutatorrelationen (A.33) und (A.34) aus dem Anhang:

(—DxD* = M*)Cyy, =
= (=DiD" = M*)¢ + =57z (—=DyD" + M?)(Du X, + Dy X,1)—

- Z(_DI{DK + MQ)(aiD;LDV@Z' + ﬂig/.tl/@i)

(2
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

= (=DxD* — M?)¢,+
+ 73z [Du(=DuD” + M? + 2+ d) X, + Dy (=D,D" + M? + 2+ d) X,,] -
=Y {eil-miDuDu@i + 2(d + 1)D, Dy @i — 29m;Gi + MDD, é1]+

(2

+ Biguw (—mi — M?)@;} = (%) (1.123)

Benutzt man die urspriingliche Differentialgleichung (1.86), um den ersten
M2—M2+424d _

Summanden zu ersetzen, so erhélt man unter Verwendung von i =c
v

weiter:

(*) = —C(D“D,igbﬁy + DI/DliqbKM) - b(D,uDVQSHK + gu,,DﬂD,,qu)
— agu DD 6, — egud,” + 2D, X, + D, X,,)+

+ Z {ailmi —2(d+ 1) — M?|D,D, @i+

+ 204@'77%29;“/85@' - ﬂz(MQ - m?)guu¢i}

— Z {[=b+a;(m? —2(d+1) — M?) — 2cb;]D,D, @i+
i (1.124)
2_M2 -

+ [— bm'T' —am? — e+ 2a;m? — B;(M? — m?)]gwapi}

Dieser Ausdruck lafit sich nun durch Einsetzen der Resultate fiir m; sowie
a; und 3; bestimmen. Es ergibt sich, dafl die Koeffizienten der D,D,®;- und
der g, p;-Terme tatséchlich identisch Null sind.'® Damit ist die Behauptung
bewiesen. O

10Zur Berechnung der Koeffizienten wurde Mathematica eingesetzt.
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

1.4. Die AdS-CFT-Korrespondenz

1997 postulierte MALDACENA in [Mal98] eine Aquivalenz zwischen Supergravi-
tations- bzw. Stringtheorien auf dem Produkt eines d + 1-dimensionalen AdS-
Raumes mit einer kompakten Mannigfaltigkeit und konform invarianten Quan-
tenfeldtheorien auf dem d-dimensionalen Rand des AdS-Raumes. Ein Beispiel
hierfiir, auf das auch [Mal98] aufbaut, ist eine Super-Yang-Mills-Theorie in
vier Dimensionen, die dquivalent zu einer Typ-IIB-Superstring-Theorie auf dem
AdS x 8 ist. Dieses Konzept der Dualitiit zwischen dem AdS-Raum selbst und
seinem Rand, das von MALDACENA noch nicht vollstéindig ausformuliert wor-
den war, wurde in recht schnell folgenden Arbeiten von WITTEN [Wit98] und
GUBSER, KLEBANOV, PoLyakov [GKP98| weiter ausgearbeitet.

Spiéter stellte sich heraus, daf diese Dualitét auch zwischen Theorien dessel-
ben Typs existent ist, also beispielsweise fiir Quantenfeldtheorien sowohl auf
dem AdS-Raum selbst als auch auf seinem Rand. Genauer ergab sich, dafl wenn
auf dem AdS-Raum ein Quantenfeld durch Wightman-Distributionen gegeben
ist, Wightman-Distributionen eines konformen Quantenfeldes auf dem Rand
gewonnen werden konnen (siehe hierzu die Arbeit von BERTOLA, BROS, MO-
SCHELLA und SCHAEFFER [BBMS00]). Und andersherum wurde in [Reh00] von
REHREN gezeigt, dafl auch die Rekonstruktion einer AdS-Theorie anhand einer
konformen Theorie auf dem Rand mdoglich ist (,, Algebraische Holographie®).

Heute versteht man unter ,,AdS-CFT-Korrespondenz* den gesamten Kom-
plex von Aquivalenzen zwischen Theorien auf dem AdS-Raum und seinem
Rand. Absolut grundlegend fiir alle diese Zusammenhénge ist die Tatsache, daf3
die Symmetriegruppe des AdS-Raumes SO(d,2) bzw. euklidisch SO(d + 1,1)
der konformen Gruppe des Randes entspricht.
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2. Die Funktionalintegrale

2.1. Uberblick

Formale euklidische Funktionalintegrale der Form

() = / Do e D s(gy — ), (2.1)

wobei ¢y der Randwert von ¢ ist, dienen gemifl [GKP98, Wit98] in der AdS-
CFT-Korrespondenz als erzeugende Funktionale

(e ) = 2(1)/2(0) (2:2)

zur Konstruktion von Korrelationsfunktionen fiir das konforme Quantenfeld O
auf dem Rand des AdS-Raumes, dem sog. dualen Feld.

Anmerkung. Funktionalintegrale der Form (2.1) stammen urspriinglich aus der
String-Theorie. &

Es kann gezeigt werden, dafl die sog. Bulk-to-Boundary-Propagatoren, die
man aus dieser dualen Beschreibung erhilt, mit den sog. Bulk-to-Bulk-Pro-
pagatoren bis auf konstante Vorfaktoren iibereinstimmen, wenn man eine der
Bulk-Koordinaten gegen den Rand streben 1t (siehe z. B. [BDHMO98]). Anders
ausgedriickt sind die dualen Greenschen Funktionen Randlimiten von Green-
schen Funktionen des Bulks, was impliziert, dafl auch die dualen konformen
Felder Randlimiten der Bulk-Felder sind. (Auf Grund des Auftretens von Rand-
werten im Funktionalintegral muf, im Gegensatz zu ,normalen“ Funktional-
integralen auf dem Minkowski-Raum, zwischen verschiedenen Propagatorar-
ten unterschieden werden. Was genau unter ,, Bulk-to-Boundary-Propagatoren*
und ,, Bulk-to-Bulk-Propagatoren“ zu verstehen ist, werden wir weiter unten se-
hen.)

Da die Korrelationsfunktionen, die mit dieser dualen Beschreibung berech-
net werden, alle Eigenschaften ,normaler” Korrelationsfunktionen zu besitzen
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2. Die Funktionalintegrale

scheinen (siehe z. B. [Kni02] oder auch die Einleitung von [DR02] und die dort
angegebene Literatur), ergibt sich die Vermutung, da§ das erzeugende Funk-
tional evtl. auch darstellbar ist als ein Funktional, bei dem das Feld auf die in
der Feldtheorie gewthnliche Art und Weise an eine Quelle gekoppelt ist, also

(ef oIy = Z(£)/Z(0) (2.3)

mit

Z(f) = /D(b e 1(@ef 0 (2.4)

2.2. Zusammenfassung von [DR02]

Die sich nun ergebene Frage ist, inwieweit die beiden, auf den ersten Blick sehr
verschiedenen, formalen Funktionalintegrale (2.1) und (2.4), und damit auch
die Felder O und ¢ miteinander zusammenhéngen. Dieses Problem wurde von
DUTscH und REHREN in [DR02] behandelt. Das Vorgehen in diesem Artikel
und die Resultate wollen wir nun zusammenfassen:

In [DRO2] wird zuerst der AdS-Raum durch ein Gitter und die reellen Funk-
tionen ¢, () (mit einem Multiindex «) durch ein N-Tupel ¢ = (¢;)i=1._n € RY
ersetzt. Durch diesen Trick werden formale Funktionalintegrale zu wohldefinier-
ten endlichdimensionalen (Gaufischen) Integralen, die die folgenden Schritte
rigoros rechtfertigen. Dabei wird die Numerierung so gewahlt, dal i =1,...,n
die Boundary-Variablen und ¢ = n+1,..., N die Bulk-Variablen kennzeichnen.
Mit

e= <HO”> € RV*n, (2.5)

also e : R* — RY, wird eine Einbettung der Randwerte des Feldes in den
Raum der Integrationsvariablen definiert und weiterhin mit

el = (1, 0)eR™N (2.6)

die Adjungierte von e gekennzeichnet; es gilt also ¢g = el € R™.
Die Wirkung ist gegeben durch

I(¢) = (¢, Ag) + V(9), (2.7)
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2.2. Zusammenfassung von [DR02]

wobei ihr quadratischer Anteil durch eine symmetrische positiv definite Matrix
A € RV*N gegeben ist, und ein beliebiges Potential der Form

V()= v(en) (2.8)

(2

angesetzt wird. N
Fiir die Funktionalintegrale Z(f) und Z(f) mit f € R™ ergibt sich hiermit
nach einiger Umformung

7(5) = sUn) [ pyfembias v sates (2.9
bzw.
2(f) = 307D [ D(topei B eaB ) VB A ) (2.0)

mit
a:=cA7le ¢ R (2.11)
sowie

Et:=1y—E, wobei E :=ee. (2.12)

E ist die Projektion auf den Rand, E+ die auf den Bulk. Es liaBt sich also
schreiben:

¢=Ep+E ¢ =epy+ E-o (2.13)

Aus dieser Darstellung der Funktionalintegrale kénnen die diagrammatischen
Regeln abgelesen werden (siehe hierzu auch Abbildung 2.1):

Die Vertizes sind durch die polynomiale Struktur des Potentiales gegeben.
Jeder Vertex besitzt (bedingt durch die Verschiebung des Argumentes von V')
innere Linien, die den Zusammenhang mit der Integrationsvariablen symboli-
sieren, sowie duflere Linien fiir externe Variable f. Der Bulk-to- Bulk-Propagator
verbindet in den Graphen zwei Vertizes miteinander und ist gegeben durch das
Inverse der Matrix im Skalarprodukt im Argument der Exponentialfunktion
des entsprechenden Integrals. Der Bulk-to-Boundary-Propagator, der diagram-
matisch durch #uflere Linien (also Linien die f mit einem Vertex verbinden)
reprisentiert wird, entspricht dem Koeffizienten von f im Argument von V.
Die Tree-Level-Zweipunktfunktion schliellich ist die Matrix im Skalarprodukt
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2. Die Funktionalintegrale

der Vorfaktoren der Integrale und wird symbolisiert durch eine einzelne Linie,
die zwei f miteinander verbindet.

Fiir Z (f) ergeben sich der Bulk-to-Bulk-Propagator und der Bulk-to-Boun-
dary-Propagator zu

G=A"" bzw. H=Ge. (2.14)

Weiterhin gilt
a=cH. (2.15)

Fiir Z(f) muB beachtet werden, da8, da iiber E+¢ integriert wird, der Bulk-
to-Bulk-Propagator verschwindende Rand-Komponenten besitzen muf:

El'=0=TF (2.16)
Auf dem Bulk ELRY sollte er jedoch das Inverse von A sein:
ELAD = E+ =TAE* (2.17)

Hiermit kann I'" zu
I'=G - Gea te!G (2.18)

bestimmt werden. Weiterhin ist der Bulk-to-Bulk-Propagator durch
K =Gea ™ = Ha™! (2.19)
gegeben, was dquivalent zu den Bedingungen
'K =1, und ETAK =0 (2.20)

ist. Letztere Formel gilt auch fiir H, was sich direkt durch Einsetzen von H =
Ge ergibt:
EtAH =0 (2.21)

Die iiber diese diskrete Betrachtung des Problems gewonnenen Formeln wer-
den nun in [DR0O2] auf den kontinuierlichen Fall skalarer bzw. vektorieller Felder
¢ iibertragen. A wird zu einem Differentialoperator und G = A~! zur zugehori-
gen Greenschen Funktion G(z,z;2',2') (mit den Koordinaten z,z bzw. 2/, 2
wie in Abschnitt 1.2.2 definiert), fiir die sich zwei Moglichkeiten G und G_
ergeben.
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2.2. Zusammenfassung von [DR02]

Anmerkung. Die Existenz zweier Greenscher Funktionen ist essentiell fiir das
vorliegende Problem, da wir durch die Wahl der Greenschen Funktion festlegen,
iiber welchen Funktionenraum bei den Funktionalintegralen integriert wird.
Dabei wird zu beachten sein, dal bei den beiden Funktionalintegralen tiber
unterschiedliche Funktionenrdume integriert wird, um wohldefinierte Feynman-
Regeln zu erhalten. &

Weiterhin gelten folgende Entsprechungen, die wir spéter benotigen werden:

Gitter Kontinuum
H=Ge = Zl/iglo /A P'GL = H, (2.22a)
dK=0 — lim MTA-PK_ =46 (2.22b)
EtAK =0 = (-D.D"+M?)K_=0aufBulk | (2.22c)
bzw. E*AH=0 = (—=D.D*+ M?)H, =0 auf Bulk | (2.22d)

Hierbei ist lim,—q 2" 2% bzw. lim,—q 2"~ %+ der sog. AdS-(Rand-)Limes im
Falle von Tensorfeldern n-ter Stufe, und P ist die Projektion auf die Komponen-
ten der ungestrichenen Bulk-Koordinaten sowie P’ die auf die Komponenten
der gestrichenen. Die Grofle Ay hat die Bedeutung einer Skalendimension der
Randfelder (vergleiche hierzu Abschnitt 3.1). Es gilt

d d?

Warum ein solcher Limes gewéhlt wird, werden wir im néchsten Kapitel in
Abschnitt 3.1 sehen, wo wir den skalaren, den vektoriellen und den tensoriellen
Fall einzeln behandeln werden. (Zur Definition der Masse siehe die entspre-
chenden Feldgleichungen in Abschnitt 1.3.) Das Symbol ¢ steht hier fiir die
an den AdS-Raum und den jeweiligen Fall angepafite §-Funktion (die sich aus
mehreren ,normalen® é-Funktionen zusammensetzt).

Zu einer Abweichung zum diskreten Fall kommt es bei der Bestimmung von I
bzw. K. Es wird nicht 8 := —a~! berechnet, da dieser Schritt mit divergenten
Integrationen verbunden wére, sondern stattdessen auf die oben angegebenen
charakterisierenden Gleichungen zuriickgegriffen.

SchlieBlich kann in [DR02] gezeigt werden, daff alle Propagatoren bis auf
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2. Die Funktionalintegrale

(b) Graphen fiir Z(f)

Abbildung 2.1.: Typische Graphen fiir Z(f) bzw. Z(f)

Faktoren identisch sind:

I _(z,2;7,2) = G4 (2,7;2',2') (Bulk-to-Bulk-Propagatoren) (2.24a)
K _(z,x;2") = cHy(z,2;2")  (Bulk-to-Boundary-Propagatoren) (2.24b)
B_(z;2) = oy (z;2)) (Tree-Level-Zweipunktfunktionen) (2.24c)

Folglich wird also bei beiden Integralen nicht nur iiber dieselben Graphen,
sondern auch — bis auf Faktoren — dieselben Propagatoren summiert (vgl. Ab-
bildung 2.1). Da bei den Koeffizienten ¢ die Potenz k genau der Anzahl der
jeweiligen Quellterme f entspricht, ergibt sich

Z=(f)=Z*(c-f) unddamit O~ (z) =c- @7 (x). (2.25)

In [DRO2] gelingt es, diese Aquivalenz der Propagatoren auf eine Bedingung
an ¢(A) zu reduzieren (wobei ¢ zu einer Funktion der Skalendimension der
Randfelder A, fortgesetzt wurde), ndmlich

c(d— Ay) = —c(Ay). (2.26)
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2.3. Darstellungstheoretischer Hintergrund

Dies ist die Forderung an c¢(A), die erfiillt sein muf, damit (2.24c) gilt. Die
anderen beiden Relationen (2.24a) und (2.24b) kénnen aus den im diskreten
Fall gewonnenen algebraischen Gleichungen hergeleitet werden und sind somit
automatisch richtig. Interessanterweise ergibt sich sowohl im skalaren als auch
im vektoriellen Fall dieselbe Formel

CcC = C(A+) = 2A+ — d, (227)

mit der die Eigenschaft (2.26) garantiert ist.

2.3. Darstellungstheoretischer Hintergrund

Der Bulk-to-Boundary-Propagator K hat darstellungstheoretische Bedeutung:
Er kann als ein Intertwiner zwischen zwei Darstellungsrdumen der Gruppe
SO(d + 1,1), ndmlich dem Raum der Funktionen ¢, die die Klein-Gordon-
Gleichung 16sen, und dem Raum der Randfelder ¢y, verstanden werden. Ge-
nauer 1&8t sich mit Hilfe von K aus einem Randfeld ein Bulkfeld konstruieren.
Andersherum ergibt sich aus einem Bulkfeld durch Limesbildung ein Randfeld.
Diese Betrachtungsweise wird in einem Artikel [Dob99] von DOBREV darge-
legt.! Wir werden sie im folgenden fiir den skalaren Fall skizzieren:
Wir betrachten eine skalare Funktion ¢ : Rt x R — R auf dem euklidischen
AdS-Raum, fiir die
(=0, + M*)p(z,2) =0 (2.28)

gilt. Der Losungsraum £ der Klein-Gordon-Gleichung zerfillt in zwei Teile
(zugeordnet der entsprechenden Greenschen Funktion G4 oder G_ bzw. dem
Randverhalten der Losung ¢; vergleiche hierzu auch Abschnitt 3.1.2):

L=Ly+ 72 (2.29)
Man kann nun auf dem Raum %, eine Darstellung
T =T (9) : L — L4 (2.30)

der AdS-Symmetriegruppe SO(d + 1,1) mit g € SO(d + 1,1) iiber

(Ty(b)(Z?x) = (b(g_l(z,x)). (2'31)

'Eine Zusammenfassung dieser Arbeit bietet der Artikel [Dob02] vom selben Autor.
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2. Die Funktionalintegrale

definieren.
Weiterhin sei der Randwert des Feldes ¢ € £ mit ¢g bezeichnet, also

dolir) = lim ==2%(z, ), (2.32)

und /4 sei die Menge aller so definierten ¢g. Dann 148t sich eine Darstellung ¢
der konformen Gruppe SO(d+1,1) des Randes M, folgendermaflen definieren:

tg = t(g) : Ei — Ei (233)
mit
~1(y At /d
(o)) = [P o o) (234)

Nun kénnen wir wie angekiindigt Intertwiner £ und F' zwischen den Dar-
stellungsraumen .2y und ¢ einfiihren. Wir setzen:

E: fi — fi
b by mit do(x) = lim 2 246(z,2) (2.35)
bzw.
F: Ei E— .,?i
(2.36)

%He¢xm/wam:/H%K@mw%@>

Hierbei werden die speziellen Eigenschaften des Bulk-to-Boundary-Propaga-
tors K, also
(=0, + MK (2,2;y) =0 (2.37)

und
lin%] 2TREK (2, ay) = 6%z —y), (2.38)

wichtig. Durch diese wird erreicht, dafl ¢ wirklich in .2y enthalten ist, und
auch F o F' =id gilt. Man erhélt ndmlich (formal gerechnet)

(—0g + M2)¢(z,m) = (-0 + MQ) /ddyK(z,x;y)gbo(y)

/

_ /ddy(_mg + MK (2,:) do(y)
=0
o (2.39)
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und
lig = (z.2) = lim =5= [ /4K (2, 250)60(0)
- /ddy lir% z_AiK(z,:c;y)qﬁo(y)

=/H%Wu—ywaw
= ¢p(x). (2.40)

2.4. Vorgehen in dieser Arbeit

Die Frage, die sich stellt, ist, ob Formel (2.27) auch fiir Tensorfelder beliebiger
Stufe gilt. Um der Losung dieses Problems néher zu kommen, werden wir in
der vorliegenden Arbeit einen anderen Weg als in [DR02] eingeschlagen. Dies
geschieht, um die Bestimmung der Greenschen Funktion G zu umgehen, da G
i. a. aus gekoppelten Differentialgleichungen bestimmt und mit Hilfe hypergeo-
metrischer Funktionen angegeben werden muf}, was sehr miihselige Rechnungen
erfordert.

Statt von der Greenschen Funktion werden wir im folgenden von den recht
einfach strukturierten Bulk-to-Boundary-Propagatoren K_ bzw. H, ausge-
hen (die mit Hilfe der in [DR02] gezeigten und oben aufgefiihrten Eigenschaf-
ten (2.22) gewonnen werden kénnen) und ihre relative Normierung ¢(A) bestim-
men, um (2.27) zu iiberpriifen. Auf diese Weise kann das Ergebnis aus [DR02]
relativ leicht reproduziert und auch auf Tensorfelder erweitert werden.

Anmerkung. Um Schwierigkeiten mit divergenten Integralen und Positivitéits-
probleme zu vermeiden, werden wir uns auf den Fall der in (2.24) angegebenen
Vorzeichenkombination der Propagatoren beschrénken, d.h. wir werden z. B.
nicht Ky und H_ betrachten. O
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3. Bestimmung der relativen
Normierung von H und K

Nach den einfiihrenden Betrachtungen im letzten Kapitel soll es nun um die
Bestimmung des Proportionalitiatsfaktors ¢ gehen, insbesondere fiir den tensori-
ellen Fall. Wie in Abschnitt 2.4 schon erwéhnt, werden wir folgende Vermutung
beweisen:

Vermutung 3.1. Fir Tensorfelder zweiter Stufe gilt

o(AL) =2A4 —d. (3.1)

Hierzu werden wir zunéchst die (gemeinsame) Struktur der Integralkerne K _
und H, bestimmen.! Danach brauchen wir wir nur noch ihre jeweilige Normie-
rung zu berechnen, da sich nach (2.24b) der Faktor ¢ durch Division der beiden
Normierungen ergibt (siehe auch Abbildung 3.1). Diese ist fiir H fixiert durch
die Normierung der Greenschen Funktion G, und fiir K_ durch die Forderung,
dafl e! K = § gelten soll (vgl. 2.22). Das Symbol § kennzeichnet hierbei die Kon-
tinuumsversion der Einheitsmatrix 1,,, die im wesentlichen aus d-Funktionen
besteht. Wie jetzt der Limes e bzw. ¢! und auch ¢ im Einzelnen aussehen, wer-
den wir in den jeweiligen Féllen sehen. Im folgenden werden wir immer die in
Abschnitt 1.2.2 eingefithrten Koordinaten (z,x) benutzen.

3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

Wie oben angekiindigt werden wir in diesem Abschnitt versuchen, die gemein-
same Struktur der Bulk-to-Boundary-Propagatoren H und K zu finden, wir
werden also beide Propagatoren bis auf konstante Faktoren bestimmen.

'Die Symbole G, H, K und A stehen in Abschnitt 3.1 fiir G4, Hy, K+ bzw. Ay, danach
jedoch ausschlieBlich fiir G4+, Hy, K_ bzw. Aj.
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Bestimmung der
gemeinsamen Struktur
von Hy und K_

Bestimmung der Bestimmung der
Normierung von H Normierung von K_

Division der beiden
Normierungsfaktoren

Abbildung 3.1.:

Die einzelnen durchzufiihrenden Schritte zur Gewinnung der relativen

Normierung ¢

Da H und K jedoch aus einer Greenschen Funktion G hervorgehen, miissen
wir zuerst diese betrachten, wobei wir G im Gegensatz zu [DR02], wie im
letzten Kapitel schon gesagt, nicht exakt bestimmen werden; uns soll es hier
nur um den allgemeinen Aufbau gehen, den wir fiir die Herleitung von H bzw.

K inklusive Normierung benétigen.

3.1.1. Notation und niitzliche Relationen

Fiir die folgenden Rechnungen definieren wir folgende Symbole:

Def. 3.1.

ro.
z.—Z

2 _ N2
R Z)Q;fx z) (wie in 1.2.2)

T,: =2z bzw. x
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

22 + (m _ x,)Z

=i "'w = .2
vi= lim 2y 5, (3.2¢)
wy, 1= Ouv (3.2d)
Y- Y (3.20)
% ne{z,0,1,....d-1}

Falls 2/ = 0 gesetzt wurde, wie im Falle von v, so gelte auch z/, = 0. Des
weiteren benutzen wir griechische Buchstaben fiir Indizes, falls diese Werte
aus {z,0,1,...,d — 1} annehmen koénnen, und lateinische, falls nur Werte aus
{0,1,...,d — 1} erlaubt sind.

Mit Hilfe von

(x—a)y wu

Opu = v ;5uz’ (3.3a)
1 (x —2'), (x—2a), u
QL(?,,U = g(s“l, — 75“2 — 761/2 + 2;5“261/2 (33b)

werden wir nun zuerst ein paar wichtige Relationen fiir die AdS-invariante
Grofe u herleiten:?

Satz 3.2. FEs gilt:

Dyu-Du = u(u + 2) (3.4a)
D.Dyu = gu(u+1) (3.4Db)
D.D"u = (d+1)(u+1) (3.4¢)

Beweis. o Zu (3.4a): Mit >, (95‘27;”')3@ = 2% erhélt man:

_ ! _ N\K
qumu:<ﬁ_§k_2%4(E_iL_Eg@>
z z

2z z z
2 / "2
o (U u(z — 2 (x—x),_i)
- L o\ ) W=tk
& <z2 227 +; 22
=u(u+2)0

*Weitere niitzliche Relationen fiir v finden sich in [DFM™99]. Diese werden im folgenden
jedoch nicht benétigt, da wir grofitenteils mit v arbeiten werden. Jedoch lassen sich aus
den Formeln nach Einschriankung auf die Bulk-Indizes bei den gestrichenen Koordinaten
auf Grund von lim,:_,oz'u = v die Formeln aus Satz 3.3 herleiten (siche hierzu auch
Beweise fiir die Formeln (3.6a) und (3.6d)).
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

e Zu (3.4b): Diese Gleichung erhalten wir aus Formel (3.3a) und dem Ausdruck
fiir das Christoffelsymbol (A.2):

D,Dyu =
= Qﬁ,,u - Ffwﬁw
1 (x —2a), (x—a'), u
= 0w = T O = 5 Ove + 250200
1(z-2 u (x —2), (x — ) u
2 < 22 Opw = ;5“” Y Oz = 22! Fouz + 2;6“26”2
1 z—2
2 T T e g
=guw(u+1) 0
e Zu (3.4c): Folgert durch Kontraktion direkt aus (3.4b). O

Weiterhin ergeben sich mit

- _5 2 .
. ~Ou (3.5a)
dyw, = %(5!“, — Wylyr — Wy0,;) (3.5b)

die folgenden &uflerst niitzlichen Identititen, die die spiteren Rechnungen um
einiges vereinfachen werden:

Satz 3.3. Es gilt:

D,v - Dy = v? (3.6a)
D,v - D*0v = vdjv (3.6b)
D,0/v - D*dw = 65 + 0w - Djv (3.6¢)
D,D,v = guv (3.6d)
D.D"v = (d+ 1)v (3.6¢)
D,D*D,v = D, (3.6f)

Beweis. o Zu (3.6a): In diesem Fall benutzen wir das analoge Ergebnis (3.4a)
fiir w:

D,v-Dfv = lim 2?D,u - D%u = lim (2"%u® 4 22'u) = v* O
2'—0 z'—0
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

e Zu (3.6b): Fiir diese Formel brauchen wir nach einer kleinen Umformung nur
die gerade bewiesene Relation (3.6a) zu benutzen:

D,v - D*9v = 19/(Dyv - D) = 19/v* = vdjv O

e Zu (3.6¢): Hierbei hilft uns die weiter oben gezeigte Formel (3.5b) fiir 9,w,,
wenn wir die Relation d/v = —w; beachten:

DO - D = > (Gip — widyz) (S5 — wydpz)
17
= 52‘j + 8;1) . 8;1) |

e Zu (3.6d): Wie oben koénnen wir zum Beweis dieser Formel auf das entspre-
chende Ergebnis (3.4b) fiir u zuriickgreifen:

D,D,v = lim 2'D,Dyu = lim (z'u + 2') = gyv O

z'—0 z'—0

e Zu (3.6e): Ergibt sich durch Kontraktion aus (3.6d). Alternativ erhélt man
das Ergebnis natiirlich auch aus (3.4c).

e Zu (3.6f): Die gewiinschte Identitét ergibt sich sofort bei Benutzen der Kom-
mutatorrelation (A.31) und anschlieendem Anwenden von (3.6e):

D.D"D,v = D,D.D"v — dD,v
=(d+1)Dyv—dD,v
=Dyv U

3.1.2. Skalarer Fall

Die zu betrachtende Distribution G(z, z; ', 2') ist eine Greensche Funktion der
Klein-Gordon-Gleichung;:

(=0, + M*)G(z,2; 2, 2") = ﬁé(z — )oYz — 2) (3.7)

Diese Gleichung lautete im diskreten Fall AG = 1y, wobei wir im folgen-
den mit A auch den Klein-Gordon-Operator —[J, + M? bezeichnen. (Auch im
vektoriellen und tensoriellen Fall werden wir den entsprechenden Differential-
operator A nennen.)
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Wie sieht nun dieses G aus? Um diese Frage zu beantworten erinnern wir uns,
dafl eine Greensche Funktion invariant unter der Isometriegruppe des Raumes
ist. G muf} also invariant unter SO(d 4 1,1), der Isometriegruppe des AdS-
Raumes sein. Wie in Abschnitt 1.2.2 erwéhnt, ist

(z —2")2 + (xz — 2')?

oy — 3.8
u(z,x; 2", 2") 5. (3.8)

AdS-invariant. Wir kénnen also G als eine Funktion von w ansetzen:
G(z,m;2,2') = f(u(z,z; 2, 2)) (3.9)

Nun haben wir von G den Randlimes eG zu bilden. Es stellt sich hier die
Frage, wie e im kontinierlichen Fall sinnvoll zu definieren ist. Nehmen wir ein-
mal an, wir wiirden einfach die z-Koordinate gegen 0 gehen lassen, um den
Randwert zu bilden, also e = lim,_.g setzen. Nehmen wir des weiteren an, eine
in z = 0 zweimal nach z stetig differenzierbare Funktion ¢ = ¢(z, z) erfiille die

Klein-Gordon-Gleichung, d. h.

(—0y + M2)<p(z, x) =
d—1

= (- 2y, 1y, — 22 Z 0 + MQ)QD(Z, x)
i=0
d—1
= [(d - 1)20, — 2%02 — 2° 2812 + M?|p(z,2) = 0. (3.10)
=0

Dann bekommen wir wegen lim, ¢ 2P0%p(z,2) = 0 mit n = 0,1,2 und 92 := id
fiir p > 0 durch Bilden des Limes aus dieser Gleichung

M? lim (2, ) = 0 (3.11)
z—>

und somit M = 0 oder lim,_,0 ¢(z,z) = 0. Wir erhalten folglich fiir den Fall
M # 0 immer Null als Randwert.

Da wir aber auch Randwerte ungleich Null haben wollen, ist der normale
Limes lim,_,¢ nicht geeignet, um fiir Losungen der Klein-Gordon-Gleichung
einen Randwertbegriff zu definieren. Der ,, Trick* besteht nun darin, stattdessen
einen skalierten Limes zu definieren, d. h. wir multiplizieren unsere Funktion ¢
zuerst mit einer Potenz von z und bilden dann erst den Limes z gegen 0:

wo(z) = ep(z,x) == lli% 2 Ao(z,x) (3.12)
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

Fiir ein geeignet gewéhltes A > 0 sollte dieser Limes das Abfallverhalten fiir
z gegen 0 in einer Art und Weise aufheben, dafl sich fiir ¢y eine Funktion
ungleich der Nullfunktion ergibt. Um dieses A zu bestimmen betrachten wir
die Klein-Gordon-Gleichung fiir kleine z und machen einen Losungsansatz der
Form ¢(z,x) = A(x)z>, also:

(- 2149, 214, + M2)A(£C)ZA =0 (3.13)

Hieraus ergibt sich A(A—d) = M?. Es existieren also zwei Moglichkeiten fiir A:
2

Ay = g + dz + M2 (3.14)

(Insbesondere gilt also A, + A_ = d und —A, - A_ = M?.) Wir miissen
folglich e aus dem diskreten Fall durch die Vorschrift lim,/_,g z/~®# ersetzen.

Des weiteren folgert, dal der Losungsraum der Klein-Gordon-Gleichung in
zwei Teile zerfallt, die durch das Randverhalten definiert sind. Entsprechend
gibt es auch zwei Greensche Funktion G-+ mit dem Randverhalten ~ z2%. Wir
bilden also den Limes lim,/_,o 2=+ von unserem Ansatz fiir G' (bzw. G.); das
Ergebnis bezeichnen wir mit Hy:

Hy(z,m;2") = lim0 2R f(u(z, 22 7)) (3.15)
z'—

Da u und damit G = f owu eine homogene Funktion von Ordnung 0 ist, mufl
unser gesuchtes Hi ebenfalls homogen sein, allerdings durch den AdS-Limes
nicht mehr von Ordnung 0, sondern von Ordnung —A_. Dies ermdglicht uns,
folgenden Ansatz zu machen:

Hi(z,z;2') = yv~ 0% (3.16)

Die Grofie v € R ist hierbei die spédter noch zu bestimmende Konstante.

Aus dem diskreten Fall wissen wir, dal H die Klein-Gordon-Gleichung , auf
dem Bulk“ 16st (E+AH = 0, wobei E+ die Projektion auf den Bulk war).
Was bedeutet dies im kontinuierlichen Fall? Um diese Frage zu beantworten,
notieren wir (3.7) mit Hilfe von Testfunktionen f:3

Vi /dzddx\/g Gi(z,2;2,2) (=0, + M?) f(z,2) = f(¢,2) (3.17)

3Zur Begriindung dieser Darstellungsweise siche Anhang D. Hierbei sind wir (im Gegensatz
zu dem, was Anhang D evtl. impliziert) auf Grund des Abfallverhaltens der Greenschen
Funktion nicht auf Testfunktionen angewiesen, die fiir z gegen 0 verschwinden. (Dies gilt
auch fiir den vektoriellen und tensoriellen Fall.)
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Bilden wir nun den Randwert, d.h. wenden wir lim,/_,2/~?% an, so ergibt
sich:

Vi /dzddx 2 L (2,2 ) (=0y + M?) f(z,2) = lim 2725 f(2/) 1)

z/'—0
(3.18)
Wir sprechen nun davon, dafl Hy die Klein-Gordon-Gleichung auf dem Bulk
16st, wenn die Relation (3.18) fiir alle Testfunktionen mit dem Randwert 0
erfiillt ist. In diesem Fall ist die rechte Seite von (3.18) also gleich Null (,ho-
mogene* Bedingung an Hy). Daf} dies tatsdchlich der Fall ist, zeigt auch der
folgende

Satz 3.4. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H = yv~=? lst die Klein-Gordon-
Gleichung bzgl. M auf dem Bulk.

Beweis. Die (formale) Rechnung gestaltet sich nun mit Hilfe der zu Beginn
gezeigten Relationen (3.6a) und (3.6e) sehr einfach:

D, D™ = —A[—(A 4 1)v™272D,.v - D*v 4+ v~ 271D, D]
= —A[—(A+ Do 2202 40727 (d + 1)v)
= M?*™2 (3.19)
Hierbei haben wir die Relation A(A —d) = M? ausgenutzt. O

Anmerkung. Hier und bei den noch folgenden &hnlichen formalen Rechnungen
sollte immer im Hinterkopf behalten werden, daf§ die Gleichungen fiir Testfunk-
tionenrdume gelten, deren Elemente einen verschwindenden Randwert besitzen.

Wir kennzeichnen dies durch die Floskel ,auf dem Bulk*. O

3.1.3. Vektorieller Fall

Wieder beginnen wir mit einer Betrachtung der Greenschen Funktion, die dies-
mal die Form eines Bivektors hat:

AV Gra(z,2:2,2") = Gua - %5(2 — )oYz —2) (3.20)
mit
A, = (=DyD" + M?)g,,, + aD,D, (3.21)
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

bzw.
A} =6(~DxD" + M?) + aD,D" (3.21")

Die Greensche Funktion im Vektorfall G, (z,z;2’, 2") besitzt eine kompli-
ziertere Struktur als die im skalaren Fall: Um den (Bi-)Vektoraspekt einzu-
bringen, stehen uns zwei Moglichkeiten zur Verfligung. Zum einen kénnen wir
Terme der Form 8M3;)u, zum anderen der Art J,u - 6;)u benutzen. Beide sind
AdS-kovariant (sowohl bzgl. der gestrichenen als auch der ungestrichenen Ko-
ordinaten). Es ist zu beachten, daf§ Terme, in denen ...D,D" ...« oder auch

..Dy.iue. . DLl w vorkommt, auf Grund der Formeln (3.4a) und (3.4c) (so-
wie der entsprechenden Kommutatorrelationen) in diesen beiden Ausdriicken
enthalten sind. Gleiches gilt fiir den noch zu behandelnden tensoriellen Fall.

Wir koénnen also fiir die Greensche Funktion ansetzen:

Gup(u) = f1(u)8,0,u + fa(u)duu - dyu (3.22)

Dies ist die allgemeinste Form eines AdS-invarianten Bivektors.

Wieder stellt sich nun die Frage, wie der Randlimes zu bilden ist. Da der
zu betrachtende Differentialoperator zuséitzlich zum Klein-Gordon-Operator
—D,.D* + M? auch noch einen zweiten Term, némlich aD, D", enthilt, er-
warten wir, dafl das Abfallverhalten der Losungen der Differentialgleichung
nicht ,einheitlich® wie im skalaren Fall ist (Aufspalten des Losungsraumes in
zwei Teile!). Entsprechend wird auch ein AdS-Limes, wie im vorherigen Ab-
schnitt verwendet, problematisch sein. Wir umgehen diese Schwierigkeit, indem
wir bei der Betrachtung der Greenschen Funktion den Raum der Testfunktio-
nen auf die divergenzfreien einschréinken. Dies hat zur Folge, dafi der a-Term
des Differentialoperators wegfillt, und auch die Greensche Funktion G}, auf
einen, nach Satz 1.1 gegebenen, divergenzireien Anteil G}, := G, — Gy, mit
Gy =Tt

Gleichung (3.20) lautet mit Hilfe von Testfunktionen geschrieben:?

D,D.G" , reduziert werden kann:

Ve /dzddx\/ﬁ Gya(z,x;z',x/)%u”f“(z,x) = fo(2,2) (3.23)

Betrachten wir nur divergenzfreie Testfunktionen f*, so ergibt sich durch Aus-
nutzen der Divergenzfreiheit und mittels partieller Integration (bzw. genauer

4Die Bedeutung des Symboles ‘A wird in Anhang D erliutert.
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Satz von Stokes, siche Anhang D):
VIt fu(2 7)) =
= /dzddx\/ﬁ Gua(z, 257 2" )(=DeD" + M?) f¥ (2, 2)
2 [ 4:dte G (-DD8 + M) (Gl 0') + Gllzrms 0 (2,)
(3.24)

Der zweite Summand ist auf Grund der Divergenzfreiheit der Testfunktionen
identisch Null:

/dzddx\/g} (=D.D" + M*)GS (2,22, 2') f* (2, ) =

_ / dzd2/g D, (~DD" + M? — d) 552.D,G7, f* (2, )

BL (3.25)

—

Hierbei haben wir die Kommutatorrelation (A.36) benutzt.

Wir miissen also allein nur noch G}, und den Klein-Gordon-Operator bzgl.
der Masse M betrachten und kénnen folglich auch einen AdS-Limes dquivalent
zum letzten Kapitel benutzen. Analog zum Skalaren erwarten wir zwei, sich
durch ihr Randverhalten unterscheidende Moglichkeiten G4 ,,, fiir diese neue
Greensche Funktion.

Um dieses Vorgehen noch einmal anders zu motivieren, betrachten wir den
Beweis des schon einmal erwdhnten Satz 1.1. Fithrt man die dortigen Rechnun-
gen statt fiir Losungen der Differentialgleichung fiir eine Greensche Funktion
durch (d. h. ersetzt man die Null durch die entsprechenden §-Terme), so kommt
man zu folgenden Ergebnissen:

(=DuD* 4 MGy = 37DuDad + grad (3.26)

D.G"", = 3p73Dad (3.27)

Hierbei ist 0 := ﬁé(z — 2)6%(x — 2') und, wie oben schon definiert, G, =
Gy + G5, mit G, = 375D, DLG",.

Wir sehen also auch hier, da8 die Distribution G}, bzgl. dem Raum der
divergenzfreien Testfunktionen einer Greenschen Funktion des Klein-Gordon-
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

Operators —D,.D® 4+ M? entspricht. Wir definieren H uj nun als den AdS-
Limes lim,_q 2/~2+ von G;- Es ergibt sich aus D.G""y = M++dDa5, daf
H,; auf dem Bulk divergenzfrei ist.

Beim gerade eingefiihrten AdS-Limes ist die Bezeichnung von 1 — A fiir den
Exponenten (statt —A wie im Skalaren) dadurch begriindet, daf§ so Ay der
Skalendimension der Randfelder entspricht. Dies ergibt sich aus der Tatsache,
dafl die Greensche Funktion homogen von Ordnung —2 sein muf} (da die Metrik,
die mit den d-Termen multipliziert wird, diese Homogenitét besitzt), und somit
die Zweipunktfunktion a4 ;; = lim,_¢ 7B lim,, o 2B Gz:i:,’ij homogen von
Ordnung —2A. ist.

Es ist auflerdem zu beachten, dafl wir vor Ausfithrung des Limes eine Projek-
tion P’ auf die Bulk-Komponenten G,; der gestrichenen Koordinaten durch-
zufithren haben, da wir bei der Limesbildung die z-Koordinate verlieren werden.
Es gilt also:

Hipj = exGuypi= lim JTAEPGL L, (3.28)

Im Gegensatz zum skalaren Fall werden wir Ay erst weiter unten aus der
Forderung bestimmen, daf§ H,; die Klein-Gordon-Gleichung lésen soll.
Wir kénnen nun, ausgehend von Gleichung (3.22), schreiben:

H,(v)=fi (v), v + fa(v)d,v - I (3.29)

Da — wie oben schon erwédhnt — die Greensche Funktion homogen von Ord-
nung —2 ist, mufl H,; folglich eine Homogenitét von Ordnung —1 — A4 haben.
(Der Limes @ndert die Homogenitdt um 1 — Ay.) Unter Beachtung dieser For-
derung erhalten wir schliefllich (wobei im folgenden auf das + verzichtet wird)

H,j(z,x;2") = —'ylv_AQﬁ;v - ’ygv_A_laé»v - Ouv (3.30)

als gemeinsamen Ansatz fiir die Bulk-to-Boundary-Propagatoren H und K.?
Unser Ziel ist es nun, den Zusammenhang zwischen v; und 72 zu bestimmen.

Satz 3.5. Es sei d + 1 — A # 0. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H,; ist
genau dann auf dem Bulk divergenzfrei, d. h. es gilt

vje{0,1,...,d—1} : D*H,j(z,z;2") =0, (3.31)

wenn y1 = —yo gilt.

®Das Minuszeichen wurde benutzt, um Ubereinstimmung mit [DR02] zu erzielen.

51



3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Beweis. Ausgehend von (3.30) ergibt sich mit Hilfe von (3.6a), (3.6b) sowie
(3.6e):
DuHuj =
= —y[-Av™A7 DMy - v + U*AD‘L@MB;-U]—
—[—(A 4+ 1)w 2 2DHy - dv - O + U_A_lD“@;»v - Oy v+
+ ’U_A_18;~’U - DHo,v]

= —(n+72)(d+1—Ap 2 (3.32)
Der Bulk-to-Boundary-Propagator H,,; ist also im Falle d +1 — A # 0 genau
dann divergenzfrei, wenn y; = —7yo gilt. O

Der Wert der Potenz A 148t sich nun bequem aus der Tatsache herleiten,
dafl H,,; die Klein-Gordon-Gleichung 16st:

Satz 3.6. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H,; lost die Klein-Gordon-Glei-
chung bzgl. der Masse M auf dem Bulk genau dann, wenn A(A —d) —1 = M?
gilt.

Beweis. Erneut starten wir mit (3.30). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wen-
den wir D;D" getrennt auf die beiden Summanden an, wobei wir bei den Rech-
nungen die Relationen (3.6b), (3.6d), (3.6e), (3.6f) und (3.19) benutzen. Fiir
den ersten Summanden ergibt sich hiermit

D, D*(v™29,0;v) =
= (A? — dA + 1)v™29,0;v — 2Av™ 27190 - D, (3.33)
und fiir den zweiten Summanden bekommen wir
D, D" (v 27190 9v) =
= (A% = 2A —dA = 1)v™ 27190 - v + 20729,0;v. (3.34)

Finsetzen dieser Ergebnisse in die Klein-Gordon-Gleichung liefert die Behaup-
tung. ]

Wir haben also die Skalendimension der Randfelder zu

d [
Ap=g+y\ 7 +M2+1 (3.35)

bestimmt.
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3.1.4. Tensorieller Fall

Wie gehabt gehen wir von der Greenschen Funktion aus. Zu betrachten ist die

Gleichung

A/J,VPUGPO'CM,B(Z7 €5 ZI7 .%'/) = guaguﬁzl+d5(2 - Zl)éd(x - xl)

mit
A,uz/po = (_DI{DH + M2)gupguo + a.g,uanDRgpo‘F
+ b(DMDVng + gMVDpDU)+
+¢(DuDygve + DuDogup) + €9uv9po
bzw.

A7 = (=DD" + M?)8067 + ag,, D,D" g +
+b(DuD,g"” + g, DPD7)+
+¢(D,DP§7 + DVD(’YSZ) +eguw g™

Die Greensche Funktion G, muf die AdS-invariante Form

G,w/pa = Z fi(u)ﬁi,uupau

(3.36)

(3.37)

(3.37)

(3.38)

besitzen, wobei die ﬁi,u,,pg alle moglichen Operatoren sind, die aus kovarianten
Ableitungen nach den gestrichenen oder den ungestrichenen Koordinaten sowie
9w bzw. g;m erzeugt werden koénnen. Genauer bestehen folgende Moglichkeiten

fir D; 0 pou:

DMD;u -D,Du+ DVD;)u D, Dl u

gWD’pu ‘Dl u

guug;;g

Dyu-Dyu- D;u ‘Dl u

D,u- DI,D;)u Dl u+Dyu- DHD;u D u+
+Dju-D,Dlu- D;u +Dyu-D,Dlu- D;u

D,u-Dyu- g'pa

D.Dyu - D'pD:,u
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Folgende Terme miissen hierbei nicht direkt vorkommen, da sie auf Grund von
Gleichung (3.4b) in entsprechenden Termen mit g, bzw. g’pg enthalten sind:

D,Dyu - g'po,

guyD'pD;u

D,Dyu - D'pu ‘Dl u

Dyu-Dyu- D;,D:,u

DMDVD;u -Dju+D,D,D)u- D;u
D,u- DyDlpD;u +Dyu- DMD'ngu
DMDVD'pD;u

Wie im vektoriellen Fall schrinken wir den Raum der Testfunktionen ein,
um die Wahl des Limes eindeutig zu machen: Wir werden im folgenden nur
noch spur- und divergenzfreie symmetrische Testfunktionen betrachten. Dies
hat zur Folge, dafl — analog zum vektoriellen Fall — wir nur noch den Klein-
Gordon-Operator bzgl. der Masse M und den nach Satz 1.2 gegebenen spur-
und divergenzfreien Anteil G;WW der Greenschen Funktion G4 ;s zu be-

trachten brauchen. Wir definieren H ,,;; folglich als den Limes lim_/_ 22-Ax

He ij = e£GS pe 1= lim 2272 PG (3.39)

2150 VPO

wobei P’ wieder die Projektion auf die Komponenten der gestrichenen Bulk-
Koordinaten ist, und wir A4 erst spiter bestimmen werden. Durch die De-
finition des Limes wird auch hier — wie im vektoriellen Fall — erreicht, daf}
—2A4 der Homogenitdt der Zweipunktfunktion entspricht. Ebenfalls analog
zum vektoriellen Fall ist H,,,;; auf dem Bulk spur- und divergenzfrei.

Nutzt man wie im letzten Abschnitt die Homogenitit und zusétzlich die
Symmetrie von H,,;; aus, und beachtet man, daf g’po, zu 0;; wird, so kommt
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

man auf folgenden Ansatz (wobei wir ab jetzt wieder das + weglassen):
Hywij(z,2;2") =
= v~ (0,00 - 0,05v + 9,00 - 9, 05v)+
+ 700" 2 g 0fv - Jv+
+ 73U_A9;w5ij+
+ 40" 200 - 0,000 - D + Oy - 0O - Dju+ (3.40)
+ Opv - 8,0;v - Jv + dyv - 9, v - D)+
+ 75@7A723Mv < Oyv - O - 8§»v+
+ 60 220, - Qv - 0y

Die Divergenz- und Spurfreiheit von H,,,;; hilft schliellich bei der Bestim-
mung der Parameter ~;:

Satz 3.7. Es sei d+ 3 — A # 0. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H,,;; ist
genau dann auf dem Bulk divergenz- und spurfrei, d. h.

Vije{0,1,...,d—1} :D'Hpyy =0 A H' . =0, (3.41)
wenn

Y2 =0, v=-2y, u=-1, B=27, %=3m (3.42)
gilt.
Beweis. Wieder machen wir intensiven Gebrauch von den in Satz 3.3 aufgeli-
steten Formeln sowie Gleichung (3.19). Das Ausrechnen der Spur und der Di-

vergenz von H,,;j, gegeben durch Gleichung (3.40), erweist sich hiermit zwar
immer noch als verhéltnisméfig langwierig, aber einfach. Man erhélt schliellich

HY =2y +(d+ 1)y + Yolv™ 205 + [2v1 4 (d+ 1)y2 + 4ys + ys]o” 2O - D
(3.43)
fiir die Spur und

D“H;u/ij =
=[(d+2—-A)(y1+m)+ 'yg]v*A(Bz{v . 8V8§»v + 3;-1) - 0,00v)+
4 [0+ (4424 = 20) 3+ (d+2 = Ao > 0,0 - - o+ (340

+ [~ Av3 + 29 + (d — A)yglo™ 210,06
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

fiir die Divergenz.

Losen des sich bei Nullsetzen der beiden Ausdriicke ergebenen Gleichungs-
systems liefert unter der Bedingung d + 3 — A # 0 das oben angegebene Er-
gebnis. O

Schliefllich bestimmen wir noch die Potenz A:

Satz 3.8. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H,,;; l0st genau dann die Klein-
Gordon-Gleichung bzgl. M auf dem Bulk, wenn M? = A(A —d) — 2 gilt.

Beweis. Mit Satz 3.3 und Gleichung (3.19) kénnen wir ausgehend von (3.40)
recht einfach D,D"H,,;; bestimmen. Man erhilt nach lingeren Rechnungen
folgendes Resultat:

D.D"H,;j =
= [(A% = dA + 2)71 + 4yulv 2 (0,0 - 0,050 + 9,0)v - D Iv)+
+ [471 + (A% — dA — 4A +2d + 4)ya + 84 + 2y5]v " 2 g, 0w - I+
+ 272 + (A% — dA +2A — d + 1)y3 + 296]v™ 2 gju b1+
+ [<2A7; + (A2 — dA — 2A + 2)y4 + 2y5)v 271 x
X (O - 00w - v + Ayv - 8,00 - Dju+
+ v - 0,050 - v + v - 8,0 - Dlw)+
+ [=8(A + 1)y + (A% — dA — 4A — 6)y5]v™ 2200 - Oy - Ojv - Djv+
+ [ + (A% — dA — 2d — 2)y6lo 2 20,0 - Qv - 6y

(3.45)

Das aus der Forderung D,D"H,,;; = M ’H wij resultierende Gleichungssy-
stem liefert mit den im vorherigen Satz bewiesenen Relationen fiir die v; sofort
die Behauptung. (Hierbei ist A offenbar iiberbestimmt, jedoch ergeben sich
keine Widerspriiche.) O

Die Skalendimension der Randfelder ist also im tensoriellen Fall gegeben

durch
2
Ay = — Z+M2+2' (3.46)

N
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3.2. Normierung von H

3.2. Normierung von H

In diesem Kapitel soll die Normierung von H bestimmt werden — wieder fiir
den skalaren, den vektoriellen und den tensoriellen Fall. Wir werden das prin-
zipielle Vorgehen ausfiihrlich im skalaren Fall beschreiben; der vektorielle und
der tensorielle Fall gestalten sich analog, so daf3 wir in den entsprechenden Ab-
schnitten speziell auf die Besonderheiten eingehen werden und ansonsten auf
groflere Erklarungen verzichten kénnen.

3.2.1. Skalarer Fall

Die Normierung von H ist bestimmt durch die Normierung der Greenschen
Funktion G, wobei H iiber den Grenzwertprozef3

lim 2"~ 2G(z,2;2,2') = H(z,z;2") (3.47)

2/—0
aus G hervorgeht. Um die Normierungskonstante + von
. A
H(z,z;2') =7~ <m> (3.48)
zu bestimmen, gehen wir von der definierenden Gleichung
(=0, + M*)G(z, ;2 ,2") = é‘f_‘i 6(z — 2oz — ') (3.49)
=1/vg

der Greenschen Funktion G aus, die ausfiihrlich mittels Testfunktionen notiert
Vf: /dzddaz\/g G(z,z;2 ') (=0, + M?) f(2,2) = f(,2) (3.50)
lautet. Bilden des Randwertes, d.h. Anwenden von lim,_ z'~2, ergibt:

Vf: /dzdd:ﬂ 2 (2, 250" ) (-0 + M?) f(2, ) = lim0 ZBf( ') (3.51)
z'—

Um ~ bestimmen zu kénnen, miissen Testfunktionen f betrachtet werden, de-

ren Triger auch den Rand umfaft, was meint, daB lim,_q 2/ =2 f(2/,z') # 0.

Anderenfalls (also wenn Testfunktionen f mit dem Bulk als Tréger verwendet

wiirden, d.h. lim, o2/~ f(#/,2') = 0) wiirden wir an H nur die Forderung
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

stellen, daf es die Klein-Gordon-Gleichung auf dem Bulk 16st, eine Tatsache,
die auf Grund der dann auftretenden Null auf der rechten Seite der Gleichung
bei der Fixierung von « nicht weiterhilft. Wir setzen

f(z,x) = zAf(x —a), (3.52)

wobei f selbst eine Testfunktion sei. Mit diesen f ergibt sich:
Vf: /dzddaz 2 (22 2") (-0, + M)A f(z —2') = f(0) (3.53)

Nun berechnen wir die Wirkung des Differentialoperators —J, + M? auf die
Testfunktionen:

(~0y + M?)z%g(x — 2') =

d—1
= (—21149,21799, — 22 82 + M?)Pg(x — )
=0
d—1
=22 AA—d) -2 07 + M?g(z — )
¥ =0
=M?2
= 222 0g(x —2) (3.54)

Wir bekommen hiermit und mit (3.48) als Bestimmungsgleichung fiir die Nor-
mierungskonstante vy also

A
Vf: —/dzddx ZAt—dy <Wz—x’)2> Af(x —a') = f(0). (3.55)

Unsere Aufgabe ist es also, das Integral zu 16sen. Hierzu fithren wir folgende

Substitution durch: )

= ———— cR* (3.56)

Es gilt also

= : |z —2/|7¢ (3.57)

und

JAtl-dy, _ %gé(A—d)‘x N A E (3.58)
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3.2. Normierung von H

wobei wir |x—2'| statt \/(z — 2/)? geschrieben haben. Hiermit wird das Integral
aus (3.55) zu

A
_ z =
/dde.’E ZA+1 d’}/ <m> Af(fE — .II)

= /déddac %Z%(A_d”x - x'|A+2_d7< :

= /+md2i /dd(x—x') lz — 2/ 2N f(x — o) (3.59)
7 22+ 12 ’ '

Mit (C.5) und (C.9) ergibt sich nun

d,. A+1-d Z
Jostta > (o

NS N~
>
>
=
5
|
a\
N~—
[

_ PA+1-9r@-1) 4z
B 2(A) r¢-1)
Jed
2 T(A+1-9)
- Ay , (3.60)
womit wir aus (3.55) die gesuchte Normierung von H erhalten:
d
. 2reD(A+1-9) -
ra
Sy = () (3.61)

2raT (A +1—9)

3.2.2. Vektorieller Fall

Um die Normierungskonstante von H,; zu bestimmen, betrachten wir analog
zum skalaren Fall die Gleichung

AVGua(z,2; 2 2') = 9oz T0(z — 2)0%(x — 2) (3.62)

mit A,” = o}, (=D,D" + M?) + aD,D". Mit Hilfe von Testfunktionen f* ge-
schrieben gilt also:

Yk /dzddx\/ﬁ Gl,a(z,x;z',x/)%u”f“(z,x) = fo(Z,2) (3.63)
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Betrachten wir nur divergenzfreie Testfunktionen f“, so ergibt sich nach Ab-
schnitt 3.1.3

Yk /dzddx\/§ GY (2, 2;2 &) (=DD" + M?) f"(2,2) = fo(#,2') (3.64)

mit G, = Gpo — ]Vlﬂ;idD,,DuG“ o. Im selben Abschnitt haben wir den Bulk-

to-Boundary-Propagator iiber
Hy,j(z,z;2) == lim0 z’I*AGﬁj(z,x; 2 2)) (3.65)
2/ —
definiert. Wenden wir also den AdS-Limes lim,/ .o 2'=® (nach Projektion auf
die Bulk-Komponenten) auf obige Gleichung (3.64) an, so bekommen wir fol-
gende Forderung, die H,; erfiillen muf:

VY /dzddaz\/g H,j(z,2;2")(=DD* + M?) f¥(z,2) = zl'iglo z'lfAfj(z',:U')
(3.66)

Analog zum Skalaren schranken wir nun den Raum der benutzten Testfunktio-
nen weiter ein auf diejenigen divergenzfreien Testfunktionen, die die Form

fulz,x) = zAflfH(x —a) (3.67)

besitzen. Die rechte Seite der Gleichung (3.66) wird somit zu £;(0). Mit Hilfe
des folgenden Lemmas 148t sich nun auch D, D" f,, und die restliche Auswertung
des Integrales stark vereinfachen.

Lemma 3.9. FEine differenzierbare Vektorfunktion f : RT x R* — R quf
dem AdS-Raum besitze fiir alle p die Form (3.67) mit A € R\ {1,d}. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i)
D" f, =0 (3.681)

T
L

i
?

Q
I
o
>
N
I
o

(3.681ii)

I
o

(i)
> Oufe=0 (3.681ii)

60



3.2. Normierung von H

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz zwischen (i) und (ii). Hierzu geben
wir zuerst die Divergenz der Funktion f auf eine geeignete Art und Weise an.
Mit Gleichung (A.3d) bekommen wir:

Dﬂf,u = gnu(aﬁfu - Fi,u,f}\)
=22) Oufe—2(d—1)f.. (3.69)

Nutzt man nun die Form (3.67) von f aus, so kann man hiermit ohne Umwege
die behauptete Aquivalenz zeigen:
Dtf, =0
-~ Zza/@fm = (d - 1)fz
K

d—1
S A-1DAT+22) 0ifi=(d-1)27
=0

@Zzalﬁ = (d—A)fz (*)
i1
<:>< i:Oazfi:O A fz—O )

Der letzte Schritt ist dadurch begriindet, daf§ die fu unabhéngig von z sind.
Gleichung (*) kann also nur genau dann fiir alle z gelten, wenn Zi;é Ofr =0
und f, =0 (da d — A # 0) gegeben ist.

Analog zeigt man die Aquivalenz zwischen (ii) und (iii) (wobei 1 — A # 0
benutzt wird):

Zaﬁfli =0

d—1
o (A1) 1A 0 =0
=0

d—1
&Y 0= (1- A
=0
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

d-1
& fi=0 A f.=0
(5 |
O
Es ergibt sich mit Hilfe dieses Lemmas und (A.9):
(~DuD" + M) =
= g"(=DxD" + M?) f,
d—1
— g [ —24710,23790, f, — 22N 02 f+ 220, f. — 220, Y DSt
1=0 K
+ dfu+ (d = D)3, fo + M2, |
d—1 _
= gW( — 29719,237 49, — 22 Z (9Z-2 +d+ MZ) zA_lfH
=0
gMVAl[ (A—1)(A—d+1)— 2262+d+M2}f
—g" AT, (3.70)
Hierbei wurde im letzten Schritt (A — 1)(A —d + 1) = M? + d benutzt.
Setzen wir (3.70) in Gleichung (3.66) ein, so erhalten wir
Vi, —/dzddx zA_dH“j(z,x;x')AfM(x — ') = £;(0). (3.71)

Die Berechnung des Integrales bereitet nun keine grofleren Probleme mehr,
wenn man ausnutzt, daff f, = 0 und Z Lo i f; = 0 gilt, und dieselbe Substi-

tution wie im Skalaren, also Z := mg, durchfuhrt. (Die genaue Rechnung findet
sich im Anhang in Abschnitt B.1.1.) Wir bekommen:

U@L

f (0) = f; 72
Die gesuchte Konstante v haben wir somit zu
raA+1
Jmgh Chts (373

da
2

(A-DT(A+1-9)

™

bestimmt.
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3.2.3. Tensorieller Fall

Zu betrachten ist die Gleichung
A, Groaplz, 32 2') = GuaGvs? T(2 — 2)3%(x — o). (3.74)

mit A,,”” wie in Formel (3.37’) angegeben. Mit Testfunktionen f#” geschrieben
heilt dies:

VY /dzddx\/g Gpgag(z,x;z',ﬂ:')%wpgf"”(z,x) = fap(,2") (3.75)

Analog zum vektoriellen Fall schrinken wir den Raum der Testfunktionen auf
die divergenz- und spurfreien symmetrischen Funktionen ein, vollziehen also
den Ubergang zur Greenschen Funktion G¢ der Klein-Gordon-Gleichung

+,poaf

bzgl. der Masse M (vgl. Abschnitt 3.1.4), und bilden den AdS-Limes durch

Anwenden von lim,/_, 22 2:

Vfre /dzddx\/ngmj(z,m;x’)(—DHD“—i—MQ)fPU(z,x) = lim0 AL D)
z'—
(3.76)
Des weiteren sollen die Testfunktionen nun die folgende Form besitzen:

f/.l,l/(za CC) = ZA_Q,};W/(CU - xl) (377)

Dies hat zur Folge, daB8 der Grenzwert lim,/ o 2"2"2 f;;(2/,2') existiert, und
weiterhin wird analog zum vektoriellen Fall die Berechnung des Integrales auf
Grund des folgenden Lemmas sehr viel einfacher:

Lemma 3.10. Fine differenzierbare, symmetrische und spurfreie Tensorfunk-
tion f: RY x R — R4 quf dem AdS-Raum besitze fir alle p die Form
(3.77) mit A € R\ {2,d + 1}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

Duf;u/ =0 (3.78 i)

Difir=0 A f., =0 (3.781i)
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

(iii)
> Oufrr =0 (3.781ii)

(Anmerkung: Auf Grund der Symmetrie der f sind die Aussagen (i) bis (iii)
auch noch dquivalent zu den entsprechenden Aussagen mit vertauschten Indi-
zes.)

Beweis. Der Beweis lduft ganz analog zum vektoriellen Fall (Lemma 3.9) ab:
Auf Grund der Spurfreiheit der zu betrachtenden Funktion f erhalten wir

9T fun = 2(820} = 063 — 0,26™") fux = 0.
Mit Hilfe von (A.3d) fiihrt dies zu folgendem Ausdruck fiir ihre Divergenz:
Duf,ul/ = gﬁu(anf;w - Féuf)\u - Féyfu)\)
= 32 Zanfnu - (d - 1)Zfz1/

Hiermit kénnen wir, wenn wir die spezielle Form (3.77) der Funktion f aus-
nutzen, folgern:

D¥fu =0
© 2 Opfrw=(d—1)zf

d—1
S (A=2)222f + 287 0ifi = (d— 12272 f,
=0

d—1
&2 Oifi=(-A+1)f
=0

o Sosu=0 r f=0)
1=0

Hierbei wurde zum Schlu8 A # d+ 1 gebraucht. Wir haben also die Aquivalenz
zwischen (i) und (ii) erfolgreich bewiesen.

Es bleibt noch, die Aquivalenz zwischen (i) und (iii) zu zeigen. Diese ergibt
sich mit Hilfe von A # 2 aus folgenden Umformungen:

Zanfmu =0
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3.2. Normierung von H

d—1
<~ (A - 2)2A73f~zy + ZA72 Z 8Zﬁy =0
=0

~ a@ ~w =0 A fzu =0
> )
O
Mit Hilfe dieses Lemmas bekommen wir nun:
(=DyD" + M?) 77 =
= gpugau(_DHD/{ + MQ)f,uzx
d—1
— gpﬂg(ﬂ/ _ de?)azzf)fdazfuy _ 22 Z az2fy,1/+
i=0
+ 22O fuz + O fz) = 22 (0 D O + 002D Oufon ) +
+ 2(d - 1)f;w + (d + 1)(5uzfuz + 5uzfuz)_
- 3_25uz5uzf)\)\ - 25uufzz + Mquu}
d—1 ~
= gPHg { — 29739,25749, — 22 Z OF +2(d—1)+ MQ} zA_ZfW
i=0
d—1 ~
=g S (A= 2)(A+2—d) = 22+ 2(d - 1)+ M2
i=0
= _gngUVZAA]E;W (3.79)
Hierbei wurde zum Schlufl der Rechnung
(A=2)(A+2—d)=M*+2(d—-1) (3.80)
benutzt. Mit diesem Ergebnis wird (3.76) zu
\Ziadr —/dzddxz1d+AH“"ij(z,x;x/)Ale,(z,x) = £i;(0). (3.81)
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Das Integral kann nun unter Ausnutzung der Eigenschaften der fw/ (also
Symmetrie bzgl. Vertauschung der Indizes, Z?:_ol Oifiv =0, for =0, fu“ =0)
gelost werden. Hierbei bietet sich wie im skalaren und vektoriellen Fall die
Verwendung der Substitution Z := i—z an. (Die Rechnung findet sich in Ab-
schnitt B.1.2 des Anhangs.) Man kommt schlufendlich zu folgendem Resultat:

s - -9 ; f
PSRRI 1“(1A)11£A2)Jr 1 2)f¢j(0) = [i;(0) (3.82)

Es ergibt sich also fiir die gesuchte Konstante:

27A72 F(A + 2)
TIAA - DDA +1-9)

(3.83)

3.3. Normierung von K

Nun soll die Normierung der Bulk-to-Boundary-Propagatoren K bestimmt wer-
den, die, wie zu Beginn des Kapitels schon einmal erwéhnt, fixiert ist durch die
Forderung, dafl K im Limes (plus Projektion) e! die Kontinuumsversion § der
Einheitsmatrix 1,, ergeben soll. Hierbei ist e! analog zu e zu interpretieren. Das
einzige, was sich dndert, ist, dafl wir z durch 2’ sowie Ay durch A_ =d — Ay
zu ersetzen und im Vektor- und Tensorfall entsprechend eine Projektion P
auf die Komponenten der ungestrichenen (statt der gestrichenen) Koordinaten
durchzufiihren haben (siche auch Formel (2.22b)).

Wie auch schon bei der Berechnung der Normierungskonstante des Bulk-to-
Boundary-Propagators H laufen die Rechnungen im skalaren, vektoriellen und
tensoriellen Fall analog ab.

3.3.1. Skalarer Fall

Im skalaren Fall soll

liH(l) A K (2 x2) = 6%z — o) (3.84)
mit
. A
/ /
K(z,x;x):K(z,x—x):cw<22+(x_xl)2> (3.85)
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3.3. Normierung von K

und A_ =d — A, gelten, wobei wir A statt A, geschrieben haben. Mit Hilfe
von Testfunktionen f formuliert, heifit dies:

A
Vf: hmz cy/ddx' (m) f(@') = f(x) (3.86)
bzw. dquivalent dazu
p A
Vi hm P cw/dd:v <22 n x2> f(x) = f(0). (3.87)

Nun fiithren wir die Substituion zy := x durch, wodurch wir die linke Seite der
Gleichung leicht auswerten kénnen:

A
o SA—d d c _
llir(l)z cw/d x <22—|—x2> flx) =

. A—d d, d z 2
2 [ ()
= CWC(O)/ddy(lﬂf)A

(3.88)
Mit Formel (C.7) erhalten wir also aus (3.87)
ra
oy = (8) (3.89)
d d
WQF(A — 5)

Es ergibt sich nun mit Hilfe der schon berechneten Normierungskonstanten -~y
von H (3.61):
c=2A—-d (3.90)

3.3.2. Vektorieller Fall

Die Gleichung, die hier der Fixierung der Normierungskonstante dient, ist ge-
geben durch

hn% AR K (2, 132) = 00z — ) (3.91)
z—
mit

K = CV(%U_A(Smj — U_A_lewm). (3.92)
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Man beachte, dafl die Indizes hier nur noch Werte von 0 bis d — 1 annehmen.
Mit Testfunktionen f/ geschrieben wird diese Gleichung zu

U0t A [ QB s ) P @) = By ) = o), (399)
VA4

wobei wir wie im skalaren Fall A_ = d— A, benutzt und A statt A, geschrie-

ben haben. Unser Ziel ist es nun, die linke Seite dieser Gleichung auszurechnen.

Hierzu gehen wir von folgendem zu obiger Bedingung dquivalenten Ausdruck

aus:

A
P _ 1 2z
Vf7 e lim 218 d/ddxcy{ <7> Omj—

20 2\ 22 22
A+1
Tm T 2z j
_om o222 = 0) (3.94
=D () @ =) G
Wie im skalaren Fall kann das Integral nun nach der Substitution zy := x

ohne grofiere Probleme berechnet werden. (Das genaue Vorgehen findet sich in
Abschnitt B.2.1.) Wir erhalten als Ergebnis:

, g (A—1)Ir(A -4
Vf]:cv-QAﬂi( r(lirfrn 2)fm(o):fm(0) (3.95)

Die gesuchte Normierungskonstante von K,,; ist also gegeben durch

raA+1
oy =272 — (A+1) . (3.96)
2 (A - 1DI'(A -4
Mit (3.73) erhalten wir also erneut
c=2A—d. (3.97)
3.3.3. Tensorieller Fall
Hier ist die Forderung an
Kmnij(zv Y; 1'/) = CPY[,ZLQ((SWZ(SHJ + 5n15m] - 29mn5ij)v_A_
— %(wmwjéin + Wy Wi + Wi Wiy + wnwiéjm)v_A_l—F
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3.3. Normierung von K

+ 2(wpwpww; + éwmwn&j)v*A*Q] (3.98)

gegeben durch

vfij : ;11% z2+Ad/ddﬂ:/Kmmj(z,x;x')fij(:ﬂ - m/) = 6mi5njfij(:v) = fon(x),
(3.99)

wobei die Testfunktionen £ symmetrisch und spurfrei sind. Aquivalent hierzu
ist:

A
- 1 2z
ij . 2+A—d d S . . . . - - _
vf il_)r%z /d Tey LQ (5mz5ng + Onidmj — 2gmnJij) <22 T (z— :c’)2>

1 rxpmx; TpT; T i Tn; 2z Atl
=2 (Tt + =0 S0+ ) (5o =o)

z Tz —a

TmTnTilj  Tmly 2z
2 ) (2
* 24 L <22 + 22

Fiir die nun folgende Rechnung kénnen die beiden d;;-Terme auf Grund der
Spurfreiheit der Testfunktionen weggelassen werden. Wie in den letzten beiden
Abschnitten kann das Integral dann wieder mit Hilfe der Substitution yz := x
bestimmt werden. (Zur Rechnung siche Abschnitt B.2.2.) Schlufiendlich erhal-
ten wir:

o fU(x) = fmn(0)  (3.100)
)

AA-1r(A -9
T(A +2)

VI ey 9A+1 s . fmn(0) = fmn(0) (3.101)

Die gesuchte Normierungskonstante ergibt sich also zu

g—A-1 I'(A+2)

TEAA = 1)T(A - 4)

cy = (3.102)

Durch Vergleich mit (3.83) haben wir also gezeigt, daf auch im tensoriellen
Fall

c=2A-d (3.103)

gilt.
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

3.4. Fazit

Wir haben somit die relative Normierung zwischen H; und K_ fiir alle Félle
zu

c=2A—d (3.104)

bestimmt. Damit wurde sowohl das Ergebnis von [DR02] reproduziert, als auch
auf Tensorfelder zweiter Stufe erweitert. Die Vermutung 3.1 ist damit bewiesen.
Es gilt also auch fiir Tensorfelder die Relation

Z7(f)=Z%(c-f) (3.105)
zwischen den Funktionalintegralen und somit die Relation
O~ (z) =c- &g (z) (3.106)

zwischen den von den Funktionalintegralen erzeugten Feldern.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir gezeigt, dal die als Summe von Feynman-Graphen
formal definierten Funktionalintegrale

Z(f) = / Dge (@l @of (,,feldtheoretische Beschreibung*)

und
Z(f) = /D¢ e 1@5(¢o — f)  (,duale Beschreibung®)

im Falle von Skalar-, Vektor- und symmetrischer Tensorfeldern zweiter Stufe
dquivalent sind, und daf3 das duale konforme Feld O bis auf einen Zahlenfaktor
mit ¢g, dem Randwert von ¢, {ibereinstimmt.

Damit ist es gelungen, das Ergebnis von [DR02] zu erweitern, wobei wir einen
Weg gefunden haben, der die schwierige explizite Bestimmung der Greenschen
Funktion der Feldgleichung vermeidet. Dieser besteht darin, die aus [DR02]
bekannten algebraischen Relationen auszunutzen, wodurch sich das Problem
auf die Bestimmung des Verhéltnisses der Normierung der beiden Bulk-to-
Boundary-Propagatoren H und K reduziert. Durch zwar teilweise langwierige,
aber immer mathematisch einfache Rechnungen kann die gemeinsame Struktur
dieser beiden Propagatoren bestimmt und schliellich ihre jeweilige Normierung
berechnet werden.

Dieses Vorgehen sollte prinzipiell auch bei Tensorfeldern beliebiger Stufe
funktionieren. Dies zu zeigen konnte das Ziel einer anschlieenden Arbeit sein.
Auch sollte der Fall antisymmetrischer Tensorfelder bzw. Spinor-Felder be-
trachtet werden. Weitere interessante Fragen stellen sich bzgl. des Faktors

Warum besitzt ¢ genau diese vom Tensorrang unabhéngige ,,universelle* Form,
und hat c¢ eine groflere Bedeutung fiir die AdS-CFT-Korrespondenz?
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A. Riemannsche Geometrie auf dem
AdS-Raum: Definitionen,
Konventionen, Formeln

In diesem Kapitel sollen wichtige Definitionen und Relationen! aus der Rie-

mannschen Geometrie aufgelistet werden, wobei jedoch keine Motivation und
néhere Erlduterung der Begrifflichkeiten erfolgen wird. Der Zweck dieses Kapi-
tels ist allein, die fiir die Arbeit niitzlichen Formeln zusammenzufassen, wobei
im Besonderen der Euklidische AdS-Raum betrachtet wird. Hierbei wird auf die
in Abschnitt 1.2.2 eingefiihrten Koordinaten (z, z) zuriickgegriffen. Identitéten,
die den AdS-Raum voraussetzen, werden, falls Unklarheiten zu befiirchten sind,

durch das Symbol ,,Ags“ gekennzeichnet.

A.1. Das Christoffelsymbol

Def. A.1. Das Christoffelsymbol I', ist iiber

KA
v 97 (0gux | Ogun  Ogu
L = 2 <ax” T T 0 (A1)

definiert.

Fiir den AdS-Raum ergibt sich speziell:

w220 -3 -3 -3
F;w = 5 (—22 5“25V)\ — 2z 51’26M}\ + 2z 5)\25“,,)
= % (5’;5#” - 5M25§ - 5%2'55) (A2)

Im allgemeinen werden hierbei die Beweise fiir die AdS-Spezialfille aufgefiihrt, aber nicht
fiir Zusammenhénge, die generell gelten.
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

Einige niitzliche Eigenschaften:

K _ Tk
D =10,

PZV - %BV\/E

AdS Zd—l—l(_d . 1)2—2—d5W

=—(d+1)15,.

GT, = 225 L (656, — 8,00 — 6,.07)

= 2[05(d + 1) = 57 — 07]
= (d—1)z0%

Wy, = — 2002 (056 — 8,200 — 3,20y,

_ 1 K
= —L5.17%,

FZZ = %(525;% - 5uz5§ - 55)

_ 1Kk
5#

-z

A.2. Die kovariante Ableitung

Fiir die kovariante Ableitung D, gilt:

Dytp = Oxb
Dy = Ontpy — Tpuo
Dy = 0pg + Ty
Dyur = Ordw — Dnporw — Ty bpn
D" = Op ™ + Tj\ 6™ + Tp 0
DH¢“V = K¢HV + F’;WAU - Fiy‘#&
Dy, = 0x” — Tnpuds” +Ting,
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A.3. Der Differentialoperator D, D" auf dem AdS-Raum

Dn¢uup = a'-td),ul/p - Fiy@)\up - Fiugbu)\p - Fipgb;w)\ (A4h)

Einige niitzliche Eigenschaften:

Dygu =0 (A.5a)
\/g DN¢H = an(\/§ (bn) (A5b)

A.3. Der Differentialoperator D,D" auf dem AdS-Raum

Wir werden in den folgenden drei Abschnitten D,D” f, D,D" f,, sowie D,D" f,,,,
in den (z,z)-Koordinaten ausdriicken. Die Ergebnisse werden fiir Kapitel 3
benétigt.

A.3.1. D,D"” angewendet auf einen Skalar
Es gilt mit (A.5b):

D,D"f = L0.(/3 g™ 0rf)
_ ZleraH(zlfd(sn)\a)\f)

d—1
=00 f + 2 02 f (A.6)
=0

A.3.2. D,D" angewendet auf einen Vektor
Es gilt:
D.D"f, =
= ¢"DxDo f4
= g’w[a(Dafu) - PéoDAfu - FéuDafA]
= 9"10n o fu = L5 f2) = T (Orfu = T8, fp) = T2u(@o fru = Lo f)]
= 970005 f1u = 9" O 20 x = 9" T, 0ufr = 9" ThoOr fut
+ gmréariufp - gﬁaréuaafu + gmgréurg)\fp
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

=223 02 fu— 97 (0uT0,)fr —29" T, 0ufr — 9" T hyOrfu +
K

N~

0 (ii) (iii)
+ gngriorg\ufp + gﬁoréprp)\fp

ag

(iv) (v)

Fiir die einzelnen Summanden bekommen wir folgende Ergebnisse:

e Zu (i): Wir rechnen, wobei wir im ersten Schritt (A.3e) und im letzten (A.3f)
benutzen:

gﬁo(anrgu)f)\ = _gﬁoééﬁzrg‘uf)\
= _Z(Sgrg\'uf)\
= Ju (A.81)
e Zu (ii): Hier setzen wir einfach den Ausdruck fiir das Christoffel-Symbol ein:
gﬁoréuanf}\ = Zdng((s?éau - 5u25¢)7\ - 5az52)amf)\
= 2(6260 — 6,20 — 6567) 0, f

- z<3u o 82> Ouf— 0. fu> (A.8ii)

e Zu (iii): Mit (A.3d) erhélt man sofort:
9" T2, 00fu = (d—1)20.f, (A.81ii)
e Zu (iv): Hier verwenden wir Gleichung (A.3d) und Gleichung (A.3f):

gfwréorgufp =(d- 1)2'5?F§\ufp
=—(d-1)f, (A.8iv)

e Zu (v): Wie bei (ii) berechnen wir hier direkt

gmgréuFZAfp =
= (620kp — Ouz0p — 0x26)8"7 (82057 — 02200 — 0526%) fo
= (0267 — 6,26 — 076)) (Oonfz — Oxefo — 0oz f)

= 5uzfz - fu - 5uzfz - 5uz(d+ 1)fz +5uzfz +5uzfz - 5uzfz +5uzfz + fu

76



A.3. Der Differentialoperator D, D" auf dem AdS-Raum

= —(d—1)by.f-. (A.8v)
Wir erhalten also insgesamt:
D.D"f, =
= 2* Zazfu — fu— 2Z(apfz — Opz Zanfn - azfu) -

—(d— 1)Zazfu —(d - 1)fu —(d— 1)5uzfz
= (3 —d)20.f, + 2 Z O2f, — 220, f, + 220, Z Oy fro—

- dfu - (d - 1)5,uzfz

d—1
= 20710.25700. fu + 22 ) O fu — 220uf: + 2202 ) Onfa (A.9)
i=0 ® .

- dfu - (d - 1)5uzfz

A.3.3. D.D" angewendet auf einen Tensor

Es gilt:

DyD" fu =
= g""DyDs fLu
= 9" [0x(Dofuv) — ToDafur — TpDofav — ToxDo fual
- gm [&e(aafw - Pﬁofku - PI)/\UfH)\) - Fén(aAfW - PZ)\fpu - Fg)\fup)_
— (0o fow = Doy fow = T frp) = Do fur — Do fox = T4y fup)]
= 4" 0o fru—
— 9" (O:Tho) v — 9 TaOnfav — 97 (OuT0g) fux — 9" T Orc fun—
= G200 Fuw + 9T, (T o+ T fup) —
— 9" T O v + 97T (T8 fov + Ty fap)—
— 9000 fux + 9" T (Do fox + T84 frp)
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

=22 Z (ﬁfw,—

= 97 (0T 0) v =29" Ty On fw = 97 (OnT0) i =29 T O Fiur
M) (i) (i) (iv)
- g"“’]_“ﬁ,@(?)\fu,,l + gﬁaréﬁrz)\fpl’J + 9" T ) fup + (A.10)
) (vi) (vii)
TN, f+ T ML ot 0T8T for + TS,

(viii) (ix) (x) (xi)

Wie im vektoriellen Fall berechenen wir nun die Summanden einzeln. Ein Teil
der Ergebnisse ergibt sich analog zu den dortigen Resultaten.

e Zu (i) Das Ergebnis erhélt man aus (A.81) vom vektoriellen Fall:

9" (0kT o) fow = fuv (A.111)

e Zu (ii): Auch hier kénnen wir auf den vektoriellen Fall, némlich (A.81ii),
zuriickgreifen:

o0 frw = 2(Oufor = Gz > O i — O fy) (A.11ii)

e Zu (iii): Analog zu (A.111) ergibt sich aus (A.81):
gm(amri\o)fuk = f;w (A.11iii)
e Zu (iv): Wie fiir (A.111i) aus (A.81ii):

gngri\oaﬁf,uk =z <al/fuz - 5uz Z amf;m - azf,w) (A.ll iV)

e Zu (v): Das Ergebnis ergibt sich sofort aus (A.3d):
9" T, 0\ fuw = (d — 1)20; fu (A.11v)
e Zu (vi): Mit (A.8iv) vom vektoriellen Fall bekommen wir:

gﬁo—ré\'nrﬁ)\fpl/ = _(d - 1)fp,l/ (All Vl)
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A.3. Der Differentialoperator D,D" auf dem AdS-Raum

e Zu (vii): Analog zu (A.11vi) aus (A.8iv):
gﬁargﬁrp)\fup = _(d - 1)fuu (All Vll)

v

e Zu (viii): Dieser Summand entspricht (A.8v) vom vektoriellen Fall:
gngrﬁlirl))\o—fpl/ = _(d - 1)6ﬂzfzy (All Vlll)

e Zu (ix): Wir berechnen das Ergebnis direkt durch Einsetzen des Ausdruckes
fiir das Christoffel-Symbol:

9Ty Frp = 0% (528 — 8420 — 820 ) (62600 — 8205 — 65200) fp
= (0265 — 642077 — 6700) (B frz — Suzfro — 0oz fru)
= Oupfor = Oafop — Oz for—
— S fon + 20200 s+ O fr—
— Sy fun + Guafue + fow
= Oy for = Ouafop — Ousfue + 504200 S0+ fu (Allix)

e Zu (x): Die Rechnung verlduft analog zu (A.11ix). Wir erhalten:
G0 T0 fox = O foz — Opafop — Ouafoe + 2000 + fuv (Allx)
e Zu (xi): Wie fiir (A.11 viii) aus (A.8v):
9 T8 fup = —(d—1)0,2 frz (A.11xi)
Insgesamt bekommt man mit diesen Ergebnissen:
DD" frw =
=22 R fu — 2
= 22O for = 0z 3 O — 0= fi) = 22 (Oufive = 802 Y Ou e — D)~

- (d - 1)283]”“” - 2(d - 1)f;w - (d - 1)5uzfzu - (d - 1)5uzfuz+
+ 2(5pl/fzz - 6l/ZfZ/J, - 5,u,zf1/z + z%(spz&uzf)\A + f;u/)
= (5= d)20:fur +2° Y 02 frw — 2(d — 1) fru—
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

= 22O for + D f) + 22 (0 D Do fow + 80z Y Oufm )~

- (d - 1)5uzfzu - (d - 1)5uzfuz+
+ 26,uufzz - 251/zfz,u - 25,uzfl/z =+ 3_25yz6uzf)\)\

d—1
= 27802570, fu + 2° Y 02 fr — 2(d — 1) fru—
=0
= 22O o + O fuz) +22 (82 3 S + 002 D) - (A12)

- (d - 1)5MZfZV - 25uzfuz - (d - 1)5szuz - 25uzfzu+
+ z%(syz&uzf)\A + 26,ul/fzz

Fiir den Spezialfall eines symmetrischen Tensors, also fiir f,, = f,, gilt also:

DnDﬁf,ul/ =

d—1
= 2700.2"70. fun + 2 0} fu—
1=0

- 2Z(aufuz + al/fuz) + 2z (duz Z aliflil/ + 5uz Z anfnu) - (A13)

—2(d — 1) fry — (d + 1) (8= frz + Ouzfrz)+
+ Z%(Suzéyzf)\A + 25uyfzz

A.4. Der Kriimmungstensor
Def. A.2. Der durch die Kommutatorrelation
Dy, Dyl =: R, 0n- (A.14)
definierte Tensor R)‘,W " wird als Riemannscher Krimmungstensor bezeichnet.
Ausrechnen des Kommutators ergibt, dal der Kriimmungstensor die Form
Ry = 8,00, — 0,10, + TAT, — TR, T%, (A.15)
hat. Offensichtlich besitzt er einige schone Symmetrie-Eigenschaften:

Rpf@uu = Ruypm (A 16&)
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A 4. Der Kriitmmungstensor

Rp/iw/ = _Rnp,uu = Rlipl/p = —Rpm/“ (A16b)
Rp/iw/ + Rp,ul/n + Rpwiu =0 (A16C)

Wir geben nun noch eine zu (A.14) analoge Relation fiir Tensoren beliebiger
Stufe an:

Satz A.1. Es sei ¢y, 1, ein Tensor der Stufe n € N. Dann gilt:

n
[DIM DV](le---Hn = Z Rpmuu(bﬁl---f@i—lpﬁi-kl---"@n (A17)
=1

Beweis. Wir fithren den Beweis mit vollstandiger Induktion:

e Fiir n = 1 ist die Behauptung nach Definition des Kriimmungstensors offenbar
richtig.

e Die Behauptung gelte nun fiir ein beliebiges n. Mit einem Vektor gz;,% 41 ergibt
sich dann aus

DVDM(¢51...Hn(£mn+1) - DuDu(bml...nn . <Zgnn+1 + Du(bnl...nn . Du(gmn+1+

- - (A.18a)
+ DV¢I€1...I€n : Du¢nn+1 + ¢n1...nnDuDu¢nn+1

bzw.
DHDV(¢R1...Hn¢3nn+1) = D,uDl/gbnl...nn : qgﬁn+1 + Dl/qslil...lin : Dugz;nn+1+
+ Du¢m...nn : Du&nn+1 + ¢n1...nnDuDu¢Bnn+1

mit Hilfe der Kommutatorrelationen fiir Vektoren und Tensoren n-ter Stufe die
Gleichung

(A.18D)

[D;u Du](¢ml...nn&mn+1) -
= [D;m Du]¢ml...ﬁn : ¢nn+1 + ¢nl...nn [D;u Du](ﬁmhq

n
= Z aniuu¢nl---Hi—lpmi+1---nn¢fin+1 + ann+1up¢m--ﬂn¢p
=1
n+1
= Z Rpl@,’l/ugb/’vl---Hiflp"’vi+l---/fn¢/’vn+l‘ (A.19)
=1

Damit wurde die Relation (A.17) fiir Tensoren n + 1-ter Stufe und somit auch
fiir alle n bewiesen. O
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

Insbesondere gilt also fiir Tensoren zweiter bzw. dritter Stufe:

[Du, Dulwr = ROy bpx + By, rp (A.20a)
Dy Duldrry = BCpdpry + By oy + B brnp (A.20D)

Der Kriimmungstensor ist der Ausgangspunkt fiir weitere wichtige Begriffs-
definitionen:

Def. A.3. Der Ricci-Tensor ist durch
Rg == R",,, (A.21)
definiert, und der Krimmungsskalar durch
R:=R",. (A.22)

Wir werden nun fiir den AdS-Raum die gerade definierten Groflen bestim-
men:

Satz A.2. Fiir den AdS-Raum gelten fiir den Kriimmungstensor R’y den
Ricci-Tensor Ry, und den Krimmungsskalar R folgende Relationen:

Rl = 9kudl — Grv6), (A.23a)
Ry = _dgm/ (A23b)
R=—d(d+1) (A.23¢)

Beweis. o Das Resultat fiir den Kriimmungstensor ergibt sich mit Hilfe von
Formel (A.15), wenn man Gleichung (A.2) fiir das Christoffelsymbol benutzt.
Da das Ergebnis nicht neu und die Rechnung zwar recht lang, aber einfach ist,
soll auf eine Wiedergabe hier verzichtet werden.
e Der Ricci-Tensor und damit der Kriimmungsskalar lassen sich leicht aus dem
Ausdruck fiir den Kriimmungstensor berechnen:

Rm/ = gnu&; - gm/(sﬁ = Okv — gmu(d + 1) = _dgmu 0
|

Im folgenden sollen nun noch ein paar niitzliche Kommutatorrelationen be-
wiesen werden:
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A 4. Der Kriitmmungstensor

Satz A.3. FEs gilt
[D,,D,]¢ = 0. (A.24)

Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort aus der Definition der kovarianten
Ableitung:

[D,,D,]¢ = D,8,6 — D, 8,0
= 0,0,6 — 1,000 — 0,0,0 + T3, 000
=00

O

Satz A.4. FEs gilt
[D,,D,|¢H = 0. (A.25)

Beweis. Hier brauchen wir nur bei Gleichung (A.20a) die entsprechenden Kon-
traktionen durchzufiihren:

Dy, D" = R, ,0," + R, 6",
— Rpqugpl/ + R”“M,qbp,,
= ( RP#W + Rwﬂp) ¢py
= (R, — R™,,)8,"

=00
O
Diese Relation folgert auch aus dem zweiten Teil des folgenden Satzes:
Satz A.5. FEs gilt
1. allgemein
Dy, DyJ¢# = Ry, ¢ (A.26)
und im AdS-Raum:
[Dy, Dy = —do, (A.27)
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

2. allgemein
[Dua DV]¢MK = RPV(ﬁpm + Rpm/u(ﬁup (A28)
und im AdS-Raum.:

[D,u’ DyJ¢t, = —(d+1)dux + gun‘ﬁpﬂ (A.29)

Beweis. Zu 1: Es ergibt sich sofort aus der Definition des Kriimmungstensors:

A
Dy DJ¢H = R, 00 = Ry, ¢ 2 —dep,, O

Zu 2: Auch hier kommt man durch direktes Nachrechnen schnell zum ge-
wiinschten Ergebnis, wobei wir (A.20a) als Ausgangspunkt nehmen:
[D,u’ DV]qbuli = R‘up;u/gbpn + Rpm/ugbup

= RPV¢pn + Rplil/p¢“p

AdS
= —dgp ¢’ + (grw(sz - gum55)¢up

= _d¢un + gm/QSMM - gbm/
= _(d + 1)¢I/I€ + gl/liqsp,“ O

O
Satz A.6. FEs gilt allgemein
[D.D",D,]¢ = Ry,D*¢ (A.30)
und im AdS-Raum:
[D,D¥,D,]¢p = —dD,¢ (A.31)

Beweis. Wir nutzen die in diesem Abschnitt schon gezeigten Relationen (A.24)
und (A.26) aus:
D,D"D,¢ = D,D,D!¢
=D,D,D"¢ + R\, D ¢

B p,D,D ¢ — dD,¢
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A 4. Der Kriitmmungstensor

Satz A.7. Es gilt allgemein
[DKDna DM]¢V = Rppr¢V + Rpl/,unDR(bp + DR(RAVMR¢A) (A32)
und 1m AdS-Raum:

[D.D*,D,]¢, = —dD,¢y, — 2D, ¢y + 29, Did”™ (A.33)
Beweis. Wir rechnen:

D,D"D,¢, = DD, D ¢, + D(RY, .6
=D,DD"¢, + R, Dy, + R, D¢, + D" (R, . 6)

AdS
=" D,.DxD"¢, — d60D by + 2(guudn — Gud)))dx

= DMDRDHgbl/ - dDquV - 2Du¢u + 29;WD/£¢H

Satz A.8. Im AdS-Raum gilt:
[D.D*,D,D,|¢ = =2(d +1)D,D,¢ + 29, D D" ¢ (A.34)
Beweis. Mit Hilfe von (A.33) und (A.31) berechnen wir sofort das Ergebnis:

D.D*D,D,¢ = D,D.,D"D,¢ — (d + 2)D,D, ¢ + 2g,,D.D"¢
=D,D,D;D"¢ —2(d +1)D,D,¢ + 2g,,D.D"¢

O
Aus Satz A.7 ergibt sich auflerdem sofort das folgende
Korollar A.9. Es gilt allgemein
[D,D*,D,)¢” = —~D,(R,"¢") (A.35)
und im AdS-Raum:
[D,D¥,D,]¢" = d Dyg* (A.36)

Hieraus wiederum erhalt man
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

Korollar A.10. Auf dem AdS-Raum ist fir divergenzfreie ¢, auch D.,D"¢,

divergenzfrei, d. h.
D, =0 = D,D.D"¢" =0.
Weiterhin bekommt man fiir Tensoren dritter Stufe:

Satz A.11. Es gilt allgemein

[D,u’ Dl/]gbw/n = Rp,u(qspun - ¢upli) + Rp/iy,ugbwjp
und im AdS-Raum:

[DH’ Dl/]gbwjn = gbunu - QS/{up
Beweis. Wir gehen von Gleichung (A.20b) aus und rechnen:

[D,U«a DIJ]QSMVH = Rpuuugbpym + pryuqsupm + Rpm/ugbuyp

= Rpl/qspyli - Rp,uqs‘up/i + anuu(#wp

AdS —d55¢pyn + d5Z¢Hpn + (gfw(s,ﬁ - g“M55)¢“Vp

— (wa _ ¢f@“u 0

Daraus ergibt sich

Satz A.12. Im AdS-Raum gilt:
[D.D", D¢, = Dro,” + (d 4+ 1)Dxo", — 2D, ¢,
Beweis. Wir benutzen zuerst Gleichung (A.29) und dann (A.39):

DRDHD“gb“V = DRD}LDRQS“I/ + (d + 1)DI€¢HU - DVQSRR
= DMDRDRQSHV + Dliqsl/n + (d + 1)DI€¢HV - 2Du¢nli
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A 4. Der Kriitmmungstensor

Die gerade bewiesenen Kommutatorrelationen seien der Ubersicht halber nun
noch einmal fiir den AdS-Raum aufgelistet:

Dy Du]p =0 (A.41a)

[Dy, DyJ¢H* =0 (A.41D)
Dy, Dy]¢t = —dg, (Adlc)
[Dp; Du]gr = =(d + Dbur + gund,” (A.41d)
[D.D*,Dy]J¢ = —=dD,¢ (A.4le)
[D,D*,D,]¢, = —dD,¢, — 2D, ¢, + 29, Dwd” (A.41f)
[D.D*,D,]¢" = d Dy (A.41g)
[D.D",D,D,]¢ = —2(d + 1)D,D,¢ + 2g,,, D, D¢ (A.41h)
Dy, D] = ¢ — 0 (A.41i)
DD, D,]¢", = D" + (d + 1)Dyg", — 2D, 6, (A.41))
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B. Berechnung der Integrale ...

B.1. ... fiir Abschnitt 3.2
B.1.1. Vektorieller Fall

Wir werden in diesem Abschnitt das Integral
/dzddx zA*dH“j(z, ;2 ) A fu(z — o)
berechnen. Hierzu formen wir zuerst H,; mit Hilfe der in Kapitel 3.1.1 defi-
nierten Abkiirzungen v und w, um. Es ergibt sich
H,j(z,z;2") = yo 2 ,w;j + yov~ 2 Lwjw,

= 'Y[UiA%(‘Suj - wj%z) - UﬁAilewu] (B.1)

und somit gilt:
/dzddac zA_dH“j(z, 22 )A fu(z —2) =
= Z / dzd%z zAJFQ*dw[v*A%(&M- —w;luz) — viA*lewu]Afﬂ(x — ')
I

= / dzdde 22y~ AN f(x — o) —
d—1 3 (B.2)
— Z / dzd?z 221274 ijuvaflAfu(x —a)
pn=0

Zur Umformung haben wir hierbei ausgenutzt, dass fz = 0 ist. Aus diesem
Grund reicht es auch, bei der Summation 1 die Werte 0 bis d — 1 annehmen
zu lassen. Da nun kein z, = z mehr auftreten kann, wird uns dies erlauben
(analog zum skalaren Fall) das Integral in ein Integral fiir z und ein Integral
fiir die x; aufzuspalten.
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B. Berechnung der Integrale . ..

Um die Rechnungen iibersichtlicher zu halten, werden wir im folgenden x —x’
durch x ersetzt. Der erste Summand wurde bereits im skalaren Fall berechnet;
siche Gleichung (3.60). Wir brauchen also nur noch den zweiten Teil des Termes

zu betrachten:

d—1
Z / dzdzzA 24 ijﬂvaflﬁfvﬂ(:c —2) =

Avl
— 9A+1 Z/dzddaz z x]xu ( Zan x2> Afu(z) = ()

Mit derselben Substitution wie im Skalaren, also z := ;—i, und damit

-1
A—dy, _ 1z2(A—1—-d)| . |A+1—d 2 2 z2
dz =322 d S E——
z z =32 || zZ, o |z| Tt
erhalten wir weiter:
d—1 )
() = 2871y 37 [ dadla JAO DAy
n=0
-1 A+1
A-1( *? 7
X —— A
2 <z ¥ 1) Jul@)

+o00 ~A——
_ oA
=2 7/0 dz 1A Z/dxxjxu|x| INF.(x)

Der erste Faktor ergibt sich mit Hilfe von Formel (C.5):

2 =

~A—2
Sy A s BRPRIESEES L
0 (z41)A+1 I'A+1)

Nun miissen wir nur noch den zweiten Faktor berechnen. Mit
A(xufu) = 2aufu + xuﬁfu

erhilt man fiir diesen:

d—1
Z/ddx xjxu|x|_dAfu(x) =
pn=0
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B.1. ... fiir Abschnitt 3.2

d—1 ~ ~
=Y [daa Al fu@)] - 20,50} = () (B8
pn=0

Auf Grund der Divergenzfreiheit der Testfunktionen f&llt der zweite Summand
weg, und man bekommt mit

Ojla'~ = (2 = dyjla| (B9)
und partieller Integration:
d—1 _
(%) = 2Tld /ddx ajlx‘%dﬁ[xufu(x)]
pn=0
. d—1 ~ -
B 5 [ Al + 5,0,
u=0 Vu Testfunktion
) d-1 _
=" —dwa Y [ Ful@)8j + 2,0; fu(@)]a=o0
pn=0
d
(C6) 272

= — £:(0 B.10
) fi(0) (B.10)

Es gilt also:

Z / dzddzzAT2d ijuv_A_lAfu(x —2) =

I
T(A+1-9T(d) 278 .
= -2 F(A+21) 2 ‘F(%)fj(o)
re _dy
_ oA+l FI“((AAill) 2)fj(0) (B.11)

Nun haben wir alle notwendigen Integrale berechnet und kénnen das Ge-
samtergebnis angeben:

/dzddaz zAde”j(z, 2 ) Afu(x —2') =
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B. Berechnung der Integrale . ..

7'('% A —d W% A —d -
<_2A2 F(P(Z)l pen Fr((Atrlu 2)>fj(0)

N _dy
= -2 RSB o (B.12)

Zur Umformung wurde hier die Funktionalgleichung der Gammafunktion (C.4)
benutzt.

B.1.2. Tensorieller Fall

Im folgenden werden wir das Integral
/dzddledegij(z, Z; x/)gp“g””zAAfW(z, x)

bestimmen. Hierzu bringen wir H zuerst in eine Form, die fiir die folgenden
Rechnungen geeignet ist. H ist im tensoriellen Fall gegeben durch

Huyij(z,x;x 7{1} [(0pw;)(Oyw;) + (Ow;) (Opw;)]—
A l[wu(&,wi)wj + w, (O w;)wj+
+ wu (G wj)w; + wy (Opwj)wil+
+ 2U7A72wuw,,wiwj—|—
+ d,U —A—-2

— 2072 g,,0; .

(B.13)

wuw,,&j—

Wir werden diesen Ausdruck nun umformen. Hierfiir rechnen wir:

(Opwi) (Oyw;) + (Oywi)(Ouw;) =

= 2 (O — widz) (Guj — wj0y2) + 35 (O — widy2) (85 — w;0,2)

= 312 [ M’l(sl/j + 5VZ5HJ wi((suz(suj + 5V2’5Mj) - wj((sm(suz + 5ui5uz)+
+2

B.14
Wiw;j6,20,z) ( )

Mit diesem Ergebnis und mit

8Mwi = %(5;” - wiéuz) (B.15)
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B.1. ... fiir Abschnitt 3.2

ergibt sich:

Hwij(z,x;x/) =
= 7{2%[5m<5yj + 51,2‘5,” — wi(éuzéy‘j + 51,35,”‘) — wj(5w'5yz + 5Vi5MZ)+
+ 2wiwjfsuz(5uz - %guuéij]viA_
— (wuw]ﬂm‘ + wywjém + wuwiéyj + wywiém— (B.16)
— 2w, wiw;0y, — QwVwiwjéuz)v*Afl—i—
+ 2(wyw,wiw; + éwuwyéij)v*A*Q}

Um das Integral zu berechnen, brauchen wir nur Summanden der Darstel-
lung (B.16) von H,,,;; betrachtet werden, in denen kein 6, bzw. 6,,, auftaucht:
Wie im vektoriellen Fall reicht es, von 0 bis d — 1 zu summieren, da die z-
Komponenten von f,,, gleich Null sind. Auch das Integral iiber den Term mit
g ergibt auf Grund der Spurfreiheit der f,,, Null. Es gilt also folgende Glei-
chung:

/dzddxz_l_degij(z,x;x')g”“g””zAAfW(z,x) =

d—1
= Z /dzddx z3_d+A’y[zi2(5m5Vj +5yi5Mj)v_A—
=0 (B.17)

— %(wuwﬁiu + wyw]‘(Sm + wuwiéjy + wywiéju)v_A_l—l—

+ 2(wyw,wiw; + éwﬂwyéij)v_A_Q] Aﬁw(m —a)
Nach (3.60) vom skalaren Fall ergibt sich:

d—1
Z /dzddaz 23_d+Az%5m6ij_AAfW(x —-2') =
p,v=0

= /dzddac A AYTAN fii(x — )

Dasselbe Ergebnis erhalten wir auf Grund der Symmetrie der fw/ fiir den 9,;0,,5-
Term.
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B. Berechnung der Integrale . ..

Auch die v~ !-Terme lassen sich auf einen schon berechneten Fall zuriick-
fithren, nédmlich Gleichung (B.11) vom vektoriellen Fall, wobei auch hier aus
Symmetriegriinden alle zu berechnenden Terme dasselbe Ergebnis liefern:

d—1
Z /dzddaz 23_d+A%wuwjél-,,v_A_lﬁfW(x —2') =

H,v=0
d—1 ~
= Z /dzddaz 22 8w AN i (e — o)
H,v=0
da
mel(A+1-9) .
_gan ™I 2) 1i(0) (B.19)

- T(A+1)

Wir miissen also nur noch die beiden v~2~2-Terme neu bestimmen:

d—1
Z /dzddx 2 B w000 BTN f (z - o)) =

w,v=0
d—1 5 A+2 ~
= 2A+2 Z /dzddx zA_l_dxuxinxj <m> Afu(x) = (%) (B.20)
pv=0
Mit der Substituion z := ;—i und somit
1
PA1mdg, = L133(A-2-d) |y A=dgz 21 - \xrl;’fl (B.21)
224+ z
ergibt sich weiter:
d-1 )
(x) = 25+2 Z /déddaz %25(A727d)|x|Afdxﬂx,,xixj><
H,v=0
2% A+2
A =
x|z ? <m> A fuw ()
A . Z772 o x
=2 +1/dzm.2/ddaz z, x| TR A fu(x) (B.22)
v
Fiir das erste Integral ergibt sich nach (C.5)
Ay (A -4+ 101+ 4
- B+ UM +5) (B.23)

/dz(z2 T1)AFz T'(A+2)
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B.1. ... fiir Abschnitt 3.2

Zum Berechnen des zweiten Integrals benutzen wir
A(xux,,fw,) = 2]‘7#,,5“,, + 23:,,(%];“1, + 2xﬂ(9yfﬂy + 2,2, A fu. (B.24)

Hiermit ergibt sich:

d—1
Z /ddx xuxl,xixj]m\_d_QAfW(x)

pr=0

d—1
= Z /ddx xixj]w\_d_Q{A[xufoW(x)] —2fu O — 22,0, fn — QxMBVfW}
w,v=0

d—1 ~
= Z /ddx zixjle| T2 A [y fu (2)] = (%) (B.25)
w,r=0

Hierbei fielen im letzten Schritt drei der Summanden auf Grund der Divergenz-
und Spurfreiheit der f,, weg. Als néchstes formen wir dieses Ergebnis mit Hilfe
der Relation

0:0jla|*~? = (2 = d)|z[~"65j — d(2 — d)wizjlz| =2

1 1

= mimj]m\_d_Q = —maza]‘xp_d + E’I"_d(sw (B26)

um. Wir erhalten:
d—1
1 1 -
— d - a9, 2—d - —dg. . A o Fo _
(%) M;O/d T < d(z_d)&(?]\x] —i—d\x] 5”) [y fr(2)] = (5x)
(B.27)

Unser Ziel ist es, analog zum vektoriellen Fall partiell zu integrieren (und zwar
diesmal zweimal). Vorerst zeigen wir allerdings noch, daf§ der d;;-Term nicht
zum Ergebnis beitragt. Hierzu wenden wir

A(xumva) = QUVA(QUMJZW) + 25quv + 2muauf;w (B.28)

sowie (B.9) an und nutzen erneut die Spur- und Divergenzfreiheit der Test-
funktionen aus:

d-1 .
Z /dd:v |$|_dA[$pxufuu(x)] =

=0
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B. Berechnung der Integrale . ..

d—1
= Z /ddm ]w\*d{xVA[xufW(x)] + 25wa(x) + Qx,ﬁ,,f,w(x)}

w,r=0
d—1
= 3 [ s fal Ml @)
w,v=0
1 <« d 2—d r
=P [ e aulal 10, (o)
pov=

d—1

pr 1 B ~ ~

Lo X [ e Pl ) + 0,0, o)
H’vV:O

d—1
= —dwy Z [5wa(x) + xu&,fw(aﬂ)]x:o
p,v=0

d—1
= —dwd Z 5;wf;w(0)

w,v=0
-0 (B.29)

Der §;;-Term fillt also tatséchlich weg und wir kénnen die urspriingliche Rech-
nung fortsetzen:

1 d—1 ~
(#x) = d2-d) szo / A%z 0,05|2|*~ Dayay fu (@)]

d—1
P.I. 1 - f
- ‘mwzo/ e |2~ D00 (2 fuw ()]

d—1

= —Wq Z [826] (x,uxuf;w(x))]m:o = (* * *) (B'30)

w,v=0
Mit
aiaj (x,uxl/fpl/) = (6,uj61/i + 6ui511j)fmx + xuxuaiajfuu

. - (B.31)
+ (xV(SW' + xudyi)ajf,w + (1'”5,” + xuéyj)aifw

bekommen wir nun schluflendlich unter Ausnutzung der Symmetrie der Test-
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B.1. ... fiir Abschnitt 3.2

funktionen:

d—1

(k% %) = —wy Z (0p50ui + 5ui5Vj)qu(0)
w,v=0
_ 4 7.4(0) (B.32)
T ar @’ |

Wir erhalten also folgendes Ergebnis:

Z /dzdd:ﬂ 23 d+Awuwywzwj —A- 2A!)"W(:rz—:c)

w,v=0
TA-—2+1DP1+9) 4rd .
=257 r2(A+2) - T (g)f ;(0)
maD(A —

Nun miissen wir uns noch um den zweiten v~*~2-Term kiimmern. Es gilt:

Z /dzddx 2 2w, 2N f (- a') =

=0

. A+2
— 9A+2 Z /dzddm S1- d+A%xV <227> Afuw(x)=(x) (B.34)

2
T
p,v=0 T

Wir fithren wieder die Substition Z := ;—2 durch und bekommen mit

N

_ L(A_ Cd o~ z 1z
ZAJrl ddZ: 122(A d)‘x’A+2 ddZ, _ 1

1 — B.35
5 22+CU ’1" z+1 ( )
weiter:
1 A+2

1 =2 f

(x) = 28+2 Z /dzdd LA o R e <2+1> A fu (@)
p,v=0

S LEE= T Sl PO RN .

- (2+1) A¥2 p H .

H,v=0
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B. Berechnung der Integrale ...

Der erste Faktor lieSe sich nun wieder leicht mit (C.5) berechnen, jedoch ist
der zweite Faktor Null. Dies sieht man, wenn man

A(x,uf,uu) = 28ufw/ + quf,uu (B.37)
und die Divergenzfreiheit der f;“, benutzt:

d—1
Z /dd:v xuxy|x|_dﬁfw,(x) =

w,v=0

d—1 R _
= Z /dd:v xy|x|_d{A[$pfuu(5'3)] _28ufw/(x)}

w,v=0

d—1 N
— Z /dd:vxl,|x|_dﬁ[$ufuu($)]

w,v=0
=0 (B.38)

Daf} der letzte Schritt richtig ist, wurde schon fiir Gleichung (B.29) gezeigt.
Fassen wir nun die Ergebnisse zusammen, so erhalten wir:

/dzdd:ﬂz1dem-j(z,x;:U')gp“g””zAAfW(z,x) =

d d -3 d
T(A) TA+1)

d
meD(A—-9$4+1)) -
—2.9A8+2 — +22) ) i;(0)

I'(
SAA—1T(A+1-9) .
Tary a0

— a2l (B.39)

B.2. ... fiir Abschnitt 3.3

B.2.1. Vektorieller Fall

Unser Ziel ist es, den Ausdruck

A A+1
lim 24284 [ qdpery 1/ 2= 5 Im Tj 2z Fi(z)
20 z \ 224+ 22 mi z oz \ 224 22
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zu berechnen. Mit der Substitution zy := z erhalten fiir diesen:

1 2z A
o 1+A—d d, .d
cwllmoz /d Yz [z <22(1 y2)> fm(yz)

“ymyj<;§GEEZPS>A+1fqyzﬂ =

— e [ (5 ny)Afmm) Yot (ﬁ)w PO =0 @

Die Integration des linken Summanden stellt kein Problem dar. Beim rechten
Summanden machen wir die Umformung y,, (1 +y?)~2~! = —ﬁ@m(l +y?)~A
und fithren dann eine partielle Integration aus, wodurch wir das benétigte d;,
bekommen:

(+) = ey / Aty [2%(1 + %) " fn(0) + Zy0m (1 + 7)) "2 (0)]

PI CV.QA/ddy[(l_Fy?)_Afm(O) — Xx0m(1+ %) 7217 (0)]

C ey 28— %)fm(o)/ddy(l 42 A

(A-pria-9
T(A+1)

Hierbei wurde zum Auswerten des Integrales Formel (C.7) verwendet.

= cy- 2800 Fm(0) (B.41)

B.2.2. Tensorieller Fall

In diesem Abschnitt werden wir den Ausdruck

1 2: \*
lim z2+A_d/ddxcw [2—2(6mi5nj + 0niOm;) ( : > -

Z—0 22 + 2
A+1
1 rxpr; TnT; T i TnT; 2z
oz ( 22 Oin + 22 Oim + 22 On + 2?2 % > 22 + 22 +
A+2
T TpTiT; 2z ij
+ 2 " <z2+x2> ]f ()

bestimmen. Fiir diesen ergibt sich nach der Substitution zy := «:

A
1 2z
. 24+A—d d,, d
20274 0| omits 4 ) (375 ) -
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B. Berechnung der Integrale . ..

1 25 A+1
(Ym¥Y;0in + YnYiOim + YmYidjn + YnYidjm) (ﬁ) +

oz 22(1+ y?
9, At2y
+ 2YmYnyiy; (m) }f Iyz) =
5 \A
B C”/ddy[ <1 +y2> 2 0)
, , 2 A+1
— (2ymy; £ (0) + 2yny; £,,” (0)) (1 +y2> + (B.42)

)" o) =6

Beim letzten Schritt haben wir die Symmetrie der Testfunkionen f¥ in den In-
dizes ausgenutzt. (Diese werden wir auch im folgenden noch mehrmals benéti-
gen.) Um das Integral zu berechnen, gehen wir analog zum vektoriellen Fall
vor und fiihren partielle Integrationen durch.

(#) = ey / A%y [237 (1 + y%) 2 frun(0)—
2A+1 ) )
+ o5 W (0) + unf? (0)) 951+ 9) 2+
2A+2

A+
P.I1.

= oy - 2A+1/ddy[(1 +y2)7Afmn(0)_

1

A

2 _ _ i'

+ 5 Omndits + Yndimy; + ynyidim) (1 + y?)~ATLf9(0)]
=ew%“/&ﬂu—@u+f>%mm%

o

AA T

oy 28+ [ ady[(1 = 2) 1+ %) 2 frun(0)—

+ 2YmYn¥iYy; <Ty2

ynyiyjam(l + yQ)_A_lfij(O)]

(5jmfnj(0) + 5jnfmj(0)) (1+ y2)fA+

(Bmn i f 7 (0) + 2y £, (0)) 95 (1 + %) =2

(B.43)

+ AGD) (8035 F9(0) + 28,5 £, 7 (0)) (1 + y*)72] = (3%)
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Auf Grund der Spurfreiheit der Testfunktionen und (C.7) erhalten wir somit:

() =1 2841 (1= %+ g7y ) Fnl) [ty 47)72
(A+D-2A+1)+2 T(A-F)
AD+ D) T(A)
s A - )I(A -9
T(A+2)

A
=cy- 2A+17T%

= ¢y - 28F g (B.44)
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C. Wichtige Formeln

C.1. Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist iiber

+o00o
I(z):= / e it*1dt
0

fiir £ > 0 definiert. Aquivalent hierzu ist die sog. Gaufsche Definition

xT

nin
I'(z) =1 .
(@) nl—{gom(x—l—l)(m—i—n)

Definiert man die Gammafunktion fiir negative nichtganze x {iber

T 1

M) = G Ta=2)’

(C.2)

(C.3)

so hilt Gleichung (C.2) auch fiir diese x. Es gelten folgende wichtige Relationen:

e Fiir alle x ¢ {0,—1,—2,...} ist

Iz +1) =2 (z).

(C.4)

Diese Gleichung wird als Funktionalgleichung der Gammafunktion be-

zeichnet.

e Fiir x >0, y > 0 gilt

fee gl _T@)r) _.
/0 (1+t)w+ydt_ L(z+y) B(@.y).

B(xz,y) wird FEulersche Betafunktion genannt.

(C.5)
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C. Wichtige Formeln

Mit Hilfe der letzten Gleichung l&8t sich auch das Integral fj;o dlz(1+22)~2
mit z € R? berechnen. Hierzu fithren wir d-dimensionale Kugelkordinaten ein,
d.h. wir setzen r? := 22 = Z?:_Ol z? mit r € R*, und d%y wird zu dwgré1dr,
wobei

Nl

_ 2T
dT(g)

das Volumen der Einheitskugel im R ist. Es ergibt sich:

+oo +oo
/ d%z(1+ 2?72 = / dr r4 = dwg(1 4 r2) ™2
0

—00

Wd

(C.6)

Il

3

vla QL
=

Hierbei wurde noch die Substitution 7 := r? vorgenommen.
C.2. Fundamentallosung der Laplace-Gleichung im
d-dimensionalen Euklidischen Raum

Fiir d > 2 ist die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung durch

1 -
[ (3

¢@) = a0

gegeben. Es gilt also

Al = d(2 — dwgd(z) & -T2 50 (C.9)

bzw. mit Hilfe von Testfunktionen f ausgedriickt:

Vi /dx!x\Q_dAf(x) =——f(0) (C.10)
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D. Die kovariante Ableitung einer
Distribution

Fiir eine Distribution 7', einen Multiindex a = (a1,...,®,) € Nj und Test-
funktionen f definiert man die a-te Ableitung der Distribution iiber
(DWT)(f) == (=1 T(Df), (D.1)
wobei o ... go
D*fi=——"—f (D.2)

- aq [e)
Ox{" -+ Oxp™

und .
o :=> (D.3)
=1

gelte. Diese Definition ist insoweit gut gewéhlt, als dafl sie das sog. Leitprinzip
erfiillt: Definitionen bzgl. Distributionen sollten fiir regulédre Distributionen den
Definitionen fiir Funktionen entprechen. So gilt z. B. fiir die Ableitung einer
reguléren Distribution Ty mit einer differenzierbaren Funktion ¢ : R — C:

Def.

() " Ty (f) = - / dzg(x) f'(z) 2 / dod/ (2)f(2) = Ty (f)  (DA)

Eine Ableitung der reguléren Distribution Tj entspricht also der Ableitung der
Funktion ¢.

Die Frage ist nun, inwieweit sich diese Definition der Ableitung einer Dis-
tribution auf die kovariante Ableitung iibertragen 1a8it. Hierzu betrachten wir
einen Spezialfall des Satzes von Stokes:

/ d?z,/g D,V = / Aty n v (D.5)
M oM
Hierbei ist M eine zusammenhéngende Teilmenge einer Mannigfaltigkeit und

OM ihr Rand, v die auf dem Rand induzierte Metrik in den y-Koordinaten und
n, der Normaleneinheitsvektor.
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D. Die kovariante Ableitung einer Distribution

Mit dem Satz von Stokes kénnen wir nun analog zum oben angegebenen
Fall mit partiellen Ableitungen und skalaren Funktionen eine Vorschrift fiir die
kovariante Ableitung einer Distribution motivieren:

Sei A ein Differentialoperator bestehend aus n kovarianten Ableitungen mit
beliebiger Indizierung, d.h. A = DD ... D, ¢(z) ein Tensorfeld beliebiger Stufe,
und % (x) Testfunktionen der Art, dafl A¢(x)- f(z) ein Skalar ergibt. Unter
der Voraussetzung, dafl diese auf dem Rand verschwinden, erhilt man:

/M d%z\/gD,(D...De(z) - f(z))* =0 (D.6)

Daraus folgert

/M d%z,/gD,(D...Dg(x))* fP(x) = — /M d%z\/g (D...D¢(z))*D,f%(x),
(D.7)
wobei o und 3 die beiden méglichen Positionen fiir das zweite p kennzeichnen.
Diesen Schritt kann man nun bei n Ableitungen n-mal durchfiihren, weshalb
wir schliefflich (—1)™ als Vorzeichen des Ergebnisses bekommen:

/ d?ay/g Ap(x) f(x) = (—1)"/ d?ay/g ¢(2)Af (2), (D.8)
M M

Hierbei meint A den Diffenrentialoperator, der sich ergibt, wenn man bei A die
Reihenfolge der kovarianten Ableitungen umdreht. Wir kénnen also schlief3lich
als die Wirkung eines Differentialoperators A auf eine tensorférmige Distribu-
tion T'

(AT)(f) := (-1)"T(Af) (D.9)

definieren.

106



Literaturverzeichnis

[AGM*00]

[AIST8]

[BBMSO0]

[BDHMOS]

[BFS00]

[Car04]

[DFM*99)

[Dob99)]

AHARONY, O., S. S. GUBSER, J. MALDACENA, H. OOGURI und
Y. Oz: Large N Field Theories, String Theory and Gravity. Phys.
Rept., 323:183-386, 2000. hep-th/9905111 v3.

Avis, S. J., C. J. IsHAM und D. STOREY: Quantum field theory
in anti-de Sitter space-time. Phys. Rev. D, 18:3565-3576, 1978.

BERTOLA, M., J. BROS, U. MOSCHELLA und R. SCHAEFFER: A
general construction of conformal field theories from scalar anti-de
Sitter quantum field theories. Nucl. Phys. B, 587:619-644, 2000.
hep-th/9908140 v2.

Banks, T., M. R. DoucLas, G. T. HorowiTz und E. J. MAR-
TINEC: AdS dynamics from Conformal Field Theory, 1998. hep-
th /9808016 v1.

BucHHOLZ, D., M. FLORIG und ST. J. SUMMERS: Hawking-Unruh
temperature and Finstein causality in Anti-de-Sitter space-time.
Class. Quant. Grav., 17:L31-137, 2000.

CARROLL, S. M.: Spacetime and Geometry—An Introduction to
General Relativity. Addison Wesley, 2004.

D’HOKER, E., D. Z. FREEDMAN, S. D. MATHUR, A. MATUSIS
und L. RASTELLL: Graviton exchange and complete 4-point functi-
ons in the AdS/CFT correspondence. Nuclear Physics B, 562:353—
394, 1999. hep-th/9903196 v1.

DoBREV, V. K.: Intertwining operator realization of the AdS/CFT
correspondence. Nucl. Phys. B, 553:559-582, 1999. hep-th /9812194
v2.

107



Literaturverzeichnis

[Dob02]

[DR02]

[Fro74]

[GibOO]

[GKP9S]

[Kni02]

[Mal9g]

[Nol0O]

[Reh00]

[Wit98]

108

DoBREV, V. K.: AdS/CFT Correspondence and Supersymmetry,
2002. hep-th/0207116 v1.

DUTscH, M. und K.-H. REHREN: A comment on the dual field in
the AdS-CFT correspondence. Lett. in Math. Phys., 62:171-184,
2002. hep-th/0204123 v2.

FRrRONSDAL, C.: Elementary particles in a curved space. II. Phys.
Rev. D, 10:589-598, 1974.

GIBBONS, G. W.: Anti-de-Sitter Spacetime and Its Uses. In: COTS-
AKIS, S. und G. W. GIBBONs (Herausgeber): Mathematical and
Quantum Aspects of Relativity and Cosmology, Band 537 der Rei-
he Lecture Notes in Physics, Seiten 102-142. Springer, 2000.

GUBSER, S. S., [. R. KLEBANOV und A. M. PoLYAKOV: Gauge

theory correlators from non-critical string theory. Phys. Lett. B,
428:105-114, 1998.

KNIEMEYER, O.: Untersuchungen am erzeugenden Funktional der
AdS-CFT-Korrespondenz. Diplomarbeit, Universitit Gottingen,
Juli 2002.

MALDACENA, J. M.: The large N limit of superconformal field
theories and supergravity. Adv. Theor. Math. Phys., 2:231-252,
1998.

NOLTING, W.: Elektrodynamik, Band 3 der Reihe Grundkurs Theo-
retische Physik. Vieweg, Fiinfte Auflage, 2000.

REHREN, K.-H.: Algebraic holography. Annales Henri Poincaré,
1:607-623, 2000.

WITTEN, E.: Anti-de Sitter space and holography. Adv. Theor.
Math. Phys, 2:253-291, 1998. hep-th/9802150 v2.



Danksagung

Zuerst mochte ich allen danken, die mich wihrend meiner Studienzeit freund-
schaftlich begleitet und mir auf vielfaltige Art und Weise geholfen und mich
unterstiitzt haben.

Insbesondere gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. Karl-Henning Rehren fiir seine
duflerst geduldige und hilfreiche Betreuung sowie dafiir, dafl er mir einen Ein-
blick in die moderne theoretische Physik ermdoglicht hat. Er hat es nicht leicht
gehabt mit mir. ;-)

Des weiteren geht mein herzlicher Dank an Herrn Prof. Dr. Detlev Buchholz
fiir die Ubernahme des Korreferates.

Der gesamten Arbeitsgruppe ,,Quantenfeldtheorie und Statistische Mecha-
nik*, einschliefllich allen ihren ehemaligen Mitgliedern, die ich kennenlernen
durfte, danke ich fiir die freundliche und angenehme Atmosphiire.

Schlielich gilt mein besonderer Dank meinen Eltern. Ohne ihre finanzielle,
aber vor allem moralische Unterstiitzung wére das Studium in dieser positiven
Form nicht moglich gewesen.

109



