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A.4. Der Krümmungstensor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

B. Berechnung der Integrale . . . 89
B.1. . . . für Abschnitt 3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

B.1.1. Vektorieller Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
B.1.2. Tensorieller Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

B.2. . . . für Abschnitt 3.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

B.2.1. Vektorieller Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
B.2.2. Tensorieller Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

C. Wichtige Formeln 103
C.1. Die Gammafunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

C.2. Fundamentallösung der Laplace-Gleichung im d-dimensionalen
Euklidischen Raum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

D. Die kovariante Ableitung einer Distribution 105

VI



Inhaltsverzeichnis

Literaturverzeichnis 107

Danksagung 109

VII





Notationen und Konventionen

Für diese Arbeit sind bzgl. der Notation folgende Punkte zu beachten:

• N := {1, 2, 3, . . . }, N0 := {0, 1, 2, 3, . . . }

• R+ := (0,∞)

• √
g :=

√
|det g|

• Wir verwenden folgende Definitionen des Krümmungstensors bzw. des
Ricci-Tensors:

Rλ
κνµφλ := [Dµ,Dν ]φκ

Rκν := Rµ
κµν

(Vergleiche hierzu auch Abschnitt A.4 im Anhang.)

• Bei Ableitungen sind die Argumente nicht immer durch entsprechen-
de Klammersetzung gekennzeichnet – teilweise aus Gründen der Über-
sichtlichkeit und Ästhetik, teilweise auch um die Notation bestimmter
Ausdrücke aus der benutzten Literatur beizubehalten. Beispielsweise ist
z1+d∂zz

1−dφ als z1+d∂z(z
1−d∂zφ) zu verstehen. In solchen Fällen soll-

te sich aber das Argument der Ableitung ohne Probleme aus dem Zu-
sammenhang erschließen lassen. Teilweise wurde auch ein Punkt (

”
·“)

statt Klammern verwendet. Ein Beispiel hierfür wäre Dκu · Dκu statt
(Dκu)Dκu.

• Falls nicht ausdrücklich anderes gesagt wird, ist, wenn von einem
”
Tensor“

die Rede ist, immer ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe gemeint.

• Da wir in dieser Arbeit größtenteils in einem formalen Rahmen arbeiten
werden, sind die Testfunktionenräume nicht näher spezifiziert. Es wird
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Notationen und Konventionen

immer davon ausgegangen, daß die Testfunktionen so gewählt werden,
daß die vorgenommenen mathematischen Operationen (wie z. B. parti-
elle Integration oder Vertauschung von Limesbildung und Integration)
problemlos möglich sind.

• Bei manchen Rechnungen, wie z. B. bei den Zerlegungssätzen in Ab-
schnitt 1.3, wurden nicht die kritischen Werte für die Variablen ange-
geben (Division durch Null o. ä.). Der Ausschluß solcher Punkte wird
immer stillschweigend vorausgesetzt.

X



Einleitung

Der sog. Anti-der-Sitter-Raum (kurz: AdS-Raum) ist eine maximal symmetri-
sche Raumzeit, die ursprünglich als Lösung der Vakuum-Einsteingleichungen
mit negativer konstanter Krümmung eingeführt worden ist. Bereits vor drei
Jahrzehnten wurden freie Quantenfeldtheorien auf dem AdS-Raum konstru-
iert [Fro74]. Ab Mitte der 90iger Jahre des 20. Jahrhunderts erlangte Quan-
tenfeldtheorie auf Grund der sog. AdS-CFT-Korrespondenz (CFT: Conformal
Field Theory) verstärkte Aufmerksamkeit. Hiermit wird allgemein die Verbin-
dung zwischen Theorien auf dem AdS-Raum selbst (dem

”
Bulk“) und kon-

formen Theorien auf seinem Rand bezeichnet. Ausgehend von einer grundle-
genden Arbeit aus dem Jahre 1997 von Maldacena [Mal98] sowie daran an-
knüpfenden feldtheoretischen Modellen von Witten sowie Gubser, Kleba-

nov und Polyakov [Wit98,GKP98], die wir im engeren Sinne als AdS-CFT-
Korrespondenz bezeichnen wollen, wurden in den darauf folgenden Jahren bis
heute viele weitere Artikel über diesen Zusammenhang veröffentlicht.

Die vorliegende Diplomarbeit stellt die Erweiterung eines dieser Artikel dar,
und zwar der von Dütsch und Rehren 2002 veröffentlichten Arbeit [DR02].
In ihr zeigen die beiden Autoren die Äquivalenz zweier in der AdS-CFT-
Korrespondenz auftretender – auf den ersten Blick grundsätzlich verschiedener
– formaler Funktionalintegrale sowie der durch die Funktionalintegrale erzeug-
ten Felder. Dies geschieht jedoch allein für den Fall von Skalar- und Vektor-
feldern. Wir werden in den folgenden Kapiteln nun die Äquivalenz im Falle
symmetrischer Tensorfelder zweiter Stufe zeigen. Dieser ist wichtig, um mit
der AdS-CFT-Korrespondenz Gravitationsfelder beschreiben zu können, die in
Maldecenas Vermutung eine zentrale Rolle spielen. Hierzu erarbeiten wir,
ausgehend von allgemeinen Resultaten aus [DR02], ein für Tensorfelder belie-
biger Stufe analog anwendbares Verfahren.

Die Arbeit gliedert sich folgendermaßen: Im ersten Kapitel sollen zuerst ei-
nige wichtige Begriffe definiert bzw. erläutert werden. Primär wird der (eukli-
dische) Anti-de-Sitter-Raum und seine grundlegenden Eigenschaften betrach-
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Einleitung

tet. In diesem Zusammenhang lernen wir auch die im weiteren benutzten Ko-
ordinaten kennen. Anschließend werden wir sowohl im skalaren, als auch im
vektoriellen und tensoriellen Fall aus der jeweils allgemeinsten quadratischen
Lagrangedichte für den euklidischen Anti-de-Sitter-Raum die entsprechende
freie Feldgleichung bestimmen. Für den Vektor- und Tensorfall geben wir noch
jeweils einen (in Kapitel 3 benötigten) Zerlegungssatz für die Lösungen der
Feldgleichungen an. Schließlich werden wir genauer erklären, was unter dem
Begriff

”
AdS-CFT-Korrespondenz“ zu verstehen ist.

Das zweite Kapitel wird die in dieser Arbeit zu betrachtenden Funktionalin-
tegrale und Propagatoren einführen. Hierzu wird eine kurze Zusammenfassung
der Arbeit von Dütsch und Rehren [DR02] gegeben. Ziel dieses Kapitels ist
es, die im restlichen Teil der Arbeit zu verfolgende Strategie darzustellen und
zu motivieren.

Das dritte Kapitel schließt direkt an das zweite an und konkretisiert die
in diesem Teil der Arbeit dargelegte Strategie: Wir werden, nach Herleitung
einiger nützlicher Formeln, für alle drei Fälle – also den skalaren, den vekto-
riellen und den tensoriellen Fall – die für die vermutete Äquivalenz entschei-
dende Eigenschaft der Propagatoren beweisen. (Es handelt sich dabei um ei-
ne relative Normierung, die wiederum die

”
richtige“ relative Normierung zwi-

schen Zweipunkt- und n-Punkt-Schwingerfunktion sicherstellt.) Hierzu sind im
Vektor- und Tensorfall einige längere Rechnungen nötig. Um die Übersicht zu
wahren, sind deshalb nur im skalaren Fall alle Rechnungen komplett in den
entsprechenden Abschnitten aufgeführt. Für die anderen beiden Fälle sind die
Rechnungen je nach Schwierigkeit entweder nur stark gekürzt aufgeführt oder
finden sich vollständig im Anhang.

Das vierte Kapitel beendet den Hauptteil der Arbeit mit einer Zusammenfas-
sung. Gleichzeitig soll ein Ausblick auf mögliche Erweiterungen des Resultates
gegeben werden.

Der Anhang öffnet mit einem Kapitel über einige wichtige Ergebnisse und
Begrifflichkeiten der Riemannschen Geometrie. Aus diesen werden Formeln für
den Anti-de-Sitter-Raum hergeleitet, von denen im Haupttext häufig Gebrauch
gemacht wird. Das dann folgende Kapitel B beschäftigt sich mit der Berech-
nung einiger Integrale, die für Kapitel 3 benötigt werden. Die letzten beiden
Kapitel C und D des Anhanges schließlich enthalten einige weitere benötigte
Formeln und geben an, wie bei kovarianten Ableitungen von tensorwertigen
Distributionen zu verfahren ist.
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1. Die konforme Gruppe und der
AdS-Raum

1.1. Die konforme Gruppe

Die Elemente der Poincaré-Gruppe, also der Invarianzgruppe der d-dimensiona-
len Minkowski-Metrik, lassen sowohl den Abstand zwischen zwei Raumpunkten
invariant als auch die kausale Struktur des Raumes. Im Gegensatz dazu stehen
die sog. konformen Transformationen bzw. die konforme Gruppe:

Def. 1.1. Eine konforme Transformation x 7→ x′ ist eine invertierbare Abbil-
dung, die den metrischen Tensor ηµν bis auf einen evtl. ortsabhängigen Skalen-
faktor invariant läßt:

η′µν(x
′) = Λ(x)ηµν(x) (1.1)

Die konforme Gruppe setzt sich aus diesen Transformationen zusammen.

Die konformen Transformationen erhalten die kausale Struktur der Raum-
zeit, lassen jedoch den Abstand i. a. nicht invariant. Die konforme Gruppe stellt
also eine Verallgemeinerung der Poincaré-Gruppe dar und eröffnet damit neue
Möglichkeiten. Speziell bietet sie sich bei der Betrachtung von masselosen Teil-
chen an, da bei diesen nur noch die kausale Struktur des Raumes wichtig ist. Die
Feldtheorie, die im Gegensatz zur

”
normalen“ nicht auf der Poincaré-Gruppe,

sondern auf der konformen Gruppe aufbaut, wird konforme Feldtheorie ge-
nannt.

Im folgenden seien wichtige Punkte bzgl. der konformen Gruppe aufgeführt:

• Die konforme Gruppe läßt den Lichtkegel invariant.

• Sie läßt beliebige Winkel invariant.

• Sie wird durch Lorentz-Transformationen (Λ(x) = 1), Translationen, Di-
latationen und sog. spezielle konforme Transformationen

x′ =
x − bx2

1 − 2bx + b2x2
(1.2)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

erzeugt.

• Sie ist isomorph zu SO(d, 2) bzw. euklidisch SO(d + 1, 1).

• Die speziellen konformen Transformationen auf dem Minkowski-Raum
sind nur lokal definiert.

1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

Der Anti-de-Sitter-Raum1 (im folgenden auch kurz AdS-Raum) ist eine Lösung
der Einsteinschen Vakuumfeldgleichungen

Rµν − R

2
gµν + Λgµν = 0 (1.3)

mit negativer kosmologischer Konstante Λ. Er besitzt eine konstante negative
Krümmung R und eignet sich auf Grund der daraus resultierenden Symmetrie
(ähnlich wie der flache Raum) gut für Untersuchungen der Quantenfeldtheorie.

Anmerkung. Der AdS-Raum ist eine der drei maximal symmetrischen2 Raum-
zeiten. Die anderen beiden sind der Minkowski-Raum mit R = 0 und der
de-Sitter-Raum mit R > 0. �

In den folgenden Abschnitten sollen zwei verschiedene Varianten des AdS-
Raumes betrachtet werden. Leider kann hierbei nur auf sehr wenige Eigenschaf-
ten dieser interessanten Raumzeit eingegangen werden. Für weitere Details und
Aspekte – auch bzgl. der AdS-CFT-Korrespondenz – sei auf die ziemlich um-
fangreiche Literatur zu diesem Bereich verwiesen (beispielsweise das ausführli-
che Review-Paper [AGM+00] oder auch [Gib00]).

1.2.1. Der AdS-Raum mit Lorentz-Signatur

Der AdS-Raum AdS1,d der Dimension d + 1 ist eine Raumzeit, die als ein in
einen flachen d + 2-dimensionalen Raum mit der Metrik

η := diag(1,−1, . . . ,−1, 1) (1.4)

1benannt nach Willem DeSitter (1872-1934, holländischer Astronom und Kosmologe)
2Wir nennen eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit einen maximal symmetrischen Raum, falls

sie 1

2
d(d + 1) Killing-Vektoren besitzt.
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1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

(zwei Zeitrichtungen des Einbettungsraumes!) eingebettetes einschaliges Hy-
perboloid definiert werden kann. Seine Metrik ist durch die des Einbettungs-
raumes gegeben. Zusammengefaßt gelte also folgende Definition:3

Def. 1.2. Es sei η wie in (1.4) definiert. Dann sei

AdS1,d :=
(
{z ∈ Rd+2|ηµνzµzν = 1}, η

)
. (1.5)

AdS1,d heißt AdS-Raum mit Lorentz-Signatur.4

Anmerkung. Der AdS-Raum wird in der Literatur häufig mit einer beliebigen
Zahl aus R+ statt der 1 definiert. Der Einfachheit halber haben wir auf diese
allgemeinere Definition verzichtet und den Raum gleich

”
normiert“. �

z0

z1

zd+1

Abbildung 1.1.: Der AdS1,d-Raum

Man zeigt, daß der Krümmungsskalar des AdS-Raumes durch R = −d(d+1)
gegeben ist (siehe Kapitel A.4). Die kosmologische Konstante, mit der diese
Raumzeit die Einsteinschen Vakuumfeldgleichungen löst, ergibt sich dann aus
der Relation (1.3) zu Λ = −d(d−1)

2 :

Rµν − R

2
gµν + Λgµν = 0

⇒ R − R

2
(d + 1) + Λ(d + 1) = 0

3Wir notieren hier und im folgenden eine Raumzeit als ein Paar bestehend aus einer Menge
und einer (Pseudo-)Metrik.

4Der de-Sitter-Raum hingegen ist als die Hyperfläche {z|ηµνzµzν = −1} definiert, wobei die
Metrik hier (entgegen oben) die Minkowski-Metrik sei: ηµν := diag(1,−1, . . . ,−1,−1)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

⇔ Λ = −d(d − 1)

2
(1.6)

Im folgenden seien noch zwei für den AdS-Raum gebräuchliche Koordinaten-
systeme aufgeführt:

Globale Koordinaten

Es gelte

z0 =
cos τ

cos ρ
, zi = ωi tan ρ, zd+1 =

sin τ

cos ρ
(1.7)

mit

i ∈ {1, . . . , d}, 0 ≤ τ < 2π, 0 ≤ ρ <
π

2
, −1 ≤ ωi ≤ 1

(⇒ 0 ≤ tan ρ < ∞; −1 ≤ sin τ, cos τ ≤ 1; 0 ≤ cos ρ ≤ 1). Als Ausdrücke für τ
und ρ bekommt man:

τ = arctan
zd+1

z0
, ρ = arccos

√
1

z2
0 + z2

d+1

(1.8)

Über letztere Gleichung lassen sich auch durch Einsetzen in ωi = zi/ tan ρ die
anderen Variablen bestimmen.

Mit z2
0 − z2

1 − . . . − z2
d + z2

d+1 = 1 ergibt sich:

sec2 ρ − tan2 ρ ·
d∑

i=1

ω2
i = 1

⇔ 1 − sin2 ρ ·
d∑

i=1

ω2
i = cos2 ρ

⇔ sin2 ρ
(
1 −

d∑

i=1

ω2
i

)
= 0

⇔
d∑

i=1

ω2
i = 1 (1.9)

Es gilt also:
{(ω1, . . . , ωd)} = Sd−1 (1.10)
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1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

Die ωi lassen sich folglich bei einer konkreten Rechnung durch durch d − 1
Winkel, angeben (Bsp. d = 2: ω1 = cos θ; ω2 = sin θ). τ, ρ und diese d − 1
Winkel sind die sog. globalen Koordinaten. Im folgenden gelte die Bezeichnung

dΩ2 :=

d∑

i=1

dω2
i . (1.11)

Man erhält nun

dz0 = − sin τ

cos ρ
dτ +

cos τ sin ρ

cos2 ρ
dρ (1.12a)

dzi = sec2 ρ ωi dρ + tan ρ dωi (1.12b)

dzd+1 =
cos τ

cos ρ
dτ +

sin τ sin ρ

cos2 ρ
dρ (1.12c)

und damit:

ds2 = sec2 ρ dτ2 − sec4 ρ dρ2 − tan2 ρ dΩ2−

− sec2 ρ tan ρ dρ · 2

d∑

i=1

ωidωi

︸ ︷︷ ︸
=d

Pd
i=1 ω2

i =0

+ tan2 ρ sec2 ρ dρ2

= sec2 ρ dτ2 − sec2 ρ dρ2 − tan2 ρ dΩ2

= sec2 ρ (dτ2 − dρ2 − sin2 ρ dΩ2) (1.13)

Um eine bessere Anschauung vom AdS-Raum zu gewinnen, wird manchmal
der Definitionsbereich der globalen Koordinaten in Form eines Zylinders – des
sog. AdS-Zylinders – aufgetragen. In Abbildung 1.2 ist ein Schnitt durch diesen
Zylinder für den Fall d = 2 zu sehen.

Auf Grund von Hinweisen, daß eine Quantenfeldtheorie auf dem wie hier
durch Einbettung definierten AdS-Raum keine Wechselwirkung zuläßt [BFS00],
ist es ratsam, zu einem Überlagerungsraum überzugehen:

Die universelle Überlagerung CAdS1,d des AdS1,d ergibt sich durch periodi-
sches Fortsetzen des AdS-Zylinders, τ geht also jetzt von −∞ bis +∞. Man
beachte, daß sich die gefundene Metrik (1.13) nur bis auf einen Faktor von der
Metrik

ds̃2 = −dτ2 + dρ2 + sin2 ρdΩ2 (1.14)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

ρ = π
2

(θ = 3π
2

)

ρ = 0 ρ = π
2

(θ = π
2
)

τ = π

τ = π
2

τ = 0

τ = −π
2

τ = −π

Abbildung 1.2.:

Vertikaler Schnitt durch den AdS-Zylinder im Fall d = 2. Dieser
ist durch den Definitionsbereich der durch z0 = cos τ sec ρ, z1 =
cos θ tan ρ, z2 = sin θ tan ρ und z3 = sin τ sec ρ gegebenen globalen
Koordinaten τ, ρ, θ definiert.

des statischen Einstein-Universums unterscheidet. Wir haben also gezeigt, daß
der AdS-Raum konform einer Hälfte (da 0 ≤ ρ < π

2 und nicht 0 ≤ ρ ≤ π) dieser
Raumzeit entspricht. Der Schnitt durch den AdS-Zylinder in Abbildung 1.2
kann also als Penrose-Diagramm des AdS-Raumes interpretiert werden. Ein
solches ist auch in Abbildung 1.3 mit einer Auswahl zeitartiger und raumartiger
Geodäten zu sehen (vgl. [Car04], S. 327).

Poincaré-Koordinaten

Man definiert

z+ := zd + zd+1, u := 1/z+, xi := zi/z+. (1.15)

Die Größen u, x0, . . . , xd−1 mit xi ∈ R und u ∈ R+ sind die sog. Poincaré-
Koordinaten. Auf Grund der Einschränkung u > 0 decken diese nur die Hälfte
des AdS-Raumes ab.

Es gilt

z2
0 − z2

1 − . . . − z2
d + z2

d+1 = 1

8



1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

ρ = 0 ρ = π
2

τ = 0

τ = π

Abbildung 1.3.:

Penrose-Diagramm für den AdS-Raum mit eingetragenen beispielhaf-
ten Geodäten.

⇔ x2
0 − x2

1 − . . . − x2
d + x2

d+1 = u2. (1.16)

Die Koordinatentransformation läßt sich folgendermaßen wieder umkehren:

zi =
xi

u
für i ∈ {0, . . . , d − 1} (1.17a)

zd =
xd

u
= − 1

2u
(u2 − x2

0 + . . . + x2
d−1 − 1) (1.17b)

zd+1 =
xd+1

u
= +

1

2u
(u2 − x2

0 + . . . + x2
d−1 + 1) (1.17c)

Zur Herleitung der letzten beiden Ausdrücke wurde (1.16) und

xd + xd+1 = 1 (1.18)

verwendet. Weiterhin ergibt sich:

dxd = dxd+1 (1.19)

dz+ = − 1

u2
du (1.20)

dzi =
1

u
dxi −

xi

u2
du (1.21)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

Aus der letzten Gleichung erhält man

dz2
i =

1

u2
dx2

i − 2
xi

u3
dxidu +

x2
i

u4
du2. (1.22)

Nun läßt sich ds2 durch die neuen Variablen ausdrücken:

ds2 = dz2
0 − dz2

1 − . . . − dz2
d + dz2

d+1

= 1
u2

[
dx2

0 − . . . − dx2
d−1 −dx2

d + dx2
d+1︸ ︷︷ ︸

=0

−

− 1
u(2x0dx0 − . . . − 2xddxd + 2xd+1dxd+1︸ ︷︷ ︸

=d(u2)=2udu

)du+

+ 1
u2 (x2

0 − . . . − x2
d + x2

d+1︸ ︷︷ ︸
=u2

)du2
]

= 1
u2 (−du2 + dx2

0 − . . . − dx2
d−1) (1.23)

In Abb. 1.4 ist derselbe Schnitt durch den AdS-Zylinder wie in Abb. 1.2 zu
sehen, diesmal mit den durch die Poincaré-Koordinaten u, x0, x1 im Fall u > 0
und u < 0 abgedeckten Bereiche gekennzeichnet. Die Grenzfläche, die diese
Bereiche im AdS-Zylinder voneinander trennt, ist im Fall d = 2 gegeben durch
die Lösungsmenge der Gleichung sin τ + sin ρ sin θ = 0.

Ein wichtiger Punkt ist, daß der Rand ρ = π/2 bzw. u = 0 mit dem Rand
des AdS identifiziert wird; jede der beiden sich durch die Einteilung des AdS-
Zylinders ergebenen rautenförmigen Hälften der Zylinderoberfläche entspricht
dem flachen Minkowski-Raum.

Zum Schluß dieses Abschnittes sei auf zwei Tatsachen hingewiesen, die beim
AdS-Raum mit Lorentz-Signatur Probleme bereiten:

• Zum einen besitzt er auf Grund der zwei Zeitrichtungen des Einbettungs-
raumes (z0 und zd+1) keine globale kausale Struktur. So sind Kreise par-
allel zur z0-zd+1-Ebene geschlossene zeitartige Kurven, die einer solchen
kausalen Struktur widersprechen.

• Zum anderen ist er nicht global hyperbolisch, d. h. es existiert keine
Cauchy-Fläche5. Dies ist aber notwendig für die Existenz klassischer Feld-

5Eine Cauchy-Fläche ist eine Untermannigfaltigkeit, deren Tangentialräume raumartig sind,
und die von jeder kausalen, maximal fortgesetzten Kurve genau einmal geschnitten wird.
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1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

u = 0 u = 0

x0 = 0

x0 = 0

u > 0

u > 0

u < 0

u < 0

Abbildung 1.4.:

Derselbe Schnitt durch den AdS-Zylinder wie oben mit eingetragenen
Poincaré-Koordinaten u, x0, x1. (Es gilt z0 = x0/u, z1 = x1/u, z2 =
−(u2−x2

0+x2
1−1)/2u, z2 = (u2−x2

0+x2
1+1)/2u.) Die Grenze zwischen

diesen Bereichen (die Diagonalen) erhält man im Fall u = ±∞.

gleichungen, da man Cauchy-Daten auf einer Cauchy-Fläche vorgeben
will.

Das Problem der Kausalität läßt sich recht einfach dadurch umgehen, daß man
die universelle Überlagerung CAdS1,d des AdS1,d bildet. Allerdings ist auch
CAdS1,d nicht global hyperbolisch. Dieses zweite Problem läßt sich lösen, indem
man ausnutzt, daß sich – wie oben gezeigt – CAdS1,d konform in eine Hälfte des
global hyperbolischen statischen Einstein-Universums einbetten läßt [AIS78].

1.2.2. Der Euklidische AdS-Raum

Neben dem AdS-Raum mit Lorentz-Signatur AdSd,1 benutzt man häufig noch
den sog. Euklidischen Anti-de-Sitter-Raum, der eine analytische Fortsetzung
von AdSd,1 darstellt. Wir definieren:

Def. 1.3. Es sei
η := diag(1, 1, . . . , 1,−1). (1.24)

Die Raumzeit

AdSd+1 :=
(
{z ∈ Rd+2|ηµνzµzν = −1, zd+1 > 0}, η

)
(1.25)

11



1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

heißt Euklidischer AdS-Raum.

Der Euklidische AdS-Raum hat die Form einer einzelnen Schale eines zwei-
schaligen Hyperboloids (vgl. Abbildung 1.5). Seine Isometriegruppe ist SO(d+
1, 1).

z0

z1

zd+1

Abbildung 1.5.: Der AdSd+1-Raum

Im folgenden werden wir stets den Euklidischen AdS-Raum benutzen. Wir
definieren hierfür Koordinaten ganz analog zu den Poincaré-Koordinaten des
AdS1,d (s. o.) über

z+ := zd + zd+1, z := 1/z+, xi := zi/z+, (1.26)

wobei z, x0, . . . , xd−1 mit xi ∈ R und z ∈ R+ die eigentlichen Koordinaten
darstellen und z+, xd, xd+1 Hilfsvariable sind. Es gilt

z2
0 + z2

1 + . . . + z2
d − z2

d+1 = −1

⇔ x2
0 + x2

1 + . . . + x2
d − x2

d+1 = −z2. (1.27)

Mit x := (x0, . . . , xd−1) und somit x2 =
∑d−1

i=0 x2
i erhalten wir folgende Formeln

zur Umkehr der Koordinatentransformation:

zi =
xi

z
für i ∈ {0, . . . , d − 1} (1.28a)

zd =
xd

z
= − 1

2z
(z2 + x2 − 1) (1.28b)
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1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

zd+1 =
xd+1

z
=

1

2z
(z2 + x2 + 1) (1.28c)

Hierbei wurde (1.27) und
xd + xd+1 = 1 (1.29)

verwendet. Weiterhin ergibt sich:

dxd = dxd+1 (1.30)

dz+ = − 1

z2
dz (1.31)

dzi =
1

z
dxi −

xi

z2
du (1.32)

Aus der letzten Gleichung folgert also:

dz2
i =

1

z2
dx2

i − 2
xi

z3
dxidz +

x2
i

z4
dz2 (1.33)

Wir drücken nun ds2 durch die neuen Variablen aus:

ds2 = ηαβdzαdzβ

= dz2
0 + dz2

1 + . . . + dz2
d − dz2

d+1

= 1
z2

[
dx2

0 + . . . + dx2
d−1 + dx2

d − dx2
d+1︸ ︷︷ ︸

=0

−

− 1
z (2x0dx0 + . . . + 2xddxd − 2xd+1dxd+1︸ ︷︷ ︸

=−d(z2)=−2zdz

)dz+

+ 1
z2 (x2

0 + . . . + x2
d − x2

d+1︸ ︷︷ ︸
=−z2

)dz2
]

= 1
z2 (dz2 + dx2

0 + dx2
1 + . . . + dx2

d−1)

= 1
z2 δµνdxµdxν (1.34)

Hierbei ist µ, ν ∈ {z, 0, 1, . . . , d − 1} und xz := z. Die Metrik des Euklidischen
AdS-Raumes ist also gegeben durch

gµν :=
1

z2
δµν , (1.35)

und wir erhalten damit
gµν = z2δµν (1.36)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

sowie
√

g = z−1−d. (1.37)

Dem Rand {zd+1 = ∞} des einschaligen Hyperboloids entspricht {z = 0}∪{z =
∞}, wobei es sich bei {z = ∞} nur um einen einzelnen Punkt handelt, was
aus der für z = ∞ verschwindenen Metrik folgert (siehe [Wit98]). Wir können
den Rand also mit einer Sphäre Sd identifizieren. Ein wichtiger Punkt ist nun,
daß die Isometriegruppe SO(d + 1, 1) des AdSd+1 auf dem Rand wie die kon-
forme Gruppe wirkt. (Dies gilt auch für den AdS-Raum mit Lorentz-Signatur.)
Für die späteren Berechnungen bestimmen wir nun noch eine Invariante dieser
Gruppe:

Das Abstandsquadrat ũ := ηαβ(z̃−z̃′)α(z̃−z̃′)β zweier Punkte z̃, z̃′ ∈ AdSd+1

im Einbettungsraum (also das Quadrat der Länge der Sehne, die zwei Punkte
auf dem AdS miteinander verbindet) ist invariant unter der Isometriegrup-
pe SO(d + 1, 1). (Eine solche Invarianz werden wir von nun an auch als AdS-
Invarianz bezeichnen.) Wir erhalten mit z̃αz̃α = z̃′αz̃′α = −1 für diese Größe:

ũ = −2 − 2z̃αz̃′α (1.38)

Wir werden das Ergebnis nun mit Hilfe der Formeln (1.28) in den neuen Ko-
ordinaten (z, x) bzw. (z′, x′) ausdrücken. Hierzu berechnen wir

z̃αz̃′α =

∑d−1
i=0 xix

′
i − 1

2(z2 + x2 + z′2 + x′2)

zz′
(1.39)

und bekommen somit:

ũ =
−2zz′ − 2

∑d−1
i=0 xix

′
i + z2 + x2 + z′2 + x′2

zz′

=
(z − z′)2 + (x − x′)2

zz′
(1.40)

Um Übereinstimmung mit z. B. [DR02] und [DFM+99] zu erzielen, werden wir
im folgenden

u := 1
2 ũ =

(z − z′)2 + (x − x′)2

2zz′
(1.41)

als Invariante benutzen.
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Anmerkung. Die Größe u (bzw. ũ) ist eine (monotone) Funktion des geodäti-
schen Abstandes s. Es gilt :

u = 2 sinh2 s

2
(1.42)

�

1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

In diesem Kapitel werden wir die für den weiteren Verlauf der Arbeit benötigten
kovarianten freien Feldgleichungen auf dem Euklidischen AdS-Raum herleiten.
Des weiteren werden wir zeigen, daß sich die auf Grund der Kovarianz der
Feldgleichungen AdS-invarianten Lösungsräume im vektoriellen und tensoriel-
len Fall zerlegen lassen. Diese Tatsache können wir im weiteren Verlauf der
Arbeit ausnutzen.

Die Wirkung S hängt mit der Langrangedichte L über

S =

∫
ddx L(φi,Dµφi) =

∫
ddx

√
g L̃(φi,Dµφi) (1.43)

zusammen. (Das Symbol φi kennzeichnet hierbei ein Tensorfeld beliebiger Stu-
fe.) Da wir den Euklidischen AdS-Raum mit den im letzten Kapitel eingeführ-
ten Koordinaten betrachten wollen, wird (1.43) zu

S =

∫
dzddx

√
g L̃(φi,Dµφi). (1.44)

Aus L̃ wird mit Hilfe der zugehörigen Euler-Lagrange-Gleichungen

∂L̃
∂φi

− Dµ

(
∂L̃

∂(Dµφi)

)
= 0 (1.45)

die Feldgleichung bestimmt.

In allen folgenden Fällen werden wir jeweils vom allgemeinsten kovarianten L̃
ausgehen, wobei wir im vektoriellen und tensoriellen Fall, um einen besseren
Vergleich mit der Literatur zu ermöglichen, L̃ jeweils mit Hilfe der entspre-
chenden Feldstärketensoren notieren.
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

1.3.1. Skalarer Fall

L̃ ist hier gegeben durch

L̃ = 1
2gµν∂µφ∂νφ + 1

2M2φ2. (1.46)

Hiermit ergibt sich

∂L̃
∂φ

= M2φ (1.47)

sowie

∂L̃
∂(∂µφ)

= 1
2

∂

∂(∂µφ)
(gνκ∂νφ∂κφ)

= 1
2gνκ(δµ

ν ∂κφ + ∂νφδµ
κ)

= 1
2 (gµκ∂κφ + gνµ∂νφ)

= gµκ∂κφ. (1.48)

Man erhält also als Feldgleichung die Klein-Gordon-Gleichung

(−�g + M2)φ = 0, (1.49)

wobei �gφ := DκDκφ =
√

g−1∂µ(
√

g gµκ∂κφ).

1.3.2. Vektorieller Fall

Hier betrachten wir

L̃ = 1
4FµνFµν + 1

2α(Dµφµ)2 + 1
2βφµφµ (1.50)

mit

Fµν = Dµφν − Dνφµ. (1.51)

Es ergibt sich sofort:

∂L̃
∂φν

= 1
2β

∂

∂φν
(φκφµgκµ)

= 1
2βgκµ(δκ

ν φµ + φκδµ
ν )

= βgµνφµ (1.52)
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Nun berechnen wir den zweiten Teil Dµ

(
∂ eL

∂(Dµφν)

)
der Euler-Lagrange-Glei-

chung. Hierzu formen wir zuerst FµνFµν um:

FµνFµν = DµφνD
µφν − DµφνD

νφµ − DνφµDµφν + DνφµDνφµ

= 2DµφνD
µφν − 2DµφνD

νφµ (1.53)

Damit ergibt sich nun

∂

∂(Dµφν)
(FαβFαβ) =

= 2
∂

∂(Dµφν)
(gβκgαρDαφκDρφ

β − DαφβDβφα)

= 2[gβκgαρ(δµ
αδκ

ν Dρφ
β + Dαφκδµ

ρ δβ
ν ) − δµ

αδβ
ν Dβφα − Dαφβδµ

βδα
ν ]

= 4Fµ
ν . (1.54)

Desweiteren gilt:

∂

∂(Dµφν)
(Dκφκ)2 =

∂

∂(Dµφν)
(DκφκDρφ

ρ)

= δµ
κδκ

ν Dρφ
ρ + Dκφκδµ

ρ δρ
ν

= 2Dκφκδµ
ν (1.55)

Man bekommt mit diesen Ergebnissen:

Dµ

(
∂L̃

∂(Dµφν)

)
= DµDµφν − DµDνφµ + αDνDκφκ (1.56)

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, benutzen wir die Kommutatorrelati-
on (A.27).6 Nach dieser gilt

DµDνφ
µ = DνDµφµ − dgµνφµ, (1.57)

und wir können (1.56) folglich zu

Dµ

(
∂L̃

∂(Dµφν)

)
= (DκDκ + d)gµνφµ + (α − 1)DνDµφµ, (1.58)

6Die folgende
”
Zusammenfassung“ der Terme hätte alternativ auch schon beim Wirkungs-

integral mit Hilfe partieller Integration geschehen können. Dasselbe gilt auch für eine
ähnliche Situation im weiter unten beschriebenen tensoriellen Fall.
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

umformen. Schlußendlich erhalten wir also für die Feldgleichung:

(−DκDκ + β − d)gµνφµ + (1 − α)DνDµφµ = 0 (1.59)

Wir führen nun noch eine Umbenennung der Parameter durch:

(−DκDκ + M2)gµνφµ + aDνDµφµ = 0 (1.60)

Nun betrachten wir den Lösungsraum der Differentialgleichung. Nach dem
folgenden Satz kann man diesen in zwei Teile zerlegen:

Satz 1.1. Die Vektorfunktion φµ erfülle die Differentialgleichung (1.60). Dann
läßt sich φµ in zwei Summanden Vµ und Dµϕ zerlegen, wobei Vµ divergenzfrei
ist:

φµ = Vµ + Dµϕ mit DκV κ = 0 (1.61)

Die Funktion ϕ ist hierbei gegeben durch

ϕ = 1−a
M2+dDνφν (1.62)

und Vµ folglich durch

Vµ = φµ − 1−a
M2+d

DµDνφν . (1.63)

Des weiteren sind Vµ und ϕ Lösungen zweier Klein-Gordon-Gleichungen:

(
− DκDκ + M2+d

1−a

)
ϕ = 0 (1.64a)

(−DκDκ + M2)Vµ = 0 (1.64b)

Beweis. Wir zeigen zuerst
(
−DκDκ + M2+d

1−a

)
ϕ = 0. Hierzu gehen wir von der

ursprünglichen Feldgleichung (1.60) aus:

(−DκDκ + M2)gµνφµ + aDνDµφµ = 0

⇒ −DνDκDκφν + M2Dνφν + aDνDνDµφµ = 0 (1.65)

Mit (A.36) erhalten wir also:

−DκDκDνφν + d Dνφν + M2Dνφν + aDνDνDµφµ = 0

⇔
(
− DκDκ + M2+d

1−a

)
ϕ = 0 ✓ (1.66)
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Als nächstes soll (−DκDκ +M2)Vµ = 0 gezeigt werden, wobei wir im zweiten
Schritt auf die Differentialgleichung (1.60) zurückgreifen und später noch die
Kommutatorrelation (A.31) verwenden:

(−DκDκ + M2)Vµ =

= (−DκDκ + M2)
(
φµ − 1−a

M2+dDµDνφν
)

= −aDµDνφν − (−DκDκ + M2) 1−a
M2+d

DµDνφ
ν

= −
(
a + M2(1−a)

M2+d

)
DµDνφ

ν + 1−a
M2+d

DκDκDµDνφν

= −
(
a + M2(1−a)

M2+d

)
DµDνφ

ν + 1−a
M2+d

(DµDκDκDνφν − d DµDνφν)

= Dµ

(
− 1 + 1−a

M2+d
DκDκ

)
Dνφ

ν

= Dµ

(
DκDκ − M2+d

1−a

)
ϕ

= 0 ✓ (1.67)

Zum Schluß beweisen wir noch die Behauptung, daß Vµ divergenzfrei ist:

DκV κ = Dκφκ − 1−a
M2+d

DκDκDνφ
ν

=
(
− DκDκ + M2+d

1−a

)
ϕ

= 0 ✓ (1.68)

Anmerkung. Man vergleiche diesen Satz mit dem aus der Elektrodynamik be-
kannten Zerlegungssatz, daß Vektorfelder, die einschließlich ihrer Ableitungen
im Unendlichen mit hinreichend hoher Ordnung gegen Null streben, geschrie-
ben werden können als Summe eines rotationsfreien und eines divergenzfreien
Anteiles (siehe hierzu z. B. [Nol00], S. 33 ff.). �

1.3.3. Tensorieller Fall

Wir setzen hier

L̃ = 1
12FµνκFµνκ + αDµφ ν

ν Dµφ κ
κ + βDµφµ

νDνφ κ
κ +

+ γDµφµ
νDκφκν + δφµνφµν + ε(φ µ

µ )2 (1.69)

19



1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

mit

Fµνκ = Dµφνκ + Dνφκµ + Dκφµν (1.70)

an, wobei φµν = φνµ gelte.

Zuerst werden wir ∂ eL
∂φνκ berechnen. Hierfür nutzen wir

∂φαβ

∂φνκ
=

1

2
(δα

ν δβ
κ + δβ

ν δα
κ ). (1.71)

Es ergibt sich:

∂

∂φνκ
φαβφαβ =

∂

∂φνκ
(gραgλβφρλφαβ)

= 1
2gραgλβ(δρ

νδλ
κ + δλ

ν δρ
κ)φαβ + 1

2gραgλβφρλ(δα
ν δβ

κ + δβ
ν δα

κ )

= 2φνκ (1.72)

und

∂

∂φνκ
(φ α

α )2 =
∂

∂φνκ
(φ α

α φ β
β )

=
∂

∂φνκ
(φραφλβgραgλβ)

= 1
2(δρ

νδα
κ + δα

ν δρ
κ)φλβgραgλβ + 1

2φρα(δλ
ν δβ

κ + δβ
ν δλ

κ)gραgλβ

= 2gνκφ α
α (1.73)

Also:
∂L̃

∂φνκ
= 2δφνκ + 2εgνκφ γ

γ (1.74)

Als nächstes soll Dµ

(
∂ eL

∂(Dµφνκ)

)
bestimmt werden. Es gilt folgende Identität:

FµνκFµνκ = DµφνκDµφνκ + DµφνκDνφκµ + DµφνκDκφµν+

+ DνφκµDµφνκ + DνφκµDνφκµ + DνφκµDκφµν+

+ DκφµνDµφνκ + DκφµνDνφκµ + DκφµνD
κφµν

= 3DµφνκDµφνκ + 3DµφνκDνφκµ + 3DµφνκDκφµν

= 3DµφνκDµφνκ + 6DµφνκDνφκµ (1.75)
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Der letzte Schritt ist hierbei durch

DµφνκDκφµν = DκφµνDµφνκ = DκφµνDµφνκ = DµφνκDνφκµ (1.76)

begründet. Mit diesem Ergebnis berechnen wir nun:

∂

∂(Dµφνκ)
FαβγFαβγ =

=
∂

∂(Dµφνκ)
(3DαφβγDλφρσgλαgρβgσγ + 6DαφβγDβφραgργ)

= 3
2δµ

α(δβ
ν δγ

κ + δγ
ν δβ

κ)Dλφρσgλαgρβgσγ+

+ 3
2Dαφβγδµ

λ(δρ
νδσ

κ + δσ
ν δρ

κ)gλαgρβgσγ+

+ 6
2δµ

α(δβ
ν δγ

κ + δγ
ν δβ

κ)Dβφραgργ+

+ 6
2Dαφβγδµ

β (δρ
νδα

κ + δα
ν δρ

κ)gργ

= 6Fµ
νκ (1.77)

Weiterhin erhalten wir für die restlichen drei relevanten Terme:

∂

∂(Dµφνκ)
(Dαφ β

β Dαφ γ
γ ) =

=
∂

∂(Dµφνκ)
(DαφρβDσφλγgρβgσαgλγ)

= 1
2δµ

α(δρ
νδβ

κ + δβ
ν δρ

κ)Dσφλγgρβgσαgλγ + 1
2Dαφρβδµ

σ (δλ
ν δγ

κ + δγ
ν δλ

κ)gρβgσαgλγ

= 2gνκDµφ γ
γ (1.78)

∂

∂(Dµφνκ)
(Dαφα

βDβφ γ
γ ) =

=
∂

∂(Dµφνκ)
(DαφαβDβφλγgλγ)

= 1
2δµ

α(δα
ν δβ

κ + δβ
ν δα

κ )Dβφλγgλγ + 1
2Dαφαβδµ

β(δλ
ν δγ

κ + δγ
ν δλ

κ)gλγ

= 1
2δµ

ν Dκφ γ
γ + 1

2δµ
κDνφ

γ
γ + gνκDαφαµ (1.79)

∂

∂(Dµφνκ)
(Dαφα

βDγφγβ) =
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

=
∂

∂(Dµφνκ)
(DαφαβDγφγλgλβ)

= 1
2δµ

α(δα
ν δβ

κ + δβ
ν δα

κ )Dγφγλgλβ + 1
2Dαφαβδµ

γ (δγ
ν δλ

κ + δλ
ν δγ

κ)gλβ

= δµ
ν Dγφγ

κ + δµ
κDγφγ

ν (1.80)

Fassen wir die letzten Ergebnisse zusammen, so erhalten wir:

Dµ

(
∂L̃

∂(Dµφνκ)

)
=

= 1
2DµDµφνκ + 1

2DµDκφµ
ν + 1

2DµDνφµ
κ + 2αgνκDµDµφ λ

λ +

+ 1
2β(δµ

ν DµDκφ λ
λ + δµ

κDµDνφ λ
λ + 2gνκDµDλφλµ)+

+ γ(δµ
ν DµDλφλ

κ + δµ
κDµDλφλ

ν)

= 1
2DµDµφνκ + 1

2DµDκφµ
ν + 1

2DµDνφµ
κ + 2αgνκDµDµφ λ

λ +

+ β(DνDκφ λ
λ + gνκDµDλφλµ)+

+ γ(DνDλφλ
κ + DκDλφλ

ν)

(1.81)

Hierbei haben wir [Dν ,Dκ]φ λ
λ = 0 ausgenutzt.

Unser Ziel ist es nun, den zweiten und dritten Summanden von (1.81) mit
dem γ-Term zu verrechnen.7 Aus (A.29) ergibt sich

DµDνφµ
κ = DνDµφµ

κ − (d + 1)φνκ + gνκφ µ
µ (1.82)

und damit

DµDκφµ
ν + DµDνφµ

κ = DνDµφµ
κ + DκDµφµ

ν − 2(d + 1)φνκ + 2gνκφ µ
µ .

(1.83)

Mit dieser Gleichung läßt sich (1.81) schreiben als

Dµ

(
∂L̃

∂(Dµφνκ)

)
=

= 1
2(DµDµ − 2d − 2)φνκ + 2αgνκDµDµφ λ

λ +

+ β(DνDκφ λ
λ + gνκDµDλφλµ)+

+ 1
2(2γ + 1)(DνDλφλ

κ + DκDλφλ
ν) + 2gνκφ λ

λ .

(1.84)

7Siehe Fußnote im vektoriellen Fall.
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Die gesuchte Feldgleichung ergibt sich hiermit und mit (1.74) also schließlich
zu

(−DµDµ + 4δ + 2d + 2)φνκ − 4αgνκDµDµφ λ
λ −

− 2β(DνDκφ λ
λ + gνκDµDλφλµ)−

− (2γ + 1)(DνDλφλ
κ + DκDλφλ

ν) + (4ε − 2)gνκφ λ
λ = 0.

(1.85)

Auch hier benennen wir wie im vektoriellen Fall noch die Parameter um:

(−DκDκ + M2)gµρgνσφρσ + agµνDκDκgρσφρσ+

+ b(DµDνgρσ + gµνDρDσ)φρσ+

+ c(DµDρgνσ + DνDσgµρ)φ
ρσ + egµνgρσφρσ = 0

(1.86)

Anmerkung. Erstaunlicherweise erhalten wir aus der allgemeinsten Lagrange-
dichte nicht die allgemeinste Differentialgleichung zweiter Ordnung, bei der
wir für DµDνgρσ und gµνDρDσ unterschiedliche Koeffizienten ansetzen würden.

�

Es läßt sich nun zeigen, daß der Lösungsraum der Feldgleichung wie im vek-
toriellen Fall in mehrere Anteile zerfällt:

Satz 1.2. Die symmetrische Tensorfunktion φµν erfülle die Differentialglei-
chung (1.86). Dann läßt sich φµν in vier Summanden Cµν , DµBν + DνBµ,
DµDνA1 und gµνA2 zerlegen, wobei Cµν eine divergenz- und spurfreie sym-
metrische Tensorfunktion und Bµ eine divergenzfreie Vektorfunktion ist; die
Größen A1 und A2 sind skalare Funktionen:

φµν = Cµν + DµBν + DνBµ + DµDνA1 + gµνA2 (1.87)

mit

DµCµν = 0, C µ
µ = 0, Cµν = Cνµ, DµBµ = 0 (1.88)

Sowohl Cµν als auch Bµ lösen Klein-Gordon-Gleichungen:

(−DκDκ + M2)Cµν = 0 (1.89a)
(
− DκDκ + 2+M2

1−c + d
)
Bµ = 0 (1.89b)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

Des weiteren lassen sich die Funktionen A1 und A2 darstellen als Linearkom-
binationen von Lösungen ϕ̃1, ϕ̃2 zweier Klein-Gordon-Gleichungen,8 also

A1 = α1ϕ̃1 + α2ϕ̃2, A2 = β1ϕ̃1 + β2ϕ̃2 (1.90)

mit

(−DκDκ + m2
1)ϕ̃1 = 0, (−DκDκ + m2

2)ϕ̃2 = 0. (1.91)

Hierbei sind ϕ̃1 und ϕ̃2 selbst und somit auch A1, A2 darstellbar als Linear-
kombinationen der Größen φ µ

µ und DµDνφµν .

Beweis. Unser Ziel ist es, zu zeigen, daß eine Zerlegung der Art (1.87) existiert,
wobei wir die Eigenschaften (1.88) bis (1.91) fordern. Hierzu bilden wir zuerst
die Spur der Differentialgleichung (1.86):

[−1 + a(d + 1) + b]DκDκφ µ
µ + [M2 + e(d + 1)]φ µ

µ +

+ [b(d + 1) + 2c]DµDνφµν = 0
(1.92)

Wenden wir hingegen Dµ auf die Differentialgleichung an, so erhalten wir mit
den entsprechenden Kommutatorrelationen (A.40), (A.31) und (A.27) die Glei-
chung:

(c − 1)DκDκDµφµν + [2 + M2 + d(1 − c)]Dκφκν+

+ (e + ad − 2)Dνφ κ
κ + (a + b)DκDκDνφ

ρ
ρ + (b + c)DνDρDσφρσ = 0

(1.93)

Und nach Anwenden von Dν auf dieses Ergebnis bekommen wir mit (A.36):

(−1 + b + 2c)DκDκDµDνφ
µν + (2d + 2 + M2 − 2cd)DµDνφµν+

+ (e − 2 − bd)DκDκφ µ
µ + (a + b)DκDκDρD

ρφ µ
µ = 0

(1.94)

Wir haben also zwei gekoppelte Differentialgleichungen (1.92) und (1.94) bzgl.
φ µ

µ und DµDνφµν bekommen. Bevor wir weiterrechnen schreiben wir diese mit
den Abkürzungen

ϕ1 := φ µ
µ , ϕ2 := DµDνφµν , (1.95)

M2
1 :=

M2 + e(d + 1)

1 − a(d + 1) − b
, M2

2 :=
2d + 2 + M2 − 2cd

1 − b − 2c
, (1.96)

8Zur genauen Bedeutung der Symbole siehe Beweis.
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

A :=
b(d + 1) + 2c

1 − a(d + 1) − b
, B :=

e − 2 − bd

1 − b − 2c
, C :=

a + b

1 − b − 2c
(1.97)

in einer übersichtlicheren Form:

(−DκDκ + M2
1 )ϕ1 + Aϕ2 = 0 (1.98)

(−DκDκ + M2
2 )ϕ2 + BDκDκϕ1 + CDκDκDρD

ρϕ1 = 0 (1.99)

Nun lösen wir die erste der beiden Gleichungen nach ϕ2 auf und setzen das
Ergebnis in die zweite ein. Wir erhalten damit folgende Differentialgleichung
für ϕ1: (

− DκDκ +
M2

1+M2
2+AB

1−AC

)
DρD

ρϕ1 − M2
1M2

2

1−AC ϕ1 = 0 (1.100)

Oder anders geschrieben

(−DκDκ + m2
1)(−DρD

ρ + m2
2)ϕ1 = 0 (1.101)

mit
m2

1 + m2
2 :=

M2
1 +M2

2+AB
1−AC und m2

1m
2
2 :=

M2
1 M2

2

1−AC . (1.102)

Wir machen nun den Ansatz

ϕ1 = ϕ̃1 + ϕ̃2 (1.103)

mit
(−DκDκ + m2

1)ϕ̃1 = 0, (−DκDκ + m2
2)ϕ̃2 = 0. (1.104)

Weiterhin berechnen wir hiermit und mit Gleichung (1.98):

ϕ2 = −A−1(−DκDκ + M2
1 )(ϕ̃1 + ϕ̃2)

=
m2

1 − M2
1

A
ϕ̃1 +

m2
2 − M2

1

A
ϕ̃2 (1.105)

Mit den Gleichungen (1.103) und (1.105) lassen sich nun ϕ̃1 und ϕ̃1 als Line-
arkombinationen von ϕ1 und ϕ2 angeben:

ϕ̃1 = +
m2

2 − M2
1

m2
2 − m2

1

ϕ1 −
A

m2
2 − m2

1

ϕ2 (1.106)

ϕ̃2 = −m2
1 − M2

1

m2
2 − m2

1

ϕ1 +
A

m2
2 − m2

1

ϕ2 (1.107)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

Man überzeugt sich mit Hilfe der Relationen (1.98) und (1.101) leicht, daß ϕ̃1

und ϕ̃2 tatsächlich Lösungen der Klein-Gordon-Gleichungen (1.104) sind.

Wie mit Hilfe von ϕ̃1 und ϕ̃2 die Funktionen A1 und A2 dargestellt werden
können, werden wir weiter unten sehen. Vorher werden wir jedoch versuchen,
einen Ausdruck für Bµ zu finden:

Aus Gleichung (1.93) ergibt sich mit

M2
v :=

2 + M2

1 − c
+ d (1.108)

und i = 1, 2 die folgende Gleichung:

(−DκDκ + M2
v )Dµφµν =

=
1

c − 1
[(e + ad − 2)Dνφ κ

κ + (a + b)DκDκDνφ ρ
ρ + (b + c)DνDρDσφρσ]

=
1

c − 1
Dν

[
(e + ad − 2)φ κ

κ + (a + b)(DκDκ − d)φ ρ
ρ +

+ (b + c)

(
m2

1 − M2
1

A
ϕ̃1 +

m2
2 − M2

1

A
ϕ̃2

)]

=
∑

i

1

c − 1

[
e − bd − 2 + (a + b)m2

i + (b + c)
m2

i − M2
1

A

]

︸ ︷︷ ︸
:=ai

Dν ϕ̃i (1.109)

Diese formen wir mit Hilfe von

(−DκDκ + M2
v )Dν ϕ̃i = Dν(−DκDκ + M2

v + d)ϕ̃i

= (M2
v + d − m2

i )Dν ϕ̃i

⇔ Dν ϕ̃i =
1

M2
v + d − m2

i

(−DκDκ + M2
v )Dν ϕ̃i (1.110)

weiter um:

(−DκDκ + M2
v )

(
Dµφµν − a1

M2
v + d − m2

1

Dνϕ̃1 −
a2

M2
v + d − m2

2

Dνϕ̃2

︸ ︷︷ ︸
=:Xν

)
= 0

(1.111)
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Wir werden nun DνXν = 0 zeigen. Hierzu rechnen wir:

DνXν =

= ϕ2 −
a1

M2
v + d − m2

1

DνDνϕ̃1 −
a2

M2
v + d − m2

2

DνDν ϕ̃2

=

(
m2

1 − M2
1

A
− a1m

2
1

M2
v + d − m2

1

)
ϕ̃1 +

(
m2

2 − M2
1

A
ϕ̃2 −

a2m
2
2

M2
v + d − m2

2

)
ϕ̃2

(1.112)

Man kann nun durch eine längere, aber mathematisch unproblematische Rech-
nung zeigen, daß sich für die Koeffizienten Null ergibt.9 Es gilt also wie vermutet

DνXν = 0. (1.113)

Die Vektorfunktion Xµ löst folglich die Klein-Gordon-Gleichung bzgl. der Mas-
se Mv und ist divergenzfrei, sie ist also ein guter Kandidat für Bµ. Es besteht
allerdings noch die Frage bzgl. der Normierung.

Wir setzen nun

Bµ :=
1

M2
v − d

Xµ (1.114)

an und zeigen, daß dies tatsächlich die richtige Wahl für Bµ ist. Hierzu be-
trachten wir

Cµν = φµν−(DµBν+DνBµ)−DµDν(α1ϕ̃1 + α2ϕ̃2︸ ︷︷ ︸
=A1

)−gµν(β1ϕ̃1 + β2ϕ̃2︸ ︷︷ ︸
=A2

) (1.115)

unter der Prämisse der Spur- und Divergenzfreiheit. Die Tensorfunktion Cµν

sollte, die richtigen αi und βi vorausgesetzt, die Klein-Gordon-Gleichung bzgl.
der Masse M lösen.

Wir werden zuerst die Koeffizienten αi, βi aus den Forderungen DµCµν = 0
und C µ

µ = 0 bestimmen. Es ergibt sich

DµCµν =

= Dµφµν +
1

d − M2
v

(DµDµXν + DµDνXµ)−

− (DνDµDµ − dDν)(α1ϕ̃1 + α2ϕ̃2) − Dν(β1ϕ̃1 + β2ϕ̃2)

9Hier, genauso wie bei ähnlichen Rechnungen später im Beweis, bietet sich die Verwendung
eines Computer-Algebraprogrammes an.
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= Dµφµν +
1

d − M2
v

(M2Xν − dXν)−

− α1(m
2
1 − d)Dν ϕ̃1 − α2(m

2
2 − d)Dν ϕ̃2 − β1Dν ϕ̃1 − β2Dν ϕ̃2

= b1Dν ϕ̃1 + b2Dνϕ̃2−
− [α1(m

2
1 − d) + β1]Dν ϕ̃1 − [α2(m

2
2 − d) + β2]Dν ϕ̃1,

(1.116)

wobei im letzten Schritt

Xν = Dµφµν − b1Dνϕ̃1 − b2Dνϕ̃2 (1.117)

mit
bi :=

ai

M2
v + d − m2

i

(1.118)

benutzt wurde. Es muß also auf Grund der Divergenzfreiheit

αi(m
2
i − d) + βi = bi (1.119)

gelten. Für die Spur von Cµν erhält man hingegen:

C µ
µ = φ µ

µ − (m2
1α1ϕ̃1 + m2

2α2ϕ̃2) − (d + 1)(β1ϕ̃1 + β2ϕ̃2)

= ϕ̃1 + ϕ̃2 − [m2
1α1 + (d + 1)β1]ϕ̃1 − [m2

2α2 + (d + 1)β2]ϕ̃2 (1.120)

Wir bekommen also als weitere Forderung an die Koeffizienten

m2
i αi + (d + 1)βi = 1. (1.121)

Auflösen des so erhaltenden Gleichungsystems liefert:

αi =
(d + 1)bi − 1

dm2 − d2 − d
, βi =

m2(1 − bi) − d

dm2 − d2 − d
(1.122)

Nun wenden wir den Klein-Gordon-Operator bzgl. der Masse M auf Cµν an.
Es sollte sich unserer Vermutung nach Null ergeben. Dabei benutzen wir die
Kommutatorrelationen (A.33) und (A.34) aus dem Anhang:

(−DκDκ − M2)Cµν =

= (−DκDκ − M2)φµν + 1
d−M2

v
(−DκDκ + M2)(DµXν + DνXµ)−

−
∑

i

(−DκDκ + M2)(αiDµDν ϕ̃i + βigµν ϕ̃i)
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= (−DκDκ − M2)φµν+

+ 1
d−M2

v
[Dµ(−DκDκ + M2 + 2 + d)Xν + Dν(−DκDκ + M2 + 2 + d)Xµ]−

−
∑

i

{
αi[−m2

i DµDνϕ̃i + 2(d + 1)DµDν ϕ̃i − 2gµνm2
i ϕ̃i + M2DµDνϕ̃1]+

+ βigµν(−m2
i − M2)ϕ̃i

}
= (∗) (1.123)

Benutzt man die ursprüngliche Differentialgleichung (1.86), um den ersten

Summanden zu ersetzen, so erhält man unter Verwendung von M2−M2
v +2+d

d−M2
v

= c
weiter:

(∗) = −c(DµDκφκ
ν + DνDκφκ

µ) − b(DµDνφ
κ

κ + gµνDµDνφµν)

− agµνDκDκφ µ
µ − egµνφ κ

κ + M2−M2
v+d+2

d−M2
v

(DµXν + DνXµ)+

+
∑

i

{
αi[m

2
i − 2(d + 1) − M2]DµDνϕ̃i+

+ 2αim
2
i gµν ϕ̃i − βi(M

2 − m2
i )gµν ϕ̃i

}

=
∑

i

{[
− b + αi

(
m2

i − 2(d + 1) − M2
)
− 2cbi

]
DµDν ϕ̃i+

+
[
− b

m2
i −M2

i

A − am2
i − e + 2αim

2
i − βi(M

2 − m2
i )
]
gµν ϕ̃i

} (1.124)

Dieser Ausdruck läßt sich nun durch Einsetzen der Resultate für mi sowie
αi und βi bestimmen. Es ergibt sich, daß die Koeffizienten der DµDν ϕ̃i- und
der gµν ϕ̃i-Terme tatsächlich identisch Null sind.10 Damit ist die Behauptung
bewiesen.

10Zur Berechnung der Koeffizienten wurde Mathematica eingesetzt.
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1.4. Die AdS-CFT-Korrespondenz

1997 postulierte Maldacena in [Mal98] eine Äquivalenz zwischen Supergravi-
tations- bzw. Stringtheorien auf dem Produkt eines d + 1-dimensionalen AdS-
Raumes mit einer kompakten Mannigfaltigkeit und konform invarianten Quan-
tenfeldtheorien auf dem d-dimensionalen Rand des AdS-Raumes. Ein Beispiel
hierfür, auf das auch [Mal98] aufbaut, ist eine Super-Yang-Mills-Theorie in
vier Dimensionen, die äquivalent zu einer Typ-IIB-Superstring-Theorie auf dem
AdS×S5 ist. Dieses Konzept der Dualität zwischen dem AdS-Raum selbst und
seinem Rand, das von Maldacena noch nicht vollständig ausformuliert wor-
den war, wurde in recht schnell folgenden Arbeiten von Witten [Wit98] und
Gubser, Klebanov, Polyakov [GKP98] weiter ausgearbeitet.

Später stellte sich heraus, daß diese Dualität auch zwischen Theorien dessel-
ben Typs existent ist, also beispielsweise für Quantenfeldtheorien sowohl auf
dem AdS-Raum selbst als auch auf seinem Rand. Genauer ergab sich, daß wenn
auf dem AdS-Raum ein Quantenfeld durch Wightman-Distributionen gegeben
ist, Wightman-Distributionen eines konformen Quantenfeldes auf dem Rand
gewonnen werden können (siehe hierzu die Arbeit von Bertola, Bros, Mo-

schella und Schaeffer [BBMS00]). Und andersherum wurde in [Reh00] von
Rehren gezeigt, daß auch die Rekonstruktion einer AdS-Theorie anhand einer
konformen Theorie auf dem Rand möglich ist (

”
Algebraische Holographie“).

Heute versteht man unter
”
AdS-CFT-Korrespondenz“ den gesamten Kom-

plex von Äquivalenzen zwischen Theorien auf dem AdS-Raum und seinem
Rand. Absolut grundlegend für alle diese Zusammenhänge ist die Tatsache, daß
die Symmetriegruppe des AdS-Raumes SO(d, 2) bzw. euklidisch SO(d + 1, 1)
der konformen Gruppe des Randes entspricht.
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2.1. Überblick

Formale euklidische Funktionalintegrale der Form

Z(f) =

∫
Dφ e−I(φ)δ(φ0 − f), (2.1)

wobei φ0 der Randwert von φ ist, dienen gemäß [GKP98,Wit98] in der AdS-
CFT-Korrespondenz als erzeugende Funktionale

〈e
R
Of 〉 = Z(f)/Z(0) (2.2)

zur Konstruktion von Korrelationsfunktionen für das konforme Quantenfeld O
auf dem Rand des AdS-Raumes, dem sog. dualen Feld.

Anmerkung. Funktionalintegrale der Form (2.1) stammen ursprünglich aus der
String-Theorie. �

Es kann gezeigt werden, daß die sog. Bulk-to-Boundary-Propagatoren, die
man aus dieser dualen Beschreibung erhält, mit den sog. Bulk-to-Bulk-Pro-
pagatoren bis auf konstante Vorfaktoren übereinstimmen, wenn man eine der
Bulk-Koordinaten gegen den Rand streben läßt (siehe z. B. [BDHM98]). Anders
ausgedrückt sind die dualen Greenschen Funktionen Randlimiten von Green-
schen Funktionen des Bulks, was impliziert, daß auch die dualen konformen
Felder Randlimiten der Bulk-Felder sind. (Auf Grund des Auftretens von Rand-
werten im Funktionalintegral muß, im Gegensatz zu

”
normalen“ Funktional-

integralen auf dem Minkowski-Raum, zwischen verschiedenen Propagatorar-
ten unterschieden werden. Was genau unter

”
Bulk-to-Boundary-Propagatoren“

und
”
Bulk-to-Bulk-Propagatoren“ zu verstehen ist, werden wir weiter unten se-

hen.)
Da die Korrelationsfunktionen, die mit dieser dualen Beschreibung berech-

net werden, alle Eigenschaften
”
normaler“ Korrelationsfunktionen zu besitzen
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scheinen (siehe z. B. [Kni02] oder auch die Einleitung von [DR02] und die dort
angegebene Literatur), ergibt sich die Vermutung, daß das erzeugende Funk-
tional evtl. auch darstellbar ist als ein Funktional, bei dem das Feld auf die in
der Feldtheorie gewöhnliche Art und Weise an eine Quelle gekoppelt ist, also

〈e
R

φ0f 〉 = Z̃(f)/Z̃(0) (2.3)

mit

Z̃(f) =

∫
Dφ e−I(φ)e

R
φ0f . (2.4)

2.2. Zusammenfassung von [DR02]

Die sich nun ergebene Frage ist, inwieweit die beiden, auf den ersten Blick sehr
verschiedenen, formalen Funktionalintegrale (2.1) und (2.4), und damit auch
die Felder O und φ0 miteinander zusammenhängen. Dieses Problem wurde von
Dütsch und Rehren in [DR02] behandelt. Das Vorgehen in diesem Artikel
und die Resultate wollen wir nun zusammenfassen:

In [DR02] wird zuerst der AdS-Raum durch ein Gitter und die reellen Funk-
tionen φα(x) (mit einem Multiindex α) durch ein N -Tupel φ = (φi)i=1,...,N ∈ RN

ersetzt. Durch diesen Trick werden formale Funktionalintegrale zu wohldefinier-
ten endlichdimensionalen (Gaußschen) Integralen, die die folgenden Schritte
rigoros rechtfertigen. Dabei wird die Numerierung so gewählt, daß i = 1, . . . , n
die Boundary-Variablen und i = n+1, . . . ,N die Bulk-Variablen kennzeichnen.
Mit

e =

(1n

0

)
∈ RN×n, (2.5)

also e : Rn → RN , wird eine Einbettung der Randwerte des Feldes in den
Raum der Integrationsvariablen definiert und weiterhin mit

et =
(1n 0

)
∈ Rn×N (2.6)

die Adjungierte von e gekennzeichnet; es gilt also φ0 = etφ ∈ Rn.

Die Wirkung ist gegeben durch

I(φ) = 1
2 (φ,Aφ) + V (φ), (2.7)

32



2.2. Zusammenfassung von [DR02]

wobei ihr quadratischer Anteil durch eine symmetrische positiv definite Matrix
A ∈ RN×N gegeben ist, und ein beliebiges Potential der Form

V (φ) =
∑

i

v(φi) (2.8)

angesetzt wird.

Für die Funktionalintegrale Z̃(f) und Z(f) mit f ∈ Rn ergibt sich hiermit
nach einiger Umformung

Z̃(f) = e
1
2
(f,αf)

∫
Dφ′e−

1
2
(Aφ′,φ′)−V (φ′+A−1ef) (2.9)

bzw.

Z(f) = e−
1
2
(f,α−1f)

∫
D(E⊥φ)e−

1
2
(E⊥φ,AE⊥φ)−V (E⊥φ+A−1(eα−1f)) (2.10)

mit

α := etA−1e ∈ Rn×n (2.11)

sowie

E⊥ := 1N − E, wobei E := eet. (2.12)

E ist die Projektion auf den Rand, E⊥ die auf den Bulk. Es läßt sich also
schreiben:

φ = Eφ + E⊥φ = eφ0 + E⊥φ (2.13)

Aus dieser Darstellung der Funktionalintegrale können die diagrammatischen
Regeln abgelesen werden (siehe hierzu auch Abbildung 2.1):

Die Vertizes sind durch die polynomiale Struktur des Potentiales gegeben.
Jeder Vertex besitzt (bedingt durch die Verschiebung des Argumentes von V )
innere Linien, die den Zusammenhang mit der Integrationsvariablen symboli-
sieren, sowie äußere Linien für externe Variable f . Der Bulk-to-Bulk-Propagator
verbindet in den Graphen zwei Vertizes miteinander und ist gegeben durch das
Inverse der Matrix im Skalarprodukt im Argument der Exponentialfunktion
des entsprechenden Integrals. Der Bulk-to-Boundary-Propagator, der diagram-
matisch durch äußere Linien (also Linien die f mit einem Vertex verbinden)
repräsentiert wird, entspricht dem Koeffizienten von f im Argument von V .
Die Tree-Level-Zweipunktfunktion schließlich ist die Matrix im Skalarprodukt
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2. Die Funktionalintegrale

der Vorfaktoren der Integrale und wird symbolisiert durch eine einzelne Linie,
die zwei f miteinander verbindet.

Für Z̃(f) ergeben sich der Bulk-to-Bulk-Propagator und der Bulk-to-Boun-
dary-Propagator zu

G = A−1 bzw. H = Ge. (2.14)

Weiterhin gilt

α = etH. (2.15)

Für Z(f) muß beachtet werden, daß, da über E⊥φ integriert wird, der Bulk-
to-Bulk-Propagator verschwindende Rand-Komponenten besitzen muß:

EΓ = 0 = ΓE (2.16)

Auf dem Bulk E⊥RN sollte er jedoch das Inverse von A sein:

E⊥AΓ = E⊥ = ΓAE⊥ (2.17)

Hiermit kann Γ zu

Γ = G − Geα−1etG (2.18)

bestimmt werden. Weiterhin ist der Bulk-to-Bulk-Propagator durch

K = Geα−1 = Hα−1 (2.19)

gegeben, was äquivalent zu den Bedingungen

etK = 1n und E⊥AK = 0 (2.20)

ist. Letztere Formel gilt auch für H, was sich direkt durch Einsetzen von H =
Ge ergibt:

E⊥AH = 0 (2.21)

Die über diese diskrete Betrachtung des Problems gewonnenen Formeln wer-
den nun in [DR02] auf den kontinuierlichen Fall skalarer bzw. vektorieller Felder
φ übertragen. A wird zu einem Differentialoperator und G = A−1 zur zugehöri-
gen Greenschen Funktion G(z, x; z′, x′) (mit den Koordinaten z, x bzw. z′, x′

wie in Abschnitt 1.2.2 definiert), für die sich zwei Möglichkeiten G+ und G−
ergeben.
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2.2. Zusammenfassung von [DR02]

Anmerkung. Die Existenz zweier Greenscher Funktionen ist essentiell für das
vorliegende Problem, da wir durch die Wahl der Greenschen Funktion festlegen,
über welchen Funktionenraum bei den Funktionalintegralen integriert wird.
Dabei wird zu beachten sein, daß bei den beiden Funktionalintegralen über
unterschiedliche Funktionenräume integriert wird, um wohldefinierte Feynman-
Regeln zu erhalten. �

Weiterhin gelten folgende Entsprechungen, die wir später benötigen werden:

Gitter Kontinuum

H = Ge =⇒ lim
z′→0

z′n−∆+P ′G+ = H+

etK = 0 =⇒ lim
z→0

zn−∆−PK− = δ

E⊥AK = 0 =⇒ (−DκDκ + M2)K− = 0 auf Bulk

bzw. E⊥AH = 0 =⇒ (−DκDκ + M2)H+ = 0 auf Bulk

(2.22a)

(2.22b)

(2.22c)

(2.22d)

Hierbei ist limz→0 zn−∆± bzw. limz′→0 z′n−∆± der sog. AdS-(Rand-)Limes im
Falle von Tensorfeldern n-ter Stufe, und P ist die Projektion auf die Komponen-
ten der ungestrichenen Bulk-Koordinaten sowie P ′ die auf die Komponenten
der gestrichenen. Die Größe ∆± hat die Bedeutung einer Skalendimension der
Randfelder (vergleiche hierzu Abschnitt 3.1). Es gilt

∆± :=
d

2
±
√

d2

4
+ M2 + n. (2.23)

Warum ein solcher Limes gewählt wird, werden wir im nächsten Kapitel in
Abschnitt 3.1 sehen, wo wir den skalaren, den vektoriellen und den tensoriellen
Fall einzeln behandeln werden. (Zur Definition der Masse siehe die entspre-
chenden Feldgleichungen in Abschnitt 1.3.) Das Symbol δ steht hier für die
an den AdS-Raum und den jeweiligen Fall angepaßte δ-Funktion (die sich aus
mehreren

”
normalen“ δ-Funktionen zusammensetzt).

Zu einer Abweichung zum diskreten Fall kommt es bei der Bestimmung von Γ
bzw. K. Es wird nicht β := −α−1 berechnet, da dieser Schritt mit divergenten
Integrationen verbunden wäre, sondern stattdessen auf die oben angegebenen
charakterisierenden Gleichungen zurückgegriffen.

Schließlich kann in [DR02] gezeigt werden, daß alle Propagatoren bis auf
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2. Die Funktionalintegrale

+
∑ H

HH

H

G

Gf

f f f

ff

α

(a) Graphen für eZ(f)

+
∑ K

KK

K

Γ

Γf

f f f

ff

β

(b) Graphen für Z(f)

Abbildung 2.1.: Typische Graphen für Z̃(f) bzw. Z(f)

Faktoren identisch sind:

Γ−(z, x; z′, x′) = G+(z, x; z′, x′) (Bulk-to-Bulk-Propagatoren) (2.24a)

K−(z, x;x′) = cH+(z, x;x′) (Bulk-to-Boundary-Propagatoren) (2.24b)

β−(x;x′) = c2α+(x;x′) (Tree-Level-Zweipunktfunktionen) (2.24c)

Folglich wird also bei beiden Integralen nicht nur über dieselben Graphen,
sondern auch – bis auf Faktoren – dieselben Propagatoren summiert (vgl. Ab-
bildung 2.1). Da bei den Koeffizienten c k die Potenz k genau der Anzahl der
jeweiligen Quellterme f entspricht, ergibt sich

Z−(f) = Z̃+(c · f) und damit O−(x) = c · φ+
0 (x). (2.25)

In [DR02] gelingt es, diese Äquivalenz der Propagatoren auf eine Bedingung
an c(∆) zu reduzieren (wobei c zu einer Funktion der Skalendimension der
Randfelder ∆+ fortgesetzt wurde), nämlich

c(d − ∆+) = −c(∆+). (2.26)
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Dies ist die Forderung an c(∆), die erfüllt sein muß, damit (2.24c) gilt. Die
anderen beiden Relationen (2.24a) und (2.24b) können aus den im diskreten
Fall gewonnenen algebraischen Gleichungen hergeleitet werden und sind somit
automatisch richtig. Interessanterweise ergibt sich sowohl im skalaren als auch
im vektoriellen Fall dieselbe Formel

c = c(∆+) = 2∆+ − d, (2.27)

mit der die Eigenschaft (2.26) garantiert ist.

2.3. Darstellungstheoretischer Hintergrund

Der Bulk-to-Boundary-Propagator K hat darstellungstheoretische Bedeutung:
Er kann als ein Intertwiner zwischen zwei Darstellungsräumen der Gruppe
SO(d + 1, 1), nämlich dem Raum der Funktionen φ, die die Klein-Gordon-
Gleichung lösen, und dem Raum der Randfelder φ0, verstanden werden. Ge-
nauer läßt sich mit Hilfe von K aus einem Randfeld ein Bulkfeld konstruieren.
Andersherum ergibt sich aus einem Bulkfeld durch Limesbildung ein Randfeld.
Diese Betrachtungsweise wird in einem Artikel [Dob99] von Dobrev darge-
legt.1 Wir werden sie im folgenden für den skalaren Fall skizzieren:

Wir betrachten eine skalare Funktion φ : R+×Rd → R auf dem euklidischen
AdS-Raum, für die

(−�g + M2)φ(z, x) = 0 (2.28)

gilt. Der Lösungsraum L der Klein-Gordon-Gleichung zerfällt in zwei Teile
(zugeordnet der entsprechenden Greenschen Funktion G+ oder G− bzw. dem
Randverhalten der Lösung φ; vergleiche hierzu auch Abschnitt 3.1.2):

L = L+ + L− (2.29)

Man kann nun auf dem Raum L± eine Darstellung

TM
g := TM (g) : L± −→ L±. (2.30)

der AdS-Symmetriegruppe SO(d + 1, 1) mit g ∈ SO(d + 1, 1) über

(TM
g φ)(z, x) := φ(g−1(z, x)). (2.31)

1Eine Zusammenfassung dieser Arbeit bietet der Artikel [Dob02] vom selben Autor.
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2. Die Funktionalintegrale

definieren.
Weiterhin sei der Randwert des Feldes φ ∈ L± mit φ0 bezeichnet, also

φ0(x) = lim
z→0

z−∆±φ(z, x), (2.32)

und ℓ± sei die Menge aller so definierten φ0. Dann läßt sich eine Darstellung t
der konformen Gruppe SO(d+1, 1) des Randes Md folgendermaßen definieren:

tg := t(g) : ℓ± −→ ℓ± (2.33)

mit

(tgφ0)(x) :=

∣∣∣∣
∂g−1(x)

∂x

∣∣∣∣
∆±/d

φ0(g
−1(x)) (2.34)

Nun können wir wie angekündigt Intertwiner E und F zwischen den Dar-
stellungsräumen L± und ℓ± einführen. Wir setzen:

E : L± −→ ℓ±

φ 7−→ φ0 mit φ0(x) = lim
z→0

z−∆±φ(z, x)
(2.35)

bzw.

F : ℓ± −→ L±

φ0 7−→ φ mit φ(z, x) =

∫
ddyK(z, x; y)φ0(y)

(2.36)

Hierbei werden die speziellen Eigenschaften des Bulk-to-Boundary-Propaga-
tors K, also

(−�g + M2)K(z, x; y) = 0 (2.37)

und
lim
z→0

z−∆±K(z, x; y) = δd(x − y), (2.38)

wichtig. Durch diese wird erreicht, daß φ wirklich in L± enthalten ist, und
auch E ◦ F = id gilt. Man erhält nämlich (formal gerechnet)

(−�g + M2)φ(z, x) = (−�g + M2)

∫
ddyK(z, x; y)φ0(y)

=

∫
ddy (−�g + M2)K(z, x; y)︸ ︷︷ ︸

=0

φ0(y)

= 0 (2.39)
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und

lim
z→0

z−∆±φ(z, x) = lim
z→0

z−∆±

∫
ddyK(z, x; y)φ0(y)

=

∫
ddy lim

z→0
z−∆±K(z, x; y)φ0(y)

=

∫
ddyδd(x − y)φ0(y)

= φ0(x). (2.40)

2.4. Vorgehen in dieser Arbeit

Die Frage, die sich stellt, ist, ob Formel (2.27) auch für Tensorfelder beliebiger
Stufe gilt. Um der Lösung dieses Problems näher zu kommen, werden wir in
der vorliegenden Arbeit einen anderen Weg als in [DR02] eingeschlagen. Dies
geschieht, um die Bestimmung der Greenschen Funktion G zu umgehen, da G
i. a. aus gekoppelten Differentialgleichungen bestimmt und mit Hilfe hypergeo-
metrischer Funktionen angegeben werden muß, was sehr mühselige Rechnungen
erfordert.

Statt von der Greenschen Funktion werden wir im folgenden von den recht
einfach strukturierten Bulk-to-Boundary-Propagatoren K− bzw. H+ ausge-
hen (die mit Hilfe der in [DR02] gezeigten und oben aufgeführten Eigenschaf-
ten (2.22) gewonnen werden können) und ihre relative Normierung c(∆) bestim-
men, um (2.27) zu überprüfen. Auf diese Weise kann das Ergebnis aus [DR02]
relativ leicht reproduziert und auch auf Tensorfelder erweitert werden.

Anmerkung. Um Schwierigkeiten mit divergenten Integralen und Positivitäts-
probleme zu vermeiden, werden wir uns auf den Fall der in (2.24) angegebenen
Vorzeichenkombination der Propagatoren beschränken, d. h. wir werden z. B.
nicht K+ und H− betrachten. �
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3. Bestimmung der relativen
Normierung von H und K

Nach den einführenden Betrachtungen im letzten Kapitel soll es nun um die
Bestimmung des Proportionalitätsfaktors c gehen, insbesondere für den tensori-
ellen Fall. Wie in Abschnitt 2.4 schon erwähnt, werden wir folgende Vermutung
beweisen:

Vermutung 3.1. Für Tensorfelder zweiter Stufe gilt

c(∆+) = 2∆+ − d. (3.1)

Hierzu werden wir zunächst die (gemeinsame) Struktur der Integralkerne K−
und H+ bestimmen.1 Danach brauchen wir wir nur noch ihre jeweilige Normie-
rung zu berechnen, da sich nach (2.24b) der Faktor c durch Division der beiden
Normierungen ergibt (siehe auch Abbildung 3.1). Diese ist für H+ fixiert durch
die Normierung der Greenschen Funktion G+, und für K− durch die Forderung,
daß etK = δ gelten soll (vgl. 2.22). Das Symbol δ kennzeichnet hierbei die Kon-
tinuumsversion der Einheitsmatrix 1n, die im wesentlichen aus δ-Funktionen
besteht. Wie jetzt der Limes e bzw. et und auch δ im Einzelnen aussehen, wer-
den wir in den jeweiligen Fällen sehen. Im folgenden werden wir immer die in
Abschnitt 1.2.2 eingeführten Koordinaten (z, x) benutzen.

3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

Wie oben angekündigt werden wir in diesem Abschnitt versuchen, die gemein-
same Struktur der Bulk-to-Boundary-Propagatoren H und K zu finden, wir
werden also beide Propagatoren bis auf konstante Faktoren bestimmen.

1Die Symbole G, H , K und ∆ stehen in Abschnitt 3.1 für G±, H±, K∓ bzw. ∆±, danach
jedoch ausschließlich für G+, H+, K− bzw. ∆+.
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Bestimmung der
gemeinsamen Struktur

von H+ und K−

Bestimmung der
Normierung von H+

Bestimmung der
Normierung von K−

Division der beiden
Normierungsfaktoren

Abbildung 3.1.:

Die einzelnen durchzuführenden Schritte zur Gewinnung der relativen
Normierung c

Da H und K jedoch aus einer Greenschen Funktion G hervorgehen, müssen
wir zuerst diese betrachten, wobei wir G im Gegensatz zu [DR02], wie im
letzten Kapitel schon gesagt, nicht exakt bestimmen werden; uns soll es hier
nur um den allgemeinen Aufbau gehen, den wir für die Herleitung von H bzw.
K inklusive Normierung benötigen.

3.1.1. Notation und nützliche Relationen

Für die folgenden Rechnungen definieren wir folgende Symbole:

Def. 3.1.

xz := z bzw. x′
z := z′ (3.2a)

u :=
(z − z′)2 + (x − x′)2

2zz′
(wie in 1.2.2) (3.2b)

42
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v := lim
z′→0

z′u =
z2 + (x − x′)2

2z
(3.2c)

wµ := ∂µv (3.2d)
∑

µ

:=
∑

µ∈{z,0,1,...,d−1}
(3.2e)

Falls z′ = 0 gesetzt wurde, wie im Falle von v, so gelte auch x′
z = 0. Des

weiteren benutzen wir griechische Buchstaben für Indizes, falls diese Werte
aus {z, 0, 1, . . . , d − 1} annehmen können, und lateinische, falls nur Werte aus
{0, 1, . . . , d − 1} erlaubt sind.

Mit Hilfe von

∂µu =
(x − x′)µ

zz′
− u

z
δµz , (3.3a)

∂µ∂νu =
1

zz′
δµν − (x − x′)ν

z2z′
δµz −

(x − x′)µ
z2z′

δνz + 2
u

z2
δµzδνz (3.3b)

werden wir nun zuerst ein paar wichtige Relationen für die AdS-invariante
Größe u herleiten:2

Satz 3.2. Es gilt:

Dκu · Dκu = u(u + 2) (3.4a)

DµDνu = gµν(u + 1) (3.4b)

DκDκu = (d + 1)(u + 1) (3.4c)

Beweis. • Zu (3.4a): Mit
∑

κ
(x−x′)2κ

z2 = 2u
zz′ erhält man:

Dκu · Dκu =

(
(x − x′)κ

zz′
− u

z
δκz

)(
(x − x′)κ

zz′
− u

z
z2δκ

z

)

= z2
(u2

z2
− 2

u(z − z′)
z2z′

+
∑

κ

(x − x′)2κ
z2

)

= u(u + 2) ✓

2Weitere nützliche Relationen für u finden sich in [DFM+99]. Diese werden im folgenden
jedoch nicht benötigt, da wir größtenteils mit v arbeiten werden. Jedoch lassen sich aus
den Formeln nach Einschränkung auf die Bulk-Indizes bei den gestrichenen Koordinaten
auf Grund von limz′→0 z′u = v die Formeln aus Satz 3.3 herleiten (siehe hierzu auch
Beweise für die Formeln (3.6a) und (3.6d)).
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• Zu (3.4b): Diese Gleichung erhalten wir aus Formel (3.3a) und dem Ausdruck
für das Christoffelsymbol (A.2):

DµDνu =

= ∂µ∂νu − Γλ
µν∂λu

=
1

zz′
δµν − (x − x′)ν

z2z′
δµz −

(x − x′)µ
z2z′

δνz + 2
u

z2
δµzδνz−

− 1

z

(
z − z′

zz′
δµν − u

z
δµν − (x − x′)ν

zz′
δµz −

(x − x′)µ
zz′

δνz + 2
u

z
δµzδνz

)

=
1

zz′
δµν − z − z′

z2z′
δµν +

u

z2
δµν

= gµν(u + 1) ✓

• Zu (3.4c): Folgert durch Kontraktion direkt aus (3.4b).

Weiterhin ergeben sich mit

wµ =
(x − x′)µ

z
− v

z
δµz , (3.5a)

∂νwµ = 1
z (δµν − wµδνz − wνδµz) (3.5b)

die folgenden äußerst nützlichen Identitäten, die die späteren Rechnungen um
einiges vereinfachen werden:

Satz 3.3. Es gilt:

Dκv · Dκv = v2 (3.6a)

Dκv · Dκ∂′
iv = v∂′

iv (3.6b)

Dκ∂′
iv · Dκ∂′

jv = δij + ∂′
iv · ∂′

jv (3.6c)

DµDνv = gµνv (3.6d)

DκDκv = (d + 1)v (3.6e)

DκDκDµv = Dµv (3.6f)

Beweis. • Zu (3.6a): In diesem Fall benutzen wir das analoge Ergebnis (3.4a)
für u:

Dκv · Dκv = lim
z′→0

z′2Dκu · Dκu = lim
z′→0

(z′2u2 + 2z′u) = v2 ✓
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

• Zu (3.6b): Für diese Formel brauchen wir nach einer kleinen Umformung nur
die gerade bewiesene Relation (3.6a) zu benutzen:

Dκv · Dκ∂′
iv = 1

2∂′
i(Dκv · Dκv) = 1

2∂′
iv

2 = v∂′
iv ✓

• Zu (3.6c): Hierbei hilft uns die weiter oben gezeigte Formel (3.5b) für ∂µwν ,
wenn wir die Relation ∂′

iv = −wi beachten:

Dκ∂′
iv · Dκ∂′

jv =
∑

µ

(δiµ − wiδµz)(δjµ − wjδµz)

= δij + ∂′
iv · ∂′

jv ✓

• Zu (3.6d): Wie oben können wir zum Beweis dieser Formel auf das entspre-
chende Ergebnis (3.4b) für u zurückgreifen:

DµDνv = lim
z′→0

z′DµDνu = lim
z′→0

(z′u + z′) = gµνv ✓

• Zu (3.6e): Ergibt sich durch Kontraktion aus (3.6d). Alternativ erhält man
das Ergebnis natürlich auch aus (3.4c).
• Zu (3.6f): Die gewünschte Identität ergibt sich sofort bei Benutzen der Kom-
mutatorrelation (A.31) und anschließendem Anwenden von (3.6e):

DκDκDµv = DµDκDκv − dDµv

= (d + 1)Dµv − dDµv

= Dµv ✓

3.1.2. Skalarer Fall

Die zu betrachtende Distribution G(z, x; z′, x′) ist eine Greensche Funktion der
Klein-Gordon-Gleichung:

(−�g + M2)G(z, x; z′, x′) = 1√
gδ(z − z′)δd(x − x′) (3.7)

Diese Gleichung lautete im diskreten Fall AG = 1N , wobei wir im folgen-
den mit A auch den Klein-Gordon-Operator −�g + M2 bezeichnen. (Auch im
vektoriellen und tensoriellen Fall werden wir den entsprechenden Differential-
operator A nennen.)
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Wie sieht nun dieses G aus? Um diese Frage zu beantworten erinnern wir uns,
daß eine Greensche Funktion invariant unter der Isometriegruppe des Raumes
ist. G muß also invariant unter SO(d + 1, 1), der Isometriegruppe des AdS-
Raumes sein. Wie in Abschnitt 1.2.2 erwähnt, ist

u(z, x; z′, x′) =
(z − z′)2 + (x − x′)2

2zz′
(3.8)

AdS-invariant. Wir können also G als eine Funktion von u ansetzen:

G(z, x; z′, x′) = f(u(z, x; z′, x′)) (3.9)

Nun haben wir von G den Randlimes eG zu bilden. Es stellt sich hier die
Frage, wie e im kontinierlichen Fall sinnvoll zu definieren ist. Nehmen wir ein-
mal an, wir würden einfach die z-Koordinate gegen 0 gehen lassen, um den
Randwert zu bilden, also e = limz→0 setzen. Nehmen wir des weiteren an, eine
in z = 0 zweimal nach z stetig differenzierbare Funktion ϕ = ϕ(z, x) erfülle die
Klein-Gordon-Gleichung, d. h.

(−�g + M2)ϕ(z, x) =

=
(
− z1+d∂zz

1−d∂z − z2
d−1∑

i=0

∂2
i + M2

)
ϕ(z, x)

=
[
(d − 1)z∂z − z2∂2

z − z2
d−1∑

i=0

∂2
i + M2

]
ϕ(z, x) = 0. (3.10)

Dann bekommen wir wegen limz→0 zp∂n
z ϕ(z, x) = 0 mit n = 0, 1, 2 und ∂0

z := id
für p > 0 durch Bilden des Limes aus dieser Gleichung

M2 lim
z→0

ϕ(z, x) = 0 (3.11)

und somit M = 0 oder limz→0 ϕ(z, x) = 0. Wir erhalten folglich für den Fall
M 6= 0 immer Null als Randwert.

Da wir aber auch Randwerte ungleich Null haben wollen, ist der normale
Limes limz→0 nicht geeignet, um für Lösungen der Klein-Gordon-Gleichung
einen Randwertbegriff zu definieren. Der

”
Trick“ besteht nun darin, stattdessen

einen skalierten Limes zu definieren, d. h. wir multiplizieren unsere Funktion ϕ
zuerst mit einer Potenz von z und bilden dann erst den Limes z gegen 0:

ϕ0(x) = eϕ(z, x) := lim
z→0

z−∆ϕ(z, x) (3.12)
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

Für ein geeignet gewähltes ∆ > 0 sollte dieser Limes das Abfallverhalten für
z gegen 0 in einer Art und Weise aufheben, daß sich für ϕ0 eine Funktion
ungleich der Nullfunktion ergibt. Um dieses ∆ zu bestimmen betrachten wir
die Klein-Gordon-Gleichung für kleine z und machen einen Lösungsansatz der
Form ϕ(z, x) = A(x)z∆, also:

(
− z1+d∂zz

1−d∂z + M2
)
A(x)z∆ = 0 (3.13)

Hieraus ergibt sich ∆(∆−d) = M2. Es existieren also zwei Möglichkeiten für ∆:

∆± =
d

2
±
√

d2

4
+ M2 (3.14)

(Insbesondere gilt also ∆+ + ∆− = d und −∆+ · ∆− = M2.) Wir müssen
folglich e aus dem diskreten Fall durch die Vorschrift limz′→0 z′−∆± ersetzen.

Des weiteren folgert, daß der Lösungsraum der Klein-Gordon-Gleichung in
zwei Teile zerfällt, die durch das Randverhalten definiert sind. Entsprechend
gibt es auch zwei Greensche Funktion G± mit dem Randverhalten ∼ z∆± . Wir
bilden also den Limes limz′→0 z′−∆± von unserem Ansatz für G (bzw. G±); das
Ergebnis bezeichnen wir mit H±:

H±(z, x;x′) := lim
z′→0

z′−∆±f(u(z, x; z′, x′)) (3.15)

Da u und damit G = f ◦ u eine homogene Funktion von Ordnung 0 ist, muß
unser gesuchtes H± ebenfalls homogen sein, allerdings durch den AdS-Limes
nicht mehr von Ordnung 0, sondern von Ordnung −∆±. Dies ermöglicht uns,
folgenden Ansatz zu machen:

H±(z, x;x′) = γv−∆± (3.16)

Die Größe γ ∈ R ist hierbei die später noch zu bestimmende Konstante.
Aus dem diskreten Fall wissen wir, daß H die Klein-Gordon-Gleichung

”
auf

dem Bulk“ löst (E⊥AH = 0, wobei E⊥ die Projektion auf den Bulk war).
Was bedeutet dies im kontinuierlichen Fall? Um diese Frage zu beantworten,
notieren wir (3.7) mit Hilfe von Testfunktionen f :3

∀f :

∫
dzddx

√
g G±(z, x; z′, x′)(−�g + M2)f(z, x) = f(z′, x′) (3.17)

3Zur Begründung dieser Darstellungsweise siehe Anhang D. Hierbei sind wir (im Gegensatz
zu dem, was Anhang D evtl. impliziert) auf Grund des Abfallverhaltens der Greenschen
Funktion nicht auf Testfunktionen angewiesen, die für z gegen 0 verschwinden. (Dies gilt
auch für den vektoriellen und tensoriellen Fall.)

47



3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Bilden wir nun den Randwert, d. h. wenden wir limz′→0 z′−∆± an, so ergibt
sich:

∀f :

∫
dzddx z−1−dH±(z, x;x′)(−�g + M2)f(z, x) = lim

z′→0
z′−∆±f(z′, x′)

(3.18)
Wir sprechen nun davon, daß H± die Klein-Gordon-Gleichung auf dem Bulk
löst, wenn die Relation (3.18) für alle Testfunktionen mit dem Randwert 0
erfüllt ist. In diesem Fall ist die rechte Seite von (3.18) also gleich Null (

”
ho-

mogene“ Bedingung an H±). Daß dies tatsächlich der Fall ist, zeigt auch der
folgende

Satz 3.4. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H = γv−∆ löst die Klein-Gordon-
Gleichung bzgl. M auf dem Bulk.

Beweis. Die (formale) Rechnung gestaltet sich nun mit Hilfe der zu Beginn
gezeigten Relationen (3.6a) und (3.6e) sehr einfach:

DκDκv−∆ = −∆[−(∆ + 1)v−∆−2Dκv · Dκv + v−∆−1DκDκv]

= −∆[−(∆ + 1)v−∆−2v2 + v−∆−1(d + 1)v]

= M2v−∆ (3.19)

Hierbei haben wir die Relation ∆(∆ − d) = M2 ausgenutzt.

Anmerkung. Hier und bei den noch folgenden ähnlichen formalen Rechnungen
sollte immer im Hinterkopf behalten werden, daß die Gleichungen für Testfunk-
tionenräume gelten, deren Elemente einen verschwindenden Randwert besitzen.
Wir kennzeichnen dies durch die Floskel

”
auf dem Bulk“. �

3.1.3. Vektorieller Fall

Wieder beginnen wir mit einer Betrachtung der Greenschen Funktion, die dies-
mal die Form eines Bivektors hat:

A ν
µ Gνα(z, x; z′, x′) = gµα · 1√

g δ(z − z′)δd(x − x′) (3.20)

mit

Aµν = (−DκDκ + M2)gµν + aDµDν (3.21)
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3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

bzw.

A ν
µ = δν

µ(−DκDκ + M2) + aDµDν (3.21′)

Die Greensche Funktion im Vektorfall Gνα(z, x; z′, x′) besitzt eine kompli-
ziertere Struktur als die im skalaren Fall: Um den (Bi-)Vektoraspekt einzu-
bringen, stehen uns zwei Möglichkeiten zur Verfügung. Zum einen können wir
Terme der Form ∂µ∂′

ρu, zum anderen der Art ∂µu · ∂′
ρu benutzen. Beide sind

AdS-kovariant (sowohl bzgl. der gestrichenen als auch der ungestrichenen Ko-
ordinaten). Es ist zu beachten, daß Terme, in denen . . . DκDκ . . . u oder auch
. . . Dκ . . . u·. . . Dκ . . . u vorkommt, auf Grund der Formeln (3.4a) und (3.4c) (so-
wie der entsprechenden Kommutatorrelationen) in diesen beiden Ausdrücken
enthalten sind. Gleiches gilt für den noch zu behandelnden tensoriellen Fall.

Wir können also für die Greensche Funktion ansetzen:

Gµρ(u) = f1(u)∂µ∂′
ρu + f2(u)∂µu · ∂′

ρu (3.22)

Dies ist die allgemeinste Form eines AdS-invarianten Bivektors.
Wieder stellt sich nun die Frage, wie der Randlimes zu bilden ist. Da der

zu betrachtende Differentialoperator zusätzlich zum Klein-Gordon-Operator
−DκDκ + M2 auch noch einen zweiten Term, nämlich aDµDν , enthält, er-
warten wir, daß das Abfallverhalten der Lösungen der Differentialgleichung
nicht

”
einheitlich“ wie im skalaren Fall ist (Aufspalten des Lösungsraumes in

zwei Teile!). Entsprechend wird auch ein AdS-Limes, wie im vorherigen Ab-
schnitt verwendet, problematisch sein. Wir umgehen diese Schwierigkeit, indem
wir bei der Betrachtung der Greenschen Funktion den Raum der Testfunktio-
nen auf die divergenzfreien einschränken. Dies hat zur Folge, daß der a-Term
des Differentialoperators wegfällt, und auch die Greensche Funktion Gv

µρ auf
einen, nach Satz 1.1 gegebenen, divergenzfreien Anteil Gv

µρ := Gµρ − Gs
µρ mit

Gs
µρ := 1−a

M2+d
DµDκGκ

ρ reduziert werden kann:

Gleichung (3.20) lautet mit Hilfe von Testfunktionen geschrieben:4

∀fµ :

∫
dzddx

√
g Gνα(z, x; z′, x′)tA ν

µ fµ(z, x) = fα(z′, x′) (3.23)

Betrachten wir nur divergenzfreie Testfunktionen fµ, so ergibt sich durch Aus-
nutzen der Divergenzfreiheit und mittels partieller Integration (bzw. genauer

4Die Bedeutung des Symboles tA wird in Anhang D erläutert.
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Satz von Stokes, siehe Anhang D):

∀fµ : fα(z′, x′) =

=

∫
dzddx

√
g Gνα(z, x; z′, x′)(−DκDκ + M2)f ν(z, x)

P.I.
=

∫
dzddx

√
g (−DκDκ + M2)(Gv

να(z, x; z′, x′) + Gs
να(z, x; z′, x′))f ν(z, x)

(3.24)

Der zweite Summand ist auf Grund der Divergenzfreiheit der Testfunktionen
identisch Null:

∫
dzddx

√
g (−DκDκ + M2)Gs

να(z, x; z′, x′)f ν(z, x) =

=

∫
dzddx

√
g Dν(−DκDκ + M2 − d) 1−a

M2+d
DρG

ρ
αf ν(z, x)

P.I.
= 0 (3.25)

Hierbei haben wir die Kommutatorrelation (A.36) benutzt.
Wir müssen also allein nur noch Gv

να und den Klein-Gordon-Operator bzgl.
der Masse M betrachten und können folglich auch einen AdS-Limes äquivalent
zum letzten Kapitel benutzen. Analog zum Skalaren erwarten wir zwei, sich
durch ihr Randverhalten unterscheidende Möglichkeiten Gv

±,να für diese neue
Greensche Funktion.

Um dieses Vorgehen noch einmal anders zu motivieren, betrachten wir den
Beweis des schon einmal erwähnten Satz 1.1. Führt man die dortigen Rechnun-
gen statt für Lösungen der Differentialgleichung für eine Greensche Funktion
durch (d. h. ersetzt man die Null durch die entsprechenden δ-Terme), so kommt
man zu folgenden Ergebnissen:

(−DκDκ + M2)Gv
να = 1

M2+d
DνDαδ + gναδ (3.26)

DκGv,κ
α = 1

M2+dDαδ (3.27)

Hierbei ist δ := 1√
gδ(z − z′)δd(x − x′) und, wie oben schon definiert, Gνα =

Gv
να + Gs

να mit Gs
να = 1−a

M2+d
DνDκGκ

α.

Wir sehen also auch hier, daß die Distribution Gv
να bzgl. dem Raum der

divergenzfreien Testfunktionen einer Greenschen Funktion des Klein-Gordon-

50



3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

Operators −DκDκ + M2 entspricht. Wir definieren Hµj nun als den AdS-
Limes limz′→0 z′1−∆± von Gv

µj . Es ergibt sich aus DκGv,κ
α = 1

M2+dDαδ, daß
Hµj auf dem Bulk divergenzfrei ist.

Beim gerade eingeführten AdS-Limes ist die Bezeichnung von 1−∆± für den
Exponenten (statt −∆± wie im Skalaren) dadurch begründet, daß so ∆± der
Skalendimension der Randfelder entspricht. Dies ergibt sich aus der Tatsache,
daß die Greensche Funktion homogen von Ordnung −2 sein muß (da die Metrik,
die mit den δ-Termen multipliziert wird, diese Homogenität besitzt), und somit
die Zweipunktfunktion α±,ij = limz→0 z1−∆± limz′→0 z′1−∆±Gv

±,ij homogen von
Ordnung −2∆± ist.

Es ist außerdem zu beachten, daß wir vor Ausführung des Limes eine Projek-
tion P ′ auf die Bulk-Komponenten Gνj der gestrichenen Koordinaten durch-
zuführen haben, da wir bei der Limesbildung die z-Koordinate verlieren werden.
Es gilt also:

H±,µj = e±G±,µρ := lim
z′→0

z′1−∆±P ′G±,µρ (3.28)

Im Gegensatz zum skalaren Fall werden wir ∆± erst weiter unten aus der
Forderung bestimmen, daß Hµj die Klein-Gordon-Gleichung lösen soll.

Wir können nun, ausgehend von Gleichung (3.22), schreiben:

Hµj(v) = f̃1(v)∂µ∂′
jv + f̃2(v)∂µv · ∂′

jv (3.29)

Da – wie oben schon erwähnt – die Greensche Funktion homogen von Ord-
nung −2 ist, muß Hµj folglich eine Homogenität von Ordnung −1−∆± haben.
(Der Limes ändert die Homogenität um 1−∆±.) Unter Beachtung dieser For-
derung erhalten wir schließlich (wobei im folgenden auf das ± verzichtet wird)

Hµj(z, x;x′) = −γ1v
−∆∂µ∂′

jv − γ2v
−∆−1∂′

jv · ∂µv (3.30)

als gemeinsamen Ansatz für die Bulk-to-Boundary-Propagatoren H und K.5

Unser Ziel ist es nun, den Zusammenhang zwischen γ1 und γ2 zu bestimmen.

Satz 3.5. Es sei d + 1 − ∆ 6= 0. Der Bulk-to-Boundary-Propagator Hµj ist
genau dann auf dem Bulk divergenzfrei, d. h. es gilt

∀ j ∈ {0, 1, . . . , d − 1} : DµHµj(z, x;x′) = 0, (3.31)

wenn γ1 = −γ2 gilt.

5Das Minuszeichen wurde benutzt, um Übereinstimmung mit [DR02] zu erzielen.
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Beweis. Ausgehend von (3.30) ergibt sich mit Hilfe von (3.6a), (3.6b) sowie
(3.6e):

DµHµj =

= −γ1[−∆v−∆−1Dµv · ∂µ∂′
jv + v−∆Dµ∂µ∂′

jv]−
− γ2[−(∆ + 1)v−∆−2Dµv · ∂′

jv · ∂µv + v−∆−1Dµ∂′
jv · ∂µv+

+ v−∆−1∂′
jv · Dµ∂µv]

= −(γ1 + γ2)(d + 1 − ∆)v−∆∂′
jv (3.32)

Der Bulk-to-Boundary-Propagator Hµj ist also im Falle d + 1 − ∆ 6= 0 genau
dann divergenzfrei, wenn γ1 = −γ2 gilt.

Der Wert der Potenz ∆ läßt sich nun bequem aus der Tatsache herleiten,
daß Hµj die Klein-Gordon-Gleichung löst:

Satz 3.6. Der Bulk-to-Boundary-Propagator Hµj löst die Klein-Gordon-Glei-
chung bzgl. der Masse M auf dem Bulk genau dann, wenn ∆(∆− d)− 1 = M2

gilt.

Beweis. Erneut starten wir mit (3.30). Aus Gründen der Übersichtlichkeit wen-
den wir DκDκ getrennt auf die beiden Summanden an, wobei wir bei den Rech-
nungen die Relationen (3.6b), (3.6d), (3.6e), (3.6f) und (3.19) benutzen. Für
den ersten Summanden ergibt sich hiermit

DκDκ(v−∆∂µ∂jv) =

= (∆2 − d∆ + 1)v−∆∂µ∂jv − 2∆v−∆−1∂jv · ∂µv, (3.33)

und für den zweiten Summanden bekommen wir

DκDκ(v−∆−1∂jv · ∂µv) =

= (∆2 − 2∆ − d∆ − 1)v−∆−1∂jv · ∂µv + 2v−∆∂µ∂jv. (3.34)

Einsetzen dieser Ergebnisse in die Klein-Gordon-Gleichung liefert die Behaup-
tung.

Wir haben also die Skalendimension der Randfelder zu

∆± =
d

2
±
√

d2

4
+ M2 + 1 (3.35)

bestimmt.
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3.1.4. Tensorieller Fall

Wie gehabt gehen wir von der Greenschen Funktion aus. Zu betrachten ist die
Gleichung

A ρσ
µν Gρσαβ(z, x; z′, x′) = gµαgνβz1+dδ(z − z′)δd(x − x′) (3.36)

mit

Aµνρσ = (−DκDκ + M2)gµρgνσ + agµνDκDκgρσ+

+ b(DµDνgρσ + gµνDρDσ)+

+ c(DµDρgνσ + DνDσgµρ) + egµνgρσ

(3.37)

bzw.

A ρσ
µν = (−DκDκ + M2)δρ

µδσ
ν + agµνDκDκgρσ+

+ b(DµDνgρσ + gµνDρDσ)+

+ c(DµDρδσ
ν + DνDσδρ

µ) + egµνgρσ

(3.37′)

Die Greensche Funktion Gµνρσ muß die AdS-invariante Form

Gµνρσ =
∑

i

fi(u)D̃i,µνρσu (3.38)

besitzen, wobei die D̃i,µνρσ alle möglichen Operatoren sind, die aus kovarianten
Ableitungen nach den gestrichenen oder den ungestrichenen Koordinaten sowie
gµν bzw. g′ρσ erzeugt werden können. Genauer bestehen folgende Möglichkeiten

für D̃i,µνρσu:

DµD′
ρu · DνD′

σu + DνD′
ρu · DµD′

σu

gµνD′
ρu · D′

σu

gµνg′ρσ

Dµu · Dνu · D′
ρu · D′

σu

Dµu · DνD′
ρu · D′

σu + Dνu · DµD′
ρu · D′

σu+

+ Dµu · DνD′
σu · D′

ρu + Dνu · DµD′
σu · D′

ρu

Dµu · Dνu · g′ρσ

DµDνu · D′
ρD

′
σu
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Folgende Terme müssen hierbei nicht direkt vorkommen, da sie auf Grund von
Gleichung (3.4b) in entsprechenden Termen mit gµν bzw. g′ρσ enthalten sind:

DµDνu · g′ρσ

gµνD′
ρD

′
σu

DµDνu · D′
ρu · D′

σu

Dµu · Dνu · D′
ρD

′
σu

DµDνD′
ρu · D′

σu + DµDνD′
σu · D′

ρu

Dµu · DνD′
ρD

′
σu + Dνu · DµD′

ρD
′
σu

DµDνD′
ρD

′
σu

Wie im vektoriellen Fall schränken wir den Raum der Testfunktionen ein,
um die Wahl des Limes eindeutig zu machen: Wir werden im folgenden nur
noch spur- und divergenzfreie symmetrische Testfunktionen betrachten. Dies
hat zur Folge, daß – analog zum vektoriellen Fall – wir nur noch den Klein-
Gordon-Operator bzgl. der Masse M und den nach Satz 1.2 gegebenen spur-
und divergenzfreien Anteil Gc

±,µνρσ der Greenschen Funktion G±,µνρσ zu be-

trachten brauchen. Wir definieren H±,µνij folglich als den Limes limz′→0 z′2−∆±

von Gc
±,µνij , d. h.

H±,µνij = e±Gc
±,µνρσ := lim

z′→0
z′2−∆±P ′Gc

±,µνρσ , (3.39)

wobei P ′ wieder die Projektion auf die Komponenten der gestrichenen Bulk-
Koordinaten ist, und wir ∆± erst später bestimmen werden. Durch die De-
finition des Limes wird auch hier – wie im vektoriellen Fall – erreicht, daß
−2∆± der Homogenität der Zweipunktfunktion entspricht. Ebenfalls analog
zum vektoriellen Fall ist Hµνij auf dem Bulk spur- und divergenzfrei.

Nutzt man wie im letzten Abschnitt die Homogenität und zusätzlich die
Symmetrie von Hµνij aus, und beachtet man, daß g′ρσ zu δij wird, so kommt
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man auf folgenden Ansatz (wobei wir ab jetzt wieder das ± weglassen):

Hµνij(z, x;x′) =

= γ1v
−∆(∂µ∂′

iv · ∂ν∂′
jv + ∂ν∂′

iv · ∂µ∂′
jv)+

+ γ2v
−∆gµν∂′

iv · ∂′
jv+

+ γ3v
−∆gµνδij+

+ γ4v
−∆−1(∂µv · ∂ν∂

′
iv · ∂′

jv + ∂νv · ∂µ∂′
iv · ∂′

jv+

+ ∂µv · ∂ν∂
′
jv · ∂′

iv + ∂νv · ∂µ∂′
jv · ∂′

iv)+

+ γ5v
−∆−2∂µv · ∂νv · ∂′

iv · ∂′
jv+

+ γ6v
−∆−2∂νv · ∂µv · δij

(3.40)

Die Divergenz- und Spurfreiheit von Hµνij hilft schließlich bei der Bestim-
mung der Parameter γi:

Satz 3.7. Es sei d + 3 − ∆ 6= 0. Der Bulk-to-Boundary-Propagator Hµνij ist
genau dann auf dem Bulk divergenz- und spurfrei, d. h.

∀ i, j ∈ {0, 1, . . . , d − 1} : DµHµνij = 0 ∧ Hµ
µij = 0, (3.41)

wenn

γ2 = 0, γ3 = −2
dγ1, γ4 = −γ1, γ5 = 2γ1, γ6 = 2

dγ1 (3.42)

gilt.

Beweis. Wieder machen wir intensiven Gebrauch von den in Satz 3.3 aufgeli-
steten Formeln sowie Gleichung (3.19). Das Ausrechnen der Spur und der Di-
vergenz von Hµνij , gegeben durch Gleichung (3.40), erweist sich hiermit zwar
immer noch als verhältnismäßig langwierig, aber einfach. Man erhält schließlich

Hµ
µij = [2γ1 + (d + 1)γ3 + γ6]v

−∆δij + [2γ1 + (d + 1)γ2 + 4γ4 + γ5]v
−∆∂′

iv · ∂′
jv

(3.43)
für die Spur und

DµHµνij =

= [(d + 2 − ∆)(γ1 + γ4) + γ2]v
−∆(∂′

iv · ∂ν∂′
jv + ∂′

jv · ∂ν∂
′
iv)+

+ [−∆γ2 + (4 + 2d − 2∆)γ4 + (d + 2 − ∆)γ5]v
−∆−1∂νv · ∂′

iv · ∂′
jv+

+ [−∆γ3 + 2γ4 + (d − ∆)γ6]v
−∆−1∂νvδij

(3.44)
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für die Divergenz.

Lösen des sich bei Nullsetzen der beiden Ausdrücke ergebenen Gleichungs-
systems liefert unter der Bedingung d + 3 − ∆ 6= 0 das oben angegebene Er-
gebnis.

Schließlich bestimmen wir noch die Potenz ∆:

Satz 3.8. Der Bulk-to-Boundary-Propagator Hµνij löst genau dann die Klein-
Gordon-Gleichung bzgl. M auf dem Bulk, wenn M2 = ∆(∆ − d) − 2 gilt.

Beweis. Mit Satz 3.3 und Gleichung (3.19) können wir ausgehend von (3.40)
recht einfach DκDκHµνij bestimmen. Man erhält nach längeren Rechnungen
folgendes Resultat:

DκDκHµνij =

= [(∆2 − d∆ + 2)γ1 + 4γ4]v
−∆(∂µ∂′

iv · ∂ν∂
′
jv + ∂ν∂

′
iv · ∂µ∂′

jv)+

+ [4γ1 + (∆2 − d∆ − 4∆ + 2d + 4)γ2 + 8γ4 + 2γ5]v
−∆gµν∂′

iv · ∂′
jv+

+ [2γ2 + (∆2 − d∆ + 2∆ − d + 1)γ3 + 2γ6]v
−∆gµνδij+

+ [−2∆γ1 + (∆2 − d∆ − 2∆ + 2)γ4 + 2γ5]v
−∆−1×

× (∂µv · ∂ν∂′
iv · ∂′

jv + ∂νv · ∂µ∂′
iv · ∂′

jv+

+ ∂µv · ∂ν∂
′
jv · ∂′

iv + ∂νv · ∂µ∂′
jv · ∂′

iv)+

+ [−8(∆ + 1)γ4 + (∆2 − d∆ − 4∆ − 6)γ5]v
−∆−2∂µv · ∂νv · ∂′

iv · ∂′
jv+

+ [γ5 + (∆2 − d∆ − 2d − 2)γ6]v
−∆−2∂νv · ∂µv · δij

(3.45)

Das aus der Forderung DκDκHµνij = M2Hµνij resultierende Gleichungssy-
stem liefert mit den im vorherigen Satz bewiesenen Relationen für die γi sofort
die Behauptung. (Hierbei ist ∆ offenbar überbestimmt, jedoch ergeben sich
keine Widersprüche.)

Die Skalendimension der Randfelder ist also im tensoriellen Fall gegeben
durch

∆± =
d

2
±
√

d2

4
+ M2 + 2. (3.46)
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3.2. Normierung von H

In diesem Kapitel soll die Normierung von H bestimmt werden – wieder für
den skalaren, den vektoriellen und den tensoriellen Fall. Wir werden das prin-
zipielle Vorgehen ausführlich im skalaren Fall beschreiben; der vektorielle und
der tensorielle Fall gestalten sich analog, so daß wir in den entsprechenden Ab-
schnitten speziell auf die Besonderheiten eingehen werden und ansonsten auf
größere Erklärungen verzichten können.

3.2.1. Skalarer Fall

Die Normierung von H ist bestimmt durch die Normierung der Greenschen
Funktion G, wobei H über den Grenzwertprozeß

lim
z′→0

z′−∆G(z, x; z′, x′) = H(z, x;x′) (3.47)

aus G hervorgeht. Um die Normierungskonstante γ von

H(z, x;x′) = γ

(
z

z2 + (x − x′)2

)∆

(3.48)

zu bestimmen, gehen wir von der definierenden Gleichung

(−�g + M2)G(z, x; z′, x′) = z1+d
︸︷︷︸
=1/

√
g

δ(z − z′)δd(x − x′) (3.49)

der Greenschen Funktion G aus, die ausführlich mittels Testfunktionen notiert

∀f :

∫
dzddx

√
g G(z, x; z′, x′)(−�g + M2)f(z, x) = f(z′, x′) (3.50)

lautet. Bilden des Randwertes, d. h. Anwenden von limz′→0 z′−∆, ergibt:

∀f :

∫
dzddx z−1−dH(z, x;x′)(−�g + M2)f(z, x) = lim

z′→0
z′−∆f(z′, x′) (3.51)

Um γ bestimmen zu können, müssen Testfunktionen f betrachtet werden, de-
ren Träger auch den Rand umfaßt, was meint, daß limz′→0 z′−∆f(z′, x′) 6= 0.
Anderenfalls (also wenn Testfunktionen f mit dem Bulk als Träger verwendet
würden, d. h. limz′→0 z′−∆f(z′, x′) = 0) würden wir an H nur die Forderung
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

stellen, daß es die Klein-Gordon-Gleichung auf dem Bulk löst, eine Tatsache,
die auf Grund der dann auftretenden Null auf der rechten Seite der Gleichung
bei der Fixierung von γ nicht weiterhilft. Wir setzen

f(z, x) = z∆f̃(x − x′), (3.52)

wobei f̃ selbst eine Testfunktion sei. Mit diesen f ergibt sich:

∀f̃ :

∫
dzddx z−1−dH(z, x;x′)(−�g + M2)z∆f̃(x − x′) = f̃(0) (3.53)

Nun berechnen wir die Wirkung des Differentialoperators −�g + M2 auf die
Testfunktionen:

(−�g + M2)z∆g(x − x′) =

= (−z1+d∂zz
1−d∂z − z2

d−1∑

i=0

∂2
i + M2)z∆g(x − x′)

= z∆[−∆(∆ − d)︸ ︷︷ ︸
=M2

−z2
d−1∑

i=0

∂2
i + M2]g(x − x′)

= −z∆+2△g(x − x′) (3.54)

Wir bekommen hiermit und mit (3.48) als Bestimmungsgleichung für die Nor-
mierungskonstante γ also

∀f̃ : −
∫

dzddx z∆+1−dγ

(
z

z2 + (x − x′)2

)∆

△f̃(x − x′) = f̃(0). (3.55)

Unsere Aufgabe ist es also, das Integral zu lösen. Hierzu führen wir folgende
Substitution durch:

z̃ :=
z2

(x − x′)2
∈ R+ (3.56)

Es gilt also

z

z2 + (x − x′)2
=

z̃
1
2

z̃ + 1
|x − x′|−1 (3.57)

und
z∆+1−ddz = 1

2 z̃
1
2
(∆−d)|x − x′|∆+2−ddz̃, (3.58)
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3.2. Normierung von H

wobei wir |x−x′| statt
√

(x − x′)2 geschrieben haben. Hiermit wird das Integral
aus (3.55) zu

∫
dzddx z∆+1−dγ

(
z

z2 + (x − x′)2

)∆

△f̃(x − x′)

=

∫
dz̃ddx 1

2 z̃
1

2
(∆−d)|x − x′|∆+2−dγ

(
z̃

1
2

z̃ + 1

)∆

|x − x′|−∆△f̃(x − x′)

= γ

∫ +∞

0
dz̃

z̃∆− d
2

2(z̃ + 1)∆
·
∫

dd(x − x′) |x − x′|2−d△f̃(x − x′), (3.59)

Mit (C.5) und (C.9) ergibt sich nun

∫
dzddx z∆+1−dγ

(
z

z2 + (x − x′)2

)∆

△f̃(x − x′) =

= −Γ(∆ + 1 − d
2)Γ(d

2 − 1)

2Γ(∆)
· 4π

d
2

Γ(d
2 − 1)

= −2π
d
2 Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆)
, (3.60)

womit wir aus (3.55) die gesuchte Normierung von H erhalten:

f̃(0) = γ
2π

d
2 Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆)
f̃(0)

⇔ γ =
Γ(∆)

2π
d
2 Γ(∆ + 1 − d

2)
(3.61)

3.2.2. Vektorieller Fall

Um die Normierungskonstante von Hµj zu bestimmen, betrachten wir analog
zum skalaren Fall die Gleichung

A ν
µ Gνα(z, x; z′, x′) = gµαz1+dδ(z − z′)δd(x − x′) (3.62)

mit A ν
µ = δν

µ(−DκDκ + M2) + aDµDν . Mit Hilfe von Testfunktionen fµ ge-
schrieben gilt also:

∀fµ :

∫
dzddx

√
g Gνα(z, x; z′, x′)tA ν

µ fµ(z, x) = fα(z′, x′) (3.63)
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

Betrachten wir nur divergenzfreie Testfunktionen f ν , so ergibt sich nach Ab-
schnitt 3.1.3

∀fµ :

∫
dzddx

√
g Gv

να(z, x; z′, x′)(−DκDκ + M2)f ν(z, x) = fα(z′, x′) (3.64)

mit Gv
να := Gνα − 1−a

M2+d
DνDµGµ

α. Im selben Abschnitt haben wir den Bulk-
to-Boundary-Propagator über

Hνj(z, x;x′) := lim
z′→0

z′1−∆Gv
νj(z, x; z′, x′) (3.65)

definiert. Wenden wir also den AdS-Limes limz′→0 z′1−∆ (nach Projektion auf
die Bulk-Komponenten) auf obige Gleichung (3.64) an, so bekommen wir fol-
gende Forderung, die Hνj erfüllen muß:

∀f ν :

∫
dzddx

√
g Hνj(z, x;x′)(−DκDκ + M2)f ν(z, x) = lim

z′→0
z′1−∆fj(z

′, x′)

(3.66)
Analog zum Skalaren schränken wir nun den Raum der benutzten Testfunktio-
nen weiter ein auf diejenigen divergenzfreien Testfunktionen, die die Form

fµ(z, x) = z∆−1f̃µ(x − x′) (3.67)

besitzen. Die rechte Seite der Gleichung (3.66) wird somit zu f̃j(0). Mit Hilfe
des folgenden Lemmas läßt sich nun auch DκDκfµ und die restliche Auswertung
des Integrales stark vereinfachen.

Lemma 3.9. Eine differenzierbare Vektorfunktion f : R+ ×Rd → Rd+1 auf
dem AdS-Raum besitze für alle µ die Form (3.67) mit ∆ ∈ R \ {1, d}. Dann
sind folgende Aussagen äquivalent:

(i)
Dµfµ = 0 (3.68 i)

(ii)
d−1∑

i=0

∂if̃i = 0 ∧ f̃z = 0 (3.68 ii)

(iii) ∑

κ

∂κfκ = 0 (3.68 iii)
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3.2. Normierung von H

Beweis. Wir zeigen zuerst die Äquivalenz zwischen (i) und (ii). Hierzu geben
wir zuerst die Divergenz der Funktion f auf eine geeignete Art und Weise an.
Mit Gleichung (A.3d) bekommen wir:

Dµfµ = gκµ(∂κfµ − Γλ
κµfλ)

= z2
∑

κ

∂κfκ − z(d − 1)fz. (3.69)

Nutzt man nun die Form (3.67) von f aus, so kann man hiermit ohne Umwege
die behauptete Äquivalenz zeigen:

Dµfµ = 0

⇔ z
∑

κ

∂κfκ = (d − 1)fz

⇔ (∆ − 1)z∆−1f̃z + z∆
d−1∑

i=0

∂if̃i = (d − 1)z∆−1f̃z

⇔ z
d−1∑

i=0

∂if̃i = (d − ∆)f̃z (∗)

⇔
( d−1∑

i=0

∂if̃i = 0 ∧ f̃z = 0
)

Der letzte Schritt ist dadurch begründet, daß die f̃µ unabhängig von z sind.

Gleichung (∗) kann also nur genau dann für alle z gelten, wenn
∑d−1

k=0 ∂kf̃k = 0
und fz = 0 (da d − ∆ 6= 0) gegeben ist.

Analog zeigt man die Äquivalenz zwischen (ii) und (iii) (wobei 1 − ∆ 6= 0
benutzt wird):

∑

κ

∂κfκ = 0

⇔ (∆ − 1)z∆−2f̃z + z∆−1
d−1∑

i=0

∂if̃i = 0

⇔ z

d−1∑

i=0

∂if̃i = (1 − ∆)f̃z
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

⇔
( d−1∑

i=0

∂if̃i = 0 ∧ f̃z = 0
)

Es ergibt sich mit Hilfe dieses Lemmas und (A.9):

(−DκDκ + M2)f ν =

= gµν(−DκDκ + M2)fµ

= gµν
[
− zd−1∂zz

3−d∂zfµ − z2
d−1∑

i=0

∂2
i fµ + 2z∂µfz − 2zδµz

∑

κ

∂κfκ+

+ dfµ + (d − 1)δµzfz + M2fµ

]

= gµν
(
− zd−1∂zz

3−d∂z − z2
d−1∑

i=0

∂2
i + d + M2

)
z∆−1f̃µ

= gµνz∆−1
[
− (∆ − 1)(∆ − d + 1) − z2

d−1∑

i=0

∂2
i + d + M2

]
f̃µ

= −gµνz∆+1△f̃µ (3.70)

Hierbei wurde im letzten Schritt (∆ − 1)(∆ − d + 1) = M2 + d benutzt.
Setzen wir (3.70) in Gleichung (3.66) ein, so erhalten wir

∀f̃µ : −
∫

dzddx z∆−dHµ
j(z, x;x′)△f̃µ(x − x′) = f̃j(0). (3.71)

Die Berechnung des Integrales bereitet nun keine größeren Probleme mehr,
wenn man ausnutzt, daß f̃z = 0 und

∑d−1
i=0 ∂if̃i = 0 gilt, und dieselbe Substi-

tution wie im Skalaren, also z̃ := z2

x2 , durchführt. (Die genaue Rechnung findet
sich im Anhang in Abschnitt B.1.1.) Wir bekommen:

∀f̃j : γ · 2∆+1 π
d
2 (∆ − 1)Γ(∆ + 1 − d

2 )

Γ(∆ + 1)
f̃j(0) = f̃j(0) (3.72)

Die gesuchte Konstante γ haben wir somit zu

γ = 2−∆−1 Γ(∆ + 1)

π
d
2 (∆ − 1)Γ(∆ + 1 − d

2)
(3.73)

bestimmt.
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3.2.3. Tensorieller Fall

Zu betrachten ist die Gleichung

A ρσ
µν Gρσαβ(z, x; z′, x′) = gµαgνβz1+dδ(z − z′)δd(x − x′). (3.74)

mit A ρσ
µν wie in Formel (3.37′) angegeben. Mit Testfunktionen fµν geschrieben

heißt dies:

∀fµν :

∫
dzddx

√
g Gρσαβ(z, x; z′, x′)tA ρσ

µν fµν(z, x) = fαβ(z′, x′) (3.75)

Analog zum vektoriellen Fall schränken wir den Raum der Testfunktionen auf
die divergenz- und spurfreien symmetrischen Funktionen ein, vollziehen also
den Übergang zur Greenschen Funktion Gc

±,ρσαβ der Klein-Gordon-Gleichung
bzgl. der Masse M (vgl. Abschnitt 3.1.4), und bilden den AdS-Limes durch
Anwenden von limz′→0 z′2−∆:

∀fρσ :

∫
dzddx

√
gHρσij(z, x;x′)(−DκDκ+M2)fρσ(z, x) = lim

z′→0
z′2−∆fij(z

′, x′)

(3.76)
Des weiteren sollen die Testfunktionen nun die folgende Form besitzen:

fµν(z, x) = z∆−2f̃µν(x − x′) (3.77)

Dies hat zur Folge, daß der Grenzwert limz′→0 z′2−∆fij(z
′, x′) existiert, und

weiterhin wird analog zum vektoriellen Fall die Berechnung des Integrales auf
Grund des folgenden Lemmas sehr viel einfacher:

Lemma 3.10. Eine differenzierbare, symmetrische und spurfreie Tensorfunk-
tion f : R+ × Rd+1 → Rd+1 auf dem AdS-Raum besitze für alle µ die Form
(3.77) mit ∆ ∈ R \ {2, d + 1}. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i)

Dµfµν = 0 (3.78 i)

(ii)
d−1∑

i=0

∂if̃iν = 0 ∧ f̃zν = 0 (3.78 ii)
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(iii) ∑

κ

∂κfκν = 0 (3.78 iii)

(Anmerkung: Auf Grund der Symmetrie der f sind die Aussagen (i) bis (iii)
auch noch äquivalent zu den entsprechenden Aussagen mit vertauschten Indi-
zes.)

Beweis. Der Beweis läuft ganz analog zum vektoriellen Fall (Lemma 3.9) ab:
Auf Grund der Spurfreiheit der zu betrachtenden Funktion f erhalten wir

gκµΓλ
κνfµλ = z(δλ

z δµ
ν − δµ

z δλ
ν − δνzδ

λµ)fµλ = 0.

Mit Hilfe von (A.3d) führt dies zu folgendem Ausdruck für ihre Divergenz:

Dµfµν = gκµ(∂κfµν − Γλ
κµfλν − Γλ

κνfµλ)

= z2
∑

κ

∂κfκν − (d − 1)zfzν

Hiermit können wir, wenn wir die spezielle Form (3.77) der Funktion f aus-
nutzen, folgern:

Dµfµν = 0

⇔ z
∑

κ

∂κfκν = (d − 1)zfzν

⇔ (∆ − 2)z∆−2f̃zν + z∆−1
d−1∑

i=0

∂if̃iν = (d − 1)z∆−2f̃zν

⇔ z
d−1∑

i=0

∂if̃iν = (d − ∆ + 1)f̃zν

⇔
( d−1∑

i=0

∂if̃iν = 0 ∧ f̃zν = 0
)

Hierbei wurde zum Schluß ∆ 6= d+1 gebraucht. Wir haben also die Äquivalenz
zwischen (i) und (ii) erfolgreich bewiesen.

Es bleibt noch, die Äquivalenz zwischen (ii) und (iii) zu zeigen. Diese ergibt
sich mit Hilfe von ∆ 6= 2 aus folgenden Umformungen:

∑

κ

∂κfκν = 0
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⇔ (∆ − 2)z∆−3f̃zν + z∆−2
d−1∑

i=0

∂if̃iν = 0

⇔ z

d−1∑

i=0

∂if̃iν = (2 − ∆)f̃zν

⇔
( d−1∑

i=0

∂if̃iν = 0 ∧ f̃zν = 0
)

Mit Hilfe dieses Lemmas bekommen wir nun:

(−DκDκ + M2)fρσ =

= gρµgσν(−DκDκ + M2)fµν

= gρµgσν
[
− zd−3∂zz

5−d∂zfµν − z2
d−1∑

i=0

∂2
i fµν+

+ 2z(∂µfνz + ∂νfµz) − 2z
(
δµz

∑

κ

∂κfκν + δνz

∑

κ

∂κfκµ

)
+

+ 2(d − 1)fµν + (d + 1)(δµzfνz + δνzfµz)−

− 2
z2 δµzδνzf

λ
λ − 2δµνfzz + M2fµν

]

= gρµgσν
[
− zd−3∂zz

5−d∂z − z2
d−1∑

i=0

∂2
i + 2(d − 1) + M2

]
z∆−2f̃µν

= gρµgσνz∆−2
[
− (∆ − 2)(∆ + 2 − d) − z2

d−1∑

i=0

∂2
i + 2(d − 1) + M2

]
f̃µν

= −gρµgσνz∆△f̃µν (3.79)

Hierbei wurde zum Schluß der Rechnung

(∆ − 2)(∆ + 2 − d) = M2 + 2(d − 1) (3.80)

benutzt. Mit diesem Ergebnis wird (3.76) zu

∀f̃µν : −
∫

dzddxz−1−d+∆Hµνij(z, x;x′)△f̃µν(z, x) = f̃ij(0). (3.81)
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Das Integral kann nun unter Ausnutzung der Eigenschaften der f̃µν (also

Symmetrie bzgl. Vertauschung der Indizes,
∑d−1

i=0 ∂if̃iν = 0, f̃zν = 0, f̃ µ
µ = 0)

gelöst werden. Hierbei bietet sich wie im skalaren und vektoriellen Fall die
Verwendung der Substitution z̃ := z2

x2 an. (Die Rechnung findet sich in Ab-
schnitt B.1.2 des Anhangs.) Man kommt schlußendlich zu folgendem Resultat:

∀f̃ij : γ · 2∆+2 π
d
2 ∆(∆ − 1)Γ(∆ + 1 − d

2 )

Γ(∆ + 2)
f̃ij(0) = f̃ij(0) (3.82)

Es ergibt sich also für die gesuchte Konstante:

γ = 2−∆−2 Γ(∆ + 2)

π
d
2 ∆(∆ − 1)Γ(∆ + 1 − d

2)
(3.83)

3.3. Normierung von K

Nun soll die Normierung der Bulk-to-Boundary-Propagatoren K bestimmt wer-
den, die, wie zu Beginn des Kapitels schon einmal erwähnt, fixiert ist durch die
Forderung, daß K im Limes (plus Projektion) et die Kontinuumsversion δ der
Einheitsmatrix 1n ergeben soll. Hierbei ist et analog zu e zu interpretieren. Das
einzige, was sich ändert, ist, daß wir z durch z′ sowie ∆+ durch ∆− = d− ∆+

zu ersetzen und im Vektor- und Tensorfall entsprechend eine Projektion P
auf die Komponenten der ungestrichenen (statt der gestrichenen) Koordinaten
durchzuführen haben (siehe auch Formel (2.22b)).

Wie auch schon bei der Berechnung der Normierungskonstante des Bulk-to-
Boundary-Propagators H laufen die Rechnungen im skalaren, vektoriellen und
tensoriellen Fall analog ab.

3.3.1. Skalarer Fall

Im skalaren Fall soll

lim
z→0

z−∆−K(z, x;x′) = δd(x − x′) (3.84)

mit

K(z, x;x′) = K(z, x − x′) = cγ

(
z

z2 + (x − x′)2

)∆

(3.85)
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und ∆− = d − ∆+ gelten, wobei wir ∆ statt ∆+ geschrieben haben. Mit Hilfe
von Testfunktionen f formuliert, heißt dies:

∀f : lim
z→0

z∆−dcγ

∫
ddx′

(
z

z2 + (x − x′)2

)∆

f(x′) = f(x) (3.86)

bzw. äquivalent dazu

∀f : lim
z→0

z∆−dcγ

∫
ddx

(
z

z2 + x2

)∆

f(x) = f(0). (3.87)

Nun führen wir die Substituion zy := x durch, wodurch wir die linke Seite der
Gleichung leicht auswerten können:

lim
z→0

z∆−dcγ

∫
ddx

(
z

z2 + x2

)∆

f(x) =

= lim
z→0

z∆−dcγ

∫
ddyzd

(
z

z2(1 + y2)

)∆

f(yz)

= cγf(0)

∫
ddy(1 + y2)−∆

(3.88)

Mit Formel (C.7) erhalten wir also aus (3.87)

cγ =
Γ(∆)

π
d
2 Γ(∆ − d

2 )
. (3.89)

Es ergibt sich nun mit Hilfe der schon berechneten Normierungskonstanten γ
von H (3.61):

c = 2∆ − d (3.90)

3.3.2. Vektorieller Fall

Die Gleichung, die hier der Fixierung der Normierungskonstante dient, ist ge-
geben durch

lim
z→0

z1−∆−Kmj(z, x;x′) = δmjδ
d(x − x′) (3.91)

mit
Kmj = cγ(1

z v−∆δmj − v−∆−1wjwm). (3.92)
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Man beachte, daß die Indizes hier nur noch Werte von 0 bis d − 1 annehmen.
Mit Testfunktionen f j geschrieben wird diese Gleichung zu

∀f j : lim
z→0

z1+∆−d

∫
ddx′Kmj(z, x;x′)f j(x′) = δmjf

j(x) = fm(x), (3.93)

wobei wir wie im skalaren Fall ∆− = d−∆+ benutzt und ∆ statt ∆+ geschrie-
ben haben. Unser Ziel ist es nun, die linke Seite dieser Gleichung auszurechnen.
Hierzu gehen wir von folgendem zu obiger Bedingung äquivalenten Ausdruck
aus:

∀f j : lim
z→0

z1+∆−d

∫
ddxcγ

[
1

z

(
2z

z2 + x2

)∆

δmj−

− xm

z
· xj

z

(
2z

z2 + x2

)∆+1 ]
f j(x) = fm(0) (3.94)

Wie im skalaren Fall kann das Integral nun nach der Substitution zy := x
ohne größere Probleme berechnet werden. (Das genaue Vorgehen findet sich in
Abschnitt B.2.1.) Wir erhalten als Ergebnis:

∀f j : cγ · 2∆π
d
2

(∆ − 1)Γ(∆ − d
2)

Γ(∆ + 1)
fm(0) = fm(0) (3.95)

Die gesuchte Normierungskonstante von Kmj ist also gegeben durch

cγ = 2−∆ Γ(∆ + 1)

π
d
2 (∆ − 1)Γ(∆ − d

2 )
. (3.96)

Mit (3.73) erhalten wir also erneut

c = 2∆ − d. (3.97)

3.3.3. Tensorieller Fall

Hier ist die Forderung an

Kmnij(z, y;x′) = cγ
[

1
z2 (δmiδnj + δniδmj − 2gmnδij)v

−∆−
− 1

z (wmwjδin + wnwjδim + wmwiδjn + wnwiδjm)v−∆−1+
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3.3. Normierung von K

+ 2(wmwnwiwj + 1
dwmwnδij)v

−∆−2
]

(3.98)

gegeben durch

∀f ij : lim
z→0

z2+∆−d

∫
ddx′Kmnij(z, x;x′)f ij(x − x′) = δmiδnjf

ij(x) = fmn(x),

(3.99)
wobei die Testfunktionen f ij symmetrisch und spurfrei sind. Äquivalent hierzu
ist:

∀f ij : lim
z→0

z2+∆−d

∫
ddxcγ

[
1

z2
(δmiδnj + δniδmj − 2gmnδij)

(
2z

z2 + (x − x′)2

)∆

−

− 1

z

(xmxj

z2
δin +

xnxj

z2
δim +

xmxi

z2
δjn +

xnxi

z2
δjm

)( 2z

z2 + (x − x′)2

)∆+1

+

+ 2
(xmxnxixj

z4
+

xmxn

dz2
δij

)( 2z

z2 + x2

)∆+2 ]
f ij(x) = fmn(0) (3.100)

Für die nun folgende Rechnung können die beiden δij-Terme auf Grund der
Spurfreiheit der Testfunktionen weggelassen werden. Wie in den letzten beiden
Abschnitten kann das Integral dann wieder mit Hilfe der Substitution yz := x
bestimmt werden. (Zur Rechnung siehe Abschnitt B.2.2.) Schlußendlich erhal-
ten wir:

∀f ij : cγ · 2∆+1π
d
2 · ∆(∆ − 1)Γ(∆ − d

2)

Γ(∆ + 2)
fmn(0) = fmn(0) (3.101)

Die gesuchte Normierungskonstante ergibt sich also zu

cγ = 2−∆−1 Γ(∆ + 2)

π
d
2 ∆(∆ − 1)Γ(∆ − d

2 )
. (3.102)

Durch Vergleich mit (3.83) haben wir also gezeigt, daß auch im tensoriellen
Fall

c = 2∆ − d (3.103)

gilt.
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3. Bestimmung der relativen Normierung von H und K

3.4. Fazit

Wir haben somit die relative Normierung zwischen H+ und K− für alle Fälle
zu

c = 2∆ − d (3.104)

bestimmt. Damit wurde sowohl das Ergebnis von [DR02] reproduziert, als auch
auf Tensorfelder zweiter Stufe erweitert. Die Vermutung 3.1 ist damit bewiesen.
Es gilt also auch für Tensorfelder die Relation

Z−(f) = Z̃+(c · f) (3.105)

zwischen den Funktionalintegralen und somit die Relation

O−(x) = c · φ+
0 (x) (3.106)

zwischen den von den Funktionalintegralen erzeugten Feldern.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir gezeigt, daß die als Summe von Feynman-Graphen
formal definierten Funktionalintegrale

Z̃(f) =

∫
Dφ e−I(φ)e

R
φ0f (

”
feldtheoretische Beschreibung“)

und

Z(f) =

∫
Dφ e−I(φ)δ(φ0 − f) (

”
duale Beschreibung“)

im Falle von Skalar-, Vektor- und symmetrischer Tensorfeldern zweiter Stufe
äquivalent sind, und daß das duale konforme Feld O bis auf einen Zahlenfaktor
mit φ0, dem Randwert von φ, übereinstimmt.

Damit ist es gelungen, das Ergebnis von [DR02] zu erweitern, wobei wir einen
Weg gefunden haben, der die schwierige explizite Bestimmung der Greenschen
Funktion der Feldgleichung vermeidet. Dieser besteht darin, die aus [DR02]
bekannten algebraischen Relationen auszunutzen, wodurch sich das Problem
auf die Bestimmung des Verhältnisses der Normierung der beiden Bulk-to-
Boundary-Propagatoren H und K reduziert. Durch zwar teilweise langwierige,
aber immer mathematisch einfache Rechnungen kann die gemeinsame Struktur
dieser beiden Propagatoren bestimmt und schließlich ihre jeweilige Normierung
berechnet werden.

Dieses Vorgehen sollte prinzipiell auch bei Tensorfeldern beliebiger Stufe
funktionieren. Dies zu zeigen könnte das Ziel einer anschließenden Arbeit sein.
Auch sollte der Fall antisymmetrischer Tensorfelder bzw. Spinor-Felder be-
trachtet werden. Weitere interessante Fragen stellen sich bzgl. des Faktors

c = 2∆+ − d = ∆+ − ∆−.

Warum besitzt c genau diese vom Tensorrang unabhängige
”
universelle“ Form,

und hat c eine größere Bedeutung für die AdS-CFT-Korrespondenz?
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A. Riemannsche Geometrie auf dem
AdS-Raum: Definitionen,
Konventionen, Formeln

In diesem Kapitel sollen wichtige Definitionen und Relationen1 aus der Rie-
mannschen Geometrie aufgelistet werden, wobei jedoch keine Motivation und
nähere Erläuterung der Begrifflichkeiten erfolgen wird. Der Zweck dieses Kapi-
tels ist allein, die für die Arbeit nützlichen Formeln zusammenzufassen, wobei
im Besonderen der Euklidische AdS-Raum betrachtet wird. Hierbei wird auf die
in Abschnitt 1.2.2 eingeführten Koordinaten (z, x) zurückgegriffen. Identitäten,
die den AdS-Raum voraussetzen, werden, falls Unklarheiten zu befürchten sind,

durch das Symbol
”
AdS
= “ gekennzeichnet.

A.1. Das Christoffelsymbol

Def. A.1. Das Christoffelsymbol Γκ
µν ist über

Γκ
µν :=

gκλ

2

(
∂gνλ

∂xµ
+

∂gµλ

∂xν
− ∂gµν

∂xλ

)
(A.1)

definiert.

Für den AdS-Raum ergibt sich speziell:

Γκ
µν =

z2δκλ

2

(
−2z−3δµzδνλ − 2z−3δνzδµλ + 2z−3δλzδµν

)

= 1
z

(
δκ
z δµν − δµzδ

κ
ν − δνzδ

κ
µ

)
(A.2)

1Im allgemeinen werden hierbei die Beweise für die AdS-Spezialfälle aufgeführt, aber nicht
für Zusammenhänge, die generell gelten.
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

Einige nützliche Eigenschaften:

Γκ
µν = Γκ

νµ (A.3a)

Γκ
κν = 1√

g∂ν
√

g (A.3b)

AdS
= zd+1(−d − 1)z−2−dδνz

= −(d + 1)1
z δνz (A.3c)

gµνΓκ
µν = z2δµν 1

z (δκ
z δµν − δµzδ

κ
ν − δνzδ

κ
µ)

= z[δκ
z (d + 1) − δκ

z − δκ
z ]

= (d − 1)zδκ
z (A.3d)

∂λΓκ
µν = − 1

z2 δλz(δ
κ
z δµν − δµzδ

κ
ν − δνzδ

κ
µ)

= −1
z δλzΓ

κ
µν (A.3e)

Γκ
µz = 1

z (δκ
z δµz − δµzδ

κ
z − δκ

µ)

= −1
z δκ

µ (A.3f)

A.2. Die kovariante Ableitung

Für die kovariante Ableitung Dκ gilt:

Dκφ = ∂κφ (A.4a)

Dκφµ = ∂κφµ − Γλ
κµφλ (A.4b)

Dκφµ = ∂κφµ + Γµ
κλφλ (A.4c)

Dκφµν = ∂κφµν − Γλ
κµφλν − Γλ

κνφµλ (A.4d)

Dκφµν = ∂κφµν + Γµ
κλφλν + Γν

κλφµλ (A.4e)

Dκφµ
ν = ∂κφµ

ν + Γµ
κλφλ

ν − Γλ
κνφ

µ
λ (A.4f)

Dκφ ν
µ = ∂κφ ν

µ − Γλ
κµφ ν

λ + Γν
κλφ λ

µ (A.4g)
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A.3. Der Differentialoperator DκDκ auf dem AdS-Raum

Dκφµνρ = ∂κφµνρ − Γλ
κµφλνρ − Γλ

κνφµλρ − Γλ
κρφµνλ (A.4h)

... =
...

Einige nützliche Eigenschaften:

Dκgµν = 0 (A.5a)
√

g Dκφκ = ∂κ(
√

g φκ) (A.5b)

A.3. Der Differentialoperator DκD
κ auf dem AdS-Raum

Wir werden in den folgenden drei Abschnitten DκDκf , DκDκfµ sowie DκDκfµν

in den (z, x)-Koordinaten ausdrücken. Die Ergebnisse werden für Kapitel 3
benötigt.

A.3.1. DκD
κ angewendet auf einen Skalar

Es gilt mit (A.5b):

DκDκf = 1√
g∂κ(

√
g gκλ∂λf)

= z1+d∂κ(z1−dδκλ∂λf)

= z1+d∂zz
1−d∂zf + z2

d−1∑

i=0

∂2
i f (A.6)

A.3.2. DκD
κ angewendet auf einen Vektor

Es gilt:

DκDκfµ =

= gκσDκDσfµ

= gκσ[∂(Dσfµ) − Γλ
κσDλfµ − Γλ

κµDσfλ]

= gκσ[∂κ(∂σfµ − Γλ
σµfλ) − Γλ

κσ(∂λfµ − Γρ
λµfρ) − Γλ

κµ(∂σfµ − Γρ
σλfρ)]

= gκσ∂κ∂σfµ − gκσ(∂κΓλ
σµ)fλ − gκσΓλ

σµ∂κfλ − gκσΓλ
κσ∂λfµ+

+ gκσΓλ
κσΓρ

λµfρ − gκσΓλ
κµ∂σfµ + gκσΓλ

κµΓρ
σλfρ
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

= z2
∑

κ

∂2
κfµ − gκσ(∂κΓλ

σµ)fλ︸ ︷︷ ︸
(i)

−2 gκσΓλ
σµ∂κfλ︸ ︷︷ ︸
(ii)

− gκσΓλ
κσ∂λfµ︸ ︷︷ ︸
(iii)

+

+ gκσΓλ
κσΓρ

λµfρ︸ ︷︷ ︸
(iv)

+ gκσΓλ
κµΓρ

σλfρ︸ ︷︷ ︸
(v)

(A.7)

Für die einzelnen Summanden bekommen wir folgende Ergebnisse:

• Zu (i): Wir rechnen, wobei wir im ersten Schritt (A.3e) und im letzten (A.3f)
benutzen:

gκσ(∂κΓλ
σµ)fλ = −gκσ 1

z δκzΓ
λ
σµfλ

= −zδσ
z Γλ

σµfλ

= fµ (A.8 i)

• Zu (ii): Hier setzen wir einfach den Ausdruck für das Christoffel-Symbol ein:

gκσΓλ
σµ∂κfλ = zδκσ(δλ

z δσµ − δµzδ
λ
σ − δσzδ

λ
µ)∂κfλ

= z(δλ
z δκ

µ − δµzδ
κλ − δκ

z δλ
µ)∂κfλ

= z
(
∂µfz − δµz

∑

κ

∂κfκ − ∂zfµ

)
(A.8 ii)

• Zu (iii): Mit (A.3d) erhält man sofort:

gκσΓλ
κσ∂λfµ = (d − 1)z∂zfµ (A.8 iii)

• Zu (iv): Hier verwenden wir Gleichung (A.3d) und Gleichung (A.3f):

gκσΓλ
κσΓρ

λµfρ = (d − 1)zδλ
z Γρ

λµfρ

= −(d − 1)fµ (A.8 iv)

• Zu (v): Wie bei (ii) berechnen wir hier direkt

gκσΓλ
κµΓρ

σλfρ =

= (δλ
z δκµ − δµzδ

λ
κ − δκzδ

λ
µ)δκσ(δρ

zδσλ − δλzδ
ρ
σ − δσzδ

ρ
λ)fρ

= (δλ
z δσ

µ − δµzδ
λσ − δσ

z δλ
µ)(δσλfz − δλzfσ − δσzfλ)

= δµzfz − fµ − δµzfz − δµz(d + 1)fz + δµzfz + δµzfz − δµzfz + δµzfz + fµ
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A.3. Der Differentialoperator DκDκ auf dem AdS-Raum

= −(d − 1)δµzfz. (A.8 v)

Wir erhalten also insgesamt:

DκDκfµ =

= z2
∑

κ

∂2
κfµ − fµ − 2z

(
∂µfz − δµz

∑

κ

∂κfκ − ∂zfµ

)
−

− (d − 1)z∂zfµ − (d − 1)fµ − (d − 1)δµzfz

= (3 − d)z∂zfµ + z2
∑

κ

∂2
κfµ − 2z∂µfz + 2zδµz

∑

κ

∂κfκ−

− dfµ − (d − 1)δµzfz

= zd−1∂zz
3−d∂zfµ + z2

d−1∑

i=0

∂2
i fµ − 2z∂µfz + 2zδµz

∑

κ

∂κfκ−

− dfµ − (d − 1)δµzfz

(A.9)

A.3.3. DκD
κ angewendet auf einen Tensor

Es gilt:

DκDκfµν =

= gκσDκDσfµν

= gκσ [∂κ(Dσfµν) − Γλ
σκDλfµν − Γλ

µκDσfλν − Γλ
νκDσfµλ]

= gκσ [∂κ(∂σfµν − Γλ
µσfλν − Γλ

νσfµλ) − Γλ
σκ(∂λfµν − Γρ

µλfρν − Γρ
νλfµρ)−

− Γλ
µκ(∂σfλν − Γρ

λσfρν − Γρ
νσfλρ) − Γλ

νκ(∂σfµλ − Γρ
µσfρλ − Γρ

λσfµρ)]

= gκσ∂κ∂σfµν−
− gκσ(∂κΓλ

µσ)fλν − gκσΓλ
µσ∂κfλν − gκσ(∂κΓλ

νσ)fµλ − gκσΓλ
νσ∂κfµλ−

− gκσΓλ
σκ∂λfµν + gκσΓλ

σκ(Γρ
µλfρν + Γρ

νλfµρ)−
− gκσΓλ

µκ∂σfλν + gκσΓλ
µκ(Γρ

λσfρν + Γρ
νσfλρ)−

− gκσΓλ
νκ∂σfµλ + gκσΓλ

νκ(Γρ
µσfρλ + Γρ

λσfµρ)
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

= z2
∑

κ

∂2
κfµν−

− gκσ(∂κΓλ
µσ)fλν︸ ︷︷ ︸

(i)

−2 gκσΓλ
µσ∂κfλν︸ ︷︷ ︸
(ii)

− gκσ(∂κΓλ
νσ)fµλ︸ ︷︷ ︸

(iii)

−2 gκσΓλ
νσ∂κfµλ︸ ︷︷ ︸
(iv)

−

− gκσΓλ
σκ∂λfµν︸ ︷︷ ︸
(v)

+ gκσΓλ
σκΓρ

µλfρν︸ ︷︷ ︸
(vi)

+ gκσΓλ
σκΓρ

νλfµρ︸ ︷︷ ︸
(vii)

+

+ gκσΓλ
µκΓρ

λσfρν︸ ︷︷ ︸
(viii)

+ gκσΓλ
µκΓρ

νσfλρ︸ ︷︷ ︸
(ix)

+ gκσΓλ
νκΓρ

µσfρλ︸ ︷︷ ︸
(x)

+ gκσΓλ
νκΓρ

λσfµρ︸ ︷︷ ︸
(xi)

(A.10)

Wie im vektoriellen Fall berechenen wir nun die Summanden einzeln. Ein Teil
der Ergebnisse ergibt sich analog zu den dortigen Resultaten.

• Zu (i) Das Ergebnis erhält man aus (A.8 i) vom vektoriellen Fall:

gκσ(∂κΓλ
µσ)fλν = fµν (A.11 i)

• Zu (ii): Auch hier können wir auf den vektoriellen Fall, nämlich (A.8 ii),
zurückgreifen:

gκσΓλ
µσ∂κfλν = z

(
∂µfzν − δµz

∑

κ

∂κfκν − ∂zfµν

)
(A.11 ii)

• Zu (iii): Analog zu (A.11 i) ergibt sich aus (A.8 i):

gκσ(∂κΓλ
νσ)fµλ = fµν (A.11 iii)

• Zu (iv): Wie für (A.11 ii) aus (A.8 ii):

gκσΓλ
νσ∂κfµλ = z

(
∂νfµz − δνz

∑

κ

∂κfµκ − ∂zfµν

)
(A.11 iv)

• Zu (v): Das Ergebnis ergibt sich sofort aus (A.3d):

gκσΓλ
σκ∂λfµν = (d − 1)z∂zfµν (A.11 v)

• Zu (vi): Mit (A.8 iv) vom vektoriellen Fall bekommen wir:

gκσΓλ
σκΓρ

µλfρν = −(d − 1)fµν (A.11 vi)
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A.3. Der Differentialoperator DκDκ auf dem AdS-Raum

• Zu (vii): Analog zu (A.11 vi) aus (A.8 iv):

gκσΓλ
σκΓρ

νλfµρ = −(d − 1)fµν (A.11 vii)

• Zu (viii): Dieser Summand entspricht (A.8 v) vom vektoriellen Fall:

gκσΓλ
µκΓρ

λσfρν = −(d − 1)δµzfzν (A.11 viii)

• Zu (ix): Wir berechnen das Ergebnis direkt durch Einsetzen des Ausdruckes
für das Christoffel-Symbol:

gκσΓλ
µκΓρ

νσfλρ = δκσ(δλ
z δµκ − δµzδ

λ
κ − δκzδ

λ
µ)(δρ

zδνσ − δνzδ
ρ
σ − δσzδ

ρ
ν)fλρ

= (δλ
z δσ

µ − δµzδ
λσ − δσ

z δλ
µ)(δνσfλz − δνzfλσ − δσzfλν)

= δνµfzz − δνzfzµ − δµzfzν−
− δµzfνz + 1

z2 δµzδνzf
λ

λ + δµzfzν−
− δνzfµz + δνzfµz + fµν

= δµνfzz − δνzfzµ − δµzfνz + 1
z2 δµzδνzf

λ
λ + fµν (A.11 ix)

• Zu (x): Die Rechnung verläuft analog zu (A.11 ix). Wir erhalten:

gκσΓλ
νκΓρ

µσfρλ = δµνfzz − δνzfzµ − δµzfνz + 1
z2 δµzδνzf

λ
λ + fµν (A.11 x)

• Zu (xi): Wie für (A.11 viii) aus (A.8 v):

gκσΓλ
νκΓρ

λσfµρ = −(d − 1)δνzfµz (A.11 xi)

Insgesamt bekommt man mit diesen Ergebnissen:

DκDκfµν =

= z2
∑

κ

∂2
κfµν − 2fµν−

− 2z
(
∂µfzν − δµz

∑

κ

∂κfκν − ∂zfµν

)
− 2z

(
∂νfµz − δνz

∑

κ

∂κfµκ − ∂zfµν

)
−

− (d − 1)z∂zfµν − 2(d − 1)fµν − (d − 1)δµzfzν − (d − 1)δνzfµz+

+ 2(δµνfzz − δνzfzµ − δµzfνz + 1
z2 δµzδνzf

λ
λ + fµν)

= (5 − d)z∂zfµν + z2
∑

κ

∂2
κfµν − 2(d − 1)fµν−
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− 2z(∂µfzν + ∂νfµz) + 2z
(
δµz

∑

κ

∂κfκν + δνz

∑

κ

∂κfµκ

)
−

− (d − 1)δµzfzν − (d − 1)δνzfµz+

+ 2δµνfzz − 2δνzfzµ − 2δµzfνz + 2
z2 δµzδνzf

λ
λ

= zd−3∂zz
5−d∂zfµν + z2

d−1∑

i=0

∂2
i fµν − 2(d − 1)fµν−

− 2z(∂µfzν + ∂νfµz) + 2z
(
δµz

∑

κ

∂κfκν + δνz

∑

κ

∂κfµκ

)
−

− (d − 1)δµzfzν − 2δµzfνz − (d − 1)δνzfµz − 2δνzfzµ+

+ 2
z2 δµzδνzf

λ
λ + 2δµνfzz

(A.12)

Für den Spezialfall eines symmetrischen Tensors, also für fµν = fνµ gilt also:

DκDκfµν =

= zd−3∂zz
5−d∂zfµν + z2

d−1∑

i=0

∂2
i fµν−

− 2z(∂µfνz + ∂νfµz) + 2z
(
δµz

∑

κ

∂κfκν + δνz

∑

κ

∂κfκµ

)
−

− 2(d − 1)fµν − (d + 1)(δµzfνz + δνzfµz)+

+ 2
z2 δµzδνzf

λ
λ + 2δµνfzz

(A.13)

A.4. Der Krümmungstensor

Def. A.2. Der durch die Kommutatorrelation

[Dµ,Dν ]φκ =: Rλ
κνµφλ. (A.14)

definierte Tensor Rλ
κνµ wird als Riemannscher Krümmungstensor bezeichnet.

Ausrechnen des Kommutators ergibt, daß der Krümmungstensor die Form

Rρ
κµν = ∂µΓρ

κν − ∂νΓ
ρ
κµ + Γλ

κνΓ
ρ
λµ − Γλ

κµΓρ
λν (A.15)

hat. Offensichtlich besitzt er einige schöne Symmetrie-Eigenschaften:

Rρκµν = Rµνρκ (A.16a)
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Rρκµν = −Rκρµν = Rκρνµ = −Rρκνµ (A.16b)

Rρκµν + Rρµνκ + Rρνκµ = 0 (A.16c)

Wir geben nun noch eine zu (A.14) analoge Relation für Tensoren beliebiger
Stufe an:

Satz A.1. Es sei φκ1...κn ein Tensor der Stufe n ∈ N. Dann gilt:

[Dµ,Dν ]φκ1...κn =

n∑

i=1

Rρ
κiνµφκ1...κi−1ρκi+1...κn (A.17)

Beweis. Wir führen den Beweis mit vollständiger Induktion:
• Für n = 1 ist die Behauptung nach Definition des Krümmungstensors offenbar
richtig.
• Die Behauptung gelte nun für ein beliebiges n. Mit einem Vektor φ̃κn+1

ergibt
sich dann aus

DνDµ(φκ1...κnφ̃κn+1
) = DνDµφκ1...κn · φ̃κn+1

+ Dµφκ1...κn · Dν φ̃κn+1
+

+ Dνφκ1...κn · Dµφ̃κn+1
+ φκ1...κnDνDµφ̃κn+1

(A.18a)

bzw.

DµDν(φκ1...κnφ̃κn+1
) = DµDνφκ1...κn · φ̃κn+1

+ Dνφκ1...κn · Dµφ̃κn+1
+

+ Dµφκ1...κn · Dν φ̃κn+1
+ φκ1...κnDµDν φ̃κn+1

(A.18b)

mit Hilfe der Kommutatorrelationen für Vektoren und Tensoren n-ter Stufe die
Gleichung

[Dµ,Dν ](φκ1...κn φ̃κn+1
) =

= [Dµ,Dν ]φκ1...κn · φ̃κn+1
+ φκ1...κn [Dµ,Dν ]φ̃κn+1

=
n∑

i=1

Rρ
κiνµφκ1...κi−1ρκi+1...κn φ̃κn+1

+ Rρ
κn+1νµφκ1...κnφ̃ρ

=

n+1∑

i=1

Rρ
κiνµφκ1...κi−1ρκi+1...κnφ̃κn+1

. (A.19)

Damit wurde die Relation (A.17) für Tensoren n + 1-ter Stufe und somit auch
für alle n bewiesen.
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Insbesondere gilt also für Tensoren zweiter bzw. dritter Stufe:

[Dµ,Dν ]φκλ = Rρ
κνµφρλ + Rρ

λνµφκρ (A.20a)

[Dµ,Dν ]φκλγ = Rρ
κνµφρλγ + Rρ

λνµφκργ + Rρ
γνµφκλρ (A.20b)

Der Krümmungstensor ist der Ausgangspunkt für weitere wichtige Begriffs-
definitionen:

Def. A.3. Der Ricci-Tensor ist durch

Rκν := Rµ
κµν (A.21)

definiert, und der Krümmungsskalar durch

R := Rν
ν . (A.22)

Wir werden nun für den AdS-Raum die gerade definierten Größen bestim-
men:

Satz A.2. Für den AdS-Raum gelten für den Krümmungstensor Rρ
κµν, den

Ricci-Tensor Rκν und den Krümmungsskalar R folgende Relationen:

Rρ
κµν = gκµδρ

ν − gκνδ
ρ
µ (A.23a)

Rκν = −dgκν (A.23b)

R = −d(d + 1) (A.23c)

Beweis. • Das Resultat für den Krümmungstensor ergibt sich mit Hilfe von
Formel (A.15), wenn man Gleichung (A.2) für das Christoffelsymbol benutzt.
Da das Ergebnis nicht neu und die Rechnung zwar recht lang, aber einfach ist,
soll auf eine Wiedergabe hier verzichtet werden.
• Der Ricci-Tensor und damit der Krümmungsskalar lassen sich leicht aus dem
Ausdruck für den Krümmungstensor berechnen:

Rκν = gκµδµ
ν − gκνδµ

µ = gκν − gκν(d + 1) = −dgκν ✓

Im folgenden sollen nun noch ein paar nützliche Kommutatorrelationen be-
wiesen werden:
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Satz A.3. Es gilt

[Dµ,Dν ]φ = 0. (A.24)

Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort aus der Definition der kovarianten
Ableitung:

[Dµ,Dν ]φ = Dµ∂νφ − Dν∂µφ

= ∂µ∂νφ − Γλ
µν∂λφ − ∂ν∂µφ + Γλ

νµ∂λφ

= 0 ✓

Satz A.4. Es gilt

[Dµ,Dν ]φµν = 0. (A.25)

Beweis. Hier brauchen wir nur bei Gleichung (A.20a) die entsprechenden Kon-
traktionen durchzuführen:

[Dµ,Dν ]φµν = Rρµ
νµφ ν

ρ + Rρν
νµφµ

ρ

= Rρµ
νµφ ν

ρ + Rνµ
µρφ

ρ
ν

= (Rρµ
νµ + R µρ

νµ )φ ν
ρ

= (Rρµ
νµ − Rρµ

νµ)φ ν
ρ

= 0 ✓

Diese Relation folgert auch aus dem zweiten Teil des folgenden Satzes:

Satz A.5. Es gilt

1. allgemein

[Dµ,Dν ]φµ = Rλνφλ (A.26)

und im AdS-Raum:

[Dµ,Dν ]φµ = −dφν (A.27)
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2. allgemein

[Dµ,Dν ]φµ
κ = Rρνφ

ρ
κ + Rρ

κνµφµ
ρ (A.28)

und im AdS-Raum:

[Dµ,Dν ]φµ
κ = −(d + 1)φνκ + gνκφ µ

µ (A.29)

Beweis. Zu 1 : Es ergibt sich sofort aus der Definition des Krümmungstensors:

[Dµ,Dν ]φµ = Rµ
λµνφ

λ = Rλνφλ AdS
= −dφν ✓

Zu 2 : Auch hier kommt man durch direktes Nachrechnen schnell zum ge-
wünschten Ergebnis, wobei wir (A.20a) als Ausgangspunkt nehmen:

[Dµ,Dν ]φµ
κ = Rµ

ρµνφρ
κ + Rρ

κνµφµ
ρ

= Rρνφ
ρ
κ + Rρ

κνµφµ
ρ

AdS
= −dgρνφρ

κ + (gκνδρ
µ − gµκδρ

ν)φµ
ρ

= −dφνκ + gκνφ
µ
µ − φκν

= −(d + 1)φνκ + gνκφ µ
µ ✓

Satz A.6. Es gilt allgemein

[DµDµ,Dν ]φ = RλνD
λφ (A.30)

und im AdS-Raum:

[DµDµ,Dν ]φ = −d Dνφ (A.31)

Beweis. Wir nutzen die in diesem Abschnitt schon gezeigten Relationen (A.24)
und (A.26) aus:

DµDµDνφ = DµDνDµφ

= DνDµDµφ + RλνDλφ

AdS
= DνDµDµφ − d Dνφ
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Satz A.7. Es gilt allgemein

[DκDκ,Dµ]φν = Rρ
µDρφν + Rρ

νµκDκφρ + Dκ(Rλ
νµκφλ) (A.32)

und im AdS-Raum:

[DκDκ,Dµ]φν = −dDµφν − 2Dνφµ + 2gµνDκφκ (A.33)

Beweis. Wir rechnen:

DκDκDµφν = DκDµDκφν + Dκ(Rλ
νµκφλ)

= DµDκDκφν + Rρ
µDρφν + Rρ

νµκDκφρ + Dκ(Rλ
νµκφλ)

AdS
= DµDκDκφν − dδρ

µDρφν + 2(gνµδλ
κ − gνκδλ

µ)φλ

= DµDκDκφν − dDµφν − 2Dνφµ + 2gµνDκφκ

Satz A.8. Im AdS-Raum gilt:

[DκDκ,DµDν ]φ = −2(d + 1)DµDνφ + 2gµνDκDκφ (A.34)

Beweis. Mit Hilfe von (A.33) und (A.31) berechnen wir sofort das Ergebnis:

DκDκDµDνφ = DµDκDκDνφ − (d + 2)DµDνφ + 2gµνDκDκφ

= DµDνDκDκφ − 2(d + 1)DµDνφ + 2gµνDκDκφ

Aus Satz A.7 ergibt sich außerdem sofort das folgende

Korollar A.9. Es gilt allgemein

[DµDµ,Dν ]φν = −Dµ(R µ
λ φλ) (A.35)

und im AdS-Raum:

[DµDµ,Dν ]φν = d Dλφλ (A.36)

Hieraus wiederum erhält man
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Korollar A.10. Auf dem AdS-Raum ist für divergenzfreie φµ auch DκDκφµ

divergenzfrei, d. h.

Dµφµ = 0 =⇒ DµDκDκφµ = 0. (A.37)

Weiterhin bekommt man für Tensoren dritter Stufe:

Satz A.11. Es gilt allgemein

[Dµ,Dν ]φµν
κ = Rρ

µ(φ µ
ρ κ − φµ

ρκ) + Rρ
κνµφµν

ρ (A.38)

und im AdS-Raum:

[Dµ,Dν ]φµν
κ = φµ

κµ − φ µ
κ µ (A.39)

Beweis. Wir gehen von Gleichung (A.20b) aus und rechnen:

[Dµ,Dν ]φµν
κ = Rρµ

νµφ ν
ρ κ + Rρν

νµφµ
ρκ + Rρ

κνµφµν
ρ

= Rρ
νφ

ν
ρ κ − Rρ

µφµ
ρκ + Rρ

κνµφµν
ρ

AdS
= −dδρ

νφ ν
ρ κ + dδρ

µφµ
ρκ + (gκνδρ

µ − gκµδρ
ν)φµν

ρ

= φµ
κµ − φ µ

κ µ ✓

Daraus ergibt sich

Satz A.12. Im AdS-Raum gilt:

[DκDκ,Dµ]φµ
ν = Dκφ κ

ν + (d + 1)Dκφκ
ν − 2Dνφ κ

κ (A.40)

Beweis. Wir benutzen zuerst Gleichung (A.29) und dann (A.39):

DκDκDµφµ
ν = DκDµDκφµ

ν + (d + 1)Dκφκ
ν − Dνφ κ

κ

= DµDκDκφµ
ν + Dκφ κ

ν + (d + 1)Dκφκ
ν − 2Dνφ κ

κ

86



A.4. Der Krümmungstensor

Die gerade bewiesenen Kommutatorrelationen seien der Übersicht halber nun
noch einmal für den AdS-Raum aufgelistet:

[Dµ,Dν ]φ = 0

[Dµ,Dν ]φµν = 0

[Dµ,Dν ]φµ = −dφν

[Dµ,Dν ]φµ
κ = −(d + 1)φνκ + gνκφ µ

µ

[DµDµ,Dν ]φ = −d Dνφ

[DκDκ,Dµ]φν = −dDµφν − 2Dνφµ + 2gµνDκφκ

[DµDµ,Dν ]φν = d Dλφλ

[DκDκ,DµDν ]φ = −2(d + 1)DµDνφ + 2gµνDκDκφ

[Dµ,Dν ]φµν
κ = φµ

κµ − φ µ
κ µ

[DκDκ,Dµ]φµ
ν = Dκφ κ

ν + (d + 1)Dκφκ
ν − 2Dνφ κ

κ

(A.41a)

(A.41b)

(A.41c)

(A.41d)

(A.41e)

(A.41f)

(A.41g)

(A.41h)

(A.41i)

(A.41j)

87
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B.1. . . . für Abschnitt 3.2

B.1.1. Vektorieller Fall

Wir werden in diesem Abschnitt das Integral
∫

dzddx z∆−dHµ
j(z, x;x′)△f̃µ(x − x′)

berechnen. Hierzu formen wir zuerst Hµj mit Hilfe der in Kapitel 3.1.1 defi-
nierten Abkürzungen v und wµ um. Es ergibt sich

Hµj(z, x;x′) = γv−∆∂µwj + γ2v
−∆−1wjwµ

= γ[v−∆ 1
z (δµj − wjδµz) − v−∆−1wjwµ] (B.1)

und somit gilt:
∫

dzddx z∆−dHµ
j(z, x;x′)△f̃µ(x − x′) =

=
∑

µ

∫
dzddx z∆+2−dγ[v−∆ 1

z (δµj − wjδµz) − v−∆−1wjwµ]△f̃µ(x − x′)

= γ

∫
dzddx z∆+1−dv−∆△f̃j(x − x′)−

− γ

d−1∑

µ=0

∫
dzddx z∆+2−d wjwµv−∆−1△f̃µ(x − x′)

(B.2)

Zur Umformung haben wir hierbei ausgenutzt, dass f̃z = 0 ist. Aus diesem
Grund reicht es auch, bei der Summation µ die Werte 0 bis d − 1 annehmen
zu lassen. Da nun kein xz = z mehr auftreten kann, wird uns dies erlauben
(analog zum skalaren Fall) das Integral in ein Integral für z und ein Integral
für die xi aufzuspalten.
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Um die Rechnungen übersichtlicher zu halten, werden wir im folgenden x−x′

durch x ersetzt. Der erste Summand wurde bereits im skalaren Fall berechnet;
siehe Gleichung (3.60). Wir brauchen also nur noch den zweiten Teil des Termes
zu betrachten:

d−1∑

µ=0

∫
dzddxz∆+2−d wjwµv−∆−1△f̃µ(x − x′) =

= 2∆+1
d−1∑

µ=0

∫
dzddx z∆−dxjxµ

(
z

z2 + x2

)∆+1

△f̃µ(x) = (∗) (B.3)

Mit derselben Substitution wie im Skalaren, also z̃ := z2

x2 , und damit

z∆−ddz = 1
2 z̃

1
2
(∆−1−d)|x|∆+1−ddz̃,

z

z2 + x2
= |x|−1 z̃

1

2

z̃ + 1
, (B.4)

erhalten wir weiter:

(∗) = 2∆+1γ

d−1∑

µ=0

∫
dz̃ddx 1

2 z̃
1

2
(∆−1−d)|x|∆+1−dxjxµ×

× |x|−∆−1

(
z̃

1

2

z̃ + 1

)∆+1

△f̃µ(x)

= 2∆γ

∫ +∞

0
dz̃

z̃∆− d
2

(z̃ + 1)∆+1
·

d−1∑

µ=0

∫
ddx xjxµ|x|−d△f̃µ(x) (B.5)

Der erste Faktor ergibt sich mit Hilfe von Formel (C.5):

2∆

∫ +∞

0
dz̃

z̃∆− d
2

(z̃ + 1)∆+1
= 2∆ Γ(∆ + 1 − d

2)Γ(d
2 )

Γ(∆ + 1)
(B.6)

Nun müssen wir nur noch den zweiten Faktor berechnen. Mit

△(xµf̃µ) = 2∂µf̃µ + xµ△f̃µ (B.7)

erhält man für diesen:

d−1∑

µ=0

∫
ddx xjxµ|x|−d△f̃µ(x) =
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=
d−1∑

µ=0

∫
ddx xj |x|−d

{
△[xµf̃µ(x)] − 2∂µf̃µ(x)

}
= (∗∗) (B.8)

Auf Grund der Divergenzfreiheit der Testfunktionen fällt der zweite Summand
weg, und man bekommt mit

∂j |x|2−d = (2 − d)xj |x|−d (B.9)

und partieller Integration:

(∗∗) = 1
2−d

d−1∑

µ=0

∫
ddx ∂j|x|2−d△[xµf̃µ(x)]

P.I.
= − 1

2−d

d−1∑

µ=0

∫
ddx |x|2−d△[f̃µ(x)δjµ + xµ∂j f̃µ(x)︸ ︷︷ ︸

∀µ Testfunktion

]

(C.9)
= −dωd

d−1∑

µ=0

[f̃µ(x)δjµ + xµ∂j f̃µ(x)]x=0

(C.6)
= − 2π

d
2

Γ(d
2)

f̃j(0) (B.10)

Es gilt also:

∑

µ

∫
dzddxz∆+2−d wjwµv−∆−1△f̃µ(x − x′) =

= −2∆ Γ(∆ + 1 − d
2 )Γ(d

2)

Γ(∆ + 1)
· 2π

d
2

Γ(d
2 )

f̃j(0)

= −2∆+1 π
d
2 Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆ + 1)
f̃j(0) (B.11)

Nun haben wir alle notwendigen Integrale berechnet und können das Ge-
samtergebnis angeben:

∫
dzddx z∆−dHµ

j(z, x;x′)△f̃µ(x − x′) =
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= γ

(
−2∆ 2π

d
2 Γ(∆ + 1 − d

2 )

Γ(∆)
+ 2∆+1 π

d
2 Γ(∆ + 1 − d

2 )

Γ(∆ + 1)

)
f̃j(0)

= −γ · 2∆+1 π
d
2 (∆ − 1)Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆ + 1)
f̃j(0) (B.12)

Zur Umformung wurde hier die Funktionalgleichung der Gammafunktion (C.4)
benutzt.

B.1.2. Tensorieller Fall

Im folgenden werden wir das Integral

∫
dzddxz−1−dHρσij(z, x;x′)gρµgσνz∆△f̃µν(z, x)

bestimmen. Hierzu bringen wir H zuerst in eine Form, die für die folgenden
Rechnungen geeignet ist. H ist im tensoriellen Fall gegeben durch

Hµνij(z, x;x′) = γ
{
v−∆[(∂µwi)(∂νwj) + (∂νwi)(∂µwj)]−

− v−∆−1[wµ(∂νwi)wj + wν(∂µwi)wj+

+ wµ(∂νwj)wi + wν(∂µwj)wi]+

+ 2v−∆−2wµwνwiwj+

+ 2
dv−∆−2wµwνδij−

− 2
dv−∆gµνδij

}
.

(B.13)

Wir werden diesen Ausdruck nun umformen. Hierfür rechnen wir:

(∂µwi)(∂νwj) + (∂νwi)(∂µwj) =

= 1
z2 (δµi − wiδµz)(δνj − wjδνz) + 1

z2 (δνi − wiδνz)(δµj − wjδµz)

= 1
z2 [δµiδνj + δνiδµj − wi(δµzδνj + δνzδµj) − wj(δµiδνz + δνiδµz)+

+ 2wiwjδνzδµz ]
(B.14)

Mit diesem Ergebnis und mit

∂µwi = 1
z (δµi − wiδµz) (B.15)
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ergibt sich:

Hµνij(z, x;x′) =

= γ
{

1
z2 [δµiδνj + δνiδµj − wi(δµzδνj + δνzδµj) − wj(δµiδνz + δνiδµz)+

+ 2wiwjδνzδµz − 2
dgµνδij ]v

−∆−
− (wµwjδνi + wνwjδµi + wµwiδνj + wνwiδµj−

− 2wµwiwjδνz − 2wνwiwjδµz)v
−∆−1+

+ 2(wµwνwiwj + 1
dwµwνδij)v

−∆−2
}

(B.16)

Um das Integral zu berechnen, brauchen wir nur Summanden der Darstel-
lung (B.16) von Hµνij betrachtet werden, in denen kein δνz bzw. δµz auftaucht:
Wie im vektoriellen Fall reicht es, von 0 bis d − 1 zu summieren, da die z-
Komponenten von f̃µν gleich Null sind. Auch das Integral über den Term mit
gµν ergibt auf Grund der Spurfreiheit der f̃µν Null. Es gilt also folgende Glei-
chung:

∫
dzddxz−1−dHρσij(z, x;x′)gρµgσνz∆△f̃µν(z, x) =

=

d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z3−d+∆γ

[
1
z2 (δµiδνj + δνiδµj)v

−∆−

− 1
z (wµwjδiν + wνwjδiµ + wµwiδjν + wνwiδjµ)v−∆−1+

+ 2(wµwνwiwj + 1
dwµwνδij)v

−∆−2
]
△f̃µν(x − x′)

(B.17)

Nach (3.60) vom skalaren Fall ergibt sich:

d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z3−d+∆ 1

z2 δµiδνjv
−∆△f̃µν(x − x′) =

=

∫
dzddx z1−d+∆v−∆△f̃ij(x − x′)

= −2∆ 2π
d
2 Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆)
f̃ij(0) (B.18)

Dasselbe Ergebnis erhalten wir auf Grund der Symmetrie der f̃µν für den δνiδµj-
Term.
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Auch die v−∆−1-Terme lassen sich auf einen schon berechneten Fall zurück-
führen, nämlich Gleichung (B.11) vom vektoriellen Fall, wobei auch hier aus
Symmetriegründen alle zu berechnenden Terme dasselbe Ergebnis liefern:

d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z3−d+∆ 1

zwµwjδiνv−∆−1△f̃µν(x − x′) =

=
d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z2−d+∆wµwjv

−∆−1△f̃µi(x − x′)

= −2∆+1 π
d
2 Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆ + 1)
f̃ij(0) (B.19)

Wir müssen also nur noch die beiden v−∆−2-Terme neu bestimmen:

d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z3−d+∆wµwνwiwjv

−∆−2△f̃µν(x − x′) =

= 2∆+2
d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z∆−1−dxµxνxixj

(
z

z2 + x2

)∆+2

△f̃µν(x) = (∗) (B.20)

Mit der Substituion z̃ := z2

x2 und somit

z∆−1−ddz = 1
2 z̃

1
2
(∆−2−d)|x|∆−ddz̃,

z

z2 + x
= |x|−1 z̃

1
2

z̃ + 1
(B.21)

ergibt sich weiter:

(∗) = 2∆+2
d−1∑

µ,ν=0

∫
dz̃ddx 1

2 z̃
1
2
(∆−2−d)|x|∆−dxµxνxixj×

× |x|−∆−2

(
z̃

1
2

z̃2 + 1

)∆+2

△f̃µν(x)

= 2∆+1

∫
dz̃

z̃∆− d
2

(z̃2 + 1)∆+2
·
∑

µ,ν

∫
ddx xµxνxixj |x|−d−2△f̃µν(x) (B.22)

Für das erste Integral ergibt sich nach (C.5)

∫
dz̃

z̃∆− d
2

(z̃2 + 1)∆+2
=

Γ(∆ − d
2 + 1)Γ(1 + d

2)

Γ(∆ + 2)
. (B.23)
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Zum Berechnen des zweiten Integrals benutzen wir

△(xµxν f̃µν) = 2f̃µνδµν + 2xν∂µf̃µν + 2xµ∂ν f̃µν + xµxν△fµν . (B.24)

Hiermit ergibt sich:

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx xµxνxixj|x|−d−2△f̃µν(x)

=

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx xixj|x|−d−2

{
△[xµxν f̃µν(x)] − 2f̃µνδµν − 2xν∂µf̃µν − 2xµ∂ν f̃µν

}

=

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx xixj|x|−d−2△[xµxν f̃µν(x)] = (∗) (B.25)

Hierbei fielen im letzten Schritt drei der Summanden auf Grund der Divergenz-
und Spurfreiheit der f̃µν weg. Als nächstes formen wir dieses Ergebnis mit Hilfe
der Relation

∂i∂j|x|2−d = (2 − d)|x|−dδij − d(2 − d)xixj |x|−d−2

⇔ xixj |x|−d−2 = − 1

d(2 − d)
∂i∂j |x|2−d +

1

d
|x|−dδij (B.26)

um. Wir erhalten:

(∗) =

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx

(
− 1

d(2 − d)
∂i∂j |x|2−d +

1

d
|x|−dδij

)
△[xµxν f̃µν(x)] = (∗∗)

(B.27)
Unser Ziel ist es, analog zum vektoriellen Fall partiell zu integrieren (und zwar
diesmal zweimal). Vorerst zeigen wir allerdings noch, daß der δij-Term nicht
zum Ergebnis beiträgt. Hierzu wenden wir

△(xµxν f̃µν) = xν△(xµf̃µν) + 2δµν f̃µν + 2xµ∂ν f̃µν (B.28)

sowie (B.9) an und nutzen erneut die Spur- und Divergenzfreiheit der Test-
funktionen aus:

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx |x|−d△[xµxν f̃µν(x)] =
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B. Berechnung der Integrale . . .

=
d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx |x|−d

{
xν△[xµf̃µν(x)] + 2δµν f̃µν(x) + 2xµ∂ν f̃µν(x)

}

=
d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx |x|−dxν△[xµf̃µν(x)]

=
1

2 − d

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx ∂ν |x|2−d△[xµf̃µν(x)]

P.I.
=

1

2 − d

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx |x|2−d△[δµν f̃µν(x) + xµ∂ν f̃µν(x)]

= −dwd

d−1∑

µ,ν=0

[δµν f̃µν(x) + xµ∂ν f̃µν(x)]x=0

= −dwd

d−1∑

µ,ν=0

δµν f̃µν(0)

= 0 (B.29)

Der δij-Term fällt also tatsächlich weg und wir können die ursprüngliche Rech-
nung fortsetzen:

(∗∗) = − 1

d(2 − d)

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx ∂i∂j |x|2−d△[xµxν f̃µν(x)]

P.I.
= − 1

d(2 − d)

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx |x|2−d△

[
∂i∂j

(
xµxν f̃µν(x)

)]

= −wd

d−1∑

µ,ν=0

[
∂i∂j

(
xµxν f̃µν(x)

)]
x=0

= (∗ ∗ ∗) (B.30)

Mit

∂i∂j(xµxν f̃µν) = (δµjδνi + δµiδνj)f̃µν + xµxν∂i∂j f̃µν

+ (xνδµi + xµδνi)∂j f̃µν + (xνδµj + xµδνj)∂if̃µν

(B.31)

bekommen wir nun schlußendlich unter Ausnutzung der Symmetrie der Test-
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B.1. . . . für Abschnitt 3.2

funktionen:

(∗ ∗ ∗) = −wd

d−1∑

µ,ν=0

(δµjδνi + δµiδνj)f̃µν(0)

= − 4π
d
2

d Γ(d
2 )

f̃ij(0) (B.32)

Wir erhalten also folgendes Ergebnis:

d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z3−d+∆wµwνwiwjv

−∆−2△f̃µν(x − x′) =

= −2∆+1 Γ(∆ − d
2 + 1)Γ(1 + d

2)

Γ(∆ + 2)
· 4π

d
2

d Γ(d
2 )

f̃ij(0)

= −2∆+2 π
d
2 Γ(∆ − d

2 + 1)

Γ(∆ + 2)
f̃ij(0) (B.33)

Nun müssen wir uns noch um den zweiten v−∆−2-Term kümmern. Es gilt:

d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z3−d+∆wµwνv−∆−2△f̃µν(x − x′) =

= 2∆+2
d−1∑

µ,ν=0

∫
dzddx z1−d+∆xµxν

(
z

z2 + x2

)∆+2

△f̃µν(x) = (∗) (B.34)

Wir führen wieder die Substition z̃ := z2

x2 durch und bekommen mit

z∆+1−ddz = 1
2 z̃

1

2
(∆−d)|x|∆+2−ddz̃,

z

z2 + x
= |x|−1 z̃

1
2

z̃ + 1
(B.35)

weiter:

(∗) = 2∆+2
d−1∑

µ,ν=0

∫
dz̃ddx 1

2 z̃
1
2
(∆−d)|x|∆+2−dxµxν |x|−∆−2

(
z̃

1
2

z̃ + 1

)∆+2

△f̃µν(x)

= 2∆+1

∫
dz̃

z̃∆− d
2
+1

(z̃ + 1)∆+2
·

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx xµxν |x|−d△f̃µν(x) (B.36)
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Der erste Faktor ließe sich nun wieder leicht mit (C.5) berechnen, jedoch ist
der zweite Faktor Null. Dies sieht man, wenn man

△(xµf̃µν) = 2∂µf̃µν + xµ△f̃µν (B.37)

und die Divergenzfreiheit der f̃µν benutzt:

d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx xµxν |x|−d△f̃µν(x) =

=
d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx xν |x|−d

{
△[xµf̃µν(x)] − 2∂µf̃µν(x)

}

=
d−1∑

µ,ν=0

∫
ddx xν |x|−d△[xµf̃µν(x)]

= 0 (B.38)

Daß der letzte Schritt richtig ist, wurde schon für Gleichung (B.29) gezeigt.
Fassen wir nun die Ergebnisse zusammen, so erhalten wir:

∫
dzddxz−1−dHρσij(z, x;x′)gρµgσνz∆△f̃µν(z, x) =

= γ

(
−2 · 2∆ 2π

d
2 Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆)
+ 4 · 2∆ 2π

d
2 Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆ + 1)

−2 · 2∆+2 π
d
2 Γ(∆ − d

2 + 1)

Γ(∆ + 2)

)
f̃ij(0)

= −γ · 2∆+2 π
d
2 ∆(∆ − 1)Γ(∆ + 1 − d

2)

Γ(∆ + 2)
f̃ij(0) (B.39)

B.2. . . . für Abschnitt 3.3

B.2.1. Vektorieller Fall

Unser Ziel ist es, den Ausdruck

lim
z→0

z1+∆−d

∫
ddxcγ

[
1

z

(
2z

z2 + x2

)∆

δmj −
xm

z
· xj

z

(
2z

z2 + x2

)∆+1 ]
f j(x)
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zu berechnen. Mit der Substitution zy := x erhalten für diesen:

cγ lim
z→0

z1+∆−d

∫
ddyzd

[
1

z

(
2z

z2(1 + y2)

)∆

fm(yz)−

− ymyj

(
2z

z2(1 + y2)

)∆+1

f j(yz)

]
=

= cγ

∫
ddy

[(
2

1 + y2

)∆

fm(0) − ymyj

(
2

1 + y2

)∆+1

f j(0)

]
= (∗) (B.40)

Die Integration des linken Summanden stellt kein Problem dar. Beim rechten
Summanden machen wir die Umformung ym(1+ y2)−∆−1 = − 1

2∆∂m(1+ y2)−∆

und führen dann eine partielle Integration aus, wodurch wir das benötigte δjm

bekommen:

(∗) = cγ

∫
ddy
[
2∆(1 + y2)−∆fm(0) + 2∆

∆ yj∂m(1 + y2)−∆f j(0)
]

P.I.
= cγ · 2∆

∫
ddy
[
(1 + y2)−∆fm(0) − 1

∆δjm(1 + y2)−∆f j(0)
]

= cγ · 2∆(1 − 1
∆)fm(0)

∫
ddy(1 + y2)−∆

= cγ · 2∆π
d
2

(∆ − 1)Γ(∆ − d
2)

Γ(∆ + 1)
fm(0) (B.41)

Hierbei wurde zum Auswerten des Integrales Formel (C.7) verwendet.

B.2.2. Tensorieller Fall

In diesem Abschnitt werden wir den Ausdruck

lim
z→0

z2+∆−d

∫
ddxcγ

[
1

z2
(δmiδnj + δniδmj)

(
2z

z2 + x2

)∆

−

− 1

z

(xmxj

z2
δin +

xnxj

z2
δim +

xmxi

z2
δjn +

xnxi

z2
δjm

)( 2z

z2 + x2

)∆+1

+

+ 2
xmxnxixj

z4

(
2z

z2 + x2

)∆+2 ]
f ij(x)

bestimmen. Für diesen ergibt sich nach der Substitution zy := x:

cγ lim
z→0

z2+∆−d

∫
ddyzd

[
1

z2
(δmiδnj + δniδmj)

(
2z

z2(1 + y2)

)∆

−
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− 1

z
(ymyjδin + ynyjδim + ymyiδjn + ynyiδjm)

(
2z

z2(1 + y2)

)∆+1

+

+ 2ymynyiyj

(
2z

z2(1 + y2)

)∆+2 ]
f ij(yz) =

= cγ

∫
ddy

[(
2

1 + y2

)∆

· 2fmn(0)−

−
(
2ymyjf

j
n (0) + 2ynyjf

j
m (0)

) ( 2

1 + y2

)∆+1

+

+ 2ymynyiyj

(
2

1 + y2

)∆+2

f ij(0)

]
= (∗)

(B.42)

Beim letzten Schritt haben wir die Symmetrie der Testfunkionen f ij in den In-
dizes ausgenutzt. (Diese werden wir auch im folgenden noch mehrmals benöti-
gen.) Um das Integral zu berechnen, gehen wir analog zum vektoriellen Fall
vor und führen partielle Integrationen durch.

(∗) = cγ

∫
ddy
[
2∆+1(1 + y2)−∆fmn(0)−

+
2∆+1

∆

(
ymf j

n (0) + ynf j
m (0)

)
∂j(1 + y2)−∆+

− 2∆+2

∆ + 1
ynyiyj∂m(1 + y2)−∆−1f ij(0)

]

P.I.
= cγ · 2∆+1

∫
ddy
[
(1 + y2)−∆fmn(0)−

− 1

∆

(
δjmf j

n (0) + δjnf j
m (0)

)
(1 + y2)−∆+

+
2

∆ + 1
(δmnyiyj + ynδimyj + ynyiδjm)(1 + y2)−∆−1f ij(0)

]

= cγ · 2∆+1

∫
ddy
[
(1 − 2

∆)(1 + y2)−∆fmn(0)−

− 1

∆(∆ + 1)

(
δmnyif

ij(0) + 2ynf j
m (0)

)
∂j(1 + y2)−∆

]

P.I.
= cγ · 2∆+1

∫
ddy
[
(1 − 2

∆)(1 + y2)−∆fmn(0)−

+
1

∆(∆ + 1)

(
δmnδijf

ij(0) + 2δjnf j
m (0)

)
(1 + y2)−∆

]
= (∗∗)

(B.43)
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Auf Grund der Spurfreiheit der Testfunktionen und (C.7) erhalten wir somit:

(∗∗) = cγ · 2∆+1

(
1 − 2

∆
+

2

∆(∆ + 1)

)
fmn(0)

∫
ddy(1 + y2)−∆

= cγ · 2∆+1π
d
2
∆(∆ + 1) − 2(∆ + 1) + 2

∆(∆ + 1)
· Γ(∆ − d

2)

Γ(∆)

= cγ · 2∆+1π
d
2 · ∆(∆ − 1)Γ(∆ − d

2)

Γ(∆ + 2)
(B.44)
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C. Wichtige Formeln

C.1. Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist über

Γ(x) :=

∫ +∞

0
e−ttx−1dt (C.1)

für x > 0 definiert. Äquivalent hierzu ist die sog. Gaußsche Definition

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x + 1) . . . (x + n)
. (C.2)

Definiert man die Gammafunktion für negative nichtganze x über

Γ(x) :=
π

sin(πx)
· 1

Γ(1 − x)
, (C.3)

so hält Gleichung (C.2) auch für diese x. Es gelten folgende wichtige Relationen:

• Für alle x /∈ {0,−1,−2, . . . } ist

Γ(x + 1) = xΓ(x). (C.4)

Diese Gleichung wird als Funktionalgleichung der Gammafunktion be-
zeichnet.

• Für x > 0, y > 0 gilt

∫ +∞

0

tx−1

(1 + t)x+y
dt =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
=: B(x, y). (C.5)

B(x, y) wird Eulersche Betafunktion genannt.
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Mit Hilfe der letzten Gleichung läßt sich auch das Integral
∫ +∞
−∞ ddx(1 + x2)−∆

mit x ∈ Rd berechnen. Hierzu führen wir d-dimensionale Kugelkordinaten ein,
d. h. wir setzen r2 := x2 =

∑d−1
i=0 x2

i mit r ∈ R+, und ddy wird zu dωdr
d−1dr,

wobei

ωd =
2π

d
2

d Γ(d
2 )

(C.6)

das Volumen der Einheitskugel im Rd ist. Es ergibt sich:
∫ +∞

−∞
ddx(1 + x2)−∆ =

∫ +∞

0
dr rd−1dωd(1 + r2)−∆

= dωd

∫ +∞

0
dr̃

r̃
d
2
−1

(1 + r̃)∆

= d
2π

d
2

d Γ(d
2)

· Γ(∆ − d
2 )Γ(d

2)

2Γ(∆)

= π
d
2

Γ(∆ − d
2 )

Γ(∆)
(C.7)

Hierbei wurde noch die Substitution r̃ := r2 vorgenommen.

C.2. Fundamentallösung der Laplace-Gleichung im
d-dimensionalen Euklidischen Raum

Für d > 2 ist die Fundamentallösung der Laplace-Gleichung durch

G(x) =
1

d(2 − d)ωd
|x|2−d (C.8)

gegeben. Es gilt also

△|x|2−d = d(2 − d)ωdδ(x)
(C.4)
= − 4π

d
2

Γ(d
2 − 1)

δ(x) (C.9)

bzw. mit Hilfe von Testfunktionen f ausgedrückt:

∀f :

∫
dx|x|2−d△f(x) = − 4π

d
2

Γ(d
2 − 1)

f(0) (C.10)
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D. Die kovariante Ableitung einer
Distribution

Für eine Distribution T , einen Multiindex α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 und Test-

funktionen f definiert man die α-te Ableitung der Distribution über

(D(α)T )(f) := (−1)|α|T (Dαf), (D.1)

wobei

Dαf :=
∂α1 · · · ∂αn

∂xα1

1 · · · ∂xαn
n

f (D.2)

und

|α| :=

n∑

i=1

αi (D.3)

gelte. Diese Definition ist insoweit gut gewählt, als daß sie das sog. Leitprinzip
erfüllt: Definitionen bzgl. Distributionen sollten für reguläre Distributionen den
Definitionen für Funktionen entprechen. So gilt z. B. für die Ableitung einer
regulären Distribution Tφ mit einer differenzierbaren Funktion φ : R→ C:

T ′
φ(f)

Def.
= −Tφ(f ′) = −

∫
dxφ(x)f ′(x)

P.I.
=

∫
dxφ′(x)f(x) = Tφ′(f) (D.4)

Eine Ableitung der regulären Distribution Tφ entspricht also der Ableitung der
Funktion φ.

Die Frage ist nun, inwieweit sich diese Definition der Ableitung einer Dis-
tribution auf die kovariante Ableitung übertragen läßt. Hierzu betrachten wir
einen Spezialfall des Satzes von Stokes:

∫

M
ddx

√
g DµV µ =

∫

∂M
dd−1y

√
γ nµV µ (D.5)

Hierbei ist M eine zusammenhängende Teilmenge einer Mannigfaltigkeit und
∂M ihr Rand, γ die auf dem Rand induzierte Metrik in den y-Koordinaten und
nµ der Normaleneinheitsvektor.
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Mit dem Satz von Stokes können wir nun analog zum oben angegebenen
Fall mit partiellen Ableitungen und skalaren Funktionen eine Vorschrift für die
kovariante Ableitung einer Distribution motivieren:

Sei A ein Differentialoperator bestehend aus n kovarianten Ableitungen mit
beliebiger Indizierung, d. h. A = DD . . . D, φ(x) ein Tensorfeld beliebiger Stufe,
und fµνκ...(x) Testfunktionen der Art, daß Aφ(x) ·f(x) ein Skalar ergibt. Unter
der Voraussetzung, daß diese auf dem Rand verschwinden, erhält man:

∫

M
ddx

√
g Dµ(D . . . Dφ(x) · f(x))µ = 0 (D.6)

Daraus folgert

∫

M
ddx

√
g Dµ(D . . . Dφ(x))αfβ(x) = −

∫

M
ddx

√
g (D . . . Dφ(x))αDµfβ(x),

(D.7)
wobei α und β die beiden möglichen Positionen für das zweite µ kennzeichnen.
Diesen Schritt kann man nun bei n Ableitungen n-mal durchführen, weshalb
wir schließlich (−1)n als Vorzeichen des Ergebnisses bekommen:

∫

M
ddx

√
g Aφ(x)f(x) = (−1)n

∫

M
ddx

√
g φ(x)tAf(x), (D.8)

Hierbei meint tA den Diffenrentialoperator, der sich ergibt, wenn man bei A die
Reihenfolge der kovarianten Ableitungen umdreht. Wir können also schließlich
als die Wirkung eines Differentialoperators A auf eine tensorförmige Distribu-
tion T

(AT )(f) := (−1)nT (tAf) (D.9)

definieren.
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äußerst geduldige und hilfreiche Betreuung sowie dafür, daß er mir einen Ein-
blick in die moderne theoretische Physik ermöglicht hat. Er hat es nicht leicht
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