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1 Einleitung

Quantenfeldtheorie ist eine Vereinigung von Quantenphysik mit den Prinzipien der klassi-
schen (relativistischen) Feldtheorie, insbesondere dem Prinzip der Lokalitat bzw. Kausali-
tét. Thr Ursprung liegt in der Theorie der Elementarteilchen. Konforme Invarianz spiegelt
die Idee wieder, dass nur Lingenverhéltnisse an einem Punkt eine invariante Bedeutung
haben.

Die Welt ist sicher nicht konform-invariant. Warum betrachtet man konforme Quanten-
feldtheorien in vier Raumzeitdimensionen, wenn schon die Anwesenheit diskreter Magsen

die schwéchere Symmetrie der Skaleninvarianz und somit erst recht die konforme Invarianz
bricht?

Die Hauptmotivation liegt sicher darin, dass Theorien mit konformer Invarianz eine gréfsere
Chance zur Konstruktion von Modellen bieten. Trotz des quantitativen Erfolgs von Quan-
tenfeldtheorien ist es immer noch eine grofe Herausforderung, mathematisch konsistente
Quantenfeldtheorien in vier Raumzeitdimensionen zu konstruieren. Dies rechtfertigt es,
Modelle zu betrachten, welche z.B. hthere Symmetrien aufweisen oder aber in weniger als
vier Raumzeitdimensionen definiert sind und zu guter Letzt sogar beides. Zum Letzteren
gehoren vor allem konforme Feldtheorien in zwei Raumzeitdimensionen, wo viele Erfolge
zu vorzuweisen sind [7].

Nikolov und Todorov haben in |26] vorgeschlagen Quantenfeldtheorien zu betrachten, wel-
che globale konforme Invarianz aufweisen, sich kovariant unter endlichen konformen Trans-
formationen' auf dem Minkowski-Raum transformieren. Fiir diese Theorien gilt das Huy-
genssche Prinzip, eine starke Form der Lokalitit. Dies fithrt zusammen mit der Forderung
der Energiepositivitit zu einer einfachen Struktur der Korrelationsfunktionen in Form von
rationalen Funktionen und bietet einen Rahmen, in der die Konstruktion von Modellen
machbar erscheint. Mit Methoden unter anderem aus der zweidimensionalen konformen
Quantenfeldtheorie wurden in [26, 23, 24, 18, 19, 20, 2, 22, 21] global konform-invariante
Quantenfeldtheorien untersucht.

In [21, 22] wurden Bedingungen an den singulédrsten Teil verbundener Korrelationsfunk-
tionen zweier skalarer Felder gleicher Skalendimension gefunden. Diese Einschrénkungen
ermdglichen einerseits zu zeigen, dass Theorien skalarer Felder der Skalendimension zwei
nur durch Wick-Produkte freier Felder erzeugt werden. Auf der anderen Seite erlauben
die Einschrinkungen fiir hthere Skalendimensionen Polstrukturen, welche nicht von Wick-
Produkten freier Felder kommen konnen. Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, diese Polstruk-
turen der so genannten Doppelpole besser zu verstehen. Ein Verstédndnis dieser Strukturen
kann sich in zweierlei Hinsicht als niitzlich erweisen. Zum einen gibt es eventuell Aufschluss
iiber die Struktur nicht-trivialer Korrelationsfunktionen. Zum anderen kénnte die Kennt-
nis der Doppelpolstrukturen zusammen mit weiteren Erkenntnissen, diese wohl mdglich

Yim Gegensatz zur lokalen konformen Invarianz, der Invarianz unter den infinitesimalen Erzeugern
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ausschlieffen, was ein Hinweis auf Trivialitdt von Theorien mit global konform-invarianter
Theorie sein kénnte. Zu guter Letzt kann jede weitere Einschrankung auf die Struktur der
Korrelationsfunktionen von méglichen Modellen wichtig fiir die Klassifikation mdglicher
Modelle in dieser Theorie sein.

Die Arbeit strukturiert sich wie folgt.

Im zweiten Kapitel wiederholen wir kurz, was wir unter einer axiomatischen Quantenfeld-
theorie verstehen. Hierauf aufbauend definieren wir solche Theorien, welche zusétzlich die
Bedingung der global konformen Invarianz erfiillen. Dies hat weitreichende Konsequenzen.
Zuerst impliziert die Méglichkeit mit einer konformen Transformation zueinander raumar-
tig Punkte in zeitartige zu transformieren, so dass Felder nicht nur fiir raumartige Abstén-
de (Lokalitét), sondern auch fiir zeitartige Abstande kommutieren (Huygenssche Prinzip).
Dies hat zusammen mit der Spektrumsbedingung (Energiepositivitit) zur Folge, dass sich
die Korrelationsfunktionen durch rationale Funktionen in den Lorentz-Abstéinden (x; —x;)?
der Punkte darstellen lassen. Die Wightman-Positivitit liefert, dass solche Funktionen nur
Pole endlichen Ranges besitzen konnen und sich somit jede n-Punktfunktion mit einer
endlichen Zahl von Parametern darstellen 1dsst.

Im dritten Kapitel gehen wir auf die Operatorproduktentwicklung ein. Diese ist am besten
in so genannten Twist-Bi-Feldern verstanden. Die Existenz einer unendlichen Anzahl von
erhaltene Stromen ist dquivalent mit der Harmonizitat der Twist-2-Bi-Felder in beiden Ar-
gumenten. Diese Biharmonizitédt liefert wiederum kinematische Einschrinkungen an den
singuldrsten Anteil der verbundenen Korrelationsfunktion zweier skalarer Felder gleicher
Skalendimension mit anderen skalaren Feldern, beschrieben durch eine partielle Differenti-
algleichung dritter Ordnung. Die biharmonischen Felder sind insbesondere wieder Huygens-
bilokal, wenn nur Einfachpole vorkommen oder anders ausgedriickt, wenn die Korrelati-
onsfunktionen keine so genannten Doppelpole enthalten.

Im Kapitel vier betrachten wir die Einschrdnkungen an die Korrelationsfunktionen, welche
durch die Biharmonizitit des Twist-2-Anteils gegeben sind, fiir Vier- und Finfpunktfunk-
tionen. Fiir Vierpunktfunktionen lassen sich dabei die méglichen Strukturen explizit ange-
ben. Insbesondere ist die Vierpunktfunktion eines biharmonischen Feldes mit zwei skalaren
Feldern unterschiedlicher Skalendimension schon bis auf eine Konstante festgelegt. Aufer-
dem erfiillen alle Vierpunktfunktionen trivialerweise die Einfachpoleigenschaft. Somit sind
Vierpunktfunktionen biharmonischer Felder immer rational. Wir kénnen zeigen, dass dies
auch fiir Fiinfpunktfunktionen der Fall ist.

Im fiinften Kapitel betrachten wir Korrelationsfunktionen, bei denen so genannte Doppel-
pole auftreten. Dies bedeutet insbesondere, dass die Korrelationsfunktionen der zugeho-
rigen biharmonischen Felder keine rationalen Funktionen mehr sind. Ziel ist es die Pol-
struktur solcher Doppelpole zu verstehen. Wir kénnen z.B. zeigen, dass diese Doppelpole
immer in Paaren auftreten. Weiterhin haben wir den singuldrsten Anteil dieser Strukturen
fiir beliebig hohe Skalendimensionen komplett verstanden.
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2.1 Relativistische Quantenfeldtheorie

Es gibt unterschiedliche Zugénge zur Quantenfeldtheorie, wie die Wightman-Axiome, eukli-
dische Quantenfeldtheorien nach Osterwalder-Schrader oder algebraische Quantenfeldtheo-
rie nach Haag-Kastler. Wir konzentrieren uns in dieser Arbeit auf den Wightman-Zugang in
vier Raumzeitdimensionen. Einige Ergebnisse konnen jedoch auf beliebige (gerade) Anzahl
von Raumzeitdimensionen verallgemeinert werden.

Wir withlen Einheiten, in denen i = ¢ = 1 ist und bezeichnen mit M = (R*, (1,,))
den Minkowski-Raum mit der Metrik (n,,) = diag(—1,1,1,1). Punkte x € M schrei-

ben wir als x = (292!, 2%,23) = (2%, ). Fiir x,y € M bezeichnen wir das Lorentz-
Produkt mit x -y = n 2tz = 2yt = -y — 2%9%. AuRerdem kiirzen wir x> = x - x
ab.

Mit Vi = {x € M | —x? > 0,2 > 0} bezeichnen wir den Vorwdirtslichtkegel. Ferner
bezeichnen wir mit .fl = SO(3,1)¢ die Menge aller eigentlichen orthochronen Lorentz-
Transformationen. Sie ist gegeben durch alle homogenen linearen Transformationen A, fiir
die det A = 1 und A% > 0 ist und zusitzlich Ax - Ay = x -y fiir alle x,y € M gilt. Die
Gruppe Sping(3,1) = SL(2,C) bezeichnen wir als quantenmechanische Lorentz-Gruppe.
Sie ist zweifache Uberlagerung und insbesondere (in vier Raumzeitdimensionen) auch die
universelle Uberlagerungsgruppe von .fl Wir haben folgende exakte Sequenz von Lie-
Gruppen:

1 —> Zy = {+1, -1} —> Spiny(3,1) = SL(2,C) — £} = S0y(3,1) — 1,  (2.1)

d.h. die Pfeile sind Lie-Gruppen-Morphismen und das Bild eines Pfeils entspricht dem
Kern des néichsten. Die Gruppe SL(2, C) ist gegeben durch alle komplexen 2 x 2-Matrizen
mit Determinante 1. Wir bezeichnen mit A(A) die zu A € SL(2,C) zugehorige Lorentz-
Transformation. Wenn klar ist, was gemeint ist, identifizieren wir A direkt mit A(A)
und schreiben fiir die Wirkung auf ein x € M nur Ax. Wir erinnern, dass die endlich-
dimensionalen (komplex) irreduziblen Darstellungen der Lorentz-Gruppe D{1:72) gewshn-
lich durch das Gewicht (ji, j2) (mit j; € 3Z) gekennzeichnet werden. Dabei hat die Darstel-
lung (j1, j2) die Dimension (271 +1)(2j2+1) und wird gewdhnlich in der Spinor-Schreibweise
mit 2j; ungepunkteten und 2j5 gepunkteten Indizes notiert. Eine explizite Beschreibung
ist z.B. in [6] gegeben. Fiir gerades j; + jo ist DU92)(—1) = 1 und die Darstellungen sind
insbesondere echte (eindeutige) Darstellungen von ,,2”41 Fiir ungerades j; + jo hingegen ist
DU:2)(~1) = —1 und die Darstellung ist als Darstellung von .,S,”JI zweideutig. Die reellen
irreduziblen Darstellungen sind durch (j1, jo)®(j2, 71) filr j1 # j2 bzw. (41, j1) gegeben. Wir
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erinnern uns noch, dass die Darstellung (L/2, L/2) durch symmetrische spurfreie Tensoren
vom Rang L geschrieben werden kann, d.h.

. 1., A ML
Actbpy oy, Aul AVL Vo,

77[L1M2¢M1,~~-,#L =0, w#oh...,uaL = ¢M1,~~,uL fir o€ Sz, . (2-2)
Wir nutzen dafiir auch die abkiirzende Schreibweise:
Ay (A®R--- @A)y . (2.3)

Die eigentliche orthochrone Poincaré-Gruppe 91 =R* % fl ist das semidirekte Produkt
aus der Lorentz-Gruppe fl und der Translationsgruppe R?. Sie ist gegeben durch das Mul-
tiplikationsgesetz (a1, A1)(a2, A2) = (a1 + Ajag)(A1Ag). Wir definieren noch die quanten-
mechanische Poincaré-Gruppe analog als ISL(2,C) = R* x SL(2, C) mit (a;, A1)(ag, Ag) =
(a1 + A(Al)ag, AlAg).

2.1.1 Wightman-Axiome

In diesem Abschnitt fassen wir zusammen, welche Eigenschaft eine relativistische Quanten-
feldtheorie erfiillen soll. Diese Formulierung geht zuriick auf Garding und Wightman (vgl.
[28]) und deshalb spricht man auch oft von den Wightman-Aziomen .

In der Wightmanschen Quantenfeldtheorie sind grundlegenden physikalische Annahmen
axiomatisiert. Die erste Forderung ist Lokalitdt. Weiterhin méchte man Kovarianz unter
der Wirkung der Poincaré-Gruppe und die Existenz eines eindeutigen Zustands niedrigster
Energie, dem Grundzustand. Um eine Wahrscheinlichkeitsinterpetation zu haben, fordert
man Unitaritidt der Theorie.

Es gibt zwei solcher Axiomensysteme. Bei der einen Formulierung steht das Feld als opera-
torwertige Distribution im Vordergrund. Bei der anderen die Korrelationsfunktionen, d.h.
die Vakuumerwartungswerte der Felder. Erstere lassen sich aus der Kenntnis aller mogli-
chen Korrelationsfunktionen (re)konstruieren.

Eine Quantenfeldtheorie im Sinne Wightmans ist gegeben durch einen Hilbert-Raum H,
eine unitdre Darstellung der quantenmechanischen Poincaré-Gruppe (a, A) — U(a, A) und
einen Satz von (die Theorie erzeugenden) Feldern {w(l), . ,w(N)}. Es kann sich dabei um
nur ein Feld (N = 1) oder mehrere Felder handeln. Wir nehmen an, dass sich jedes Feld
") unter einer endlich-dimensionalen irreduziblen Darstellung der quantenmechanischen
Lorentz-Gruppe SL(2,C) transformiert. Es kann sich dabei also um ein beliebiges spinor-

wertiges oder vektorwertiges Feld handeln. Seine Komponenten bezeichnen wir mit wl('i),

wobei l = (1,...,r,). Wenn wl(ﬂ) kein hermitesches Feld ist, so soll es Indizes % und [ geben,
sodass das hermitesch konjugierte Feld gegeben ist als:
G =y (2.4)

Axiom 1 (Relativistische Invarianz der Zustidnde). Die Zusténde werden als Einheitsstrah-
len eines seperablen Hilbert-Raums H beschrieben. Es existiert eine stark-stetige unitare
Darstellung (a, A) — U(a, A) der quantenmechanischen Poincaré-Gruppe ISL(2,C) auf
dem Hilbert-Raum H.

10
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Insbesondere ist U(a) := U(a, 1) eine stark-stetige Darstellung von R* und es gibt selbst-
adjungierte Operatoren P, auf H mit zugehdrigem Spektralmaf Egq auf R, sodass

(¢,U<ayb)::(@,exp04a“fu>¢>::J%4em”*ud<¢rEA¢>. (2.5)
Dabei ist Py der Energieoperator und P = (Py, P, P3) der Impulsoperator. Als relativis-

tische Formulierung der Energiepositivitit fordert man:

Axiom 2 (Spektrumsbedingung). Das Spektrum des Energie-Impuls-Operators P liegt
im abgeschlossen Vorwirtslichtkegel V. .

Axiom 3 (Existenz und Eindeutigkeit des Vakuums). Es existiert ein (bis auf einen Pha-
senfaktor) eindeutiger Vektor 2 € H, der so genannte Vakuumvektor, welcher invariant
unter Translationen U(a, 1) ist, d.h.

U(a,1)Q2 =0 fiir alle ae M . (2.6)

Wir nennen Q2 das Vakuum oder den Vakuumsvektor.

Insbesondere ist dann ) invariant unter der gesamten quantenmechanischen Poincaré-
Gruppe (vgl. [28]).

Des Weiteren gibt es Annahmen iiber die Doméne und Stetigkeit der Felder, welche eher
technischer Natur sind.

Axiom 4 (Invariante Doméne fiir Felder). Es gibt einen dichten linearen Unterraum D <

‘H. Die Komponenten der Felder @Z)l(“) sind operatorwertige temperierte Distributionen,
welche auf D definiert sind (vgl. Anhang A). Es ist Q € D und die Doméne D ist stabil

unter der Wirkung der Felder und Darstellung, d.h. wl(“)( f)D c D fiir f e (M) sowie
U(a, A)D c D.

Axiom 5 (Poincaré-Kovarianz der Felder). Fiir (a, A) € ISL(2,C) und f € (M, C™) ist
U(a, A (f)U(a, A) 70 = ) (fo0) W (2.7)
fir alle ¥ € D, wobei
faa(x) = VAT FAA) T (x—a)) . (2.8)
Wie schreiben dies formal als:
U(a, A (@)U (a, 4) 7 = N VEHA DY (AA)x +a) = V(A ) (A(A)x +a) .
’ (2.9)

A V) (A) ist eine reelle oder komplexe endlich-dimensionale (genauer r,-dimensionale)
Matrixdarstellung der Gruppe SL(2, C).

Axiom 6 (Lokale Kommutativitdt und mikroskopische Kausalitdt). Besitzen f € (M, C™)
und g € (M, C"'") raumartig getrennten Tréger, d.h. aus x € supp f und y € supp g folgt
(x —y)? > 0, so ist fiir ¥ € D:

6@ (g) = s (g1 ()] w =0, (2.10)

mit s, . = —1, wenn @ZJ(") und w("“/) fermionische Felder sind und s, . = 1 sonst’.

'"Wir fordern also eine normale Verbindung zwischen Spin und Statistik (vgl. [6]).

11
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Axiom 7 (Zyklizitét des Vakuums). Die Menge Dy (Wightman-Doméne) aller endlichen
Linearkombinationen von Vektoren der Form

PV (fr) ) (£ mit fie S (M,C™) (2.11)

ist dicht in H.

2.1.2 Wightmanfunktionen

Aus der Axiomatik folgt, dass die Korrelationsfunktionen bestimmte Eigenschaften erfiillen.
Andersherum lésst sich bereits aus der Kenntnis aller Wightmanfunktionen die komplette
Theorie (bis auf unitire Aquivalenz) wiedergewinnen. Wir geben ein dquivalentes Axio-
mensystem fiir die Wightmanfunktionen an, da diese spéter die zentralen Objekte sind,
welche wir untersuchen werden.

Wir bezeichnen die Wightmanfunktionen mit
W) (xayx) = (O () (xa) ) = (2000 () (0)2) (212)

oder auch
Wa = (W) (2.13)
Insbesondere folgt aus dem Kerntheorem (sieche Anhang A), dass W( Y ") auch gleichzei-

tig eine Distribution aus .&/(M") ist. Wir fassen die Eigenschaften dleser Distributionen
zusammen.

Wightman 1 (Regularititseigenschaften). Die Wightmanfunktionen sind temperierte Dis-
tributionen, d.h. Wl(fll;%n) € ' (M") mit

WL (f) = j W) - faas ) (2.14)

Wightman 2 (Hermitizitdtseigenschaft). Es gilt:

W (x1) -+ ™ () = ) () - () (2.15)

Wightman 3 (Wightman-Positivitit).

2 > @ o) - )y (1) - g (v x
m,n=0K1,...,Em
li,‘..,lm
X ) (i, )f(ﬁ1 ) (Yo -y Yn) Ay e A dyy -+ dyp >0

fiir jedes System von Testfunktionen {f/!'}""} mit f"!"/"" € .(M") bei dem nur endlich
viele nicht verschwinden.

12



2.1 Relativistische Quantenfeldtheorie

Wightman 4 (Translationsinvarianz und Spektrumsbedingung). Es existieren temperierte
Distributionen We(fleyf") €./ (M" 1) mit

Witk () J Wit (feo) dx (2.16)
wobei
feos - ¥n-1) = f(,X =y, X —y1 —y2,. -, X = Y1 — - +* = ¥n—1) (2.17)
ist. Formal geschrieben als
Wém H”)(xl, cey X)) = We(flgnﬁn)(xl —X2,...,Xp_1 — Xp) (2.18)

n)

. . . Kop e
und die Fouriertransformierte von W 5(1}- o
n

W (smn)ey ey (ki,...,kp—1) = (27r)_2("_1) J Wg(ﬁ,l.'é:")(xl, ey Xp—1)-exp(— Z k;-x;)

Mn—1

(2.19)
hat Trager im n-fachen kartesischen Produkt des Vorwéartslichtkegels, d.h.
I//I\/(Hl"'/‘fn) 1+ n—l
suppW, ", "™ < (V ) (2.20)

Wightman 5 (Relativistisches Transformationsgesetz). Fiir (a, A) € ISL(2, C) gilt:
VE (A @ @ VED (ATYWYWELE) (Ax; +a, ..., Axp +a) = WER) (x1 L x,)

(2.21)
im Sinne von Distributionen.
Wightman 6 (Clustereigenschaft). Fiir raumartiges a € M gilt:
Wéf}fé:")(xl, ey Xy Xeg 1A, X A) — éff.}:k)(xh . ,Xk)Wéffff.'é:k)(XkH, ey Xp)
(2.22)
fir t — 0.
Wightman 7 (Lokalitiit). Fiir (x; —xp1)? > 0 gilt:
W (51, %) = S Ve S (e X Xn) - (223)

Das Wightman-Rekonstruktionstheorem (vgl. [6] Theorem 8.6, S. 339) besagt, dass aus der
Kenntnis der Wightmanfunktionen, welche die Eigenschaften Wightman 1-7 erfiillen, sich
die Felder konstruieren lassen, welche Axiom 1-7 fiir die Felder erfiillen und die gleichen
Wightmanfunktionen besitzen.

Die Clustereigenschaft motiviert die Definition der so genannten trunkierten Wightman-

funktionen. Wir definieren sie fiir bosonische Felder wlfi) =: A;. Sie sind gegeben durch
(AT = (A1) und die die Rekursionsrelation
T
Ay Ay = YA - Ay DT (A - Ay S (2.24)

13



2 Grundlagen

wobei die Summe {iber alle Aufteilungen der Indizes {1,...,n} in Gruppierungen lduft,
sodass die Indizes in jeder Gruppierung aufsteigend sortiert sind. Eine typische Aufteilung
ist von der Form:

{1, . ,n} = {le, ce 7j17k1} Ut v {jl,’l, ce 7.7.1/7761/} 5 (225)
wobei 1 < v < die Anzahl der Gruppierungen und k1, ..., k, die Linge der jeweiligen Grup-
pierung ist. Es sei bemerkt, dass aus der Translationsinvarianz folgt, dass die Einpunktfunk-
tion eine Konstante ist. Ist die Theorie zusitzlich skaleninvariant, so verschwindet diese ins-

besondere, da Null die einzige Konstante ist, welche invariant unter Skalentransformationen
bleibt. Nehmen wir an, dass (A;) = 0 ist. Dann gilt folglich:

(A1Ag)" = (A1 Ay)
(A1 A2 AT = (A1 A243)

(A1 As Az AT = (A1 AsAs Ay — (A1 AsX A3 Ag) — (A1 As)(As Ag) — (A1 AgX Az As)
(2.26)

usw.

Ist fiir ein Feld nur die trunkierte Zweipunktfunktion ungleich Null, so sind alle Korrelati-
onsfunktionen durch die Zweipunktfunktion gegeben und man spricht von einem wverallge-
meinerten freien Feld.

Unter der Beachtung, dass mit unseren Konventionen der duale Kegel V' = V_ ist folgt aus
der Spektrumsbedingung (4) zusammen mit Theorem A.1, dass

—
~l

Wi, yn—1) = W(=y1,..., —¥n-1)
Randwert einer in M~ ' —iV"~! analytischen Funktion ist. Wir halten fest:
Kn)

(K1
Looln

sorwertigen) analytischen Funktionen im Sinne von ' (M"™1), welche analytisch in der
Réhre Ty, := M1 — iV~ sind.

Theorem 2.1. Die reduzierten Wightmanfunktionen W, sind Randwerte von (ten-

Fiir eine offene Menge O € M, sei P(O) die Polynomalgebra von O generiert durch endliche
komplexe Linearkombination aller moglichen Operatoren der Form

A= J¢l(1m)(xl) e qz)l(:")(xn)f(xl, e ,Xn) Xm e an 5 (2-27)

wobei die Testfunktion f € (M") in O™ getragen sein soll (fiir n = 0 ist A € C ein
Vielfaches des Einheitsoperators). Mit O’ bezeichnen wir das kausale Komplement, wel-
ches gegeben ist durch das Innere der Menge aller Punkte, welche raumartig zu O liegen,
d.h.

O ={xeM|(x—y)?>0firallexe O} . (2.28)

Insbesondere liegt wegen der Wightman 7 die Menge P(M)2 dicht in H. Als niitzlich erweist
sich folgendes Theorem, welches auf Reeh und Schlieder zuriickgeht:

Theorem 2.2 (Reeh-Schlieder, vgl. [6] Proposition 8.2 und 8.3). Sei O < M offen.
1. Q ist zyklisch fir P(O), d.h. P(O)S2 ist dicht H.

2. Ist zusitzlich O' # &, dann ist Q separierend fir P(O), d.h. fir ein T € P(O) mit
TQ =01t T =0.
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2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

Seit der Entdeckung der konformen Invarianz der Maxwellschen Gleichungen gewinnen kon-
forme Symmetrien immer wieder Anziehungskraft in der theoretischen und mathematischen
Physik. In diesem Abschnitt betrachten wir Wightmansche Quantenfeldtheorien, welche
eine solche hohere Symmetrie aufweisen, genauer so genannte global konforme-invariante
Quantenfeldtheorien.

Wir werden zeigen, dass Invarianz von Wightmanfunktionen unter endlichen konformen
Transformationen? das so genannte Huygenssche Prinzip zur Folge hat, d.h. Felder kommu-
tieren nicht nur fiir raumartige Separationen (Einstein-Lokalitét) sondern sowohl fiir raum-
als auch zeitartig separierte Felder (Huygens-Lokalitét). Dies wiederum hat zusammen mit
der Spektrumsbedingung (Energiepositivitit) rationale Korrelationsfunktionen zur Folge.
Wightman-Positivitit fiihrt dazu, dass die Pole in den Poincaré-Invarianten (x; —x;)? uni-
formen Schranken (den so genannten Polschranken /Unitaritdtsschranken) unterliegen. Dies
hat zusammen mit der Rationalitidt zur Folge, dass die n-Punktfunktionen nur durch eine
endliche Anzahl von Parametern gegeben sind und bietet somit einen Rahmen, welcher at-
traktiv fiir die Untersuchung und Konstruktion von Modellen ist.

2.2.1 Die konforme Gruppe

Als konforme Transformationen gelten Transformationen, welche Winkel, also das Verhélt-
nis von Langen (zumindest infinitesimal) invariant lassen. Diese Eigenschaft ldsst sich fiir
R&ume mit indefiniter Metrik (z.B. Lorentzsche Mannigfaltigkeiten) verallgemeinern.

Fiir den Zweck dieser Arbeit ist folgende Definition hinreichend. Eine reelle rationale Ko-
ordinatentransformation ¢ : x — y(x) des Minkowski-Raums M (it evtl. Singularitéten)
wird konform genannt, wenn die Metrik unter der Transformtion mit einer positiven Funk-
tion in x multipliziert wird, d.h.

dx?
dy? = ——— . 2.29
e 229
Der konforme Faktor w(x, g) erfiillt dabei eine Kozyklus-Relation:
w(x, g192) = w(gax, g1)w(x, g2) (2.30)

und ist maximal quadratisch in x. Die Gruppe der konformen Transformationen bezeichnen
wir mit Cyp.

Neben der Untergruppe der Poincaré-Transformationen, fiir welche der konforme Faktor de-
finitionsgeméh w(x, 321) = 1 ist, gibt es zum einen die ein-parametrige Untergruppe beste-
hend aus den Dilatationen, auch Skalentransformationen genannt, der Form:

gx 1 X — AX, (2.31)

wobei A eine positive Zahl und w(x, gy) = A7! ist.

*im Gegensatz zu lokaler konformer Invarianz, wo man nur die Invarianz unter infinitesimalen Transfor-
mationen fordert
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2 Grundlagen

Weiterhin gibt es noch die 4-parametrige Untergruppe der speziellen konformen Transfor-
mationen, welche gegeben sind durch:

X+X2a

2.32
H1+2x-a+a2x2’ ( )

Ja + X

wobei a € M und w(x,g.) = 1+ 2x-a + a?x? ist. Man beobachtet, dass g, fiir x
mit 1+ 2x-a+a?x? = 0 Singularititen besitzt. Diese verschwinden, wenn man zu dem
konform-kompaktifizierten Minkowski-Raum M iibergeht. Dieser ist eine kompakte Man-
nigfaltigkeit, welche M als eingebettete dichte Teilmenge enthilt und kann parametri-
siert werden als projektiver Raum aller isotropen Punkte in R**2? (siehe Anhang B):

M=Q/R" =83x81/Zy Q={eR"™|££0,6:=8+¢ ¢, - =0}

Es sei bemerkt, dass jede spezielle konforme Transformation g, als Produkt einer Inversion
mit einer Translation um a mit einer weiteren Inversion dargestellt werden kann (vgl.

[11]):

X X = ta x+x%a

— — = .

x2 %2 (L_|_a)2 1+2x-a+a?x?
X

(2.33)

Daraus leitet man leicht die Regel gagh = gatp, und daraus wiederum g;' = g . ab.
Dies kann niitzlich sein, wenn man einen Ausdruck auf konforme Invarianz iiberpriifen
will.

Das Lorentz-Intervall (x—y)? zweier Punkte transformiert sich wie folgt unter der Wirkung
einer konformen Transformation g € Cp:

(x—y)*

w(x, g)w(y,g9) (239

(9x — gy)* =

Damit kann man beispielsweise zeigen, dass die so genannten anharmonischen Verhiltnisse
von vier Punkten xi,...,x4 € M:

2 .2 2 .2
X12X34 X14%23
s =8(X1,...,Xq4) = 22, t=1t(x1,...,x4) = 23, (2.35)

invariant unter konformen Transformationen sind. Nach Konstruktion kiirzen sich alle kon-
formen Faktoren weg.

Die so gewonnene 15-parametrige (Matrix-Lie-) Gruppe Cy obiger rationaler Transformatio-
nen ist isomorph zur Faktorgruppe SOg(4,2)/Za von der Zusammenhangskomponente der
Identitdt der Pseudo-Rotationen SOg(4, 2) beziiglich deren Zentrum Zy = {1, —1}.

2.2.2 Darstellungen der konformen Gruppe
Um auch Felder mit halbzahligen Spin (d.h. Fermionen) beschreiben zu kénnen, sind wir

interessiert an Darstellungen der endlichen Uberlagerung der C = Spingy(4,2) = SU(2,2)
der konformen Gruppe Cy von M, welche insbesondere die quantenmechanische Lorentz-
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2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

und Poincaré-Gruppe SL(2,C) bzw. ISL(2,C) als Untergruppe enthalt (vgl. [16] und [26]
Abschnitt 4 (4.4)). Die Gruppe C ist eine vierfache Uberlagerung der konformen Gruppe
Co

1 — Z4 — C = Spiny(4,2) = SU(2,2) - Cyp = SOy (4,2)/Z2 — 1 (2.36)

und ist gegeben durch alle 4 x 4-Matrizen g mit

N R N A (237)

wobel 15 die 2 x 2 Einheitsmatrix ist. Die quantenmechanische konforme Gruppe C wirkt
(iiber die kanonische Projektion auf Cp) transitiv (sieche Anhang B) auf M, dem konform-
kompaktifizierten Minkowski-Raum.

Die Fundamentalgruppe (C) von C ist Z. Somit ist die universelle Uberlagerungsgruppe
C von C eine unendliche Uberlagerung von C:

1> m(C)=7%—C — C = Sping(4,2) = SU(2,2) > 1 . (2.38)

Sie ist insbesondere keine Matrixgruppe (d.h. es gibt keine treue endlich-dimensionale
Darstellung auf einem Vektorraum).

In [16] sind alle unitdren Strahlen-Darstellungen positiver Energie von C klassifiziert. Sie
liefern insbesondere eine echte unitire Darstellung der Gruppe C mit positiver Energie
P% > 0. Es sei bemerkt, dass positive Energie P® > 0 auch H > 0 impliziert, wo-
bei H der so genannte konforme Hamiltonian gegeben durch H = (P° + K°)/2 und
KO ein Generator der speziellen konformen Transformation ist. Die Darstellungen sind
Felddarstellungen, welche durch Darstellungen der endlich-dimensionalen maximalen kom-
pakten Untergruppe S(U(2) x U(2)) induziert und durch ein Tripel (d, j1, j2) charkterisiert
sind.

Fiir Felder auf dem Minkowski-Raum ist d die Skalendimension und (ji, j2) bezeichnet die
irreduzible Darstellung der quantenmechanischen Lorentz-Gruppe SL(2, C). Die Bedingung
der Unitaritat erlaubt nur die Darstellungen

1. triviale Darstellung d = j; = jo =0

2. j1,J2 #0, d>j1+jo +2

3. j1j2=0, d>j1+j2+1

4. jr,j2#0, d=j1+j2+2

5. j1j2 =0, d=j1+jo+ 1.
Die korrespondierenden Felder sind im vierten Fall erhalten und erfiillen im fiinften Fall

freie Feldgleichungen (vgl. [33]). Die Darstellungen sind insbesondere eindeutige Darstellun-
gen fiir C, wenn der T'wist, gegeben durch d—j;—jo, eine positive ganze Zahl ist.
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2 Grundlagen

2.2.3 Global konforme Invarianz

Wir betrachten eine Wightmansche Quantenfeldtheorie, nur jetzt statt des relativistischen
Transformationsgesetzes unter (a, A) € ISL(2, C):

P (x) > VI (A) 1) (Ax + a) | (2.39)

fordern wir ein allgemeineres Transformationsgesetz unter konformen Transformationen
geC:
P (x) = melg) M (g%) (2.40)

giiltig fiir alle x € M, sodass das Bild gx € M ist. Dabei ist m«(g) fiir alle g und alle x mit
gx € M ein Automorphismus von C™. Es ist my(t,) = 1 fiir Translationen ¢, : x — x + a
und fiir alle g1, g2 € C ist die Relation

mx(9192) = Tgox(91)7x(92)  (gx € M) (2.41)

erfiillt. Fiir alle g aus der Untergruppe R* xSL(2, C) der Skalen- und Lorentz-Transformationen
ist mx(g) insbesondere unabhéngig von x.

Wir nehmen an, dass mx(g) durch eine Darstellung (d, j1, j2) aus dem Abschnitt zuvor in-
duzierte ist. Speziell fiir Dilatationen g, : x — Ax gilt dann:

P (x) > 7l (9) I () = A (Ax) (2.42)

wobei d die Skalendimension des Feldes ist. Wir erinnern uns, dass die Darstellung nur
eindeutig ist, wenn d + j; + jo eine ganze Zahl ist.

Fiir eine konforme Transformation g € C definieren wir U; = {x € M | gx € M}, den
Definitionsbereich von g.

Definition (Global konforme Invarianz). Eine Wightman-Theorie heift global konform-
invariant, wenn fiir alle g € C

mE(g) 7 @+ @l (9) " (W) (gxa) - v (gxa) )y = (B (1) -+ () )
(2.43)

in dem Definitionsbereich von g im Sinne von Distributionen, d.h. die Identitdt gilt fiir die
mit in Uy getragenen Testfunktionen verschmierten Ausdriicke.

Sind {y("1) ... (n)} skalare Felder mit der zugehdrigen Skalendimension dy,;, SO ist
7 (9) = w(x, g)%i. Die Bedingung vereinfacht sich zu:

[wx1, )1 - [ty )1 (B0 (gx1) 0 (gxa) ) = (W) (1) ) (x) )
(2.44)
fiir x1,...,x, € Uy.

Wir bemerken, dass dies Formulierung in gewissen Maflen natiirlich ist, da sie dquivalent
ist mit einer Forderung der Invarianz verallgemeinerter Schnitte (Distributionen auf Man-
nigfaltigkeiten) auf einem Vektorbiindeln iiber dem kompaktifizierten Minkowski-Raum M
(siehe [26]).

18



2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

Definition. Die Zweipunktfunktion des masselosen skalaren Feldes ¢ ist gegeben durch:

1

(p(x1)p(x2)) = (2W)72m :

(2.45)
wobei x19 = X1 — X3, eg = (1,0,0,0) der Standardbasisvektor in die 0-Richtung ist und der
Ausdruck als Distribution durch den schwachen Grenzwert € | 0 zu verstehen ist, d.h.

f(x1)g(x2)

ety = timem [ LI g, (240

M2

Beispiel 2.1. Das Modell des freien masselosen skalaren Feldes ist gegeben durch die n-
Punktfunktionen:

D elxi)e(xi)) - {pxi,)e(xi,))  n gerade
<90(X1)80(X2) s @(Xn)> = < geordnete Paare
0 sonst.

(2.47)

Es erfiillt alle Axiome sowie die Bedingung der global konformen Invarianz. Beispielswei-
se folgt die Wightman-Positivitat daraus, dass die Fouriertransformierte von W(x12) =
{p(x1)p(x2)) ein positives Mak ist. Die global konforme Invarianz folgt aus Proposition
2.9, insbesondere ist die Skalendimension vom Feld d = 1. Die Zweipunktfunktion ist
harmonisch, daraus folgt Clp(f)Q2 = (@Of)Q2 = 0 fir f € ~(M). Zusammen mit dem
Reeh-Schlieder-Theorem (Theorem 2.2) folgt, dass [Jy = 0 ist. Hierbei ist (] = 9,0/ der
Wellenoperator.

Proposition 2.3 (|26]). Jedes Produkt von Zweipunktfunktionen von der Form (2.45)
erfullt die Bedingung der global konformen Invarianz (fir Skalarfelder der Dimension uy),
d.h.

[w(xl’ g)]iul U [w(xnv g)]*ﬂn H [(ng — Xk — 1660)2]_MM

1<j<k<n
= ] [(xe —ieeq)®] ", (9%1,--.,9%n € M), (2.48)
1<j<k<n
mit i, € Z und
k—1 n
Pk = Z ik + 2 ki - (2.49)
j=1 I=k+1

Die Gleichheit ist hier wieder im Sinne von Distributionen zu verstehen.

Beweisskizze. Aufserhalb der Singularititen ist die Behauptung klar. Der Rest folgt daraus,
dass die Funktion Grenzwert einer analytischen Funktion in 7}, ist und aus der Invarianz
der Rohre T;, (Details siehe Appendix B in [26]). O

Wir werden sehen, dass Korrelationsfunktionen skalarer Felder eine Linearkombination von
Funktionen der Form (2.48) sind.
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2.2.4 Huygenssche Prinzip und Rationalitdt der Wightmanfunktionen

Wir nennen ein Paar von Punkten (x,y) € M x M gegenseitig isotrop, wenn (x —y)? = 0,
d.h. wenn ihr Abstand lichtartig ist. Andernfalls nennen wir das Paar gegenseitig nicht-
isotrop. Insbesondere bilden konforme Transformationen gegenseitig isotrope Punkte auf
ebensolche ab. Die ,Punkte bei unendlich“ liegen in einem Kegel K, = M\M und sind
alle isotrop in Bezug auf py, € K. Die Spitze dieses Kegels po, ist des Weiteren invariant
unter Poincaré- und Skalentransformationen.

Es stellt sich heraus, dass die nicht-isotropen Paare von Punkten (pg,p1) € M x M in einem
einzigen Orbit liegen, d.h.

Proposition 2.4 ([26]). Jedes Paar (po,p1) von nicht-isotropen Punkten im kompaktifi-
zierten Minkowski-Raum M kann mit Hilfe einer konformen Transformation in ein jedes
solches andere Paar (pj,p}) tberfihrt werden.

Beweis. Sei (po, p1) ein Paar gegenseitig nicht-isotroper Punkte, (p{, p}) ein weiteres solches
Paar. Wegen der Transitivitét der Gruppe Cy gibt es Elemente go und g(),, welche py bzw. pj
auf den Punkt po, abbilden, d.h. gopo = g(p{) = Poo- Damit liegen aber die Bilder gop; und
gyp in ML Dies folgt aus der Tatsache, dass zum einen alle Punkte aus Ko, = M\M isotrop
zu po sind und zum anderen, dass die urspriinglichen Punkte pg und p; bzw. pj, und p}
gegenseitig nicht-isotrop waren. Dann gibt es eine Translation ¢ mit gyp] = tgopi. Da ¢
den Punkt po invariant ldsst, behaupten wir dass g = (gf))*ltgg bereits unser gesuchtes
Gruppenelement ist. Es gilt néimlich gpy = (g5) " tgopo = (95) " ‘tpec = (95) ~'pe = pfy und
gp1 = (95) "tgop1 = (95) " goph = pi- O

Lemma 2.5 ([26]). Seien (x1,...,%m,¥1,y2) Punkte aus M mit (y1 — y2)? # 0, dann gibt
es zu jedem Paar von Punkten y,vh aus M mit (y1 — y2)? # 0 ein Element g € C, sodass
gxi € M fiir alle 1 <i < m sowie y| = gy1 und yh = gyo.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [26].

Diese Eigenschaft hat zusammen mit der Lokalitdt zur Folge, dass neben raumartig auch
zeitartig getrennte Felder kommutieren:

[¢("‘1)7¢(’§2)]+ =0 fiir (x1 —x2) #0, (2.50)

das so genannte Huygenssche Prinzip.

Wir sagen die Funktion Fj, ..., (X1,...,Xy) ist Zo-symmetrisch, wenn fiir alle Permutatio-
nen o € Sn Fﬁo(l)""‘in(n) (Xa(l)v e 7X0'(n)) = iFfﬂ--%n (X17 ce 7Xn) gilt.

Theorem 2.6 ([26]). Die temperierte Distribution W15n)(x1, ... x,,) erfillt die Trans-
lationsinvarianz und Spektrumsbedingung, Lokalitit und global konforme Invarianz genau
dann, wenn sie von der Form:

WO (L xa) = P e xa) [ [ — i —eeo)?] e (2.51)

1<j<k<n
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2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

ist. Dabei sind g ., = 0 ganze Zahlen und Plsrnn) st ein tensorwertiges Polynom. Die
zugehdrige rationale Funktion R %) welche definiert ist als:
R(Hl.nﬁn)(xla HE 7Xn) = P(HI.“K")(XL s 7Xn) H (X?k)_unjﬂk (252)
1<j<k<n

ist Zo-symmetrisch und erfillt die global konforme Invarianz (im Sinne von rationalen
Funktionen,).

Beweis. Erfiillen einerseits alle W,, = W(1%n) die Translationsinvarianz und Spektrums-
bedingung, Lokalitit und global-konforme Invarianz. Dann ist W, nach Lemma 2.5 Zo-
symmetrisch im Bereich U := {(x1,...,%,) € M" | (x; — x;)? # 0} aller gegenseitig nicht-
isotropen Punkte. Weil jede temperierte Distribution endlichen Rang hat, gibt es Zahlen
P, = 0, sodass

Palxtyxn) = [ 6E) S Wialxt, .-, x0) (2.53)

1<j<k<n

eine translationsinvariante Zo-symmetrische Distribution in M ist.

Wegen der Translationsinvarianz lisst sich Py schreiben als

Pn(le e ,Xn) = PR(XU, P ;Xn—l,n) (254)
und die Fouriertransformierte von Py
Bullr, .y 1) = ——— [ T v gy Jdyp - dyn 1 (2.55)
K 1y---yBn-1) — (271_)2(”71) V-1 K ylv e 7Yn71 YI Ynfl -
ist gegeben durch die Wirkung eines Differentialoperators p(D) mit konstanten Koeffizien-
ten in den Variablen ki, ..., k, 1 auf die Fouriertransformierte Wy, d.h. Pg(ky,...,k,) =

—

p(D)Wy(ky, ..., ky,). Also ist insbesondere
supp]s,: c suppﬁ/: c (ViJr)nf1 (2.56)

vermoge der Spektrumsbedingung. Andererseits impliziert die Zo-Symmetrie der Distribu-
tion Py:

PK,(le"'aXn) = ipl@’(xnw"vxl) g PR(YL--an—l) = iPK’(_yn—la"‘7_y1)
—  supp P, C (W)n_l , (2.57)
mit k' = (Kp,...,k1). Also gilt zusammen mit (2.56) supp P, < {0}. Damit ist P, bereits
eine Polynom? und ebenso P,.. Wegen der Spektrumsbedingung ist W (siche Theorem A.1)
Grenzwert einer analytischen Funktion in 7}, und wir folgern daraus Gleichung (2.52).

Ist andersherum W, durch (2.52) gegeben, mit einer zugehorigen Zo-symmetrischen und
global konform-invarianten rationalen Funktion R, so erfiillt W, als Randwert einer ana-
lytischen Zg-symmetrischen Funktion die Spektrumsbedingung und die Lokalitét. Die glo-
bal konforme Invarianz im Sinne von Distribution folgt aus Proposition 2.3, da Py ein
reguldrer Multiplikator ist. O

% Vergleiche z.B. [27] Theorem V.11. Hiernach ist supp P = {0}, genau dann wenn, P eine endliche
Summe aus J-Funktionen und ihren Ableitungen, also die Fouriertransformierte eines Polynoms ist.
Also ist P, ein Polynom
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Wir bemerken, dass die Eigenschaft der global konformen Invarianz nur benétigt wird, um
Huygens-Lokalitdat zu zeigen. Eine Huygens-lokale Wightmansche Theorie hat also stets
rationale Wightmanfunktionen.

Theorem 2.7. Fir zwei global konform-invariante Felder ) und () qibt es ein ., o/,
sodass der Grad des Pols in (x —y)? der zu (- ") (x) ) (y) ) assoziierten ra-
tionalen Funktion (2.52) durch p . beschrinkt ist und insbesondere unabhdngig von der
Anzahl der Felder n ist.

Beweisskizze. Wir betrachten die vektorwertige Distribution @l(f.%,'l':") e .S (M", 'H) gege-
ben durch
(I)(’il"-’i") (X17 cee 7XTL) = /l/}l(fl)(xl) tt l(:n) (Xn)Q (258)

l1..ln

und bemerken, dass im Fall n = 2 die vektorwertige Distribution ®;'}** auf dem Bereich

U={(x,y) e M? | (x—y)? # 0} mit i\I/l(;im)(XQ,xl) wegen Theorem 2.6 und Theorem 2.2
iibereinstimmt. Wegen der Temperiertheit gibt es ein y, sodass [(x1 —xg)*[*[ @]} (x1, x2) £

(I)(mm)

i, (x2,x1)] = 0 auf ganz M x M ist. Also ist insbesondere die Distribution

Flx1,x3) = [(61 = 32)21# (2, @512 (1, 0) (2.59)

Zo-symmetrisch und durch die spezielle Wahl ¥ = (77[)1(:3) (x3) - -¢l(:’“) (xx))*€2 schliefen wir,
dass der Pol in (x; — x2)? der Funktion ng’l:l’“l';;@ (X3, ...,Xg,X1,X2) nicht die Ordnung

w iiberschreiten kann und unabhingig von k ist. Wegen Lokalitdt gilt die Aussage fiir
Einsetzen an beliebiger Stelle. O

Theorem 2.8. Transformiert sich in Theorem 2.7 das Feld ") unter (d; j1; j2) und ()
unter (d'; 31, jb), so ist:

d+ji+jo+d +51 455 1= 03050
2 2

P! S [ (2.60)

2.3 Skalare Felder

Interessant ist die Frage nach Modellen in Quantenfeldtheorien mit global konformer Invari-
anz. Am einfachsten erscheint dabei die Betrachtung von Modellen, welche nur von skalaren
Feldern erzeugt werden, da zum einen die Korrelationsfunktionen (Wightmanfunktionen)
eine moglichst einfache Struktur besitzen und zum anderen die Operatorproduktentwick-
lung von zwei skalaren Feldern explizit moéglich ist. Dies werden wir im nichsten Kapitel
sehen.

Dabei besteht die Frage der Existenz von nicht-trivialen Modellen. Dazu sei bemerkt, dass
bis auf den masselosen freien Fall, keine Teilcheninterpretation existiert. Deshalb ist ein
anderes Kriterium notwendig um triviale von nicht-trivialen Modellen zu unterscheiden.
Wir sagen ein Modell ist trivial, wenn es aus einer Kombination von freien Feldern und
ihren Wick-Polynomen erzeugt werden kann.
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2.3 Skalare Felder

Zuerst bemerken wir, dass die analytischen Eigenschaften der Wightmanfunktionen einer
Theorie mit global konformer Invarianz durch Theorem 2.6 gewissermafien trivial sind. Es
ist hinreichend, die zu W assoziierte rationale Funktion R zu kennen. Diese sind analytische
Funktionen in der Réhre 7,, und wir bekommen die zugehérige Distribution durch den
Grenzwert zuriick.

Wir fassen die Eigenschaften der Wightmanfunktionen von skalaren Feldern {¢1,...,¢n}
zusammen:

Proposition 2.9. Die Korrelationsfunktionen von skalaren Feldern ¢; mit Skalendimen-
ston d; sind von der Form:

(piy(x1) - i, )y = Cu [ (oj) "% (2.61)

m 1<j<k<n
wobet b = (1K) 1<j<k<n €in Multiindex ist und
pik = (xj — x5, — ieeg)? . (2.62)
Die Summe geht iber alle Potenzen, fir die

k—1 n _
d;. +d; Od; . d; 1
. . ) T4 1k Y RAat
d;, = jg 1 ik + lzkEH kel und i < 5 + 5 (2.63)

gilt. Fiir die trunkierte Funktion gilt die Schranke:

d; + dj
e < j2 .

(2.64)

Beweis. Dies ist eine direkte Folge aus Theorem 2.6 und Proposition 2.3. Es bleibt zu
zeigen, dass die Korrelationsfunktion notwendigerweise von dieser Form sind. Aus der
Poincaré-Invarianz folgt, dass P(xi, ..., X;,) aus dem Beweis von Theorem 2.6 insbesondere
ein Polynom in (x; — x;)? ist. Das Anwenden von speziellen konformen Transformationen
g erfordert dann die Summenregel in (2.63), um die Bedingung der global konformen Inva-
rianz (2.44) zu erfiillen. Theorem 2.8 liefert die Schranke fiir 41 in(2.63). Die Polschranke
fiir die trunkierte Funktion ergibt sich aus Corollary 4.4 in [26]. O

Wir nennen solche Funktionen homogene Laurent-Polynome (in den Variablen {p;; | 1 <
i <j <n})vom Gewicht (dy,...,d,). Insbesondere gibt es eine praktische grafische Inter-
pretation der Monome, d.h. die einzelnen Beitrige zu einer skalaren Korrelationsfunktion.
Dabei ordnet man jedem x; einen Vertex zu. Eine Kante zwischen x; und x; entspricht
einem p;jl und eine gestrichelte Kante einem p;;. Das Monom ist dann das Produkt {iber
alle den Kanten zugeordneten Potenzen von p;;. Die Summenregel bedeutet dann, dass die
Differenz der Anzahl der Kanten und der Anzahl gestrichelten Kanten, welche vom Vertex
x; abgehen, mit d; iibereinstimmt.

Proposition 2.10. Eine global konform-invariante n- Punktfunktionen skalarer Felder mit
einer ungeraden Anzahl Feldern ungerader Skalendimension verschwindet, d.h. sie wver-
schwindet wenn die Summe der Skalendimensionen )", d; ungerade ist.
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2 Grundlagen

Beweis. Aus (2.63) folgt, dass

Midiy =2 > (2.65)
] £

gerade ist. Betrachten wir eine n-Punktfunktion (2.61), mit einer ungeraden Anzahl von
Feldern mit ungerader Skalendimension, dann ist die Summe der Skalendimensionen d;, +
-++ +d;,, ungerade und somit inkompatibel mit der Summenregel (2.63). O

Dies liefert, dass jede n-Punkt Korrelationsfunktion bis auf eine endliche Anzahl von Pa-
rametern gegeben ist. Insbesondere ist fir n = 1,2, 3, 4:

(p1(x1)y =0
(1)) o Pt
P12

di +do +ds3 mod 2
<¢1(X1)¢2(X2)¢3(X3)>0C (di4+da—d3)/2 (di+d3—ds)/2 (do+d3—d1)/2
P12 P13 P23

(d2+d4)/2 (d1+d3)/2
(p1(x1) Pa(x2) 3 (x3) Pa(xa)) P13 P24 f(s,t)

ac
di+d2)/2 (d3s+da)/2 (di+da)/2 (da+d3)/2 ’
pggl 2)/ pgs 4)/ pg 1 4)/ pg 2 3)/

(2.66)

wobei bei der Vierpunktfunktion angenommen wurde, dass die d; gerade sind und f(s,t) ein
Polynom in den anharmonischen Verhéltnissen s und ¢, welche gegeben sind durch

s = P12P3e ;= P1ap2s (2.67)
P13024 P13P24

Fiir andere Skalendimensionen ldsst sich ein dhnlicher Vorfaktor konstruieren.

Wir werden das Hauptaugenmerk auf solche Theorien legen, die nur von skalaren Feldern
erzeugt werden. Fin wichtiges Hilfsmittel, welches wie wir sehen werden, weitere kinemati-
sche Einschrankungen an die Korrelationsfunktionen geben wird, ist die Operatorprodukt-
entwicklung.
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische
Felder

Ein méchtiges Hilfsmittel bei der Betrachtung von Quantenfeldtheorien mit konformer
Invarianz ist die so genannte Operatorproduktentwicklung. Hier versucht man das Pro-
dukt von zwei (skalaren) Feldern durch quasiprimére Felder, d.h. Felder die sich irredu-
zibel transformieren, zu entwickeln. Die Operatorproduktentwicklung ist gewissermafsen
dadurch festgelegt, dass die konform-invariante Zweipunktfunktion zweier quasipriméarer
Felder bis auf eine Konstante festgelegt ist (und fiir unterschiedliche quasiprimére Felder
sogar verschwindet) und des Weiteren die Dreipunktfunktion von einem quasipriméren
Feld mit zwei skalaren Feldern ebenfalls bis auf eine Konstante festgelegt ist. Eine explizite
Herleitung aus diesen beiden Eigenschaften findet sich in [9].

Wir betrachten hier, im Rahmen global konform-invarianter Quantenfeldtheorien, die Ope-
ratorproduktentwicklung von zwei skalaren Feldern gleicher Skalendimension in Bi-Feldern
mit verschiedenen Twists (vgl. [22]). Von besonderem Interesse ist das Twist-2-Bi-Feld
V(x1,x2). Dieses Bi-Feld teilt einige Eigenschaften mit dem Bi-Feld : ¢(x1)p(x2) :, dem
Wick-Produkt des masselosen freien skalaren Feldes. Insbesondere hat V' (x;, x2) die Eigen-
schaft in beiden Argumenten harmonisch zu sein, welches dquivalent damit ist, dass die
quasiprimaren Twist-2-Felder erhalten sind. Wir werden sehen, dass die Harmonizitat von
V(x1,x2) kinematische Einschrankung an den singulérsten Anteil trunkierter Wightman-
funktionen zweier skalarer Felder gleicher Skalendimension stellt. Diese wird ausgedriickt in
Form einer linearen partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung.

3.1 Operatorproduktentwicklung in Twist-2x-Feldern

Wir betrachten stets eine global konform-invariante Quantenfeldtheorie, welche von skala-
ren Feldern erzeugt wird. Unser Ziel wird es sein weitere Informationen iiber die Struktur
von Wightmanfunktionen /Korrelationsfunktionen skalarer Felder zu gewinnen und die An-
zahl moéglicher Funktionen weiter einzuschrinken.

Wir gehen hier vor wie in [22]. Seien dazu ¢; und ¢y zwei skalare Felder mit der gleichen
Skalendimension d = dy = ds einer global konform-invarianten Quantenfeldtheorie. Dabei
kénnen ¢1, ¢2 unterschiedliche Felder, hermitesch konjugiert zueinander, oder auch die
gleichen (hermiteschen) Felder sein. Mit ihnen definieren wir die operatorwertige Distribu-
tion:

U(xi,x2) = (p12) (é1(x1) o (x2) = (d1(x1) da(x2) )) - (3.1)

Dabei ziehen wir den Vakuumerwartungswert ab, welcher nur zu unverbundenen Korre-
lationsfunktionen fithrt. Der Faktor p% ! macht alle Korrelationsfunktionen von U (x1,xz)
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

reguldr in xp2, da wegen den Polschranken maximal Pole der Ordnung d —1 in p12 vorkom-
men konnen. Damit ist U(x1,x2) glatt im schwachen Sinne fiir Zustéinde aus der Doméne
Dy. Des Weiteren folgt aus der Huygens-Lokalitét von ¢ und ¢9, dass U(x1,x2) Huygens-
bilokal fiir jedes weiterer Feld ¢3, welches Huygens-lokal zu ¢1 und ¢9 ist. Das bedeutet,
es gibt eine hinreichende Grofe Zahl N, sodass:

((x1 = %)% (x2 — x)%) Y [U(x1,%2), ¢3(x)] = 0 . (3.2)

Man kann formal eine Operatorproduktentwicklung als Taylorentwicklung in x;9 einfiih-
ren:

U(x1,x2) = 2 X12® - @x1p X" Z x1p Xy X, ;(u) un (X2) (3.3)
—_
n=0 n-mal

wobei X (") (x5) Huygens-lokale Felder sind. Die Gleichung (3.3) kann als formale Potenz-
reihe oder als analytische Fortsetzung der Korrelationsfunktionen von U(x1,x2) aufgefasst
werden.

Wegen dem Vorfaktor transformiert sich U(x1,x2) wie ein konformes Bi-Feld mit dem Ge-
wicht (1,1), d.h. mit Skalendimension 1 bzgl. des ersten und zweiten Arguments.

Die Felder X (™) (x5) haben Skalendimension n + 2. Im Allgemeinen transformieren sie sich
aber nicht irreduzibel. Man kommt zu einer Entwicklung in quasipriméren Feldern, d.h. Fel-
der die sich irreduzibel transformieren, indem man von X (™ Ableitungen von Feldern X (")
mit kleineren Rang n’ < n abzieht. Die daraus hervorgehenden quasipriméren Felder O®*1)
quasiprimdr entsprechen den Darstellungen (2x+ L, L/2, L/2), also symmetrisch und spur-
freie Tensorfelder vom Rang L und Skalendimension 2k + L.

Wir bezeichnen mit 2x den Twist:
(Twist) 2k =k—1L (Dimension) - (Rang) (3.4)

des Feldes O2++L.L)  Die Existenz einer unitiren Darstellung impliziert, dass der Twist
positiv ist (siehe Abschnitt 2.2.2), global konforme Invarianz, dass er eine ganze gerade
Zahl ist.

Sammelt man die Beitrige fiir jeden Twist 2k ein, kann man die Operatorproduktentwick-
lung ansehen als

0
U(x1,x2) Z p12)" ! Vi(xi, x2) (3.5)

wobel Vi (x1,x2) nur Twist-2x-Beitrige enthilt.

Jedes Vi (x1,x2) ist gegeben durch eine formale Potenzreihe von Twist-2k-Feldern und ihren
Ableitungen.

0

Vi(xixz) = Y KPHe (x19, 0x,) Oy ot (x2) (3.6)
=0

wobei KE'"" (x12, 0z,) formale Potenzreihen in x19 und dessen Koeffizienten auf die qua-
siprimire Felder OE+25L) wirkende Differentialoperatoren in xo sind!. Dabei sind die

eine explizite Darstellung findet sich im Beweis von Proposition 3.1
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3.2 Das biharmonische Feld V (x1,x2)

Vi (x1,x2) reguliir? bei x; = x2 und transformieren sich (zumindest infinitesimal) mit dem
Gewicht (k, k).

Die Koeffizientenfunktionen K£* ™ (x12,dx,) sind bis auf einen Faktor universell. Dies
liegt an daran, dass die Zwei- und Dreipunktfunktionen

<O(2H+L,L) (x1) O2r+L.L) (X1)>’ <¢1(X1) bo(x2) O2r+L,L) (X3)> (3.7)

zweier quasiprimérer Felder bzw. zweier Skalarfelder mit einem quasipriméren Feld durch
konforme Invarianz bis auf einen Faktor festgelegt sind (fiir Details siehe [9]). Insbesondere
ist

<0<2“+L7L> (x1) 0<2“’+L”L’>(x1)> —0  fir (8, L) # (&, L") . (3.8)

Gleiches gilt somit auch fiir die Vj(x1,x2). Aus der Definition folgt noch zusétzlich, dass die
Zweipunktfunktion eines V,(x1, x2) verschwindet. Wir halten fest:

<VE(X1,X2)> =0 <VK(X1,X2)V51(X3,X4)> =0 fiir k # K. (39)

Eng verbunden mit der Operatorproduktentwicklung ist die Partialwellenentwicklung. Ge-
wohnliche Partialwellenentwicklung ist die Tensorproduktentwicklung zweier irreduzibler
(Wigner-) Teilchen-Darstellungen. Konforme Partialwellenentwicklung entspricht der Ten-
sorproduktentwicklung zweier irreduziblen Darstellungen positiver Energie. Sie ist von der
Form

<¢1 (X1)¢2(X2)HH,L¢3 (X3) Tt ¢n(xrz)> . (310)

Dabei entspricht Il ;, der orthogonalen Projektion auf Twist £ und Spin L. Diese kann
durch die Operatorproduktentwicklung oder die Projektion mit Hilfe eines Casimir-Operators
geschehen und liefert im Fall von Vierpunktfunktionen universelle Partialwellen (vgl. [9]
bzw. [10]). Die Entwicklung einer Vierpunktfunktion nach diesen universellen Partialwel-
len gibt Aufschluss auf den Operatorinhalt in der Operatorproduktentwicklung. Aufserdem
ldsst sich damit das Problem der Wightman-Positivitit zumindest auf Ebene der Vier-
punktfunktionen untersuchen. Dies liefert nicht-trivale Einschridnkungen an die moglichen
Vierpunktfunktionen. Dies wurde in [20] untersucht. Wir werden spéter durch eine andere
Methode einige dieser Partialwellen wiedergewinnen.

3.2 Das biharmonische Feld V' (x,x5)

In diesem Abschnitt mochten wir Besonderheiten des Twist-2-Anteils in der Operatorpro-
duktentwicklung betrachten. Das zugehorige Feld Vi (xq,x2) erweist sich als harmonisch in
beiden Argumenten. Wir skizzieren die Argumentation anhand von [22].

Ein wichtiger Unterschied zwischen Twist-2- und Tensorfeldern héheren Twists ist, dass
erstere erhalten sind, d.h. es gilt

O, 0L (x)=0 (£=1). (3.11)

Xpyp T p1pL

2Man sieht, wenn man die Felder X ™ durch die quasiprimiren Felder ausdriickt, dass O®*+55) min-
destens von einem Faktor p%; ' multipliziert wird.
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

Dies folgt aus der expliziten Struktur der konform-invarianten Zweipunktfunktionen dieser
Felder, welche erhalten sind und dem Reeh-Schlieder-Theorem.

Proposition 3.1 ([24]). Das System von Differentialgleichungen (3.11) ist dquivalent mit
der Biharmonizitat von V(x1,x2) (als formale Reihe), d.h. der Harmonizitdt in beiden
Argumenten:

(e, V(x1,%2) = 0 = [0y, V (x1,%2) . (3.12)

Beweisskizze. Es ist iiblich die symmetrischen spurfreie Tensorfelder vom Rang ¢ als ope-
ratorwertige homogene harmonische Polynome in ( € M zu schreiben, d.h. als

O+ () 1= ORI () ¢ -+ g (3.13)
mit den Eigenschaften
D<0(2H+L7L) (x;¢) =0, (Spurfreiheit)
¢ 840(2”+L’L) (x;¢) = L- 0@+ LDk ¢), (Euler-Gleichung) . (3.14)

Das Erhaltungsgesetz von OZ+LL) schreibt sich als:

62

(2+L,L)
axago thl(x()=0. (3.15)

Aufserdem wird die explizite Darstellung von Vi (x1,x2) genutzt, welche nach [24] bis auf
die Konstante C.r, unviersell festgelegt ist durch:

Vi(x1,%2) = Z CRLJ Ky (o, pro D2)0(2”+L L>(X1 + axi2;X12) da (3.16)
L=0

mit

i 1 . a ]L+m+n71 (—Z/4)n

3.17
B(L+k,L+k) nl(L+2k—-1), (3.17)

HLOZZ

wobei B(-, -) die Euler-Beta-Funktion, gegeben durch I'(z + y) B(x,y) = I'(x)['(y), ist.
Es gilt fiir y = xo + axj2 unter der Benutzung von x120y = 0., die Identititét:
[(hpts O+L.L) (y;x12) = 4n(n + 1) P?z_l O(2+L’L)(Y;X12) + PﬁaQDyO(“L’L) (v;x12)
+dn piy ! (ada + L) OCTED (yix10) + plhady 0,0 0 (vi) |
= p?{l {An(n + 1+ L + ady) + api2 (040, + oy)} o+L.L) (v;2) |

zZ=X12
und damit lasst sich zeigen, dass aus (3.15)
1
D1J Ky (@, pr2dy) OB (v x15) da = 0 (3.18)
0
folgt und somit [V (x1,x2) = 0. Der Rest wird durch analoge Rechnung gezeigt. O
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3.3 Konsequenzen der Biharmonizitét

Die Trennung des Twist-2- Anteils fithrt zu einer Aufspaltung von U(x1, x2) der Form:
U(Xl,Xz) = V(Xl,Xg) + plQU(Xl,XQ) (319)

mit V' (x1,x2) = Vi(x1,x2). Diese Aufspaltung kann gesehen werden als Entwicklung in eine
formale Potenzreihe der Matrixelemente von U(x1,x2) entsprechend (3.3). Sie ist somit
eindeutig nach folgendem klassischen Lemma.

Lemma 3.2 ([2, 22]). Seiu € V[x] eine formale Potenzreihe in x € C* mit Koeffizienten in
einem (komplexen) Vektorraum V. Dann existieren eindeutige formale Potenzreihe v € V[x]
und U € V[x] mit Koeffizienten in V, sodass

u(x) = v(x) + x*u(x) (3.20)

und dass v(x) harmonisch in x ist, d.h. [Jxv(x) = 0.

Wir nennen Gleichung (3.20) die harmonische Zerlegung von u(x) (in x um x = 0). Die for-
male Potenzreihe v(x) ist der harmonische Anteil von u(x).

Die Existenz von V(x1,x2) kann iiber die Konstruktion seiner Korrelationsfunktionen ge-
zeigt werden. Betrachten wir Korrelationsfunktionen der Form

CU(x1,%x2) )
= (¢3(x3) + - Pe(xu)U (x1,%X2) o1 (Xket1) * + * D (X))

so entspricht die Aufteilung von U(x1,x2) nach dem Twist-2-Anteil und den héheren Twists
einer Aufspaltung der Form

<- U(Xl,Xg) > = <-V1(X1,X2) > + 912<-U(X1,X2) > , (3.21)

welche als formale Potenzreihe in x19 betrachtet wird, indem wir die linke Seite auch als for-
male Potenzreihe ansehen. Diese konvergiert insbesondere in einer Umgebung um x; = xo
in M% als Taylorreihe der rationalen Funktion, wenn man die Rationalitét gegeben in Theo-
rem 2.6 und die Regularitédt von U(x1,x2) fiir x; — X2 beachtet. Dabei bezeichnen wir mit
Mc = M +iM den komplezifizierten Minkowski- Raum. Diese Konvergenz hat insbesondere
auch eine Konvergenz von {-V(x1,x2)-) als harmonischen Anteil von {-U(xy,x2)-) zur
Folge, was wir in Abschnitt 3.4 diskutieren werden.

Das hauptséchliche Werkzeug fiir die Konstruktion von V(x1,x2) wird die harmonische
Zerlegung auf Ebene der Korrelationsfunktionen (3.21) sein. Es stellt sich heraus (vgl. [22]),
dass fiir gewisse Fille diese Konstruktion zu einem Huygens-bilokalen Feld fiihrt.

3.3 Konsequenzen der Biharmonizitat

Wir betrachten hier die harmonische Zerlegung von rationalen Funktionen, welche als Kor-
relationsfunktionen von U (x1, x2) auftreten. Die Korrelationsfunktion

F(x1,x2) = {¢3(x3) - - O (xx)U (x1, X2) Pho1 (Xp41) - On(Xn)) (3.22)
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

als Funktion F(x1,x2) in x3 und xy betrachtet hat als Potenzreihe in pjo mit Koef-
fizienten in den Laurent-Polynomen von {p;; | 1 < i < j < n, (i,j) # (12)} die

Form
M

F(x1,x2) = Z Fq ((Pij)1<i<j<,(ij);t(12)) ) (Plz)q . (3.23)
q=0

Die F;; werden zweckmafigerweise auch als Funktion in x; und xo betrachtet:

FQ(XlaXQ) = 2 Cq,#q,ﬂq (pl)'u'l (pQ)MQ ) (324)
K152

wobel wir die Multiindexschreibweise

py = (13, paa, - - p1a), (P = (p13)"? - (p1n)"™" (3.25)
benutzt haben und jeder Koeffizient Cy 4, ., von (pij)a<i<j<n abhangt.

Die Homogenitét der Korrelationsfunktionen und die Polschranken erfordern, dass in (3.24)
die Summe nur itber Multiindizes mit |p;| = |po| = —g — 1 lduft, d.h. F, ist separat
homogen vom Grad —q — 1 in p; bzw. in p,. Ist H der harmonische Anteil von F,
so muss Fy mit der filhrenden Ordnung von H in pY, iibereinstimmen. Mit der Abkiir-

zung:
0
Oij = 3.26
Y opy ( )
werden die Differentialoperatoren E; und D; (i = 1,2) durch
n
Ey = Z p2i O1i, D1 = Z pij 01i01;5 (3.27)
i=3 3<i<j<n

und analog Fy und Dy durch die Vertauschung von (1 < 2) definiert. Damit lassen
sich die Einschrinkungen der Biharmonizitidt an Fy mit Hilfe einer partiellen Differen-
tialgleichung dritter Ordnung ausdriicken, welche in der folgenden Proposition angegeben
wird.

Proposition 3.3 (|21, 22]|). Sei Fy(x1,x2) wie in (3.24) und H sein harmonischer Anteil
in x1 um Xo, sprich [y, H(x1,x2) = 0. Dann ist H auch harmonisch in x2, genau dann
wenn Fy die Differentialgleichung:

(FyDy — EyDy)Fy =0 (3.28)

erfillt.

Beweisskizze. H kann als Funktion in den 2n — 3 Variablen { p1;,p2; | 3 < i < n} und pio
gesehen werden und ist analytisch um p12 = 0. Die Konvergenz vom harmonischen Anteil
H zeigen wir in Abschnitt 3.4. Seine Entwicklung lautet:

H=3 00 ()" (3.29)
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3.3 Konsequenzen der Biharmonizitét

wobei H, jeweils homogen vom Grad —1 — ¢ in py; und po; sind, d.h.

Z p1i01iky = (—q—1) Fy . (3.30)
i=3

Die Konvergenz von H diskutieren wir in dem n#chsten Abschnitt. Da H homogen vom
Grad —1 ist, kann der Wellenoperator unter Verwendung der Euler-Gleichung », p1:01; H =
—H geschrieben werden als:

0=0xH =8 2 01 +2 Z (p1i + p1j — pij)01i01j
izl ij#£1

=—4 > pij o0, H = —4(Dy + E1d12)H . (3.31)

2<i<j<n

Die Anwendung des Wellenoperators in der Form (3.31) auf (3.29) und Durchfithrung der
gleichen Schritte fiir die Variable xg fiihrt zu dem Rekursionssystem:

ElHq+1 = —DlHq bzw. E2Hq+1 = —Dqu . (332)

Zusammen mit dem Operator

n
Es = Z p2i02i — P1iP1i (3.33)
i=3
gilt:
3
(B, Ejl =Y KB, Ah=1, 4l =2 (3.34)
k=1
und F1, Es und Fs sind in Involution mit den Strukturkonstanten %kj = —vﬁ. Die Inte-

grabilitdtsbedingung fiir das inhomogene System:

EyH, 1 =a; = —D1H,
EQHq+1 = a2 = —Dqu

E3Hq+1 = a3 = 0 (3.35)
lautet somit
Eiaj — Eja; = Y vhak (3.36)
k
wobei F3a; = 2a; und Fsas = —2ay automatisch durch die Homogenitét erfiillt sind. Die

dritte einzige nicht-triviale Integrabilitdtsbedingung fir H,; lautet:

E1a2 — E2a1 = (E1D2 - Eng)Hq+1 = a3z = 0. (337)

Ist einerseits H harmonisch in x; und x2, dann ist insbesondere die Integrabilitdtsbedingung
(3.37) fiir ¢ = 0 erfiillt oder man sieht direkt, dass (EyDo—FEoD1)Fy = (EyFE1—FE1Eo)Hy =
—E3H; =0 (wieder wegen der Homogenitét) ist. Damit ist also (3.28) erfiillt.
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

Ist andererseits (3.28) erfiillt, so existiert nach obiger Bemerkung H;. Wir zeigen per
vollstindiger Induktion, dass auch H, existiert. Nehmen wir also an, dass Hy fiir ¢ > 1
existiert, dann ist (D1 Ey— DoEy)Hy = (D1D2—DyD1)H,—1 = 0 nach Induktionsannahme
und da D; und Dy kommutieren. Dies ist dquivalent mit (EyDy — EoD1)H, = 0, also
ist die Integrabilitdtsbedingung (3.37) fiir Hyy 1 erfiillt und damit der Induktionsschritt
gezeigt. O

Folgerung 3.4 (|22]). Angenommen Fy wie in (3.24) erfillt die Differentialgleichung
(8.28), dann gilt:

1. wenn Fy einen ,Doppelpol* der Form (p1;)""* (p1:)"'** mit i # j und negativen u1; und
p1; hat, dann sind dessen Koeffizienten in den Variablen poy, mit k # i, j reguldr.

2. Fy enthalt keinen ,,Dreifachpol® der Form (p1;)" (p1;)"" (p1x)"™* mit paarweise ver-
schiedenen i, 7,k und p;, pj, pik negativ.

Die gleichen Aussagen gelten, wenn man die Indizes 1 < 2 vertauscht.

Beweis. Wir zeigen, dass wenn ein Term in poj singulér ist, er nicht von Doppelpolen in
den Variablen p1;, p1; multipliziert werden kann. Dazu stellen wir Fj als Laurent-Polynom
n pog

Fo= ) frpo)"

r=—p

mit Koeffizienten f,. in den iibrigen Variablen dar. Die Differentialgleichung (3.28) fiihrt
zu einem rekursiven System fiir die Koeffizienten der Form:

P1k Z Pij01i01j — Z p2iPkj01:02; |7 fr = Xp fr1 +Y fra, (3.38)
3<i<j<n 3<ij<n
i j#k

wobei die prizise Form der polynomialen Differentialoperatoren X, und Y hier keine wei-
tere Rolle spielt. Es sei die niedrigste Potenz —p von poy, negativ. Fiir r = —p verschwindet
die rechte Seite. Nehmen wir nun an, dass f_, einen Doppelpol in den Variablen py; und py;
mit ¢ # j und ¢,j # k besitzt. Dann wiirde der Term p;;d1;01; eine Singularitét erzeugen,
die durch Summanden der zweiten Summe nicht kompensiert werden kénnten. Diese Fi-
genschaft vererbt sich fiir alle r < 0 weiter, da die rechte Seite niemals so einen Pol besitzen
kann. Deswegen kann im Fall » < 0 fiir den Koeffizienten f, kein Doppelpol auftreten.

Nehmen wir jetzt an, es gibe einen Dreifachpol in den Variablen p1;, p1; und p. Wegen
der ersten Aussage kann der resultierende Doppelpol in pq; und pi; keine Singularitdt in
pom mit m # i, j besitzen. Da der Term weiterhin auch ein Doppelpol in pi; und py; oder
p1; und pyy hat, besitzt der Term auch keine Singularititen in pg; bzw. paj. Also ist der
Term sogar in allen pa,, mit 3 < m < n reguldr, was aber der Homogenitdt vom Grad —1
widerspricht. Dies beweist die zweite Aussage. O
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3.4 Konvergenz des harmonischen Anteils

In diesem Abschnitt skizzieren wir kurz, dass der harmonische Anteil, welcher nach Lemma
3.2 als formale Potenzreihe gegeben ist, in den betrachteten Fillen konvergiert. Wir gehen
hier wie in [22] vor.

Sei Mc = M + iM die Komplexifizierung des Minkowski-Raums, welchen wir in die-
sem Abschnitt als D-dimensional annehmen. Weiter sei £ = {x | (iz%,2',..., 2P~ 1) ¢
RP} die euklidische Untermannigfaltigkeit und Sp < E die D — 1 dimensionale Ein-
heitssphére in E. Sei [|[x|? = [2°2 + ... + |zP~1|? die Hilbert-Raum-Norm. Fiir r > 0
sei

M, = {C =rel’we Mc |6 e [0,7], we Sp_1 } (3.39)

die reelle kompakte Untermannigfaltigkeit von Mc. Mit dz[,, bezeichnen wir die Ein-
schrankung der komplexen Volumenform auf die Untermannigfaltigkeit M,..

Lemma 3.5 (|22, 2|). Sei u € C[x] eine formale Potenzreihe, welche fiir ein r > 0 in der
offenen Einheitskugel mit Radius r (d.h. fir |x|| < r) absolut gegen eine analytische Funkti-
on x — U(x) konvergiert. Dann konvergiert der (durch Lemma 3.2 gegebene) harmonische
Anteil v € C[x] absolut fiir alle x € M im Bereich

52| + 2r|x| < r? . (3.40)

Die so gegebene analytische Funktion V (x) hat die Integraldarstellung:

V)=~ | —=5U( d = | dzfy, =ir[sP! 3.41
W=y U e B= [ b =i )

wobei ' <1, |x*| +2r'|x| < r'? und das komplexe Integrationsmaf dz|y , als Einschrin-

kung der komplezen Volumenform dz von Mc = CP auf die reclle D-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M, mit r' > 0 ist.

Der Beweis nutzt, dass man den Poissonkern in (3.41) nach einer othonormalen Basis
von harmonischen homogenen Polynomen auf der Sphire Sp_; entwickelt. Fiir Details
verweisen wir auf [22], Lemma 3.1.

Lemma 3.6. Sei F(x12,X23,...,X2,) ein Laurent-Polynom wie gehabt. Dann hat es eine
fir
7] + 2% - x95] < [x3;] (3.42)

konvergente Entwicklung nach x12.

Beweis. Sei m € N. Per Induktion nach m beweist man fiir x € C mit |z| < 1:

(1—2) ™= i (”“)mlxn , (3.43)
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

wobei m = 1 der geometrischen Reihe entspricht. Sei nun [x?| + 2|x - x9;| < |X%j|, dann ist
insbesondere [x* — 2x - x9;| < |x3;| und es gilt nach obiger Formel:

—Hy
—pj 2X - Xoj — X2
o] = o (1 2= )]
X3,

k
1 [ 2x - x9; — X2
= () 2 Dyt ( X ) . (3.44)

=0 (i — D! X2j

Da F' als rationale Funktion von x := —xj2 eine Summe von Produkten [(x — XQj)z]’“i
ist (nur negative Potenzen machen hier Probleme, ansonsten ist die Entwicklung endlich)
konvergiert die Taylorentwicklung nach x nach obiger Formel im behaupteten Bereich. [

Proposition 3.7 ([22] Proposition 3.2). Fir allen > 2 und k = 3 und alle lokalen skalaren
Felder ¢; mit j = 3,...,n konvergieren die Taylorreihen von

(p3(x3) -+ I (xp) V (x1, X2) Pt 1 (Xpg1) =+ - On (X)) (3.45)

in X192 absolut im Bereich

(\mu \xmuh\xgg\) (\x%\+1/|x%|2+\x;i\> | firallei  (3.46)

mit i =3,...,n. Sie sind alle reell analytisch und unabhdngig von k fiir gegenseitig nichi-
isotrope Punkte.

Beweisskizze. Seien

Fr(x12,%23, ..., X2n) = {¢3(x3) - - - Op (xx)U (x1, X2) Py 1 (Xk41) - - - On(Xn)) (3.47)

analytisch fortgesetzt in x12. Nach Lemma 3.6 konvergiert F}, in x := x5 fiir die Umgebung
gegeben durch (3.42). Diese enthélt den offenen Ball mit Radius r fiir

r<|x3| —2r|xe| i=3,....n. (3.48)
Wegen Lemma 3.6 konvergiert (3.45) fiir
|xTo| + 2r [x12] < 7t (3.49)

Die beiden hinreichenden Bedingungen (3.48) und (3.49) fiir r sind kompatibel, wenn

[xiz] + 4/ izl + o] < Il + s3] < 3] fiir alle i (3.50)

was dquivalent mit (3.46) ist. O

Aus der Lorentz-Invarianz folgt, dass der Kovergenzbereich Lorentz-invariant sein soll-
te. Damit ist die Korrelationsfunktion von V(xi,x2) der Form (3.45) fiir den kleinsten
Lorentz-invarianten Bereich, welcher den obigen Bereich (3.46) enthélt konvergent. Aufser-
halb des Konvergenzbereiches miissen die Korrelationsfunktionen durch analytische Fort-
setzung definiert werden. Wenn die Korrelationsfunktionen rational sind, so ist V(x1,x2)
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Huygens-bilokal. Wir werden in Abschnitt 3.5 sehen, dass die Rationalitdt des harmoni-
schen Anteils aber nicht automatisch gegeben ist, sondern nur wenn die Funktion Fj in
(3.47) die sogenannte Einfachpoleigenschaft erfiillt. Ist dies nicht der Fall, so ist nicht klar
ob die analytische Fortsetzung {iberhaupt eindeutig in der Rohre T, dem Analyzititsbhe-
reich welcher durch die Spektrumsbedingung vorgegeben wird, ist. Es ist somit nicht klar,
ob Vi(x1,x2) (bzw. dessen Korrelationsfunktionen) als Distributionen in M x M existie-
ren.

In [22] wurde die Vermutung gedufert, dass die Felder V(x1,x2) existieren und Bi-Lokalitét
fiir raumartige Seperationen erfiillen. Dies motiviert in gewisser Hinsicht auch die Untersu-
chung in Kapitel 5 der Struktur von Korrelationsfunktionen mit U(x1, x2), dessen zugehori-
gen Korrelationsfunktionen von V' (x1,x2) nicht rational sind.

3.5 Huygens-Bilokalitat von biharmonischen Feldern

In diesem Abschnitt geben wir eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Huygens-
Bilokalitdt an. Dazu machen wir folgende Definiton.

Sei F(x1,...,Xp) ein Laurent-Polynom in den Variablen { p;; | 1 <14 < j <n}. Als Funkti-
on in x1 angesehen, ist F' eine endliche Linearkombination von Monomen der Form:

H (p1)" = p1tt (3.51)
j>2
mit Koeffizienten in den anderen Variablen { p;; |2 <i < j <n}.

Wir sagen, F erfiille die Einfachpoleigenschaft in x1, wenn es keine Terme enthilt, fiir die
es j # k (j, k > 2) gibt, sodass sowohl 115 als auch 115 negativ sind. Wir sagen dann auch,
F besitzt keine Doppelpole bzgl. x; und xa.

Lemma 3.8 ([22]). Sein = 4. Jede endliche Linearkombination von Monomen der Form

gn(x1) = (plgl)"Z Hpu (3.52)

hat eine rationale harmonische Zerlegung in x1 um xo

In(x1) = hp(x1) + (x1 — x2)2 - G(x1) . (3.53)

Das bedeutet h,, ist harmonisch in Bezug auf x1 und g, ist requldr bei x1 = xo und beide
sind rational. Genauer, (p13)" ™2 (p23)" > hy, ist ein homogenes Polynom vom Grad 2(n—3)
in den Variablen { p;; | 1 <1i < j < n}, welches separat homogen vom Grad n — 3 in den
Variablen { p1; | 2 < i < n} und in den Variablen { p12,p2; | 3 <1 <n} ist

Beweis. Wegen der Linearitdt der Differentialgleichung brauchen wir die Aussage nur fiir
die Monome g,, zu zeigen. Sei also n > 4 und g, das Monom wie oben. Wir fithren die
n(n — 3)/2 Variablen {s;,¢; |4 <i<n}und {u;; |4 <i<j<n}mit

_ puip2s o p12psio o P12P23Pi (3.54)

t; ) i ) ij
P13P2i P13P2i P13P2i P35
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

ein. Wir behaupten, dass sich der harmonische Anteil schreiben lésst als:

(H pm) f(t, s,u) , (3.55)

4 P23

wobei f, ein Polynom vom Grad n — 3 in den n(n — 3)/2 Variablen t = (¢;)4<i<n, S =
(si)a<i<n, und w = (ti;)a<i<j<n ist, sodass gilt:

ft,s=0,u=0)=t!= Ht (3.56)

Diese Eigenschaft sorgt dafiir, dass g, — h, als Polynom in pis gesehen fiir pj1o — 0
verschwindet, also ist (g, — hp)/p12 regulér in pia.

Mit Benutzung der Darstellung (3.31) des Wellenoperators und Transformation dieses in
einen Differentialoperator in den Variablen (3.54) erhalten wir:

P2i P23
(e, An(x1) =4 -Dfn(t,s,u), (3.57)
(H /)23) p13) P12

wobei der Differentialoperator D gegeben ist durch
D = (14 tds + 8Os + u0y) (80t + 805 + Uly) — (8Os + U0y )0t — Uty . (3.58)

Dabei verwenden wir die abkiirzenden Schreibweise fiir Operatoren

n

t0y = Zté’tz, S0 = 231@“ s&szisié’si, oy = Y, Uilu, ,  (3.59)
i1=4

=4 4A<i<j<n
und
n
8t = Z 6&., u&tat = Z uijatﬁtj s (360)
i=4 4<i<j<n
welche den Grad erhalten bzw. erniedrigen. Um die Bedingung D f,, = 0 zu erfiillen, machen
wir folgenden Ansatz:

Ju(t, s, u) = Z 9&?)(5}(771]()' H (ti — si) (3.61)

KcN iEN\K

wobei N :={4,...,n} und g( ") ein Polynom in den |K|(| K|+ 3)/2 Variablen sx = (s;)iex
(n)

ist, ug = (uij)z,]EK,z<3 und 9
dem rekursiven System:

(n—2—|K|+A)Ag = A > gg\){k} + D (um— sk — 81)9%\)%,1} ; (3.62)
keK k€K k<l

= 1 ist. Die Harmonizitatsbedingung ist dquivalent zu

wobei der Differentialoperator A = sds + ud, den totalen polynomialen Grad in den
Variablen s; und ug; misst. Da man fir » > 0 durch (n — 2 — |K| 4+ r) r teilen kann, gibt
es eine eindeutige polynomiale Losung der Ordnung < |K|. Hierbei fordert fiir K # ¢ die
Bedingung g&?)(sK = 0,ux = 0) = 0, dass der konstante Term von gg”) verschwindet. f,
ist ein Polynom der Ordunung n — 3, die ersten Losungen lauten f3 =1, fy = t4 — s4 und
f5 = (tg — t5)(s4 — s5) + (u45 — s4 — s5)/2. Eine Untersuchung der Rekursion zeigt, dass
sich die moglichen Faktoren von pg; im Nenner durch den Vorfaktor kompensieren. O
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Lemma 3.9 ([20]). Sei n > 3. Ist f ein Laurent-Polynom in den Variablen {p;; | 3 <
i < j < n}, homogen vom Grad —1 in den Variablen {p1; | 2 < i < m} und erfille die
Gleichung [k, f = 0. Dann besitzt f keine Doppelpole in den Variablen {p1; |2 <i < m}.

Beweis. Sei f wie in den Voraussetzungen. Nehmen wir an f habe einen Doppelpol. Wir
betrachten den Term mit dem singulérsten Doppelpol, d.h. ein Monom mit dem Faktor
PYAF P} mit minimalen fu1g, p1; < 0. Wir benutzen die Darstellung (3.31) des Wellenope-

rators:

Z pijéh‘aljf =0. (3.63)
2<i<j<n
Dann produziert der Teil
PrIO1K01 (3.64)
des Differentialoperators einen singuléren Term in pqg, p1;, der durch keinen anderen Terme
aufgehoben werden kann. Also kann es solch einen Term nicht geben. O

Theorem 3.10 (|21, 22|). Eine Korrelationsfunktion, welche Vi(x1,x2) enthdlt, d.h. der
harmonische Anteil von Fy, ist wieder ein Laurent-Polynom, genau dann wenn Fy keine
Doppelpole in x1 und xo enthdlt.

Bewets. Ist der harmonische Anteil H von Fj ein Laurent-Polynom, so gilt: [y, H =
[k, = 0 und H hat nach Lemma 3.9 weder Doppelpole bzgl. x; noch bzgl. xs.

Besitzt andersherum Fjy die Einfachpoleigenschaft, so zeigen wir durch eventuelles Umnum-
merieren und Mehrfachzédhlen der Indizes mit Lemma 3.8, dass der harmonische Anteil bzgl.
x1 (welcher notwendigerweise mit dem harmonischen Anteil bzgl. xo iibereinstimmt) ein
Laurent-Polynom ist. O

Theorem 3.11 (|22]). Das Feld Vi(x1,x2) konvergiert schwach auf Zustinden mit be-
schrankter Energie zu einem Huygens-bilokalen Feld vom Gewicht (1,1), genau dann wenn
die fiihrenden Terme Fy der Laurent-Polynome F die Einfachpoleigenschaft bzgl. x1 und
X9 erfillen.

Beweisskizze. Wenn V) Huygens-lokal ist, dann folgt mit analogem Beweis wie in Theorem
2.6, dass die Korrelationsfunktionen rational sind und dies impliziert mit Lemma 3.8 die
Einfachpoleigenschaft.

Sei andersherum die Einfachpoleigenschaft erfiillt, dann ist H wieder ein Laurent-Polynom
und V7 ist lokal bzgl. der Felder ¢;. Es bleibt zu zeigen, dass die V] untereinander lokal sind.
Alles bleibt wahr wenn wir in Fy die Felder ¢ (xx)og11(xg11) durch U'(xg, xg41) ersetzen.
Nach der Voraussetzung und da U’ bilokal ist, erfiillt die Ordnung p?, die Einfachpoleigen-
schaft bzgl. x; und xz,1. Nach Lemma 3.8 bleibt dies wahr, wenn wir zu dem harmonischen
Anteil bzgl. x; und x iibergehen. Man kann auf die gleiche Weise fortfahren und findet,
dass alle gemischten Korrelationsfunktionen von mdglichen Vi’s und ¢;’s existieren und
rational sind. Damit folgern wir, dass alle Produkte von V;’s und ¢;’s auf dem Vakuum
konvergieren und die V7 Huygens-bilokal sind, da seine Matrixelement Huygens-Bilokalitat
erfiillen. Die konformen Eigenschaften, folgen dann aus der Erhaltung der Homogenitéts-
eigenschaften der harmonischen Zerlegung, gegeben durch Lemma 3.8. O
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Folgerung 3.12. FEine Losung Fy der Differentialgleichung (3.28) hat Doppelpole beziiglich
x1, genau dann wenn sie Doppelpole bzgl. xo hat.

Beweis. Habe Fy bzgl. x; keine Doppelpole. Das ist nach Lemma 3.9 und Lemma 3.8
dquivalent damit, dass der harmonische Anteil H von Fy bzgl. x1 um xo rational ist. Da
Fy die Bedinung (E1Dy — E9D1)Fy = 0 erfiillt, stimmt H mit dem harmonischen Anteil
bzgl. xo um x; {iberein, welcher somit auch rational ist, was wiederum dquivalent dazu ist,
dass Fp keine Doppelpole beziiglich xo besitzt. ]

Aus den Polschranken (Proposition 2.9 (2.64)) und der Clustereigenschaft und Folgerung
3.4 folgt:

Korollar 3.13 (|22]). Fir skalare d = 2 Felder ist Vi immer Huygens-bilokal und die
Korrelationsfunktionen sind Laurent-Polynome.

Beweis. Wir betrachten fiir n > 4 eine beliebige trunkierte Korrelationsfunktion in einer
Theorie von skalaren Feldern mit Skalendimension 2 und zeigen, dass die Einfachpoleigen-
schaft nicht verletzt wird.

Die trunkierte Korrelationsfunktion ist eine Linearkombination von Termen:

[T (). (3.65)

1<i<j<n

Die Polschranke (2.64) bedeutet, dass p;; > 1 ist. Die Einfachpoleigenschaft ist also damit
dquivalent, dass es keinen Term gibt, fiir den es ein ¢ gibt, sodass mehr als zwei p;; negativ
sind.

Nehmen wir also an, dass es einen solchen Term gibt, also ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit p12 = p13 = p14 = —1.

Dies wiirde einen Doppelpol fiir die Felder U(xy,x;) fiir j = 2,3,4 bedeuten. Wegen der
Homogenitdt miissen weitere Pole in x; (j = 2,3,4) vorhanden sein. Wegen Folgerung 3.4
konnen diese nicht von der Form p;, mit & > 4 sein. Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit

ist also pos = poqa = —1 und usgg = 0. Wegen Homogenitdt muss die Abhéngigkeit in
X1,...,%X4 durch Linearkombination von:
P1kP21 (3.66)
P12P13P14P23P24

mit k,l > 4 gegeben sein.

Der obige Term divergiert fiir ¢ — 00 mit ~ ¢*, wenn man die Punkte x;,...,x4 mit
t-a (a® # 0) verschiebt. Durch Antisymmetrisierung in k,! kann die Divergenz zu ~ t?
vermindert, aber nicht aufgelést werden. Dies ist in Widerspruch zu der Clustereigenschaft,
welche erfordert, dass die trunkierte Funktion fiir £ — o0 verschwindet. O
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In diesem Kapitel ist das Ziel, Einschrankungen an die Korrelationsfunktionen zu untersu-
chen, welche durch die Biharmonizitdt des Twist-2-Anteils auftreten. Als Einstieg betrach-
ten wir zuerst niedrige n-Punktfunktionen, d.h. n = 3,4,5. Die wenigen Freiheitsgrade
dieser Funktionen vereinfachen das Problem. Im Vierpunktfall werden wir alle méglichen
Einschrénkungen, welche durch die Biharmonizitit des Twist-2-Anteils zweier Felder glei-
cher Skalendimension gegeben sind, direkt hinschreiben und insbesondere auch die ent-
sprechenden Korrelationsfunktionen der biharmonischen Felder V(x;,x2) angeben. Wir
erinnern, dass diese durch den harmonischen Anteil von U(x1,x2) gegeben sind. Insbe-
sondere sind die Vierpunktfunktionen biharmonischer Felder wieder Laurent-Polynome in
den Abstandsquadraten p;;. Dies ist eine Folge aus der Einfachpoleigenschaft, welche fiir
Vierpunktfunktionen wegen dem Mangel an unabhéngigen Variablen trivialerweise erfiillt
ist.

Die Analyse eines Rekursionssystems, welches der fiihrende Anteil der Ordnung pY, von
Fiinfpunktfunktionenen mit einem U(xy,x2) erfiillen muss, zeigt, dass auch in diesem Fall
die Einfachpoleigenschaft erfiillt ist. Dies wiederum wahlt fiir die Untersuchung von Dop-
pelpolen n-Punktfunktionen mit n = 6 aus, welchen wir uns im darauf folgenden Kapitel
widmen werden.

Fiir Dreipunktfunktionen liefert die Gleichung (3.28) keine Einschrinkungen. Die Drei-
punktfunktion von U(x1,x2) mit ¢3(x3) ist gegeben durch:

ds/2—1
Wlsr32)85(58)) = Cononon 2 (s genade) (4.1)
und verschwindet fiir ungerades ds (siche Proposition 2.10). Der einzige Fall, wo obige
Korrelationsfunktion die nullte Ordnung von p12 enthélt (wir nennen dies auch den Twist-
2-Anteil) ist d3 = 2. In diesem Fall ist sie aber harmonisch in x; und x5. Damit ist fiir
dz =2
<Vl¢1¢2(X1,X2)¢3(X3)> _ C¢1¢2¢3 (4.2)
P13pP23
und Null sonst. Das sollte auch so sein, da V(x1,x2) genau der Teil in der Operatorpro-
duktentwicklung ist, der aus Twist-2-Feldern besteht. Das Feld ¢3 projeziert auf Twist
ds und Spin L = 0, also kann die Dreipunktfunktion nur fiir d3 = 2 nicht verschwin-
den.

4.1 Vierpunktfunktionen

Ziel dieses Abschnitt ist es, den Twist-2-Anteil von U(xy,x3) fiir Vierpunktfunktionen zu
betrachten. In dem Fall von nur vier Punkten, lassen sich die Einschrinkungen der Diffe-
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rentialgleichung (3.28) explizit 16sen. Ist die Skalendimension der beiden weiteren Felder
gleich, so ergeben sich keine weiteren Einschrénkungen. Aus den Losungen der Differenti-
algleichung (3.28) lassen sich schlieflich die Vierpunktfunktionen mit dem biharmonischen
Feld V(x1,x2) berechnen.

4.1.1 Polstruktur bei Vierpunktfunktionen

Wir betrachten ohne Einschrinkung der Allgemeinheit Korrelationsfunktionen der Form
(Upspa)y. Die Falle (p3U ¢4y und {¢p3¢4U) ergeben sich dann wegen der Lokalitét einfach
durch Permutation der Indizes. Wir betrachten genauer Fyy, den Anteil der Ordnung (p12)°
der Korrelationsfunktion

(U(x1,%2)P3(x3)Pa(x4)) = Fo(x1,%2,%x3,%X4) + O(p12) , (4.3)

wobei Fp die Gleichung
(E1Dy — E9D1)Fy =0 (4.4)

erfiillen muss und

U(x1,x2) = piy (d1(x1)da(x2) — (B1(x1) 2 (x2))) (4.5)

mit d = dy = dy ist. Durch Fj ist mittels der harmonische Zerlegung (Lemma 3.2) wie-
derum H (x1,x2,x3,%4) = (V(x1,%2)¢3(x3)p4(x4)) eindeutig festgelegt. Wir nutzen zum
Parametrisieren der Vierpunktfunktion wieder die iiblichen anharmonischen Verhiltnis-

se
5 — P12pP34 ¢ = pP14pP23 ' (4.6)

P13P24 ’ P13024

Die Moglichkeiten fiir den Twist-2-Anteil von U(x;,x2) fiir vier Punkte lassen sich wie
folgt klassifizieren. Dabei ist es zweckméRig d3 = a — b und dq = a + b zu betrachten. Aus
Proposition 2.10 folgt, dass b eine ganze Zahl ist oder die Vierpunktfunktion verschwindet.
Die Einschréankungen sind dann gegeben durch:

Proposition 4.1. Sei Fy(x1,x2,X3,X4) wie oben, d.h. ein Laurent-Polynom in den finf
Variablen {p13, p14, ..., p34} wnd transformiere sich unter dem Gewicht (1,1,a —b,a + b)
mit a,b € Z. Dann ist Fy von der Form:

Fo(Xl,... ,X4) = g(t)

= — — (4.7)
P15 0%y P24 P

wobei g(t) ein Laurent-Polynom in t ist. Fy lost die Differentialgleichung (3.28) genau dann
wenn

1. Fall b= 0: g(t) ein beliebiges Laurent-Polynom in t , oder
2. Fallb#0: g(t)ocl +t+---+t°1 fiir b> 0 und g(t)oct® + >+ + -+t~ fiir b <0,

d.h.
max{b—1,—1} m_q
g(t)y=C"- 2 t" = sgn(b) - | (4.8)
n=min{0,b}

mit geeigneter Konstante C' ist.
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4.1 Vierpunktfunktionen

Beweis. Da die linke Seite (4.7) nicht von p;2 abhéngt, darf die rechte Seite nicht von s ab-
héngen. Somit ist die rechte Seite der allgemeinste Ansatz. Wir entwickeln g(t) = >, gnt",
wobei g, irgendwelche Koeffizienten sind und schreiben Fy = fj g(t). Der Differentialope-
rator D = FE1 Dy — FE9 D1 schreibt sich als:

34
p=-" [n14m23 (N24 — n13) + ni3naa (Nag — nia)|
P13P24

in den graderhaltenen Differentialoperatoren n;; = p;;0;;. Es ist also

DFy=)g.-D fot"
n

= pf104p;;3 Zn:gnb [(b—n)ntn _ (b— 1-— n) (TL + 1) tn—i—l]

fopsa
= b(b—n)nlg, — gn_1]-t",
P14pP23 Zn: ( ) [g g 1]

was genau dann verschwindet, wenn die Rekursionsgleichung:
bn(b—mn)-g,=bnb—n) gn1

erfiillt ist. Fiir b = 0 stellt die Gleichung keine Bedingungen. Fiir b # 0 ist die einzige
Losung mit nur endlich vielen g, # 0 fiir b > 0 gegeben durch: go = g1 = ... = gp—1 und
fiir b < 0 gegeben durch g, = gpy1 = ... = g—1. O

Wir bemerken, dass Fy fiir den Fall b # 0 (ds # d4) bis auf eine Konstante festgelegt ist
und dass die Struktur nur von der Differenz der Skalendimensionen b = (d4 — d3)/2, aber
nicht von a = (d3 + d4)/2 abhéngt.

Betrachten wir also die Korrelationsfunktionen W von zwei skalaren Feldern ¢1, ¢ mit
Skalendimension d, mit zwei weiteren skalaren Feldern ¢3, ¢4 mit Skalendimension dj
bzw. d4. Fiir d3 = d4 gibt es keine neuen Einschrdnkungen. Wir bemerken, dass es je-
doch Einschréinkungen durch die Polschranken gibt. Fiir den Fall d3 # d4 (dann ist nach
Proposition 2.10 d3 — dy € 27 oder W = 0 und weiterhin W’ = W) gibt es die Einschrin-
kung

| R A —d+2
d—1 1=b b i1 O (Plz ) ; (4.9)
P12 P13 P14 P24 P34

(P1(x1)p2(x2)p3(x3)pa(xa)) = C

wobei wir hier ohne Einschrinkung der Allgemeinheit den Fall 2b := d4y —d3 € N betrachtet
haben und C' eine Konstante ist. Insbesondere erfiillt der Term in (4.9) alle Polschran-

ken:
d+d3_ d + d3

d+d
5 wia b < = 1

2

iz < 0 < +0b (1=1,2).

Weiter unten sehen wir, dass die Konstante C' ist im Wesentlichen der Partialwellenkoeffi-
zient By=1 =0 der Partialwelle (¢1(x1)p2(x2)I,=1,1=0¢3(x3)Pa(x4)) ist. Hierbei bedeutet
II;—1 -0 die Projektion auf Twist 2 (x = 1) und Spin L = 0. Diese lasst sich durch den qua-
dratischen Casimir-Operator bzw. die Operatorproduktentwicklung definieren (vgl. [10, 9]).
Mit anderen Worten: die Operatorproduktentwicklung von ¢; und ¢o besitzt im Twist 2

nur den Spin 0.
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4 Bedingungen an die Polstruktur

4.1.2 Vierpunktfunktionen mit biharmonischen Feldern

Wir betrachten im Folgenden den harmonischen Anteil der zuvor gefunden Strukturen.
Dafiir setzen wir vorerst in (3.28) a = 1, da die Harmonizitdt in x; und xo gar nicht
von einem Faktor in der Variable p3s abhhéngt. Bei b denke man wieder an die Differenz
der Skalendimensionen, d.h. 2b = d4 — d3. Die harmonischen Anteile sind dann wie folgt
gegeben:

Lemma 4.2. Fir be Z\{0} ist:

1 max{b—1,—1}
hp(x1,...,x4) = Fm—b+1,m+1;1;s)t™ (4.10)

— 1-b b
P13 P14P24 1 —min{o,b}

harmonisch in x1 und Xo. Fir den Fall b = 0 st fiir jedes n € Z

-1
tn
hon(x1,...,x4) = (1— E (m+n+1)sF(m+n+2,m+1;2;s)tm> (4.11)
P13p24

m=—n

harmonisch x; (i=1,...,4).
Beweis. Siehe Anhang C. O

Wir benutzen hierbei die Konvention, dass fir m > n + 1

m—1

Zn: ag == — 2 ay (4.12)
k=m

k=n-+1

und fiir m = n 4+ 1 die Summe verschwindet. Mit dieser Konvention gilt also insbesonde-

m—1 n
Z ar + Z ap =
k=l k=m

re

ag . (4.13)

NgE

k=l

Mit dem obigen Lemma kénnen wir die Vierpunktfunktionen von biharmonsichen Fel-
dern V(x1,x2) erzeugt durch zwei skalare Felder gleicher Skalendimension mit zwei weite-
ren skalaren Feldern angeben. Wir betrachten ohne Einschrankung die Vierpunktfunktion
(V(x1,x2)¢3(x3)pa(x4)), welche als harmonischer Anteil von (U (x1,x2)p3(x3)pa(x4) gege-
ben ist. Dabei ist

U(x1, %) = pfy ' (10x1)da(x2) — (1 (x1)2(x2))) (4.14)
das zu den skalaren Feldern ¢; und ¢9 mit Skalendimension d assoziierte Bi-Feld.

Folgerung 4.3. Fir den Fall b € Z\{0} (d.h. d3 # da4) ist die Vierpunktfunktion b € Z\{0}
mit einem biharmonischen Feld wie oben, gegeben durch:

(V(x1,%2)¢3(x3) pa(x4)) = Mhb(xl, xXd) (4.15)

a—1
P34
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4.1 Vierpunktfunktionen

also insbesondere bis auf eine Konstante festgelegt. Fiir den Fall d3 = dy =: d’ ist:

<V(X1,X2)(ﬁ3 X3 ¢4 X4 Z ¢1§),2¢13¢3 ho’n(xl, . 7X4) . D (416)

Insbesondere erfiillt (4.15) auch wieder alle Polschranken. Denn betrachtet man fiir den Fall
b > 0 den Term zu s"t™ in (C.3), so ist wegen m+n < b—1:

d+d d+d d+d
iz =1l+m+n—->00<0< T poa =1+m+n<b< z b= J; 4.(4.17)
Fir ds = d4 ist mit
U'(x1,x2) = p{3~" (d3(x1) palx2) — (p3(x1)pa(x2))) (4.18)

die Vierpunktfunktion (V' (x1,x2)U’(x3,%x4)) = (V(x1,x2)V'(x3,x4)), da alle {hg,} in allen
Argumenten harmonisch sind, wobei V’ das biharmonische Feld zu U’ ist. Dies ist insbe-
sondere konsistent damit, dass die zu den verschiedenen Twists gehérenden Unterrdume
orthogonal sind, in anderen Worten (V,V!,) = 0 fiir ' # k.

Wir kénnen den Ubergang zu einer Korrelationsfunktion mit V als das Einsetzen eines
orthogonalen Projektors auf Twist 2 sehen und erhalten damit Twist-2-Partialwellen der

Form (Vgsps) = (Ull,—10304).

4.1.3 Vergleich mit Partialwellenentwicklung

In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Ergebnisse mit der fiir die Partialwellenent-
wicklung gewonnenen expliziten Formeln aus [9, 10].

Bemerkung 4.4. Die Twist-2-Partialwelle fiir b # 0 l&sst sich in den sogennanten ,chiralen
Variablen“ u, v gegeben durch:

s=w, t=(1-u)(l-0v) (4.19)
vereinfachen zu

b—1 b b
1—o)l —(1—
Z Fim—-b+1,m+1;1;s)t" = (=vf=(0-u , (4.20)
u—v

m=0

was sich wiederum schreiben ldsst als

b-s 'F(u,v) =

(u F(1,1—=10;2;u) - F(0,—b,0,v) — (u <> v)) , (4.21)
wobei F(u,v) der Partialwelle aus [10] mit Twist 2 und Spin 0 entspricht. Das s~! kommt
dabei durch einen anderen gewahlten Vorfaktor, ist also nur Konvention. Dabei ist F'(a, b; ¢; 2)
die hypergeometrische Funktion (siehe Anhang D). Wir haben damit (bis auf einen Faktor)
die Twist-2-Spin-0-Partialwellen gefunden.
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4 Bedingungen an die Polstruktur

Beweisskizze. Mit der Identitét (siehe Anhang D)

F(0,—b;0;2) = (1 — 2)° (4.22)
boz-F(1,1—b;22)=1—(1—2)° (4.23)

ist (4.21) identisch mit:

(=(=w)(-v'—(@ov) (=0’ =0 (4.24)

u—"v u—"v

also insbesondere mit der rechten Seite von (4.20).

Dass in Gleichung (4.20) die rechte und linke Seite iibereinstimmen direkt zu zeigen, l4sst
sich iiber die Verifizierung einer komplizerten binomiale Identitdt vornehmen. Dies wurde
fiir die ersten Fille mit einem Computer-Algebra-System tiberpriift. Wir méchten hier aber
ein anderes Argument angeben. Dazu betrachten wir den Grenzwert s — 0 oder genauer
v = 0. In diesem Fall ist die linke Seite

b—1 b b

-t 1-(1-
M = £_1-0-u (4.25)
m=0

1—1t U

und es besteht Gleichheit mit der rechten Seite. Wir nutzen, dass die linke Seite harmonisch
ist und dass sich der Wellenoperator in den Variablen s und ¢ ausdriicken und damit
wiederum in w und v ausdriicken l&sst. Dies ergibt, dass eine harmonische Funktion von
der Form (vgl. [24] (2.23)):

g(u) = g(v)

(4.26)

ist. Damit folgern wir aber, dass die linke und rechte Seite in (4.20) stets {ibereinstimmen.
O

Im Fall d3 # dy kommt in (V(x1,x2)¢3(x3)¢4(x4)) also nur Spin L = 0 vor. Fiir den Fall
ds = dy sind die Partialwellen zu Twist 2 und Spin L hingegen nach [20] durch
W F(L 41,1+ 1520 + 25u) — (u o v)) (4.27)
u—v
gegeben. Da die Vierpunktfunktion mit einem biharmonischen Feld (V' (x1, x2)¢3(x3) P4 (x4))
rational ist, die Partialwellen aber nicht, schliefen wir (im Fall V' (x1,x2) # 0) daraus, dass
unendlich viele Spins vorkommen. Dies entspricht dem Auftreten unendlich vieler erhalte-
ner Tensorfelder in der Operatorproduktentwicklung der Felder.

4.1.4 Der Fall dreier Feldern gleicher Skalendimension

Es stellt sich die Frage, ob es weitere Einschrankungen gibt, wenn man Vierpunktfunktio-
nen mit drei Feldern gleicher Skalendimension betrachtet.
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4.2 Fiinfpunktfunktionen

Wir betrachten die trunkierte Vierpunktfunktion der Felder ¢; mit Skalendimension d; =
dy =ds =dund dy = d+2b>1mit d e Nund b e Z. Dann sind die singulérsten Teile
P12, p13 und po3 gegeben durch

pbfl max{b—1,—1}
(b1(x1)d2(x2)83(x3)$a(xa)) = 52—y G 31 "+ 005, )
P12 P14P24P34 n—=min{0,b}
pbfl max{b—1,—1}
= a1 . a1 2 Z (t/s)" + O(pi5")
P13 P14P34P24 n=min{0,b}
pb_l max{b—1,—1}
2-d
= O ). S+ 005" . (4.28)
P23 P34P24P14 n=min{0,b}

Fiir b > 1 und d > 2 sind die drei Strukturen unabhingig und es entstehen keine weite-
ren Bedingungen. Fiir den Fall d = 1 folgt aus der Harmonizitit der Zweipunktfunktion
und dem Reeh-Schlieder-Theorem bereits, dass (4.28) bzgl. x; mit ¢ = 1,2,3 harmonisch
sein muss. Wir bemerken, dass mit d; = 1 ¢; ein masseloses freies Feld [J¢; = 0 ist. Fiir
den Fall d > 2 und (1 — d)/2 < b < —1 sind die drei Strukturen ebenfalls unabhin-

g1g.

Wir betrachten die Vierpunktfunktion der Felder ¢; mit Skalendimension d; = do = d3 =
lund dy = 14+2b > 1 und b € N. Die Vierpunktfunktion {¢1pa¢3¢4) ist notwendig
harmonisch in x1, X2, x3 und somit fiir b = 1 gegeben durch:

C
(P1(x1)P2(x2)P3(x3)Pa(x4)) = ———— . (4.29)
P14024034
Sie entspricht dem Fall ¢4 =: ? :. Fiir alle b > 1 verschwinden diese Vierpunktfunktio-
nen, da der harmonische Anteil bzgl. x1, X9 nicht harmonisch in x3 ist. Wire er das, so
miisste der Term der Ordnung 0 in po3 die Integrabilitdtsbedignung fiir xo und x3 erfiil-
len.

Die Bedingung b > 1 bedeutet, dass die Korrelationsfunktionen {p@pps) mit dy > 5
verschwinden. Insbesondere gibt es hier keine Kopplung des masselosen freien Feldes ¢ an
denkbare nicht-freie Felder.

4.2 Fiinfpunktfunktionen

Der Fall von Fiinfpunktfunktionen (- U(x1,x2) - ) von U und drei weiteren skalaren Feldern
@3, P4, ¢s5 soll hier betrachtet werden. Dieser Fall unterscheidet sich stark von dem mit
vier Punkten. Zum einen hingt im Vierpunktfall die Struktur obiger Korrelationsfunktion
von U mit zwei weiteren skalaren Feldern von dessen Skalendimensionsunterschied ab. Im
Finfpunktfall hingegen héngt die Struktur der Losungen der Integrabilitidtsbedingungen
gar nicht von den Skalendimensionen ab. Die Skalendimensionen schrinken die moglichen
Strukturen nur iiber die Polschranken ein.

Zum Anderen ist im Gegensatz zum Vierpunkt Fall, wo bereits durch die Homogenitét
ausgeschlossen wird, dass keine Doppelpole vorkommen kénnen, besteht im Fiinfpunktfall
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4 Bedingungen an die Polstruktur

a priori erstmal die Moglichkeit, dass Doppelpole auftreten. Dies wiirde implizieren das
die harmonische Erweiterung von (U¢sps¢sy in diesem Fall kein Laurent-Polynom mehr
wire. Es ist eine nicht-triviale Aussage, welche genauere Untersuchung der aus der Inte-
grabilitdtbsbedingungen folgenden Rekursionsgleichungen benétigt, dass dieser Fall nicht
auftritt.

4.2.1 Fiinfpunktlésungen

Fiir die Vierpunktfunktionen liefert die Differentialgleichung (E1Dy — E2D1)Fy = 0 Ein-
schrankungen an Korrelationsfunktionen der Form (U@s¢4), welche insbesondere von den
Skalendimensionen ds, d4 der Felder ¢3 bzw. ¢4 abhéngen. Insbesondere bestehen nur
Einschrankungen, wenn d3 # dy ist.

Hingegen auf der Ebene der Fiinfpunktfunktionen erscheint dieses Phinomen nicht mehr,
hier héngt die Struktur der Losung gar nicht mehr von den Skalendimensionen der Fel-
der ab. Von einer Funktion Fy(x1, ..., x5) mit dem Gewicht (1, 1, a, b, ¢) ldsst sich immer ein
Faktor, welcher nur von (x3, x4, X5) abhingt, wie folgt abspalten

1

FO(Xl”"’XE’) = a+b—c c—a a+c—
pg4+b )/2 pL(gr )/2 p;(g5+ b)/2

- Go(x1,...,X35) . (4.30)

Die so gewonnene Funktion G transformiert sich mit dem Gewicht (1,1,0,0,0). Man
kann bei dem Faktor an die Dreipunktfunktion von (¢3¢4¢5) denken, wenn diese nicht
verschwindet. Der Faktor ist wohldefiniert, da fiir @ + b 4+ ¢ ungerade Fy = 0 ist (vgl.
Proposition 2.10).

Da der Differentialoperator D := E1 Do — E5Dq gar nicht von den Variablen ps4, pgs und
ps5 abhéngt, also mit ihnen vertauscht, ist DFy = 0 genau dann wenn DGy = 0 ist. Ist Gy
Lésung, so auch eine Permutation 0Go mit 0Go(x1, .. .,X5) = Go(Xg(1)s - - - » X (5)), Wobei
o aus der zwolfelementigen Gruppe S := So x {7 : {3,4,5} — {3,4,5} bijektiv} = Sy x S
ist.

Ferner liefert jede 4-Punktlosung mit dem Gewicht (1,1, —b, b) eine 5-Punktlésung DGy =
0 mit dem Gewicht (1,1,0,0,0) via

b
(;()()(17 N 7X5) =0 (g%> F()(Xl, e ,X4), cesS. (431)
34

Insbesondere liefern auf diese Weise die Twist-2-Partialwellen aus Folgerung 4.3 dann méog-
liche Fiinfpunktstrukturen von (V' (x1, X2) ¢3(x3)¢(Xa) 95 (x5))-

Es lassen sich damit vorerst die 5-Punktlésungen von (E1Ds — E2D2)Gy = 0 in die drei
folgenden Klassen einteilen:

1. Losungen, die von den 4-Punktlésungen herriihren. Hierzu kennen wir insbesondere
den harmonischen Anteil, welche, wegen nicht vorkommenden Doppelpolen, stets
rational ist.

2. Losungen, die nicht von einer 4-Punktlosung herrithren und keine Doppelpole ent-
halten. Diese Losungen besitzen ebenfalls rationale harmonische Anteile.
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4.2 Fiinfpunktfunktionen

3. Losungen die Doppelpole besitzen. Der harmonische Anteil ist nicht rational.

Wir wollen hier Beispiele von 5-Punktlésungen ohne Doppelpole angeben, welche nicht von
4-Punktlosungen herkommen:

Beispiel 4.1. Mit den anharmonischen Verhéltnis z und w und dem Faktor A

_ /023045, w = /)24/)35’ A= P35 (4.32)
P25034 P25034 P13P25
ist
hi(x1,...,x5) = A(z—w)

hg X1y.-.49X5

(
(
(
(

X1,...,%5) = A(2(z —w)* = 3w® + 3w’z + 322w — 325w + w? +2%)  (4.33)

harmonisch in x; und xs.

Die zweite Klasse ist also nicht leer. Der Inhalt der letzten Klasse von 5-Punktfunktionen,
die Doppelpole enthalten, ist interessanter und wir widmen uns ihr im néchsten Abschnitt.
Hier zeigen wir, dass diese Klasse leer ist.

4.2.2 Fiinfpunktfunktionen besitzen nur Einfachpole

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass der konstante Teil Fy in p1o der Korrelations-
funktionen der Form

(U(x1,%x2)¢3(x3)Pa(x4)P5(x5)) =: Fo + O(p12) (4.34)

stets die Einfachpoleigenschaft erfiillt und somit der harmonische Anteil H von Fy wieder
ein Laurent-Polynom ist. Die Idee zu dem Beweis ist dabei aus [30] entnommen. Wir halten
folgendes Resultat fest:

Proposition 4.5. Finfpunkifunktionen eines biharmonischer Feld mit drei skalaren Fel-
dern sind Laurent-Polynome.

Dieses folgt direkt aus folgendem Lemma:

Lemma 4.6. Sei Fy ein Laurent-Polynom vom Gewicht (1,1,a,b,c) und erfille die Diffe-
rentialgleichung (E1Dy — EoD1)Fy = 0, dann erfillt Fy die Einfachpoleigenschaft bzgl. xq
und Xo.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass Fy vom Ge-
wicht (1,1,0,0,0) ist. Nun nehmen wir an, dass Fj obige Einfachpoleigenschaft verletzt
und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit einen Doppelpol in p13,p14 hat.

Wir fiihren folgende anharmonischen Verhiltnisse ein:

_ P13pP45 _ P14P35 _ P23p45 _ P24P35
P15P34 P15P34 P25P34 P25034
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4 Bedingungen an die Polstruktur

Dann lisst sich Fjy schreiben als:

) _ Z xgp I'Zq qu(3/37y4) 7 (436)

Fo(x1,...,%5
P15 P25

p.q

wobei fpq(-,-) Laurent-Polynome sind. Weiterhin seien folgende graderhaltene Differential-
operatoren:

_ 9
0Yi
gegeben. Mit diesem Ansatz ergibt sich ein zu DFy = (EoDy — E1 D) Fy = 0 dquivalentes

Rekursionssystem wie folgt. Wir betrachten die Wirkung von D auf jeden Summanden in
(4.36), welcher durch DA,;Bpy = (E2Bpq)(D1Apg) — (E1Apg)(D2Bpy) gegeben ist mit:

n; == Y; 51', 51 (’L = 3,4) (4.37)

—p,.—q
Ay = Tq3 Xy ’ By = qu(y3>y4) ‘ (4.38)
P15 P25
Im Detail:
P23
E1Apg = ———— [pyswa + quaxz — (p+ q — 1) w324 | Apg (4.39)
P13 T4Y3
B Bpg = s [yaz3 n3 + yszana — yaya (ng +na +1)| Byg (4.40)
P23 T3Y4
P34
D1Apg = —— [pg—pp+q—1) 24— qlp + ¢ — 1) 23] Apg (4.41)
P13P14
DyBpq = P [n3na — yanz(nz +na +1) — yzna(nz + na + 1)| Byg - (4.42)
P23024
FEy Dy liefert:
yan3[(p + Dafpr1q — @+ D@ +q+ 1) fpr1901 — a0+ q+ 1) fpr2,4]
+ysna[p(g + 1) fpgr1 —p(p+q+ 1) fpgra— (@ +D)(p+q+1)fpri1411]
- y3y4(n3 +ng+ 1)[prp,q - p(p + Q)fp,q—i-l - Q(p + Q)fp—i-l,q] (4'43)
und EqDs liefert:
— py3nang fp.g+1 — qyananafpri,q + (0 + g + D)ngng fpr1,g+1
+ pysyans(ng +na + 1) fpge1 + qyins(ng +na + 1) fpi14
—(p+q+ Dyanz(nz +ng + 1) for1,441
+ pyzna(nz + na + 1) fpgr1 + quayana(nz +na + 1) foy14
—(p+ g+ Dysna(nzg + na+ 1) fpr1,4+1 - (4.44)

Die Differenz beider muss also verschwinden. Weil Fj ein endliches Laurent-Polynom in
den Abstandsquadraten ist, gibt es ein 7 > 0, sodass f,, = 0 fiir alle p+q > r. Fiir p+q = r
gilt dann pqysya(ns + ng + 1) fpg = 0 (da alle hoheren verschwinden (fpi1.9, fp.g+1s---))-
Also muss fiir p # 0 # ¢: fpq homogen vom Grad —1 sein.

Firp+qg=7r—1und p # 0 # ¢ gilt dann:

(n3 +n4+1)pafpg = (P+1)q03fp11,4 +P(q+1)0sfp i1 +n304fp g1 +1403fp11,4 - (4.45)
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4.2 Fiinfpunktfunktionen

Damit ist fp, von der Form: fp, = gpg + qu, wobei gp, homogen vom Grad —2 und qu
homogen vom Grad —1 ist. Induktiv sieht man, dass fiir p + ¢ = r — s die Funktion fp,
von der Form fpy = gpg + qu ist, wobei g, homogen vom Grad —s — 1 und qu weniger
singuldr ist. Damit vereinfacht sich das Rekursionssystem fiir p,¢ > 0, wenn wir nur den
singulérsten Anteil betrachten:

Pqysya(nz +ng + 1) - gpq
= yn3(Pp+1+n4)q- gpr1,g +y3nalg +1+n3)p-gpg+1 — P+ q+ 1)n3ng - gpsi1,g+1 -
(4.46)

Wir schreiben

pa = Y54 - Pgs Zapq sy L (4.47)
wobei hy,, homogen vom Grad —r — 1 ist und von den Koeffizienten agb) nur endlich viele
nicht verschwinden. Durch Einsetzen von (4.47) in (4.46) ergibt sich:

(P+q+1+n3+na)hy
= qp+1+n3)(p+q+1+ng)hpi1q+plg+14+n4)(p+q+1+n3)hpqi
—(p+qg+D)(p+1+n3)(qg+1+n4)hpi1441 (4.48)

und damit das folgendene System von Rekursions-Gleichungen:

pap+q—r)aly) = gp+1-m)m—r+p+aq)-a,

+ p(m—7'—|—q)(p—i—q—i—1—m)-ajgfzzr1
— (gt Dp+l-m)m—r+q) a4 . (meZ)A49)

Wir zeigen in den n#chsten Schritten, dass diese Gleichung schon impliziert, dass fiir be-
liebiges m und fiir alle p,q > 1 die a,y und damit auch die h,, und g, verschwinden. Ist
weiterhin p + ¢ = 7, so ist f,q = gpq = 0, was der Annahme widerspricht, dass 7 minimal
gewihlt war. Also kann es keine p,q > 0 mit f,, # 0 geben.

Sei m € Z. Wir behaupten, dass die Gleichung (4.49) impliziert, dass fiir alle p,q > 1
m)

bereits a,q, = a](gq = 0. Das machen wir in drei Schritten. Wir haben die Strategie in
Abbildung 4.1 beispielhaft veranschaulicht.

1. p > max(1l,m) und ¢ > 1 ist apy = 0.

Fiir » < m ist nichts zu zeigen, da a,; = 0 fiir p > r, ¢ = 1. Betrachten wir also den
Fall, dass m < r — 1, m = max(1, m).
Fiir ¢ > r — m verschwinden die a,q, denn es ist ¢ +p > r —m +p = r, ebenso wie
firp >r—1.
Es bleibt fiir m < p < r—1und 1 < ¢+1 < r—m zu zeigen, dass a, 441 verschwindet.
Ausp=zm>m—qg—1folgtp+qg+1—-m>0undausg+1<r—m:m—r+q<0.
Damit verschwindet der Vorfaktor vor dem ap 411 in Gleichung (4.49) nicht und es
gilt:

Qapg = Qapt1q = Apt1g+1 =0 = apq+1 =0. (4.50)
Man beginnt mit (p, q) = (r—1,0), was a,—11 = 0 impliziert. Hat man schon gezeigt,
dass qapq = qap+1,g = apt1,g+1 = 0, ist nach obiger Relation auch a, 441 = 0.

49



4 Bedingungen an die Polstruktur

Abbildung 4.1: Zur Beweisidee

2. Fir alle p > 1 und ¢ > max(1,r —m+ 1) =: n gilt a,q = 0.

Fiir m < 1 ist wieder nichts zu zeigen, da dann fiir ¢ Zr—m+ 1> r und p > 1 der
Koeffizient a,, bereits verschwindet.

Wir betrachten den Fall m > 2. Fiir p > r —n und ¢ = n verschwinden die a,q, denn
esist p+q>r.

Es bleibt firn <g<r—1lund 1 <p+1<r—n,dass apy1,4 = 0ist. Dann ist aber
p+qg—r+m>0und p+1—m <0 und der Vorfaktor vor dem ap41,4 in Gleichung
(4.49) verschwindet nicht und es gilt:

Papg = Papgi1 = Apr1gr1 =0 = apr14=0. (4.51)
Fir (p,q) = (0,r — 1) sicht man, dass a;, = 0 usw.

3. Fir 1 <p<max(l,m—1)und 1 < ¢ <max(r —m —1,1) ist a,q = 0.

Wir brauchen nur noch den Fall 1 < m < r zu zeigen, ansonsten folgt die Behauptung
aus einer der beiden obigen Fille.

Dann ist aber firp<m—1lund¢g<r—mauchp+1—-m<O0Obzw. m—q+¢g<0
und der Vorfaktor (p+ 1 —m)(m —r + q) verschwindet nicht. Dann gilt die Relation:

Pqapg = Papg+1 = qapr1q =0 = apy1g41=0. (4.52)

Wir beginnen mit (p,q) = (0,0), daraus folgt a1; = 0 bis (p,q) = (m — 2,0), daraus
folgt amm—1,1 = 0 usw.

O
Wir haben also gezeigt, dass Fiinfpunktfunktionen mit biharmonischen Feldern stets Laurent-
Polynome sind und Doppelpole erst ab Sechspunktfunktionen auftreten kénnen. Die Be-

trachtung von Einfachpolen fiir n > 5 geht analog zu der Betrachtung von Fiinfpunktfunk-
tionen.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von
Doppelpolen

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir die Struktur von Korrelationsfunktionen, welche
die Einfachpoleigenschaft verletzen, d.h. deren harmonischer Anteil nach Theorem 3.10 ins-
besondere kein Laurent-Polynom ist. Dabei kommt die Frage auf, wie die allgemeine Struk-
tur solcher Doppelpol-Lésungen aussieht. Besonders interessant sind diese Strukturen, da
Twist-2-Felder, welche von freien Bi-Feldern wie z.B. : ¢(x)p(y) 1, (x—y)* : ¥(x)v.0(y)
oder (x —y)*(x —y)" : Fuo(x)F,%(y) : erzeugt werden, immer Wick-bilinear sind, sodass
deren Korrelationsfunktionen keine Doppelpole enthalten kénnen. Damit ist die Verlet-
zung der Einfachpoleigenschaft ein klarer Hinweis auf nichttrivalen Feldinhalt der Theo-

rie.

Wir haben somit eine positive und eine negative Motivation, solche Strukturen zu un-
tersuchen. Zum einen sind Doppelpolstrukturen Kandidaten fiir Korrelationsfunktionen
von nicht-trivialen Modellen. Auf der anderen Seite wére auch denkbar, dass genauere
Kenntnisse {iber die Doppelpolstruktur dazu fiihrt, dass sich solche Strukturen (zumindest
teilweise) durch Hinzunahme von weiteren Bedingungen (wie z.B. Wightman-Positivitét)
ausschliefen lassen. Dies wire wiederum ein Hinweis auf Trivialitdt. So wird im Fall ska-
larer Felder der Skalendimension d = 2 die Einfachpoleigenschaft genutzt, um zu zeigen,
dass diese Felder von freien und verallgemeinerten freien Feldern erzeugt werden (vgl.

[22]).

5.1 Vorbetrachtung

Wir kénnen unsere Untersuchungen von Doppelpolstrukturen im Anteil Fy einer Korrelati-
onsfunktion ohne Einschrénkung der Allgemeinheit auf Laurent-Polynome in den Variablen
{pij |1 <i<j<n, (ij) # (12) } fir n > 6 mit dem Gewicht (1,1,0,...,0) beschrénken,
da die zu untersuchende Differentialgleichung (E; Do — Fo D1 ) Fy = 0 unabhéngig von einem
Faktor in den zusdtzlichen Variablen {p;; | 3 < i < j < n} ist. Die Funktionen Fy lassen
sich durch anharmonische Verhéltnisse (ein System ist im Beweis von Lemma 3.8 gegeben)
parametrisieren. Die allgemeine Systematik der Polstruktur scheint aber in den Variablen
{pij} durchsichtiger.

Es sei also n = 6 und Fj eine Lésung der partiellen Differentialgleichung:
(E1Dy — EsD1)Fy =0 . (5.1)

Aus Folgerung 3.4 folgt, dass die komplexeste Struktur von Fy aus Linearkombinationen

der Form
Polynom

m X andere Faktoren (52)
P1iP15P2iP2;
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

besteht.

Wir beginnen mit einem Beispiel, welches in |21, 22| gefunden wurde.

Beispiel 5.1. Die Funktion

wo(x1, . xg) = (P15P26034 — 2P15023P46 — 2P15P24P36)[1,2][5,6] (5.3)
P13P14P23P24034P35045P36 046

erfiillt die Gleichung (5.1) sowohl bzgl. x1, x2, als auch die analoge Gleichung fiir x5, xg, wo-
bei [i, j] fiir die Antisymmetrisierung bzgl. der Indizes 7, j stehen soll. Sie erfiillt auferdem
alle Polschranken und die Clustereigenschaft. Sie ist damit als Anteil einer Korrelations-
funktion

(U (x1,%x2)¢'(x3)¢ (x4)U (x5, %6)) (5.4)

qualifiziert.

Wir betrachten die Funktion ug zuerst nur in x1, x2. Als Erstes fillt auf, dass die Funktion
sowohl in x; als auch in x einen Doppelpol hat. Dass dies notwendig ist, haben wir in
Folgerung 3.12 gezeigt. Insbesondere ist der singulérste Term in den Variablen { p1;, p2; |
3 < i < n} von der Form (p13p14pa3p24) " Spéter kdnnen wir einfach zeigen, dass dies auch
das einfachste Beispiel ist, d.h. dass bei alle anderen Strukturen die Doppelpole singulérer
sind.

Es erscheint sinnvoll, einige leichter nachvollziehbare Ergebnisse vorwegzunehmen und die
allgemeinen Ergebnisse spéter zu prisentieren. Die Strategie, um notwendige Bedingungen
an die Struktur in (5.2) zu erhalten, ist es, den singulérsten Teil in {p13, p14, P23, p2a}
zu betrachten. Dabei nehmen wir ohne Einschrinkung an, dass (i,7) = (3,4) in (5.2)
ist.

Wir schreiben zweckméfigerweise Fp in der Form:

Coabed ((p1i)3<i<n, (p2i)5<i<n, (pij)s<i<j<n)

Fo ((p1i)a<i<n, (p2i)a<i<ns (pij)a<i<j<n) = . PRSI
abe,d P13P14P23P24

(5.5)
Dabei sind die Cypeq wieder Laurent-Polynome in den genannten Variablen und nur endlich
viele Cgpeq # 0. Im Anhang (Abschnitt E) formen wir die Gleichung (5.1) in ein (rekur-
sives) System von Gleichungen in den Koeffizienten {Cgypeq} um. Dieses kiirzen wir mit
R(a,b,c,d) = 0 fiir alle (a,b,c,d) € Z* ab, wobei R(a,b, c,d) linear (iiber partielle Dif-
ferentialoperatoren bis zu Ordnung 3) von 17 verschiedenen Koeffizienten aus der Menge
{ Cavopipetgdir | 0 <0,p,q,7 <252 < o+p+q+r < 4} abhingt. Der explizite Ausdruck
fiir R(a, b, ¢, d) ist in Gleichung (E.9) gegeben.

Verschwinden alle Koeffizienten {Cypcd | @ + b+ ¢ +d > r}, so vereinfacht sich auf der
Hyperebene a+b+c+d = r—2 des Gitters {(a, b, ¢, d) € Z*} die Gleichung R(a, b, c,d) = 0
zu

Rs(a,b,c,d) =

ad(c —b)Cqpi1cr1.d +be(d —a)Coiipedrs — cdB1Cai1pi1.ed+ abEsCoperiars =0
(5.6)
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5.1 Vorbetrachtung

mit den partiellen Differentialoperatoren erster Ordnung

n n
E, = Z p2i01, E, = 2 P1i02i (5.7)
i=5 i=5

und hingt insbesondere nur noch von den vier genannten Koeffizienten ab.

Um erste Ergebnisse zu bekommen, wir betrachten zuerst einen Spezialfall. In der Doppel-
pollosung (5.3) kommt auf der singulérsten Hyperebene a+b+c+d = 4 nur der Koeffizient
C1111 vor. Dies motiviert fiir Fy den speziellen Ansatz:

Ca’ vcd Cabcd

Fo (5.8)

=4 0 d a b ¢ d
P13P14P23P24 4y picrd<r P13P14P23P24

mit 7 :=a' + b+ +d und o, > 0, d.h. wir fordern einen Doppelpol in p13, p14. Damit
vereinfacht sich 0 = R(a, b, ¢, d) = Rs(a, b, c,d) fir a+b+c+d = r —2 und es bleiben vier
nicht-trivale Gleichungen:

0=R(d,b -1, —1,d) =dd(d —V)Cppoa (5.9)
0="%R(d —1,0,,d —1)=b(d —d)VCppoa (5.10)
0=R(a =1, —1,,d) = dE\Coyora (5.11)
0=R(a, 0, —1,d —1) = dVECoyoa - (5.12)

Die Gleichungen (5.9) und (5.10) sind kompatibel fiir (a’, ', ¢, d") = (a,b,b,a) und (5.11),
(5.12) implizieren dann F1Cyppq = F2Cappe = 0. Man sieht direkt, dass dies mit

Cavba = Parv—1 (Rij)s<i<i<n) - G((pij)3<i<j<n) (5.13)

geldst wird, wobei P,,p_1 ein homogenes Polynom vom Grad a + b — 1 in den ("55) (im

Allgemeinen nicht unabhéngigen Variablen) {R;; | 5 < i < j < n} ist, welche gegeben sind
durch
Rij = PLip2j — P1jP2i (5.14)
Pij
Fir R;; gilt ElR,-j = EQRU = 0, und damit auch fiir alle Produkte dieser Variablen.
Die Funktion G ist ein Laurent-Polynom in den (";3) Variablen {p;; | 3<i<j<n},

welches sich vom Gewicht (0, ...,0) transformiert. In anderen Worten: G kann gesehen
werden als Laurent-Polynom in den (n — 5)(n — 2)/2 anharmonischen Verhéltnissen, wel-
che sich aus den Variablen {xs,...,x, } konstruieren lassen. Insbesondere sind auch al-

le Homogenitéten (per Konstruktion) erfiillt, d.h. Fy transformiert sich vom Gewicht
(1,1,0,...,0).

Um die Situation zu verallgemeinern, machen wir eine abstraktere Betrachtung. Zuerst
beobachten wir, dass die Operatoren Ei, Ey zusammen mit der Differenz der Euler-
Operatoren zu den Variablen {pi; | 5 < ¢ < n} und {p2 | 5 < i < n} bezeichnet
mit

E3 = Z (p1:015 — p2i02;) (5.15)
i=5
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

die Vertauschungsrelationen
[Es, E1] = 2E1,  [E3, E»] = —2E,,  [Ey, E»] = Ej3 (5.16)

erfiillen. Diese entsprechen den Vertauschungsrelationen der Lie-Algebra s((2). Wir ma-
chen uns in den néchsten Abschnitten die Darstellungstheorie von sl(2) zu nutzen. Dies
vereinfacht unsere Analyse in verschiedener Hinsicht: zum Einen lésst sich leicht zeigen,
dass in unserem Beispiel der Koeffizient Cypp, schon die allgemeinste Form war. Genauer:
Wir kénnen zeigen, dass alle polynomialen Lésungen von E\P = E>,P = 0 durch Polyno-
me in den Variablen R;; gegeben sind. Zum Anderen ergeben sich einfache algebraische
Regeln fiir das Rechnen mit den Operatoren E\, E». Diese sind wiederum niitzlich bei
der Analyse der Gleichung (5.6) und Konstruktion von der kompletten Losung von Fy. Fiir
Zweiteres miissen wir rekursiv die inhomogene Gleichung zu (5.6) 16sen. Hier verrédt uns die
Darstellungstheorie, wie sich die Operatoren Fy und Es ,jinvertieren* lassen. Fiir gewisse
Unterraume sind beide némlich bis auf einen numerischen Faktor (der von dem speziellen
Unterraum abhéngt) invers zueinander.

5.2 Exkurs: Die Lie-Algebra s((2) und s[(2)-Moduln

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Begriffe aus der Theorie der Lie-Algebren und
deren Darstellungen bzw. Moduln. Wir beziehen uns hier vor allem auf [14].

Wir betrachten den Vektorraum aller komplexen 2 x 2-Matrizen mit verschwindender Spur.
Aus der Zyklizitat der Spur folgt direkt, dass der Kommutator [A, B] = AB — BA wieder
eine spurfreie Matrix ist. Der Vektorraum bildet somit mit dem Kommutator als Produkt
eine Lie-Algebra, welche mit s[(2) bezeichnet wird. Es ist hinreichend, sie direkt iiber die
Basis {X,Y, H} und die Relationen

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, |[X,Y]=H (5.17)

zu definieren. Als 2x2-Matrizen gesehen entspricht dies der Basis

S (O Y I NI (RN DR

Eine Darstellung (p,V') von s[(2) besteht aus einem Vektorraum V und einem einem Lie-
Algebren-Homomorphismus von s((2) in die allgemeine lineare Lie-Algebra von V| bezeich-
net mit gl(V), d.h. p:sl(2) — gl(V).

Der Vektorraum V' wird mit p insbesondere zu einem s[(2)-Modul. Wir schreiben fiir die
Wirkung von g € sl(2) auf v € V kurz g.v := p(g)v.

Die Lie-Algebra sl[(2) lasst sich aufspalten in h @ gio @ g_o (Cartan-Zerlegung), wo-
bei h = CH die maximale kommutative Unteralgebra ist. Wir identifizieren den Dual-
raum A € h* =~ C direkt mit A € C, indem wir schreiben: \(H) = . Fiir unsere
Zwecke reicht es, endliche (d.h. endlich-dimensionale) s[(2)-Moduln zu betrachten. Da
h diagonalisierbar ist, fiihrt dies zu einer Aufspaltung als direkt Summe von Eigenriu-
men:

W={veV |Hv=M}, (5.19)
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5.2 Exkurs: Die Lie-Algebra sl(2) und sl(2)-Moduln

wobei V) auch Sinn macht, wenn A kein Eigenwert ist. Ist V) # {0}, so nennen wir A Ge-
wicht in V und nennen V) Gewichtsraum zum Gewicht A. Fiir v € V), ist X.v € V), und
YveVi_g,denn H(X.w) = [H, X|v+X.Hv=2Xv+AXv=(A+2)X.v. Da V endlich-
dimensional ist, gibt es ein Gewicht A mit und X.v = 0 fiir alle v € V). Ist zusétzlich v # 0,
so nennen wir v mazimalen Vektor zum Gewicht A. Wir nennen V ein einfachen oder irre-
duziblen s[(2)-Modul, wenn die einzigen s[(2)-Untermoduln durch V selbst und {0} gegeben
sind. Da s[(2) einfach (also insbesondere halbeinfach) ist zerfallt nach dem Weyl-Theorem
(vgl. [14] 6.3) jeder endlich-dimensionale s[(2)-Modul in eine direkte Summe von reduziblen
(einfachen) sl(2)-Moduln, d.h. V' ist vollstindig reduzibel.

Beispiel 5.2. Sei £ € Ng und V(¢) = Cy|x,y| der Raum der homogenen Polynome vom
Grad £ in den zwei Variablen x und y. Dann wird mittels

pisl2) » gl(V(0),  p(X)=2d, p(Y)=yds pu=ad-yd, (520

der Vektorraum V'(¢) zu einem (¢ + 1)-dimensionalen s[(2)-Modul. Ferner ist v, = 2 ein

maximaler Vektor und H.vy = vy, d.h. v, hat das Gewicht ¢. Wir definieren! fiir § > 0
die Vektoren

0,0 —26) Sup =00 . (5.21)

14
=y
(£ =)
Insbesondere ist {|¢,—0), |¢, =€ + 2),...,|¢,{)} eine Basis von V(¢). Wir bezeichnen mit ¢
das Hochstgewicht. m entspricht dem Gewicht von |¢,m). Weiterhin gibt es keine nicht-

trivialen Untermoduln, also ist V' (¢) irreduzibel.

Jeder endliche irreduzible Modul ist also schon durch seinen maximalen Vektor gegeben.
Man kann sogar zeigen, dass jeder irreduzible endlich-dimensionale s[(2)-Modul isomorph
zu einem V' (¢) fiir ein £ € Ny ist (vgl. [14] 7.2).

Wir bemerken, dass jede Darstellung einer Lie-Algebra auch eine Darstellung ihrer uni-
versellen einhiillenden Algebra liefert und umgekehrt. In unserem Fall ist dies die zuge-
horige assoziative Algebra, mit Matrixmultiplikation als Produkt. Ein spezielles Element
ist das Casimir-Element C' = 2XY + 2Y X + H?. Fiir V (/) liegt es im Zentrum und es
gilt:

2XY +2YX + H)w =Ll +2)v veV(). (5.22)

Fiir ein endlich-dimensionalen Modul V' bezeichnen wir mit P, die Projektion auf den
Eigenwert (¢ +2) bzgl. des Casimir-Operators, d.h. auf die zu V' (¢) isomorphen Unterriu-
me.

Sind V; und V5 zwei endlich-dimensionale s((2)-Moduln, dann ist V; ® V2 ein s((2)-Modul
vermége g(u®v) = (1 +1®g)(u®v) = (g.u) ®v + u® (g.v) fiir g € s[(2) und dessen
linearer Fortsetzung. Es gilt die Clebsch-Gordan-Formel:

min(¢1,02)
V(fl) ) V(gg) X~ @ V(€1 + by — 2]{2)
k=0

= V(El + KQ) @V(& + fy — 2) @P--- @V(wl — €2|) . (5.23)

! In Anlehnung an den Drehmimpuls in der Quantenmechanik verwenden wir die Notation |¢, m). Jedoch
verwenden wir andere Konventionen und Normierung. Denkt man an Drehimpuls, so entspricht £ = 25
und m = 2mj, wobei j die Gesamtdrehimpulsquantenzahl und m; die magnetische Quantenzahl ist.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Proposition 5.1. Sei |, m) ein Vektor vom Gewicht m und Hochstgewicht £ aus einem
s[(2)-Modul, dann gilt:

XYl m) = (1 4 g?”) (“;”) 1, m) (5.24)

Y X|0,m) = (1 + “;n) <£_2m> 6,md . (5.25)

Beweis. Es gilt XY |0,0) = (H+YX)|(,0) = (n+YX)|l,0) = L]{,0). Sei m € {—{,—{ +
2,...,£—2} und die Aussage fiir m + 2 bereits gezeigt, dann ist:

XY|t,m)y=(H+YX)|l,my=ml|l,my+YXYuw

- (m+<1+€_7g_2> <£+2+2>>|€,m>= <1+£_2m> (62m> [£,m)

(5.26)

wobei v der Vektor vom Gewicht m und Hochstgewicht ¢ ist, sodass |¢, m) = Y.v gilt. Die
zweite Aussage zeigt sich analog, folgt aber auch direkt aus der Symmetrie der Lie-Algebra
unter Vertauschung von X < Y und H < —H, also somit m < —m. O

Folgerung 5.2. Sei z € V' Vektor aus einem endlich-dimensionalen s1(2)-Modul.

1. Ist X.z = 0, dann besteht z nur aus Vektoren mit nicht-negativen Gewicht. Ist z
zusdtzlich Figenvektor von H, so ist dessen Eigenwert nichi-negativ.

2. Wird z von zweien der drei FElemente H, X,Y wvernichtet, so auch vom Dritten.

Beweis. 1. Nehmen wir 0.B.d.A. an z = |¢, m) mit negativen m. Dann ist X.z # 0. Daraus
folgt, dass X.z = 0 impliziert, dass z nur aus Vektoren mit positiven Gewicht bestehen
kann. 2. ist trivial. O

5.2.1 Zerlegung eines s[(2)-Moduls

In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Zerlegung eines s((2)-Moduls in irreduzi-
ble (einfache) Untermodule. Diese Zerlegung wird spéter niitzlich sein.

Fiir festes n € N betrachten wir den Ring der Polynome Clz1,...,Zn,y1,...,Yyn] =:
Clx,y|. Dieser Ring besitzt eine Graduierung durch den Grad der homogenen Polynome,
d.h.

Clz,y] = P Calz,y] , (5.27)
deNg

wobei fiir p € Ci[z,y| und q € Cp, |z, y] gilt: p-q € Ciipm|z, y] (wir schreiben dann einfach
Cilz,y]-Cp[z,y] < Ciom[z,y]). Wir bezeichnen mit C, [z, y] den Raum der homogenen Po-
lynome vom Grad n mit Koeffizienten in C. Die Motivation liegt darin, = (p15, . .., p1,n+4)
und y = (p2s, ..., p2,nt+4) zu betrachten.
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5.2 Exkurs: Die Lie-Algebra sl(2) und sl(2)-Moduln

Wir definieren folgende (formale) Derivationen auf C[z,y|:
X = Zn: Z;0y, Y = Zn: YiOz, H = Zn: 20z, — YiOy, (5.28)
i1 i=1 i—1
mit
[H, X].f =2X.f, [H,Y].f = =2Y.f, [X,Y].f=H.f (feClz,y]) . (5.29)

Dies sind genau die Vertauschungsrelationen der s[(2) und C[z,y]| wird damit zu einem
s[(2)-Modul. Da X, Y und H die Homogenitat erhalten, ist Cy[z,y] ein endlicher, voll-
standig reduzibler sl(2)-Untermodul.

Wir untersuchen den Modul der homogenen Polynome vom Grad d und dessen Zerfall
in irreduzible Untermoduln. Fiir n = 1 erhalten wir genau Beispiel 5.2. Fiir n > 1 las-
sen sich Variablen 7;; := x;y; — y;x; definieren, welche die Eigenschaft haben, dass sie
durch s[(2) annihiliert werden. Wir nennen sie Singletts und definieren den Untermo-
dul

R =span{r;; |1 <i<j<n}cColx,y]. (5.30)

Wir bezeichnen mit Cy[z] € Cy[z,y] die vom Grad d homogenen Polynome, welche nur
von x abhingen.

Fiir m < |d/2| bezeichnen wir mit
Ud,2m = Cd,Qm[x] -R™ < Cd[x, y] (531)

und mit Vg, den durch Uy o, erzeugte s[(2)-Untermodul?, wobei wir schreiben Vaom =
5[(2)~Ud,2m~

Lemma 5.3. Sei v € Ugay, mit v # 0, dann ist das von v erzeugte sl(2)-Untermodul ein
einfaches Untermodul vom Hochstgewicht d — 2m.

Beweis. Sei u € Ugay,. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit (durch geeignete Linear-
kombination) ist

U = Tiyio " Tigm—1,i2mLiomi1 Tig - (5'32)

Dann ist mit Hilfe der Leibnizregel X.u = 0 und H.u = (d —2m +m)u —mu = (d — 2m)u.
Also ist Vg 9y, irreduzibles Untermodul vom Gewicht d — 2m. O

Es sei bemerkt, dass die Vektoren der Form (5.32) vollstandig bzgl. Ug 2., sind, aber nicht
linear unabhéngig. Wahlt man jedoch eine Basis in Ug o, so erhilt man durch die davon er-
zeugten Untermoduln eine Zerlegung in irreduzible Untermoduln.

Es lasst sich Cy[z, y] rekursiv mit der Clebsch-Gordan-Formel zerlegen. Im Prinzip haben
wir dies bereits explizit gemacht. Es bleibt zu zeigen, dass wir bereits den kompletten
Modul Cs|z,y] zerlegt haben. Wir halten fest und zeigen:

2 Damit ist der durch Anwenden der Lie-Algebra und der Identitét erzeugte Untermodul gemeint.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Lemma 5.4. Es ist:
[d/2]

yl:= @D Vaam - (5.33)
m=0

Beweis. Aus Lemma 5.3 folgt, dass fiir m,m' € {1,...,[d/2|} mit m # m' gilt: Vgom N
Vd,Qm’ = {O}

D: Per Konstruktion.

c: Wir miissen zeigen, dass Cyq_g|z] - Crly] < @[d/fj Vaom = M fiir alle 0 < k < d.

m=0

Dazu zeigen wir, dass Cy_op,—i[2]-Ci[y]-R™ < M fiir 0 < k < dfiiralle0 < m < |(d—k)/2]
per Induktion nach k. Fiir £ = 0 ist es klar. Betrachten wir also 1 < k < d und setzen
voraus, dass die Aussage fiir k—1 bereits gezeigt ist. Dafiir sei 0 < m < |(d—k)/2] beliebig,
l:=d—2m —Fk+ 1> 1. Ferner sei z€ C,_1|y| - R und § = x;, - - -, € C;[z]. Dann ist
€z € Cy—om—i+1[r] - Cr—1[y] - R™ < M nach Induktionsvoraussetzung. Wir miissen nun
zeigen, dass auch £z - y;, /z;, in M ist, da Vektoren dieser Form Cy o, g[z] - Ckly] - R™
aufspannen. Da M Untermodul und Y.z = 0 ist, gilt, dass folgender Vektor

l
) S 2 ik ez =z %g (5.34)
(2% 1k

auch in M liegen muss. Fiir [ = 1 sind wir somit fertig. Ansonsten ist die Idee, Elemente
aus C;_1[z] - Cx_1[y] - R™*! = M hinzuzuaddieren und so unseren gewiinschten Vektor

€2y, /xi, € M zu konstruieren. Wir zeigen induktiv, dass fiir allep = 1,...,1—1 folgendes
ibereinstimmt
M>2 gg_z Zlgv'Ll ]+l§

Z 2 Lig— szl —j+1

yl ) A TN TR Yi Yii_1
_ I B et + ¢
xz] xlz PR 1 Liy_q

< Vi TR TR Yii_a
ZJ J +2 = ...
(sn 5, o

i e, S -
! —1

5 s U—jsUl—j+1 U—p+1
Pl O e §
‘le j=p xllfjlillfjﬂ xll—pﬂ

l—p . -1 L . . .
e S 3 s ey </>7ﬂ)g
) ) . ; 1

j U —p j=14p zl*]':r;%l7]+1 U—p+1 U—p

(IB) £ - ( P Gl 1)%) ¢ =
1

I
N
Ing
&

_l’_

i i Y-l

e PLUV (5.35)
o

Dabei besteht die zweite Summe nur aus Elementen® von C;_i[z] - C_1[y] - R™*! und

3Wir haben hier auch r; = 0 zugelassen, d.h. das wir evtl. auch Nullen hinzuaddieren. Das &ndert aber
nichts.
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

ist damit aus M. Dann ist insbesondere auch z (y;,)/(z;,)€ aus M, was wir noch zeigen
mussten. O

Korollar 5.5. Die von X, Y und H simultan vernichteten Elemente aus Cy[z,y] sind fir
ungerades d nur der Nullvektorraum {0} und fir gerades d alle Polynome aus Vg4, d.h.
Polynome vom Grad d/2 in den Variablen {ry; |1 <i<j<n}.

Bemerkung 5.6. Alles geht analog, wenn wir anstatt C[z,y| die Polynome V|z,y| =
Clz,y] ® V mit Werten in einem beliebigen (komplexen) Vektorraum V betrachten und
dabei voraussetzen, dass die Wirkung von s((2) auf V trivial ist.

In Anwendung auf unsere Problemstellung ersetzen wir n durch n’ = n—4, wobei n wieder
die Anzahl der Punkte aus M sein soll. Dann identifizieren wir:

x o (P15, -+, P1n)

y < (p25,- - P2n)

X & Eg

Y & El

H o Ej . (5.36)

Wir entwickeln eine Losung (E1 Dy — EoDq)Fy = 0:

Cabed(T,Y, P34, 0355 - - s Pn—31n—4)
F= ) e . (5.37)
a,be,d P13P14P23P24

Fiir a,b > 0 oder b,c > 0 ist nach Folgerung 3.4 der Koeffizient Cgypq regulir in den
Variablen (z,y), d.h.

Cabed € (Ca+b+0+d—2[x7 y] Y C[(pijv p;j1)3<i<j<n] = Va+b+c+d_2[$, y] ) (538>

wobei V = C|(pij, p;jl) 3<i<j<n| gleich der Raum der Laurent-Polynome in den zusétzlichen
Variablen o = (p;;)3<i<j<n ist.

Die Homogenitéit bedeutet dann

H.Cuped = (a+b—c—d)Caped - (5.39)

5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

Fiir diesen Abschnitt sei n > 6. Wir nehmen weitherhin an, Fj ist ein Laurent-Polynom
in den Variablen {p;; | 1 <i < j < n,(4,5) # (1,2) } und Fy erfiille die Differentialglei-
chung:

(E1Dy — EsD1)Fy =0 . (5.40)

Wir nehmen weiterhin 0.B.d.A. an, dass Fy einen Doppelpol in p13, p14 besitzt. Wir schrei-
ben, motiviert durch den letzten Abschnitt X = Eound Y = E;.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

5.3.1 Allgemeine Aussagen iiber das Verschwinden von Koeffizienten

Wir betrachten hier genauer das System von rekursiven Gleichungen in den Koeffizienten
Cabed, welches bei der Untersuchung der Differentialgleichung (Fy Dy — EoD1)Fy = 0 auf-
tritt. Dabei ist Fy wieder ein Laurent-Polynom wie in (5.5). Ziel ist es zu zeigen, dass unter
gewissen Annahmen schon bestimmte Cypq Null sein miissen. Die allgemeine Strategie ist
dabei, dass ein Koeffizient verschwindet, wenn seine Nachbarn, von den dieser Koeffizient
iiber eine Gleichung abhingt, verschwinden. Nimmt man zusétzlich die Rationalitdt von
Fy hinzu, d.h. dass nur endlich viele Cypeq nicht verschwinden kénnen, kann man eini-
ge Aussagen treffen. Ziel ist es, hiermit die Struktur von méglichen Doppelpolen weiter
einzuschranken.

Wir betrachten hier wieder das System von Gleichungen QR(a, b, ¢, d) = 0 fiir (a, b, ¢, d) € Z*
gegeben in (E.9).

Lemma 5.7. FEs sei der singuldrste Doppelpol von Fy in p13, p14 von der Ordnung r, d.h.
r=max{a+0b|a,b>0, Coupeqg # 0}. Dann verschwindet fir a,b >0 mit a +b =1 und
c+d>r der Koeffizient Cypeq-

Beweis. Angenommen es gibe so ein Cypeq # 0. Aus R(a,b,c—1,d—1) = 0 folgt X.Cypeq =
0, da nach Voraussetzung alle Cp py . . mit o’ + b > r verschwinden und (a, b, c,d) = 0
nur Koeffizienten mit Cyy g mit @’ = a und b’ > b verbindet. Also ist Cypeq €in maximaler
Vektor und besteht insbesondere nur aus Vektoren mit positiven Gewicht (siehe Folgerung
5.2). Die Homogenitdt impliziert aber H.Cgpeq = (a + b — ¢ — d)Cypeq, also einen negativen
Eigenwert daa+b—c—d=1r—c—d < 0, was ein Widerspruch ist. Also muss Cypeqg =0
sein. O

Lemma 5.8. Fir a,b> 0 und c+d <0 ist Cupeq = 0.

Beweis. Aus a,b > 0 folgt, einerseits dass Cypeq reguldr in {pas, ..., p2n} ist. Andererseits
muss Cypeq homogen vom Grad ¢ +d — 1 < 0 in den Variablen {pgs, ..., p2,} sein, also
kann Cypeq in diesem Fall nur verschwinden. ]

Lemma 5.9. Sei fir alle a,b,c,d > 0 mit a + b+ c+ d > m der Koeffizient Cypeq = 0.
Dann ist auch fir alle (a,b,c,d) mit a +b+ ¢+ d = m und mit wahlweise

e a,b>0 sowie ¢ <0 oder d <0 (Doppelpol in 1, Einfachpol in 2), oder
e ¢,d> 0 sowie a <0 oder b <0 (Doppelpol in 2, Einfachpol in 1)
der Koeffizient Cypeq = 0.

Beweis. Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns im ersten Fall auf d < 0 beschrinken.
Erneut aus Symmetriegriinden folgt die gleiche Aussage auch fiir (a,b) < (c,d).

Wegen Lemma 5.8 brauchen wir nur Cypeq = 0 flir a,6 >0, d <Ounda+b+c+d=m
und ¢ + d > 0 zeigen.

Da nur endlich viele Koeffizienten nicht verschwinden, gibt es ein byay, sodass C. 5 . . =0
fir b > bmax.
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

Sei 1 <V < bypax und wir nehmen an, wir haben die Aussage schon fiir alle b > V' gezeigt.
Des Weiteren sei d’ < 0. Wir nehmen weiterhin an, dass wir die Aussage schon fiir b = b/
und alle d < 0 mit d > d’' gezeigt haben.

Fiir a,c mit a + & + ¢+ d > m und ¢ + d > 0 betrachten wir nun die Gleichung fR(a —
1,b,c,d — 1) = 0 (E.9). Sie verbindet nur Koeffizienten Cypeq mit a + b+ ¢+ d = m.
Insbesondere fallen folgende Koeffizienten weg:

o C.yy1,...und C. i . ., da wir die Aussage bereits gezeigt haben, bzw. weil b >
bmax ist. Damit fallen insbesondere alle C'. . . #_1 weg.

e Im Fall & <0: C. . . g1 aus dem bereits gezeigten.
e ImFalld =0: C. ..jund C. . .41, nach Voraussetzung, da ¢ = c+d' > 0.
Also vereinfacht sich R(a — 1,0, ¢,d’ — 1) =0 zu:
bIC(d/ - a)Cayb“c’d/ = (a - 1)1)’ . X'Ca—l,b’,c+1,d’

+ ' [(d' = 1)paiQ2i + p1i01iX | Capy 41,00
—V'cp1i01iCas1py ca - (5.41)

Wir definieren als Abkiirzung:
Ga,n = Ca,b’,m—a—b’—d’-‘rn,d’ . (54:2)

Sei amax = max{a | Copeq # 0}. Fiir 1 € a < amax und n = max(0,a + b’ + d' —m) (das
Maximum bezweckt, dass ¢ > 0 ist; fiir ¢ < 0ist Cyp . = 0 nach Lemma 5.8) behaupten
wir Ggn, = 0. Aus (5.41) folgt die Relation:

Gun # 0 =
(a—=1)Gg-10n #0 oder Ggpni1 #0 oder (a— amax)Gatint1 #0, (5.43)
welche wir in folgendem Diagramm? veranschaulichen wollen:
Gamax,o — GamaxLO/ o GQ,O GLO . (544)
Gamax,]- - Gamaxy o G271 G]_,]_
GamaX72 - Gamaxm/' h G272 G]_72

Ist ein Koeffizient ungleich Null, so muss auch ein in Richtung der Pfeile nichster Koeffi-
zient ungleich Null sein. Da nur endlich viele G, # 0 sein diirfen, folgt schon, dass alle
verschwinden. Nehmen wir ndmlich an, dass ein Koeffizient nicht verschwindet, so miissen
unendlich viele weitere Koeffizienten auch ungleich Null sein, was ein Widerspruch ist. O

* Das Diagramm ist evtl. oben abgeschnitten; genauer: Es kommen wegen Lemma 5.8 nur G, mit
n = max(0,a + b —m' + 1) vor.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Nach dieser sehr technischen Aussage iiber das Verschwinden verschiedener Koeffizienten
kénnen wir folgende Aussage zeigen.

Proposition 5.10. Sei Fy wie oben und gelte (5.40). Besitzt Fy einen Doppelpol in p1s,
p1j (3 <i<j<n), dann auch in pay;, pa;.

Beweis. Nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass Fy einen Doppelpol
in pi3, p14 besitzt, so gibt es (a,b,c,d) mit a,b > 0 und Cypeq # 0 und ein minimales m,
sodass Cypeq = 0 fiir alle a + b+ ¢+ d > m mit a,b > 0, d.h.

m = min{m | Cgpeq = 0 fiir alle a,b >0 und ¢c,de Zmit a+b+c+d>m} . (545)

Dann gilt insbesondere fiir a,b,c,d > 0 mit a + b+ ¢ + d > m, dass Cgypeq verschwindet.
Angenommen Cypeq = 0 fiir a,b, ¢,d > 0 mit a+b+c+d = m, dann folgt aus Lemma (5.9),
dass sogar fiir alle a,b > 0 und ¢, d beliebig mit a + b+ ¢ + d = m gilt: Cgpeq = 0. Dies ist
ein Widerspruch zur Minimalitdt von m. Also muss es a,b,c,d >0 mita+b+c+d=m
geben, sodass Cypeq # 0, einen Doppelpol auf singulirster Ebene besitzt. O

Nehmen wir an, es gibt nur Doppelpole bis zu einer gewissen Ordnung 7, so kénnen wir
auch eine Aussage iiber das Vorkommen von mdéglichen ,doppelten Doppelpolen® ma-
chen:

Lemma 5.11. Sei ¢ > 0 und
¢ Copea =0 flira+b+c+d>2r—+L mita,b>0 oder c,d >0 und
o Cupea =0 fiira+b+c+d=2r—171 fiira,b,c,d>0unda+b>r oderc+d>r.
Dann sind fiir a,b,c,d >0 und a+b+ c+d=2r — ¥ auch
(r—b—Ll—d)--(r—b—d)-Capeg =0 , (5.46)

d.h. Copeq =0, wennd #r—b—4~,...,r —b.

Beweis. Wir miissen nur fir a,b,¢,d >0mit a+b+c+d=2r—Lf,a+b<rundc+d <r
(d.h. insbesondere r — ¢ < a + b < r) zeigen, dass gilt:

(r—b—t—d)--(r—b—d)Capea =0 . (5.47)

Hierzu wihlen wir ein &’ mit 1 < % < r — 1 und nehmen an, wir haben die Aussage (5.47)
schon fiir alle moglichen b mit b > b’ gezeigt. Ebenso wihlen wir ein o’ mit max(1,r—b—¢) <
a’ < r —b und nehmen an wir haben die Aussage (5.47) auch schon fiir b = b’ und alle
moglichen a mit a < a’ gezeigt. Wir miissen nun zeigen, dass die Aussage (5.47) auch fiir
a =a' und b = b’ wahr ist.
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

Also betrachten wir fiir ¢/, d’ > 0 mit o’ +b' 4+ +d’ = 2r—¢ die Gleichung R(a’—1,V', ¢/, d'—
1) = 0. Nach Voraussetzung bzw. weil die Koeffizienten, welche keinen Doppelpol multipli-
zieren (das kann nur auftreten fiir o’ = 1 oder b’ = 1) mit einer Null multipliziert werden,
vereinfacht sich dies zu Rs(a’ — 1,0, ¢/, d’ — 1) = 0 gegeben durch

V(d —a)Coyoa=(a—1)(d-1)0 —)Cor 1 pyi1,e41,0-1
+ C,(d, - 1)Y"Ca’,b’+1,c’,d’fl
- (a' - 1)b/X-Ca’fl,b’,c’+l,d’ . (54:8)

Weiterhin verschwindet nach obiger Annahme:

o (d —1)(d -1)Cy_1pys1041,0—1 =0flir d #r—b —4£,....,r — ¥V nach dem bereits
Gezeigten fiir b = b’ + 1 bzw. wegen des Verschwinden des Vorfaktors.

o (d—1)Cyyi1ca-—1 =0fird #r—0—4~...,r =1 nach dem bereits gezeigten
fiir b = b + 1 oder im Fall a’ + ' = r nach Voraussetzung, da es keinen Doppelpol
singuldrer als r gibt.

o (d —1)Cy_1pyey1a = 0fird #d —4(,...,d, da die Aussage (5.47) schon fiir
a = a' — 1 gezeigt wurde bzw. im Fall ¢ + d’ = £, wieder nach Voraussetzung.

Alsoist (r =0 — 4 —d')...(r =0 —d)Cy y o = 0 auch gezeigt. Damit ist die Aussage
(5.47) auch fiir a = ¢’ und b =V wahr, was zu zeigen war. O

Proposition 5.12. Sei Fy wie oben und habe in p13, p14 und pa3, p2sa mazimal Doppelpole
der Ordnung r. Dann gibt es ein £ = 0, sodass Fy von der Form:

C -
I (5-49)
ab.ed>0 P13P14P23P24
a+btctd=2r—£
(r—b—f—d)g411=0

ist, wobei Fy nur weniger singulire Terme bzw. keine Doppelpole in p13, pra und pas, paa
enthdlt, d.h.

- C
Fy = % + (Terme ohne Doppelpole in p13, p14 und pas, p24) -
atbtctd<2r—e P13P14P23P24

(5.50)

Beweis. Sei 2r — ¢ := max{a+b+c+d|a,b,c,d >0 und Cypeq # 0} < 2r. Damit sind
die Voraussetzungen von Lemma 5.9 fiir m = 2r — £ erfiillt. Somit ist Cypeq = 0 fiir alle
a+b+c+d>2r—Lmita,b> 0 oder ¢,d > 0 und aukerdem fira+b+c+d=2r — /¢
wenn entweder nur a,b > 0 oder nur a,b > 0 ist. Schlieklich kénnen wir fiir a,b,c,d > 0
mit a + b+ c+ d = 2r — £ aus Lemma 5.11 schlieen, dass (r — b —d — £)y+1Cgapeq = 0 ist.

Alle weiteren Cypeq # 0 multiplizieren entweder keine Doppelpole in p13, p24 und pa3, pos
oder es ist a + b+ ¢+ d < 2r — £. Des Weiteren muss der Doppelpol der Ordnung r nicht
von dem fiihrenden Term angenommen werden. O
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Bemerkung 5.13. Man hitte auch fordern kdénnen, dass r der maximale Doppelpol ist,
welcher auf der Hyperebene a+b+c+d = m vorkommt. Die Aussage bleibt mit £ = 2r—m
gleich.

Bemerkung 5.14. Es kénnen aber Terme vorkommen, die singulérer als 2r — ¢ sind, aber
weder Doppelpole in pi3, p14 noch in pos, p2g besitzen. Diese kénnen dann insbesondere
auch Doppelpole in p1;, p1; oder poj, p2j mit (i,7) # (3,4) # (J, i) besitzen.

Beispiel 5.3. Ist in Proposition 5.12 £ = 0, so bleiben in der ersten Summe nur Cy ;g r—a,a
tibrig, wobei 1 < a <r. Aus R(a,r —a,r —a—1,a— 1) =0 folgt X.Cpr—gr—q,a = 0 und
aus der Homogenitét H.Cyr—qr—a,q = 0. Also sind Cyr—gr—a,q := |0, 0>§?~)72 Vektoren mit
Hochstgewicht 0 (also Gewicht 0). Dies ist genau der Fall, welchen wir in Abschnitt 5.1
diskutiert haben. Im Fall n = 6 ist also insbesondere Cy,—q.r—a.aC(p15026 — p16025)" 1,
d.h.

= (p15p26 — pr6pas)™ > | =
Fy ((pij)1<i<j,(ij);é(12)) = Z Ca ((pij)3<i<j<o) PR —— + Fp . (5.51)
a—1 P13P1a P23 P24

Damit gilt auch: Die am wenigsten singuldre Doppelpollésung fiir n = 6 sind von der Form:

P15P26 — P16P25
P13P14P23 P24

+ weniger singuldre Terme . (5.52)

5.3.2 Die singuldrste Struktur von Doppelpolen

Wir haben im Abschnitt zuvor gezeigt, dass unter gewissen Annahmen nur einige Moglich-
keiten fiir Doppelpole der Form pTp1/ pos pof auf der singulirsten Hyperebene a 4 b+ c +
d = m bleiben. Diese Koeffizienten sind aber auch durch Relationen untereinander verbun-
den. Dies wollen wir hier untersuchen und erhalten eine allgemeine Losung auf singulérster
Ebene.

Die Koeffizienten Cypeq von Fy mit (E1Dy — E9D1)Fy = 0 miissen auf singuldrster Ebe-
ne eine Rekursionsgleichung erfiillen, deren Losung wir in diesem Abschnitt diskutieren
wollen.

Genauer betrachten wir den durch Proposition 5.12 motivierten Fall, d.h. wir nehmen an,
es gebe Doppelpole in pi13, p14 der Ordnung r, aber nicht héherer Ordnung. Des Weiteren
nehmen wir an, dass es ein m gibt, sodass es maximale ,doppelte Doppelpole der Form
PIE it pax pat fiir @ + b 4 ¢+ d < m. Wir setzen dann £ = 2r —m. Oder wir withlen zu m,
dass r, sodass es maximal Doppelpole der Ordnung r in pi3, p23 in ,Doppel-Doppelpolen
PPt Pax pof mit a 4+ b + ¢ 4+ d = m gibt, was kleiner oder gleich dem oberen sein kann
und setzen ebenso ¢ = 2r — m. Dann wissen wir bereits, dass abgesehen von Termen,
welche weder Doppelpole in p13, p14 noch pos, pag haben, fiir a + b+ c+ d = 2r — £ nur die
Koeffizienten Cypeq nicht verschwinden konnen, firdied =r—b—¢,r—b—£+1,...,r—b
ist. Des Weiteren miissen die Koeffizienten Cypeq in der dreidimensionalen Hyperfliche
a+b+c+d=2r—/{die Gleichungen

0 =R(a,b—1,c—1,d) = ad(b - ¢)Capea + (b — 1)(c = 1)(a = d)Cot1p-1,c-1,d+1
+ (C — 1)dYCa+1,b,c—1,d — a(b - 1)X~Ca,b—1,c,d+1 (553)
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

erfiillen, welche unter obigen Annahmen direkt aus R(a, b—1,c—1,d) = 0 folgen.

Diese Gleichungen verbinden Koeffizienten Cppeq nur mit anderen Koeffizienten in dem
zweidimensionalen Unterraum (Untergitter) { Co—zp—y cta.dty | ¥ € Z }. Wir kénnen die-
se Ebenen also getrost getrennt betrachten. Es sei bemerkt, dass wir im oben genannten Fall
nichts iiber die Koeffizienten Cypeq mit a < 0 oder b < 0 also auch ¢ < 0 oder d < 0 (d.h. die
Koeffizienten, welche keine Doppelpole in unseren gewéhlten Variablen multiplizieren) wis-
sen. Die Gleichungen fiir diese Koeffizienten sind aber gewissermafen, wegen verschwinden-
der Multiplikatoren in RR(a, b, ¢, d), entkoppelt von den Koeffizienten, die uns interessieren.
Deshalb kénnen wir annehmmen, dass diese Cypeq = 0 sind.

Wir werden im néchsten Schritt Losungen dieser Gleichung angeben und danach zeigen,
dass der allgemeine Fall nur aus Linearkombinationen dieser Losungen besteht.

Fiir p,q = 0 sei:

a=p+1 c:=b—q l:=p+q (5.54)
b>q+1 d:=a—p h:=a+b+c+d—-2 (5.55)

und

M = {(a',b’,c',d')eZﬂdéa’<a, c<b <b, c<d<ec+p, d<d <d+q} .
(5.56)
Wir wollen die Gleichungen (5.53) l6sen. Hierzu fordern wir, dass die Koeffizienten Cpyry v gr
fir (a/,V', ', d")¢ M verschwinden.

Wir behaupten, dass dann (0 <0 <p,0<e<q)

Ca—6,b—e,c+8,d+e
~ (a=1-0)! (c=1+40)! (b—1—€)! (d=1+€)! plg! (L—e—=06)! 1 _ 5.,
T (a=1)! (=D (b=1)! (d—1)! W(p—a)!(q—e)!@wS 16 6n (5:57)

die Gleichung (5.53) 16st, wobei |¢,£);, ein maximaler Vektor vom Gewicht ¢ ist. Diese
Losung wurde gefunden, indem die Rekursion fiir die Spezielfille ¢ = 0,q und § = 0,p
gelost wurde, und die Losung von da aus extrapoliert wurde. Wir werden nur zeigen, dass
(5.57) die Rekursion (5.53) 16st. Aber zuerst wollen wir die numerischen Faktoren durch
eine einfache Schreibweise zusammenfassen.

Dazu definieren wir L?/(8) implizit iiber die erzeugende Funktion (in diesem Fall ein Po-
lynom gegeben durch ein hypergeometrische Reihe):

MLY6) -2’ = F(b—q,—p;1—a;z) = Flc,—p;1 —a;2) . (5.58)
6=0

Weiterhin definierten wir fiir 0 < 6 < £ eine Basis fiir ein Untermodul vom Gewicht ¢ iber
den maximalen Vektor |¢, 0y, (H.|¢, (), = £|¢,£)) wie folgt:

/!

— 95, —

YO0,0 = (=0)5(=1)°Y°.[0,0), . (5.59)

Bemerkung 5.15. Diese Normierung ist sinnvoll, da fiir einfache Fille wie ¢, ), = pfs -7
die Basis einfach durch |¢,¢ — 26)y, = Pf?ﬂ% -1 gegeben ist.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Damit lasst sich (5.57) schreiben als:
Ca—sp—ecrsdre = Lgy(0)Lyg(€) - [£,£ = 2(0 + €))n - (5.60)

Lemma 5.16. Die Koeffizienten (5.57) erfillen die Gleichung (5.53).

Beweis. Wir betrachten Rg(a —§,b—e —1,b—qg+d—,a —p+¢€)

0=(a—0)(d+€)(q—06—€)Cosp—cctsdte
+(b=1-6)(c=1+6)(p—0—€Cast1b—e1cto-1dte+l
+(c=1+0)(d+ €)Y.Cosi1b—ccto—1,d+e
—(a=06)(b—1—-€)X.Corsp—e—1,c+6dtet1 (5.61)

und miissen zeigen, dass diese Gleichung mit den in (5.57) gegebenen Koeffizienten fiir alle
0=0,...,p+1und ¢ = —1,...,q erfiillt ist. Wir bemerken, dass fiir 6 = 0,...,p und
e=0,...,q gilt:

Coa—64+1p—e—1,c46—1,d+e+1 = _ (a—0)(d+6)g = 99 ] cCubb—e,ctsdre
’ ’ :(c—1+5)(b—1—e)( p+1—20)e+1) mTeeTS
Y.Co—541,p—c cto—1,d+e = _ ((C _?f; ;151__?)5] Ca—6b—e,c+6,d+e
X.Co6p—e1,ctbdterl = -1 —(de)JE;)—((iS_—i))(e n 1)] c XY.Co5p—ep—q+b,a—pte

wobei die Terme (¢ —€) und ¢ fiir ¢ = € bzw. § = 0 (trotz evtl. verschwindendem Nenners)

verschwinden. Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass XY.|[¢,0 —2(0 + €)), = (¢ —

d—e)(1+d+¢€) 0,0 —2(0 + €)) ist (siehe Propositon 5.1).

Einsetzen von (5.57) in (5.61) ergibt bis auf den Faktor Cy_s5p—c b—qg+5,a—p-+e
(a—=06)(d+e€)(g—3—¢)

a—90)(d+e)g—e€)d
FoA= et =0~ [M@%&Eqﬂ)—

§)(e+1)
e[S
—(a—0)(b=t="¢ [(d w(llii; 6)] (5.63)
was sich vereinfacht zu:
(a—6)(d+e) [(q—é—e) + ((]; __%161))(((1:1))5 +(£7;1_;i_1€)5—(q_e)e(:r“e) . (5.64)
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

Nachdem man dies auf den Hauptnenner gebracht hat, bleibt nur zu zeigen, dass folgender
Ausdruck verschwindet:

(g—0—€)(p+1-0)(e+1) + (p—0—€)(g—€)d + ({+1——¢€)(e+1)d — (g—€)(p+1—0)(1+0+¢€)
1

=(c+1)[(g—)p+1) —dp++=0) — (¢—)0 + 6({ +1—F—¢)]
—(g—¢) [(p=6=e0 - (p+1)(e + 1) + s +b=F€) — dp+T]]
( +D@—e)p+1)—(e+1D)(g—€e)(p+1)
(5.65)
Fiir den Fall € = —1 fiir 0 < § < ¢ sieht man, dass
blc=1+0)(p+1—-0) Cosi1pers—1,a— (a—0)b-X.Cos5pp—q+8a—p (5.66)

unter Verwendung von XY. |0, {+2(6—1))p = ({+1—6)6-]¢,£+2(0—1))p, und der Identitit

(a—8)(¢+1-08)

b =g =1+ 0)@+1=0) G 51— o)

—(a=0)b(l+1-8)5=0 (5.67)

verschwindet.

Fiir den Fall 6 = p + 1 und 0 < € < p ergibt sich, dass auch

—(b=1-6)0—p+ @+ €Capp—c—1b-gtpa—pte+1
+(b—q+p)a—p+e)Y.Coppcpatpapte (5.68)

verschwindet, vermoge der Identitét:

(a—p+e)g—e)

(b—q+P)(b_1_6)(1+6)(b—1—6)(q—€)(1+€)

—(b—gq+p)la—p+e)=0.
(5.69)

Der Fall (0,€) = (p + 1,—1) ist trivial. O

Wir unterscheiden drei Spezialfélle der Losung (5.57).

1. Im Fall £ = 0 besteht die Losung nur aus einem Koeffizienten: Cgyppe. Dieser Koeffi-
zient hat Gewicht 0, aber wegen X.Cuppe = Y.Cuppe = 0 auch Hochstgewicht ¢ = 0
und stammt somit aus einem trivialen Untermodul. Cypp, ist somit ein homogenes
Polynom in den Variablen { R;; = (p1ip2; — p1jp2:i)/pij | 5 < i < j < n} vom Grad
h/2 =a+b—1=r—1. Wir veranschaulichen das wie folgt:

Cubba

0,0
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

2.Firp = 0und ¢ > 0 bzw. p > 0 und ¢ = 0 (d.h. £ > 0) besteht die Lo-
sung aus einer Kette von £ + 1 Koeffizienten. Wir betrachten den Fall ¢ = 0. Da-
bei ist Co—spp—t+6a%|l, £ — 20)p, d.h. jeder Vektor aus der Basis {|¢, =0 p, ¢, £ +
2, %0, -+ |€, O} ist genau einem Koeffizienten zugeordnet. Dabei ist |¢, £),} Produkt
aus einem homogenen Polynom vom Grad £in {p;; | 5 < j < n} und einem homo-
genen Polynom vom Grad a+b—¢—12>1in {R;; [ <i<j<n}.

Capba—t Ca—1bbs1,a—t Ca—t,bbt+t,a—0

[ ] [ ) “ o °
|£,E> M:Z72> |677£>

3. In dem letzten Fall p,q > 0 (d.h. £ > 2) treten immer rechteckige Blocke der Grofe
(p+1) x (¢ + 1) Koeffizienten auf. Hier ist Cy_5p—c p—gr5.a—p+eCl, € — 2(8 + €))p,
d.h. jeder Vektor aus der Basis {|¢,—Op, |0, £+ 2, )p, ..., |¢,€)n} ist mindestens einem
Koeffizienten zugeordnet. Dabei ist wieder |¢, £);, ein Produkt aus einem homogenen
Polynom vom Grad £ in {p1; | 5 < j < n} und einem homogenen Polynom vom
Grada+b—/(—1>21in{R;; =|5<i<j<n}

Cab,e,d Ca—1,b,c41,d Cdab,ctp,d
. . . e .
\57@ |£7Z72> M7£72p>
Ca,b—1,c,d+1 Ca1,b-1,c41,d+1 Cdp—1,c4p,d+1
. . ) .
|6,0—=2) 6,04 |£,0—2p—2)
Ca,c,c,dJrq Cafl,c,c+1,d+q Cd,a,c+p,d+q
. . ) .

Beispiel 5.4. Wir withlen speziell |¢, (), = p{s - r, wobei r ein homogenes Polynom vom
Grad (h —¥)/2 in den Variablen {R;;} ist. Dann lésst sich (5.57) schreiben als

Y F(b—q,—p; 1 —a;2)Fla—p,—q;1 — b;y)

5.70)
— (
3054093 pos”
mit den anharmonischen Verhiltnissen:

= P13pP25 _ P14p2s . (5_71)

) Y
P15pP23 P15P24

Proposition 5.17. Sei fira +b+c+d = 2r' — ' der Koeffizient Cypeq = 0, aufler fir
den Fall a,b,c,d > 0,7 — V' <a+b<r" undd=r—b—"{,...,r —b und sei weiterhin
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das System (5.53) erfillt. Dann sind die Cypeq fiir a + b+ c+d = 2r' — 0 gegeben durch
Linearkombination von méglichen Losungen der Form (5.57) mit £ =0/ ¢'—2,... ¢ mod 2
und r =1r"— (' —=1)/2.

Beweis. Sei ¢ = {¢'. Wir bemerken zuerst, dass die einzigen Koeffizienten, die nicht ver-
schwinden, durch Cy_5p—c p—g+6,a—p+e gegeben sind, wobei p,q > 0, p+q =¥, a > p und
b > q ist.

Wir werden zeigen, dass fiir die Félle (d,¢) € {(0,0),(p,q)}, und fiir p = 0 oder ¢ = 0
mit 0 < § < £ bzw. 0 < e < ¢ sich die Koeffizienten durch Abziehen von Losungen (5.57)
gleichzeitig auf Null setzen lassen. Damit haben wir das Problem ¢ - ¢ —2und r - r—1
zuriickgefiihrt. Fiir £ = 0 und £ = 1 verschwinden insbesondere alle Koeffizienten.

Wir betrachten nacheinander die Falle 0 < d’ < r—/. Dazu betrachten wir fiir p+q = £ den
Koeffizienten Cd’,r—d’—p,r—d’—q,d’ =: Ca’—p,b’,c’+p,d’ und nehmen an, er hat kein Anteil im
Hochstgewichtsraum zum Gewicht £, d.h. P)Cy y 1 o = 0. Ist das nicht der Fall konnen,
wir eine geeignete Losung (5.57) fiir a = o' = p +d', b = b’ abziehen (in der Losung
verschwindet der Koeffizient Cy y vy @ genau dann wenn Coy g = |€,€)p = 0 ist).

Wir behaupten:

J

€

PCy sy crvsa =0 ©

D) (5.72)
PZCd/,b—€7C/+p,d/+E =0. (0 q

) (5.73)

NN
NN

Daraus folgt dann zusammen mit X.Cy py v ¢ = 0 und Y.Cy s v yp @144 = 0, dass sogar
Copea =0bzw. Cp o orypaiq = 0ist, da diese Vektoren immer Hochstgewicht £ besit-
zen. In anderen Worten: Ca’,b’,c’,d’ = PECa’,b’,c’,d’ und Ca’,b’,c’,d’ =0.

Unter der Voraussetzung, dass wir die Behauptung (5.72) und (5.73) schon fiir kleinere d’
gezeigt haben, folgt aus Rg(a’' —0 — 1,0, +0,d' —1) = 0 bzw. Re(d' — 1,0 —e, +p,d +
e—1)=0:

V(d+68)(p—0)PiCow st 6.0

=(a =0 -V X.PCuy_s- 1y c+s+1.a 0<d6<p—1) (5.74)
(b, - 6)(b/ —d + pI)EPECd’,b’fe,c’er,d’Jre
= (C, + p)(d, t+e— 1)}/-Pﬁcd’,b’feJrl,c’er,d’Jrefl ’ (1 SN Q) ) (575)
da fur die vorkommenden C'. . .. gilt (' — 1)PC. . .41 = (d —1)PCy_4,... =0

(entweder nach dem bereits gezeigten oder weil d' = 1 ist). Insbesondere verschwinden
die Vorfaktoren auf der linken Seite von (5.74) und (5.75) nicht. Die Abhéngigkeit der
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Koeffizienten veranschaulichen wir im folgenden Diagramm.

Coy et — Co—1p,d+1,d e Car v +pd

Carp—1,¢/ +p,d'+1

C’d’,c’,c’ +p,d'+q

Aus PiCq peypar = 0 folgt somit (5.72) und (5.73). Im Fall p = 0 oder ¢ = 0 ist sogar
Cd’,b’c’-i—p,d’ = 0 und es folgt somit Cagb/_@c/,a/_% =0flir 0 <e<g { bzw. Ca’—é,b’,b’-i—é,d’ =0
fir 0 <60 <. O

Wir konnen Proposition 5.12 wie folgt verbessern. Dazu definieren wir den linearen Ope-
rator

qu Lq” (€) - |4, —2(5 + €))p
&(a,b,p, q) |M>h—22 Mbébqwaw . (5.76)
5=05=0 P13 P14 P23 P2y

Proposition 5.18. Seien die Voraussetzungen wie in Proposition 5.12, dann ist der fih-
rende Term in Proposition 5.12 von der Form:

min(¢,a—1)
(abpl -
Fy = 3 3 3 &(a,b,p, £ —p)|t, £'>2(aib> e+ B,
Ve{l,—2,...,L mod 2} a+b=r—(¢—{")/2 p=max(0,£' —b+1)

a,b>0
(5.77)

wobei |€’,€’>§Labpgl) Vektoren vom Gewicht ¢! und Héchstgewicht ¢ sind, d.h. jedes |0/, 0"y,
st von der Form:

10,0, = f((pri)s<i<n) - 9((Rij)s<i<j<n) - G((pij)3<i<j<n) (5.78)

und f und g homogene Polynome vom Grad ¢ bzw. (h —0')/2 =a+b—{—1 sind. G ist
ein Laurent-Polynom, welches die Homogenitdten erfillt.

Bemerkung 5.19. Wir bemerken, dass g homogen vom Grad a + b— ¢ —1 > 1 ist (da
a > p, b > qist). Jeder Summand ist also insbesondere von mindestens einem Element aus
{Rij | 5 <i < j < n} multipliziert. Fiir n = 5 ist diese Menge leer. Wir haben indirekt
erneut die Aussage, dass es bei n = 5 keine Doppelpole (Lemma 4.6) geben kann, bewiesen.
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5.4 Komplette Doppelpol-Beitrage

Die Bedingungen aus dem letzten Kapitel sind notwendige Bedingungen fiir die singu-
larste Struktur von Doppelpolen, sodass Fy die durch die Biharmonizitit gegebene Dif-
ferentialgleichung (Fy1 Dy — EoD1)Fy = 0 erfiillt. Dies fiihrt zur der Frage, ob diese Be-
dingungen auch hinreichend sind, d.h. ob man durch Addition weniger singuldrer Ter-
me zu den Losungen aus Abschnitt 5.3.2 zu vollstédndigen Losungen der Differentialglei-
chung kommt, d.h. einen kompletten Doppelpol-Beitrag zu einer Korrelationsfunktion be-
kommt.

5.4.1 Von der singuldrsten Ebene zu kompletten Doppelpol-Beitrdgen

Um aus den Strukturen (5.76) vollsténdige Losungen der Differentialgleichung zu bekom-
men, muss man im Prinzip nur eine homogene Gleichung l6sen. Wir skizzieren die Vorgen-
hensweise hier kurz:

1. Man startet mit den Koeffizienten Cp.q in der Hyperebene a + b+ ¢+ d = m. Diese
sind durch (5.57) gegeben.

2. Man bekommt die Koeffizienten Cgpeq in der Hyperebene a +b+c+d = m — 1 durch
Losen der Gleichungen R(a’, V', ¢/, d’) = 0 mit o’ + b’ + ¢ + d’ = m — 3. Dies fiihrt zu
inhomogenen Gleichungen der Form:

d(b — C)Cabcd + (b — 1)(6 — 1)(a — d)ctl-‘rl,b—l,c—l,d-i-l
+ (C — 1)dYV.Ca+1’b’C_1’d — a(b — 1)X'Ca,b—1,c,d+1
= Dabcd((ca’b’c’d’)a’+b’+c’+d’=m) (CL +btc+d=m— 1) ) (579)

wobei die rechte Seite iiber Differentialoperatoren von in 1. definierten Koeffizienten
abhéngt.

3. Auf der Hyperebene a + b + ¢+ d = m' mit m’ < m — 2 fithren die Gleichungen
R, V,,d)=0mit o’ +b +  +d =m’ — 2 schlieklich zu:

%s(a', b/, C’, dl) = Dg/blcld/((Cabcd)aerJchrd:m’fly (Cabcd)a+b+c+d:m’f2) ; (5'8())

wobel die rechte Seite von in den zwei Schritten zuvor berechneten Koeflizienten
abhéngt.

Gibt es eine endliche (rationale) Losung, so sollte dieser Algorithmus nach endlich vielen
Schritten abbrechen.

Wir betrachten beispielhaft den einfachsten Fall a,b > 0 und Couppa = |0,0)2(445—1)- Die
Gleichungen lauten:

R(a,b—1,b—1,a—1) =R(a—1,b,b—1,a — 1)

=Ra—-1,0—1,b,a—1)=R(a—1,b—1,b—1,a) =0 (5.81)
R(a—1,b,b,a —2) = R(a—2,b,b,a — 1)
=R(a,b—1,0—2,a) =R(a,b—2,b—1,a) =0 . (5.82)
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Explizit lauten diese, als Matrixgleichung geschrieben, wobei iiber ¢ = 5,...,n summiert
wird:

alb—1)X —a(b—1)p3;09

( ( a2 ) )Ca,bl,b,a = ( (a2p3i)6f1)?z 2Z) Cabba . (583)

Die {iibrigen drei Gleichungssysteme sind analog und unterscheiden sich nur durch Per-
mutationen in {a, b, c,d} und {1,2,3,4}. Das System (5.83) scheint auf den ersten Blick
iberbestimmt. Anwendung von X von links auf die zweite Gleichung von (5.83) zeigt aber,
dass die erste Gleichungen aus der zweiten folgt, denn es ist:

X p3i01iCapba = | X, p3i01i] -Cavba = [p1025, p3i01i] -Cavba = —p3i02iCabba (5.84)
da X~Cabba = ( ist.

Damit haben wir den ersten Schritt gelost. Die vorkommenden Koeffizienten fiir m’ = m—1
sind {Cafl,b,b,av Ca,bfl,b,au Ca,b,bfl,(za Ca,b,b,afl} mit:

Cap-1ba = p3i01iCabba =1 —|1, =Doasp—1)—1 - (5.85)
Die Gleichung R(a — 1,b,b,a — 2) = 0 liefert:
Cappa-1 = p3i02iCabba = |1, 1)2(ap-1)—1 - (5.86)

Denn es ist

Ca,b—l,b,a = pBialiCabba = _[Y7 p3i82i]cabba = _Y~Ca,b,b,a—1 . (587)

Wir bemerken, dass wir eine dhnliche Struktur wie in (5.57) gefunden haben. Wir vermuten,
dass sich fiir solche Strukturen immer auch der néchste Schritt der inhomogenen Gleichung
16sen lasst.

Wir bemerken weiterhin, dass die auftretenden Operatoren
n n n n
A=>"pyidi,  B=) psfs, C=) pudu, D= pudu, (5.88)
i=5 i=5 i=5 i=5
zusammen mit {X,Y, H} die Vertauschungsrelationen

[A,X|=B, [B,Y|=4, [C,X]|=B, [D.Y]=A4
[A,H|=A, [B,H|=-B, [C,H|=C, |D,H|=-D (5.89)

einer Lie-Unteralgebra von s((4) besitzen.

5.4.2 Losungen

In diesem Abschnitt geben wir einige Losungen an, welche im Zuge dieser Arbeit u.a. fiir
den Fall Coppa = (p15p26 — p16p2s)® P! berechnet wurden. Dabei wurde schrittweise die
inhomogene Gleichungen wie im Abschnitt zuvor beschrieben gelést. Da sehr viele Terme
auftreten, erfolgte die Rechnung mit Hilfe des Computeralgebra-Systems Maple, welches
zu Zwecken der Buchhaltung der Terme und fiir die Kontrolle des Ergebnisses verwendet
wurde.
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Die gefunden Lésungen sind von der Form:

3—a—b
P, .
FO = (p34)a+b—l a ab(XII; ,Xb6) a (590)
(ps56) (p13)" (p14)” (p23)” (p24)
mit einem Polynom P, mit dem fiihrenden Verhalten

Pyp(x1,...,%¢) = péf{”b)*g Ri7" + O(p1s, pua, pas, paa) - (5.91)

Die ersten Faille schreiben sich mit den Abkiirzungen

Rij = pispjs — piePis (5.92)
Sij = pispje + PiePjs - (5.93)

als

Py = (p3a Rz — 4 Rz p24) 1 213,43
Piy = pi,R3y + 4 p3y R12Roa p13 + 4 p3, RiaRo3 pa
+ 2 p3a Ry pls + 2 paa Rz ply — 4 pRapsep2sp26p13p14 — 4 p3a RiaRoapispas
+ p34p56S12 Pr4p2s
+ (2 p3aps6Saa — 4 RoaRay) p13p1apes — (2 psapseSas + 4 RagRas) plapas
+ 4 Ro4 R34 pi3paa

+ 4 ps6paspacpiapaspas + (1 o 2,3 & 4) (5.94)
Poy = s19P12 = s34 P12 (5.95)

Es wurde ebenfalls der Fall (a,b) = (1, 3) berechnet. Ein Maple-Skript, welches die vollstan-
dige Losung enthélt und iberpriift ist unter |5] zu finden. Die Losung beginnt mit:

P13 = p34RYs + 6 p3y RIyRoq p13 + 6 i3y Ry Roz p1a
+6 (piy RiaRosRoa — p3apsep2spacRiz) piapia
+ 6p34 Ria R34 pis + 6p3y RiaR33 piy — 6p3s Ri2RiaRos p13pas
+3/2 (P§4P56 Ri9S12 — piyyRi2(R13Ros + Ri4R3)) prapas
+oo—(102,304). (5.96)

Im Grenzwert xg — x5 verschwinden die Py, d.h. Pu(x1,...,X4,%5,%5) = 0. Sie erfiillen
insbesondere gewisse Symmetrien:

el
s12834 Py = (—1)° Py

512Paq = —Paa

834 Paq = Paa

856 Paa = —Paa

s56 P = (=1)2TT1 P, (5.97)

Wir vermuten, dass es auch fiir horere (a,b) stets solche Polynome mit dem fiihrenden
Verhalten (5.91) gibt.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Wir haben auch die erste mégliche Losung mit dem Hochstegewicht ¢ = 1 berechnet. Wir
haben dabei fiir den Héchstgewichtsvektor die allgemeinste® Form |1,1)3 = p17(p15026 —
p16p25) gewahlt. Die Losung schreibt sich als:

P
Iy =

- 5 - (5.98)
P13P14P23P24

mit dem Polynom

P = p3,m7 RIS poa
+ 034 [—p17 R34 + (01735 — parR3S) prspas — p1r RIS paspa4]
+ p3s | —psr RIS p14p34 + par RIS p1ap3s + (p15R56 — preRas — parRIS) prapaspos]
— par R3S plsp3 — (1 & 2) (5.99)

wobei hier die Abkiirzungen Rf} = pikpji—pPipjk verwendet wurde.

Dies lisst die Vermutung aufkommen, dass es zu allen in (5.76) gegeben Losungen auf sin-
gulérster Ebene weitere Terme gibt, sodass man eine komplette Losung der Gleichung
(E1Dy — E3D1)Fy = 0 bekommt. Ein allgemeiner Beweis konnte im Zuge dieser Ar-
beit leider nicht gefunden werden. Diese Hypothese wiirde dann auch implizieren, dass
es keine weiteren Einschrinkungen, als die in den Abschnitten zuvor gefundenen, an die
Koeffizienten Cgpeq auf der singuldrsten Hyperebene a + b 4+ ¢ +d = m geben kann.
Wir bemerken noch, dass eine allgemeine Doppelpollésung dann eine Linearkombinati-
on von solchen gewonnen Losungen und eventuell Losungen ohne Doppelpole ist. Man
kann dann solange solche Fundamentallésungen abziehen, bis keine Doppelpole iiberblei-
ben.

5.5 Korrelationsfunktionen mit Doppelpolen

Wir geben einen kleinen Ein- und Ausblick, wie die gewonnen Ergebnisse evtl. in der Stu-
die von global konform-invarianter Quantenfeldtheorie weiter angewendet werden konn-
temn.

Es stellt sich zum Beispiel die Frage, ob eine Doppelpolstruktur von einer Korrelationsfunk-
tion der Form (¢ - - - ¢) kommen kann, wobei ¢ ein neutrales (hermitesches) Feld ist. Die ra-
tionale Funktion muss wegen der Lokalitit insbesondere symmetrisch sein. Wir wollen hier
kurz das einfachste Beispiel einer 6-Punktfunktion, wo dies der Fall sein kann, diskutieren.
Die einfachsten vorkommenden Doppelpolstrukturen scheiden dabei aus:

P15026 — P16P25 (P15p46 - p16p45)(/)15/)26 - )016,025)
P13P14023024 p130%4p2sp24

+(le2), (5.100)

da die erste antisymmetrisch beziiglich s;2 und ssg und die zweite z.B. beziiglich s12s56
ist.

5 durch Umnummerierung oder Doppelnummerierung von 5,6, 7 erhiilt man alle Mdglichkeiten

74



5.5 Korrelationsfunktionen mit Doppelpolen

Damit wéire der erste Kandidat die Struktur

_ 2
Ry — (P15P26 = P16P95)" e Terme | (5.101)

p13P%4P%3P24

welche wir in Abschnitt 5.4.2 angegeben haben.

Interessant scheint insbesondere der Fall von Skalendimension d = 4 sein (vgl. [20]), da
dies die Skalendimension fiir ein Feld ist, welches die Eigenschaft einer Langrange-Dichte
hat.

Die Struktur

3
= P34
Fy = Fy (5.102)
p§5p§6p4215p4216p§6

erfiillt alle Homogenitdten (Gewicht (1,1,4,4,4,4)), Polschranken und die Bedingung an
die Polstruktur und ist damit (fiir o € S,, schreiben wir die Wirkung o f(xi,...,x¢) =

f(XO'(l)7 s 7X0'(1)))
T B
(Pp(x1) - p(x6))" = Z o —- + weitere Terme (5.103)
P12
UES@

ein Kandidat fiir eine vollkommen symmetrische 6-Punktfunktion. Insbesondere ist

.. 3 -
(p‘]> F,
P12

und es trigt somit nur

=0 fiiri # 4 mit {35} # {1,2} (5.104)

pi; =0

> oF (5.105)

O'ESQ ><S£1

zu Twist 2 bei, wobei S} =~ S; die Permutationen der Indizes {3,4,5,6} darstellen soll.
D.h. es gibt keine anderen Twist-2-Beitrage, welche eventuell mit den Einschrinkungen an
die Polstruktur inkompatibel sind. Es ist

Folxgon # 0, (5.106)

d.h. in der Operatorproduktentwicklung von ¢(x1)®(x2) kommt ein skalares Feld ¢y (x1) =
U(x1,x1) der Skalendimension 2 vor. Es scheint so, dass sich dieser Beitrag eines skala-
ren Feldes der Dimension 2 durch Abziehen von Lésungen ohne Doppelpole eliminieren
lasst.

Interessant konnte es sein, die 5-Punktfunktion (T),,¢¢¢p¢) und héhere Partialwellen aus-
zurechnen.

Soweit spricht nichts gegen die Moglichkeit einer Sechspunktfunktion wie oben. Ein syste-
matische Untersuchung von moglichen Modellen mit solch einer Polstruktur scheint daher
attraktiv.

Evtl. kdnnen die Ergebnisse iiber die Struktur von Doppelpolen aber auch fiir das Gegenteil
niitzlich sein, namlich, um evtl. Doppelpole fiir weitere Fille als Skalendimension d = 2,
auszuschlieffen. Aber auch ohne Doppelpole sind noch nicht-triviale Theorien denkbar,
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

die aus Twist-2-Feldern erzeugt werden. In [20] sind 6-Punktfunktionen der Form (VVV’)
angegeben, welche keine Realisierung durch freie Felder besitzen, aber trotzdem rational
sind.

Es stellt sich weiterhin die Frage, ob sich solche (oder héhere) Korrelationsfunktionen von
biharmonischen Feldern (V' V'V') konstruieren lassen, welche nicht rational sind. Dafiir ist es
notwendig, Strukturen mit Doppelpolen zu finden, welche sich vom Gewicht (1,1,1,1,1,1)
transformieren. Der harmonische Anteil (VUU) muss dann Terme in nullter Ordnung in
p34 und psg enthalten. Andernfalls gebe es keinen Twist-2-Anteil in U (x3, x4) und U(xs, Xg)-
So ein Beispiel konnte jedoch im Zuge dieser Arbeit nicht gefunden werden. In Beispiel 5.1
kommt fiir (UU'UY z.B. nur Twist 2x > 6 vor. Ahnlich scheint es bei anderen Doppelpol-
strukturen auch zu sein.
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir versucht, einen Uberblick iiber global konform-invariante Quan-
tenfeldtheorie zu geben und ein spezielles Problem der Struktur von Doppelpolen unter-
sucht, welche mit der in [22] angegeben Bedingung (E1 D — Eo D) Fy = 0 fiir den singulérs-
ten Teil der trunkierten Korrelationsfunktion konform sind. Diese Einschrinkung haben wir
in dieser Arbeit zuerst auf Fille, in denen keine Doppelpole auftreten kénnen, insbesondere
den Vierpunkt-Fall angewendet. Hier konnten wir gewisse Twist-2-Partialwellen, welche in
|9, 10| mit anderen Methoden gefunden wurden, wiederfinden.

Die Méglichkeit des Auftretens von Doppelpolen ist ein Hinweis, dass nicht-triviale Modelle
in global konform-invarianter Quantenfeldtheorie existieren kénnten. Andererseits wurde
in [22] gezeigt, dass fiir ein skalares Feld der Skalendimension 2, die Abwesenheit von
Doppelpolen schon zur Trivialitdt fithrt. Beides motiviert die Untersuchung der moglichen
Doppelpolstrukturen. Der singulérste Teil solcher Doppelpollésungen ist fiir beliebig hohe
Skalendimensionen und n-Punktfunktionen verstanden. Wir haben angegeben, wie sich
daraus komplette Doppelpol-Lésungen gewinnen lassen.

Es scheint attraktiv, mogliche Korrelationsfunktionen mit Doppelpolen (wie z.B. das hier
angegebene Beispiel) mit weiteren Methoden zu untersuchen. Bisher nicht iiberpriifen 1dsst
sich, ob solche Strukturen im Widerspruch zur Wightman-Positivitdt stehen. Im Fall von
Vierpunktfunktionen liefert die Partialwellenentwicklung wie in [20] gezeigt nicht-triviale
Einschrankungen auf mégliche Vierpunktfunktionen durch die Wightman-Positivitit. Eine
Untersuchung mit Partialwellen fiir héhere n-Punktfunktionen kénnte neue Aufschliisse
geben.

Um zu kompletten Wightmanfunktionen mit Doppelpolen zu kommen (falls es solche iiber-
haupt gibt), sind tiefergehende Methoden notwendig. Um wirklich konkrete Modelle, sei
es mit ohne oder Doppelpole zu konstruieren, erscheinen Methoden, wie Darstellungen
unendlich-dimensionaler Algebren (assoziative oder Lie-Algebren) notwendig und erfolg-
versprechend.
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A Temperierte Distributionen und Analytizitat

In diesem Anhang méchten wir kurz einige Eigenschaften von Distributionen wiederholen.
Fiir Details verweisen wir auf [27, 28].

Wir bezeichen Punkte aus R” mit x = (x!,...,2") und nutzen Multiindexschreibweise

a = (a1,09,...,0p), wobel @ € Ny und |a| := >}, a; ist. Fiir jeden Multiindex o
schreiben wir die partielle Ableitung als
oled

D* = (6zl)or -« (Ogm)aw (A1)

und das Produkt von Komponenten als:

|x|* = ‘ml‘al R (A.2)

Mit .#(R"™) bezeichnen wir den Raum der unendlich oft differentierbaren komplexwertigen
Funktionen f :R"™ — C fiir die fir alle k,m > 0 gilt:

If

o3 = sup |Ix|* D7 ()] < 0. (A.3)
xXER"™

Dabei sind die {|| - 4,8} eine Familie von Halbnormen, die auf .#(R") eine Topologie
erzeugen, welche wiederum .#(R"™) zu einem Fréchet-Raum macht, d.h. er ist ein lo-
kalkonvexer, metrisierbarer und vollstdndiger topologischer Vektorraum. Die Funktionen
aus .7 (R"™) fallen schneller ab als jedes Polynom und dienen als sogenannte Testfunktio-
nen.

Mit .#'(R™) bezeichnen wir das topologische Dual von .#/(R"), d.h. die Menge der stetigen
und linearen Funktionale T': ./(R") — C. Diesen Raum bezeichnen wir auch als den
Raum der temperierten Distributionen. 7' : .(R") — C ist genau dann stetig, wenn es
Multiindizes a, 8 und ein C > 0 gibt, sodass |T'(f)| < C|f|a,p fiir alle Testfunktionen
feZ(R").

Es gibt eine kanonische Einbettung ./ (R") — #/(R") : g — T, von den schnellabfallenden

Funktionen in die Distributionen, welche gegeben ist durch:

9T, T,(f) = f 9(x) f(x) dx . (A4)

n

Insbesondere liegt . (R™) dicht in .#/(R™) bzgl. der schwach-x-Topologie. Dies ldsst eine
formale Schreibweise zu. Wir schreiben fiir 7' € . (R")

T() = | TG0 dx (A3
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wobei x — T(x) im allgemeinen jedoch keine Funktion, sondern eine sogenannte ver-
allgemeinerte Funktion ist. Auf der anderen Seite ordnet dieses Integral jeder stetigen
Funktion x +— 7T'(x) mit maximal polynomialem Wachstum eine Distributionen f

T(f)-

Die Ableitung einer temperierten Distribution ist gegeben durch:
DOT(f) =T ((—1)|a\Daf) . (A.6)

Eine wichtige Eigenschaft, welche insbesondere verdeutlicht, dass temperierte Distributio-
nen eine Verallgemeinerung von Funktionen sind, ist die Regularititseigenschaft, welche
besagt, dass zu jedem T € . (R") eine stetige Funktion F' von maximal polynomialen
Wachstum und ein Multiindex « existiert, sodass

7() = | FED D7) d. (A7)
d.h. jede Distribution ist eine Ableitung (im Sinne von Distributionen) von einer stetigen
Funktion. Wir schreiben auch T' = D%F'.

Fir f € (R") definieren wir die Fouriertransformation und Fourierriicktransformation

f— fbzw. f— f:

7 1 —ix-

) G fRn oK £(x) dx (A.8)
7 N 1 eix-k
Fo) o> o [ 0k (A9

welche invers zueinander sind, d.h. f = f = f Insbesondere sind diese Abbildungen auch
stetlg, also Automorphismen von #(R"). Fiir T' € .#/(R") definieren wir die Forsetzung
von © auf .'(R") vermoge T( ) = (f) d.h. insbesondere gilt fiir g € . (R™) mittels
Vertauschung der Integration 7, () =T,(f ) T5(f)-

Ist ein B eine multlineares Funktional von . (R"1) x - - - x.(R™" ) nach C, welches in jedem
Argument separat stetig ist, so gibt es ein T' € . (R"1 T 1"m) godass

B(ftso s fm) =T(/1 @+ ® fn) (A.10)

Wobei fl@ . '®fm(X1, e ,an_;,_..._;,_nm) = fl(Xl, e ,an) DR fm(X7L1+...+7Lm71+1, e ,an_;'_mnm).
Diese Aussage wird als Kern-Theorem bezeichnet.

Sei T € #'(R™) und sei F eine Funktion, welche analytisch in R™ — iC' ist, wobei C' ein
Kegel ist. Wir nehmen an, dass fiir jedes n9 € C die Funktion F(- — ing) eine tempe-
rierte Distribution ist (d.h. maximal polynomiales Wachstum hat) und dass der Grenz-
wert

| Pl itno) £ ax S5 1) (A11)

fiir alle f € .#(R"™) existiert. Dann nennen wir S den Randwert von F im Sinne von
L (R™).
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A Temperierte Distributionen und Analytizitit

Fiir a € R” mit |a] = 1 und 0 € (0, 7/2) wird
Fno={xeR"|x-a>|x|cosb} (A.12)

der offene Kegel um a mit Offnungswinkel 6 bezeichnet.

Ist C ein Kegel, dann bezeichnen wir mit C* den dualen Kegel, gegeben als das Innere des
Schnittes iiber alle Halbrdume {y | x-y > 0} mit x € C.

Theorem A.1. Ist T eine temperierte Distribution mit Trager in einem Kegel C, dann ist
T Randwert einer in R" —iC™* analytischen Funktion (k—in) — T'(k—in). Ist andersherum
F eine Funktion analytisch in R™ —iC™ und erfillt F' folgende Abschédtzungen:

1. Fiir jedes ng € C* gibt ein Polynom Py, in 2n Variablen, sodass

[E(A =i(no + )| < [P (A, 0)] - (A.13)

2. Es gibt ein r € No, sodass es fiir jedes ng € C* ein Polynom Q,, gibt, sodass

|Qno (V]

|[F'(A —itno)| < m

(A.14)

fiir alle A € R™ und t € (0, 1].

Dann g¢ibt es eine temperierte Distribution T mit Triger in C, sodass T Randwert der
Funktion (k —in) — F(k —in) ist. Es gilt dann:

—

F(- —in) =exT . (A.15)

Als vektorwertige temperierte Distribution auf R™ bezeichnen wir eine stetige lineare Ab-
bildung ® von .(R™) in einen Hilbert-Raum (H, (-, -)). Dabei reicht aus zu fordern, dass
fiir jeden Vektor ¥ € D aus einem dichten Unterraum D < H die Abbildung f — (¥, ®(f))
eine temperierte Distribution ist.

Als letztes mochten wir das Konzept einer operatorwertigen Distribution einfiithren. Ist fiir
einen dichten Unterraum D < H eines Hilbert-Raums H fiir jedes f € .7 (R") ein auf D
definierte abschliefbarer Operator A(f) gegeben, sodass fiir jedes ®, ¥ € D die Abbildung
f e (¥, A(f)®) eine temperierte Distribution ist, so nennen wir A ist eine operatorwertige
temperierte Distribution. Nehmen wir an, dass der adjungierte Operator von A(f) auf D

definiert ist, so ist f +— A*(f)|p auch eine operatorwertige Distribution. Wir nutzen die
Notation

A(Plo = | 477G dx (A.16)
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B Der konform-kompaktifizierte Minkowski-Raum
M

In diesen Abschnitt betrachten wir den Minkowski-Raum als D-dimensional. Seine Metrik
hat die Signatur (D — 2,2), wobei D > 2 ist. Der kompaktifizierte Minkowski-Raum M
ist eine kompakte Mannigfaltigkeit, welche den Minkowski-Raum M als dichte offene Teil-
menge enthilt. Wir geben eine Parametrisierung von M an. Sie ist in gewisserweise sogar
natiirlich gegeben, da die konforme Gruppe hier linear wirkt.

Die Punkte werden bei dieser Parametrisierung mit isotropen Strahlen in pseudo-euklidischen
Raum RP+2 mit der Signatur (D, 2) identifiziert:

= Q/R¥,
= {€eRP*2|c£0,2:=€2+¢%-¢2, -2 =0}
7 (B.1)

Q Bl

wobei & = (£-1,£0,&,¢p) = (§-1,&0,&1,---,€D-1,&D)- Die Einbettung ist gegeben durch:
M — M
X = [5}(] = {/\fx})\;éo
1+x2 , 1-x2
gx Ca (2,.%' 7m7T
14 x? 1—x?

=— €1 + at'e, +

ep . (B.Q)
Der pseudo-euklidische Abstand zweier Punkte x, y € M ist dann gegeben durch:

(x— Y)2 =2 & = (6x — 5y)2 . (B.3)

Dies zeigt, dass zwei Punkte p1, po € M gegenseitig isotrop sind, wenn dass innere Produkt
der Reprasentanten & - & verschwindet. Offensichtlich hidngt dies nicht von der Wahl der
Repréasentanten ab.

Der Punkt py wird definiert als:

Poo = [€o]s o =€p—e_1. (B.4)

Die Reprisentanten der Punkte x € M sind dann durch die Normierung &x - € = 1
klassifiziert. Genauer: jedem p = [€] € M mit € - £ = &p + €1 # 0 wird eindeutig ein
x € M zugeordnet, indem man den Reprasentanten &' mit {'-6, = 1, d.h. & = &/(Ep+&-1),
wihlt, wobei dann x = (£, €). Dann ist aber £ = &, denn wegen der Isotropie von & und
wegen & | +&, =1gilt 0 =¢% = x>+ (EH)>— (¢ > =x>+&—¢ |, also 261 = 1+x2
und 2¢p =1 — x2.
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B Der konform-kompaktifizierte Minkowski-Raum M

Die Punkte bei unendlich, also die Menge Ko, = M\M, ist gegeben durch:
Ko={p=[]eM|{ & =0} . (B.5)

Eine spezielle Operation w ist die Drehung um 7 in der (£_1, §)-Ebene:

w: [€ = (1,80, 2,6p)] — [(=€-1, =0, 2, €D)] - (B.6)
Sie tauscht den Ursprung von M mit po, und ist fiir z € M, x? # 0 gegeben durch:
0 ¥ —x
w:xz(:z:,:l:)b—>(x2,xz> . (B.7)
Man nennt w Weyl-Spiegelung.

Damit kann man sehen, dass die Wirkung unter der Gruppe SOq(D,2) transitiv' auf M
wirkt, denn die Translationen wirken transitiv auf M und mit Hinzunahme von w l&sst
sich K« auf M schicken.

Fiir g € SOg(D, 2) lassen sich aus der Wirkung der konforme Faktor w(x, g)w(y, g) fiir das
Intervall (x — y)? unter der Wirkung von g berechnen:

9éx = w(x, 9)éx = w(x,9) = 9& - o (B.8)

wobei & — g€ die lineare Operation der Gruppe SOg(D,2) auf RP*2 ist. Damit transfor-
miert sich das Abstandsquadrat wie folgt:

_ 2 _ . _ 98x - 9y _ &x - &y _ (X_Y)2
(7= g9)" = ~2hox Loy = e g) - e e g) - o geulyg) (B9

! Die Gruppenoperwirkung der Gruppe G auf einem Raum X wird transitiv gennannt, wenn fiir alle
z,y € X ein g € G exisitiert, sodass gx = y ist.
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C Twist-2-Partialwellen

Wir beweisen hier das Lemma 4.2 aus Abschnitt 4.1.2.
Lemma C.1. Fir be Z\{0} ist:

1 max{b—1,—1}
hp(x1,...,%4) = Fim—-b+1,m+1;1;s)t™ (C.1)

= Ty
P13 P14P24 1 —minfo,b}

harmonisch in x1 und Xo. Fir den Foll b = 0 ist fiir jedes n € Z

-1
tn
hon(x1,...,X4) = (1 - E (m+n+1D)sF(m+n+2,m+1;2;s) tm> (C.2)
P13P24

m=—-n

harmonisch x; (i =1,...,4).

Beweis. Sei b e Z\{0} und

) |b|—1 max{b—n—1,—n—1} (=1)"(b—m—n)u(l+m)

H= "™ =hy . (C.3)

1-b b 12
P13 P14P24 n=0  s=min{0,b} "

Wir brauchen nur entweder [[1H = 0 oder []obH = 0 zu zeigen, dass andere ist dann
automatisch erfiillt, da nach Proposition 4.1 und 3.3 der harmonische Anteil in x; um xo
automatisch harmonisch in xo ist. Wir entwickeln H = ), H,p'y/n!, also:

n max{b—n—1,—n—1} (_1)n(

s b—m —n)y(1+m),

H, £ (C.4)

P?zﬂg bPl{4P24 m=min{0,b} n
Differentialoperatoren wie D1 und Ej liefern nach ihrer Anwendung in jedem Summanden
nur einen aus einer Zahl und {p;;} bestehenden Faktor. D1 = p34013014 auf H,, angewendet,
gibt einen Faktor (b —m —n —1)(m —b)p34/(p13p14) und E1 = p23di3 + p24014 angewendet
auf H, 1 einen Faktor (b—m —n —2)pa3/p13 + (m —b)paa/p1a = (b—m—n—2)t + (m —
b))p12p34/(p13p14s) zu dem jeweils zugehorigen Summanden. Damit ergibt sich D; H,, +
FE1H, (1 bis auf einen Faktor zu:

max{b—n—1,—n—1}

> (b—m —n)p(m+1)p(b—m—n—1)(m — b)t™
m=min{0,b}
max{b—n—2,—n—2}
—m_n—2 _
— Z (b—m—n—l)nﬂ(l—i-m)nﬂ(b mon +)1t+(m b)tm
m={0,b} "
max{b—n—2,—n—2}
— 1
_ 3 (b—m —n—Dnra(m+ 1)y |—1 - = (m+1”+ )|
m=min{0,b} -~ Yn + ~
=0
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C Twist-2-Partialwellen

und damit ist insbesondere [} H = —4(Dy + E1p12)H = 0.

Sei n € N. Wir zeigen, dass

" SIS 1 1)
g o ! (1_2 2 (m4+n+1)g(m+ 1), Lgagm ) Z b

—n—1—g—n—1
" (m+n+1)g(m+1)4-1
H = 1+ Y Y gm | _ _
( + q!(q — 1)‘ st hO,n (C 5)

harmonisch bzgl. x; ist. Dann ist er auch harmonisch bzgl. x; weil der Ausdruck nach
Proposition 4.1 die Integrabilitdtsbedingung (3.28) bzgl. x;, xo erfiillt. Des Weiteren ist
der Ausdruck invariant unter der simultanen Vertauschung von 1 <> 3 und 2 <> 4 also auch
in x3 und x4 harmonisch.

Wir schreiben H := ZZOZO Hypls/q! , also:

1

Hy = t"
P13P24
—q q
Hy= - Y 7+ Dyl + Doy (s) (1< q<n)
pi3p24 = (¢ —1)! p12
—q—n— 1 q
1) + 1),
p13p24 = (q— 1)- P12
(C.6)
Zu zeigen bleibt: D1H, + E1Hyy1 = 0. Fiir ¢ = 0 evaluieren —FE7 H; als Teleskopsumme
wie folgt:
Fall n > 0:

-1
P85 N (mtn+ 1) (’”34) (=1 —m —n) tmtn
P13p24 =7 P13pP24

+ ! i (m+n+1)(’034) (m +n)tm*"

P13P14 P13024

m=—n
—1

= 2& —(m+1+n)(m+2+n)t" " 4 (m 4+ n)(m+ 1 +n)t™"
P13P14pP24 == S ~ RN — _
13 m=-n =—bpmt1 =bm
P34 P34 n
= B, b)) = — L+ 1) = D Hy (C.7)
P13P14P24 P13P14024

also D1Hy + E1Hy, = 0. Fiir ¢ € N betrachte

q —94

+n+ + 1)

DyH, = 5% <S> 3 (m +n Q)q(wf V9= (4 g 4 1) (4 m) 77
PiaP14p24 \ P12 (g—1)!

m=—n

(C.8)
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sowie

7 & 1 1
—EyHy = . P34 (3> Z (m+n+ )Q-‘H(m'i_ )Q(_q_2_m_n)tm+n+1
P13P14pP24 \ P12/ = (9)!

N (m+n+1)g1(m+1)

q!
_ P i _(m+n)gr1(m)q
P%3P14024

(m + 1) ¢m*"

(g+1+m+n)

|
m=—n q:

N (m+n+1)gp1(m+1)
q!

(m + n)]t"””
= D\H, , (C.9)
da obige Klammer [...] gegeben ist durch

(m +n)gr1(m), {—(m—i—n)m(m—i—n—i—q—i— 1) + (m—l—n)(m—i—n—l—q—i—l)(m—i—q)}
(¢ —1)! q
(m + n)g+1(m)q

i (m+n+q+1)(m+n){_m+((1m+q)}

—_

(m 4 n)g41(m)q
(q_Jlr)! (m+n+q+1)(m+n)

(C.10)
Fall n < —1: Dieser Fall wird analog berechnet, indem man:
—1 —n—1
2 — 2 (C.11)
m=—n m=0
ersetzt. U
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D Die hypergeometrische Funktion und einige
Identitaten

Die Gaufische hypergeometrische Rethe, auch hypergeometrische Funktion genannt, ist ge-
geben durch:

Fla,bc; 2) = oFi(a, b c; 2) = i (azz)(f”‘j; (D.1)
wobei o
(a)o =1
(@ =20 )@= 1) (D.2)

das sogenannte Pochhammer-Symbol ist. Fiir a € N lisst sich dieses auch schreiben als

(a +n —1)!

(a)n = (@—1)! (D.3)
und es gelten (unter anderem) die Tdentitdten:
(a)n (a + n)m = (a)n+m (D.4)
(@)n = (=1)" (1 —a—n)y (D.5)
(-n)p, =0 (n e N) (D.6)

Die Potenzreihe (D.1) hat den Konvergenzbereich |z| < 1, wenn weder a, b noch ¢ negative
ganze Zahlen oder Null sind. Aufserhalb ist sie, wenn nétig iiber ihre analytische Fortsetzung
definiert. Ist a oder b eine negative ganze Zahl oder Null und ist ¢ entweder, weder eine ne-
gative ganze Zahl noch Null, oder kleiner als die negative Ganzzahl a oder b, so ist die Reihe
endlich. Eine Vielzahl von Identitéten finden sich in [1].

In Abschnitt 4.1.3 benutzen wir fiir b € Z die Identitaten

F(0,=b;0;2) = (1 — 2)° (D.7)
boz-F(1,1=0;22) =1—(1—-2)", (D.8)

welche wir fiir b > 0 mit Hilfe der Binomialformel

[’ b
F(0,-b;0;2) = > (_b')” = <b> (—2)" = (1 —v)°

_ b
bz -F(1,1—b;2;2) = —Zl (ZDntt nr g > (b) (—2)"=1—(1-2)°
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und fiir —c := b < 0 mit Hilfe der geometrischen Reihe

0 a0 a0
(O)n (n+1)c1 (n—c+2)e1 p_eiq
bO n n n—c+
E 2 D Y P Vi ]
0 d c—1 1 d c—1 1 b
el n_ el =(1—
;(d) - (c—l)!(dz) 1—=2 (1-2)
< (O)n
b-u-F(1,1+¢;2;2) Z *i) =1 - F(0,¢,0;2) =1 — (1 —2)°
n:0

zeigen.
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E Rekursionssystem zur Polstruktur

In diesem Abschnitt formen wir das Differentialgleichungssystem
(E1Dy — E9D1)Fy =0 (E.1)

in ein Rekursionssystem um. Dieses erweist sich als niitzlich um Fy mit Doppelpolen in
P13, P14 oder pos, pog zu untersuchen.

Hierfiir sei n > 6 vorgegeben. Ferner sei F{ ein Laurent-Polynom in den Variablen {p;; | 1 <
i<j<mn, (i,7) # (1,2)}. Wir entwickeln Fp in der Form:

D Cabed ((p13)3<i<n, (p2i)5<i<n, (Pij)5<i<j<n)

Fo ((p11)3<i<n, (p2i)3<i<ns (Pij)3<i<j<n) =

s P3Pt 405305

(E.2)
Dabei sind die Cypeq wieder Laurent-Polynome in den genannten Variablen und nur endlich
viele Cypeq # 0.

Wir spalten die Differentialoperatoren E; und D; in die Anteile auf, die auf nur die Va-
riablen {p13, p14, p23, p24} wirken, auf die anderen Variablen wirken und die auf beide wir-
ken:

n
E = 2 p2i01i = p23013 + p2adia + Eq (E.3)
i=3
n n 5
D, = Z pij01i01; = p34013014 + Z p3i01i013 + Z p4i01i014 + D1 (E4)
3<i<j<n i=5 i=5
wobel
~ n ~
E, = Z p2i01; Dy = Z pij01i01; (E.5)
i=5 5<i<j<n

und analog fiir F» und Dy durch Vertauschung der Indizes 1 « 2.
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Die Wirkung von E1 Dy auf Fy schreibt sich damit als

Cabcd
D 22 e b ¢ d
abed P13P14P23P24

Z - {—(a —1) [C(d —1)p34Ca—1p.ca—1 — €p3i02iCa—1p,cd

abod P13P14P23P24
(34)
—(d = 1)p4i02:Co—1p,c4+1,a—1 + Dy Cafl,b,chl,d]
—(b—1) [(C — 1)dp34Cap—1,c—1,a — (¢ = 1)p3i02;Ca p—1,c—1,d+1
34
—dp4i02;Cop—1,c,d + Dé )Ca,bfl,c,dJrl]
(34)

+E; [(C —1)(d = 1)p34Cape—1,da-1 — (¢ = 1)p3i02iCqp.c—1,d

—(d = Vp1i02iCapea— + DECopeal} (E:6)

sowie die Wirkung von Es D1 Fy als

E2D1 Z abcd
abed /713/’14023P24

= Z {—(C —1) [@(b —1)p34Cap—1,c—1,d — ap3i01iCapc—1,d
abed p13p14p23p24

—(b—1)p4i01:Cas1p-1,c-1,d + D§34)Ca+l,b,cfl7d]
—(d-1) [(a —1)bp34Ca1pca—1 — (@ —1)p3i02:Co 1 p41,c,d-1
—bp4i01iCa p,cd—1 + D§34)Ca,b+1,c,d—1]
(34)

+E; [(a —1)(b—1)p34Ca—1p—1,e,d — (@ — 1)p3i01iCa—1 p,c.d

_(b - 1)p4ialica,b—1,c,d + D§34)Ca,b,c,d]} . (E7)

Wir subtrahieren beide Beitrige und machen einen Koeffizientenvergleich und verschie-
ben dabei die Indizes (a,b,c,d) = (a +1,b+ 1,c+ 1,d + 1). Damit ist (E.1) dquivalent
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E Rekursionssystem zur Polstruktur

zu

0= {—a i(c + 1)dp3aCapiier1d — (€ +1)p3i02iCapi1cr1,dr1
—dp4;02;Cq ps1,c42,4 + D§34)Ca,b+1,c+2,d+1]
—b :C(d + 1)p34Cai1,p,c,d41 — €P3i02iCat1p,c.d+2

34
—(d +1)p4i02:Cas1 p,c+1,d+1 + Dé )Ca+1,b,c+1,d+2]

By |
+Ey cdp34Cai1b11,ed — cP3i02iCat1,b41,c,d+1

(34)
—dp1i02iCot1pt1,c+1,d + Dy Cot1pit,e+1,d+1

+ {+C (@ + 1)bp34Caripedrr — (@ + 1)p3i01;Catt pri,cd+1

(34)
—bp4i01iCas2p.cda+1 + D77 Cagopit,cdrt

+d a(b +1)p34Cqpt1,c+1,d — ap3i01iCapt2,c41.d

34
—(b+ 1)p4i01:Ca1p4+1,c41,d + D§ )Ca+1,b+2,c+1,d]

34) [
—E§ ) abp34Capet1,ds1 — ap3i01iCapi1,c41,d+1
(34)
—bp4i01iCat1pe+1,d+1 + D7 Cag1pi1,c41,d+1 (E.8)

fiir alle (a, b, c, d) € Z*.
Wir vereinfachen (E.8):

0=—p3 {ad(c — ) Capiterrd +be(d—a)Coiipears — cdE1Coyipited + abEzca,b,cH,dH}
+a [szﬁﬁzi + ﬂ3i51¢f‘72] Cabtles1,del T [dp4i52i + ﬂ4¢51iE2] Cat1betl,dsl
—cC [ap?n'au + P3ia2iEl] Cat1piledrl —d [bp4z'51z' + /)41521131] Cat1bt1,e41,d
+ [E1D2 - E21~71] Cat1bt+1,e41,d+1
+a {dp4ia2i0a,b+1,c+2,d - DQCa,b+1,c+2,d+1} +0b {CP3¢32¢Ca+1,b,c,d+2 - D20a+1,b,c+1,d+2}
—c {bﬂ4i51z‘ca+2,b,c,d+1 - cha+2,b+1,c,d+1} +d {CLPSialiCa,bJrQ,chl,d - DICa+1,b+2,c+1,d}
=: R(a, b, c,d) (E.9)
und halten fest.

Proposition E.1. Sei Fy gegeben wie in (E.2). Dann ist (E.1) dquivalent mit R(a, b, c,d) =
0 fir alle (a,b,c,d) € Z*.

Bemerkung E.2. Aus Folgerung 3.4 folgt, dass fiir alle (a, b, ¢,d) mit a,b > 0 oder ¢,d > 0
der Koeffizient Cppeq regulér in den Variablen {p1;}s<i<n und {p2; }s<i<n ist, d.-h. Cgpeq kann
in diesem Fall als ein Polynom in (p1;)3<i<n, (p2i)3<i<n mit Werten in dem Vektorraum
der Laurent-Polynome in den Variablen (p;;j)3<i<j<n aufgefasst werden.
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Insbesondere verbindet QR(a, b, ¢, d) die Koeffizienten
{Cos1p+1,64 Capeti,drs Cat1pedr1s Capaler1,d}
nur mit Cpyeg mita’ = a, b >0, > ¢, d > dund

a+b+c+d+3<d+V++d <a+b+c+d+4.
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