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Symbolverzeichnis

p�qri,js Antisymmetrisierung bzgl. der Indizes i und j

p�qti,ju Symmetrisierung bzgl. der Indizes i und j

p � , � q Hilbert-Raum Skalarprodukt

paqn Pochhammer-Symbol

z̄ komplex konjugiertes von z

l Wellenoperator

D0 Wightman-Domäne

H leere Menge

ψpκq Quantenfeld

glpV q allgemeine lineare Lie-Algebra von V

ISLp2,Cq quantenmechanische Poincaré-Gruppe

txu gröÿtes n P Z, sodass n ¤ x

φi skalares Feld

Ω Vakuum

ϕ masselose freie Feld

A � B A ist isomorph zu B

Bp � , � q Euler-Beta-Funktion

C quantenmechanische konforme Gruppe

C0 konforme GrupperC Universelle Überlagerunsgruppe von C
Dpj1,j2q Darstellung der Lorentz-Gruppe pj1, j2q

H Hilbert-Raum

L Ò
� eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe

MC komplexi�zierter Minkowski-Raum

M Konform-kompakti�zierter Minkowski-Raum

M Minkowski-Raum

N0 natürliche Zahlen mit 0
O1 kausales Komplement von O1

Opk,Lq quasiprimäres Feld mit Skalendimension k und Spin L

PÒ
� eigentliche orthochrone Poincaré-Gruppe

PpOq Polynomalgebra zum Gebiet O
P` Projektion auf das Höchstgewicht `

R� Reelle Zahlen ohne Null

Sn n-dimensionale Einheitssphäre
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Symbolverzeichnis

Sn symmetrische Gruppe

sij Transposition der Elemente/Indizes i und j

SLp2,Cq quantenmechanische Lorentz-Gruppe

Tn Röhre

V� Vorwärstlichtkegel

V px1, x2q Twist-2-Bi-Feld

Vκpx1, x2q Twist-2κ-Bi-Feld
VJ � K formale Potenzreihe mit Koe�zienten in V
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1 Einleitung

Quantenfeldtheorie ist eine Vereinigung von Quantenphysik mit den Prinzipien der klassi-
schen (relativistischen) Feldtheorie, insbesondere dem Prinzip der Lokalität bzw. Kausali-
tät. Ihr Ursprung liegt in der Theorie der Elementarteilchen. Konforme Invarianz spiegelt
die Idee wieder, dass nur Längenverhältnisse an einem Punkt eine invariante Bedeutung
haben.

Die Welt ist sicher nicht konform-invariant. Warum betrachtet man konforme Quanten-
feldtheorien in vier Raumzeitdimensionen, wenn schon die Anwesenheit diskreter Massen
die schwächere Symmetrie der Skaleninvarianz und somit erst recht die konforme Invarianz
bricht?

Die Hauptmotivation liegt sicher darin, dass Theorien mit konformer Invarianz eine gröÿere
Chance zur Konstruktion von Modellen bieten. Trotz des quantitativen Erfolgs von Quan-
tenfeldtheorien ist es immer noch eine groÿe Herausforderung, mathematisch konsistente
Quantenfeldtheorien in vier Raumzeitdimensionen zu konstruieren. Dies rechtfertigt es,
Modelle zu betrachten, welche z.B. höhere Symmetrien aufweisen oder aber in weniger als
vier Raumzeitdimensionen de�niert sind und zu guter Letzt sogar beides. Zum Letzteren
gehören vor allem konforme Feldtheorien in zwei Raumzeitdimensionen, wo viele Erfolge
zu vorzuweisen sind [7].

Nikolov und Todorov haben in [26] vorgeschlagen Quantenfeldtheorien zu betrachten, wel-
che globale konforme Invarianz aufweisen, sich kovariant unter endlichen konformen Trans-
formationen1 auf dem Minkowski-Raum transformieren. Für diese Theorien gilt das Huy-
genssche Prinzip, eine starke Form der Lokalität. Dies führt zusammen mit der Forderung
der Energiepositivität zu einer einfachen Struktur der Korrelationsfunktionen in Form von
rationalen Funktionen und bietet einen Rahmen, in der die Konstruktion von Modellen
machbar erscheint. Mit Methoden unter anderem aus der zweidimensionalen konformen
Quantenfeldtheorie wurden in [26, 23, 24, 18, 19, 20, 2, 22, 21] global konform-invariante
Quantenfeldtheorien untersucht.

In [21, 22] wurden Bedingungen an den singulärsten Teil verbundener Korrelationsfunk-
tionen zweier skalarer Felder gleicher Skalendimension gefunden. Diese Einschränkungen
ermöglichen einerseits zu zeigen, dass Theorien skalarer Felder der Skalendimension zwei
nur durch Wick-Produkte freier Felder erzeugt werden. Auf der anderen Seite erlauben
die Einschränkungen für höhere Skalendimensionen Polstrukturen, welche nicht von Wick-
Produkten freier Felder kommen können. Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, diese Polstruk-
turen der so genannten Doppelpole besser zu verstehen. Ein Verständnis dieser Strukturen
kann sich in zweierlei Hinsicht als nützlich erweisen. Zum einen gibt es eventuell Aufschluss
über die Struktur nicht-trivialer Korrelationsfunktionen. Zum anderen könnte die Kennt-
nis der Doppelpolstrukturen zusammen mit weiteren Erkenntnissen, diese wohl möglich

1im Gegensatz zur lokalen konformen Invarianz, der Invarianz unter den in�nitesimalen Erzeugern
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1 Einleitung

ausschlieÿen, was ein Hinweis auf Trivialität von Theorien mit global konform-invarianter
Theorie sein könnte. Zu guter Letzt kann jede weitere Einschränkung auf die Struktur der
Korrelationsfunktionen von möglichen Modellen wichtig für die Klassi�kation möglicher
Modelle in dieser Theorie sein.

Die Arbeit strukturiert sich wie folgt.

Im zweiten Kapitel wiederholen wir kurz, was wir unter einer axiomatischen Quantenfeld-
theorie verstehen. Hierauf aufbauend de�nieren wir solche Theorien, welche zusätzlich die
Bedingung der global konformen Invarianz erfüllen. Dies hat weitreichende Konsequenzen.
Zuerst impliziert die Möglichkeit mit einer konformen Transformation zueinander raumar-
tig Punkte in zeitartige zu transformieren, so dass Felder nicht nur für raumartige Abstän-
de (Lokalität), sondern auch für zeitartige Abstände kommutieren (Huygenssche Prinzip).
Dies hat zusammen mit der Spektrumsbedingung (Energiepositivität) zur Folge, dass sich
die Korrelationsfunktionen durch rationale Funktionen in den Lorentz-Abständen pxi�xjq2

der Punkte darstellen lassen. Die Wightman-Positivität liefert, dass solche Funktionen nur
Pole endlichen Ranges besitzen können und sich somit jede n-Punktfunktion mit einer
endlichen Zahl von Parametern darstellen lässt.

Im dritten Kapitel gehen wir auf die Operatorproduktentwicklung ein. Diese ist am besten
in so genannten Twist-Bi-Feldern verstanden. Die Existenz einer unendlichen Anzahl von
erhaltene Strömen ist äquivalent mit der Harmonizität der Twist-2-Bi-Felder in beiden Ar-
gumenten. Diese Biharmonizität liefert wiederum kinematische Einschränkungen an den
singulärsten Anteil der verbundenen Korrelationsfunktion zweier skalarer Felder gleicher
Skalendimension mit anderen skalaren Feldern, beschrieben durch eine partielle Di�erenti-
algleichung dritter Ordnung. Die biharmonischen Felder sind insbesondere wieder Huygens-
bilokal, wenn nur Einfachpole vorkommen oder anders ausgedrückt, wenn die Korrelati-
onsfunktionen keine so genannten Doppelpole enthalten.

Im Kapitel vier betrachten wir die Einschränkungen an die Korrelationsfunktionen, welche
durch die Biharmonizität des Twist-2-Anteils gegeben sind, für Vier- und Fünfpunktfunk-
tionen. Für Vierpunktfunktionen lassen sich dabei die möglichen Strukturen explizit ange-
ben. Insbesondere ist die Vierpunktfunktion eines biharmonischen Feldes mit zwei skalaren
Feldern unterschiedlicher Skalendimension schon bis auf eine Konstante festgelegt. Auÿer-
dem erfüllen alle Vierpunktfunktionen trivialerweise die Einfachpoleigenschaft. Somit sind
Vierpunktfunktionen biharmonischer Felder immer rational. Wir können zeigen, dass dies
auch für Fünfpunktfunktionen der Fall ist.

Im fünften Kapitel betrachten wir Korrelationsfunktionen, bei denen so genannte Doppel-
pole auftreten. Dies bedeutet insbesondere, dass die Korrelationsfunktionen der zugehö-
rigen biharmonischen Felder keine rationalen Funktionen mehr sind. Ziel ist es die Pol-
struktur solcher Doppelpole zu verstehen. Wir können z.B. zeigen, dass diese Doppelpole
immer in Paaren auftreten. Weiterhin haben wir den singulärsten Anteil dieser Strukturen
für beliebig hohe Skalendimensionen komplett verstanden.
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2 Grundlagen

2.1 Relativistische Quantenfeldtheorie

Es gibt unterschiedliche Zugänge zur Quantenfeldtheorie, wie die Wightman-Axiome, eukli-
dische Quantenfeldtheorien nach Osterwalder-Schrader oder algebraische Quantenfeldtheo-
rie nach Haag-Kastler. Wir konzentrieren uns in dieser Arbeit auf den Wightman-Zugang in
vier Raumzeitdimensionen. Einige Ergebnisse können jedoch auf beliebige (gerade) Anzahl
von Raumzeitdimensionen verallgemeinert werden.

Wir wählen Einheiten, in denen ~ � c � 1 ist und bezeichnen mit M � pR4, pηµνqq
den Minkowski-Raum mit der Metrik pηµνq � diagp�1, 1, 1, 1q. Punkte x P M schrei-
ben wir als x � px0, x1, x2, x3q � px0,xq. Für x, y P M bezeichnen wir das Lorentz-
Produkt mit x � y � ηµνx

µxν � xµy
µ � x � y � x0y0. Auÿerdem kürzen wir x2 � x � x

ab.

Mit V� � t x P M | �x2 ¡ 0, x0 ¡ 0 u bezeichnen wir den Vorwärtslichtkegel . Ferner
bezeichnen wir mit L Ò

� � SOp3, 1q0 die Menge aller eigentlichen orthochronen Lorentz-
Transformationen. Sie ist gegeben durch alle homogenen linearen Transformationen Λ, für
die det Λ � 1 und Λ0

0 ¡ 0 ist und zusätzlich Λx � Λy � x � y für alle x, y P M gilt. Die
Gruppe Spin0p3, 1q � SLp2,Cq bezeichnen wir als quantenmechanische Lorentz-Gruppe.
Sie ist zweifache Überlagerung und insbesondere (in vier Raumzeitdimensionen) auch die
universelle Überlagerungsgruppe von L Ò

�. Wir haben folgende exakte Sequenz von Lie-
Gruppen:

1 ÝÑ Z2 � t�1,�1u ÝÑ Spin0p3, 1q � SLp2,Cq ÝÑ L Ò
� � SO0p3, 1q ÝÑ 1 , (2.1)

d.h. die Pfeile sind Lie-Gruppen-Morphismen und das Bild eines Pfeils entspricht dem
Kern des nächsten. Die Gruppe SLp2,Cq ist gegeben durch alle komplexen 2� 2-Matrizen
mit Determinante 1. Wir bezeichnen mit ΛpAq die zu A P SLp2,Cq zugehörige Lorentz-
Transformation. Wenn klar ist, was gemeint ist, identi�zieren wir A direkt mit ΛpAq
und schreiben für die Wirkung auf ein x P M nur Ax. Wir erinnern, dass die endlich-
dimensionalen (komplex) irreduziblen Darstellungen der Lorentz-Gruppe Dpj1,j2q gewöhn-
lich durch das Gewicht pj1, j2q (mit ji P 1

2Z) gekennzeichnet werden. Dabei hat die Darstel-
lung pj1, j2q die Dimension p2j1�1qp2j2�1q und wird gewöhnlich in der Spinor-Schreibweise
mit 2j1 ungepunkteten und 2j2 gepunkteten Indizes notiert. Eine explizite Beschreibung
ist z.B. in [6] gegeben. Für gerades j1 � j2 ist Dpj1,j2qp�1q � 1 und die Darstellungen sind
insbesondere echte (eindeutige) Darstellungen von L Ò

�. Für ungerades j1 � j2 hingegen ist

Dpj1,j2qp�1q � �1 und die Darstellung ist als Darstellung von L Ò
� zweideutig. Die reellen

irreduziblen Darstellungen sind durch pj1, j2q`pj2, j1q für j1 � j2 bzw. pj1, j1q gegeben. Wir
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2 Grundlagen

erinnern uns noch, dass die Darstellung pL{2, L{2q durch symmetrische spurfreie Tensoren
vom Rang L geschrieben werden kann, d.h.

Λ : ψµ1,...,µL ÞÑ Λ µ1
ν1 � � �Λ µL

νL
ψν1,...,νL

ηµ1µ2ψµ1,...,µL � 0, ψµσ1,...,µσL � ψµ1,...,µL für σ P SL . (2.2)

Wir nutzen dafür auch die abkürzende Schreibweise:

Λ : ψ ÞÑ pΛb � � � b Λqψ . (2.3)

Die eigentliche orthochrone Poincaré-Gruppe PÒ
� � R4 �L Ò

� ist das semidirekte Produkt

aus der Lorentz-Gruppe L Ò
� und der Translationsgruppe R4. Sie ist gegeben durch das Mul-

tiplikationsgesetz pa1,Λ1qpa2,Λ2q � pa1 � Λ1a2qpΛ1Λ2q. Wir de�nieren noch die quanten-
mechanische Poincaré-Gruppe analog als ISLp2,Cq � R4�SLp2,Cq mit pa1, A1qpa2, A2q �
pa1 � ΛpA1qa2, A1A2q.

2.1.1 Wightman-Axiome

In diesem Abschnitt fassen wir zusammen, welche Eigenschaft eine relativistische Quanten-
feldtheorie erfüllen soll. Diese Formulierung geht zurück auf Garding und Wightman (vgl.
[28]) und deshalb spricht man auch oft von denWightman-Axiomen .

In der Wightmanschen Quantenfeldtheorie sind grundlegenden physikalische Annahmen
axiomatisiert. Die erste Forderung ist Lokalität. Weiterhin möchte man Kovarianz unter
der Wirkung der Poincaré-Gruppe und die Existenz eines eindeutigen Zustands niedrigster
Energie, dem Grundzustand. Um eine Wahrscheinlichkeitsinterpetation zu haben, fordert
man Unitarität der Theorie.

Es gibt zwei solcher Axiomensysteme. Bei der einen Formulierung steht das Feld als opera-
torwertige Distribution im Vordergrund. Bei der anderen die Korrelationsfunktionen, d.h.
die Vakuumerwartungswerte der Felder. Erstere lassen sich aus der Kenntnis aller mögli-
chen Korrelationsfunktionen (re)konstruieren.

Eine Quantenfeldtheorie im Sinne Wightmans ist gegeben durch einen Hilbert-Raum H,
eine unitäre Darstellung der quantenmechanischen Poincaré-Gruppe pa, Aq ÞÑ Upa, Aq und
einen Satz von (die Theorie erzeugenden) Feldern

 
ψp1q, . . . , ψpNq

(
. Es kann sich dabei um

nur ein Feld (N � 1) oder mehrere Felder handeln. Wir nehmen an, dass sich jedes Feld
ψpκq unter einer endlich-dimensionalen irreduziblen Darstellung der quantenmechanischen
Lorentz-Gruppe SLp2,Cq transformiert. Es kann sich dabei also um ein beliebiges spinor-

wertiges oder vektorwertiges Feld handeln. Seine Komponenten bezeichnen wir mit ψpκql ,

wobei l � p1, . . . , rκq. Wenn ψpκql kein hermitesches Feld ist, so soll es Indizes κ̄ und l̄ geben,
sodass das hermitesch konjugierte Feld gegeben ist als:

ψ
pκq
l

�
� ψ

pκ̂q

l̂
. (2.4)

Axiom 1 (Relativistische Invarianz der Zustände). Die Zustände werden als Einheitsstrah-
len eines seperablen Hilbert-Raums H beschrieben. Es existiert eine stark-stetige unitäre
Darstellung pa, Aq ÞÑ Upa, Aq der quantenmechanischen Poincaré-Gruppe ISLp2,Cq auf
dem Hilbert-Raum H.
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2.1 Relativistische Quantenfeldtheorie

Insbesondere ist Upaq :� Upa, 1q eine stark-stetige Darstellung von R4 und es gibt selbst-
adjungierte Operatoren Pµ aufHmit zugehörigem SpektralmaÿEΩ auf R4, sodass

pΦ, UpaqΦq � pΦ, expp�iaµPµqΦq �
»

R4

e�iaµλµ dpΦ, EλΦq . (2.5)

Dabei ist P0 der Energieoperator und P � pP1, P2, P3q der Impulsoperator. Als relativis-
tische Formulierung der Energiepositivität fordert man:

Axiom 2 (Spektrumsbedingung). Das Spektrum des Energie-Impuls-Operators P liegt
im abgeschlossen Vorwärtslichtkegel V�.

Axiom 3 (Existenz und Eindeutigkeit des Vakuums). Es existiert ein (bis auf einen Pha-
senfaktor) eindeutiger Vektor Ω P H, der so genannte Vakuumvektor, welcher invariant
unter Translationen Upa, 1q ist, d.h.

Upa, 1qΩ � Ω für alle a P M . (2.6)

Wir nennen Ω das Vakuum oder den Vakuumsvektor .

Insbesondere ist dann Ω invariant unter der gesamten quantenmechanischen Poincaré-
Gruppe (vgl. [28]).

Des Weiteren gibt es Annahmen über die Domäne und Stetigkeit der Felder, welche eher
technischer Natur sind.

Axiom 4 (Invariante Domäne für Felder). Es gibt einen dichten linearen Unterraum D �

H. Die Komponenten der Felder ψpκql sind operatorwertige temperierte Distributionen,
welche auf D de�niert sind (vgl. Anhang A). Es ist Ω P D und die Domäne D ist stabil

unter der Wirkung der Felder und Darstellung, d.h. ψpκql pfqD � D für f P S pMq sowie
Upa, AqD � D.
Axiom 5 (Poincaré-Kovarianz der Felder). Für pa, Aq P ISLp2,Cq und f P S pM,Crκq ist

Upa, AqψpκqpfqUpa, Aq�1Ψ � ψpκqpfa,AqΨ (2.7)

für alle Ψ P D, wobei

fa,Apxq � V pκqpA�1q:fpΛpAq�1px� aqq . (2.8)

Wie schreiben dies formal als:

Upa, Aqψpκql pxqUpa, Aq�1 �
¸
k

V
pκq
lk pA�1qψ

pκq
k pΛpAqx� aq � V pκqpA�1qψpκqpΛpAqx� aq .

(2.9)
A ÞÑ V pκqpAq ist eine reelle oder komplexe endlich-dimensionale (genauer rκ-dimensionale)
Matrixdarstellung der Gruppe SLp2,Cq.

Axiom 6 (Lokale Kommutativität und mikroskopische Kausalität). Besitzen f P S pM,Crκq
und g P S pM,Crκ1 q raumartig getrennten Träger, d.h. aus x P supp f und y P supp g folgt
px� yq2 ¡ 0, so ist für Ψ P D:�

ψpκqpfqψpκ
1qpgq � sκ,κ1ψ

pκ1qpgqψpκqpfq
�

Ψ � 0 , (2.10)

mit sκ,κ1 � �1, wenn ψpκq und ψpκ
1q fermionische Felder sind und sκ,κ1 � 1 sonst1.

1Wir fordern also eine normale Verbindung zwischen Spin und Statistik (vgl. [6]).
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2 Grundlagen

Axiom 7 (Zyklizität des Vakuums). Die Menge D0 (Wightman-Domäne) aller endlichen
Linearkombinationen von Vektoren der Form

ψpκ1qpf1q � � �ψ
pκmqpfmqΩ mit fi P S pM,Crκi q , (2.11)

ist dicht in H.

2.1.2 Wightmanfunktionen

Aus der Axiomatik folgt, dass die Korrelationsfunktionen bestimmte Eigenschaften erfüllen.
Andersherum lässt sich bereits aus der Kenntnis aller Wightmanfunktionen die komplette
Theorie (bis auf unitäre Äquivalenz) wiedergewinnen. Wir geben ein äquivalentes Axio-
mensystem für die Wightmanfunktionen an, da diese später die zentralen Objekte sind,
welche wir untersuchen werden.

Wir bezeichnen die Wightmanfunktionen mit

Wpκ1���κnq
l1���ln

px1, . . . , xnq �
A
ψ
pκ1q
l1

px1q . . . ψ
pκnq
ln

pxnq
E
�

�
Ω, ψpκ1q

l1
px1q . . . ψ

pκnq
ln

pxnqΩ
	

(2.12)

oder auch
Wn �

�
Wpκ1���κnq
l1���ln

	
. (2.13)

Insbesondere folgt aus dem Kerntheorem (siehe Anhang A), dass Wpκ1���κnq
l1���ln

auch gleichzei-
tig eine Distribution aus S 1pMnq ist. Wir fassen die Eigenschaften dieser Distributionen
zusammen.

Wightman 1 (Regularitätseigenschaften). DieWightmanfunktionen sind temperierte Dis-

tributionen, d.h. Wpκ1���κnq
l1�ln

P S 1pMnq mit

Wpκ1���κnq
l1���ln

pfq �

»
Mn

Wpκ1���κnq
l1���ln

pfq � fpx1, . . . , xnq dx1 � � � dxn . (2.14)

Wightman 2 (Hermitizitätseigenschaft). Es gilt:

xψ
pκ1q
l1

px1q � � �ψ
pκnq
ln

pxnqy � xψ
pκ̄nq

l̄n
pxnq � � �ψ

pκ̄1q

l̄1
px1qy . (2.15)

Wightman 3 (Wightman-Positivität).

8̧

m,n�0

¸
κ1,...,κm
l1,...,lm

xψ
pκ̄mq

l̄m
pxmq � � �ψ

pκ̄1q

l̄1
px1qψ

pκ11q

l11
py1q � � �ψ

pκ1nq
l1n

pynqy�

� f
pκ1���κmq
l1���lm

pxm, . . . , xnqf
pκ11���κ

1
nq

l11���l
1
n

pym, . . . , ynqdx1 � � � dxm dy1 � � � dyn ¥ 0

für jedes System von Testfunktionen tfκ1���κn
l1���ln

u mit fκ1���κn
l1���ln

P S pMnq bei dem nur endlich
viele nicht verschwinden.

12



2.1 Relativistische Quantenfeldtheorie

Wightman 4 (Translationsinvarianz und Spektrumsbedingung). Es existieren temperierte

Distributionen W pκ1���κnq
`1���`n

P S 1pMn�1q mit

Wpκ1���κnq
`1���`n

pfq �

»
Mn

W
pκ1���κnq
`1���`n

�
fpxq

�
dx (2.16)

wobei

fpxqpy1, . . . , yn�1q � fpx, x� y1, x� y1 � y2, . . . , x� y1 � � � � � yn�1q (2.17)

ist. Formal geschrieben als

Wpκ1���κnq
`1���`n

px1, . . . , xnq �W
pκ1���κnq
`1���`n

px1 � x2, . . . , xn�1 � xnq (2.18)

und die Fouriertransformierte von W pκ1���κnq
`1���`n

xW pκ1���κnq`1���`n pk1, . . . , kn�1q � p2πq�2pn�1q

»
Mn�1

W
pκ1���κnq
`1���`n

px1, . . . , xn�1q �expp�i
n�1̧

j�1

kj �xjq

(2.19)
hat Träger im n-fachen kartesischen Produkt des Vorwärtslichtkegels, d.h.

supp xW pκ1���κnq
`1���`n

�
�
V �

	n�1
. (2.20)

Wightman 5 (Relativistisches Transformationsgesetz). Für pa,Aq P ISLp2,Cq gilt:

V pκ1qpA�1q b � � � b V pκnqpA�1qWpκ1���κnqpAx1 � a, . . . , Axn � aq �Wpκ1���κnqpx1, . . . , xnq

(2.21)

im Sinne von Distributionen.

Wightman 6 (Clustereigenschaft). Für raumartiges a P M gilt:

Wpκ1���κnq
`1���`n

px1, . . . , xk, xk�1�λ, . . . , xn�λq ÑW
pκ1���κkq
`1���`k

px1, . . . , xkqW
pκk�1���κkq
`k�1���`k

pxk�1, . . . , xnq
(2.22)

für tÑ8.

Wightman 7 (Lokalität). Für pxk � xk�1q
2 ¡ 0 gilt:

Wpκ1���κnq
l1���ln

px1, . . . , xnq � sκk,κk�1
Wpκ1���κk�1κk���κnq
l1���lk�1lk���ln

px1, . . . xk�1, xk, . . . , xnq . (2.23)

Das Wightman-Rekonstruktionstheorem (vgl. [6] Theorem 8.6, S. 339) besagt, dass aus der
Kenntnis der Wightmanfunktionen, welche die Eigenschaften Wightman 1-7 erfüllen, sich
die Felder konstruieren lassen, welche Axiom 1-7 für die Felder erfüllen und die gleichen
Wightmanfunktionen besitzen.

Die Clustereigenschaft motiviert die De�nition der so genannten trunkierten Wightman-

funktionen. Wir de�nieren sie für bosonische Felder ψpκiqli
�: Ai. Sie sind gegeben durch

xA1y
T � xA1y und die die Rekursionsrelation

xA1 � � �Any �
¸
xAj1,1 � � �Aj1,k1 y

T � � �
@
Ajν,1 � � �Ajν,kν

DT
, (2.24)

13



2 Grundlagen

wobei die Summe über alle Aufteilungen der Indizes t1, . . . , nu in Gruppierungen läuft,
sodass die Indizes in jeder Gruppierung aufsteigend sortiert sind. Eine typische Aufteilung
ist von der Form:

t1, . . . , nu � tj1,1, . . . , j1,k1u Y � � � Y tjν,1, . . . , jν,kνu , (2.25)

wobei 1 ¤ ν ¤ die Anzahl der Gruppierungen und k1, . . . , kν die Länge der jeweiligen Grup-
pierung ist. Es sei bemerkt, dass aus der Translationsinvarianz folgt, dass die Einpunktfunk-
tion eine Konstante ist. Ist die Theorie zusätzlich skaleninvariant, so verschwindet diese ins-
besondere, da Null die einzige Konstante ist, welche invariant unter Skalentransformationen
bleibt. Nehmen wir an, dass xAiy � 0 ist. Dann gilt folglich:

xA1A2y
T � xA1A2y

xA1A2A3y
T � xA1A2A3y

xA1A2A3A4y
T � xA1A2A3A4y � xA1A2yxA3A4y � xA1A3yxA2A4y � xA1A4yxA2A3y

(2.26)
usw.

Ist für ein Feld nur die trunkierte Zweipunktfunktion ungleich Null, so sind alle Korrelati-
onsfunktionen durch die Zweipunktfunktion gegeben und man spricht von einem verallge-
meinerten freien Feld .

Unter der Beachtung, dass mit unseren Konventionen der duale Kegel V �
� � V� ist folgt aus

der Spektrumsbedingung (4) zusammen mit Theorem A.1, dassxxW py1, . . . , yn�1q �W p�y1, . . . ,�yn�1q

Randwert einer in Mn�1�iV n�1
� analytischen Funktion ist. Wir halten fest:

Theorem 2.1. Die reduzierten Wightmanfunktionen W
pκ1���κnq
l1���ln

sind Randwerte von (ten-

sorwertigen) analytischen Funktionen im Sinne von S 1pMn�1q, welche analytisch in der
Röhre Tn :� Mn�1 � iV n�1

� sind.

Für eine o�ene Menge O P M, sei PpOq die Polynomalgebra von O generiert durch endliche
komplexe Linearkombination aller möglichen Operatoren der Form

A :�
»
ψ
pκ1q
l1

px1q � � �ψ
pκnq
ln

pxnqfpx1, . . . , xnq dx1 � � � dxn , (2.27)

wobei die Testfunktion f P S pMnq in On getragen sein soll (für n � 0 ist A P C ein
Vielfaches des Einheitsoperators). Mit O1 bezeichnen wir das kausale Komplement, wel-
ches gegeben ist durch das Innere der Menge aller Punkte, welche raumartig zu O liegen,
d.h.

O1 �
 
x PM | px� yq2 ¡ 0 für alle x P O

(�
. (2.28)

Insbesondere liegt wegen der Wightman 7 die Menge PpMqΩ dicht inH. Als nützlich erweist
sich folgendes Theorem, welches auf Reeh und Schlieder zurückgeht:

Theorem 2.2 (Reeh-Schlieder, vgl. [6] Proposition 8.2 und 8.3). Sei O � M o�en.

1. Ω ist zyklisch für PpOq, d.h. PpOqΩ ist dicht H.

2. Ist zusätzlich O1 � H, dann ist Ω separierend für PpOq, d.h. für ein T P PpOq mit
TΩ � 0 ist T � 0.

14



2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

Seit der Entdeckung der konformen Invarianz der Maxwellschen Gleichungen gewinnen kon-
forme Symmetrien immer wieder Anziehungskraft in der theoretischen und mathematischen
Physik. In diesem Abschnitt betrachten wir Wightmansche Quantenfeldtheorien, welche
eine solche höhere Symmetrie aufweisen, genauer so genannte global konforme-invariante
Quantenfeldtheorien.

Wir werden zeigen, dass Invarianz von Wightmanfunktionen unter endlichen konformen
Transformationen2 das so genannte Huygenssche Prinzip zur Folge hat, d.h. Felder kommu-
tieren nicht nur für raumartige Separationen (Einstein-Lokalität) sondern sowohl für raum-
als auch zeitartig separierte Felder (Huygens-Lokalität). Dies wiederum hat zusammen mit
der Spektrumsbedingung (Energiepositivität) rationale Korrelationsfunktionen zur Folge.
Wightman-Positivität führt dazu, dass die Pole in den Poincaré-Invarianten pxi�xjq2 uni-
formen Schranken (den so genannten Polschranken/Unitaritätsschranken) unterliegen. Dies
hat zusammen mit der Rationalität zur Folge, dass die n-Punktfunktionen nur durch eine
endliche Anzahl von Parametern gegeben sind und bietet somit einen Rahmen, welcher at-
traktiv für die Untersuchung und Konstruktion von Modellen ist.

2.2.1 Die konforme Gruppe

Als konforme Transformationen gelten Transformationen, welche Winkel, also das Verhält-
nis von Längen (zumindest in�nitesimal) invariant lassen. Diese Eigenschaft lässt sich für
Räume mit inde�niter Metrik (z.B. Lorentzsche Mannigfaltigkeiten) verallgemeinern.

Für den Zweck dieser Arbeit ist folgende De�nition hinreichend. Eine reelle rationale Ko-
ordinatentransformation g : x ÞÑ ypxq des Minkowski-Raums M (mit evtl. Singularitäten)
wird konform genannt, wenn die Metrik unter der Transformtion mit einer positiven Funk-
tion in x multipliziert wird, d.h.

dy2 �
dx2

pωpx, gqq2
. (2.29)

Der konforme Faktor ωpx, gq erfüllt dabei eine Kozyklus-Relation:

ωpx, g1g2q � ωpg2x, g1qωpx, g2q (2.30)

und ist maximal quadratisch in x. Die Gruppe der konformen Transformationen bezeichnen
wir mit C0.

Neben der Untergruppe der Poincaré-Transformationen, für welche der konforme Faktor de-
�nitionsgemäÿ ωpx,PÒ

�q � 1 ist, gibt es zum einen die ein-parametrige Untergruppe beste-
hend aus denDilatationen, auch Skalentransformationen genannt, der Form:

gλ : x ÞÑ λx, (2.31)

wobei λ eine positive Zahl und ωpx, gλq � λ�1 ist.

2im Gegensatz zu lokaler konformer Invarianz, wo man nur die Invarianz unter in�nitesimalen Transfor-
mationen fordert

15



2 Grundlagen

Weiterhin gibt es noch die 4-parametrige Untergruppe der speziellen konformen Transfor-
mationen, welche gegeben sind durch:

ga : x ÞÑ
x� x2 a

1� 2 x � a� a2 x2
, (2.32)

wobei a P M und ωpx, gaq � 1 � 2 x � a � a2 x2 ist. Man beobachtet, dass ga für x
mit 1� 2 x � a� a2x2 � 0 Singularitäten besitzt. Diese verschwinden, wenn man zu dem
konform-kompakti�zierten Minkowski-Raum M übergeht. Dieser ist eine kompakte Man-
nigfaltigkeit, welche M als eingebettete dichte Teilmenge enthält und kann parametri-
siert werden als projektiver Raum aller isotropen Punkte in R4�2 (siehe Anhang B):

M � Q{R�, � S3 � S1{Z2 Q �
 
ξ P R4�2 | ξ � 0, ξ2 :� ξ2 � ξ2

4 � ξ2
�1 � ξ2

0 � 0
(
.

Es sei bemerkt, dass jede spezielle konforme Transformation ga als Produkt einer Inversion
mit einer Translation um a mit einer weiteren Inversion dargestellt werden kann (vgl.
[11]):

x ÞÑ
x
x2

ÞÑ
x
x2
� a ÞÑ

x
x2 � a�
x
x2 � a

�2 �
x� x2 a

1� 2 x � a� a2 x2
. (2.33)

Daraus leitet man leicht die Regel gagb � ga�b und daraus wiederum g�1
a � g�a ab.

Dies kann nützlich sein, wenn man einen Ausdruck auf konforme Invarianz überprüfen
will.

Das Lorentz-Intervall px�yq2 zweier Punkte transformiert sich wie folgt unter der Wirkung
einer konformen Transformation g P C0:

pgx� gyq2 �
px� yq2

ωpx, gqωpy, gq
. (2.34)

Damit kann man beispielsweise zeigen, dass die so genannten anharmonischen Verhältnisse
von vier Punkten x1, . . . , x4 P M:

s � spx1, . . . , x4q �
x2

12x2
34

x2
13x2

24

t � tpx1, . . . , x4q �
x2

14x2
23

x2
13x2

24

, (2.35)

invariant unter konformen Transformationen sind. Nach Konstruktion kürzen sich alle kon-
formen Faktoren weg.

Die so gewonnene 15-parametrige (Matrix-Lie-) Gruppe C0 obiger rationaler Transformatio-
nen ist isomorph zur Faktorgruppe SO0p4, 2q{Z2 von der Zusammenhangskomponente der
Identität der Pseudo-Rotationen SO0p4, 2q bezüglich deren Zentrum Z2 � t1,�1u.

2.2.2 Darstellungen der konformen Gruppe

Um auch Felder mit halbzahligen Spin (d.h. Fermionen) beschreiben zu können, sind wir
interessiert an Darstellungen der endlichen Überlagerung der C � Spin0p4, 2q � SUp2, 2q
der konformen Gruppe C0 von M, welche insbesondere die quantenmechanische Lorentz-
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2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

und Poincaré-Gruppe SLp2,Cq bzw. ISLp2,Cq als Untergruppe enthält (vgl. [16] und [26]
Abschnitt 4 (4.4)). Die Gruppe C ist eine vierfache Überlagerung der konformen Gruppe
C0

1 Ñ Z4 Ñ C � Spin0p4, 2q � SUp2, 2q Ñ C0 � SO0p4, 2q{Z2 Ñ 1 (2.36)

und ist gegeben durch alle 4� 4-Matrizen g mit

detβ � 1, gβg� � β, β �

�
112 0
0 �112

�
, (2.37)

wobei 112 die 2� 2 Einheitsmatrix ist. Die quantenmechanische konforme Gruppe C wirkt
(über die kanonische Projektion auf C0) transitiv (siehe Anhang B) auf M, dem konform-
kompakti�zierten Minkowski-Raum.

Die Fundamentalgruppe π1pCq von C ist Z. Somit ist die universelle ÜberlagerungsgrupperC von C eine unendliche Überlagerung von C:

1 Ñ π1pCq � Z Ñ rC Ñ C � Spin0p4, 2q � SUp2, 2q Ñ 1 . (2.38)

Sie ist insbesondere keine Matrixgruppe (d.h. es gibt keine treue endlich-dimensionale
Darstellung auf einem Vektorraum).

In [16] sind alle unitären Strahlen-Darstellungen positiver Energie von C klassi�ziert. Sie
liefern insbesondere eine echte unitäre Darstellung der Gruppe rC mit positiver Energie
P 0 ¥ 0. Es sei bemerkt, dass positive Energie P 0 ¥ 0 auch H ¥ 0 impliziert, wo-
bei H der so genannte konforme Hamiltonian gegeben durch H � pP 0 � K0q{2 und
K0 ein Generator der speziellen konformen Transformation ist. Die Darstellungen sind
Felddarstellungen, welche durch Darstellungen der endlich-dimensionalen maximalen kom-
pakten Untergruppe SpUp2q�Up2qq induziert und durch ein Tripel pd, j1, j2q charkterisiert
sind.

Für Felder auf dem Minkowski-Raum ist d die Skalendimension und pj1, j2q bezeichnet die
irreduzible Darstellung der quantenmechanischen Lorentz-Gruppe SLp2,Cq. Die Bedingung
der Unitarität erlaubt nur die Darstellungen

1. triviale Darstellung d � j1 � j2 � 0

2. j1, j2 � 0, d ¡ j1 � j2 � 2

3. j1j2 � 0, d ¡ j1 � j2 � 1

4. j1, j2 � 0, d � j1 � j2 � 2

5. j1j2 � 0, d � j1 � j2 � 1.

Die korrespondierenden Felder sind im vierten Fall erhalten und erfüllen im fünften Fall
freie Feldgleichungen (vgl. [33]). Die Darstellungen sind insbesondere eindeutige Darstellun-
gen für C, wenn der Twist , gegeben durch d�j1�j2, eine positive ganze Zahl ist.
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2 Grundlagen

2.2.3 Global konforme Invarianz

Wir betrachten eine Wightmansche Quantenfeldtheorie, nur jetzt statt des relativistischen
Transformationsgesetzes unter pa, Aq P ISLp2,Cq:

ψpκqpxq Ñ V pκqpAq�1ψpκqpAx� aq , (2.39)

fordern wir ein allgemeineres Transformationsgesetz unter konformen Transformationen
g P C:

ψpκqpxq Ñ πxpgq
�1ψpκqpgxq , (2.40)

gültig für alle x P M, sodass das Bild gx P M ist. Dabei ist πxpgq für alle g und alle x mit
gx P M ein Automorphismus von Crκ . Es ist πxptaq � 1 für Translationen ta : x ÞÑ x � a
und für alle g1, g2 P C ist die Relation

πxpg1g2q � πg2xpg1qπxpg2q pgx P Mq (2.41)

erfüllt. Für alle g aus der Untergruppe R��SLp2,Cq der Skalen- und Lorentz-Transformationen
ist πxpgq insbesondere unabhängig von x.

Wir nehmen an, dass πxpgq durch eine Darstellung pd, j1, j2q aus dem Abschnitt zuvor in-
duzierte ist. Speziell für Dilatationen gλ : x ÞÑ λx gilt dann:

ψpκqpxq ÞÑ πpκqx pgq�1ψpκqpλxq � λdψpκqpλxq , (2.42)

wobei d die Skalendimension des Feldes ist. Wir erinnern uns, dass die Darstellung nur
eindeutig ist, wenn d� j1 � j2 eine ganze Zahl ist.

Für eine konforme Transformation g P C de�nieren wir Ug � t x P M | gx P M u, den
De�nitionsbereich von g.

De�nition (Global konforme Invarianz). Eine Wightman-Theorie heiÿt global konform-
invariant, wenn für alle g P C

πpκ1q
x1

pgq�1 b � � � b πpκnqxn pgq�1
A
ψpκ1qpgx1q � � �ψ

pκnqpgxnq
E
�

A
ψpκ1qpx1q � � �ψ

pκnqpxnq
E

(2.43)

in dem De�nitionsbereich von g im Sinne von Distributionen, d.h. die Identität gilt für die
mit in Ung getragenen Testfunktionen verschmierten Ausdrücke.

Sind tψpκ1q, . . . , ψpκnqu skalare Felder mit der zugehörigen Skalendimension dκi , so ist
πxpgq � ωpx, gqdκi . Die Bedingung vereinfacht sich zu:

rωpx1, gqs
�dκ1 � � � rωpxn, gqs�dκn

A
ψpκ1qpgx1q . . . ψ

pκnqpgxnq
E
�

A
ψpκ1qpx1q . . . ψ

pκnqpxnq
E

(2.44)
für x1, . . . , xn P Ug.

Wir bemerken, dass dies Formulierung in gewissen Maÿen natürlich ist, da sie äquivalent
ist mit einer Forderung der Invarianz verallgemeinerter Schnitte (Distributionen auf Man-
nigfaltigkeiten) auf einem Vektorbündeln über dem kompakti�zierten Minkowski-Raum M
(siehe [26]).
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2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

De�nition. Die Zweipunktfunktion des masselosen skalaren Feldes ϕ ist gegeben durch:

xϕpx1qϕpx2qy � p2πq�2 1
px12 � iεe0q2

, (2.45)

wobei x12 � x1� x2, e0 � p1, 0, 0, 0q der Standardbasisvektor in die 0-Richtung ist und der
Ausdruck als Distribution durch den schwachen Grenzwert ε Ó 0 zu verstehen ist, d.h.

xϕpfqϕpgqy � lim
εÓ0
p2πq�2

»
M2

fpx1qgpx2q

px12 � iεe0q2
dx1 dx2 . (2.46)

Beispiel 2.1. Das Modell des freien masselosen skalaren Feldes ist gegeben durch die n-
Punktfunktionen:

xϕpx1qϕpx2q � � �ϕpxnqy �

$&%
¸

geordnete Paare

xϕpxi1qϕpxi2qy � � �
@
ϕpxin�1qϕpxinq

D
n gerade

0 sonst.

(2.47)

Es erfüllt alle Axiome sowie die Bedingung der global konformen Invarianz. Beispielswei-
se folgt die Wightman-Positivität daraus, dass die Fouriertransformierte von W px12q �
xϕpx1qϕpx2qy ein positives Maÿ ist. Die global konforme Invarianz folgt aus Proposition
2.9, insbesondere ist die Skalendimension vom Feld d � 1. Die Zweipunktfunktion ist
harmonisch, daraus folgt lϕpfqΩ � ϕplfqΩ � 0 für f P S pMq. Zusammen mit dem
Reeh-Schlieder-Theorem (Theorem 2.2) folgt, dass lϕ � 0 ist. Hierbei ist l � BµB

µ der
Wellenoperator.

Proposition 2.3 ([26]). Jedes Produkt von Zweipunktfunktionen von der Form (2.45)
erfüllt die Bedingung der global konformen Invarianz (für Skalarfelder der Dimension µk),
d.h.

rωpx1, gqs
�µ1 � � � rωpxn, gqs�µn

¹
1¤j k¤n

�
pgxj � gxk � iεe0q

2
��µjk

�
¹

1¤j k¤n

�
pxjk � iεe0q

2
��µjk , pgx1, . . . , gxn P Mq , (2.48)

mit µjk P Z und

µk �
k�1̧

j�1

µjk �
ņ

l�k�1

µkl . (2.49)

Die Gleichheit ist hier wieder im Sinne von Distributionen zu verstehen.

Beweisskizze. Auÿerhalb der Singularitäten ist die Behauptung klar. Der Rest folgt daraus,
dass die Funktion Grenzwert einer analytischen Funktion in Tn ist und aus der Invarianz
der Röhre Tn (Details siehe Appendix B in [26]).

Wir werden sehen, dass Korrelationsfunktionen skalarer Felder eine Linearkombination von
Funktionen der Form (2.48) sind.
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2 Grundlagen

2.2.4 Huygenssche Prinzip und Rationalität der Wightmanfunktionen

Wir nennen ein Paar von Punkten px, yq P M�M gegenseitig isotrop, wenn px� yq2 � 0,
d.h. wenn ihr Abstand lichtartig ist. Andernfalls nennen wir das Paar gegenseitig nicht-
isotrop. Insbesondere bilden konforme Transformationen gegenseitig isotrope Punkte auf
ebensolche ab. Die �Punkte bei unendlich� liegen in einem Kegel K8 � MzM und sind
alle isotrop in Bezug auf p8 P K8. Die Spitze dieses Kegels p8 ist des Weiteren invariant
unter Poincaré- und Skalentransformationen.

Es stellt sich heraus, dass die nicht-isotropen Paare von Punkten pp0, p1q P M�M in einem
einzigen Orbit liegen, d.h.

Proposition 2.4 ([26]). Jedes Paar pp0, p1q von nicht-isotropen Punkten im kompakti�-
zierten Minkowski-Raum M kann mit Hilfe einer konformen Transformation in ein jedes
solches andere Paar pp10, p

1
1q überführt werden.

Beweis. Sei pp0, p1q ein Paar gegenseitig nicht-isotroper Punkte, pp10, p
1
1q ein weiteres solches

Paar. Wegen der Transitivität der Gruppe C0 gibt es Elemente g0 und g10, welche p0 bzw. p10
auf den Punkt p8 abbilden, d.h. g0p0 � g10p

1
0 � p8. Damit liegen aber die Bilder g0p1 und

g10p
1
1 in M. Dies folgt aus der Tatsache, dass zum einen alle Punkte aus K8 � MzM isotrop

zu p8 sind und zum anderen, dass die ursprünglichen Punkte p0 und p1 bzw. p10 und p11
gegenseitig nicht-isotrop waren. Dann gibt es eine Translation t mit g10p

1
1 � tg0p1. Da t

den Punkt p8 invariant lässt, behaupten wir dass g � pg10q
�1tg0 bereits unser gesuchtes

Gruppenelement ist. Es gilt nämlich gp0 � pg10q
�1tg0p0 � pg10q

�1tp8 � pg10q
�1p8 � p10 und

gp1 � pg10q
�1tg0p1 � pg10q

�1g10p
1
1 � p11.

Lemma 2.5 ([26]). Seien px1, . . . , xm, y1, y2q Punkte aus M mit py1 � y2q
2 � 0, dann gibt

es zu jedem Paar von Punkten y11, y
1
2 aus M mit py1 � y2q

2 � 0 ein Element g P C, sodass
gxi P M für alle 1 ¤ i ¤ m sowie y11 � gy1 und y12 � gy2.

Für den Beweis verweisen wir auf [26].

Diese Eigenschaft hat zusammen mit der Lokalität zur Folge, dass neben raumartig auch
zeitartig getrennte Felder kommutieren:�

ψpκ1q, ψpκ2q
�
�
� 0 für px1 � x2q � 0 , (2.50)

das so genannte Huygenssche Prinzip.

Wir sagen die Funktion Fκ1���κnpx1, . . . , xnq ist Z2-symmetrisch, wenn für alle Permutatio-
nen σ P Sn Fκσp1q���κσpnqpxσp1q, . . . , xσpnqq � �Fκ1���κnpx1, . . . , xnq gilt.

Theorem 2.6 ([26]). Die temperierte Distribution Wpκ1���κnqpx1, . . . , xnq erfüllt die Trans-
lationsinvarianz und Spektrumsbedingung, Lokalität und global konforme Invarianz genau
dann, wenn sie von der Form:

Wpκ1���κnqpx1, . . . , xnq � Ppκ1���κnqpx1, . . . , xnq
¹

1¤j k¤n

�
pxj � xk � iεe0q

2
��µnκjκk (2.51)
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2.2 Global konform-invariante Quantenfeldtheorie

ist. Dabei sind µnκjκk ¥ 0 ganze Zahlen und Ppκ1���κnq ist ein tensorwertiges Polynom. Die

zugehörige rationale Funktion Rpκ1���κnq, welche de�niert ist als:

Rpκ1���κnqpx1, . . . , xnq � Ppκ1���κnqpx1, . . . , xnq
¹

1¤j k¤n

px2
jkq

�µnκjκk (2.52)

ist Z2-symmetrisch und erfüllt die global konforme Invarianz (im Sinne von rationalen
Funktionen).

Beweis. Erfüllen einerseits alle Wκ �Wpκ1���κnq die Translationsinvarianz und Spektrums-
bedingung, Lokalität und global-konforme Invarianz. Dann ist Wκ nach Lemma 2.5 Z2-
symmetrisch im Bereich U :� tpx1, . . . , xnq P Mn | pxi � xjq2 � 0u aller gegenseitig nicht-
isotropen Punkte. Weil jede temperierte Distribution endlichen Rang hat, gibt es Zahlen
µnκjκk ¥ 0, sodass

Pκpx1, . . . , xnq �
¹

1¤j k¤n

px2
jkq

µnκjκkWκpx1, . . . , xnq (2.53)

eine translationsinvariante Z2-symmetrische Distribution in Mn ist.

Wegen der Translationsinvarianz lässt sich Pκ schreiben als

Pκpx1, . . . , xnq � Pκpx12, . . . , xn�1,nq (2.54)

und die Fouriertransformierte von PκxPκpk1, . . . , kn�1q �
1

p2πq2pn�1q

»
Mn�1

e�i
°n�1
j�1 kj �yjPκpy1, . . . , yn�1qdy1 � � � dyn�1 (2.55)

ist gegeben durch die Wirkung eines Di�erentialoperators ppDq mit konstanten Koe�zien-
ten in den Variablen k1, . . . , kn�1 auf die Fouriertransformierte yWκ, d.h. xPκpk1, . . . , knq �
ppDqyWκpk1, . . . , knq. Also ist insbesondere

supp xPκ � suppyWκ �
�
V�

�n�1
(2.56)

vermöge der Spektrumsbedingung. Andererseits impliziert die Z2-Symmetrie der Distribu-
tion Pκ:

Pκpx1, . . . , xnq � �Pκ1pxn, . . . , x1q ùñ Pκpy1, . . . , yn�1q � �Pκ1p�yn�1, . . . ,�y1q

ùñ supp xPκ � �
V�

�n�1
, (2.57)

mit κ1 � pκn, . . . , κ1q. Also gilt zusammen mit (2.56) supp xPκ � t0u. Damit ist Pκ bereits
eine Polynom3 und ebenso Pκ. Wegen der Spektrumsbedingung istWκ (siehe Theorem A.1)
Grenzwert einer analytischen Funktion in Tn und wir folgern daraus Gleichung (2.52).

Ist andersherum Wκ durch (2.52) gegeben, mit einer zugehörigen Z2-symmetrischen und
global konform-invarianten rationalen Funktion Rκ, so erfülltWκ als Randwert einer ana-
lytischen Z2-symmetrischen Funktion die Spektrumsbedingung und die Lokalität. Die glo-
bal konforme Invarianz im Sinne von Distribution folgt aus Proposition 2.3, da Pκ ein
regulärer Multiplikator ist.

3 Vergleiche z.B. [27] Theorem V.11. Hiernach ist supp xPκ � t0u, genau dann wenn, xPκ eine endliche
Summe aus δ-Funktionen und ihren Ableitungen, also die Fouriertransformierte eines Polynoms ist.
Also ist Pκ ein Polynom
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2 Grundlagen

Wir bemerken, dass die Eigenschaft der global konformen Invarianz nur benötigt wird, um
Huygens-Lokalität zu zeigen. Eine Huygens-lokale Wightmansche Theorie hat also stets
rationale Wightmanfunktionen.

Theorem 2.7. Für zwei global konform-invariante Felder ψpκq und ψpκ
1q gibt es ein µκ,κ1 ,

sodass der Grad des Pols in px � yq2 der zu x� � �ψpκqpxq � � �ψpκ
1qpyq � � � y assoziierten ra-

tionalen Funktion (2.52) durch µκ,κ1 beschränkt ist und insbesondere unabhängig von der
Anzahl der Felder n ist.

Beweisskizze. Wir betrachten die vektorwertige Distribution Φpκ1���κnq
l1���ln

P S 1pMn,Hq gege-
ben durch

Φpκ1...κnq
l1...ln

px1, . . . , xnq � ψ
pκ1q
l1

px1q � � �ψ
pκnq
ln

pxnqΩ (2.58)

und bemerken, dass im Fall n � 2 die vektorwertige Distribution Φκ1κ2
l1l2

auf dem Bereich

U � t px, yq P M2 | px�yq2 � 0 u mit �Ψpκ2κ1q
l2l1

px2, x1q wegen Theorem 2.6 und Theorem 2.2
übereinstimmt. Wegen der Temperiertheit gibt es ein µ, sodass rpx1�x2q

2sµrΦκ1κ2
l1l2

px1, x2q�

Φpκ2κ1q
l2l1

px2, x1qs � 0 auf ganz M�M ist. Also ist insbesondere die Distribution

fpx1, x2q � rpx1 � x2q
2sµ

�
Ψ,Φκ1κ2

l1l2
px1, x2q

	
(2.59)

Z2-symmetrisch und durch die spezielle Wahl Ψ � pψ
pκ3q
l3

px3q � � �ψ
pκkq
lk

pxkqq�Ω schlieÿen wir,
dass der Pol in px1 � x2q

2 der Funktion Wκ3���κkκ1κ2

l3���lkl1l2
px3, . . . , xk, x1, x2q nicht die Ordnung

µ überschreiten kann und unabhängig von k ist. Wegen Lokalität gilt die Aussage für
Einsetzen an beliebiger Stelle.

Theorem 2.8. Transformiert sich in Theorem 2.7 das Feld ψpκq unter pd; j1; j2q und ψpκ
1q

unter pd1; j11, j
1
2q, so ist:

µκ,κ1 ¤

Z
d� j1 � j2 � d1 � j11 � j12

2
�

1� δj1,j12δj2,j11δd,d1

2

^
. (2.60)

2.3 Skalare Felder

Interessant ist die Frage nach Modellen in Quantenfeldtheorien mit global konformer Invari-
anz. Am einfachsten erscheint dabei die Betrachtung von Modellen, welche nur von skalaren
Feldern erzeugt werden, da zum einen die Korrelationsfunktionen (Wightmanfunktionen)
eine möglichst einfache Struktur besitzen und zum anderen die Operatorproduktentwick-
lung von zwei skalaren Feldern explizit möglich ist. Dies werden wir im nächsten Kapitel
sehen.

Dabei besteht die Frage der Existenz von nicht-trivialen Modellen. Dazu sei bemerkt, dass
bis auf den masselosen freien Fall, keine Teilcheninterpretation existiert. Deshalb ist ein
anderes Kriterium notwendig um triviale von nicht-trivialen Modellen zu unterscheiden.
Wir sagen ein Modell ist trivial, wenn es aus einer Kombination von freien Feldern und
ihren Wick-Polynomen erzeugt werden kann.
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2.3 Skalare Felder

Zuerst bemerken wir, dass die analytischen Eigenschaften der Wightmanfunktionen einer
Theorie mit global konformer Invarianz durch Theorem 2.6 gewissermaÿen trivial sind. Es
ist hinreichend, die zuW assoziierte rationale FunktionR zu kennen. Diese sind analytische
Funktionen in der Röhre Tn und wir bekommen die zugehörige Distribution durch den
Grenzwert zurück.

Wir fassen die Eigenschaften der Wightmanfunktionen von skalaren Feldern tφ1, . . . , φNu
zusammen:

Proposition 2.9. Die Korrelationsfunktionen von skalaren Feldern φi mit Skalendimen-
sion di sind von der Form:

xφi1px1q � � �φinpxnqy �
¸
µ

Cµ
¹

1¤j k¤n

pρjkq
�µjk , (2.61)

wobei µ � pµjkq1¤j k¤n ein Multiindex ist und

ρjk � pxj � xk � iεe0q
2 . (2.62)

Die Summe geht über alle Potenzen, für die

dik �
k�1̧

j�1

µjk �
ņ

l�k�1

µkl und µjk ¤

[
dij � dik

2
�
δdij ,dik � 1

2

_
(2.63)

gilt. Für die trunkierte Funktion gilt die Schranke:

µtr
jk  

dj � dk
2

. (2.64)

Beweis. Dies ist eine direkte Folge aus Theorem 2.6 und Proposition 2.3. Es bleibt zu
zeigen, dass die Korrelationsfunktion notwendigerweise von dieser Form sind. Aus der
Poincaré-Invarianz folgt, dass P px1, . . . , xnq aus dem Beweis von Theorem 2.6 insbesondere
ein Polynom in pxi � xjq2 ist. Das Anwenden von speziellen konformen Transformationen
g erfordert dann die Summenregel in (2.63), um die Bedingung der global konformen Inva-
rianz (2.44) zu erfüllen. Theorem 2.8 liefert die Schranke für µjk in(2.63). Die Polschranke
für die trunkierte Funktion ergibt sich aus Corollary 4.4 in [26].

Wir nennen solche Funktionen homogene Laurent-Polynome (in den Variablen t ρij | 1 ¤
i   j ¤ n u) vom Gewicht pd1, . . . , dnq. Insbesondere gibt es eine praktische gra�sche Inter-
pretation der Monome, d.h. die einzelnen Beiträge zu einer skalaren Korrelationsfunktion.
Dabei ordnet man jedem xi einen Vertex zu. Eine Kante zwischen xi und xj entspricht
einem ρ�1

ij und eine gestrichelte Kante einem ρij . Das Monom ist dann das Produkt über
alle den Kanten zugeordneten Potenzen von ρij . Die Summenregel bedeutet dann, dass die
Di�erenz der Anzahl der Kanten und der Anzahl gestrichelten Kanten, welche vom Vertex
xi abgehen, mit di übereinstimmt.

Proposition 2.10. Eine global konform-invariante n-Punktfunktionen skalarer Felder mit
einer ungeraden Anzahl Feldern ungerader Skalendimension verschwindet, d.h. sie ver-
schwindet wenn die Summe der Skalendimensionen

°n
i�1 di ungerade ist.
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2 Grundlagen

Beweis. Aus (2.63) folgt, dass

ņ

j�1

dij � 2
¸

1¤i j¤n

µij . (2.65)

gerade ist. Betrachten wir eine n-Punktfunktion (2.61), mit einer ungeraden Anzahl von
Feldern mit ungerader Skalendimension, dann ist die Summe der Skalendimensionen di1 �
� � � � din ungerade und somit inkompatibel mit der Summenregel (2.63).

Dies liefert, dass jede n-Punkt Korrelationsfunktion bis auf eine endliche Anzahl von Pa-
rametern gegeben ist. Insbesondere ist für n � 1, 2, 3, 4:

xφ1px1qy � 0

xφ1px1qφ2px2qy9
δd1,d2

ρd112

xφ1px1qφ2px2qφ3px3qy9
d1 � d2 � d3 mod 2

ρ
pd1�d2�d3q{2
12 ρ

pd1�d3�d2q{2
13 ρ

pd2�d3�d1q{2
23

xφ1px1qφ2px2qφ3px3qφ4px4qy9
ρ
pd2�d4q{2
13 ρ

pd1�d3q{2
24 fps, tq

ρ
pd1�d2q{2
12 ρ

pd3�d4q{2
34 ρ

pd1�d4q{2
14 ρ

pd2�d3q{2
23

, (2.66)

wobei bei der Vierpunktfunktion angenommen wurde, dass die di gerade sind und fps, tq ein
Polynom in den anharmonischen Verhältnissen s und t, welche gegeben sind durch

s �
ρ12ρ34

ρ13ρ24
, t �

ρ14ρ23

ρ13ρ24
. (2.67)

Für andere Skalendimensionen lässt sich ein ähnlicher Vorfaktor konstruieren.

Wir werden das Hauptaugenmerk auf solche Theorien legen, die nur von skalaren Feldern
erzeugt werden. Ein wichtiges Hilfsmittel, welches wie wir sehen werden, weitere kinemati-
sche Einschränkungen an die Korrelationsfunktionen geben wird, ist die Operatorprodukt-
entwicklung.
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische

Felder

Ein mächtiges Hilfsmittel bei der Betrachtung von Quantenfeldtheorien mit konformer
Invarianz ist die so genannte Operatorproduktentwicklung. Hier versucht man das Pro-
dukt von zwei (skalaren) Feldern durch quasiprimäre Felder, d.h. Felder die sich irredu-
zibel transformieren, zu entwickeln. Die Operatorproduktentwicklung ist gewissermaÿen
dadurch festgelegt, dass die konform-invariante Zweipunktfunktion zweier quasiprimärer
Felder bis auf eine Konstante festgelegt ist (und für unterschiedliche quasiprimäre Felder
sogar verschwindet) und des Weiteren die Dreipunktfunktion von einem quasiprimären
Feld mit zwei skalaren Feldern ebenfalls bis auf eine Konstante festgelegt ist. Eine explizite
Herleitung aus diesen beiden Eigenschaften �ndet sich in [9].

Wir betrachten hier, im Rahmen global konform-invarianter Quantenfeldtheorien, die Ope-
ratorproduktentwicklung von zwei skalaren Feldern gleicher Skalendimension in Bi-Feldern
mit verschiedenen Twists (vgl. [22]). Von besonderem Interesse ist das Twist-2-Bi-Feld
V px1, x2q. Dieses Bi-Feld teilt einige Eigenschaften mit dem Bi-Feld : ϕpx1qϕpx2q :, dem
Wick-Produkt des masselosen freien skalaren Feldes. Insbesondere hat V px1, x2q die Eigen-
schaft in beiden Argumenten harmonisch zu sein, welches äquivalent damit ist, dass die
quasiprimären Twist-2-Felder erhalten sind. Wir werden sehen, dass die Harmonizität von
V px1, x2q kinematische Einschränkung an den singulärsten Anteil trunkierter Wightman-
funktionen zweier skalarer Felder gleicher Skalendimension stellt. Diese wird ausgedrückt in
Form einer linearen partiellen Di�erentialgleichung dritter Ordnung.

3.1 Operatorproduktentwicklung in Twist-2κ-Feldern

Wir betrachten stets eine global konform-invariante Quantenfeldtheorie, welche von skala-
ren Feldern erzeugt wird. Unser Ziel wird es sein weitere Informationen über die Struktur
von Wightmanfunktionen/Korrelationsfunktionen skalarer Felder zu gewinnen und die An-
zahl möglicher Funktionen weiter einzuschränken.

Wir gehen hier vor wie in [22]. Seien dazu φ1 und φ2 zwei skalare Felder mit der gleichen
Skalendimension d � d1 � d2 einer global konform-invarianten Quantenfeldtheorie. Dabei
können φ1, φ2 unterschiedliche Felder, hermitesch konjugiert zueinander, oder auch die
gleichen (hermiteschen) Felder sein. Mit ihnen de�nieren wir die operatorwertige Distribu-
tion:

Upx1, x2q � pρ12q
d�1 pφ1px1qφ2px2q � xφ1px1qφ2px2q yq . (3.1)

Dabei ziehen wir den Vakuumerwartungswert ab, welcher nur zu unverbundenen Korre-
lationsfunktionen führt. Der Faktor ρd�1

12 macht alle Korrelationsfunktionen von Upx1, x2q
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

regulär in x12, da wegen den Polschranken maximal Pole der Ordnung d�1 in ρ12 vorkom-
men können. Damit ist Upx1, x2q glatt im schwachen Sinne für Zustände aus der Domäne
D0. Des Weiteren folgt aus der Huygens-Lokalität von φ1 und φ2, dass Upx1, x2q Huygens-
bilokal für jedes weiterer Feld φ3, welches Huygens-lokal zu φ1 und φ2 ist. Das bedeutet,
es gibt eine hinreichende Groÿe Zahl N , sodass:�

px1 � xq2 px2 � xq2
�N

rUpx1, x2q, φ3pxqs � 0 . (3.2)

Man kann formal eine Operatorproduktentwicklung als Taylorentwicklung in x12 einfüh-
ren:

Upx1, x2q �
8̧

n�0

x12 b � � � b x12loooooooomoooooooon
n-mal

Xpnqpx2q �
8̧

n�0

xµ1
12 � � � x

µn
12 X

pnq
µ1���µnpx2q , (3.3)

wobei Xpnqpx2q Huygens-lokale Felder sind. Die Gleichung (3.3) kann als formale Potenz-
reihe oder als analytische Fortsetzung der Korrelationsfunktionen von Upx1, x2q aufgefasst
werden.

Wegen dem Vorfaktor transformiert sich Upx1, x2q wie ein konformes Bi-Feld mit dem Ge-
wicht p1, 1q, d.h. mit Skalendimension 1 bzgl. des ersten und zweiten Arguments.

Die Felder Xpnqpx2q haben Skalendimension n� 2. Im Allgemeinen transformieren sie sich
aber nicht irreduzibel. Man kommt zu einer Entwicklung in quasiprimären Feldern, d.h. Fel-
der die sich irreduzibel transformieren, indem man von Xpnq Ableitungen von Feldern Xpn1q

mit kleineren Rang n1   n abzieht. Die daraus hervorgehenden quasiprimären Felder Opk,Lq

quasiprimär entsprechen den Darstellungen p2κ�L,L{2, L{2q, also symmetrisch und spur-
freie Tensorfelder vom Rang L und Skalendimension 2κ�L.

Wir bezeichnen mit 2κ den Twist :

(Twist) 2κ � k � L (Dimension) - (Rang) (3.4)

des Feldes Op2κ�L,Lq. Die Existenz einer unitären Darstellung impliziert, dass der Twist
positiv ist (siehe Abschnitt 2.2.2), global konforme Invarianz, dass er eine ganze gerade
Zahl ist.

Sammelt man die Beiträge für jeden Twist 2κ ein, kann man die Operatorproduktentwick-
lung ansehen als

Upx1, x2q �
8̧

κ�1

pρ12q
κ�1 Vκpx1, x2q , (3.5)

wobei Vκpx1, x2q nur Twist-2κ-Beiträge enthält.

Jedes Vκpx1, x2q ist gegeben durch eine formale Potenzreihe von Twist-2κ-Feldern und ihren
Ableitungen.

Vκpx1, x2q �
8̧

`�0

Kµ1���µ`
κ px12, Bx2q O

p`�2κ,Lq
µ1���µ` px2q , (3.6)

wobei Kµ1���µ`
κ px12, Bx2q formale Potenzreihen in x12 und dessen Koe�zienten auf die qua-

siprimäre Felder OpL�2κ,Lq wirkende Di�erentialoperatoren in x2 sind1. Dabei sind die
1eine explizite Darstellung �ndet sich im Beweis von Proposition 3.1
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3.2 Das biharmonische Feld V px1, x2q

Vκpx1, x2q regulär2 bei x1 � x2 und transformieren sich (zumindest in�nitesimal) mit dem
Gewicht pκ, κq.

Die Koe�zientenfunktionen Kµ1���µ`
κ px12, Bx2q sind bis auf einen Faktor universell. Dies

liegt an daran, dass die Zwei- und DreipunktfunktionenA
Op2κ�L,Lqpx1qO

p2κ�L,Lqpx1q
E
,

A
φ1px1qφ2px2qO

p2κ�L,Lqpx3q
E

(3.7)

zweier quasiprimärer Felder bzw. zweier Skalarfelder mit einem quasiprimären Feld durch
konforme Invarianz bis auf einen Faktor festgelegt sind (für Details siehe [9]). Insbesondere
ist A

Op2κ�L,Lqpx1qO
p2κ1�L1,L1qpx1q

E
� 0 für pκ, Lq � pκ1, L1q . (3.8)

Gleiches gilt somit auch für die Vκpx1, x2q. Aus der De�nition folgt noch zusätzlich, dass die
Zweipunktfunktion eines Vκpx1, x2q verschwindet. Wir halten fest:

xVκpx1, x2qy � 0 xVκpx1, x2qVκ1px3, x4qy � 0 für κ � κ1 . (3.9)

Eng verbunden mit der Operatorproduktentwicklung ist die Partialwellenentwicklung. Ge-
wöhnliche Partialwellenentwicklung ist die Tensorproduktentwicklung zweier irreduzibler
(Wigner-) Teilchen-Darstellungen. Konforme Partialwellenentwicklung entspricht der Ten-
sorproduktentwicklung zweier irreduziblen Darstellungen positiver Energie. Sie ist von der
Form

xφ1px1qφ2px2qΠκ,Lφ3px3q � � �φnpxnqy . (3.10)

Dabei entspricht Πκ,L der orthogonalen Projektion auf Twist κ und Spin L. Diese kann
durch die Operatorproduktentwicklung oder die Projektion mit Hilfe eines Casimir-Operators
geschehen und liefert im Fall von Vierpunktfunktionen universelle Partialwellen (vgl. [9]
bzw. [10]). Die Entwicklung einer Vierpunktfunktion nach diesen universellen Partialwel-
len gibt Aufschluss auf den Operatorinhalt in der Operatorproduktentwicklung. Auÿerdem
lässt sich damit das Problem der Wightman-Positivität zumindest auf Ebene der Vier-
punktfunktionen untersuchen. Dies liefert nicht-trivale Einschränkungen an die möglichen
Vierpunktfunktionen. Dies wurde in [20] untersucht. Wir werden später durch eine andere
Methode einige dieser Partialwellen wiedergewinnen.

3.2 Das biharmonische Feld V px1, x2q

In diesem Abschnitt möchten wir Besonderheiten des Twist-2-Anteils in der Operatorpro-
duktentwicklung betrachten. Das zugehörige Feld V1px1, x2q erweist sich als harmonisch in
beiden Argumenten. Wir skizzieren die Argumentation anhand von [22].

Ein wichtiger Unterschied zwischen Twist-2- und Tensorfeldern höheren Twists ist, dass
erstere erhalten sind, d.h. es gilt

Bxµ1
O2�L
µ1���µL

pxq � 0 p` ¥ 1q . (3.11)

2Man sieht, wenn man die Felder Xpnq durch die quasiprimären Felder ausdrückt, dass Op2κ�L,Lq min-
destens von einem Faktor ρκ�1

12 multipliziert wird.
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

Dies folgt aus der expliziten Struktur der konform-invarianten Zweipunktfunktionen dieser
Felder, welche erhalten sind und dem Reeh-Schlieder-Theorem.

Proposition 3.1 ([24]). Das System von Di�erentialgleichungen (3.11) ist äquivalent mit
der Biharmonizität von V px1, x2q (als formale Reihe), d.h. der Harmonizität in beiden
Argumenten:

lx1V px1, x2q � 0 � lx2V px1, x2q . (3.12)

Beweisskizze. Es ist üblich die symmetrischen spurfreie Tensorfelder vom Rang ` als ope-
ratorwertige homogene harmonische Polynome in ζ P M zu schreiben, d.h. als

Op2κ�L,Lqpx; ζq :� O
p2κ�L,Lq
µ1���µL pxq ζµ1 � � � ζµL (3.13)

mit den Eigenschaften

lζO
p2κ�L,Lqpx; ζq � 0, (Spurfreiheit)

ζ � BζO
p2κ�L,Lqpx; ζq � L �Op2κ�L,Lqpx; ζq, (Euler-Gleichung) . (3.14)

Das Erhaltungsgesetz von Op2�L,Lq schreibt sich als:

B2

Bx Bζ
Op2�L,Lqpx; ζq � 0 . (3.15)

Auÿerdem wird die explizite Darstellung von Vκpx1, x2q genutzt, welche nach [24] bis auf
die Konstante CκL unviersell festgelegt ist durch:

Vκpx1, x2q �
8̧

L�0

CκL

» 1

0
KκLpα, ρ12 l2qO

p2κ�L,Lqpx1 � αx12; x12qdα (3.16)

mit

KκLpα, zq �
8̧

n�0

rαp1� αqsL�κ�n�1

BpL� κ, L� κq

p�z{4qn

n!pL� 2κ� 1qn
, (3.17)

wobei Bp � , � q die Euler-Beta-Funktion, gegeben durch Γpx� yqBpx, yq � ΓpxqΓpyq, ist.

Es gilt für y � x2 � αx12 unter der Benutzung von x12By � Bα, die Identitität:

l1ρ
n
12O

p2�L,Lqpy; x12q � 4npn� 1q ρn�1
12 Op2�L,Lqpy; x12q � ρn12α

2lyO
p2�L,Lqpy; x12q

� 4nρn�1
12 pαBα � Lq Op2�L,Lqpy; x12q � ρn12αByBzO

p2�L,Lqpy; zq


z�x12

� ρn�1
12 t4n pn� 1� L� αBαq � αρ12 pByBz � αlyqu O

p2�L,Lqpy; zq


z�x12

und damit lässt sich zeigen, dass aus (3.15)

l1

» 1

0
K1,Lpα, ρ12ByqO

p2�L,Lqpy; x12qdα � 0 (3.18)

folgt und somit l1V px1, x2q � 0. Der Rest wird durch analoge Rechnung gezeigt.
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3.3 Konsequenzen der Biharmonizität

Die Trennung des Twist-2-Anteils führt zu einer Aufspaltung von Upx1, x2q der Form:

Upx1, x2q � V px1, x2q � ρ12Ũpx1, x2q (3.19)

mit V px1, x2q � V1px1, x2q. Diese Aufspaltung kann gesehen werden als Entwicklung in eine
formale Potenzreihe der Matrixelemente von Upx1, x2q entsprechend (3.3). Sie ist somit
eindeutig nach folgendem klassischen Lemma.

Lemma 3.2 ([2, 22]). Sei u P VJxK eine formale Potenzreihe in x P C4 mit Koe�zienten in
einem (komplexen) Vektorraum V. Dann existieren eindeutige formale Potenzreihe v P VJxK
und ũ P VJxK mit Koe�zienten in V, sodass

upxq � vpxq � x2ũpxq (3.20)

und dass vpxq harmonisch in x ist, d.h. lxvpxq � 0.

Wir nennen Gleichung (3.20) die harmonische Zerlegung von upxq (in x um x � 0). Die for-
male Potenzreihe vpxq ist der harmonische Anteil von upxq.

Die Existenz von V px1, x2q kann über die Konstruktion seiner Korrelationsfunktionen ge-
zeigt werden. Betrachten wir Korrelationsfunktionen der Form

x �Upx1, x2q � y

� xφ3px3q � � �φkpxkqUpx1, x2qφk�1pxk�1q � � �φnpxnqy ,

so entspricht die Aufteilung von Upx1, x2q nach dem Twist-2-Anteil und den höheren Twists
einer Aufspaltung der Form

x �Upx1, x2q � y � x �V1px1, x2q � y � %12 x � Ũpx1, x2q � y , (3.21)

welche als formale Potenzreihe in x12 betrachtet wird, indem wir die linke Seite auch als for-
male Potenzreihe ansehen. Diese konvergiert insbesondere in einer Umgebung um x1 � x2

in M2
C als Taylorreihe der rationalen Funktion, wenn man die Rationalität gegeben in Theo-

rem 2.6 und die Regularität von Upx1, x2q für x1 Ñ x2 beachtet. Dabei bezeichnen wir mit
MC � M� iM den komplexi�zierten Minkowski-Raum. Diese Konvergenz hat insbesondere
auch eine Konvergenz von x �V px1, x2q � y als harmonischen Anteil von x �Upx1, x2q � y zur
Folge, was wir in Abschnitt 3.4 diskutieren werden.

Das hauptsächliche Werkzeug für die Konstruktion von V px1, x2q wird die harmonische
Zerlegung auf Ebene der Korrelationsfunktionen (3.21) sein. Es stellt sich heraus (vgl. [22]),
dass für gewisse Fälle diese Konstruktion zu einem Huygens-bilokalen Feld führt.

3.3 Konsequenzen der Biharmonizität

Wir betrachten hier die harmonische Zerlegung von rationalen Funktionen, welche als Kor-
relationsfunktionen von Upx1, x2q auftreten. Die Korrelationsfunktion

F px1, x2q � xφ3px3q � � �φkpxkqUpx1, x2qφk�1pxk�1q � � �φnpxnqy (3.22)
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

als Funktion F px1, x2q in x1 und x2 betrachtet hat als Potenzreihe in ρ12 mit Koef-
�zienten in den Laurent-Polynomen von t ρij | 1 ¤ i   j ¤ n, pi, jq � p12q u die
Form

F px1, x2q �
M̧

q�0

Fq
�
pρijq1¤i j¤,pijq�p12q

�
� pρ12q

q . (3.23)

Die Fq werden zweckmäÿigerweise auch als Funktion in x1 und x2 betrachtet:

Fqpx1, x2q �
¸
µ1,µ2

Cq,µ1,µ2
pρ1q

µ1 pρ2q
µ2 , (3.24)

wobei wir die Multiindexschreibweise

µ1 � pµ13, µ14, . . . , µ14q, pρ1q
µ1 � pρ13q

µ13 � � � pρ1nq
µ1n (3.25)

benutzt haben und jeder Koe�zient Cq,µ1,µ2
von pρijq3¤i j¤n abhängt.

Die Homogenität der Korrelationsfunktionen und die Polschranken erfordern, dass in (3.24)
die Summe nur über Multiindizes mit |µ1| � |µ2| � �q � 1 läuft, d.h. Fq ist separat
homogen vom Grad �q � 1 in ρ1 bzw. in ρ2. Ist H der harmonische Anteil von F ,
so muss F0 mit der führenden Ordnung von H in ρ0

12 übereinstimmen. Mit der Abkür-
zung:

Bij �
B

Bρij
(3.26)

werden die Di�erentialoperatoren Ei und Di (i � 1, 2) durch

E1 �
ņ

i�3

ρ2i B1i, D1 �
¸

3¤i j¤n

ρij B1iB1j (3.27)

und analog E2 und D2 durch die Vertauschung von (1 Ø 2) de�niert. Damit lassen
sich die Einschränkungen der Biharmonizität an F0 mit Hilfe einer partiellen Di�eren-
tialgleichung dritter Ordnung ausdrücken, welche in der folgenden Proposition angegeben
wird.

Proposition 3.3 ([21, 22]). Sei F0px1, x2q wie in (3.24) und H sein harmonischer Anteil
in x1 um x2, sprich lx1Hpx1, x2q � 0. Dann ist H auch harmonisch in x2, genau dann
wenn F0 die Di�erentialgleichung:

pE1D2 � E2D1qF0 � 0 (3.28)

erfüllt.

Beweisskizze. H kann als Funktion in den 2n� 3 Variablen t ρ1i, ρ2i | 3 ¤ i ¤ n u und ρ12

gesehen werden und ist analytisch um ρ12 � 0. Die Konvergenz vom harmonischen Anteil
H zeigen wir in Abschnitt 3.4. Seine Entwicklung lautet:

H �
¸
q

Hq

q!
pρ12q

q , (3.29)

30



3.3 Konsequenzen der Biharmonizität

wobei Hq jeweils homogen vom Grad �1� q in ρ1i und ρ2i sind, d.h.

ņ

i�3

ρ1i B1iFq � p�q � 1qFq . (3.30)

Die Konvergenz von H diskutieren wir in dem nächsten Abschnitt. Da H homogen vom
Grad�1 ist, kann der Wellenoperator unter Verwendung der Euler-Gleichung

°
i ρ1iB1jH �

�H geschrieben werden als:

0 � lx1H �

�
8
¸
i�1

B1i � 2
¸
i,j�1

pρ1i � ρ1j � ρijqB1iB1j

�
� �4

¸
2¤i j¤n

ρij B1iB1jH � �4pD1 � E1B12qH . (3.31)

Die Anwendung des Wellenoperators in der Form (3.31) auf (3.29) und Durchführung der
gleichen Schritte für die Variable x2 führt zu dem Rekursionssystem:

E1Hq�1 � �D1Hq bzw. E2Hq�1 � �D2Hq . (3.32)

Zusammen mit dem Operator

E3 �
ņ

i�3

ρ2iB2i � ρ1iρ1i (3.33)

gilt:

rEi, Ejs �
3̧

k�1

γkijEk, γ3
12 � 1, γ1

12 � �2 (3.34)

und E1, E2 und E3 sind in Involution mit den Strukturkonstanten γkij � �γkji. Die Inte-
grabilitätsbedingung für das inhomogene System:

E1Hq�1 � a1 � �D1Hq

E2Hq�1 � a2 � �D2Hq

E3Hq�1 � a3 � 0 (3.35)

lautet somit

Eiaj � Ejai �
¸
k

γkijak , (3.36)

wobei E3a1 � 2a1 und E3a2 � �2a2 automatisch durch die Homogenität erfüllt sind. Die
dritte einzige nicht-triviale Integrabilitätsbedingung für Hq�1 lautet:

E1a2 � E2a1 � pE1D2 � E2D1qHq�1 � a3 � 0 . (3.37)

Ist einerseitsH harmonisch in x1 und x2, dann ist insbesondere die Integrabilitätsbedingung
(3.37) für q � 0 erfüllt oder man sieht direkt, dass pE1D2�E2D1qF0 � pE2E1�E1E2qH1 �
�E3H1 � 0 (wieder wegen der Homogenität) ist. Damit ist also (3.28) erfüllt.
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

Ist andererseits (3.28) erfüllt, so existiert nach obiger Bemerkung H1. Wir zeigen per
vollständiger Induktion, dass auch Hq existiert. Nehmen wir also an, dass Hq für q ¥ 1
existiert, dann ist pD1E2�D2E1qHq � pD1D2�D2D1qHq�1 � 0 nach Induktionsannahme
und da D1 und D2 kommutieren. Dies ist äquivalent mit pE1D2 � E2D1qHq � 0, also
ist die Integrabilitätsbedingung (3.37) für Hq�1 erfüllt und damit der Induktionsschritt
gezeigt.

Folgerung 3.4 ([22]). Angenommen F0 wie in (3.24) erfüllt die Di�erentialgleichung
(3.28), dann gilt:

1. wenn F0 einen �Doppelpol� der Form pρ1iq
µ1i pρ1iq

µ1k mit i � j und negativen µ1i und
µ1j hat, dann sind dessen Koe�zienten in den Variablen ρ2k mit k � i, j regulär.

2. F0 enthält keinen �Dreifachpol� der Form pρ1iq
µ1i pρ1jq

µ1j pρ1kq
µ1k mit paarweise ver-

schiedenen i, j, k und µ1i, µ1j, µ1k negativ.

Die gleichen Aussagen gelten, wenn man die Indizes 1 Ø 2 vertauscht.

Beweis. Wir zeigen, dass wenn ein Term in ρ2k singulär ist, er nicht von Doppelpolen in
den Variablen ρ1i, ρ1j multipliziert werden kann. Dazu stellen wir F0 als Laurent-Polynom
in ρ2k

F0 �
¸
r¥�p

fr pρ2kq
r

mit Koe�zienten fr in den übrigen Variablen dar. Die Di�erentialgleichung (3.28) führt
zu einem rekursiven System für die Koe�zienten der Form:����ρ1k

¸
3¤i j¤n

ρijB1iB1j �
¸

3¤i,j¤n
i,j�k

ρ2iρkjB1iB2j

���r fr � Xr fr�1 � Y fr�2 , (3.38)

wobei die präzise Form der polynomialen Di�erentialoperatoren Xr und Y hier keine wei-
tere Rolle spielt. Es sei die niedrigste Potenz �p von ρ2k negativ. Für r � �p verschwindet
die rechte Seite. Nehmen wir nun an, dass f�p einen Doppelpol in den Variablen ρ1i und ρ1j

mit i � j und i, j � k besitzt. Dann würde der Term ρijB1iB1j eine Singularität erzeugen,
die durch Summanden der zweiten Summe nicht kompensiert werden könnten. Diese Ei-
genschaft vererbt sich für alle r   0 weiter, da die rechte Seite niemals so einen Pol besitzen
kann. Deswegen kann im Fall r   0 für den Koe�zienten fr kein Doppelpol auftreten.

Nehmen wir jetzt an, es gäbe einen Dreifachpol in den Variablen ρ1i, ρ1j und ρ1k. Wegen
der ersten Aussage kann der resultierende Doppelpol in ρ1i und ρ1j keine Singularität in
ρ2m mit m � i, j besitzen. Da der Term weiterhin auch ein Doppelpol in ρ1i und ρ1k oder
ρ1j und ρ1k hat, besitzt der Term auch keine Singularitäten in ρ2i bzw. ρ2j . Also ist der
Term sogar in allen ρ2m mit 3 ¤ m ¤ n regulär, was aber der Homogenität vom Grad �1
widerspricht. Dies beweist die zweite Aussage.
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3.4 Konvergenz des harmonischen Anteils

3.4 Konvergenz des harmonischen Anteils

In diesem Abschnitt skizzieren wir kurz, dass der harmonische Anteil, welcher nach Lemma
3.2 als formale Potenzreihe gegeben ist, in den betrachteten Fällen konvergiert. Wir gehen
hier wie in [22] vor.

Sei MC � M � iM die Komplexi�zierung des Minkowski-Raums, welchen wir in die-
sem Abschnitt als D-dimensional annehmen. Weiter sei E � t x | pix0, x1, . . . , xD�1q P
RD u die euklidische Untermannigfaltigkeit und SD�1 � E die D � 1 dimensionale Ein-
heitssphäre in E. Sei }x}2 � |x0|2 � . . . � |xD�1|2 die Hilbert-Raum-Norm. Für r ¡ 0
sei

Mr :�
!
ζ � reiθw P MC

��� θ P r0, πs, w P SD�1

)
(3.39)

die reelle kompakte Untermannigfaltigkeit von MC. Mit dz|Mr
bezeichnen wir die Ein-

schränkung der komplexen Volumenform auf die UntermannigfaltigkeitMr.

Lemma 3.5 ([22, 2]). Sei u P CJxK eine formale Potenzreihe, welche für ein r ¡ 0 in der
o�enen Einheitskugel mit Radius r (d.h. für }x}   r) absolut gegen eine analytische Funkti-
on x ÞÑ Upxq konvergiert. Dann konvergiert der (durch Lemma 3.2 gegebene) harmonische
Anteil v P CJxK absolut für alle x P MC im Bereich

|x2| � 2r}x}   r2 . (3.40)

Die so gegebene analytische Funktion V pxq hat die Integraldarstellung:

V pxq �
1

V1

»
Mr1

1� x2

z2

rpz� xq2s
D
2

Upzq dz|Mr1
, V1 �

»
M1

dz|M1
� iπ

��SD�1
�� , (3.41)

wobei r1   r, }x2| � 2r1}x}   r12 und das komplexe Integrationsmaÿ dz|Mr1
als Einschrän-

kung der komplexen Volumenform dz von MC � CD auf die reelle D-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit Mr1 mit r

1 ¡ 0 ist.

Der Beweis nutzt, dass man den Poissonkern in (3.41) nach einer othonormalen Basis
von harmonischen homogenen Polynomen auf der Sphäre SD�1 entwickelt. Für Details
verweisen wir auf [22], Lemma 3.1.

Lemma 3.6. Sei F px12, x23, . . . , x2nq ein Laurent-Polynom wie gehabt. Dann hat es eine
für

|x2| � 2|x � x2j |   |x2
2j | (3.42)

konvergente Entwicklung nach x12.

Beweis. Sei m P N. Per Induktion nach m beweist man für x P C mit |x|   1:

p1� xq�m �
8̧

n�0

pn� 1qm�1

pm� 1q!
xn , (3.43)
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

wobei m � 1 der geometrischen Reihe entspricht. Sei nun |x2| � 2|x � x2j |   |x2
2j |, dann ist

insbesondere |x2 � 2x � x2j |   |x2
2j | und es gilt nach obiger Formel:

�
px� x2jq

2
��µj � �

x2
2j

�
1�

2x � x2j � x2

x2
2j

���µj

�
�
x2

2j

��µj 8̧

k�0

pk � 1qµj�1

pµj � 1q!

�
2x � x2j � x2

x2
2j

�k

. (3.44)

Da F als rationale Funktion von x :� �x12 eine Summe von Produkten rpx � x2jq
2s�µj

ist (nur negative Potenzen machen hier Probleme, ansonsten ist die Entwicklung endlich)
konvergiert die Taylorentwicklung nach x nach obiger Formel im behaupteten Bereich.

Proposition 3.7 ([22] Proposition 3.2). Für alle n ¥ 2 und k ¥ 3 und alle lokalen skalaren
Felder φj mit j � 3, . . . , n konvergieren die Taylorreihen von

xφ3px3q � � �φkpxkqV px1, x2qφk�1pxk�1q � � �φnpxnqy (3.45)

in x12 absolut im Bereich���x12

���b��x12

��2
�
��x2

12

��
���x2i

���b
}x2i}

2 �
��x2

2i

��
�
��x2

2i

�� für alle i (3.46)

mit i � 3, . . . , n. Sie sind alle reell analytisch und unabhängig von k für gegenseitig nicht-
isotrope Punkte.

Beweisskizze. Seien

Fkpx12, x23, . . . , x2nq � xφ3px3q � � �φkpxkqUpx1, x2qφk�1pxk�1q � � �φnpxnqy (3.47)

analytisch fortgesetzt in x12. Nach Lemma 3.6 konvergiert Fk in x :� x12 für die Umgebung
gegeben durch (3.42). Diese enthält den o�enen Ball mit Radius r für

r  
��x2

2i

��� 2r
��x2i

�� i � 3, . . . , n . (3.48)

Wegen Lemma 3.6 konvergiert (3.45) für��x2
12

��� 2r |x12}   r1 . (3.49)

Die beiden hinreichenden Bedingungen (3.48) und (3.49) für r sind kompatibel, wenn��x12

���b��x12

��2
�
��x2

12

��  b
}x2i}

2 �
��x2

2i

�� ¤ ��x2
2i

�� für alle i , (3.50)

was äquivalent mit (3.46) ist.

Aus der Lorentz-Invarianz folgt, dass der Kovergenzbereich Lorentz-invariant sein soll-
te. Damit ist die Korrelationsfunktion von V px1, x2q der Form (3.45) für den kleinsten
Lorentz-invarianten Bereich, welcher den obigen Bereich (3.46) enthält konvergent. Auÿer-
halb des Konvergenzbereiches müssen die Korrelationsfunktionen durch analytische Fort-
setzung de�niert werden. Wenn die Korrelationsfunktionen rational sind, so ist V px1, x2q
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3.5 Huygens-Bilokalität von biharmonischen Feldern

Huygens-bilokal. Wir werden in Abschnitt 3.5 sehen, dass die Rationalität des harmoni-
schen Anteils aber nicht automatisch gegeben ist, sondern nur wenn die Funktion Fk in
(3.47) die sogenannte Einfachpoleigenschaft erfüllt. Ist dies nicht der Fall, so ist nicht klar
ob die analytische Fortsetzung überhaupt eindeutig in der Röhre T�, dem Analyzitätsbe-
reich welcher durch die Spektrumsbedingung vorgegeben wird, ist. Es ist somit nicht klar,
ob V1px1, x2q (bzw. dessen Korrelationsfunktionen) als Distributionen in M � M existie-
ren.

In [22] wurde die Vermutung geäuÿert, dass die Felder V px1, x2q existieren und Bi-Lokalität
für raumartige Seperationen erfüllen. Dies motiviert in gewisser Hinsicht auch die Untersu-
chung in Kapitel 5 der Struktur von Korrelationsfunktionen mit Upx1, x2q, dessen zugehöri-
gen Korrelationsfunktionen von V px1, x2q nicht rational sind.

3.5 Huygens-Bilokalität von biharmonischen Feldern

In diesem Abschnitt geben wir eine notwendige und hinreichende Bedingung für Huygens-
Bilokalität an. Dazu machen wir folgende De�niton.

Sei F px1, . . . , xnq ein Laurent-Polynom in den Variablen t ρij | 1 ¤ i   j ¤ n u. Als Funkti-
on in x1 angesehen, ist F eine endliche Linearkombination von Monomen der Form:¹

j¥2

pρ1iq
µ1j � ρ1

µ1 (3.51)

mit Koe�zienten in den anderen Variablen t ρij | 2 ¤ i   j ¤ n u.

Wir sagen, F erfülle die Einfachpoleigenschaft in x1, wenn es keine Terme enthält, für die
es j � k pj, k ¥ 2q gibt, sodass sowohl µ1j als auch µ1k negativ sind. Wir sagen dann auch,
F besitzt keine Doppelpole bzgl. x1 und x2.

Lemma 3.8 ([22]). Sei n ¥ 4. Jede endliche Linearkombination von Monomen der Form

gnpx1q �
1

pρ13q
n�2

n¹
i�4

ρ1i (3.52)

hat eine rationale harmonische Zerlegung in x1 um x2

gnpx1q � hnpx1q � px1 � x2q
2 � g̃px1q . (3.53)

Das bedeutet hn ist harmonisch in Bezug auf x1 und g̃n ist regulär bei x1 � x2 und beide
sind rational. Genauer, pρ13q

n�2 pρ23q
n�3 hn ist ein homogenes Polynom vom Grad 2pn�3q

in den Variablen t ρij | 1 ¤ i   j ¤ n u, welches separat homogen vom Grad n � 3 in den
Variablen t ρ1i | 2 ¤ i ¤ n u und in den Variablen t ρ12, ρ2i | 3 ¤ i ¤ n u ist.

Beweis. Wegen der Linearität der Di�erentialgleichung brauchen wir die Aussage nur für
die Monome gn zu zeigen. Sei also n ¥ 4 und gn das Monom wie oben. Wir führen die
npn� 3q{2 Variablen t si, ti | 4 ¤ i ¤ n u und tuij | 4 ¤ i   j ¤ n u mit

ti �
ρ1iρ23

ρ13ρ2i
, si �

ρ12ρ3i

ρ13ρ2i
, uij �

ρ12ρ23ρij
ρ13ρ2iρ3j

(3.54)
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

ein. Wir behaupten, dass sich der harmonische Anteil schreiben lässt als:

hnpx1q �

�
n¹
i�4

ρ2i

ρ23

�
� fpt, s,uq , (3.55)

wobei fn ein Polynom vom Grad n � 3 in den npn � 3q{2 Variablen t � ptiq4¤i¤n, s �
psiq4¤i¤n, und u � ptijq4¤i j¤n ist, sodass gilt:

fpt, s � 0,u � 0q � t1 �
n¹
i�4

ti . (3.56)

Diese Eigenschaft sorgt dafür, dass gn � hn als Polynom in ρ12 gesehen für ρ12 Ñ 0
verschwindet, also ist pgn � hnq{ρ12 regulär in ρ12.

Mit Benutzung der Darstellung (3.31) des Wellenoperators und Transformation dieses in
einen Di�erentialoperator in den Variablen (3.54) erhalten wir:

lx1hnpx1q � 4

�
n¹
i�4

ρ2i

ρ23

�
ρ23

pρ13q
2 ρ12

�Dfnpt, s,uq , (3.57)

wobei der Di�erentialoperator D gegeben ist durch

D � p1� tBt � sBs � uBuqpsBt � sBs � uBuq � psBs � uBuqBt � uBtBt . (3.58)

Dabei verwenden wir die abkürzenden Schreibweise für Operatoren

tBt �
ņ

i�4

tiBti , sBt �
ņ

i�4

siBti , sBs �
ņ

i�4

siBsi , uBu �
ņ

4¤i j¤n

uijBuij , (3.59)

und

Bt �
ņ

i�4

Bti , uBtBt �
¸

4¤i j¤n

uijBtiBtj , (3.60)

welche den Grad erhalten bzw. erniedrigen. Um die BedingungDfn � 0 zu erfüllen, machen
wir folgenden Ansatz:

fnpt, s,uq �
¸
K�N

g
pnq
K psK ,uKq �

¹
iPNzK

pti � siq , (3.61)

wobei N :� t4, . . . , nu und gpnqK ein Polynom in den |K|p|K| � 3q{2 Variablen sK � psiqiPK

ist, uK � puijqi,jPK,i j und g
pnq
H � 1 ist. Die Harmonizitätsbedingung ist äquivalent zu

dem rekursiven System:

pn� 2� |K| �∆q∆gpnqK � ∆
¸
kPK

g
pnq
Kztku �

¸
k,lPK,k l

pukl � sk � slqg
pnq
Kztk,lu , (3.62)

wobei der Di�erentialoperator ∆ � sBs � uBu den totalen polynomialen Grad in den
Variablen sk und ukl misst. Da man für r ¡ 0 durch pn � 2 � |K| � rq r teilen kann, gibt
es eine eindeutige polynomiale Lösung der Ordnung ¤ |K|. Hierbei fordert für K � H die

Bedingung gpnqK psK � 0, uK � 0q � 0, dass der konstante Term von gpnqK verschwindet. fn
ist ein Polynom der Ordunung n� 3, die ersten Lösungen lauten f3 � 1, f4 � t4 � s4 und
f5 � pt4 � t5qps4 � s5q � pu45 � s4 � s5q{2. Eine Untersuchung der Rekursion zeigt, dass
sich die möglichen Faktoren von ρ2i im Nenner durch den Vorfaktor kompensieren.
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3.5 Huygens-Bilokalität von biharmonischen Feldern

Lemma 3.9 ([20]). Sei n ¥ 3. Ist f ein Laurent-Polynom in den Variablen t ρij | 3 ¤
i   j ¤ n u, homogen vom Grad �1 in den Variablen t ρ1i | 2 ¤ i ¤ m u und erfülle die
Gleichung lx1f � 0. Dann besitzt f keine Doppelpole in den Variablen t ρ1i | 2 ¤ i ¤ m u.

Beweis. Sei f wie in den Voraussetzungen. Nehmen wir an f habe einen Doppelpol. Wir
betrachten den Term mit dem singulärsten Doppelpol, d.h. ein Monom mit dem Faktor
ρµ1k

1k ρ
µ1l
1l mit minimalen µ1k, µ1l   0. Wir benutzen die Darstellung (3.31) des Wellenope-

rators: ¸
2¤i j¤n

ρijB1iB1jf � 0 . (3.63)

Dann produziert der Teil
ρklB1kB1l (3.64)

des Di�erentialoperators einen singulären Term in ρ1k, ρ1l, der durch keinen anderen Terme
aufgehoben werden kann. Also kann es solch einen Term nicht geben.

Theorem 3.10 ([21, 22]). Eine Korrelationsfunktion, welche V1px1, x2q enthält, d.h. der
harmonische Anteil von F0, ist wieder ein Laurent-Polynom, genau dann wenn F0 keine
Doppelpole in x1 und x2 enthält.

Beweis. Ist der harmonische Anteil H von F0 ein Laurent-Polynom, so gilt: lx1H �
lx2H � 0 und H hat nach Lemma 3.9 weder Doppelpole bzgl. x1 noch bzgl. x2.

Besitzt andersherum F0 die Einfachpoleigenschaft, so zeigen wir durch eventuelles Umnum-
merieren und Mehrfachzählen der Indizes mit Lemma 3.8, dass der harmonische Anteil bzgl.
x1 (welcher notwendigerweise mit dem harmonischen Anteil bzgl. x2 übereinstimmt) ein
Laurent-Polynom ist.

Theorem 3.11 ([22]). Das Feld V1px1, x2q konvergiert schwach auf Zuständen mit be-
schränkter Energie zu einem Huygens-bilokalen Feld vom Gewicht p1, 1q, genau dann wenn
die führenden Terme F0 der Laurent-Polynome F die Einfachpoleigenschaft bzgl. x1 und
x2 erfüllen.

Beweisskizze. Wenn V1 Huygens-lokal ist, dann folgt mit analogem Beweis wie in Theorem
2.6, dass die Korrelationsfunktionen rational sind und dies impliziert mit Lemma 3.8 die
Einfachpoleigenschaft.

Sei andersherum die Einfachpoleigenschaft erfüllt, dann ist H wieder ein Laurent-Polynom
und V1 ist lokal bzgl. der Felder φi. Es bleibt zu zeigen, dass die V1 untereinander lokal sind.
Alles bleibt wahr wenn wir in F0 die Felder φkpxkqφk�1pxk�1q durch U 1pxk, xk�1q ersetzen.
Nach der Voraussetzung und da U 1 bilokal ist, erfüllt die Ordnung ρ0

12 die Einfachpoleigen-
schaft bzgl. xk und xk�1. Nach Lemma 3.8 bleibt dies wahr, wenn wir zu dem harmonischen
Anteil bzgl. x1 und x2 übergehen. Man kann auf die gleiche Weise fortfahren und �ndet,
dass alle gemischten Korrelationsfunktionen von möglichen V1's und φi's existieren und
rational sind. Damit folgern wir, dass alle Produkte von V1's und φi's auf dem Vakuum
konvergieren und die V1 Huygens-bilokal sind, da seine Matrixelement Huygens-Bilokalität
erfüllen. Die konformen Eigenschaften, folgen dann aus der Erhaltung der Homogenitäts-
eigenschaften der harmonischen Zerlegung, gegeben durch Lemma 3.8.
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3 Operatorproduktentwicklung und biharmonische Felder

Folgerung 3.12. Eine Lösung F0 der Di�erentialgleichung (3.28) hat Doppelpole bezüglich
x1, genau dann wenn sie Doppelpole bzgl. x2 hat.

Beweis. Habe F0 bzgl. x1 keine Doppelpole. Das ist nach Lemma 3.9 und Lemma 3.8
äquivalent damit, dass der harmonische Anteil H von F0 bzgl. x1 um x2 rational ist. Da
F0 die Bedinung pE1D2 � E2D1qF0 � 0 erfüllt, stimmt H mit dem harmonischen Anteil
bzgl. x2 um x1 überein, welcher somit auch rational ist, was wiederum äquivalent dazu ist,
dass F0 keine Doppelpole bezüglich x2 besitzt.

Aus den Polschranken (Proposition 2.9 (2.64)) und der Clustereigenschaft und Folgerung
3.4 folgt:

Korollar 3.13 ([22]). Für skalare d � 2 Felder ist V1 immer Huygens-bilokal und die
Korrelationsfunktionen sind Laurent-Polynome.

Beweis. Wir betrachten für n ¥ 4 eine beliebige trunkierte Korrelationsfunktion in einer
Theorie von skalaren Feldern mit Skalendimension 2 und zeigen, dass die Einfachpoleigen-
schaft nicht verletzt wird.

Die trunkierte Korrelationsfunktion ist eine Linearkombination von Termen:¹
1¤i j¤n

pρijq
µij . (3.65)

Die Polschranke (2.64) bedeutet, dass µij ¥ 1 ist. Die Einfachpoleigenschaft ist also damit
äquivalent, dass es keinen Term gibt, für den es ein i gibt, sodass mehr als zwei µij negativ
sind.

Nehmen wir also an, dass es einen solchen Term gibt, also ohne Einschränkung der Allge-
meinheit µ12 � µ13 � µ14 � �1.

Dies würde einen Doppelpol für die Felder Upx1, xjq für j � 2, 3, 4 bedeuten. Wegen der
Homogenität müssen weitere Pole in xj pj � 2, 3, 4q vorhanden sein. Wegen Folgerung 3.4
können diese nicht von der Form ρjk mit k ¡ 4 sein. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit
ist also µ23 � µ24 � �1 und µ34 � 0. Wegen Homogenität muss die Abhängigkeit in
x1, . . . , x4 durch Linearkombination von:

ρ1kρ2l

ρ12ρ13ρ14ρ23ρ24
(3.66)

mit k, l ¡ 4 gegeben sein.

Der obige Term divergiert für t Ñ 8 mit � t4, wenn man die Punkte x1, . . . , x4 mit
t � a (a2 � 0) verschiebt. Durch Antisymmetrisierung in k, l kann die Divergenz zu � t2

vermindert, aber nicht aufgelöst werden. Dies ist in Widerspruch zu der Clustereigenschaft,
welche erfordert, dass die trunkierte Funktion für tÑ8 verschwindet.
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4 Bedingungen an die Polstruktur

In diesem Kapitel ist das Ziel, Einschränkungen an die Korrelationsfunktionen zu untersu-
chen, welche durch die Biharmonizität des Twist-2-Anteils auftreten. Als Einstieg betrach-
ten wir zuerst niedrige n-Punktfunktionen, d.h. n � 3, 4, 5. Die wenigen Freiheitsgrade
dieser Funktionen vereinfachen das Problem. Im Vierpunktfall werden wir alle möglichen
Einschränkungen, welche durch die Biharmonizität des Twist-2-Anteils zweier Felder glei-
cher Skalendimension gegeben sind, direkt hinschreiben und insbesondere auch die ent-
sprechenden Korrelationsfunktionen der biharmonischen Felder V px1, x2q angeben. Wir
erinnern, dass diese durch den harmonischen Anteil von Upx1, x2q gegeben sind. Insbe-
sondere sind die Vierpunktfunktionen biharmonischer Felder wieder Laurent-Polynome in
den Abstandsquadraten ρij . Dies ist eine Folge aus der Einfachpoleigenschaft, welche für
Vierpunktfunktionen wegen dem Mangel an unabhängigen Variablen trivialerweise erfüllt
ist.

Die Analyse eines Rekursionssystems, welches der führende Anteil der Ordnung ρ0
12 von

Fünfpunktfunktionenen mit einem Upx1, x2q erfüllen muss, zeigt, dass auch in diesem Fall
die Einfachpoleigenschaft erfüllt ist. Dies wiederum wählt für die Untersuchung von Dop-
pelpolen n-Punktfunktionen mit n ¥ 6 aus, welchen wir uns im darauf folgenden Kapitel
widmen werden.

Für Dreipunktfunktionen liefert die Gleichung (3.28) keine Einschränkungen. Die Drei-
punktfunktion von Upx1, x2q mit φ3px3q ist gegeben durch:

xUpx1, x2qφ3px3qy � Cφ1φ2φ3

ρ
d3{2�1
12

pρ13ρ23qd3{2
pd3 geradeq (4.1)

und verschwindet für ungerades d3 (siehe Proposition 2.10). Der einzige Fall, wo obige
Korrelationsfunktion die nullte Ordnung von ρ12 enthält (wir nennen dies auch den Twist-
2-Anteil) ist d3 � 2. In diesem Fall ist sie aber harmonisch in x1 und x2. Damit ist für
d3 � 2 A

V φ1φ2
1 px1, x2qφ3px3q

E
�
Cφ1φ2φ3

ρ13ρ23
(4.2)

und Null sonst. Das sollte auch so sein, da V px1, x2q genau der Teil in der Operatorpro-
duktentwicklung ist, der aus Twist-2-Feldern besteht. Das Feld φ3 projeziert auf Twist
d3 und Spin L � 0, also kann die Dreipunktfunktion nur für d3 � 2 nicht verschwin-
den.

4.1 Vierpunktfunktionen

Ziel dieses Abschnitt ist es, den Twist-2-Anteil von Upx1, x2q für Vierpunktfunktionen zu
betrachten. In dem Fall von nur vier Punkten, lassen sich die Einschränkungen der Di�e-
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4 Bedingungen an die Polstruktur

rentialgleichung (3.28) explizit lösen. Ist die Skalendimension der beiden weiteren Felder
gleich, so ergeben sich keine weiteren Einschränkungen. Aus den Lösungen der Di�erenti-
algleichung (3.28) lassen sich schlieÿlich die Vierpunktfunktionen mit dem biharmonischen
Feld V px1, x2q berechnen.

4.1.1 Polstruktur bei Vierpunktfunktionen

Wir betrachten ohne Einschränkung der Allgemeinheit Korrelationsfunktionen der Form
xUφ3φ4y. Die Fälle xφ3Uφ4y und xφ3φ4Uy ergeben sich dann wegen der Lokalität einfach
durch Permutation der Indizes. Wir betrachten genauer F0, den Anteil der Ordnung pρ12q

0

der Korrelationsfunktion

xUpx1, x2qφ3px3qφ4px4qy � F0px1, x2, x3, x4q �Opρ12q , (4.3)

wobei F0 die Gleichung
pE1D2 � E2D1qF0 � 0 (4.4)

erfüllen muss und

Upx1, x2q � ρd�1
12 pφ1px1qφ2px2q � xφ1px1qφ2px2qyq (4.5)

mit d � d1 � d2 ist. Durch F0 ist mittels der harmonische Zerlegung (Lemma 3.2) wie-
derum Hpx1, x2, x3, x4q � xV px1, x2qφ3px3qφ4px4qy eindeutig festgelegt. Wir nutzen zum
Parametrisieren der Vierpunktfunktion wieder die üblichen anharmonischen Verhältnis-
se

s �
ρ12ρ34

ρ13ρ24
, t �

ρ14ρ23

ρ13ρ24
. (4.6)

Die Möglichkeiten für den Twist-2-Anteil von Upx1, x2q für vier Punkte lassen sich wie
folgt klassi�zieren. Dabei ist es zweckmäÿig d3 � a� b und d4 � a� b zu betrachten. Aus
Proposition 2.10 folgt, dass b eine ganze Zahl ist oder die Vierpunktfunktion verschwindet.
Die Einschränkungen sind dann gegeben durch:

Proposition 4.1. Sei F0px1, x2, x3, x4q wie oben, d.h. ein Laurent-Polynom in den fünf
Variablen tρ13, ρ14, . . . , ρ34u und transformiere sich unter dem Gewicht p1, 1, a � b, a � bq
mit a, b P Z. Dann ist F0 von der Form:

F0px1, . . . , x4q �
gptq

ρ1�b
13 ρb14 ρ24 ρ

a�1
34

, (4.7)

wobei gptq ein Laurent-Polynom in t ist. F0 löst die Di�erentialgleichung (3.28) genau dann
wenn

1. Fall b � 0: gptq ein beliebiges Laurent-Polynom in t , oder

2. Fall b � 0: gptq91� t� � � � � tb�1 für b ¡ 0 und gptq9tb � tb�1 � � � � � t�1 für b   0,
d.h.

gptq � C �

maxtb�1,�1u¸
n�mint0,bu

tn � sgnpbq �
tn � 1
t� 1

(4.8)

mit geeigneter Konstante C ist.
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4.1 Vierpunktfunktionen

Beweis. Da die linke Seite (4.7) nicht von ρ12 abhängt, darf die rechte Seite nicht von s ab-
hängen. Somit ist die rechte Seite der allgemeinste Ansatz. Wir entwickeln gptq �

°
n gnt

n,
wobei gn irgendwelche Koe�zienten sind und schreiben F0 � f0 gptq. Der Di�erentialope-
rator D � E1D2 � E2D1 schreibt sich als:

D �
ρ34

ρ13ρ24
rn14n23 pn24 � n13q � n13n24 pn23 � n14qs

in den graderhaltenen Di�erentialoperatoren nij � ρijBij . Es ist also

DF0 �
¸
n

gn �Df0 t
n

�
f0ρ34

ρ14ρ23

¸
n

gn b
�
pb� nqn tn � pb� 1� nq pn� 1q tn�1

�
�

f0ρ34

ρ14ρ23

¸
n

b pb� nqn rgn � gn�1s � t
n ,

was genau dann verschwindet, wenn die Rekursionsgleichung:

b n pb� nq � gn � b n pb� nq � gn�1

erfüllt ist. Für b � 0 stellt die Gleichung keine Bedingungen. Für b � 0 ist die einzige
Lösung mit nur endlich vielen gn � 0 für b ¡ 0 gegeben durch: g0 � g1 � . . . � gb�1 und
für b   0 gegeben durch gb � gb�1 � . . . � g�1.

Wir bemerken, dass F0 für den Fall b � 0 (d3 � d4) bis auf eine Konstante festgelegt ist
und dass die Struktur nur von der Di�erenz der Skalendimensionen b � pd4 � d3q{2, aber
nicht von a � pd3 � d4q{2 abhängt.

Betrachten wir also die Korrelationsfunktionen W von zwei skalaren Feldern φ1, φ2 mit
Skalendimension d, mit zwei weiteren skalaren Feldern φ3, φ4 mit Skalendimension d3

bzw. d4. Für d3 � d4 gibt es keine neuen Einschränkungen. Wir bemerken, dass es je-
doch Einschränkungen durch die Polschranken gibt. Für den Fall d3 � d4 (dann ist nach
Proposition 2.10 d3 � d4 P 2Z oder W � 0 und weiterhin W T �W ) gibt es die Einschrän-
kung

xφ1px1qφ2px2qφ3px3qφ4px4qy � C
1� � � � � tb�1

ρd�1
12 ρ1�b

13 ρb14 ρ24 ρ
d3�b�1
34

�O
�
ρ�d�2

12

	
, (4.9)

wobei wir hier ohne Einschränkung der Allgemeinheit den Fall 2b :� d4�d3 P N betrachtet
haben und C eine Konstante ist. Insbesondere erfüllt der Term in (4.9) alle Polschran-
ken:

µi3 ¤ 0  
d� d3

2
; µi4 ¤ b  

d� d3

2
� b �

d� d4

2
pi � 1, 2q .

Weiter unten sehen wir, dass die Konstante C ist im Wesentlichen der Partialwellenkoe�-
zient βκ�1,L�0 der Partialwelle xφ1px1qφ2px2qΠκ�1,L�0φ3px3qφ4px4qy ist. Hierbei bedeutet
Πκ�1,L�0 die Projektion auf Twist 2 (κ � 1) und Spin L � 0. Diese lässt sich durch den qua-
dratischen Casimir-Operator bzw. die Operatorproduktentwicklung de�nieren (vgl. [10, 9]).
Mit anderen Worten: die Operatorproduktentwicklung von φ1 und φ2 besitzt im Twist 2
nur den Spin 0.
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4 Bedingungen an die Polstruktur

4.1.2 Vierpunktfunktionen mit biharmonischen Feldern

Wir betrachten im Folgenden den harmonischen Anteil der zuvor gefunden Strukturen.
Dafür setzen wir vorerst in (3.28) a � 1, da die Harmonizität in x1 und x2 gar nicht
von einem Faktor in der Variable ρ34 abhhängt. Bei b denke man wieder an die Di�erenz
der Skalendimensionen, d.h. 2b � d4 � d3. Die harmonischen Anteile sind dann wie folgt
gegeben:

Lemma 4.2. Für b P Zzt0u ist:

hbpx1, . . . , x4q �
1

ρ1�b
13 ρb14ρ24

maxtb�1,�1u¸
m�mint0,bu

F pm� b� 1,m� 1; 1; sq tm (4.10)

harmonisch in x1 und x2. Für den Fall b � 0 ist für jedes n P Z

h0,npx1, . . . , x4q �
tn

ρ13ρ24

�
1�

�1̧

m��n

pm� n� 1qsF pm� n� 2,m� 1; 2; sq tm
�

(4.11)

harmonisch xi (i � 1, . . . , 4).

Beweis. Siehe Anhang C.

Wir benutzen hierbei die Konvention, dass für m ¡ n� 1

ņ

k�m

ak :� �
m�1̧

k�n�1

ak . (4.12)

und für m � n � 1 die Summe verschwindet. Mit dieser Konvention gilt also insbesonde-
re

m�1̧

k�l

ak �
ņ

k�m

ak �
m̧

k�l

ak . (4.13)

Mit dem obigen Lemma können wir die Vierpunktfunktionen von biharmonsichen Fel-
dern V px1, x2q erzeugt durch zwei skalare Felder gleicher Skalendimension mit zwei weite-
ren skalaren Feldern angeben. Wir betrachten ohne Einschränkung die Vierpunktfunktion
xV px1, x2qφ3px3qφ4px4qy, welche als harmonischer Anteil von xUpx1, x2qφ3px3qφ4px4q gege-
ben ist. Dabei ist

Upx1, x2q � ρd�1
12 pφ1px1qφ2px2q � xφ1px1qφ2px2qyq (4.14)

das zu den skalaren Feldern φ1 und φ2 mit Skalendimension d assoziierte Bi-Feld.

Folgerung 4.3. Für den Fall b P Zzt0u (d.h. d3 � d4) ist die Vierpunktfunktion b P Zzt0u
mit einem biharmonischen Feld wie oben, gegeben durch:

xV px1, x2qφ3px3qφ4px4qy �
Cφ1φ2φ3φ4

ρa�1
34

hbpx1, . . . , x4q , (4.15)
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4.1 Vierpunktfunktionen

also insbesondere bis auf eine Konstante festgelegt. Für den Fall d3 � d4 �: d1 ist:

xV px1, x2qφ3px3qφ4px4qy �
¸
n

Cnφ1φ2φ3φ3

ρd
1�1

34

h0,npx1, . . . , x4q . (4.16)

Insbesondere erfüllt (4.15) auch wieder alle Polschranken. Denn betrachtet man für den Fall
b ¡ 0 den Term zu sntm in (C.3), so ist wegen m�n ¤ b�1:

µ13 � 1�m�n�b ¤ 0  
d� d3

2
µ24 � 1�m�n ¤ b  

d� d3

2
� b �

d� d4

2
. (4.17)

Für d3 � d4 ist mit

U 1px1, x2q � ρd3�1
12 pφ3px1qφ4px2q � xφ3px1qφ4px2qyq (4.18)

die Vierpunktfunktion xV px1, x2qU
1px3, x4qy � xV px1, x2qV

1px3, x4qy, da alle th0,nu in allen
Argumenten harmonisch sind, wobei V 1 das biharmonische Feld zu U 1 ist. Dies ist insbe-
sondere konsistent damit, dass die zu den verschiedenen Twists gehörenden Unterräume
orthogonal sind, in anderen Worten xVκV 1

κ1y � 0 für κ1 � κ.

Wir können den Übergang zu einer Korrelationsfunktion mit V als das Einsetzen eines
orthogonalen Projektors auf Twist 2 sehen und erhalten damit Twist-2-Partialwellen der
Form xV φ3φ4y � xUΠκ�1φ3φ4y.

4.1.3 Vergleich mit Partialwellenentwicklung

In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Ergebnisse mit der für die Partialwellenent-
wicklung gewonnenen expliziten Formeln aus [9, 10].

Bemerkung 4.4. Die Twist-2-Partialwelle für b � 0 lässt sich in den sogennanten �chiralen
Variablen� u, v gegeben durch:

s � uv, t � p1� uqp1� vq (4.19)

vereinfachen zu

b�1̧

m�0

F pm� b� 1,m� 1; 1; sqtm �
p1� vqb � p1� uqb

u� v
, (4.20)

was sich wiederum schreiben lässt als

b � s�1F pu, vq �
b

u� v
pu � F p1, 1� b; 2;uq � F p0,�b, 0, vq � puØ vqq , (4.21)

wobei F pu, vq der Partialwelle aus [10] mit Twist 2 und Spin 0 entspricht. Das s�1 kommt
dabei durch einen anderen gewählten Vorfaktor, ist also nur Konvention. Dabei ist F pa, b; c; zq
die hypergeometrische Funktion (siehe Anhang D). Wir haben damit (bis auf einen Faktor)
die Twist-2-Spin-0-Partialwellen gefunden.
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4 Bedingungen an die Polstruktur

Beweisskizze. Mit der Identität (siehe Anhang D)

F p0,�b; 0; zq � p1� zqb (4.22)

b � z � F p1, 1� b; 2; zq � 1� p1� zqb (4.23)

ist (4.21) identisch mit:

p1� p1� uqbqp1� vqb � puØ vq

u� v
�
p1� vqb � p1� uqb

u� v
, (4.24)

also insbesondere mit der rechten Seite von (4.20).

Dass in Gleichung (4.20) die rechte und linke Seite übereinstimmen direkt zu zeigen, lässt
sich über die Veri�zierung einer komplizerten binomiale Identität vornehmen. Dies wurde
für die ersten Fälle mit einem Computer-Algebra-System überprüft. Wir möchten hier aber
ein anderes Argument angeben. Dazu betrachten wir den Grenzwert s Ñ 0 oder genauer
v � 0. In diesem Fall ist die linke Seite

b�1̧

m�0

tm �
1� tb

1� t
�

1� p1� uqb

u
(4.25)

und es besteht Gleichheit mit der rechten Seite. Wir nutzen, dass die linke Seite harmonisch
ist und dass sich der Wellenoperator in den Variablen s und t ausdrücken und damit
wiederum in u und v ausdrücken lässt. Dies ergibt, dass eine harmonische Funktion von
der Form (vgl. [24] (2.23)):

gpuq � gpvq

u� v
(4.26)

ist. Damit folgern wir aber, dass die linke und rechte Seite in (4.20) stets übereinstimmen.

Im Fall d3 � d4 kommt in xV px1, x2qφ3px3qφ4px4qy also nur Spin L � 0 vor. Für den Fall
d3 � d4 sind die Partialwellen zu Twist 2 und Spin L hingegen nach [20] durch

uv

u� v
puL�1 � F pL� 1, L� 1; 2L� 2;uq � puØ vqq (4.27)

gegeben. Da die Vierpunktfunktion mit einem biharmonischen Feld xV px1, x2qφ3px3qφ4px4qy
rational ist, die Partialwellen aber nicht, schlieÿen wir (im Fall V px1, x2q � 0) daraus, dass
unendlich viele Spins vorkommen. Dies entspricht dem Auftreten unendlich vieler erhalte-
ner Tensorfelder in der Operatorproduktentwicklung der Felder.

4.1.4 Der Fall dreier Feldern gleicher Skalendimension

Es stellt sich die Frage, ob es weitere Einschränkungen gibt, wenn man Vierpunktfunktio-
nen mit drei Feldern gleicher Skalendimension betrachtet.
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4.2 Fünfpunktfunktionen

Wir betrachten die trunkierte Vierpunktfunktion der Felder φi mit Skalendimension d1 �
d2 � d3 � d und d4 � d � 2b ¥ 1 mit d P N und b P Z. Dann sind die singulärsten Teile
ρ12, ρ13 und ρ23 gegeben durch

xφ1px1qφ2px2qφ3px3qφ4px4qy �
ρb�1

13

ρd�1
12 ρb14ρ24ρ

d�b�1
34

C1

maxtb�1,�1u¸
n�mint0,bu

tn �Opρ2�d
12 q

�
ρb�1

12

ρd�1
13 ρb14ρ34ρ

d�b�1
24

C2

maxtb�1,�1u¸
n�mint0,bu

pt{sqn �Opρ2�d
13 q

�
ρb�1

13

ρd�1
23 ρb34ρ24ρ

d�b�1
14

C3

maxtb�1,�1u¸
n�mint0,bu

sn �Opρ2�d
23 q . (4.28)

Für b ¥ 1 und d ¥ 2 sind die drei Strukturen unabhängig und es entstehen keine weite-
ren Bedingungen. Für den Fall d � 1 folgt aus der Harmonizität der Zweipunktfunktion
und dem Reeh-Schlieder-Theorem bereits, dass (4.28) bzgl. xi mit i � 1, 2, 3 harmonisch
sein muss. Wir bemerken, dass mit di � 1 φi ein masseloses freies Feld lφi � 0 ist. Für
den Fall d ¥ 2 und p1 � dq{2 ¤ b ¤ �1 sind die drei Strukturen ebenfalls unabhän-
gig.

Wir betrachten die Vierpunktfunktion der Felder φi mit Skalendimension d1 � d2 � d3 �
1 und d4 � 1 � 2b ¥ 1 und b P N. Die Vierpunktfunktion xφ1φ2φ3φ4y ist notwendig
harmonisch in x1, x2, x3 und somit für b � 1 gegeben durch:

xφ1px1qφ2px2qφ3px3qφ4px4qy �
C

ρ14ρ24ρ34
. (4.29)

Sie entspricht dem Fall φ4 �: ϕ3 :. Für alle b ¡ 1 verschwinden diese Vierpunktfunktio-
nen, da der harmonische Anteil bzgl. x1, x2 nicht harmonisch in x3 ist. Wäre er das, so
müsste der Term der Ordnung 0 in ρ23 die Integrabilitätsbedignung für x2 und x3 erfül-
len.

Die Bedingung b ¡ 1 bedeutet, dass die Korrelationsfunktionen xϕϕϕφ4y mit d4 ¥ 5
verschwinden. Insbesondere gibt es hier keine Kopplung des masselosen freien Feldes ϕ an
denkbare nicht-freie Felder.

4.2 Fünfpunktfunktionen

Der Fall von Fünfpunktfunktionen x �Upx1, x2q � y von U und drei weiteren skalaren Feldern
φ3, φ4, φ5 soll hier betrachtet werden. Dieser Fall unterscheidet sich stark von dem mit
vier Punkten. Zum einen hängt im Vierpunktfall die Struktur obiger Korrelationsfunktion
von U mit zwei weiteren skalaren Feldern von dessen Skalendimensionsunterschied ab. Im
Fünfpunktfall hingegen hängt die Struktur der Lösungen der Integrabilitätsbedingungen
gar nicht von den Skalendimensionen ab. Die Skalendimensionen schränken die möglichen
Strukturen nur über die Polschranken ein.

Zum Anderen ist im Gegensatz zum Vierpunkt Fall, wo bereits durch die Homogenität
ausgeschlossen wird, dass keine Doppelpole vorkommen können, besteht im Fünfpunktfall
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4 Bedingungen an die Polstruktur

a priori erstmal die Möglichkeit, dass Doppelpole auftreten. Dies würde implizieren das
die harmonische Erweiterung von xUφ3φ4φ5y in diesem Fall kein Laurent-Polynom mehr
wäre. Es ist eine nicht-triviale Aussage, welche genauere Untersuchung der aus der Inte-
grabilitätbsbedingungen folgenden Rekursionsgleichungen benötigt, dass dieser Fall nicht
auftritt.

4.2.1 Fünfpunktlösungen

Für die Vierpunktfunktionen liefert die Di�erentialgleichung pE1D2 � E2D1qF0 � 0 Ein-
schränkungen an Korrelationsfunktionen der Form xUφ3φ4y, welche insbesondere von den
Skalendimensionen d3, d4 der Felder φ3 bzw. φ4 abhängen. Insbesondere bestehen nur
Einschränkungen, wenn d3 � d4 ist.

Hingegen auf der Ebene der Fünfpunktfunktionen erscheint dieses Phänomen nicht mehr,
hier hängt die Struktur der Lösung gar nicht mehr von den Skalendimensionen der Fel-
der ab. Von einer Funktion F0px1, . . . , x5qmit dem Gewicht p1, 1, a, b, cq lässt sich immer ein
Faktor, welcher nur von px3, x4, x5q abhängt, wie folgt abspalten

F0px1, . . . , x5q �
1

ρ
pa�b�cq{2
34 ρ

pb�c�aq{2
45 ρ

pa�c�bq{2
35

�G0px1, . . . , x5q . (4.30)

Die so gewonnene Funktion G0 transformiert sich mit dem Gewicht p1, 1, 0, 0, 0q. Man
kann bei dem Faktor an die Dreipunktfunktion von xφ3φ4φ5y denken, wenn diese nicht
verschwindet. Der Faktor ist wohlde�niert, da für a � b � c ungerade F0 � 0 ist (vgl.
Proposition 2.10).

Da der Di�erentialoperator D :� E1D2 � E2D1 gar nicht von den Variablen ρ34, ρ45 und
ρ35 abhängt, also mit ihnen vertauscht, ist DF0 � 0 genau dann wenn DG0 � 0 ist. Ist G0

Lösung, so auch eine Permutation σG0 mit σG0px1, . . . , x5q � G0pxσp1q, . . . , xσp5qq, wobei
σ aus der zwölfelementigen Gruppe S :� S2 � tτ : t3, 4, 5u Ñ t3, 4, 5u bijektiv u � S2 � S3

ist.

Ferner liefert jede 4-Punktlösung mit dem Gewicht p1, 1,�b, bq eine 5-Punktlösung DG0 �
0 mit dem Gewicht p1, 1, 0, 0, 0q via

G0px1, . . . , x5q � σ

�
ρ35

ρ34


b
F0px1, . . . , x4q, σ P S . (4.31)

Insbesondere liefern auf diese Weise die Twist-2-Partialwellen aus Folgerung 4.3 dann mög-
liche Fünfpunktstrukturen von xV px1, x2qφ3px3qφpx4qφ5px5qy.

Es lassen sich damit vorerst die 5-Punktlösungen von pE1D2 � E2D2qG0 � 0 in die drei
folgenden Klassen einteilen:

1. Lösungen, die von den 4-Punktlösungen herrühren. Hierzu kennen wir insbesondere
den harmonischen Anteil, welche, wegen nicht vorkommenden Doppelpolen, stets
rational ist.

2. Lösungen, die nicht von einer 4-Punktlösung herrühren und keine Doppelpole ent-
halten. Diese Lösungen besitzen ebenfalls rationale harmonische Anteile.
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4.2 Fünfpunktfunktionen

3. Lösungen die Doppelpole besitzen. Der harmonische Anteil ist nicht rational.

Wir wollen hier Beispiele von 5-Punktlösungen ohne Doppelpole angeben, welche nicht von
4-Punktlösungen herkommen:

Beispiel 4.1. Mit den anharmonischen Verhältnis z und w und dem Faktor A

z �
ρ23ρ45

ρ25ρ34
, w �

ρ24ρ35

ρ25ρ34
, A :�

ρ35

ρ13ρ25
(4.32)

ist

h1px1, . . . , x5q � Apz � wq

h2px1, . . . , x5q � Ap2pz � wq2 � w � zq

h3px1, . . . , x5q � Appz � wq3 � w2 � z2q

h4px1, . . . , x5q � Ap2pz � wq4 � 3w3 � 3w2z � 3z2w � 3z3w � w2 � z2q (4.33)

harmonisch in x1 und x2.

Die zweite Klasse ist also nicht leer. Der Inhalt der letzten Klasse von 5-Punktfunktionen,
die Doppelpole enthalten, ist interessanter und wir widmen uns ihr im nächsten Abschnitt.
Hier zeigen wir, dass diese Klasse leer ist.

4.2.2 Fünfpunktfunktionen besitzen nur Einfachpole

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass der konstante Teil F0 in ρ12 der Korrelations-
funktionen der Form

xUpx1, x2qφ3px3qφ4px4qφ5px5qy �: F0 �Opρ12q (4.34)

stets die Einfachpoleigenschaft erfüllt und somit der harmonische Anteil H von F0 wieder
ein Laurent-Polynom ist. Die Idee zu dem Beweis ist dabei aus [30] entnommen. Wir halten
folgendes Resultat fest:

Proposition 4.5. Fünfpunktfunktionen eines biharmonischer Feld mit drei skalaren Fel-
dern sind Laurent-Polynome.

Dieses folgt direkt aus folgendem Lemma:

Lemma 4.6. Sei F0 ein Laurent-Polynom vom Gewicht p1, 1, a, b, cq und erfülle die Di�e-
rentialgleichung pE1D2 � E2D1qF0 � 0, dann erfüllt F0 die Einfachpoleigenschaft bzgl. x1

und x2.

Beweis. Wir können ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass F0 vom Ge-
wicht p1, 1, 0, 0, 0q ist. Nun nehmen wir an, dass F0 obige Einfachpoleigenschaft verletzt
und ohne Beschränkung der Allgemeinheit einen Doppelpol in ρ13,ρ14 hat.

Wir führen folgende anharmonischen Verhältnisse ein:

x3 �
ρ13ρ45

ρ15ρ34
, x4 �

ρ14ρ35

ρ15ρ34
, y3 �

ρ23ρ45

ρ25ρ34
, y4 �

ρ24ρ35

ρ25ρ34
. (4.35)
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4 Bedingungen an die Polstruktur

Dann lässt sich F0 schreiben als:

F0px1, . . . , x5q �
¸
p,q

x�p3 x�q4

ρ15

fpqpy3, y4q

ρ25
, (4.36)

wobei fpqp�, �q Laurent-Polynome sind. Weiterhin seien folgende graderhaltene Di�erential-
operatoren:

ni :� yi Bi, Bi �
B

Byi
pi � 3, 4q (4.37)

gegeben. Mit diesem Ansatz ergibt sich ein zu DF0 � pE2D1 �E1D2qF0 � 0 äquivalentes
Rekursionssystem wie folgt. Wir betrachten die Wirkung von D auf jeden Summanden in
(4.36), welcher durch DApqBpq � pE2BpqqpD1Apqq � pE1ApqqpD2Bpqq gegeben ist mit:

Apq :�
x�p3 x�q4

ρ15
, Bpq :�

fpqpy3, y4q

ρ25
. (4.38)

Im Detail:

E1Apq � �
ρ23

ρ13 x4y3

�
p y3x4 � q y4x3 � pp� q � 1qx3x4

�
Apq (4.39)

E2Bpq �
ρ13

ρ23 x3y4

�
y4x3 n3 � y3x4 n4 � y3y4 pn3 � n4 � 1q

�
Bpq (4.40)

D1Apq �
ρ34

ρ13ρ14

�
pq � ppp� q � 1qx4 � qpp� q � 1qx3

�
Apq (4.41)

D2Bpq �
ρ34

ρ23ρ24

�
n3n4 � y4 n3pn3 � n4 � 1q � y3 n4pn3 � n4 � 1q

�
Bpq . (4.42)

E2D1 liefert:

y4n3rpp� 1qqfp�1,q � pp� 1qpp� q � 1qfp�1,q�1 � qpp� q � 1qfp�2,qs

� y3n4rppq � 1qfp,q�1 � ppp� q � 1qfp,q�2 � pq � 1qpp� q � 1qfp�1,q�1s

� y3y4pn3 � n4 � 1qrpqfp,q � ppp� qqfp,q�1 � qpp� qqfp�1,qs (4.43)

und E1D2 liefert:

� py3n3n4fp,q�1 � qy4n3n4fp�1,q � pp� q � 1qn3n4fp�1,q�1

� py3y4n3pn3 � n4 � 1qfp,q�1 � qy2
4n3pn3 � n4 � 1qfp�1,q

� pp� q � 1qy4n3pn3 � n4 � 1qfp�1,q�1

� py2
3n4pn3 � n4 � 1qfp,q�1 � qy3y4n4pn3 � n4 � 1qfp�1,q

� pp� q � 1qy3n4pn3 � n4 � 1qfp�1,q�1 . (4.44)

Die Di�erenz beider muss also verschwinden. Weil F0 ein endliches Laurent-Polynom in
den Abstandsquadraten ist, gibt es ein r ¡ 0, sodass fpq � 0 für alle p�q ¡ r. Für p�q � r
gilt dann pqy3y4pn3 � n4 � 1qfpq � 0 (da alle höheren verschwinden (fp�1,q, fp,q�1, . . .)).
Also muss für p � 0 � q: fpq homogen vom Grad �1 sein.

Für p� q � r � 1 und p � 0 � q gilt dann:

pn3�n4� 1qpqfpq � pp� 1qqB3fp�1,q� ppq� 1qB4fp,q�1�n3B4fp,q�1�n4B3fp�1,q . (4.45)
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4.2 Fünfpunktfunktionen

Damit ist fpq von der Form: fpq � gpq � f̃pq, wobei gpq homogen vom Grad �2 und f̃pq
homogen vom Grad �1 ist. Induktiv sieht man, dass für p � q � r � s die Funktion fpq
von der Form fpq � gpq � f̃pq ist, wobei gpq homogen vom Grad �s � 1 und f̃pq weniger
singulär ist. Damit vereinfacht sich das Rekursionssystem für p, q ¥ 0, wenn wir nur den
singulärsten Anteil betrachten:

pqy3y4pn3 � n4 � 1q � gpq
� y4n3pp� 1� n4qq � gp�1,q � y3n4pq � 1� n3qp � gp,q�1 � pp� q � 1qn3n4 � gp�1,q�1 .

. (4.46)

Wir schreiben
gpq � yp3y

q
4 � hpq, hpq �

¸
m

apmqpq y�m3 y�r�m�1
4 , (4.47)

wobei hpq homogen vom Grad �r� 1 ist und von den Koe�zienten apmqpq nur endlich viele
nicht verschwinden. Durch Einsetzen von (4.47) in (4.46) ergibt sich:

pp� q � 1� n3 � n4qhpq

� qpp� 1� n3qpp� q � 1� n4qhp�1,q � ppq � 1� n4qpp� q � 1� n3qhp,q�1

� pp� q � 1qpp� 1� n3qpq � 1� n4qhp�1,q�1 (4.48)

und damit das folgendene System von Rekursions-Gleichungen:

pqpp� q � rqapmqpq � qpp� 1�mqpm� r � p� qq � a
pmq
p�1,q

� ppm� r � qqpp� q � 1�mq � a
pmq
p,q�1

� pp� q � 1qpp� 1�mqpm� r � qq � a
pmq
p�1,q�1 . pm P Zq .(4.49)

Wir zeigen in den nächsten Schritten, dass diese Gleichung schon impliziert, dass für be-
liebiges m und für alle p, q ¥ 1 die apq und damit auch die hpq und gpq verschwinden. Ist
weiterhin p � q � r, so ist fpq � gpq � 0, was der Annahme widerspricht, dass r minimal
gewählt war. Also kann es keine p, q ¡ 0 mit fpq � 0 geben.

Sei m P Z. Wir behaupten, dass die Gleichung (4.49) impliziert, dass für alle p, q ¥ 1
bereits apq :� a

pmq
pq � 0. Das machen wir in drei Schritten. Wir haben die Strategie in

Abbildung 4.1 beispielhaft veranschaulicht.

1. p ¥ maxp1,mq und q ¥ 1 ist apq � 0.

Für r ¤ m ist nichts zu zeigen, da apq � 0 für p ¥ r, q ¥ 1. Betrachten wir also den
Fall, dass m ¤ r � 1, m̃ � maxp1,mq.
Für q ¡ r � m̃ verschwinden die apq, denn es ist q � p ¡ r � m̃� p ¥ r, ebenso wie
für p ¡ r � 1.
Es bleibt für m̃ ¤ p ¤ r�1 und 1 ¤ q�1 ¤ r�m zu zeigen, dass ap,q�1 verschwindet.
Aus p ¥ m̃ ¡ m� q�1 folgt p� q�1�m ¡ 0 und aus q�1 ¤ r�m: m� r� q   0.
Damit verschwindet der Vorfaktor vor dem ap,q�1 in Gleichung (4.49) nicht und es
gilt:

qapq � qap�1,q � ap�1,q�1 � 0 ñ ap,q�1 � 0 . (4.50)

Man beginnt mit pp, qq � pr�1, 0q, was ar�1,1 � 0 impliziert. Hat man schon gezeigt,
dass qapq � qap�1,q � ap�1,q�1 � 0, ist nach obiger Relation auch ap,q�1 � 0.
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Abbildung 4.1: Zur Beweisidee

2. Für alle p ¥ 1 und q ¥ maxp1, r �m� 1q �: ñ gilt apq � 0.

Für m ¤ 1 ist wieder nichts zu zeigen, da dann für q ¥ r�m� 1 ¥ r und p ¥ 1 der
Koe�zient apq bereits verschwindet.
Wir betrachten den Fall m ¥ 2. Für p ¡ r� ñ und q ¥ ñ verschwinden die apq, denn
es ist p� q ¡ r.
Es bleibt für ñ ¤ q ¤ r� 1 und 1 ¤ p� 1 ¤ r� ñ, dass ap�1,q � 0 ist. Dann ist aber
p� q� r�m ¡ 0 und p� 1�m   0 und der Vorfaktor vor dem ap�1,q in Gleichung
(4.49) verschwindet nicht und es gilt:

papq � pap,q�1 � ap�1,q�1 � 0 ñ ap�1,q � 0 . (4.51)

Für pp, qq � p0, r � 1q sieht man, dass a1,r � 0 usw.

3. Für 1 ¤ p ¤ maxp1,m� 1q und 1 ¤ q ¤ maxpr �m� 1, 1q ist apq � 0.

Wir brauchen nur noch den Fall 1   m   r zu zeigen, ansonsten folgt die Behauptung
aus einer der beiden obigen Fälle.
Dann ist aber für p   m� 1 und q   r �m auch p� 1�m   0 bzw. m� q � q   0
und der Vorfaktor pp� 1�mqpm� r� qq verschwindet nicht. Dann gilt die Relation:

pqapq � pap,q�1 � qap�1,q � 0 ñ ap�1,q�1 � 0 . (4.52)

Wir beginnen mit pp, qq � p0, 0q, daraus folgt a11 � 0 bis pp, qq � pm� 2, 0q, daraus
folgt am�1,1 � 0 usw.

Wir haben also gezeigt, dass Fünfpunktfunktionen mit biharmonischen Feldern stets Laurent-
Polynome sind und Doppelpole erst ab Sechspunktfunktionen auftreten können. Die Be-
trachtung von Einfachpolen für n ¡ 5 geht analog zu der Betrachtung von Fünfpunktfunk-
tionen.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von

Doppelpolen

In diesem Kapitel interessieren wir uns für die Struktur von Korrelationsfunktionen, welche
die Einfachpoleigenschaft verletzen, d.h. deren harmonischer Anteil nach Theorem 3.10 ins-
besondere kein Laurent-Polynom ist. Dabei kommt die Frage auf, wie die allgemeine Struk-
tur solcher Doppelpol-Lösungen aussieht. Besonders interessant sind diese Strukturen, da
Twist-2-Felder, welche von freien Bi-Feldern wie z.B. : ϕpxqϕpyq :, px�yqµ : ψ̄pxqγµψpyq :,
oder px� yqµpx� yqν : FµσpxqF σ

ν pyq : erzeugt werden, immer Wick-bilinear sind, sodass
deren Korrelationsfunktionen keine Doppelpole enthalten können. Damit ist die Verlet-
zung der Einfachpoleigenschaft ein klarer Hinweis auf nichttrivalen Feldinhalt der Theo-
rie.

Wir haben somit eine positive und eine negative Motivation, solche Strukturen zu un-
tersuchen. Zum einen sind Doppelpolstrukturen Kandidaten für Korrelationsfunktionen
von nicht-trivialen Modellen. Auf der anderen Seite wäre auch denkbar, dass genauere
Kenntnisse über die Doppelpolstruktur dazu führt, dass sich solche Strukturen (zumindest
teilweise) durch Hinzunahme von weiteren Bedingungen (wie z.B. Wightman-Positivität)
ausschlieÿen lassen. Dies wäre wiederum ein Hinweis auf Trivialität. So wird im Fall ska-
larer Felder der Skalendimension d � 2 die Einfachpoleigenschaft genutzt, um zu zeigen,
dass diese Felder von freien und verallgemeinerten freien Feldern erzeugt werden (vgl.
[22]).

5.1 Vorbetrachtung

Wir können unsere Untersuchungen von Doppelpolstrukturen im Anteil F0 einer Korrelati-
onsfunktion ohne Einschränkung der Allgemeinheit auf Laurent-Polynome in den Variablen
t ρij | 1 ¤ i   j ¤ n, pijq � p12q u für n ¥ 6 mit dem Gewicht p1, 1, 0, . . . , 0q beschränken,
da die zu untersuchende Di�erentialgleichung pE1D2�E2D1qF0 � 0 unabhängig von einem
Faktor in den zusätzlichen Variablen t ρij | 3 ¤ i   j ¤ n u ist. Die Funktionen F0 lassen
sich durch anharmonische Verhältnisse (ein System ist im Beweis von Lemma 3.8 gegeben)
parametrisieren. Die allgemeine Systematik der Polstruktur scheint aber in den Variablen
tρiju durchsichtiger.

Es sei also n ¥ 6 und F0 eine Lösung der partiellen Di�erentialgleichung:

pE1D2 � E2D1qF0 � 0 . (5.1)

Aus Folgerung 3.4 folgt, dass die komplexeste Struktur von F0 aus Linearkombinationen
der Form

Polynom

ρa1iρ
b
1jρ

c
2iρ

d
2j

� andere Faktoren (5.2)
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

besteht.

Wir beginnen mit einem Beispiel, welches in [21, 22] gefunden wurde.

Beispiel 5.1. Die Funktion

u0px1, . . . , x6q �
pρ15ρ26ρ34 � 2ρ15ρ23ρ46 � 2ρ15ρ24ρ36qr1,2sr5,6s

ρ13ρ14ρ23ρ24ρ34ρ35ρ45ρ36ρ46
(5.3)

erfüllt die Gleichung (5.1) sowohl bzgl. x1, x2, als auch die analoge Gleichung für x5, x6, wo-
bei ri, js für die Antisymmetrisierung bzgl. der Indizes i, j stehen soll. Sie erfüllt auÿerdem
alle Polschranken und die Clustereigenschaft. Sie ist damit als Anteil einer Korrelations-
funktion

xUpx1, x2qφ
1px3qφ

1px4qUpx5, x6qy (5.4)

quali�ziert.

Wir betrachten die Funktion u0 zuerst nur in x1, x2. Als Erstes fällt auf, dass die Funktion
sowohl in x1 als auch in x2 einen Doppelpol hat. Dass dies notwendig ist, haben wir in
Folgerung 3.12 gezeigt. Insbesondere ist der singulärste Term in den Variablen t ρ1i, ρ2i |
3 ¤ i ¤ nu von der Form pρ13ρ14ρ23ρ24q

�1. Später können wir einfach zeigen, dass dies auch
das einfachste Beispiel ist, d.h. dass bei alle anderen Strukturen die Doppelpole singulärer
sind.

Es erscheint sinnvoll, einige leichter nachvollziehbare Ergebnisse vorwegzunehmen und die
allgemeinen Ergebnisse später zu präsentieren. Die Strategie, um notwendige Bedingungen
an die Struktur in (5.2) zu erhalten, ist es, den singulärsten Teil in tρ13, ρ14, ρ23, ρ24u
zu betrachten. Dabei nehmen wir ohne Einschränkung an, dass pi, jq � p3, 4q in (5.2)
ist.

Wir schreiben zweckmäÿigerweise F0 in der Form:

F0 ppρ1iq3¤i¤n, pρ2iq3¤i¤n, pρijq3¤i j¤nq �
¸

a,b,c,d

Cabcd ppρ1iq3¤i¤n, pρ2iq5¤i¤n, pρijq5¤i j¤nq

ρa13ρ
b
14ρ

c
23ρ

d
24

. .

(5.5)
Dabei sind die Cabcd wieder Laurent-Polynome in den genannten Variablen und nur endlich
viele Cabcd � 0. Im Anhang (Abschnitt E) formen wir die Gleichung (5.1) in ein (rekur-
sives) System von Gleichungen in den Koe�zienten tCabcdu um. Dieses kürzen wir mit
Rpa, b, c, dq � 0 für alle pa, b, c, dq P Z4 ab, wobei Rpa, b, c, dq linear (über partielle Dif-
ferentialoperatoren bis zu Ordnung 3) von 17 verschiedenen Koe�zienten aus der Menge
tCa�o,b�p,c�q,d�r | 0 ¤ o, p, q, r ¤ 2; 2 ¤ o�p�q�r ¤ 4 u abhängt. Der explizite Ausdruck
für Rpa, b, c, dq ist in Gleichung (E.9) gegeben.

Verschwinden alle Koe�zienten tCa,b,c,d | a � b � c � d ¡ r u, so vereinfacht sich auf der
Hyperebene a�b�c�d � r�2 des Gitters tpa, b, c, dq P Z4u die Gleichung Rpa, b, c, dq � 0
zu

Rspa, b, c, dq �

adpc� bqCa,b�1,c�1,d � bcpd� aqCa�1,b,c,d�1 � cdẼ1Ca�1,b�1,c,d � abẼ2Ca,b,c�1,d�1 � 0
(5.6)
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5.1 Vorbetrachtung

mit den partiellen Di�erentialoperatoren erster Ordnung

Ẽ1 �
ņ

i�5

ρ2iB1i, Ẽ2 �
ņ

i�5

ρ1iB2i (5.7)

und hängt insbesondere nur noch von den vier genannten Koe�zienten ab.

Um erste Ergebnisse zu bekommen, wir betrachten zuerst einen Spezialfall. In der Doppel-
pollösung (5.3) kommt auf der singulärsten Hyperebene a�b�c�d � 4 nur der Koe�zient
C1111 vor. Dies motiviert für F0 den speziellen Ansatz:

F0 �
Ca1b1c1d1

ρa
1

13ρ
b1
14ρ

c1
23ρ

d1
24

�
¸

a�b�c�d r

Cabcd

ρa13ρ
b
14ρ

c
23ρ

d
24

(5.8)

mit r :� a1� b1� c1� d1 und a1, b1 ¡ 0, d.h. wir fordern einen Doppelpol in ρ13, ρ14. Damit
vereinfacht sich 0 � Rpa, b, c, dq � Rspa, b, c, dq für a� b� c�d � r� 2 und es bleiben vier
nicht-trivale Gleichungen:

0 � Rspa
1, b1 � 1, c1 � 1, d1q � a1d1pc1 � b1qCa1b1c1d1 (5.9)

0 � Rspa
1 � 1, b1, c1, d1 � 1q � b1c1pd1 � a1qCa1b1c1d1 (5.10)

0 � Rspa
1 � 1, b1 � 1, c1, d1q � c1d1Ẽ1Ca1b1c1d1 (5.11)

0 � Rspa
1, b1, c1 � 1, d1 � 1q � a1b1Ẽ2Ca1b1c1d1 . (5.12)

Die Gleichungen (5.9) und (5.10) sind kompatibel für pa1, b1, c1, d1q � pa, b, b, aq und (5.11),
(5.12) implizieren dann Ẽ1Cabba � Ẽ2Cabba � 0. Man sieht direkt, dass dies mit

Cabba � Pa�b�1 ppRijq5¤i j¤nq �Gppρijq3¤i j¤nq (5.13)

gelöst wird, wobei Pa�b�1 ein homogenes Polynom vom Grad a � b � 1 in den
�
n�5

2

�
(im

Allgemeinen nicht unabhängigen Variablen) tRij | 5 ¤ i   j ¤ nu ist, welche gegeben sind
durch

Rij �
ρ1iρ2j � ρ1jρ2i

ρij
. (5.14)

Für Rij gilt Ẽ1Rij � Ẽ2Rij � 0, und damit auch für alle Produkte dieser Variablen.
Die Funktion G ist ein Laurent-Polynom in den

�
n�3

2

�
Variablen t ρij | 3 ¤ i   j ¤ n u,

welches sich vom Gewicht p0, . . . , 0q transformiert. In anderen Worten: G kann gesehen
werden als Laurent-Polynom in den pn � 5qpn � 2q{2 anharmonischen Verhältnissen, wel-
che sich aus den Variablen t x3, . . . , xn u konstruieren lassen. Insbesondere sind auch al-
le Homogenitäten (per Konstruktion) erfüllt, d.h. F0 transformiert sich vom Gewicht
p1, 1, 0, . . . , 0q.

Um die Situation zu verallgemeinern, machen wir eine abstraktere Betrachtung. Zuerst
beobachten wir, dass die Operatoren Ẽ1, Ẽ2 zusammen mit der Di�erenz der Euler-
Operatoren zu den Variablen t ρ1i | 5 ¤ i ¤ n u und t ρ2i | 5 ¤ i ¤ n u bezeichnet
mit

Ẽ3 �
ņ

i�5

pρ1iB1i � ρ2iB2iq (5.15)
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

die Vertauschungsrelationen

rẼ3, Ẽ1s � 2Ẽ1, rẼ3, Ẽ2s � �2Ẽ2, rẼ1, Ẽ2s � Ẽ3 (5.16)

erfüllen. Diese entsprechen den Vertauschungsrelationen der Lie-Algebra slp2q. Wir ma-
chen uns in den nächsten Abschnitten die Darstellungstheorie von slp2q zu nutzen. Dies
vereinfacht unsere Analyse in verschiedener Hinsicht: zum Einen lässt sich leicht zeigen,
dass in unserem Beispiel der Koe�zient Cabba schon die allgemeinste Form war. Genauer:
Wir können zeigen, dass alle polynomialen Lösungen von Ẽ1P � Ẽ2P � 0 durch Polyno-
me in den Variablen Rij gegeben sind. Zum Anderen ergeben sich einfache algebraische
Regeln für das Rechnen mit den Operatoren Ẽ1, Ẽ2. Diese sind wiederum nützlich bei
der Analyse der Gleichung (5.6) und Konstruktion von der kompletten Lösung von F0. Für
Zweiteres müssen wir rekursiv die inhomogene Gleichung zu (5.6) lösen. Hier verrät uns die
Darstellungstheorie, wie sich die Operatoren Ẽ1 und Ẽ2 �invertieren� lassen. Für gewisse
Unterräume sind beide nämlich bis auf einen numerischen Faktor (der von dem speziellen
Unterraum abhängt) invers zueinander.

5.2 Exkurs: Die Lie-Algebra slp2q und slp2q-Moduln

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Begri�e aus der Theorie der Lie-Algebren und
deren Darstellungen bzw. Moduln. Wir beziehen uns hier vor allem auf [14].

Wir betrachten den Vektorraum aller komplexen 2�2-Matrizen mit verschwindender Spur.
Aus der Zyklizität der Spur folgt direkt, dass der Kommutator rA,Bs � AB �BA wieder
eine spurfreie Matrix ist. Der Vektorraum bildet somit mit dem Kommutator als Produkt
eine Lie-Algebra, welche mit slp2q bezeichnet wird. Es ist hinreichend, sie direkt über die
Basis tX,Y,Hu und die Relationen

rH,Xs � 2X, rH,Y s � �2Y, rX,Y s � H (5.17)

zu de�nieren. Als 2�2-Matrizen gesehen entspricht dies der Basis

X �

�
0 1
0 0



, Y �

�
0 0
1 0



, H �

�
1 0
0 �1



. (5.18)

Eine Darstellung (ρ,V ) von slp2q besteht aus einem Vektorraum V und einem einem Lie-
Algebren-Homomorphismus von slp2q in die allgemeine lineare Lie-Algebra von V , bezeich-
net mit glpV q, d.h. ρ : slp2q Ñ glpV q.

Der Vektorraum V wird mit ρ insbesondere zu einem slp2q-Modul. Wir schreiben für die
Wirkung von g P slp2q auf v P V kurz g.v :� ρpgqv.

Die Lie-Algebra slp2q lässt sich aufspalten in h ` g�2 ` g�2 (Cartan-Zerlegung), wo-
bei h � CH die maximale kommutative Unteralgebra ist. Wir identi�zieren den Dual-
raum λ P h� � C direkt mit λ P C, indem wir schreiben: λpHq � λ. Für unsere
Zwecke reicht es, endliche (d.h. endlich-dimensionale) slp2q-Moduln zu betrachten. Da
h diagonalisierbar ist, führt dies zu einer Aufspaltung als direkt Summe von Eigenräu-
men:

Vλ � t v P V | H.v � λv u , (5.19)
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5.2 Exkurs: Die Lie-Algebra slp2q und slp2q-Moduln

wobei Vλ auch Sinn macht, wenn λ kein Eigenwert ist. Ist Vλ � t0u, so nennen wir λ Ge-
wicht in V und nennen Vλ Gewichtsraum zum Gewicht λ. Für v P Vλ ist X.v P Vλ�2 und
Y.v P Vλ�2, denn H.pX.vq � rH,Xs.v�X.H.v � 2X.v�λX.v � pλ�2qX.v. Da V endlich-
dimensional ist, gibt es ein Gewicht λ mit und X.v � 0 für alle v P Vλ. Ist zusätzlich v � 0,
so nennen wir v maximalen Vektor zum Gewicht λ. Wir nennen V ein einfachen oder irre-
duziblen slp2q-Modul, wenn die einzigen slp2q-Untermoduln durch V selbst und t0u gegeben
sind. Da slp2q einfach (also insbesondere halbeinfach) ist zerfällt nach dem Weyl-Theorem
(vgl. [14] 6.3) jeder endlich-dimensionale slp2q-Modul in eine direkte Summe von reduziblen
(einfachen) slp2q-Moduln, d.h. V ist vollständig reduzibel.

Beispiel 5.2. Sei ` P N0 und V p`q � C`rx, ys der Raum der homogenen Polynome vom
Grad ` in den zwei Variablen x und y. Dann wird mittels

ρ : slp2q Ñ glpV p`qq, ρpXq � xBy, ρpY q � yBx, ρH � xBx � yBy (5.20)

der Vektorraum V p`q zu einem p` � 1q-dimensionalen slp2q-Modul. Ferner ist v` � x` ein
maximaler Vektor und H.v` � ` v`, d.h. v` hat das Gewicht `. Wir de�nieren1 für δ ¥ 0
die Vektoren

|`, `� 2δy �
`!

p`� δq!
Y δ.v` � x`�δ yδ . (5.21)

Insbesondere ist t|`,�`y, |`,�`� 2y, . . . , |`, `yu eine Basis von V p`q. Wir bezeichnen mit `
das Höchstgewicht. m entspricht dem Gewicht von |`,my. Weiterhin gibt es keine nicht-
trivialen Untermoduln, also ist V p`q irreduzibel.

Jeder endliche irreduzible Modul ist also schon durch seinen maximalen Vektor gegeben.
Man kann sogar zeigen, dass jeder irreduzible endlich-dimensionale slp2q-Modul isomorph
zu einem V p`q für ein ` P N0 ist (vgl. [14] 7.2).

Wir bemerken, dass jede Darstellung einer Lie-Algebra auch eine Darstellung ihrer uni-
versellen einhüllenden Algebra liefert und umgekehrt. In unserem Fall ist dies die zuge-
hörige assoziative Algebra, mit Matrixmultiplikation als Produkt. Ein spezielles Element
ist das Casimir-Element C � 2XY � 2Y X � H2. Für V p`q liegt es im Zentrum und es
gilt:

p2XY � 2Y X �H2q.v � `p`� 2q.v v P V p`q . (5.22)

Für ein endlich-dimensionalen Modul V bezeichnen wir mit P` die Projektion auf den
Eigenwert `p`�2q bzgl. des Casimir-Operators, d.h. auf die zu V p`q isomorphen Unterräu-
me.

Sind V1 und V2 zwei endlich-dimensionale slp2q-Moduln, dann ist V1 b V2 ein slp2q-Modul
vermöge gpub vq � pg b 1� 1b gqpub vq � pg.uq b v � ub pg.vq für g P slp2q und dessen
linearer Fortsetzung. Es gilt die Clebsch-Gordan-Formel:

V p`1q b V p`2q �
minp`1,`2qà

k�0

V p`1 � `2 � 2kq

� V p`1 � `2q ` V p`1 � `2 � 2q ` � � � ` V p|`1 � `2|q . (5.23)

1 In Anlehnung an den Drehmimpuls in der Quantenmechanik verwenden wir die Notation |`,my. Jedoch
verwenden wir andere Konventionen und Normierung. Denkt man an Drehimpuls, so entspricht ` � 2j
und m � 2mj , wobei j die Gesamtdrehimpulsquantenzahl und mj die magnetische Quantenzahl ist.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Proposition 5.1. Sei |`,my ein Vektor vom Gewicht m und Höchstgewicht ` aus einem
slp2q-Modul, dann gilt:

XY |`,my �

�
1�

`�m

2


�
`�m

2



|`,my (5.24)

Y X|`,my �

�
1�

`�m

2


�
`�m

2



|`,my . (5.25)

Beweis. Es gilt XY |`, `y � pH � Y Xq|`, `y � pn � Y Xq|`, `y � `|`, `y. Sei m P t�`,�` �
2, . . . , `� 2u und die Aussage für m� 2 bereits gezeigt, dann ist:

XY |`,my � pH � Y Xq|`,my � m|`,my � Y XY.v

�

�
m�

�
1�

`�m� 2
2


�
`�m� 2

2




|`,my �

�
1�

`�m

2


�
`�m

2



|`,my ,

(5.26)

wobei v der Vektor vom Gewicht m und Höchstgewicht ` ist, sodass |`,my � Y.v gilt. Die
zweite Aussage zeigt sich analog, folgt aber auch direkt aus der Symmetrie der Lie-Algebra
unter Vertauschung von X Ø Y und H Ø �H, also somit mØ �m.

Folgerung 5.2. Sei z P V Vektor aus einem endlich-dimensionalen slp2q-Modul.

1. Ist X.z � 0, dann besteht z nur aus Vektoren mit nicht-negativen Gewicht. Ist z
zusätzlich Eigenvektor von H, so ist dessen Eigenwert nicht-negativ.

2. Wird z von zweien der drei Elemente H,X, Y vernichtet, so auch vom Dritten.

Beweis. 1. Nehmen wir o.B.d.A. an z � |`,my mit negativen m. Dann ist X.z � 0. Daraus
folgt, dass X.z � 0 impliziert, dass z nur aus Vektoren mit positiven Gewicht bestehen
kann. 2. ist trivial.

5.2.1 Zerlegung eines slp2q-Moduls

In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Zerlegung eines slp2q-Moduls in irreduzi-
ble (einfache) Untermodule. Diese Zerlegung wird später nützlich sein.

Für festes n P N betrachten wir den Ring der Polynome Crx1, . . . , xn, y1, . . . , yns �:
Crx, ys. Dieser Ring besitzt eine Graduierung durch den Grad der homogenen Polynome,
d.h.

Crx, ys �
à
dPN0

Cdrx, ys , (5.27)

wobei für p P Clrx, ys und q P Cmrx, ys gilt: p � q P Cl�mrx, ys (wir schreiben dann einfach
Clrx, ys�Cmrx, ys � Cl�mrx, ys). Wir bezeichnen mit Cnrx, ys den Raum der homogenen Po-
lynome vom Grad nmit Koe�zienten in C. Die Motivation liegt darin, x � pρ15, . . . , ρ1,n�4q
und y � pρ25, . . . , ρ2,n�4q zu betrachten.
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5.2 Exkurs: Die Lie-Algebra slp2q und slp2q-Moduln

Wir de�nieren folgende (formale) Derivationen auf Crx, ys:

X �
ņ

i�1

xiByi , Y �
ņ

i�1

yiBxi , H �
ņ

i�1

xiBxi � yiByi (5.28)

mit

rH,Xs.f � 2X.f, rH,Y s.f � �2Y.f, rX,Y s.f � H.f pf P Crx, ysq . (5.29)

Dies sind genau die Vertauschungsrelationen der slp2q und Crx, ys wird damit zu einem
slp2q-Modul. Da X, Y und H die Homogenität erhalten, ist Cdrx, ys ein endlicher, voll-
ständig reduzibler slp2q-Untermodul.

Wir untersuchen den Modul der homogenen Polynome vom Grad d und dessen Zerfall
in irreduzible Untermoduln. Für n � 1 erhalten wir genau Beispiel 5.2. Für n ¡ 1 las-
sen sich Variablen rij :� xiyj � yixj de�nieren, welche die Eigenschaft haben, dass sie
durch slp2q annihiliert werden. Wir nennen sie Singletts und de�nieren den Untermo-
dul

R � span trij | 1 ¤ i   j ¤ nu � C2rx, ys . (5.30)

Wir bezeichnen mit Cdrxs � Cdrx, ys die vom Grad d homogenen Polynome, welche nur
von x abhängen.

Für m ¤ td{2u bezeichnen wir mit

Ud,2m :� Cd�2mrxs �R
m � Cdrx, ys (5.31)

und mit Vd,2m den durch Ud,2m erzeugte slp2q-Untermodul2, wobei wir schreiben Vd,2m �
slp2q.Ud,2m.

Lemma 5.3. Sei v P Ud,2m mit v � 0, dann ist das von v erzeugte slp2q-Untermodul ein
einfaches Untermodul vom Höchstgewicht d� 2m.

Beweis. Sei u P Ud,2m. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit (durch geeignete Linear-
kombination) ist

u � ri1,i2 � � � ri2m�1,i2mxi2m�1xid . (5.32)

Dann ist mit Hilfe der Leibnizregel X.u � 0 und H.u � pd� 2m�mqu�mu � pd� 2mqu.
Also ist Vd,2m irreduzibles Untermodul vom Gewicht d� 2m.

Es sei bemerkt, dass die Vektoren der Form (5.32) vollständig bzgl. Ud,2m sind, aber nicht
linear unabhängig. Wählt man jedoch eine Basis in Ud,2m, so erhält man durch die davon er-
zeugten Untermoduln eine Zerlegung in irreduzible Untermoduln.

Es lässt sich Cdrx, ys rekursiv mit der Clebsch-Gordan-Formel zerlegen. Im Prinzip haben
wir dies bereits explizit gemacht. Es bleibt zu zeigen, dass wir bereits den kompletten
Modul Csrx, ys zerlegt haben. Wir halten fest und zeigen:

2 Damit ist der durch Anwenden der Lie-Algebra und der Identität erzeugte Untermodul gemeint.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Lemma 5.4. Es ist:

Cdrx, ys :�
td{2uà
m�0

Vd,2m . (5.33)

Beweis. Aus Lemma 5.3 folgt, dass für m,m1 P t1, . . . , td{2uu mit m � m1 gilt: Vd,2m X
Vd,2m1 � t0u.
�: Per Konstruktion.
�: Wir müssen zeigen, dass Cd�krxs � Ckrys �

Àtd{2u
m�0 Vd,2m �M für alle 0 ¤ k ¤ d.

Dazu zeigen wir, dass Cd�2m�krxs�Ckrys�R
m �M für 0 ¤ k ¤ d für alle 0 ¤ m ¤ tpd�kq{2u

per Induktion nach k. Für k � 0 ist es klar. Betrachten wir also 1 ¤ k ¤ d und setzen
voraus, dass die Aussage für k�1 bereits gezeigt ist. Dafür sei 0 ¤ m ¤ tpd�kq{2u beliebig,
l :� d� 2m� k � 1 ¥ 1. Ferner sei z P Ck�1rys � R

m und ξ � xi1 � � �xil P Clrxs. Dann ist
ξz P Cd�2m�k�1rxs � Ck�1rys � R

m � M nach Induktionsvoraussetzung. Wir müssen nun
zeigen, dass auch ξz � yi1{xi1 in M ist, da Vektoren dieser Form Cd�2m�krxs � Ckrys � R

m

aufspannen. Da M Untermodul und Y.z � 0 ist, gilt, dass folgender Vektor

Y.zξ � zY.ξ � zY.xi1 � � �xil � z
ļ

k�1

yik
xik

xi1 � � �xil � z
ļ

k�1

yik
xik

ξ (5.34)

auch in M liegen muss. Für l � 1 sind wir somit fertig. Ansonsten ist die Idee, Elemente
aus Cl�1rxs � Ck�1rys � R

m�1 � M hinzuzuaddieren und so unseren gewünschten Vektor
ξz �yi1{xi1 PM zu konstruieren. Wir zeigen induktiv, dass für alle p � 1, . . . , l�1 folgendes
übereinstimmt

M Q z
ļ

j�1

yij
xij

ξ � z
l�1̧

j�1

j
ril�j ,il�j�1

xil�jxil�j�1

ξ

� z

�
l�1̧

j�1

yij
xij

�
�
��
yil
xil

�
l�1̧

j�2

j
ril�j ,il�j�1

xil�jxil�j�1

�
�
��
yil
xil

�
yil�1

xil�1

�
ξ

(IA)
p�1
� z

�
l�2̧

j�1

yij
xij

�
l�1̧

j�2

j
ril�j ,il�j�1

xil�jxil�j�1

� 2
yil�1

xil�1

�
ξ � � � �

(IV)
p�1
� z

�
l�p̧

j�1

yij
xij

�
l�1̧

j�p

j
ril�j ,il�j�1

xil�jxil�j�1

� p
yil�p�1

xil�p�1

�
ξ

� z

�
l�p̧

j�1

yij
xij

�
�
�
�yil�p

xil�p
�

l�1̧

j�1�p

j
ril�j ,il�j�1

xil�jxil�j�1

�

�
�
�
��

p
yil�p�1

xil�p�1

� p
yil�p
xil�p

�
��

���
��pp� 1q

yil�p�1

xil�p�1

�
ξ

(IB)
p
� z

�
l�p�1¸
j�1

yij
xij

�

l�p̧

j�1�p

j
ril�j ,il�j�1

xil�jxil�j�1

� pp� 1q
yil�p
xil�p

�
ξ � � � �

p�l�1
� l z

yi1
xi1

ξ . (5.35)

Dabei besteht die zweite Summe nur aus Elementen3 von Cl�1rxs � Ck�1rys � R
m�1 und

3Wir haben hier auch rii � 0 zugelassen, d.h. das wir evtl. auch Nullen hinzuaddieren. Das ändert aber
nichts.
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

ist damit aus M . Dann ist insbesondere auch z pyi1q{pxi1qξ aus M , was wir noch zeigen
mussten.

Korollar 5.5. Die von X, Y und H simultan vernichteten Elemente aus Cdrx, ys sind für
ungerades d nur der Nullvektorraum t0u und für gerades d alle Polynome aus Vd,d, d.h.
Polynome vom Grad d{2 in den Variablen t rij | 1 ¤ i   j ¤ n u.

Bemerkung 5.6. Alles geht analog, wenn wir anstatt Crx, ys die Polynome Vrx, ys �
Crx, ys b V mit Werten in einem beliebigen (komplexen) Vektorraum V betrachten und
dabei voraussetzen, dass die Wirkung von slp2q auf V trivial ist.

In Anwendung auf unsere Problemstellung ersetzen wir n durch n1 � n�4, wobei n wieder
die Anzahl der Punkte aus M sein soll. Dann identi�zieren wir:

xØ pρ15, . . . , ρ1nq

y Ø pρ25, . . . , ρ2nq

X Ø Ẽ2

Y Ø Ẽ1

H Ø Ẽ3 . (5.36)

Wir entwickeln eine Lösung pE1D2 � E2D1qF0 � 0:

F0 �
¸

a,b,c,d

Cabcdpx, y, ρ34, ρ35, . . . , ρn�3,n�4q

ρa13ρ
b
14ρ

c
23ρ

d
24

. (5.37)

Für a, b ¡ 0 oder b, c ¡ 0 ist nach Folgerung 3.4 der Koe�zient Cabcd regulär in den
Variablen px, yq, d.h.

Cabcd P Ca�b�c�d�2rx, ys b Crpρij , ρ�1
ij q3¤i j¤ns � Va�b�c�d�2rx, ys , (5.38)

wobei V � Crpρij , ρ�1
ij q3¤i j¤ns gleich der Raum der Laurent-Polynome in den zusätzlichen

Variablen σ � pρijq3¤i j¤n ist.

Die Homogenität bedeutet dann

H.Cabcd � pa� b� c� dqCabcd . (5.39)

5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

Für diesen Abschnitt sei n ¥ 6. Wir nehmen weitherhin an, F0 ist ein Laurent-Polynom
in den Variablen t ρij | 1 ¤ i   j ¤ n, pi, jq � p1, 2q u und F0 erfülle die Di�erentialglei-
chung:

pE1D2 � E2D1qF0 � 0 . (5.40)

Wir nehmen weiterhin o.B.d.A. an, dass F0 einen Doppelpol in ρ13, ρ14 besitzt. Wir schrei-
ben, motiviert durch den letzten AbschnittX � Ẽ2 und Y � Ẽ1.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

5.3.1 Allgemeine Aussagen über das Verschwinden von Koe�zienten

Wir betrachten hier genauer das System von rekursiven Gleichungen in den Koe�zienten
Cabcd, welches bei der Untersuchung der Di�erentialgleichung pE1D2 � E2D1qF0 � 0 auf-
tritt. Dabei ist F0 wieder ein Laurent-Polynom wie in (5.5). Ziel ist es zu zeigen, dass unter
gewissen Annahmen schon bestimmte Cabcd Null sein müssen. Die allgemeine Strategie ist
dabei, dass ein Koe�zient verschwindet, wenn seine Nachbarn, von den dieser Koe�zient
über eine Gleichung abhängt, verschwinden. Nimmt man zusätzlich die Rationalität von
F0 hinzu, d.h. dass nur endlich viele Cabcd nicht verschwinden können, kann man eini-
ge Aussagen tre�en. Ziel ist es, hiermit die Struktur von möglichen Doppelpolen weiter
einzuschränken.

Wir betrachten hier wieder das System von Gleichungen Rpa, b, c, dq � 0 für pa, b, c, dq P Z4

gegeben in (E.9).

Lemma 5.7. Es sei der singulärste Doppelpol von F0 in ρ13, ρ14 von der Ordnung r, d.h.
r � maxt a � b | a, b ¡ 0, Cabcd � 0 u. Dann verschwindet für a, b ¡ 0 mit a � b � r und
c� d ¡ r der Koe�zient Cabcd.

Beweis. Angenommen es gäbe so ein Cabcd � 0. Aus Rpa, b, c�1, d�1q � 0 folgt X.Cabcd �
0, da nach Voraussetzung alle Ca1,b1, � , � mit a1 � b1 ¡ r verschwinden und Rpa, b, c, dq � 0
nur Koe�zienten mit Ca1b1c1d1 mit a1 ¥ a und b1 ¥ b verbindet. Also ist Cabcd ein maximaler
Vektor und besteht insbesondere nur aus Vektoren mit positiven Gewicht (siehe Folgerung
5.2). Die Homogenität impliziert aber H.Cabcd � pa� b� c� dqCabcd, also einen negativen
Eigenwert da a� b� c� d � r � c� d   0, was ein Widerspruch ist. Also muss Cabcd � 0
sein.

Lemma 5.8. Für a, b ¡ 0 und c� d ¤ 0 ist Cabcd � 0.

Beweis. Aus a, b ¡ 0 folgt, einerseits dass Cabcd regulär in tρ25, . . . , ρ2nu ist. Andererseits
muss Cabcd homogen vom Grad c � d � 1   0 in den Variablen tρ25, . . . , ρ2nu sein, also
kann Cabcd in diesem Fall nur verschwinden.

Lemma 5.9. Sei für alle a, b, c, d ¡ 0 mit a � b � c � d ¡ m der Koe�zient Cabcd � 0.
Dann ist auch für alle pa, b, c, dq mit a� b� c� d ¥ m und mit wahlweise

• a, b ¡ 0 sowie c ¤ 0 oder d ¤ 0 (Doppelpol in 1, Einfachpol in 2), oder

• c, d ¡ 0 sowie a ¤ 0 oder b ¤ 0 (Doppelpol in 2, Einfachpol in 1)

der Koe�zient Cabcd � 0.

Beweis. Aus Symmetriegründen können wir uns im ersten Fall auf d ¤ 0 beschränken.
Erneut aus Symmetriegründen folgt die gleiche Aussage auch für pa, bq Ø pc, dq.

Wegen Lemma 5.8 brauchen wir nur Cabcd � 0 für a, b ¡ 0, d ¤ 0 und a � b � c � d ¥ m
und c� d ¡ 0 zeigen.

Da nur endlich viele Koe�zienten nicht verschwinden, gibt es ein bmax, sodass C � ,b, � , � � 0
für b ¡ bmax.
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

Sei 1 ¤ b1 ¤ bmax und wir nehmen an, wir haben die Aussage schon für alle b ¡ b1 gezeigt.
Des Weiteren sei d1 ¤ 0. Wir nehmen weiterhin an, dass wir die Aussage schon für b � b1

und alle d ¤ 0 mit d ¡ d1 gezeigt haben.

Für a, c mit a � b1 � c � d1 ¥ m und c � d1 ¡ 0 betrachten wir nun die Gleichung Rpa �
1, b1, c, d1 � 1q � 0 (E.9). Sie verbindet nur Koe�zienten Cabcd mit a � b � c � d ¥ m.
Insbesondere fallen folgende Koe�zienten weg:

• C � ,b1�1, � , � und C � ,b1�2, � , � , da wir die Aussage bereits gezeigt haben, bzw. weil b ¡
bmax ist. Damit fallen insbesondere alle C � , � , � ,d1�1 weg.

• Im Fall d1   0: C � , � , � ,d1�1 aus dem bereits gezeigten.

• Im Fall d1 � 0: C � , � ,c,1 und C � , � ,c�1,1 nach Voraussetzung, da c � c� d1 ¡ 0.

Also vereinfacht sich Rpa� 1, b1, c, d1 � 1q � 0 zu:

b1cpd1 � aqCa,b1,c,d1 � pa� 1qb1 �X.Ca�1,b1,c�1,d1

� b1
�
pd1 � 1qρ4iB2i � ρ4iB1iX

�
Ca,b1,c�1,d1

� b1cρ4iB1iCa�1,b1,c,d1 . (5.41)

Wir de�nieren als Abkürzung:

Ga,n :� Ca,b1,m�a�b1�d1�n,d1 . (5.42)

Sei amax � maxt a | Cabcd � 0 u. Für 1 ¤ a ¤ amax und n ¥ maxp0, a � b1 � d1 �mq (das
Maximum bezweckt, dass c ¡ 0 ist; für c ¤ 0 ist Ca,b1,c,d1 � 0 nach Lemma 5.8) behaupten
wir Gan � 0. Aus (5.41) folgt die Relation:

Gan � 0 ùñ
pa� 1qGa�1,n � 0 oder Ga,n�1 � 0 oder pa� amaxqGa�1,n�1 � 0 , (5.43)

welche wir in folgendem Diagramm4 veranschaulichen wollen:

Gamax,0
//

��

Gamax�1,0

��xxrrrrrrrrrr
// � � �

yytttttttttt
// G2,0

��

//

||yy
yy

yy
yy

y
G1,0

��||yy
yy

yy
yy

Gamax,1
//

��

Gamax�1,1

��xxrrrrrrrrrr
// � � �

yytttttttttt
// G2,1

��

//

||yy
yy

yy
yy

y
G1,1

��||yy
yy

yy
yy

Gamax,2
//

��

Gamax�1,2

��
yysssssssssssss

// � � �

zzuuuuuuuuuuuuu
// G2,2

��

//

}}zzzzzzzzz
G1,2

��
}}zz

zz
zz

zz
zz

...
... � � � ...

...

. (5.44)

Ist ein Koe�zient ungleich Null, so muss auch ein in Richtung der Pfeile nächster Koe�-
zient ungleich Null sein. Da nur endlich viele Gan � 0 sein dürfen, folgt schon, dass alle
verschwinden. Nehmen wir nämlich an, dass ein Koe�zient nicht verschwindet, so müssen
unendlich viele weitere Koe�zienten auch ungleich Null sein, was ein Widerspruch ist.

4 Das Diagramm ist evtl. oben abgeschnitten; genauer: Es kommen wegen Lemma 5.8 nur Gan mit
n ¥ maxp0, a� b1 �m1 � 1q vor.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Nach dieser sehr technischen Aussage über das Verschwinden verschiedener Koe�zienten
können wir folgende Aussage zeigen.

Proposition 5.10. Sei F0 wie oben und gelte (5.40). Besitzt F0 einen Doppelpol in ρ1i,
ρ1j (3 ¤ i   j ¤ n), dann auch in ρ2i, ρ2j.

Beweis. Nehmen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass F0 einen Doppelpol
in ρ13, ρ14 besitzt, so gibt es pa, b, c, dq mit a, b ¡ 0 und Cabcd � 0 und ein minimales m,
sodass Cabcd � 0 für alle a� b� c� d ¡ m mit a, b ¡ 0, d.h.

m � mintm | Cabcd � 0 für alle a, b ¡ 0 und c, d P Z mit a� b� c� d ¡ m u . (5.45)

Dann gilt insbesondere für a, b, c, d ¡ 0 mit a � b � c � d ¡ m, dass Cabcd verschwindet.
Angenommen Cabcd � 0 für a, b, c, d ¡ 0 mit a�b�c�d � m, dann folgt aus Lemma (5.9),
dass sogar für alle a, b ¡ 0 und c, d beliebig mit a� b� c� d � m gilt: Cabcd � 0. Dies ist
ein Widerspruch zur Minimalität von m. Also muss es a, b, c, d ¡ 0 mit a� b� c� d � m
geben, sodass Cabcd � 0, einen Doppelpol auf singulärster Ebene besitzt.

Nehmen wir an, es gibt nur Doppelpole bis zu einer gewissen Ordnung r, so können wir
auch eine Aussage über das Vorkommen von möglichen �doppelten Doppelpolen� ma-
chen:

Lemma 5.11. Sei ` ¥ 0 und

• Cabcd � 0 für a� b� c� d ¡ 2r � ` mit a, b ¡ 0 oder c, d ¡ 0 und

• Cabcd � 0 für a� b� c� d � 2r � ` für a, b, c, d ¡ 0 und a� b ¡ r oder c� d ¡ r.

Dann sind für a, b, c, d ¡ 0 und a� b� c� d � 2r � ` auch

pr � b� `� dq � � � pr � b� dq � Cabcd � 0 , (5.46)

d.h. Cabcd � 0, wenn d � r � b� `, . . . , r � b.

Beweis. Wir müssen nur für a, b, c, d ¡ 0 mit a� b� c�d � 2r� `, a� b ¤ r und c�d ¤ r
(d.h. insbesondere r � ` ¤ a� b ¤ r) zeigen, dass gilt:

pr � b� `� dq � � � pr � b� dqCabcd � 0 . (5.47)

Hierzu wählen wir ein b1 mit 1 ¤ b1 ¤ r � 1 und nehmen an, wir haben die Aussage (5.47)
schon für alle möglichen bmit b ¡ b1 gezeigt. Ebenso wählen wir ein a1 mit maxp1, r�b�`q ¤
a1 ¤ r � b und nehmen an wir haben die Aussage (5.47) auch schon für b � b1 und alle
möglichen a mit a   a1 gezeigt. Wir müssen nun zeigen, dass die Aussage (5.47) auch für
a � a1 und b � b1 wahr ist.
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

Also betrachten wir für c1, d1 ¡ 0 mit a1�b1�c1�d1 � 2r�` die Gleichung Rpa1�1, b1, c1, d1�
1q � 0. Nach Voraussetzung bzw. weil die Koe�zienten, welche keinen Doppelpol multipli-
zieren (das kann nur auftreten für a1 � 1 oder b1 � 1) mit einer Null multipliziert werden,
vereinfacht sich dies zu Rspa

1 � 1, b1, c1, d1 � 1q � 0 gegeben durch

b1c1pd1 � a1qCa1,b1,c1,d1 � pa1 � 1qpd1 � 1qpb1 � c1qCa1�1,b1�1,c1�1,d1�1

� c1pd1 � 1qY.Ca1,b1�1,c1,d1�1

� pa1 � 1qb1X.Ca1�1,b1,c1�1,d1 . (5.48)

Weiterhin verschwindet nach obiger Annahme:

• pa1 � 1qpd1 � 1qCa1�1,b1�1,c1�1,d1�1 � 0 für d1 � r � b1 � `, . . . , r � b1 nach dem bereits
Gezeigten für b � b1 � 1 bzw. wegen des Verschwinden des Vorfaktors.

• pd1 � 1qCa1,b1�1,c1,d1�1 � 0 für d1 � r � b1 � `, . . . , r � b1 nach dem bereits gezeigten
für b � b1 � 1 oder im Fall a1 � b1 � r nach Voraussetzung, da es keinen Doppelpol
singulärer als r gibt.

• pa1 � 1qCa1�1,b1,c1�1,d1 � 0 für d1 � a1 � `, . . . , a1, da die Aussage (5.47) schon für
a � a1 � 1 gezeigt wurde bzw. im Fall c1 � d1 � `, wieder nach Voraussetzung.

Also ist pr � b1 � ` � d1q . . . pr � b1 � d1qCa1,b1,c1,d1 � 0 auch gezeigt. Damit ist die Aussage
(5.47) auch für a � a1 und b � b1 wahr, was zu zeigen war.

Proposition 5.12. Sei F0 wie oben und habe in ρ13, ρ14 und ρ23, ρ24 maximal Doppelpole
der Ordnung r. Dann gibt es ein ` ¥ 0, sodass F0 von der Form:¸

a,b,c,d¡0

a�b�c�d�2r�`
pr�b�`�dq`�1�0

Cabcd

ρa13ρ
b
14ρ

c
23ρ

d
24

� F̃0 (5.49)

ist, wobei F̃0 nur weniger singuläre Terme bzw. keine Doppelpole in ρ13, ρ14 und ρ23, ρ24

enthält, d.h.

F̃0 �
¸

a�b�c�d 2r�`

Cabcd

ρa13ρ
b
14ρ

c
23ρ

d
24

� pTerme ohne Doppelpole in ρ13, ρ14 und ρ23, ρ24q .

(5.50)

Beweis. Sei 2r � ` :� maxt a � b � c � d | a, b, c, d ¡ 0 und Cabcd � 0 u ¤ 2r. Damit sind
die Voraussetzungen von Lemma 5.9 für m � 2r � ` erfüllt. Somit ist Cabcd � 0 für alle
a� b� c� d ¡ 2r � ` mit a, b ¡ 0 oder c, d ¡ 0 und auÿerdem für a� b� c� d � 2r � `
wenn entweder nur a, b ¡ 0 oder nur a, b ¡ 0 ist. Schlieÿlich können wir für a, b, c, d ¡ 0
mit a� b� c� d � 2r � ` aus Lemma 5.11 schlieÿen, dass pr � b� d� `q`�1Cabcd � 0 ist.

Alle weiteren Cabcd � 0 multiplizieren entweder keine Doppelpole in ρ13, ρ24 und ρ23, ρ24

oder es ist a� b� c� d   2r � `. Des Weiteren muss der Doppelpol der Ordnung r nicht
von dem führenden Term angenommen werden.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Bemerkung 5.13. Man hätte auch fordern können, dass r der maximale Doppelpol ist,
welcher auf der Hyperebene a�b�c�d � m vorkommt. Die Aussage bleibt mit ` � 2r�m
gleich.

Bemerkung 5.14. Es können aber Terme vorkommen, die singulärer als 2r � ` sind, aber
weder Doppelpole in ρ13, ρ14 noch in ρ23, ρ24 besitzen. Diese können dann insbesondere
auch Doppelpole in ρ1i, ρ1j oder ρ2i, ρ2j mit pi, jq � p3, 4q � pj, iq besitzen.

Beispiel 5.3. Ist in Proposition 5.12 ` � 0, so bleiben in der ersten Summe nur Ca,r�a,r�a,a
übrig, wobei 1 ¤ a ¤ r. Aus Rpa, r � a, r � a� 1, a� 1q � 0 folgt X.Ca,r�a,r�a,a � 0 und

aus der Homogenität H.Ca,r�a,r�a,a � 0. Also sind Ca,r�a,r�a,a :� |0, 0ypaq2r�2 Vektoren mit
Höchstgewicht 0 (also Gewicht 0). Dies ist genau der Fall, welchen wir in Abschnitt 5.1
diskutiert haben. Im Fall n � 6 ist also insbesondere Ca,r�a,r�a,a9pρ15ρ26 � ρ16ρ25q

r�1,
d.h.

F0

�
pρijq1¤i j,pijq�p12q

�
�

r�1̧

a�1

Ca ppρijq3¤i j¤6q
pρ15ρ26 � ρ16ρ25q

2r�2

ρa13ρ
r�a
14 ρr�a23 ρa24

� F̃0 . (5.51)

Damit gilt auch: Die am wenigsten singuläre Doppelpollösung für n � 6 sind von der Form:

ρ15ρ26 � ρ16ρ25

ρ13ρ14ρ23ρ24
� weniger singuläre Terme . (5.52)

5.3.2 Die singulärste Struktur von Doppelpolen

Wir haben im Abschnitt zuvor gezeigt, dass unter gewissen Annahmen nur einige Möglich-
keiten für Doppelpole der Form ρ�a13 ρ

�b
14 ρ

�c
23 ρ

�d
24 auf der singulärsten Hyperebene a� b� c�

d � m bleiben. Diese Koe�zienten sind aber auch durch Relationen untereinander verbun-
den. Dies wollen wir hier untersuchen und erhalten eine allgemeine Lösung auf singulärster
Ebene.

Die Koe�zienten Cabcd von F0 mit pE1D2 � E2D1qF0 � 0 müssen auf singulärster Ebe-
ne eine Rekursionsgleichung erfüllen, deren Lösung wir in diesem Abschnitt diskutieren
wollen.

Genauer betrachten wir den durch Proposition 5.12 motivierten Fall, d.h. wir nehmen an,
es gebe Doppelpole in ρ13, ρ14 der Ordnung r, aber nicht höherer Ordnung. Des Weiteren
nehmen wir an, dass es ein m gibt, sodass es maximale �doppelte Doppelpole� der Form
ρ�a13 ρ

�b
14 ρ

�c
23 ρ

�d
24 für a� b� c� d ¤ m. Wir setzen dann ` � 2r�m. Oder wir wählen zu m,

dass r, sodass es maximal Doppelpole der Ordnung r in ρ13, ρ23 in �Doppel-Doppelpolen�
ρ�a13 ρ

�b
14 ρ

�c
23 ρ

�d
24 mit a � b � c � d � m gibt, was kleiner oder gleich dem oberen sein kann

und setzen ebenso ` � 2r � m. Dann wissen wir bereits, dass abgesehen von Termen,
welche weder Doppelpole in ρ13, ρ14 noch ρ23, ρ24 haben, für a� b� c� d � 2r� ` nur die
Koe�zienten Cabcd nicht verschwinden können, für die d � r� b� `, r� b� `� 1, . . . , r� b
ist. Des Weiteren müssen die Koe�zienten Cabcd in der dreidimensionalen Hyper�äche
a� b� c� d � 2r � ` die Gleichungen

0 � Rspa, b� 1, c� 1, dq � adpb� cqCabcd � pb� 1qpc� 1qpa� dqCa�1,b�1,c�1,d�1

� pc� 1qdY.Ca�1,b,c�1,d � apb� 1qX.Ca,b�1,c,d�1 (5.53)
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

erfüllen, welche unter obigen Annahmen direkt aus Rpa, b�1, c�1, dq � 0 folgen.

Diese Gleichungen verbinden Koe�zienten Cabcd nur mit anderen Koe�zienten in dem
zweidimensionalen Unterraum (Untergitter) tCa�x,b�y,c�x,d�y | x, y P Z u. Wir können die-
se Ebenen also getrost getrennt betrachten. Es sei bemerkt, dass wir im oben genannten Fall
nichts über die Koe�zienten Cabcd mit a ¤ 0 oder b ¤ 0 also auch c ¤ 0 oder d ¤ 0 (d.h. die
Koe�zienten, welche keine Doppelpole in unseren gewählten Variablen multiplizieren) wis-
sen. Die Gleichungen für diese Koe�zienten sind aber gewissermaÿen, wegen verschwinden-
der Multiplikatoren in Rpa, b, c, dq, entkoppelt von den Koe�zienten, die uns interessieren.
Deshalb können wir annehmmen, dass diese Cabcd � 0 sind.

Wir werden im nächsten Schritt Lösungen dieser Gleichung angeben und danach zeigen,
dass der allgemeine Fall nur aus Linearkombinationen dieser Lösungen besteht.

Für p, q ¥ 0 sei:

a ¥ p� 1 c :� b� q ` :� p� q (5.54)

b ¥ q � 1 d :� a� p h :� a� b� c� d� 2 (5.55)

und

M �
 
pa1, b1, c1, d1q P Z4

�� d ¤ a1 ¤ a, c ¤ b1 ¤ b, c ¤ c1 ¤ c� p, d ¤ d1 ¤ d� q
(
.

(5.56)
Wir wollen die Gleichungen (5.53) lösen. Hierzu fordern wir, dass die Koe�zienten Ca1b1c1d1
für pa1, b1, c1, d1qRM verschwinden.

Wir behaupten, dass dann (0 ¤ δ ¤ p, 0 ¤ ε ¤ q)

Ca�δ,b�ε,c�δ,d�ε

�
pa�1�δq!
pa�1q!

pc�1�δq!
pc�1q!

pb�1�εq!
pb�1q!

pd�1�εq!
pd�1q!

p!q!
`!

p`�ε�δq!
pp�δq!pq�εq!

1
δ!ε!

Y δ�ε|`, `yh (5.57)

die Gleichung (5.53) löst, wobei |`, `yh ein maximaler Vektor vom Gewicht ` ist. Diese
Lösung wurde gefunden, indem die Rekursion für die Spezielfälle ε � 0, q und δ � 0, p
gelöst wurde, und die Lösung von da aus extrapoliert wurde. Wir werden nur zeigen, dass
(5.57) die Rekursion (5.53) löst. Aber zuerst wollen wir die numerischen Faktoren durch
eine einfache Schreibweise zusammenfassen.

Dazu de�nieren wir Lpqabpδq implizit über die erzeugende Funktion (in diesem Fall ein Po-
lynom gegeben durch ein hypergeometrische Reihe):¸

δ¥0

Lpqabpδq � x
δ � F pb� q,�p; 1� a;xq � F pc,�p; 1� a;xq . (5.58)

Weiterhin de�nierten wir für 0 ¤ δ ¤ ` eine Basis für ein Untermodul vom Gewicht ` über
den maximalen Vektor |`, `yh (H.|`, `yh � `|`, `y) wie folgt:

|`, `� 2δyh �
`!

p`� δq!
Y δ.|`, `yh � p�`qδp�1qδY δ.|`, `yh . (5.59)

Bemerkung 5.15. Diese Normierung ist sinnvoll, da für einfache Fälle wie |`, `yh � ρ`15 � r
die Basis einfach durch |`, `� 2δyh � ρ`�δ15 ρδ25 � r gegeben ist.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Damit lässt sich (5.57) schreiben als:

Ca�δ,b�ε,c�δ,d�ε � LpqabpδqL
qp
bapεq � |`, `� 2pδ � εqyh . (5.60)

Lemma 5.16. Die Koe�zienten (5.57) erfüllen die Gleichung (5.53).

Beweis. Wir betrachten Rspa� δ, b� ε� 1, b� q � δ�, a� p� εq

0 � pa� δqpd� εqpq � δ � εqCa�δ,b�ε,c�δ,d�ε

� pb� 1� εqpc� 1� δqpp� δ � εqCa�δ�1,b�ε�1,c�δ�1,d�ε�1

� pc� 1� δqpd� εqY.Ca�δ�1,b�ε,c�δ�1,d�ε

� pa� δqpb� 1� εqX.Ca�δ,b�ε�1,c�δ,d�ε�1 (5.61)

und müssen zeigen, dass diese Gleichung mit den in (5.57) gegebenen Koe�zienten für alle
δ � 0, . . . , p � 1 und ε � �1, . . . , q erfüllt ist. Wir bemerken, dass für δ � 0, . . . , p und
ε � 0, . . . , q gilt:

Ca�δ�1,b�ε�1,c�δ�1,d�ε�1 �

�
pa� δqpd� εqpq � εqδ

pc� 1� δqpb� 1� εqpp� 1� δqpε� 1q

�
� Ca�δ,b�ε,c�δ,d�ε

Y.Ca�δ�1,b�ε,c�δ�1,d�ε �

�
pa� δqp`� 1� δ � εqδ

pc� 1� δqpp� 1� δq

�
� Ca�δ,b�ε,c�δ,d�ε

X.Ca�δ,b�ε�1,c�δ,d�ε�1 �

�
pd� εqpq � εq

pb� 1� εqp`� δ � εqpε� 1q

�
�XY.Ca�δ,b�ε,b�q�δ,a�p�ε

�

�
pd� εqpq � εqp1� δ � εq

pb� 1� εqp1� εq

�
� Ca�δ,b�ε,b�q�δ,a�p�ε , (5.62)

wobei die Terme pq� εq und δ für q � ε bzw. δ � 0 (trotz evtl. verschwindendem Nenners)
verschwinden. Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass XY.|`, ` � 2pδ � εqyh � p` �
δ � εqp1� δ � εq � |`, `� 2pδ � εqyh ist (siehe Propositon 5.1).

Einsetzen von (5.57) in (5.61) ergibt bis auf den Faktor Ca�δ,b�ε,b�q�δ,a�p�ε

pa� δqpd� εqpq � δ � εq

����
���pb� 1� εq���

���pc� 1� δqpp� δ � εq

�
pa� δqpd� εqpq � εqδ

��
���

�
pc� 1� δq���

���pb� 1� εqpp� 1� δqpε� 1q

�
����

���pc� 1� δqpd� εq

�
pa� δqp`� 1� δ � εqδ

���
���pc� 1� δqpp� 1� δq

�
� pa� δq���

���pb� 1� εq

�
pd� εqpq � εqp1� δ � εq

���
���pb� 1� εqp1� εq

�
, (5.63)

was sich vereinfacht zu:

pa�δqpd�εq

�
pq�δ�εq �

pp�δ�εqpq�εqδ

pp�δ�1qpε�1q
�
p`�1�δ�εqδ
p�δ�1

�
pq�εqp1�δ�εq

ε�1

�
. (5.64)

66



5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

Nachdem man dies auf den Hauptnenner gebracht hat, bleibt nur zu zeigen, dass folgender
Ausdruck verschwindet:

pq�δ�εqpp�1�δqpε�1q � pp�δ�εqpq�εqδ � p`�1�δ�εqpε�1qδ � pq�εqpp�1�δqp1�δ�εq
� pε� 1q

�
pq � εqpp� 1q �(((((

(
δpp� 1� δq ����

�pq � εqδ �((((
((((δp`� 1� δ � εq

�
� pq � εq r((((

((pp� δ � εqδ � pp� 1qpε� 1q �(((((
(

δp1� δ � εq ����
��δpp� 1qs

� pε� 1qpq � εqpp� 1q � pε� 1qpq � εqpp� 1q
� 0 . (5.65)

Für den Fall ε � �1 für 0 ¤ δ ¤ q sieht man, dass

bpc� 1� δqpp� 1� δq � Ca�δ�1,b,c�δ�1,d � pa� δqb �X.Ca�δ,b,b�q�δ,a�p (5.66)

unter Verwendung von XY.|`, `�2pδ�1qyh � p`�1�δqδ � |`, `�2pδ�1qyh und der Identität

bpb� q � 1� δqpp� 1� δq
pa� δqp`� 1� δqδ

pb� q � 1� δqpp� 1� δq
� pa� δqbp`� 1� δqδ � 0 (5.67)

verschwindet.

Für den Fall δ � p� 1 und 0 ¤ ε ¤ p ergibt sich, dass auch

� pb� 1� εqpb� p� qqp1� εqCa�p,b�ε�1,b�q�p,a�p�ε�1

� pb� q � pqpa� p� εqY.Ca�p,b�ε,b�a�p,a�p�ε (5.68)

verschwindet, vermöge der Identität:

pb� q � pqpb� 1� εqp1� εq
pa� p� εqpq � εq

pb� 1� εqpq � εqp1� εq
� pb� q � pqpa� p� εq � 0 .

(5.69)

Der Fall pδ, εq � pp� 1,�1q ist trivial.

Wir unterscheiden drei Spezialfälle der Lösung (5.57).

1. Im Fall ` � 0 besteht die Lösung nur aus einem Koe�zienten: Cabba. Dieser Koe�-
zient hat Gewicht 0, aber wegen X.Cabba � Y.Cabba � 0 auch Höchstgewicht ` � 0
und stammt somit aus einem trivialen Untermodul. Cabba ist somit ein homogenes
Polynom in den Variablen tRij � pρ1iρ2j � ρ1jρ2iq{ρij | 5 ¤ i   j ¤ n u vom Grad
h{2 � a� b� 1 � r � 1. Wir veranschaulichen das wie folgt:


Cabba

|0,0y
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

2. Für p � 0 und q ¡ 0 bzw. p ¡ 0 und q � 0 (d.h. ` ¡ 0) besteht die Lö-
sung aus einer Kette von ` � 1 Koe�zienten. Wir betrachten den Fall q � 0. Da-
bei ist Ca�δ,b,b�`�δ,a9|`, ` � 2δyh, d.h. jeder Vektor aus der Basis t|`,�`yh, |`, ` �
2, yh, . . . , |`, `yhu ist genau einem Koe�zienten zugeordnet. Dabei ist |`, `yhu Produkt
aus einem homogenen Polynom vom Grad ` in t ρ1j | 5 ¤ j ¤ n u und einem homo-
genen Polynom vom Grad a� b� `� 1 ¥ 1 in tRij | 5 ¤ i   j ¤ n u.


Ca,b,b,a�`

|`,`y


Ca�1,b,b�1,a�`

|`,`�2y
� � � 

Ca�`,b,b�`,a�`

|`,�`y

3. In dem letzten Fall p, q ¡ 0 (d.h. ` ¥ 2) treten immer rechteckige Blöcke der Gröÿe
pp � 1q � pq � 1q Koe�zienten auf. Hier ist Ca�δ,b�ε,b�q�δ,a�p�ε9|`, ` � 2pδ � εqyh,
d.h. jeder Vektor aus der Basis t|`,�`yh, |`, `�2, yh, . . . , |`, `yhu ist mindestens einem
Koe�zienten zugeordnet. Dabei ist wieder |`, `yh ein Produkt aus einem homogenen
Polynom vom Grad ` in t ρ1j | 5 ¤ j ¤ n u und einem homogenen Polynom vom
Grad a� b� `� 1 ¥ 1 in tRij �| 5 ¤ i   j ¤ n u.


Ca,b,c,d

|`,`y


Ca�1,b,c�1,d

|`,`�2y
� � � 

Cd,b,c�p,d

|`,`�2py


Ca,b�1,c,d�1

|`,`�2y


Ca�1,b�1,c�1,d�1

|`,`�4y
� � � 

Cd,b�1,c�p,d�1

|`,`�2p�2y

...
...

. . .
...


Ca,c,c,d�q

|`,`�2qy


Ca�1,c,c�1,d�q

|`,`�2q�2y
� � � 

Cd,c,c�p,d�q

|`,�`y

Beispiel 5.4. Wir wählen speziell |`, `yh � ρ`15 � r, wobei r ein homogenes Polynom vom
Grad ph� `q{2 in den Variablen tRiju ist. Dann lässt sich (5.57) schreiben als

ρp�q15 � r � F pb� q,�p; 1� a;xqF pa� p,�q; 1� b; yq

ρa13ρ
b
24ρ

b�q
23 ρa�p24

(5.70)

mit den anharmonischen Verhältnissen:

x �
ρ13ρ25

ρ15ρ23
, y �

ρ14ρ25

ρ15ρ24
. (5.71)

Proposition 5.17. Sei für a � b � c � d � 2r1 � `1 der Koe�zient Cabcd � 0, auÿer für
den Fall a, b, c, d ¡ 0, r1 � `1 ¤ a � b ¤ r1 und d � r � b � `1, . . . , r � b und sei weiterhin
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5.3 Notwendige Bedingungen an Doppelpole

das System (5.53) erfüllt. Dann sind die Cabcd für a � b � c � d � 2r1 � `1 gegeben durch
Linearkombination von möglichen Lösungen der Form (5.57) mit ` � `1, `1�2, . . . , `1 mod 2
und r � r1 � p`1 � `q{2.

Beweis. Sei ` � `1. Wir bemerken zuerst, dass die einzigen Koe�zienten, die nicht ver-
schwinden, durch Ca�δ,b�ε,b�q�δ,a�p�ε gegeben sind, wobei p, q ¥ 0, p � q � `, a ¡ p und
b ¡ q ist.

Wir werden zeigen, dass für die Fälle pδ, εq P tp0, 0q, pp, qqu, und für p � 0 oder q � 0
mit 0 ¤ δ ¤ ` bzw. 0 ¤ ε ¤ ` sich die Koe�zienten durch Abziehen von Lösungen (5.57)
gleichzeitig auf Null setzen lassen. Damit haben wir das Problem `Ñ `� 2 und r Ñ r� 1
zurückgeführt. Für ` � 0 und ` � 1 verschwinden insbesondere alle Koe�zienten.

Wir betrachten nacheinander die Fälle 0   d1   r�`. Dazu betrachten wir für p�q � ` den
Koe�zienten Cd1,r�d1�p,r�d1�q,d1 �: Ca1�p,b1,c1�p,d1 und nehmen an, er hat kein Anteil im
Höchstgewichtsraum zum Gewicht `, d.h. P`Cd1,b1,c1�p,d1 � 0. Ist das nicht der Fall können,
wir eine geeignete Lösung (5.57) für a � a1 � p � d1, b � b1 abziehen (in der Lösung
verschwindet der Koe�zient Cd1,b1,c1�p1,d1 genau dann wenn Ca1b1c1d1 � |`, `yh � 0 ist).

Wir behaupten:

P`Ca1�δ,b1,c1�δ,d1 � 0 p0 ¤ δ ¤ pq (5.72)

P`Cd1,b�ε,c1�p,d1�ε � 0 . p0 ¤ ε ¤ qq (5.73)

Daraus folgt dann zusammen mit X.Ca1,b1,c1,d1 � 0 und Y.Cd1,c1,c1�p,d1�q � 0, dass sogar
Ca1,b1,c1,d1 � 0 bzw. Cd1,c1,c1�p,d1�q � 0 ist, da diese Vektoren immer Höchstgewicht ` besit-
zen. In anderen Worten: Ca1,b1,c1,d1 � P`Ca1,b1,c1,d1 und Ca1,b1,c1,d1 � 0.

Unter der Voraussetzung, dass wir die Behauptung (5.72) und (5.73) schon für kleinere d1

gezeigt haben, folgt aus Rspa
1� δ� 1, b1, c1� δ, d1� 1q � 0 bzw. Rspd

1� 1, b1� ε, c1� p, d1�
ε� 1q � 0:

b1pc1 � δqpp� δqP`Ca1�δ,b1,c1�δ,d1

� pa1 � δ � 1qb1X.P`Ca1�δ�1,b1,c1�δ�1,d1 p0 ¤ δ ¤ p� 1q (5.74)

pb1 � εqpb1 � a1 � p1qεP`Cd1,b1�ε,c1�p,d1�ε

� pc1 � pqpd1 � ε� 1qY.P`Cd1,b1�ε�1,c1�p,d1�ε�1 , p1 ¤ ε ¤ qq , (5.75)

da für die vorkommenden C � , � , � , � gilt pd1 � 1qP`C � , � , � ,d1�1 � pd1 � 1qP`Cd1�1, � , � , � � 0
(entweder nach dem bereits gezeigten oder weil d1 � 1 ist). Insbesondere verschwinden
die Vorfaktoren auf der linken Seite von (5.74) und (5.75) nicht. Die Abhängigkeit der
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Koe�zienten veranschaulichen wir im folgenden Diagramm.

Ca1,b1,c1,d1 // Ca1�1,b1,c1�1,d1 // � � � // Cd1,b1,c1�p,d1

Cd1,b�1,c1�p,d1�1

OO

...

OO

Cd1,c1,c1�p,d1�q

OO

Aus P`Cd1,b1c1�p,d1 � 0 folgt somit (5.72) und (5.73). Im Fall p � 0 oder q � 0 ist sogar
Cd1,b1c1�p,d1 � 0 und es folgt somit Ca1,b1�ε,c1,a1�ε � 0 für 0 ¤ ε ¤ ` bzw. Ca1�δ,b1,b1�δ,d1 � 0
für 0 ¤ δ ¤ `.

Wir können Proposition 5.12 wie folgt verbessern. Dazu de�nieren wir den linearen Ope-
rator

Spa, b, p, qq|`, `yh :�
p̧

δ�0

q̧

δ�0

LpqabpδqL
qp
bapεq � |`, `� 2pδ � εqyh

ρa�δ13 ρb�ε14 ρb�q�δ23 ρa�p�ε24

. (5.76)

Proposition 5.18. Seien die Voraussetzungen wie in Proposition 5.12, dann ist der füh-
rende Term in Proposition 5.12 von der Form:

F0 �
¸

`1Pt`,`�2,...,` mod 2u

¸
a�b�r�p`�`1q{2

a,b¡0

minp`1,a�1q¸
p�maxp0,`1�b�1q

Spa, b, p, `� pq|`1, `1y
pabp`1q
2pa�b�1q�` � F̃0 ,

(5.77)

wobei |`1, `1y
pabp`1q
h Vektoren vom Gewicht `1 und Höchstgewicht `1 sind, d.h. jedes |`1, `1yh

ist von der Form:

|`1, `1yh � fppρ1iq5¤i¤nq � gppRijq5¤i j¤nq �Gppρijq3¤i j¤nq (5.78)

und f und g homogene Polynome vom Grad ` bzw. ph � `1q{2 � a � b � ` � 1 sind. G ist
ein Laurent-Polynom, welches die Homogenitäten erfüllt.

Bemerkung 5.19. Wir bemerken, dass g homogen vom Grad a � b � ` � 1 ¥ 1 ist (da
a ¡ p, b ¡ q ist). Jeder Summand ist also insbesondere von mindestens einem Element aus
tRij | 5 ¤ i   j ¤ n u multipliziert. Für n � 5 ist diese Menge leer. Wir haben indirekt
erneut die Aussage, dass es bei n � 5 keine Doppelpole (Lemma 4.6) geben kann, bewiesen.
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5.4 Komplette Doppelpol-Beiträge

Die Bedingungen aus dem letzten Kapitel sind notwendige Bedingungen für die singu-
lärste Struktur von Doppelpolen, sodass F0 die durch die Biharmonizität gegebene Dif-
ferentialgleichung pE1D2 � E2D1qF0 � 0 erfüllt. Dies führt zur der Frage, ob diese Be-
dingungen auch hinreichend sind, d.h. ob man durch Addition weniger singulärer Ter-
me zu den Lösungen aus Abschnitt 5.3.2 zu vollständigen Lösungen der Di�erentialglei-
chung kommt, d.h. einen kompletten Doppelpol-Beitrag zu einer Korrelationsfunktion be-
kommt.

5.4.1 Von der singulärsten Ebene zu kompletten Doppelpol-Beiträgen

Um aus den Strukturen (5.76) vollständige Lösungen der Di�erentialgleichung zu bekom-
men, muss man im Prinzip nur eine homogene Gleichung lösen. Wir skizzieren die Vorgen-
hensweise hier kurz:

1. Man startet mit den Koe�zienten Cabcd in der Hyperebene a� b� c� d � m. Diese
sind durch (5.57) gegeben.

2. Man bekommt die Koe�zienten Cabcd in der Hyperebene a� b� c�d � m�1 durch
Lösen der Gleichungen Rpa1, b1, c1, d1q � 0 mit a1� b1� c1� d1 � m� 3. Dies führt zu
inhomogenen Gleichungen der Form:

dpb� cqCabcd � pb� 1qpc� 1qpa� dqCa�1,b�1,c�1,d�1

� pc� 1qdY.Ca�1,b,c�1,d � apb� 1qX.Ca,b�1,c,d�1

� DabcdppCa1b1c1d1qa1�b1�c1�d1�mq pa� b� c� d � m� 1q , (5.79)

wobei die rechte Seite über Di�erentialoperatoren von in 1. de�nierten Koe�zienten
abhängt.

3. Auf der Hyperebene a � b � c � d � m1 mit m1 ¤ m � 2 führen die Gleichungen
Rpa1, b1, c1, d1q � 0 mit a1 � b1 � c1 � d1 � m1 � 2 schlieÿlich zu:

Rspa
1, b1, c1, d1q � D1

a1b1c1d1ppCabcdqa�b�c�d�m1�1, pCabcdqa�b�c�d�m1�2q , (5.80)

wobei die rechte Seite von in den zwei Schritten zuvor berechneten Koe�zienten
abhängt.

Gibt es eine endliche (rationale) Lösung, so sollte dieser Algorithmus nach endlich vielen
Schritten abbrechen.

Wir betrachten beispielhaft den einfachsten Fall a, b ¡ 0 und Cabba � |0, 0y2pa�b�1q. Die
Gleichungen lauten:

Rpa, b� 1, b� 1, a� 1q � Rpa� 1, b, b� 1, a� 1q
� Rpa� 1, b� 1, b, a� 1q � Rpa� 1, b� 1, b� 1, aq � 0 (5.81)

Rpa� 1, b, b, a� 2q � Rpa� 2, b, b, a� 1q
� Rpa, b� 1, b� 2, aq � Rpa, b� 2, b� 1, aq � 0 . (5.82)
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Explizit lauten diese, als Matrixgleichung geschrieben, wobei über i � 5, . . . , n summiert
wird: �

apb� 1qX
a2



Ca,b�1,b,a �

�
�apb� 1qρ3iB2i

a2ρ3iB1i



Cabba . (5.83)

Die übrigen drei Gleichungssysteme sind analog und unterscheiden sich nur durch Per-
mutationen in ta, b, c, du und t1, 2, 3, 4u. Das System (5.83) scheint auf den ersten Blick
überbestimmt. Anwendung von X von links auf die zweite Gleichung von (5.83) zeigt aber,
dass die erste Gleichungen aus der zweiten folgt, denn es ist:

X ρ3iB1iCabba � rX, ρ3iB1is .Cabba � rρ1jB2j , ρ3iB1is .Cabba � �ρ3iB2iCabba , (5.84)

da X.Cabba � 0 ist.

Damit haben wir den ersten Schritt gelöst. Die vorkommenden Koe�zienten fürm1 � m�1
sind tCa�1,b,b,a, Ca,b�1,b,a, Ca,b,b�1,a, Ca,b,b,a�1u mit:

Ca,b�1,b,a � ρ3iB1iCabba �: �|1,�1y2pa�b�1q�1 . (5.85)

Die Gleichung Rpa� 1, b, b, a� 2q � 0 liefert:

Ca,b,b,a�1 � ρ3iB2iCabba � |1, 1y2pa�b�1q�1 . (5.86)

Denn es ist

Ca,b�1,b,a � ρ3iB1iCabba � �rY, ρ3iB2isCabba � �Y.Ca,b,b,a�1 . (5.87)

Wir bemerken, dass wir eine ähnliche Struktur wie in (5.57) gefunden haben. Wir vermuten,
dass sich für solche Strukturen immer auch der nächste Schritt der inhomogenen Gleichung
lösen lässt.

Wir bemerken weiterhin, dass die auftretenden Operatoren

A �
ņ

i�5

ρ3iB1i, B �
ņ

i�5

ρ3iB2i, C �
ņ

i�5

ρ4iB1i, D �
ņ

i�5

ρ4iB2i, (5.88)

zusammen mit tX,Y,Hu die Vertauschungsrelationen

rA,Xs � B, rB, Y s � A, rC,Xs � B, rD,Y s � A

rA,Hs � A, rB,Hs � �B, rC,Hs � C, rD,Hs � �D (5.89)

einer Lie-Unteralgebra von slp4q besitzen.

5.4.2 Lösungen

In diesem Abschnitt geben wir einige Lösungen an, welche im Zuge dieser Arbeit u.a. für
den Fall Cabba � pρ15ρ26 � ρ16ρ25q

a�b�1 berechnet wurden. Dabei wurde schrittweise die
inhomogene Gleichungen wie im Abschnitt zuvor beschrieben gelöst. Da sehr viele Terme
auftreten, erfolgte die Rechnung mit Hilfe des Computeralgebra-Systems Maple, welches
zu Zwecken der Buchhaltung der Terme und für die Kontrolle des Ergebnisses verwendet
wurde.
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5.4 Komplette Doppelpol-Beiträge

Die gefunden Lösungen sind von der Form:

F0 �
pρ34q

3�a�b

pρ56q
a�b�1

Pabpx1, . . . , x6q

pρ13q
a pρ14q

b pρ23q
b pρ24q

a
(5.90)

mit einem Polynom Pab mit dem führenden Verhalten

Pabpx1, . . . , x6q � ρ
2pa�bq�3
34 Ra�b�1

12 �Opρ13, ρ14, ρ23, ρ24q . (5.91)

Die ersten Fälle schreiben sich mit den Abkürzungen

Rij � ρi5ρj6 � ρi6ρj5 (5.92)

Sij � ρi5ρj6 � ρi6ρj5 . (5.93)

als

P11 � pρ34R12 � 4R13 ρ24qr1,2st3,4u

P12 � ρ3
34R

2
12 � 4 ρ2

34R12R24 ρ13 � 4 ρ2
34R12R23 ρ14

� 2 ρ34R
2
24 ρ

2
13 � 2 ρ34R

2
23 ρ

2
14 � 4 ρ2

34ρ56ρ25ρ26ρ13ρ14 � 4 ρ34R14R24ρ13ρ23

� ρ2
34ρ56S12 ρ14ρ23

� p2 ρ34ρ56S24 � 4R24R34q ρ13ρ14ρ23 � p2 ρ34ρ56S23 � 4R23R34q ρ
2
14ρ23

� 4R24R34 ρ
2
13ρ24

� 4 ρ56ρ45ρ46ρ
2
13ρ23ρ24 � p1 Ø 2, 3 Ø 4q (5.94)

P21 � s12P12 � s34P12 (5.95)

Es wurde ebenfalls der Fall pa, bq � p1, 3q berechnet. Ein Maple-Skript, welches die vollstän-
dige Lösung enthält und überprüft ist unter [5] zu �nden. Die Lösung beginnt mit:

P13 � ρ5
34R

3
12 � 6 ρ4

34R
2
12R24 ρ13 � 6 ρ4

34R
2
12R23 ρ14

� 6
�
ρ3

34R12R23R24 � ρ4
34ρ56ρ25ρ26R12

�
ρ13ρ14

� 6ρ3
34R12R

2
24 ρ

2
13 � 6ρ3

34R12R
2
23 ρ

2
14 � 6ρ3

34R12R14R24 ρ13ρ23

� 3{2
�
ρ4

34ρ56R12S12 � ρ3
34R12pR13R24 �R14R23q

�
ρ14ρ23

� � � � � p1 Ø 2, 3 Ø 4q . (5.96)

Im Grenzwert x6 Ñ x5 verschwinden die Pab, d.h. Pabpx1, . . . , x4, x5, x5q � 0. Sie erfüllen
insbesondere gewisse Symmetrien:

s12s34Pab � p�1qa�b�1Pab

s12Paa � �Paa

s34Paa � Paa

s56Paa � �Paa

s56Pab � p�1qa�b�1Pab . (5.97)

Wir vermuten, dass es auch für hörere pa, bq stets solche Polynome mit dem führenden
Verhalten (5.91) gibt.
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

Wir haben auch die erste mögliche Lösung mit dem Höchstegewicht ` � 1 berechnet. Wir
haben dabei für den Höchstgewichtsvektor die allgemeinste5 Form |1, 1y3 � ρ17pρ15ρ26 �
ρ16ρ25q gewählt. Die Lösung schreibt sich als:

F0 �
P

ρ13ρ2
14ρ23ρ2

24

(5.98)

mit dem Polynom

P � ρ3
34ρ17R

56
12ρ24

� ρ2
34

�
�ρ17R

56
13ρ

2
24 �

�
ρ17R

56
24 � ρ47R

56
12

�
ρ13ρ24 � ρ17R

56
14ρ23ρ24

�
� ρ34

�
�ρ37R

56
13ρ14ρ

2
24 � ρ47R

56
14ρ14ρ

2
23 �

�
ρ15R

47
36 � ρ16R

47
35 � ρ47R

56
13

�
ρ14ρ23ρ24

�
� ρ47R

56
34ρ

2
13ρ

2
24 � p1 Ø 2q , (5.99)

wobei hier die AbkürzungenRklij � ρikρjl�ρilρjk verwendet wurde.

Dies lässt die Vermutung aufkommen, dass es zu allen in (5.76) gegeben Lösungen auf sin-
gulärster Ebene weitere Terme gibt, sodass man eine komplette Lösung der Gleichung
pE1D2 � E2D1qF0 � 0 bekommt. Ein allgemeiner Beweis konnte im Zuge dieser Ar-
beit leider nicht gefunden werden. Diese Hypothese würde dann auch implizieren, dass
es keine weiteren Einschränkungen, als die in den Abschnitten zuvor gefundenen, an die
Koe�zienten Cabcd auf der singulärsten Hyperebene a � b � c � d � m geben kann.
Wir bemerken noch, dass eine allgemeine Doppelpollösung dann eine Linearkombinati-
on von solchen gewonnen Lösungen und eventuell Lösungen ohne Doppelpole ist. Man
kann dann solange solche Fundamentallösungen abziehen, bis keine Doppelpole überblei-
ben.

5.5 Korrelationsfunktionen mit Doppelpolen

Wir geben einen kleinen Ein- und Ausblick, wie die gewonnen Ergebnisse evtl. in der Stu-
die von global konform-invarianter Quantenfeldtheorie weiter angewendet werden könn-
ten.

Es stellt sich zum Beispiel die Frage, ob eine Doppelpolstruktur von einer Korrelationsfunk-
tion der Form xφ � � �φy kommen kann, wobei φ ein neutrales (hermitesches) Feld ist. Die ra-
tionale Funktion muss wegen der Lokalität insbesondere symmetrisch sein. Wir wollen hier
kurz das einfachste Beispiel einer 6-Punktfunktion, wo dies der Fall sein kann, diskutieren.
Die einfachsten vorkommenden Doppelpolstrukturen scheiden dabei aus:

ρ15ρ26 � ρ16ρ25

ρ13ρ14ρ23ρ24

pρ15ρ46 � ρ16ρ45qpρ15ρ26 � ρ16ρ25q

ρ13ρ2
14ρ23ρ24

� p1 Ø 2q , (5.100)

da die erste antisymmetrisch bezüglich s12 und s56 und die zweite z.B. bezüglich s12s56

ist.

5 durch Umnummerierung oder Doppelnummerierung von 5, 6, 7 erhält man alle Möglichkeiten
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5.5 Korrelationsfunktionen mit Doppelpolen

Damit wäre der erste Kandidat die Struktur

F0 �
pρ15ρ26 � ρ16ρ25q

2

ρ13ρ2
14ρ

2
23ρ24

� weitere Terme , (5.101)

welche wir in Abschnitt 5.4.2 angegeben haben.

Interessant scheint insbesondere der Fall von Skalendimension d � 4 sein (vgl. [20]), da
dies die Skalendimension für ein Feld ist, welches die Eigenschaft einer Langrange-Dichte
hat.

Die Struktur

F̃0 �
ρ3

34

ρ2
35ρ

2
36ρ

2
45ρ

2
46ρ

2
56

F0 (5.102)

erfüllt alle Homogenitäten (Gewicht p1, 1, 4, 4, 4, 4q), Polschranken und die Bedingung an
die Polstruktur und ist damit (für σ P Sn schreiben wir die Wirkung σfpx1, . . . , x6q �
fpxσp1q, . . . , xσp1qq)

xφpx1q � � �φpx6qy
T �

¸
σPS6

σ
F̃0

ρ3
12

� weitere Terme (5.103)

ein Kandidat für eine vollkommen symmetrische 6-Punktfunktion. Insbesondere ist�
ρij
ρ12


3

F̃0

�����
ρij�0

� 0 für i � j mit ti, ju � t1, 2u (5.104)

und es trägt somit nur ¸
σPS2�S14

σF̃0 (5.105)

zu Twist 2 bei, wobei S14 � S4 die Permutationen der Indizes t3, 4, 5, 6u darstellen soll.
D.h. es gibt keine anderen Twist-2-Beiträge, welche eventuell mit den Einschränkungen an
die Polstruktur inkompatibel sind. Es ist

F0|x2Ñx1 � 0 , (5.106)

d.h. in der Operatorproduktentwicklung von φpx1qφpx2q kommt ein skalares Feld φV px1q �
Upx1, x1q der Skalendimension 2 vor. Es scheint so, dass sich dieser Beitrag eines skala-
ren Feldes der Dimension 2 durch Abziehen von Lösungen ohne Doppelpole eliminieren
lässt.

Interessant könnte es sein, die 5-Punktfunktion xTµνφφφφy und höhere Partialwellen aus-
zurechnen.

Soweit spricht nichts gegen die Möglichkeit einer Sechspunktfunktion wie oben. Ein syste-
matische Untersuchung von möglichen Modellen mit solch einer Polstruktur scheint daher
attraktiv.

Evtl. können die Ergebnisse über die Struktur von Doppelpolen aber auch für das Gegenteil
nützlich sein, nämlich, um evtl. Doppelpole für weitere Fälle als Skalendimension d � 2,
auszuschlieÿen. Aber auch ohne Doppelpole sind noch nicht-triviale Theorien denkbar,
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5 Bedingungen an die Polstruktur von Doppelpolen

die aus Twist-2-Feldern erzeugt werden. In [20] sind 6-Punktfunktionen der Form xV V V y
angegeben, welche keine Realisierung durch freie Felder besitzen, aber trotzdem rational
sind.

Es stellt sich weiterhin die Frage, ob sich solche (oder höhere) Korrelationsfunktionen von
biharmonischen Feldern xV V V y konstruieren lassen, welche nicht rational sind. Dafür ist es
notwendig, Strukturen mit Doppelpolen zu �nden, welche sich vom Gewicht p1, 1, 1, 1, 1, 1q
transformieren. Der harmonische Anteil xV UUy muss dann Terme in nullter Ordnung in
ρ34 und ρ56 enthalten. Andernfalls gebe es keinen Twist-2-Anteil in Upx3, x4q und Upx5, x6q.
So ein Beispiel konnte jedoch im Zuge dieser Arbeit nicht gefunden werden. In Beispiel 5.1
kommt für xUU 1Uy z.B. nur Twist 2κ ¥ 6 vor. Ähnlich scheint es bei anderen Doppelpol-
strukturen auch zu sein.

76



6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir versucht, einen Überblick über global konform-invariante Quan-
tenfeldtheorie zu geben und ein spezielles Problem der Struktur von Doppelpolen unter-
sucht, welche mit der in [22] angegeben Bedingung pE1D2�E2D1qF0 � 0 für den singulärs-
ten Teil der trunkierten Korrelationsfunktion konform sind. Diese Einschränkung haben wir
in dieser Arbeit zuerst auf Fälle, in denen keine Doppelpole auftreten können, insbesondere
den Vierpunkt-Fall angewendet. Hier konnten wir gewisse Twist-2-Partialwellen, welche in
[9, 10] mit anderen Methoden gefunden wurden, wieder�nden.

Die Möglichkeit des Auftretens von Doppelpolen ist ein Hinweis, dass nicht-triviale Modelle
in global konform-invarianter Quantenfeldtheorie existieren könnten. Andererseits wurde
in [22] gezeigt, dass für ein skalares Feld der Skalendimension 2, die Abwesenheit von
Doppelpolen schon zur Trivialität führt. Beides motiviert die Untersuchung der möglichen
Doppelpolstrukturen. Der singulärste Teil solcher Doppelpollösungen ist für beliebig hohe
Skalendimensionen und n-Punktfunktionen verstanden. Wir haben angegeben, wie sich
daraus komplette Doppelpol-Lösungen gewinnen lassen.

Es scheint attraktiv, mögliche Korrelationsfunktionen mit Doppelpolen (wie z.B. das hier
angegebene Beispiel) mit weiteren Methoden zu untersuchen. Bisher nicht überprüfen lässt
sich, ob solche Strukturen im Widerspruch zur Wightman-Positivität stehen. Im Fall von
Vierpunktfunktionen liefert die Partialwellenentwicklung wie in [20] gezeigt nicht-triviale
Einschränkungen auf mögliche Vierpunktfunktionen durch die Wightman-Positivität. Eine
Untersuchung mit Partialwellen für höhere n-Punktfunktionen könnte neue Aufschlüsse
geben.

Um zu kompletten Wightmanfunktionen mit Doppelpolen zu kommen (falls es solche über-
haupt gibt), sind tiefergehende Methoden notwendig. Um wirklich konkrete Modelle, sei
es mit ohne oder Doppelpole zu konstruieren, erscheinen Methoden, wie Darstellungen
unendlich-dimensionaler Algebren (assoziative oder Lie-Algebren) notwendig und erfolg-
versprechend.
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A Temperierte Distributionen und Analytizität

In diesem Anhang möchten wir kurz einige Eigenschaften von Distributionen wiederholen.
Für Details verweisen wir auf r27, 28s.

Wir bezeichen Punkte aus Rn mit x � px1, . . . , xnq und nutzen Multiindexschreibweise
α � pα1, α2, . . . , αnq, wobei α P Nn

0 und |α| :�
°n
i�1 αi ist. Für jeden Multiindex α

schreiben wir die partielle Ableitung als

Dα �
B|α|

pBx1qα1 � � � pBxnqαv
(A.1)

und das Produkt von Komponenten als:

|x|α �
��x1

��α1 � � � |xn|αn . (A.2)

Mit S pRnq bezeichnen wir den Raum der unendlich oft di�erentierbaren komplexwertigen
Funktionen f : Rn Ñ C für die für alle k,m ¥ 0 gilt:

}f}α,β :� sup
xPRn

���|x|αDβfpxq
���   8 . (A.3)

Dabei sind die t} � }α,βu eine Familie von Halbnormen, die auf S pRnq eine Topologie
erzeugen, welche wiederum S pRnq zu einem Fréchet-Raum macht, d.h. er ist ein lo-
kalkonvexer, metrisierbarer und vollständiger topologischer Vektorraum. Die Funktionen
aus S pRnq fallen schneller ab als jedes Polynom und dienen als sogenannte Testfunktio-
nen.

Mit S 1pRnq bezeichnen wir das topologische Dual von S 1pRnq, d.h. die Menge der stetigen
und linearen Funktionale T : S 1pRnq Ñ C. Diesen Raum bezeichnen wir auch als den
Raum der temperierten Distributionen. T : S pRnq Ñ C ist genau dann stetig, wenn es
Multiindizes α, β und ein C ¡ 0 gibt, sodass |T pfq| ¤ C}f}α,β für alle Testfunktionen
f P S pRnq.

Es gibt eine kanonische Einbettung S pRnq Ñ S 1pRnq : g ÞÑ Tg von den schnellabfallenden
Funktionen in die Distributionen, welche gegeben ist durch:

g ÞÑ Tg, Tgpfq �

»
Rn
gpxqfpxq dx . (A.4)

Insbesondere liegt S pRnq dicht in S 1pRnq bzgl. der schwach-�-Topologie. Dies lässt eine
formale Schreibweise zu. Wir schreiben für T P S pRnq

T pfq �

»
Rn
T pxqfpxqdx , (A.5)
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wobei x ÞÑ T pxq im allgemeinen jedoch keine Funktion, sondern eine sogenannte ver-
allgemeinerte Funktion ist. Auf der anderen Seite ordnet dieses Integral jeder stetigen
Funktion x ÞÑ T pxq mit maximal polynomialem Wachstum eine Distributionen f ÞÑ
T pfq.

Die Ableitung einer temperierten Distribution ist gegeben durch:

DαT pfq � T
�
p�1q|α|Dαf

	
. (A.6)

Eine wichtige Eigenschaft, welche insbesondere verdeutlicht, dass temperierte Distributio-
nen eine Verallgemeinerung von Funktionen sind, ist die Regularitätseigenschaft, welche
besagt, dass zu jedem T P S pRnq eine stetige Funktion F von maximal polynomialen
Wachstum und ein Multiindex α existiert, sodass

T pfq �

»
Rn
F pxqp�1q|α|Dαfpxq dx , (A.7)

d.h. jede Distribution ist eine Ableitung (im Sinne von Distributionen) von einer stetigen
Funktion. Wir schreiben auch T � DαF .

Für f P S pRnq de�nieren wir die Fouriertransformation und Fourierrücktransformation
f ÞÑ pf bzw. f ÞÑ qf :

pfpkq ÞÑ 1
p2πqn{2

»
Rn

e�ix�kfpxq dx (A.8)

qfpxq ÞÑ 1
p2πqn{2

»
Rn

eix�kfpkq dk , (A.9)

welche invers zueinander sind, d.h.
pqf � f �

qpf . Insbesondere sind diese Abbildungen auch
stetig, also Automorphismen von S pRnq. Für T P S 1pRnq de�nieren wir die Forsetzung
von p� auf S 1pRnq vermöge pT pfq � T p pfq, d.h. insbesondere gilt für g P S pRnq mittels
Vertauschung der Integration pTgpfq � Tgp pfq � Tpgpfq.

Ist ein B eine multlineares Funktional von S pRn1q�� � ��S pRnmq nach C, welches in jedem
Argument separat stetig ist, so gibt es ein T P S pRn1�����nmq, sodass

Bpf1, . . . , fmq � T pf1 b � � � b fnq (A.10)

wobei f1b� � �bfmpx1, . . . , xn1�����nmq � f1px1, . . . , xn1q � � � fmpxn1�����nm�1�1, . . . , xn1�...nmq.
Diese Aussage wird als Kern-Theorem bezeichnet.

Sei T P S 1pRnq und sei F eine Funktion, welche analytisch in Rn � iC ist, wobei C ein
Kegel ist. Wir nehmen an, dass für jedes η0 P C die Funktion F p � � iη0q eine tempe-
rierte Distribution ist (d.h. maximal polynomiales Wachstum hat) und dass der Grenz-
wert »

Rn
F px� itη0qfpxq dx t×0

ÝÝÑ T pfq (A.11)

für alle f P S pRnq existiert. Dann nennen wir S den Randwert von F im Sinne von
S 1pRnq.
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A Temperierte Distributionen und Analytizität

Für a P Rn mit |a| � 1 und θ P p0, π{2q wird

Γa,Θ � t x P Rn | x � a ¡ |x| cos θ u (A.12)

der o�ene Kegel um a mit Ö�nungswinkel θ bezeichnet.

Ist C ein Kegel, dann bezeichnen wir mit C� den dualen Kegel, gegeben als das Innere des
Schnittes über alle Halbräume t y | x � y ¡ 0 u mit x P C.

Theorem A.1. Ist T eine temperierte Distribution mit Träger in einem Kegel C, dann istpT Randwert einer in Rn� iC� analytischen Funktion pk� iηq ÞÑ pT pk� iηq. Ist andersherum
F eine Funktion analytisch in Rn � iC� und erfüllt F folgende Abschätzungen:

1. Für jedes η0 P C
� gibt ein Polynom Pη0 in 2n Variablen, sodass

|F pλ� ipη0 � ηqq| ¤ |Pη0pλ, ηq| . (A.13)

2. Es gibt ein r P N0, sodass es für jedes η0 P C
� ein Polynom Qη0 gibt, sodass

|F pλ� itη0q| ¤
|Qη0pλq|

tr
(A.14)

für alle λ P Rn und t P p0, 1s.

Dann gibt es eine temperierte Distribution T mit Träger in C, sodass pT Randwert der
Funktion pk� iηq ÞÑ F pk� iηq ist. Es gilt dann:

F p � � iηq � {e�η�xT . (A.15)

Als vektorwertige temperierte Distribution auf Rn bezeichnen wir eine stetige lineare Ab-
bildung Φ von S pRnq in einen Hilbert-Raum pH, p � , � qq. Dabei reicht aus zu fordern, dass
für jeden Vektor Ψ P D aus einem dichten Unterraum D � H die Abbildung f ÞÑ pΨ,Φpfqq
eine temperierte Distribution ist.

Als letztes möchten wir das Konzept einer operatorwertigen Distribution einführen. Ist für
einen dichten Unterraum D � H eines Hilbert-Raums H für jedes f P S pRnq ein auf D
de�nierte abschlieÿbarer Operator Apfq gegeben, sodass für jedes Φ,Ψ P D die Abbildung
f ÞÑ pΨ, ApfqΦq eine temperierte Distribution ist, so nennen wir A ist eine operatorwertige
temperierte Distribution. Nehmen wir an, dass der adjungierte Operator von Apfq auf D
de�niert ist, so ist f ÞÑ A�pf̄q|D auch eine operatorwertige Distribution. Wir nutzen die
Notation

A�pf̄q|D �

»
Rn
A�pxqf̄pxqdx . (A.16)
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B Der konform-kompakti�zierte Minkowski-Raum

M

In diesen Abschnitt betrachten wir den Minkowski-Raum als D-dimensional. Seine Metrik
hat die Signatur pD � 2, 2q, wobei D ¥ 2 ist. Der kompakti�zierte Minkowski-Raum M
ist eine kompakte Mannigfaltigkeit, welche den Minkowski-Raum M als dichte o�ene Teil-
menge enthält. Wir geben eine Parametrisierung von M an. Sie ist in gewisserweise sogar
natürlich gegeben, da die konforme Gruppe hier linear wirkt.

Die Punkte werden bei dieser Parametrisierung mit isotropen Strahlen in pseudo-euklidischen
Raum RD�2 mit der Signatur pD, 2q identi�ziert:

M � Q{R�,

Q �
 
ξ P RD�2 | ξ � 0, ξ2 :� ξ2 � ξ2

D � ξ2
�1 � ξ2

0 � 0
(

, (B.1)

wobei ξ � pξ�1, ξ0, ξ, ξDq � pξ�1, ξ0, ξ1, . . . , ξD�1, ξDq. Die Einbettung ist gegeben durch:

M ÝÑ M
x ÞÝÑ rξxs :� tλξxuλ�0

ξx :�
�

1� x2

2
, x0,x,

1� x2

2



�

1� x2

2
e�1 � xµeµ �

1� x2

2
eD . (B.2)

Der pseudo-euklidische Abstand zweier Punkte x, y P M ist dann gegeben durch:

px� yq2 � �2ξx � ξy � pξx � ξyq
2 . (B.3)

Dies zeigt, dass zwei Punkte p1, p2 P M gegenseitig isotrop sind, wenn dass innere Produkt
der Repräsentanten ξ1 � ξ2 verschwindet. O�ensichtlich hängt dies nicht von der Wahl der
Repräsentanten ab.

Der Punkt p8 wird de�niert als:

p8 � rξ8s, ξ8 � eD � e�1 . (B.4)

Die Repräsentanten der Punkte x P M sind dann durch die Normierung ξx � ξ8 � 1
klassi�ziert. Genauer: jedem p � rξs P M mit ξ � ξ8 � ξD � ξ�1 � 0 wird eindeutig ein
x P M zugeordnet, indem man den Repräsentanten ξ1 mit ξ1 �ξ8 � 1, d.h. ξ1 :� ξ{pξD�ξ�1q,
wählt, wobei dann x � pξ0, ξq. Dann ist aber ξ1 � ξx, denn wegen der Isotropie von ξ1 und
wegen ξ1�1� ξ

1
D � 1 gilt 0 � ξ12 � �x2�pξ1Dq

2�pξ1�1q
2 � x2� ξ1D� ξ

1
�1, also 2ξ�1 � 1�x2

und 2ξD � 1� x2.
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B Der konform-kompakti�zierte Minkowski-Raum M

Die Punkte bei unendlich, also die MengeK8 � MzM, ist gegeben durch:

K8 �
 
p � rξs P M | ξ � ξ8 � 0

(
. (B.5)

Eine spezielle Operation w ist die Drehung um π in der pξ�1, ξ0q-Ebene:

w : rξ � pξ�1, ξ0,x, ξDqs ÞÝÑ rp�ξ�1,�ξ0,x, ξDqs . (B.6)

Sie tauscht den Ursprung von M mit p8 und ist für x P M, x2 � 0 gegeben durch:

w : x � px0,xq ÞÝÑ

�
x0

x2
,
�x

x2



. (B.7)

Man nennt w Weyl-Spiegelung.

Damit kann man sehen, dass die Wirkung unter der Gruppe SO0pD, 2q transitiv1 auf M
wirkt, denn die Translationen wirken transitiv auf M und mit Hinzunahme von w lässt
sich K8 auf M schicken.

Für g P SO0pD, 2q lassen sich aus der Wirkung der konforme Faktor ωpx, gqωpy, gq für das
Intervall px� yq2 unter der Wirkung von g berechnen:

gξx � ωpx, gqξgx ùñ ωpx, gq � gξx � ξ8 , (B.8)

wobei ξ ÞÑ gξ die lineare Operation der Gruppe SO0pD, 2q auf RD�2 ist. Damit transfor-
miert sich das Abstandsquadrat wie folgt:

pgx� gyq2 � �2ξgx � ξgy � �2
gξx � gξy

ωpx, gqωpy, gq
� �2

ξx � ξy

ωpx, gqωpy, gq
�

px� yq2

ωpx, gqωpy, gq
. (B.9)

1 Die Gruppenoperwirkung der Gruppe G auf einem Raum X wird transitiv gennannt, wenn für alle
x, y P X ein g P G exisitiert, sodass gx � y ist.
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C Twist-2-Partialwellen

Wir beweisen hier das Lemma 4.2 aus Abschnitt 4.1.2.

Lemma C.1. Für b P Zzt0u ist:

hbpx1, . . . , x4q �
1

ρ1�b
13 ρb14ρ24

maxtb�1,�1u¸
m�mint0,bu

F pm� b� 1,m� 1; 1; sq tm (C.1)

harmonisch in x1 und x2. Für den Fall b � 0 ist für jedes n P Z

h0,npx1, . . . , x4q �
tn

ρ13ρ24

�
1�

�1̧

m��n

pm� n� 1qsF pm� n� 2,m� 1; 2; sq tm
�

(C.2)

harmonisch xi (i � 1, . . . , 4).

Beweis. Sei b P Zzt0u und

H �
1

ρ1�b
13 ρb14ρ24

|b|�1̧

n�0

maxtb�n�1,�n�1u¸
m�mint0,bu

p�1qnpb�m� nqnp1�mqn
n!2

sntm � hb . (C.3)

Wir brauchen nur entweder l1H � 0 oder l2H � 0 zu zeigen, dass andere ist dann
automatisch erfüllt, da nach Proposition 4.1 und 3.3 der harmonische Anteil in x1 um x2

automatisch harmonisch in x2 ist. Wir entwickeln H �
°
nHnρ

n
12{n!, also:

Hn �
sn

ρn12ρ
1�b
13 ρb14ρ24

maxtb�n�1,�n�1u¸
m�mint0,bu

p�1qnpb�m� nqnp1�mqn
n!

tm . (C.4)

Di�erentialoperatoren wie D1 und E1 liefern nach ihrer Anwendung in jedem Summanden
nur einen aus einer Zahl und tρiju bestehenden Faktor. D1 � ρ34B13B14 aufHn angewendet,
gibt einen Faktor pb�m�n�1qpm� bqρ34{pρ13ρ14q und E1 � ρ23B13�ρ24B14 angewendet
auf Hn�1 einen Faktor pb�m�n� 2qρ23{ρ13�pm� bqρ24{ρ14 � ppb�m�n� 2qt�pm�
bqqρ12ρ34{pρ13ρ14sq zu dem jeweils zugehörigen Summanden. Damit ergibt sich D1Hn �
E1Hn�1 bis auf einen Faktor zu:

maxtb�n�1,�n�1u¸
m�mint0,bu

pb�m� nqnpm� 1qnpb�m� n� 1qpm� bqtm

�

maxtb�n�2,�n�2u¸
m�t0,bu

pb�m� n� 1qn�1p1�mqn�1
pb�m� n� 2qt� pm� bq

n� 1
tm

�

maxtb�n�2,�n�2u¸
m�mint0,bu

pb�m� n� 1qn�2pm� 1qn

�
�1�

m� pm� n� 1q
n� 1

�
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

�0

tm

� 0
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C Twist-2-Partialwellen

und damit ist insbesondere l1H � �4pD1 � E1ρ12qH � 0.

Sei n P N. Wir zeigen, dass

H :�
tn

ρ13ρ24

�
1�

ņ

q�1

�q̧

m��n

pm� n� 1qqpm� 1qq�1

q!pq � 1q!
sqtm

�
� h0,n

H :�
tn

ρ13ρ24

�
1�

�n�1¸
q�1

�q�n�1¸
m�0

pm� n� 1qqpm� 1qq�1

q!pq � 1q!
sqtm

�
� h0,n (C.5)

harmonisch bzgl. x1 ist. Dann ist er auch harmonisch bzgl. xi weil der Ausdruck nach
Proposition 4.1 die Integrabilitätsbedingung (3.28) bzgl. x1, x2 erfüllt. Des Weiteren ist
der Ausdruck invariant unter der simultanen Vertauschung von 1 Ø 3 und 2 Ø 4 also auch
in x3 und x4 harmonisch.

Wir schreiben H :�
°8
q�0Hqρ

q
12{q! , also:

H0 �
1

ρ13ρ24
tn

Hq � �
1

ρ13ρ24

�q̧

m��n

pm� n� 1qqpm� 1qq�1

pq � 1q!

�
s

ρ12


q
tm�n p1 ¤ q ¤ nq

Hq � �
1

ρ13ρ24

�q�n�1¸
m�0

pm� n� 1qqpm� 1qq�1

pq � 1q!

�
s

ρ12


q
tm�n p1 ¤ q ¤ �n� 1q .

(C.6)

Zu zeigen bleibt: D1Hq � E1Hq�1 � 0. Für q � 0 evaluieren �E1H1 als Teleskopsumme
wie folgt:
Fall n ¥ 0:

ρ23

ρ13ρ24

�1̧

m��n

pm� n� 1q
�

ρ34

ρ13ρ24



p�1�m� nq tm�n

�
1

ρ13ρ14

�1̧

m��n

pm� n� 1q
�

ρ34

ρ13ρ24



pm� nq tm�n

�
ρ34

ρ2
13ρ14ρ24

�1̧

m��n

�pm� 1� nqpm� 2� nq tm�1�nlooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon
��bm�1

�pm� nqpm� 1� nq tm�nlooooooooooooooomooooooooooooooon
�bm

�
ρ34

ρ2
13ρ14ρ24

pb�n � b0q � �
ρ34

ρ2
13ρ14ρ24

npn� 1q tn � D1H0 , (C.7)

also D1H0 � E1H1 � 0. Für q P N betrachte

D1Hq �
ρ34

ρ2
12ρ14ρ24

�
s

ρ12


q �q̧

m��n

pm� n� qqqpm� 1qq�1

pq � 1q!
pm� n� q � 1qpm� nq tm�n

(C.8)
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sowie

�E1Hq�1 �
ρ34

ρ2
13ρ14ρ24

�
s

ρ12


q �q̧

m��n

pm� n� 1qq�1pm� 1qq
pqq!

p�q � 2�m� nq tm�n�1

�
pm� n� 1qq�1pm� 1qq

q!
pm� 1q tm�n

�
ρ34

ρ2
13ρ14ρ24

�q̧

m��n

�
�
pm� nqq�1pmqq

q!
pq � 1�m� nq

�
pm� n� 1qq�1pm� 1qq

q!
pm� nq

�
tm�n

� D1Hq , (C.9)

da obige Klammer r. . .s gegeben ist durch

pm� nqq�1pmqq
pq � 1q!

"
�pm� nqmpm� n� q � 1q � pm� nqpm� n� q � 1qpm� qq

q

*
�
pm� nqq�1pmqq

pq � 1q!
pm� n� q � 1qpm� nq

"
�m� pm� qq

q

*
loooooooooomoooooooooon

�1

�
pm� nqq�1pmqq

pq � 1q!
pm� n� q � 1qpm� nq (C.10)

Fall n ¤ �1: Dieser Fall wird analog berechnet, indem man:

�1̧

m��n

ÝÑ
�n�1¸
m�0

(C.11)

ersetzt.
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D Die hypergeometrische Funktion und einige

Identitäten

Die Gauÿsche hypergeometrische Reihe, auch hypergeometrische Funktion genannt, ist ge-
geben durch:

F pa, b; c; zq � 2F1pa, b; c; zq �
8̧

n�0

paqnpbqn
pcqn

zn

n!
(D.1)

wobei

paq0 � 1

paqn �
Γpa� nq

Γpaq
� apa� 1q � � � pa� n� 1q (D.2)

das sogenannte Pochhammer-Symbol ist. Für a P N lässt sich dieses auch schreiben als

paqn �
pa� n� 1q!
pa� 1q!

(D.3)

und es gelten (unter anderem) die Identitäten:

paqn pa� nqm � paqn�m (D.4)

paqn � p�1qn p1� a� nqn (D.5)

p�nqn � 0 . pn P Nq (D.6)

Die Potenzreihe (D.1) hat den Konvergenzbereich |z|   1, wenn weder a, b noch c negative
ganze Zahlen oder Null sind. Auÿerhalb ist sie, wenn nötig über ihre analytische Fortsetzung
de�niert. Ist a oder b eine negative ganze Zahl oder Null und ist c entweder, weder eine ne-
gative ganze Zahl noch Null, oder kleiner als die negative Ganzzahl a oder b, so ist die Reihe
endlich. Eine Vielzahl von Identitäten �nden sich in [1].

In Abschnitt 4.1.3 benutzen wir für b P Z die Identitäten

F p0,�b; 0; zq � p1� zqb (D.7)

b � z � F p1, 1� b; 2; zq � 1� p1� zqb , (D.8)

welche wir für b ¥ 0 mit Hilfe der Binomialformel

F p0,�b; 0; zq �
8̧

k�0

p�bqn
n!

zn �
b̧

k�0

�
b

n



p�zqn � p1� vqb

b � z � F p1, 1� b; 2; zq � �
b�1̧

n�0

p�bqn�1

p2qn
zn�1 � 1�

b̧

n�0

�
b

n



p�zqn � 1� p1� zqb

86



und für �c :� b   0 mit Hilfe der geometrischen Reihe

F p0,�b; 0; zq �
8̧

n�0

pcqn
n!

zn �
8̧

n�0

pn� 1qc�1

pc� 1q!
zn �

8̧

n�c�1

pn� c� 2qc�1

pc� 1q!
zn�c�1

�
1

pc� 1q!

8̧

n�0

�
d
dz


c�1

zn �
1

pc� 1q!

�
d
dz


c�1 1
1� z

� p1� zqb

b � u � F p1, 1� c; 2; zq � �
8̧

n�0

pcqn�1

pn� 1q!
zn�1 � 1� F p0, c; 0; zq � 1� p1� zqb

zeigen.
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E Rekursionssystem zur Polstruktur

In diesem Abschnitt formen wir das Di�erentialgleichungssystem

pE1D2 � E2D1qF0 � 0 (E.1)

in ein Rekursionssystem um. Dieses erweist sich als nützlich um F0 mit Doppelpolen in
ρ13, ρ14 oder ρ23, ρ24 zu untersuchen.

Hierfür sei n ¥ 6 vorgegeben. Ferner sei F0 ein Laurent-Polynom in den Variablen tρij | 1 ¤
i   j ¤ n, pi, jq � p1, 2qu. Wir entwickeln F0 in der Form:

F0 ppρ1iq3¤i¤n, pρ2iq3¤i¤n, pρijq3¤i j¤nq �
¸

a,b,c,d

Cabcd ppρ1iq3¤i¤n, pρ2iq5¤i¤n, pρijq5¤i j¤nq

ρa13ρ
b
14ρ

c
23ρ

d
24

.

(E.2)
Dabei sind die Cabcd wieder Laurent-Polynome in den genannten Variablen und nur endlich
viele Cabcd � 0.

Wir spalten die Di�erentialoperatoren E1 und D1 in die Anteile auf, die auf nur die Va-
riablen tρ13, ρ14, ρ23, ρ24u wirken, auf die anderen Variablen wirken und die auf beide wir-
ken:

E1 �
ņ

i�3

ρ2iB1i � ρ23B13 � ρ24B14 � Ẽ1 (E.3)

D1 �
¸

3¤i j¤n

ρijB1iB1j � ρ34B13B14 �
ņ

i�5

ρ3iB1iB13 �
ņ

i�5

ρ4iB1iB14 � D̃1 , (E.4)

wobei

Ẽ1 �
ņ

i�5

ρ2iB1i , D̃1 �
¸

5¤i j¤n

ρijB1iB1j (E.5)

und analog fürE2 undD2 durch Vertauschung der Indizes 1 Ø 2.
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Die Wirkung von E1D2 auf F0 schreibt sich damit als

E1D2

¸
abcd

Cabcd

ρa13ρ
b
14ρ

c
23ρ

d
24

�¸
abcd

1
ρa13ρ

b
14ρ

c
23ρ

d
24
�
!
�pa� 1q

�
cpd� 1qρ34Ca�1,b,c,d�1 � cρ3iB2iCa�1,b,c,d

�pd� 1qρ4iB2iCa�1,b,c�1,d�1 �D
p34q
2 Ca�1,b,c�1,d

�
�pb� 1q

�
pc� 1qdρ34Ca,b�1,c�1,d � pc� 1qρ3iB2iCa,b�1,c�1,d�1

�dρ4iB2iCa,b�1,c,d �D
p34q
2 Ca,b�1,c,d�1

�
�E

p34q
1

�
pc� 1qpd� 1qρ34Ca,b,c�1,d�1 � pc� 1qρ3iB2iCa,b,c�1,d

�pd� 1qρ4iB2iCa,b,c,d�1 �D
p34q
2 Ca,b,c,d

�)
, (E.6)

sowie die Wirkung von E2D1F0 als

E2D1

¸
abcd

Cabcd

ρa13ρ
b
14ρ

c
23ρ

d
24

�

�
¸
abcd

1
ρa13ρ

b
14ρ

c
23ρ

d
24

!
�pc� 1q

�
apb� 1qρ34Ca,b�1,c�1,d � aρ3iB1iCa,b,c�1,d

�pb� 1qρ4iB1iCa�1,b�1,c�1,d �D
p34q
1 Ca�1,b,c�1,d

�
�pd� 1q

�
pa� 1qbρ34Ca�1,b,c,d�1 � pa� 1qρ3iB2iCa�1,b�1,c,d�1

�bρ4iB1iCa,b,c,d�1 �D
p34q
1 Ca,b�1,c,d�1

�
�E

p34q
2

�
pa� 1qpb� 1qρ34Ca�1,b�1,c,d � pa� 1qρ3iB1iCa�1,b,c,d

�pb� 1qρ4iB1iCa,b�1,c,d �D
p34q
1 Ca,b,c,d

�)
. (E.7)

Wir subtrahieren beide Beiträge und machen einen Koe�zientenvergleich und verschie-
ben dabei die Indizes pa, b, c, dq Ñ pa � 1, b � 1, c � 1, d � 1q. Damit ist (E.1) äquivalent
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E Rekursionssystem zur Polstruktur

zu

0 �
!
�a

�
pc� 1qdρ34Ca,b�1,c�1,d � pc� 1qρ3iB2iCa,b�1,c�1,d�1

�dρ4iB2iCa,b�1,c�2,d �D
p34q
2 Ca,b�1,c�2,d�1

�
�b

�
cpd� 1qρ34Ca�1,b,c,d�1 � cρ3iB2iCa�1,b,c,d�2

�pd� 1qρ4iB2iCa�1,b,c�1,d�1 �D
p34q
2 Ca�1,b,c�1,d�2

�
�E

p34q
1

�
cdρ34Ca�1,b�1,c,d � cρ3iB2iCa�1,b�1,c,d�1

�dρ4iB2iCa�1,b�1,c�1,d �D
p34q
2 Ca�1,b�1,c�1,d�1

�)
�

!
�c

�
pa� 1qbρ34Ca�1,b,c,d�1 � pa� 1qρ3iB1iCa�1,b�1,c,d�1

�bρ4iB1iCa�2,b,c,d�1 �D
p34q
1 Ca�2,b�1,c,d�1

�
�d

�
apb� 1qρ34Ca,b�1,c�1,d � aρ3iB1iCa,b�2,c�1,d

�pb� 1qρ4iB1iCa�1,b�1,c�1,d �D
p34q
1 Ca�1,b�2,c�1,d

�
�E

p34q
2

�
abρ34Ca,b,c�1,d�1 � aρ3iB1iCa,b�1,c�1,d�1

�bρ4iB1iCa�1,b,c�1,d�1 �D
p34q
1 Ca�1,b�1,c�1,d�1

�)
(E.8)

für alle pa, b, c, dq P Z4.

Wir vereinfachen (E.8):

0 �� ρ34

!
adpc� bqCa,b�1,c�1,d � bcpd� aqCa�1,b,c,d�1 � cdẼ1Ca�1,b�1,c,d � abẼ2Ca,b,c�1,d�1

)
� a

�
cρ3iB2i � ρ3iB1iẼ2

�
Ca,b�1,c�1,d�1 � b

�
dρ4iB2i � ρ4iB1iẼ2

�
Ca�1,b,c�1,d�1

� c
�
aρ3iB1i � ρ3iB2iẼ1

�
Ca�1,b�1,c,d�1 � d

�
bρ4iB1i � ρ4iB2iẼ1

�
Ca�1,b�1,c�1,d

�
�
Ẽ1D̃2 � Ẽ2D̃1

�
Ca�1,b�1,c�1,d�1

� a
!
dρ4iB2iCa,b�1,c�2,d � D̃2Ca,b�1,c�2,d�1

)
� b

!
cρ3iB2iCa�1,b,c,d�2 � D̃2Ca�1,b,c�1,d�2

)
� c

!
bρ4iB1iCa�2,b,c,d�1 � D̃1Ca�2,b�1,c,d�1

)
� d

!
aρ3iB1iCa,b�2,c�1,d � D̃1Ca�1,b�2,c�1,d

)
�: Rpa, b, c, dq (E.9)

und halten fest.

Proposition E.1. Sei F0 gegeben wie in (E.2). Dann ist (E.1) äquivalent mit Rpa, b, c, dq �
0 für alle pa, b, c, dq P Z4.

Bemerkung E.2. Aus Folgerung 3.4 folgt, dass für alle pa, b, c, dq mit a, b ¡ 0 oder c, d ¡ 0
der Koe�zient Cabcd regulär in den Variablen tρ1iu5¤i¤n und tρ2iu5¤i¤n ist, d.h. Cabcd kann
in diesem Fall als ein Polynom in pρ1iq3¤i¤n, pρ2iq3¤i¤n mit Werten in dem Vektorraum
der Laurent-Polynome in den Variablen pρijq3¤i j¤n aufgefasst werden.

90



Insbesondere verbindet Rpa, b, c, dq die Koe�zienten

tCa�1,b�1,c,d, Ca,b,c�1,d�, Ca�1,b,c,d�1, Ca,b�1,c�1,du

nur mit Ca1b1c1d1 mit a1 ¥ a, b1 ¥ b, c1 ¥ c, d1 ¥ d und

a� b� c� d� 3 ¤ a1 � b1 � c1 � d1 ¤ a� b� c� d� 4 .
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