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3 1 MOTIVATION

1 Motivation

In vielen makroskopischen Systemen herrscht lokales thermodynamisches Gleichgewicht
vor. Physikalische Systeme wie stationdre hydrodynamische Fliisse und Warmetransport-
prozesse erlauben eine Beschreibung in Begriffen der statistischen Mechanik. Es ist jedoch
immer noch nicht zufriedenstellend geklédrt worden, wie Quantensysteme beschrieben wer-
den sollen, die lokal im thermodynamischen Gleichgewicht sind [18].

Zusténde, die ein globales thermodynamisches Gleichgewicht beschreiben, sind durch die
Gibbs-Formulierung, und seit Ende der sechziger Jahre des letzten Jahrhunderts [11] durch
die KMS-Bedingung! klassifiziert. Mit der KMS-Bedingung lassen sich in verschiedenen
Systemen sehr effektiv Zusténde charakterisieren, die globales Gleichgewicht beschreiben.
Eine dhnlich effektive Charakterisierung oder gar Klassifizierung von Zustédnden, die lo-
kales Gleichgewicht beschreiben, existiert bis heute nicht.

Zu diesem Problem ist im Jahre 2002 mit einer Arbeit von Buchholz, Ojima und Roos [2]
eine Methode vorgeschlagen worden, die auf dem Prinzip der lokalen Ununterscheidbarkeit
von lokalem und globalem Gleichgewicht beruht. Die Idee ist die Folgende: Zuerst wéhlt
man eine Menge C von Referenzzusténden. Diese Zustidnde sollen fest definierte thermi-
sche Eigenschaften haben. Weiterhin wihlt man fiir jeden Punkt z € R?* eine Menge 7,
von Observablen, die die Messung thermaler Eigenschaften am Punkt z représentieren
sollen. Sei §, C 7, ein Teilraum. Angenommen, zu einem Zustand w gibt es einen Refe-
renzzustand wg, sodass die Erwartungswerte der Elemente aus S, gebildet in w und wg,
miteinander iibereinstimmen. Kénnte man nur die Observablen aus S, messen, wiren w
und wp nicht unterscheidbar. In diesem Fall wiirde man w am Punkt z die thermalen
Eigenschaften des Referenzzustands wg zuordnen. Gibt es fiir jeden Punkt eines Gebietes
O C R* einen solchen Referenzzustand wg(z), so hat der Zustand w an jedem Punkt
im Gebiet O eine thermale Interpretation, wenn auch an jedem Punkt eine andere. Ins-
besondere hétte er so an jedem Punkt von O eine mittlere Temperatur, die sich dann
von Punkt zu Punkt d&ndern wiirde, weil der Referenzzustand von Punkt zu Punkt ein
anderer wire. In diesem Fall konnte man davon sprechen, dass sich der Zustand iiber-
all in O in lokalem Gleichgewicht befinde. Indem man nicht die Ubereinstimmung auf
allen Observablen aus 7, sondern nur auf allen Observablen aus S, C 7, fordert, kann
man die thermale Stabilitat zweier Zustéinde miteinander vergleichen. Stimmt ein Zustand
am Punkt x auf mehr Elementen aus 7, mit einem Referenzzustand iiberein als ein ande-
rer Zustand, so wére der erste ndher am thermodynamischen Gleichgewicht als der zweite.

Mit einigen wenigen, sehr natiirlichen Annahmen gelang es so, ein Kriterium fiir Zustdnde
zu entwickeln, die in einem gewissen Sinne lokale thermodynamische Eigenschaften ha-
ben. In Falle masseloser, freier Bosonen auf dem Minkowskiraum wurden solche Zusténde
gefunden und einige interessante Entdeckungen gemacht. In dieser Arbeit wird eben jene
Methode auf das Modell masseloser, freier Fermionen auf dem Minkowskiraum angewandt,
und es wird versucht, dhnliche Resultate zu finden.

INach Kubo, Martin und Schwinger.
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In Kapitel 2 wird zuerst in einem allgemeinen Rahmen die von Buchholz, Ojima und Roos
entwickelte Methode erklart. Kapitel 3 gibt einen kurzen Uberblick iiber das Modell mas-
seloser Fermionen. In Kapitel 4 wird die Methode auf das Modell angewandt, insbesondere
werden die thermalen Observablen bestimmt. Kapitel 5 zeigt, dass die wichtigsten ther-
malen Groflen, wie Temperatur, Entropie und Teilchendichte, in der Tat mit den vorher
gefundenen thermalen Observablen gemessen werden konnen.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden einige interessante Eigenschaften von lokalen
Gleichgewichtszustdnden gezeigt. Eine wichtige Aussage dieser Arbeit wird in Kapitel 6
bewiesen: Die mikroskopischen Bewegungsgleichungen (in diesem Falle die Diracgleichung)
bestimmen die raumzeitliche Entwicklung der Erwartungswerte der thermalen Observa-
blen in den lokalen Gleichgewichtszustdnden. Weitehin wird ein Weg vorgeschlagen, wie
man aus gegebenen Teilchendichten, die diese Gleichungen erfiillen, wieder Zusténde kon-
struieren konnte.

In Kapitel 7 wird ein Beispiel eines Zustandes konstruiert, der an jedem Punkt des
Vorwértslichtkegels V* lokal im Gleichgewicht ist. Ein dquivalenter Zustand existiert
auch im Modell masseloser Bosonen [2]. Beide beschreiben die Zukunft einer sehr heilen
Explosion, eines ,,Hot Bang®, sowie des Teilchenflusses des Systems nach dieser Explosion.

In einer Arbeit von Buchholz [1] wurde gezeigt, dass im Falle masseloser Bosonen das Ge-
biet, in dem ein Zustand lokal im thermodynamischen Gleichgewicht ist, nicht beliebig ist.
Vielmehr muss ein solches Gebiet, wenn es eine gewisse Grofie hat, in einem simplizialen
Kegel enthalten sein, also einem Schnitt von endlich vielen charakteristischen Halbebenen.
In Kapitel 8 wird gezeigt, dass eine entsprechende Beschrinkung auch im Falle masse-
loser Fermionen gilt. Weiterhin wird gezeigt, dass der Fall des Hot-Bang-Zustandes in
einem gewissen Sinne generisch ist. Die Existenz von Punkten im Minkowskiraum, an
denen die Temperatur und die Teilchendichte divergieren, und die in der Vergangenheit
des Thermalitatsgebietes liegen, kann aus allgemeinen Prinzipien hergeleitet werden.
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2 Theorie

2.1 Allgemeiner Rahmen

Im Folgenden wird der mathematische Rahmen dargestellt, in dem lokale thermodynami-
sche Gleichgewichtssysteme beschrieben werden konnen. Dieses Kapitel stellt im wesent-
lichen eine Zusammenfassung der ersten Kapitel von [2] dar.

Wir gehen von den verschmierten Feldern aus, die im folgenden, allgemeinen Fall generisch
als ¢(f) und ¢*(f) mit f € 2(R*, C) bezeichnt werden. Um die Notation zu vereinfachen,
werden jegliche Tensorindices an den ¢( f) unterschlagen. Diese Felder erzeugen zusammen
mit der Identitéit 1 durch Summen- und Produktbildung eine Algebra F, auf der man eine
*-Involution

o(f) =" (f), 1°=1, (AB)"=B*A*

( J ist das komplex Konjugierte von f) und eine automorphe Wirkung der zweifachen
Uberlagerung der Poincarégruppe Pl durch

asa@(f) = ofisw),  alA") = (a(4))",  a(AB) = a(A)a(B)

fiir (S,a) € PL definiert?, wobei f(s.a) () = D(S)f(A~'(x — a)) ist, A die zu S gehorige
Lorentztransformation und D eine Matrixdarstellung von S € Sping(1,3) entsprechend
des Tensorcharakters des Feldes ¢. Fiir reine Translationen o, q) mit a € R* schreiben
wir im Folgenden kurz «,. Weiterhin definieren wir auf der Feldalgebra die Wirkung
einer Eichgruppe G, die eine innere Symmetrie darstellen, und die mit der Wirkung der
Poincarégruppe kommutieren soll:

oA = g, A firalle A€ F, (S,a) € PL, v €G. (2.1)

Man definiert die Fixpunkte der Algebra F unter der Wirkung der o, als Observablen und
nennt die von ihnen gebildete Unteralgebra A C F die Observablenalgebra. Die Elemente
in A interpretiert man als physikalisch messbare Grofen.

Die Zustidnde des physikalischen Systems werden durch lineare Funktionale auf der Al-
gebra, generisch als w bezeichnet, beschrieben. Fiir diese sollen neben der komplexen
Linearitédt die Bedingungen

w(1)
w(A*A) >0 furalle AeF (Positivitét) (2.3)

1 (Normierung) (2.2)

gelten, um einen physikalisch sinnvollen Zustand zu beschreiben.

2Im Falle von Bosonen wiirde man solche Darstellungen von ﬁj_ wéhlen, fiir die D(S) = D(-29) ist,
also effektiv eine Dastellung der normalen Poincarégruppe. Siehe auch Anhang, Kapitel A.2.
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2.2 Referenzzustinde

Die KMS-Zustéinde, also diejenigen Zustidnde, die Situationen globalen thermodynami-
schen Gleichgewichts beschreiben, werden fiir die folgende Analyse sehr wichtig sein.
KMS-Zusténde werden charakterisiert durch die folgende Bedingung:

Definition 2.1 Sei § € V*. Ein Zustand wg tber der Feldalgebra F heifit KMS-Zustand
zum Temperaturvektor 3, wenn es fir alle A, B € F eine Funktion

Hip :R*xi(V n(B-V") —cC
qibt, fiir die gilt:
(i) Hap ist stetig, beschrankt und analytisch im Inneren ihres Definitionsbereiches
(i)
Hyp(a+1i0) = wp(A(a.B))
Hap(a+iB) = ws((agB)A)  fir alle a € R*,

Den Definitionsbereich von H g, als Teilmenge von C*, nennt man auch eine Rdohre mit
Basis (VJF N (B — V+))

Ein KMS-Zustand wg beschreibt ein physikalisches System, welches sich in dem Bezugs-

system, das durch den Einheitsvektor e = W ausgezeichnet ist, iiberall im ther-

modynamischen Gleichgewicht zur inversen Temperatur |3| = (3, 3)"/? ist. Wir wollen
uns in dieser Arbeit auf eichinvariante KMS-Zustdnde beschrinken, also solche, fiir die
wg = wgoa, fiir beliebige v € G gilt. Wie im Anhang gezeigt wird, ist fiir die Feldalgebren,
die wir in dieser Arbeit untersuchen, der eichinvariante KMS-Zustand wg zu einem gege-
benen Vektor 5 € VT eindeutig bestimmt, wie man es allgemein von Systemen erwartet,
die weitab von Phaseniibergédngen sind. Da der Zustand wg o og(_sl,a) die KMS-Bedingung
zum Vektor AS erfillt (A ist die zu S gehorige Lorentztransformation), folgt aus der
Eindeutigkeit sofort, dass

wpg © a(Sl,a) = WAg (24)

ist. Insbesondere sind die KMS-Zusténde translationsinvariant und isotrop in ihrem Ru-
hesystem. Weiterhin nimmt man an, dass fiir jedes A € F die Funktion

3= ws(A) (2.5)
stetig ist3.

Es ist sinnvoll, nicht nur mit Zustédnden zu vergleichen, die eine scharfe Temperatur ha-
ben, sondern auch statistische Gemische solcher Zusténde zuzulassen. Fiir eine kompakte

3Diese Eigenschaft muss man im Modell masseloser Fermionen nicht explizit fordern. Die KMS-
Zustinde werden sie automatisch haben (Siehe Anhang B).
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Teilmenge des Vorwértslichtkegels B C V' und ein normiertes Maf3 dp auf B definieren
wir

wp(A) = /B dp(B) ws(A) AeF. (2.6)

Dieses Integral existiert immer, denn B ist kompakt und § — wg(A) stetig fir jedes
A € F. Die Zustinde wp fiir alle kompakten B C V* und alle normierten Mafle auf
solchen B fassen wir zu einer Menge C zusammen. Dieses wird die Menge unserer Refe-
renzzusténde sein.

2.3 Punktfelder

Um einem Zustand eine thermale Interpretation an einem bestimmten Punkt z € R*
zuzuweisen, miissen wir ,, Messungen an einem Punkt® spezifizieren. Da man sich ein Ob-
jekt wie ¢(f) als ein Operator, der im Raumzeitgebiet supp f misst vorstellt, wird klar,
dass die Elemente aus F fiir Messungen an einem Punkt nicht geeignet sind: Fiir f # 0
ist supp f C VT nach Voraussetzung kompakt mit nichtleerem Inneren. Wir miissen zu
den unregularisierten Feldern ¢(z) und ¢*(z) iibergehen, die man durch einen Grenzwert
f — 0, erhilt. Dieser Grenzwert ist kein Operator mehr, sondern kann (in einer Dar-
stellung von F auf einen Hilbertraum) nur noch als quadratische Form auf einen dichten
Unterraum des Hilbertraumes definiert werden, wie in [2] ausgefithrt wird. Der physika-
lische Hintergrund ist der, dass Messungen an einem Punkt theoretisch unendlich hohe
Resultate liefern konnten, wo Messungen gemittelt iiber einen endlichen Raumzeitbereich
immer noch endliche Messwerte liefern wiirden. Man wird somit nicht erwarten konnen,
dass fiir jeden Zustand w der Erwartungswert w(¢(x)) existiert, man also alle Zusténde
auf die Algebra der Punktfelder wird fortseten kénnen. Fiir die KMS-Zusténde (und da-
mit fir alle Zustédnde aus C) ist dieses jedoch aufgrund ihrer Translationsinvarianz ohne
weiteres moglich, da Messungen gemittelt iiber einen Raumzeitbereich auch als Messun-
gen an ein und demselben Punkt interpretiert werden konnen. Genauer gesagt bedeutet
dies, dass ws(¢(f)) und wg(¢*(f)) nur vom Integral [ f abhéingen und damit einfach

wp(p(x)) = wp(o(f)) (2.7)

mit [ f =1 definiert werden kann (ebendso fiir ¢*). Wir sehen sofort, dass dieses Ergebnis
nicht von z abhéngt.

2.4 Thermale Observablen am Punkt

Nach einer in [2] vorgestellten Methode kénnen die Felder ¢(x) und ¢*(x) zu quadratischen
Formen kombiniert werden, die man in Vektorrdume Q, zusammenfasst. Der Raum O,
enthilt in einem gewissen Sinne die Operatoren, die Messungen an einem Punkt z € R*
zugeordnet sind. Es sind aber nicht alle Elemente in Q, fiir unsere Analyse niitzlich.
Der Raum Q, enthilt zum Beispiel 9,¢(z) und héhere Ableitungen von Polynomen in
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den Feldern, was wegen der Translationsinvarianz der wg in allen Referenzzustdnden ver-
schwindet. Wiirden wir von einem Zustand, der in einem Gebiet O lokal im Gleichgewicht
ist, fordern, dass w(0,¢(x)) ebenfalls fiir alle € O verschwindet, so wiirde dies bedeu-
ten, dass w(¢(z)) konstant auf O wire. Die Erwartungswerte in einem solchen Zustand
wiirden also nicht vom Ort abhédngen, und damit wiirden wir z.B. Zustdnde mit lokal
variierender Temperatur ausschliefen. Ubereinstimmung auch auf den d,6(z) wire also
eine zu starke Forderung an lokale Gleichgewichtszustdnde. Weiterhin enthélt Q. auch
nicht-observable Felder, auf denen die Referenzzustédnde, die nach Konstruktion eichin-
variant sind, ausgewertet ebenfalls ein triviales Ergebnis liefern. Die Referenzzustdnde
sind auf diesen Elementen aus Q, identisch null und liefern damit keine Informationen.
In [2] wird eine Methode dargestellt, wiec aus Q, der Raum 7, extrahiert werden kann,
von dem man erwartet, dass er Messungen thermaler Eigenschaften eines Zustandes am
Punkt x symbolisiert. Es wird sogar ein Argument geliefert, dass die Elemente aus 7, die
Referenzzustéinde in C separieren.

2.5 Makroobservablen

In [2] wurde dargestellt, dass die Punktfelder ¢(x) und ¢*(z) dieselben Informationen iiber
thermische Eigenschaften der Referenzzusténde enthalten, wie bestimmte makroskopische
(zentrale) Observablen.

Um die Notation zu erleichtern, werden wir ein Element auf 7, im Folgenden generisch
mit ¢(z) bezeichnen, obwohl es sich dabei nicht unbedingt um das in Kapitel 2.1 definierte
Feld handeln muss.

Sei f € Z(R* C) eine Funktion mit [ f = 1 und {z,}nen eine Folge raumartiger
Elemente aus R?*, die hinreichend schnell gegen unendlich laufen. Definiert man nun
fo(®) =n"tf(n"'x — x,), so kann gezeigt werden [1], dass der Limes ® = lim,, ., ¢(f,)
in allen Referenzzustinden existiert, also dass

wn(®) = Tim w(6(f,) (2.5)
fiir alle wp € C existiert und
on(AOB) = lim wn(A'0()B) = [ dp(B)es(A Ban(o(a) (2.9)

gilt. Dieses bedeutet, dass in jeder GNS-Darstellung? von F, die durch einen der Zustinde
aus C induziert wird, durch ® eine zentrale, translationsinvariante, auf einem dichten
Teilraum definierte quadratische Form gegeben ist. Deren zentrale Zerlegung® ist durch
die (nach (2.5) stetige) Funktion

B ®(8) = ws(®) = ws(o(x)) (2.10)

4Siche [5].
SSiehe [3].
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gegeben (Wir erinnern noch einmal daran, dass wg(¢(z)) nicht von z abhéngt.). Diese
Funktion wird die zu ® gehorige thermale Funktion, ® selbst wird Makroobservable ge-
nannt. Wenn wir uns auf die Referenzzustéinde beschranken, enthélt die thermale Funkti-
on dieselben Informationen wie die Makroobservable selbst. Umgekehrt konnen wir durch
eine Funktion 5 — ®(f) eine Makroobservable definieren, die aufgrund von Gleichung
(2.10) in allen Referenzzusténden messbar ist.

2.6 Lokale thermale Gleichgewichtszustinde

Wenden wir uns der Beschreibung und Charaktrisierung von lokalen thermodynamischen
Gleichgewichtszusténden zu. Wie in der Einleitung erklért, testen wir Zustédnde, von de-
nen wir lokale thermodynamische Eigenschaften erwarten, nicht auf allen Observablen aus
7., sondern lassen echte Teilrdume in unserer Analyse zu.

Wihlen wir also einen Unterraum S, C 7. Man sagt, ein Zustand w sei S,-thermal, wenn
es einen Referenzzustand wp € C gibt, sodass

w(p(x)) = we(d(x)), fur alle ¢(z) € S, (2.11)

ist. Der Zustand w kann also, wenn man Messungen entsprechend der Elemente von S,
durchfiihrt, nicht vom Zustand wp unterschieden werden. Aufgrund dessen kann man w
am Punkte x diejenigen thermalen Eigenschaften des Zustandes wp zuweisen, die den zu
den Punktfeldern ¢(x) € S, gehérenden Makroobservablen ® entsprechen. Interpretiert
man eine Makroobservable ® z.B. als Energiedichte, so wiirde man dem Ensemble, das
durch den Zustand w beschrieben wird, am Punkt z die mittlere Energiedichte wg(®)
zuweisen. Wir schreiben kurz

w(®)(z) = w(o(x)). (2.12)

Diese Definition ldsst sich ohne Probleme auf Gebiete erweitern: Fixieren wir &, fiir ein
zo € R?*, dann sind durch S, = O(p—20)Sz, die entsprechenden Réume an allen anderen
Punkten € R* festgelegt. Es sei darauf hingewiesen, dass beim Ubergang von ¢(x)
zu @ jegliche Information iiber den Ort verlorengeht (Gleichung (2.10)), also ¢(zo) und
Q(z—20)P(T0) = ¢(x) dasselbe @ induzieren.

Definition 2.2 Sei w ein Zustand iiber F und O C R* offen. Man nennt w So-thermal,
wenn es zu jedem v € O einen Referenzzustand wpg, ¢ibt, sodass gilt:

(1) w(o(x)) = wp,(¢(x))  fir alle p(z) € S,
(i1) Die Funktion x — w(¢(x)) ist schwach integrabel.

(iii) Zu jeder kompakten Teilmenge U C O gibt es eine kompakte Teilmenge B € VT,
sodass fiir die kompakten Mengen B, der Referenzzustinde wp, ¢ilt, dass B, C B
fir alle x € U.
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Bedingung (i) ist die Verallgemeinerung von (2.11) auf Gebiete. Dem Ensemble, dass
durch den Zustand w beschrieben wird, kann zu jeder Makroobservablen ®, die durch die
Elemente ¢(z), € S, definiert wird, an jedem Punkt z € O einen Mittelwert von @
zugeschrieben werden. Die Funktion

O3z r— w®)(z) = w(o(), o(z) €S, (2.13)

beschreibt das raumzeitliche Verhalten dieses Mittelwertes. Die Bedingungen (ii) und
(iii) in der Definition (2.2) garantieren, wie in [1] gezeigt wird, dass die Funktion (2.13)
differenzierbar im Sinne von Distributionen ist und dass dariiberhinaus fiir jede Funktion
f mit kompaktem Trager in O die wichtige Abschétzung

\ [t swe@@)| < sl @ s (2.14)

fiir ein kompaktes B C VT gilt, wobei || f||; die L'-Norm von f, und

|®|p = sup|®(5)] (2.15)
BeB

ist. Die Funktion § +— ®(f) ist hierbei die thermale Funktion (nach Gleichung (2.10))
der Makroobservablen ®. Die Menge der || - || fiir alle kompakten B C V7 ist eine
Sammlung an Halbnormen. Diese Halbnormen werden wir im Verlaufe der Arbeit noch
héufig benutzen.
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3 Das Modell

Im letzten Kapitel wurde kurz die Methode aus [2] dargestellt, mit der sich lokale ther-
male Gleichgewichtszustéinde charakterisieren lassen. Im Folgenden wird die Feldalgebra
aus Kapitel 2.1, die in dieser Arbeit benutzt werden wird, genauer behandelt und ihre
wichtigsten Eigenschaften aufgelistet.

3.1 Masselose Fermionen

Betrachten wir die ,klassische“ Diracgleichung (i@ 4+ m)y(x) = 0. In dieser Arbeit be-

handeln wir den Fall m = 0, und fiir diesen Fall kommutiert der Hamiltonoperator

H =Y i7" 9; + m1° der Theorie mit dem Helizititsoperator v° = i70y72~3:

3
[Z i’y 8;, °
=1

was zur Folge hat, dass die Helizitdt eines Teilchens eine Erhaltungsgrofe ist.

=0

Bei masselosen Spin—%—Teilchen sind Teilchen zu Helizitat +1 und Helizitdt —1 in der Tat
unterschiedlich. Man bezeichnet sie als rechtsdrehende und linksdrehende Teilchen. In der
Natur findet man die Neutrinos, die Spin % haben, die nur schwach wechselwirken und von
denen man lange geglaubt hat, dass sie in der Tat masselos seien. Vor kurzem fand man
jedoch indirekte Hinweise auf eine sehr kleine, jedoch von Null verschieden Ruhemasse
der Neutrinos [15].

Diracoperator i@ und Helizitétsoperator v° erhalten in der Weyldarstellung der Gamma-
Matrizen (siehe [4]) die einfache Form:

0 0 80+63 +81—i82
g 0 0 81+i62 80—03
W=il 9 -0, —o+in 0 0 (3:1)
_81_162 80+83 O 0
10 0 0
s (o1 0 o0
T o0 =1 o0 (3.2)
00 0 —1

Die Form (3.2) zeigt, dass die oberen beiden Komponenten des Diracspinors zu Helizitét
+1 (rechtsdrehende Teilchen) und die unteren beiden zu Helizitét —1 (linksdrehende Teil-
chen) gehéren.

Definiert man fiir jeden Vierervektor a € R* die beiden folgenden Matrizen:

. ad®+a® al—id® M- a® —a® —a'+ia®
apm = 1 :.2 0 3 und a = 1 .2 0 3 ) (3-3)
a +.a° a —a —a —a a’ +a
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dann hat der Diracoperator die Form

z'(?:i(g; 801:1 > (3.4)

VR
Y

Schreiben wir die Diracspinoren ¢ = ( ), dann erhélt man fiir die Diracgleichung:®

OMipr(z) =0 und Opmr(z) =0

Die Form (3.1) garantiert uns also, dass die rechts- bzw. linksdrehenden Teilchenanteile
entkoppeln. Diese Entkopplung wird von Koordinatentransformationen respektiert, da in
der Weyldarstellung die Darsteller .S der Uberlagerung von El Diagonalblockform haben:

5= ( @ ?4) (3.5)

Die Matrix A in (3.5) hat Determinante 1, und man kann zeigen [17] dass:
AaM AT = (AG)M

mit einer eindeutig bestimmten eigentlichen, orthochronen Lorentztransformation A gilt
(Siehe Anhang A 4).

Im masselosen Fall zerfillt die Diracgleichung in zwei entkoppelte Gleichungen”. Diese
sind jeweils Differentialgleichugen fiir einen zweikomponentigen Spinor, der den rechts-
bzw. den linksdrehenden Anteil des Diracspinors enthélt. Betrachtet man die Feldalgebra
der Diracspinoren, so stellt man fest, dass sie von zwei abgeschlossenen C*-Unteralgebren
erzeugt wird, die miteinander antikommutieren, und die jeweils den rechts- bzw. den
linksdrehenden Anteil des Diracspinors darstellen. Die beiden Algebren sind *-isomorph
zueinander, und so geniigt es, eine der beiden zu betrachten. Da die bekanntesten ,,mas-
selosen” Fermionen in der Natur linksdrehend sind, werden wir uns auf die Algebra der
linksdrehenden Teilchen beschrianken, also auf die beiden ,,unteren Komponenten“ der
Diracgleichung.

3.2 Die CAR-Algebra zur Helizitat —1

Wie in [3] gezeigt wird, kann man zu jedem Hilbertraum § eine C*-Algebra konstruieren,
die von den Elementen 1 und a(f) fiir f € b erzeugt wird, und die folgenden Bedingungen
erfiillt:

fr—a(f) ist linear, (3.6)
{a(f)" alg)} = (f,9)- (3.7)
SHier liegt in der Tat kein Fehler vor. Man bedenke, dass in (3.1) im Gegensatz zu (3.4) die Kompo-

nenten von 9 unten stehen.
“In der Literatur werden diese Gleichungen , Weyl-Gleichungen* genannt.
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Diese Algebra nennt man CAR-Algebra® und bezeichnet sie mit CAR(h). Sie ist bis auf
*-Isomorphie eindeutig. Die CAR-Algebra ist genau dann separabel, wenn b separabel
ist. Sei b separabel und ey, es, ... eine Orthonormalbasis fiir h. Dann ist die Menge aller
Produkte

(R 7 1§€i1<"'<€ik (38)

zusammen mit dem ,leeren® Produkt 1 eine Basis in CAR(h). Die C*-Norm erfiillt die
Relation

H€i1 .- elk” = 1, 1< € < v < €G- (39)

Der in dieser Arbeit benutzte Hilbertraum b ist die Vervollstidndigung von

2 (R4, C?) 2(R*, C?)
ZOM)T GRE.CY) oV (R, CY) (3.10)
mit dem Skalarprodukt
(150 o). 15 @ loa) ) =27 [ dpd(s") (o) F0)" prs Falo)
w2 [ as))em) 00 pu o). (310)
Wir werden anstatt der a die Symbole
a([fl®lg]) = v(f)+¥(g)
benutzen. Die Abbildungen v und v sind dabei durch
e fr—o(f) =a((fl@0) (3.12)
v f = 0(f) = a(0® [f]) (3.13)

auf Z(R*, C?) definiert, und werden so zu F-wertigen Distributionen. Weiterhin werden
wir benutzen, dass die Menge der ¥(f) und ¢ (f) mit f € 2(R*, C?) dicht im Einteilchen-
raum [ beziiglich der C*-Norm liegt.

Die Elemente der Feldalgebra F erfiillen folgende Relationen:

e Antikommutator:
{v(1.960)} = 2 [ dpS6P)=(m) F )" par3(-1) (3.14)
{0} = {bu.d9)} =0

8CAR heifit Canonical Anticommutation Relations und meint Gleichung (3.7).
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e Poincarégruppe:

aaa(f) = P((AN " fiaw) (3.15)

Eichgruppe: G = U(1)

ag(f) = e¥i(f) agh(f) = e?Y(f) (3.16)

Adjungieren:

() =0(f) () =v() (3.17)

Hier bedeutet f die zu f komplex konjugierte Funktion.

Diracgleichung:
Y(=i(@")Tf) = (0" f) =0 (3.18)

3.3 Indexschreibweise

Definieren wir nun fiir r,7 € {1,2} die F-wertigen Distributionen 1, und 1); iiber
2(R*,C) per

PR, C) > f — (f) = o f —— r-te Komponente,
0
dann kann man (nun wieder fiir f € 2(R*, C2)) die Elemente ¢(f) und () als
(f) = U (f7) = oY) + ¢a(f?)
D(f) = 0(f7) = oY) + ¢a(f?)

wobei f" die r-te Kopmonente von f sein soll. Die Summation iiber die r oder r, wird,
ghnlich wie bei der Einsteinschen Summenkonvention, implizit angenommen, ohne sie
hinzuschreiben. Es ist {iblich, fiir die Felder 1) kleine Buchstaben als Komponenten zu be-
nutzen, wihrend man fiir die Antiteilchen v kleine Buchstaben mit einem Punkt darauf
verwendet werden, was das unterschiedliche Transformationsverhalten der Felder symbo-
lisieren soll.
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Es gibt zwei dquivalente Moglichkeiten, sich die Feldalgebra F vorzustellen. Entweder
man nimmt an, dass F von den ¥(f) und ¥ (f) mit f € 2(R* C?) aufgebaut ist, oder,
dass sie von

¢T(f)7 &S(f% T:LZ’ 521727 fE.@(R4,C)
erzeugt wird. Es ist gleichwertig, von ¢ (f) mit f € Z(R* C?) zu sprechen, oder von ; ( f)
und ¥ (g) mit f,g € 2(R*, C) auszugehen.

Um immer iiber Indices gleicher Art summieren zu kénnen, wahlt man die Komponenten
der Matrizen aj; und a™ fiir a € R* wie folgt:

ap = {(aM)ré}r:m,s':l,zv al = {(aM)fs}le,z,s:Lz'

Mehr iiber diese Indexschreibweise im Anhang A .4.

Wegen 9,,0M = 0M 9y, = O1, gilt mit Gleichung (3.18)
U (Of) = (0f) =0 fiir alle f € 2(R*,C), r,7 =1,2. (3.19)

Die Komponenten der Spinoren erfiillen also die Klein-Gordon Gleichung.

3.4 Lokale und Observablenalgebren

In [6] wird genauer auf die Struktur der Algebra F eingegangen. In der Tat bildet sie ein
sogenanntes lokales Netz, das heifit, dass

F=J Fo) (3.20)

OCR4

ist, wobei O ein Gebiet mit kompaktem Abschluss, und die Vervollstiandigung in (3.20)
durch die C*-Norm gegeben sein soll. Die F(O) sind die lokalen Algebren, die von den
Y(f) und ¥ (f) mit supp f C O erzeugt werden (ohne Abschluss). Die C*-Algebra F wird
die quasilokale Algebra genannt.

Weiterhin kann F (und auch jedes F(O)) in die Eigenrdume des Ladungsoperators zer-
legt werden. Sei zu k € Z der Raum Fj, derjenige Vektorraum, der von den Elementen
Ay Ay € F mit Ay = (fi) oder ¢(f;) aufgespannt wird, bei denen die Anzahl der

v minus der Anzahl der 1 genau k ergibt.® Es gilt nun fiir A € F, und B € F, dass
AB € Fi. . Weiterhin gilt

a,A = e A (3.21)

Aus diesen Gleichungen folgert man sofort, dass A = JFy nicht nur invariant unter
Eichtransformationen ist, sondern auch eine Unteralgebra von F bildet, die sogenann-
te Observablenalgebra.

9Man iiberlegt sich leicht, dass dieses k in der CAR-Algebra wohldefiniert ist.
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3.5 Die CAR-Algebra des Vorwirtslichtkegels

Sei by + der Hilbertraum, der aus der Vervollstindigung des Raumes

P(V+,C?) P(V+,C2)

ST G G2 o G, CY) (322)
mit dem Skalarprodukt
([fﬂ o gl , [fo] @ [gz]> = 27r/ dp8(p*) e(po) fr()" par Fo(p)
2n / dp5(6?) <(po) 1(0)" pas 52(P). (3.23)

entsteht. Es ist hy+ C b, also ist die C*-Algebra Fy+ = CAR(bhy+) kanonisch in F als
Unter-C*-Algebra eingebettet. Wir nennen Fy+ die quasilokale Algebra des Vorwirts-
lichtkegels. Fiir Fy+ gilt

./TVJr = U f(@), (324)

ocv+

wobei O wieder offene Gebiete mit kompaktem Abschluss sind.

Wieder kann man, analog zu F, fiir jedes & € Z die Ladungssektoren Fy+ ; definieren,
und wir nennen Fy+ o die Observablenalgebra des Vorwértslichtkegels.
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4 Thermale Grofien

4.1 Referenzzustiande auf F

Wie im Anhang B gezeigt wird, kann man aus der KMS-Bedingung (Definition B.1) die
KMS-Zustiénde auf F ausrechnen, und es zeigt sich, dass es zu jedem § € VT genau einen
eichinvarianten KMS-Zustand wg gibt. Er ist quasifrei und lautet (fiir f,g € 2(R*, C?)):

oa (00 00)) = 2 [ ap() et LD (4.1
oa (00 00)) = 2 [ aps() et TPLE I (4.

wa(v() = wa(b(N) = (0N V@) = wa(B(Ng)) = 0. (43)

Zeile (4.3) folgt direkt aus der Eichinvarianz von wsz und Gleichung (3.16). Quasifrei
bedeutet in diesem Zusammenhang, dass der Wert des Zustandes auf allen Produkten
von 1(f) und ¢ (g), die aus n Faktoren bestehen, eine Linearkombination von Werten auf
Produkten mit n — 2 Faktoren ist. Genauer:

n
—

wa(Ar- - An) =D (=1 wy(A1A;) wg(Az- - Ay - Ay), (4.4)

=2

wenn A; = (f;) oder 9(f;), wobei E dafiir steht, dass der Faktor A; im Produkt nicht
vorkommen soll. Damit folgt mit Gleichung (4.3), dass wg(A; - -+ A,) = 0 ist, wenn nicht
in Ay --- A, gleichviele ) wie v vorkommen, insbesondere, wenn n ungerade ist. Gleich-
zeitig erlaubt uns sukzessives Anwenden von (4.4), unsere Analyse von wg auf Ausdriicke
der Form (4.1) zu beschriinken'®, da man ws auf allen anderen Elementen von F durch
Linearkombinationen von diesen ausdriicken kann. In Anhang B wird gezeigt, dass

08 ((BCA) - 6(£)" (W(g0) -+ (g))) = det{ws (v(f)0(a))}, (45)

gilt.

Ein Grenzfall der KMS-Zusténde ist der sogenannte Vakuumzustand w,. Dieser ist eben-
falls eichinvariant und quasifrei, und damit durch folgende Angaben vollstandig definiert:

on(50)00)) = 27 [ dps6?) ) 57 (0) s F (). (4.6)

Man erhélt die Formel (4.6), wenn in Gleichung (4.1) formal [ gegen zeitartiges unendlich
l4uft. Da |3| = T~ ist, entspricht wy, damit dem Temperaturnullpunkt, was den Namen

10Gleichung (4.2) folgt aus (4.1) und den Antivertauschungsrelationen in Gleichung (3.14) mit wg(1) =
1.
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, Vakuum® rechtfertigt.

Die KMS-Zusténde und alle statistischen Mischungen wg, die fiir normierte MaSle dp(3)
auf Kompakte B C V* durch

wiéwww (4.7)

gegeben sind, fassen wir zu einer Menge C zusammen. Diese werden im Folgenden unsere
Referenzzustédnde sein.

4.2 Thermostatik in C

Das folgende Kapitel fasst den Zusammenhang thermodynamischer Gréflen zueinander in
globalen Gleichgewichtssystemen zusammen. Eine detaillierte Abhandlung findet sich in

7).

Im Folgenden wird angenommen, dass die Energie in den Zustédnden globalen thermalen
Gleichgewichts messbar ist, dass also

oM (B) = wg( : 9“”:(37)) = lim w5(9“”(f) —woo(e’“’(f)))

f—0z

existiert.!! Im Fall des freien, masselosen Diracfeldes ist der Energie-Impulstensor durch

Lo (1) = %[:@(@aw@aﬂws@); L (8M;) (x) 0™ () :] (4.8)

gegeben. Wenn wir ©*(3) kennen, kénnen wir mit Hilfe der statistischen Mechanik die
Temperaturabhéngigkeit anderer thermodynamischer Gréflen berechnen, wovon uns hier
z.B. die Entropiestromdichte interessiert.

Aus dem Transformationsverhalten von : *: (x) unter der Wirkung der Poincarégruppe
Qs 0" () = AGAY 077 (Ax + a)

und Gleichung (2.4) sieht man, dass die Funktion ©"” ein Lorentztensor zweiter Stufe ist,
und damit von der Form

O (B) = A(B, 8)B8" 8" + B(B, B)n™ (4.9)

sein muss. Weiterhin folgt aus der Definition der KMS-Zusténde, dass fiir A > 0 der
Zustand wg o ) die KMS-Bedingung zum Temperaturvektor A~'3 erfiillt, und aus der
Eindeutigkeit der KMS-Zusténde folgt damit

Wwg o (5)\ = Wx-13.

1UWir werden spiter sehen, dass : ¥ : (x) nicht nur in den KMS-Zustéinden messbar, sondern sogar
im Raum der thermalen Observablen am Punkt x enthalten ist.
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Das freie, masselose Diracfeld ist dilatationsinvariant und der Energieimpulstensor (4.8)
skaliert mit

6y 0" (z) = M om ().

damit erhalten wir das Skalierungsverhalten der Funktionen A und B in Gleichung (4.9),
und zwar:
wigy— A aua B w
=G B
fiir Konstanten A und B. Eine allgemeine Diskussion der Thermodynamik relativistischer
Systeme, die in [7] ausgefiithrt wird, erlaubt die Berechnung der Entropiestromdichte S*
aus dieser Form von ©*”. Es ergibt sich

SH(8) =

(4.10)

A
(8, 8)?

In der Entropiestromdichte ist der Wert der Entropie S(4) und das Ruhesystem e* zu
einer GroBe kombiniert. Ahnlich wie bei der Temperatur 3 = |5|et ist S* = S(5)et.

g (4.11)

4.3 Die thermalen Observablen

Ausgehend von der allgemeinen Analyse in Kapitel 2.6 wird in diesem Kapitel der Raum
S, definiert, der fiir den Rest dieser Arbeit verwendet wird. Analog zu der Situation in [1]
wéhlen wir den Raum der thermalen Observablen, der von der 1 und von den balancierten
Ableitungen der Wickquadrate der Felder aufgespannt wird. Wir benutzen im Folgenden
die Multiindexschreibweise:

po= (pape - pn), mit g € {0,1,2,3},  degp=m

CL“ = a#lalw .. aﬂm

[ E E § M2 fom
Cua - C#1u2-"uma

M1 2 Hm

Die balancierten Wickquadrate der Felder kann man nach [1] schreiben als

Ok (x) = 0% : Pp(x)ihs() : (4.12)

= lim (95‘ (1/_17.(13 + C)ws(l’ - C) — Wso (@r(w + C)ws@; - C))) :
¢—0

<0
Man konnte theoretisch auch Kombinationen wie 0 : 1 (x)10s(z) : oder 3* : 1, (z)s(x)
zulassen, aber diese sind keine Observablen, und mit der Eichtransformation aus Gleichung
(3.16):
az0t Y (2)Ys(x) 1= —0% i (@) s(2) (4.13)

erkennen wir sofort, dass wegen wg o ay = wg die zu 0* : Y, (2)1)s(x) gehorende thermale
Funktion identisch Null ist. Weiterhin werden alle eichinvarianten Zustidnde auf diesen
Kombinationen verschwinden. Sie sind fiir die Anaylse dieser Arbeit also unwichtig.
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4.4 Thermale Funktionen

Wie wir in Kapitel 2.5 erwihnt haben, definieren die lokalen thermalen Observablen 6% (z)
durch O, () = ws(6%(x)) thermale Funktionen. Diese lassen sich explizit berechnen, wie
wir im Folgenden zeigen werden.

Seien z,¢ € R* und ¢? < 0. Weiterhin seien f, und g, zwei Folgen in 2(R*, C), die in
der Topologie von 2'(R*, C) jeweils gegen die Distributionen 4, und d,_ konvergieren.
Mit Hilfe der Formel fiir die KMS-Zusténde aus (4.1) errechnen wir:

W (ﬁr(fn)%(gn)) — Weo (@s(fn)wr(gn))
=2 [ SR -0 0) s | s~ 0m)

1+ e (Bp
e~ 1P y—2) eip'y—=2)

1 4 e=(Bp) + 1 + e(B:p")

3 d®p / —i(p'y—2)
- (2n) Rsﬁ [y s 1) 1, -

sin(p',y — 2)
dy dz fr(Y)gn(2)———3-7" D
o / vz fwen ) TS

Hierbei ist p’ = (|p|, p). Wir diirfen nun die Integrationsreihenfolgen vertauschen, da der
Integrand (von der integrablen Singularitdt am Nullpunkt angesehen) eine Schwartzfunk-
tion ist, wie man leicht sieht. Dann greift die Eigenschaft der Folgen f,, und g,, und wir
erhalten:

wa( i+ Qe = ) ) = lim ws(Ge(fa)tis(90)) = woo (B F)elul90)

i d’p psr
- (271')3 /R3 H Sln(2p g) (ﬁp’)

In der Tat kann man nun beliebig oft nach ¢ ableiten, weil der Integrand wegen (3, p’) > 0
fiir [p] — oo schnell abfillt, und danach den Grenzwert ¢ — 0 vollfithren, was wegen der
Stetigkeit von wg das gewiinschte Resultat liefert:

OL(8) = ws (14(@)) = ws (0 : Ge(@)ur(e) - )

= lim wg <8“ ('QDT(-T + C)¢s($ — C) — Weo (&r(x + C)ws('x - C))))

¢—0

i 3 o [T et (4.14)
= lim — sin(2p, () —F—. .

=0 S (2m)3 Jps |P] P 1+ eBp)

Wir sehen sofort, dass nur fiir ungerade m = deg p das Ergebnis von Null verschieden
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sein kann. Sei im Folgenden m also ungerade:

1 > d3p /
or = lim O* E Y osin(2p I (=1 (e (B )1
Ts(ﬁ) CE»I(I) ¢ (271-)3 — /R3 ’ﬂ Sln( paC) Dy ( ) (6 )
. Z > n dgp . “n ’
B éli% % (2n)? (=1 /R3 H&H(?P',C) Py e
n=1

i S n m m—1 d3p -n /
T (2n)® Z(_l) Ham(-1) /}R3 W(p/)“plsf e )

T— _ d3p )
= O, all'l’ -1 n+12m -1 / Y P —nBp)(__,,\—(m+1)
Tvsi (27)3 Z< ) (=1)= o 11 e (—n)

3 / . . . . . . . . .
In fR3 % e BP) wird eine lorentzinvariante Funktion {iber ein lorentzinvariantes Maf

integriert. Deswegen setzen wir 0.B.d.A 8 = (|3],0,0,0)T und erhalten

o T o 17 WG T w2 (5.0)

wie man in Kugelkoordinaten leicht errechnet. Es folgt:

OL.(8) = ove ﬁ 4 2™ (—1)mT+3 <Z (_1)7’L+1n—(m+3)> (5’5”@) ‘

n=1
Der Wert der unendlichen Reihe in der Formel betrigt:

> m+3 m—+2
(_1)n+1n_(m+3) = T (2 — 1>Bm+3.

(m+ 3)! 2

n=1

Die B, sind die sogenannten Bernoullizahlen, von denen es je nach Konvention unter-
schiedliche Versionen gibt. Unsere Version lautet:

1 1 1
= — = — B e —
Bi=5% B =35 P40
Damit ergibt sich:
0L () = ws(0 (1)) = 0s 2 (ag”#) (4.15)
2 (8,5)

mit
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i 7.‘.rn+1 (22m+2 72m+1)

s (=1)=2 Binss fiir m ungerade

Cm = : (4.16)
0 fiir m gerade

Fiir einen festen Multiindex g lauten die vier verschiedenen thermalen Funktionen ©F:

Ol (8) = cnd (0 + &) (

~~

5.8)7)

Of(8) = end(9' —i0%) ((6.5)7)

/N /N

O4(8) = cnd(0' +i0%) ((6.5) )

Ok (8) = cnd (" — &) (

~

8.8)7).

Sie sind also linear unabhéngig.

Im Folgenden wollen wir die Spinorindices vermeiden und mit geschickten Linearkombi-
nationen der thermalen Observablen arbeiten. Wir definieren also

M (1) = 0”75 0% (2) = OM @ P (x) 0" () (4.17)
Aufgrund der praktischen Identitét
o) oy = 20, 5 (4.18)

konnen wir die 0% (z) aus den A*(z) durch

1 174 1 v .U/
50wt A (x) = 0wt O ot 0 (v) = 05 (x) (4.19)
zuriickgewinnen. Wir sehen damit, dass die A*(z) den Raum S, aufspannen. Sie definie-

ren die thermalen Funktionen

1
L*(B) = wg(A\* () = ¢ (8’“’—) : 4.20
(8) = ws(M*(2)) 5 5.5 (4.20)
wie man mit Hilfe von ¢%.07% = 26 errechnet. Es ist diese besonders einfache Form (4.20)
der thermalen Funktionen, die uns dazu veranlasst hat, von den 6;s#(x) zu den A" (x)
iiberzugehen.

4.5 Thermale Funktionen und die Wellengleichung

Da die Funktion 3 +— (3, 3)"! eine glatte Losung der Wellengleichung auf V1 ist, sind
alle thermalen Funktionen nach Gleichung (4.20) ebenso glatte Losungen der Wellenglei-
chungen auf V*. In der Tat sind es genug, um jede solche Lésung in einem gewissen Sinne
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zu approximieren. Konkret fithren wir auf dem Raum der glatten Losung der Wellenglei-
chung auf V*, im Folgenden G genannt, eine Familie von Halbnormen ein. Definieren wir
fiir jede kompakte Teilmenge B von V'

1Zlls = sup [2(3)| =eg. (4.21)
BeB

In Kapitel 2.6 wurde bereits gezeigt, dass die Sp-thermalen Zusténde stetig beziiglich
dieser Halbnormen sind. Da man V' mit abzdhlbar vielen Kompakta ausschépfen kann,
wird G mit der Topologie dieser Halbnormen zu einem Pra-Fréchetraum. Es ist nun die
Menge aller thermaler Funktionen dicht in G beziiglich dieser Topologie. Der Beweis hierzu
verlauft in den wesentlichen Punkten analog zu dem entsprechenden Resultat fiir masse-
lose Bosonen aus [1].

Lemma 4.1 Sei G die Menge der glatten Lésungen der Wellengleichung auf V't und
=€ g, sei B C VT kompakt und ¢ > 0. Man bezeichne mit p,, einen Multiindex der
Linge m, dann gibt es endlich viele Vektoren ¢V, ... c¢®) € R* und dV,... d" € R,
sodass gilt:

k

=3

i=1

l

8”5 _ Z d(l) JV#2i+1

<€ Hoi41
=0

B

<e (4.22)
B

Hierbei sind die Funktionen J* gegeben durch

fir deg p gerade und gréfer null, ansonsten J*(3) = 0.

Beweis: Es reicht, den Beweis fiir Kompakta der Form {(x,0) + V' } n{(k~*,0) — V+}
mit 0 < k < 1 zu fiihren, da jede kompakte Teilmenge von V' ganz in einem Kompaktum
dieser Form enthalten ist. Sei also B von dieser Form fiir ein bestimmtes x.

Schritt 1: Wir betrachten die Involution «(3) = 3/(3, 3). Es gilt

2
_ =+ v
c((5,0) +0) = (575,0) = g
2y =+ —+ —+
mit ﬁ €V fiirv eV . Ebenso gilt, dass ¢ (k,0) —v) = (x,0) +w mit w € V

wenn v € V. Die Involution ¢ fithrt also B in sich selbst iiber. Gleichzeitig induziert ¢
eine Involution auf G durch

Nun gilt, dass

HE) s = sup HE)G) = sup |18 2B < &7 II=]5, (4.23)
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auBerdem:

10”1(Z)]| p = sup
BeB

2@ =0+ a5 (G5 2w a) @)

<267 |Z]p + w40 E s + 2674 D 10,E s,
12

und damit

10" 1E)l < 2672 |25 + 367" Y 10.E ] . (4.24)
I

Daran sehen wir, dass I beziiglich der Topologie, die durch die Halbnormen induziert
wird, stetig ist. Da I eine Involution ist, konnen = und /(Z) in diesen Ungleichungen
ausgetauscht werden. Wir betonen noch einmal die wichtige Tatsache, dass I den Raum
G in sich iberfiihrt, was im Folgenden von zentraler Bedeutung sein wird.

Schritt 2: Sei [ ein postiver, lichtartiger Vektor. Um die erste Hélfte des Lemmas zu
beweisen, gehen wir von den Funktionen J# zu I(l,J*) iiber. Da die Menge der positi-
ven, lichtartigen Vektoren eine Basis des R* enthiilt, reicht es zu zeigen, dass die Menge
der [,J¥ fiir alle [ dicht in G ist. Da I eine bzgl. der Halbnormentopologie stetige In-
volution ist, reicht es zu zeigen, dass Linearkombinationen der /(l,J*) die Funktion =
im Sinne von (4.22) approximieren. Dies hat den Vorteil, dass diese Funktionen sehr ein-
fach aussehen, wie wir nun zeigen. Es ist durch Induktion recht einfach zu zeigen, dass
L JH(B) = (=2)™m!(l, B)™ (B, 3)~™*Y. Damit erhalten wir die wichtige Formel

Il J*)(B) = an(l, 5)™ m = deg pt (4.25)

mit a,, = 0 fiir m ungerade oder m = 0 und a,, = (—2)™m! sonst. Es reicht also zu zeigen,
dass entsprechende Linearkombinationen der Funktionen 3 +— (I, 5)™ fiir gerade, positive
m und gewisse positive lichtartige [ jede Losung der Wellengleichung auf der Menge B
gleichméfig approximieren.

Schritt 3: Hierzu bemerken wir, dass auf C* := {z € C | Re z > 0} die Funktionen
z— gi(z) = 2eV7 und z — g_(z) = e "V* beide analytisch sind, und sich damit auf
jedem Kompaktum in C* gleichméfiig durch Polynome in z approximieren lassen. Das
bedeutet, dass sich die Funktionen z — e*** = 22¢g.(2?) auf jedem Kompaktum C' mit
C? c C* durch Polynome mit nur geraden, positiven Potenzen gleichmiifig approximie-
ren lassen.

Fiir 3 € B gilt k|l < (1, 8) < £ Y1]. Wenden wir das oben Gesagte auf das Kompaktum
(k1] , k711]] x {0} C C* an. Das bedeutet, dass die Funktionen

(1,8) = ((I,B) +i0) s eFit?

beide gleichméBig durch Polynome in (I, ) mit nur geraden, positiven Koeffizienten ap-
proximiert werden kénnen. Es gibt also zu jedem 1 € R3 und jedem ¢ > 0 Konstanten
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+ +
Cis---,Cp, Sodass

k

e, g — e

n=1

sup <e (4.26)

BeB

ist, mit [ = ([1],1).

Schritt 4: Seien die Funktionen fi € L'(R3,d?l). Dann ist die Funktion

ﬁH/ﬂﬁmW@+/ﬂﬁmeW> (4.27)

auf jedem Kompaktum in VT gleichmiflig durch ebene Wellen derart approximierbar, dass
es zum Kompaktum B und jedem ¢ > 0 endlich viele positive und lichtartige Vektoren
(D, .. 1™ und Konstanten bic, .o, bF mit:

ZZ bi +i(19),8) Z/ d31f eEiL5)

+ j=1

sup <e. (4.28)

BeB

Zusammen mit der Abschétzung (4.26) und Umordnung und Umbenennung der Sum-
mationsindices und Koeffizienten wissen wir also nun, dass sich jede Funktion der Form
(4.27) gleichméBig durch Linearkombinationen von (I, 3)™ mit m gerade und ungleich null
(eventuell mit mehreren verschiedenen [) approximieren lésst.

5. Schritt: Bleibt noch zu zeigen, dass jedes = € G, eingeschrankt auf B, eine Darstellung
wie in Gleichung (4.27) erlaubt. Um dies einzusehen, wihlen wir eine glatte Cauchyflache
in VT, die nicht B, dafiir aber die Vergangenheit von B schneidet, und geben uns die
Werte von = als Cauchy-Angangsdaten auf dieser Fléche vor. Diese hat nun eine eindeu-
tige Losung, die wegen dieser Eindeutigkeit mit = eingeschrinkt auf B iibereinstimmt.
Wegen der Glattheitseigenschaften der Cauchy-Anfangsdaten erlaubt diese Losung eine
Darstellung der Form (4.27). In der Tat sind die fi in dieser Darstellung bis auf eine
integrable Singularitdt am Ursprung glatt und schnell fallend.

Letzter Schritt: Wir haben gezeigt, dass es zu jedem = € G, auf B und zu jedem ¢ > 0
Koeffizienten c¢; und positive, lichtartige Vektoren 1) sodass

n

>V, 87 —Z()

j=1

sup <e (4.29)

BeB

gilt. Das heifit auch, dass es zu jedem = solche Konstanten und Vektoren gibt, dass (4.29)
fiir I(Z) gilt. Wenden wir dann I auf beiden Seiten an und justieren wir das € und (4.23)
erhalten wir, dass

<é€

Z ) Juzj _ E(ﬁ)

sup
BeB
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mit V) = ¢ % Damit ist die Behauptung bewiesen.
J

Der Beweis des zweiten Teils der Behauptung verlauft analog. Wir geben nur die wesent-
lichen Punkte des Beweises an.

Zuerst zeigen wir, dass zu jeder glatten Losung der Wellengleichung = und jedem £ > 0
es Konstanten c;, ungerade Zahlen m; und positive, lichtartige Vektoren [; gibt, sodass
gilt:

<e (4.30)
BeB

sup ch(lj, g™ —E(B)
j=1

<e. (4.31)

sup (|05 (Z ci(ly, B)" — E(ﬁ))

peB =

Zu diesem Punkt betrachten wir die Funktionen z +— gi(z) = \%eiiﬁ, die analytisch
auf C* sind. Diese sind auf jedem Kompaktum durch eine gleichmifiig konvergente Po-
tenzreihe approximierbar, und somit auch e*** = zg4(2?) durch eine Potenzreihe, die nur
ungerade Potenzen enthélt. Aufgrund der Analytizitat gilt dies auch fiir die jeweiligen
partiellen Ableitungen. Weiterhin lassen sich Funktionen der Form (4.27) durch Line-
arkombinationen e* %) auf B approximieren, wie oben gezeigt wurde, und damit auch
durch Linearkombinationen der (I, 3)"™ mit ungeradem m. Aufgrund der Tatsache, dass
die fi sogar Schwartzfunktionen sind, gilt das aber auch fiir die jeweiligen Ableitungen.

Damit gelten die Abschétzungen (4.30) und (4.31).
Es gilt 1,J* = a, (1, 3)™ (3, 8)~™*D und damit folgt
L™ = Oam(l, B)™(8,8)" ") = 95 I(an(l, B)™).

Benutzen wir nun die Abschétzung (4.24), dann erhalten wir:

Dy = 0 ::%V<§:m%qaﬁmmw—fuen>

< 2k73

ch@j(lyﬁ)mj —1(2)

+ 3/(42 }

Diese beiden Terme koénnen wir jedoch durch geeignete Wahl von ¢; (und damit d“j) nach
oben durch e abschétzen, womit die Behauptung bewiesen wire.

B

& (aje;(1, 8" — 1)

5 .

Die Menge der thermalen Funktionen ist also dicht in der Menge der glatten Losungen
der Wellengleichung auf V*. Dies ist ein insofern duflerst wichtiges Resultat, als dass man
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unter den thermalen Funktionen zwar die Energiedichte des Feldes finden kann, nicht aber
Observablen wie die Entropiestromdichte oder die Temperatur (bzw. ihr Quadrat), welche
fiir ein lorentzinvariantes Medium

1

B o1
.7 70 = G5 (4.32)

lauten (Siehe Kapitel 4.2.). Diese beiden koénnen jedoch (als Elemente aus G) durch Line-
arkombinationen von thermalen Funktionen beliebig gut angenéhert werden, wenn man
sich auf einen kompakten Temperaturmessbereich B C V' beschrinkt. An dieser Stelle
greift nun die Eigenschaft (2.14) der Sp-thermalen Zusténde, die besagt, dass sie stetig
beziiglich der Halbnormen (2.15) sind. Damit kann man die Sp-thermalen Zustéinde w an
jedem Punkt stetig auf die glatten Losungen der Wellengleichungen fortsetzen, also

sHp) = ¢

O35 z+— w(@)(x), =eg (4.33)

definieren. Weitehin kann man w an jedem Punkt z € O einen Wert der Entropiestrom-
dichte oder des Quadrates der Temperatur zuordnen. Im Folgenden werden wir alle glatten
Losungen = der Wellengleichung auf V' als zuléssige Makroobservablen bezeichnen und
ihre Werte eingesetzt in die Referenzzusténde als

w(E) = / dp(5)E(8) (4.34)

definieren.



5 WICHTIGE MAKROOBSERVABLEN 28

5 Wichtige Makroobservablen

In diesem Abschnitt werden die thermalen Funktionen genauer untersucht und die wich-
tigsten unter ihnen identifiziert. Dies garantiert uns, dass die quadratischen Formen, die
wir ,thermale“ Operatoren genannt haben, in den KMS-Zusténden auch wirklich thermale
Interpretationen besitzen.

5.1 Der Energie-Impulstensor

Die einfachste thermale Observable (4.17) ist

N () = D" - ()0 5y () - (5.1)
—: (00:) (0)0 () — ()0 (o) (5.2)
=2 0" (2), (5.3)

also bis auf eine Konstante der Energie-Impulstensor (4.8) der Theorie. Mit Gleichung
(4.20) ergibt sich fiir die dazugehorige thermale Funktion

e (B) = w5< : 9“”:(:)&))

2 4 1
= — prpY — a8 5.4
mh@mB (3.5)2 o4
Die im Ruhesystem gemessene mittlere Energiedichte (in natiirlichen Einheiten) ist damit
UT)==T 5.5

wie man vom Stefan-Boltzmann-Gesetz auch erwarten wiirde. Es ist eine interessante
Tatsache, dass die gesamte innere Energie des Modells thermischer Natur ist, und nichts
davon in innerer Spannung oder dergleichen steckt, wie es bei masselosen Bosonen der
Fall ist [1]. Das Phéanomen der , missing energy“ scheint bosonischer Natur zu sein.

5.2 Die Entropiestromdichte

Wie im Kapitel (4.2) erlautert, ist das Ruhesystem und der Wert der Entropie in einer
vektoriellen Grofle zusammengefasst. Diese Grofie wird Entropiestromdichte genannt. Man
kann sie als Funktion der Temperatur berechnen, wenn man die Energie in Abhéngigkeit
der Temperatur kennt. Mit (4.11) und (5.4) folgt daraus
T2 B

s =T

15 (8, B)

Man sieht mit Gleichung (4.20) sofort, dass es keine thermale Observable (4.17) gibt, deren

thermale Funktion die Form (5.6) hat. Der Raum der thermalen Observablen enthilt also
keine Observable ,, Entropiestromdichte®. Dennoch gilt

s9) =20 () (5.7)

(5.6)
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und damit OS* = 0. Die thermale Funktion (5.6) ist also eine glatte Losung der Wellen-
gleichung auf V', somit kann man nach Lemma (4.1) fiir jedes Kompaktum B C V* und
jede Schranke ¢ eine thermale Observable finden, deren thermale Funktion sich in diesem
Temperaturbereich B nur um maximal € von S* unterscheidet. Die Entropiestromdichte
ist also eine zulédssige Makroobservable.

5.3 Die Phasenraumdichte

Eine Makroobservable von besonderer Wichtigkeit fiir unsere Analyse ist die Phasenraum-
dichte Ny, die die Dichte der Teilchen mit einem bestimmten Impuls ¢’ = (|¢], ¢) misst.
Diesen Operator kann man, ebenso wie im Falle der masselosen Bosonen in [1], durch eine
zentrale Folge definieren.

Seien h € 2(R?,C) und g € Z(R,C) mit den Normierungen [ g =1 und [|h|> =1 und
0 < a < 1. Seien weiterhin fiir jeden Vektor ¢ € R? der Vektor

. 1 ql_ti
U((jj_ \/W( ’Cﬂ_q?) )7 (58)

und die Funktion
fin(x) = n=322g(n =2 h(n 1) @) (5.9)
mit ¢' = (|¢], ¢) definiert. Mit diesen Bausteinen definieren wir eine Folge durch:
no— (2m) 7Y (0(@) fan) ¥ (v(Q) fzn)- (5.10)

Der Grenzwert dieser Folge existiert in den KMS-Zustédnden, wie wir im Folgenden zeigen
werden:

wa(Ng) = Tim (2m) " (0 (0@ fzn) "¢ (0@ fn) ) (5.11)

n

Wir werden Gleichung (5.11) als Definition der Phasenraumdichte N, betrachten. Der
Grenzwert ist dabei unabhingig von der Zahl a'? und definiert in allen GNS-Darstellungen
der Referenzzustéinde einen beschrinkten Operator mit Norm || N, || < (27)~3 der mit al-
len Darstellern der Elemente aus F kommutiert.

Um dieses zu beweisen, benétigen wir einige Hilfslemmata. Zur Vereinfachung der Nota-
tion lassen wir den Vektor v € C? zuerst beliebig.

Hilfslemma 5.1 Seien k € 2(R*, C?), v € C* und ¢ € R%. Dann gilt mit [z, definiert
wie in (5.9), dass

Tim ws (v (k) ¢(0fzn)) = 0 (5.12)
Tim w (4 (vfza)” ¢(k)) = 0 (5.13)

12Den Parameter o haben wir eingefiihrt, um die Verschmierung in Zeitrichtung etwas langsamer laufen
zu lassen als in den Raumrichtungen. Dieses wird uns die Rechnungen etwas erleichtern, beeinflusst das
Ergebnis aber nicht.
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Beweis: Wegen

fin(p) = n23(n"p° + n®|q) h(nF+n Q) (5.14)

T I(_ B
op(00) wlofza) =m0t [ a5 elon) TRLEER g (a0 ) a4 0

s [ dp - g (0¥ [l + 0" |ql) h(ni+ng)
2 / a1 = UTP?W k(_p) 1 + 6_(ﬁ7p,)

s [ @ o, Gkl b ) At nd)

=1I(n)+11(n) (5.15)
ist. Weil £ kompakten Trager hat, ist k eine Schwartzfunktion und

UTPM /%(P)
2p] (1+ e(Br))

X:p+—

ist stetig und beschrinkt. Die Funktion |h| ist integrabel, sei ihr Integral

Ci/RS dp |h(p)|. (5.16)

Dann gilt nach der Eigenschaft von d-Folgen, dass

) h(ng —n
i [ o P - (517)
n—oo R3

und das zeigt, dass die Folge

ol phy k(')

hing —
Sty | 1P = )

nv+—— I, = 27Tn3/ d®p
R3

+ 2mn? / p
R3

einen Grenzwert in R hat. Damit konvergiert die Folge n +— n_%]n gegen null, und mit
(5.15) gilt

V" Py k(=)
20p] (1 + e~0)

\h(np+ nq)| (5.18)

|ws (0 (k) ¥(vfyn))| < n72, G, (5.19)

wenn G das Betragsmaximum von ¢ ist. Damit folgt Behauptung (5.12). Behauptung
(5.13) folgt durch Adjungieren.
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Hilfslemma 5.2 Seien k € 2(R*, C?), v € C? und ¢ € R3. Mit [z, definiert wie in (5.9)

gilt dann
i s (9o Vl0fz) = S (5.20)
Beweis: Wieder gilt wegen (5.14), dass
vl p

wp (Vv fgn) (v fzn)) = 2mn° /R4 dp 6(p*) e(po) T%Ié(n“p(’ +no )| [p(np +n )|’

- a2 15 - 2
ot [ L0 1 0D e
= 27mn —= v Py U —
R3 2‘251 1 +e (B.p")
& g (—n [l + n® |q)|* | (=np+nd)|
—|—27m3/ _pUTp/]\417 ‘9( n®[pl+n |€ﬂ)| |/( np n@‘
rs 2|P] 1+ eBr)
= I(n)+ 1I(n). (5.21)
Weil |g|* eine Schwartzfunktion ist, ist
G = sup [g(n®|p] +n*|q)[* (5.22)
peR3

eine Nullfolge (hier geht die Eigenschaft o > 0 ein). Weil |A|? eine Schwartzfunktion mit
Integral 1 und

vl )y, 0
P 5.23
stetig ist, gilt mit
L= [ (@) g+ o), (524)
R
dass
lim I, = x(—9) (5.25)
ist. Dann gilt wegen |I(n)| < G, I, dass
lim I(n) =0 (5.26)
ist. Kiimmern wir uns also um den Teil I7(n) in (5.21).
Variablensubstitution @ = —np + ng liefert p'= —% + ¢ und damit
d? g (—n® gl + n® ) |* |A(=np+n@)|”
oy =t [ 50 g1y, 5 WA g0
R3 2|ﬂ 1+ e(ﬂ’p)
d3 ! jd « —_77: + + « 2 il —\ |2
- 27r/ e ( Yar +q’M) G| n DI [pa]” (5.27)
R3 2 ‘— + q‘" n 1 + 6(1877;+q/)
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Im néchsten Schritt wird fiir die Funktionenfolge
_ 7 S d - e[ 1h(@)
ECES N (e A

eine Majorante konstruiert, um Limes und Integral in (5.27) vertauschen zu konnen. Die
Konstruktion dieser Majorante unterscheidet sich leicht fiir die beiden Félle |g] < 2 und

lq] > 2.

| 2

F, (1) (5.28)

Behandeln wir zuerst den Fall |¢] < 2. Es sei im Folgenden U,, = {@ € R?* | (n — 1)|q] <
il < (n+3)|q)} und B, = Bélﬂ(nqj. Man bemerke, dass B, C U,.

Glh(a@)|?

2””\7a+nq12 u € B,
Fua = _
( )|Un\{né‘} 97 CIR@LE u e U,\B
(51a1)? AT

Die Funktion F eingeschriankt auf U,\{np} ist stetig und es gilt:

—G|}~l(ﬁ)|2 U ir o n
™m hiE < F(u) fir « € U,\{ng}.

Wir berechnen das Intergal von F iiber U,\{ng}:
- 2
/ d*u F (@) g/ d*u |h(id)|? [/ d%f—nGQ +/ d*u 27mG]
n n Bn | — U+ nqg Un
- 1
:/ d*u |h(i0))? (27mG~47T : §|(ﬂ + Vol(U,) - 27T7LG>
< / d*u [(@)P [An + Bn*]

D
< Cn?’W [(A+B)n'] < E=,

wenn n grof genug ist, denn |h[? ist schnell fallend. Damit ist F integrabel, nach dem
Ausschopfungskriterium. Um zu zeigen, dass F' alle F,, majorisiert, werden drei Félle
unterschieden:

e 4 cU,\{ng} und m = n. Daraus folgt:
mn |g(- )P [R(@)) ™ P

. , < Gl
—and o) 5 g =g O )]

Fn (@)

Sei @ € B, dann gilt: | — @+ ng] > | — @+ ng]?, und damit:
Gln(@)P?

= F, (@) < Glh(@)P) < QWW

= F(i0).
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Wenn jedoch andererseits @ € U,\B,, dann gilt: | — @ +ng] > 1|4], und damit:

™

Gl _
[~ @+

F,.(u) < Glh@)|? < 2mn

e Sei @ € U,\{ng} und m < n. Dann folgt:
5 2
quGﬁ @ < mm G |h(@)|
| —d@+ gm| |af —m|q]
mm G |h()[? < mm G |h()[?
Sot-md S i
mm G |h(T)[?
U
(3 141)
orm G |h(1)[?
< ; 5
(z121)

e Nun sei 4 € U,\{ng} und m > n. Dann haben wir:

Fp(u) <

= F(q).

me|h( i)|? me!h( i)|? 7rmG|h( i)|?
el S TA—mi] S w7
TmG @ m 7 G |h(iD)[*
S omldl = (nkg)ld 2m—2e—1 gl

Fop (1)

Es gilt:
m>n = m>n+1
=S4’ +2n<dn*+2n+(n—1)=@n—-1)(n+1) < (@n—-1)m

4n*4+2n < (dn—1m = m<dnm—4n* —2n

m
=5 —— < 2n
2m —2n —1

Aus diesen drei Féallen folgt:
m 7 G |h(@)[? < onm G |h()|?

F, (1) < <
R T 7 Iid
7 (7|2
< 2n7r1G|h(2u)| < F(i).
(5147)

Damit haben wir gezeigt: Fiir alle n,m gilt F,,, (@) < F(u) fiir @ € U,\{ng}. Also haben
wir fiir fast alle @ € R3, dass F,,(d) < F(d) fiir alle m € N\{0}. Damit ist F' eine
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Majorante fiir die Funktionenfolge {F},},, wenn |¢] < 2, was zu beweisen war. Wenn
|q] > 2 ist, definieren wir die Majorante I als

P . { 2mn St ue By (5.29)
U = '
oin \ 2mGh@P  deU\B,

Die Abschétzungen laufen dann dquivalent zum Fall |g] < 2.

Kehren wir nun zuriick zu Gleichung (5.27). Die Funktionenfolge F,, aus (5.28) konvergiert
punktweise gegen die Funktion

™ 1) [A@)

B @ B +1 (5.30)
(hier geht die Eigenschaft o < 1 ein), und so gilt:
pd a|=u a 2 7,
o [ FPur g[S d —ea) [ R@F 1 (531)
e JRe ‘_Tﬁ + (j" e(ﬁ’_u?/"‘q,) + 1 2 |(ﬂ @(5:‘]') + 17 :

denn §(0) = (2m)"Y2 [ g = (2n)~"? und [ |h(Z)|* = [ |h|> = 1 nach Voraussetzung. Aus
(5.31) und (5.27) folgt dann:

: 1 1 : T _uif\/l / —
Jim TI(n) = 21q] P 11 Jim v (T T ) v (5:32)
vl ¢, v 1
- T T (5.33)
und dies war die Behauptung.
Betrachtet man die Matrix ¢}, fiir ein ¢ € R3:
/ 4+ ¢’ ql—iq2)
- . , 5.34
Ay <q1+zq2 I(ﬂ—q?’ ( )
so ergibt sich, wenn v wie in Gleichung (5.8) gewahlt wird
v(@) " ay(q) = 214l (5.35)
Damit ist
: _ . _ 1
Tim (2m) “ws (V(0fn)” Y(0fyn)) = (27) Sm' (5.36)

Diese beiden Hilfslemmata (5.1) und (5.2) benutzen wir, um den Besetzungszahloperator
zu definieren:
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Satz 5.1 Zu einem positiven, lichtartigen Vektor ¢ = (|q],q) seien v = v(q) € C* und
[ € 2(R* C?) definiert wie in (5.9) und (5.36). Dann definiert die Folge

Ny = Jim (2m) $(ufg) U0 fzn) (5.37)

in der GNS-Darstellung eines jeden Referenzzustandes wg € C durch

wp(A*N,B) = lim (27) Pwp(A* (v fz,)* (vfzn) B), (5.38)

n—oo

einen beschrdinkten Operator, der mit allen Darstellern von Elementen aus F kommutiert.
Es gilt:

on(ANB) = [ dp()un A" B)Ny(9). (5.39)

B

Dabei ist Ny(8) = wp(Ny) = (2m)~? 1+e(1q',6>'

Beweis: Nach Formel (B.14), die im Anhang bewiesen wird, folgt aus der Quasifreiheit
der KMS-Zusténde

wa(Ar-- An) = Y (1) ws(Ar) An(e) -+ w5 (Antn1) Arir)) - (5.40)

TeP?
ws(A Ny B) = I ws( A" 0(0fz0)" (0 fz0) B)

= wg(Ay, - AT (v fgn)" ¥(vfgn) Bi- - Bn). (5.41)

Nach Gleichung (5.40) kénnen wir (5.41) in eine Summe von Produkten aufspalten, in
denen immer zwei Felder in einem wg( - ) stehen. Laut Hilfslemma (5.1) verschwinden beim
Grenziibergang alle Summanden, in denen ein (v f,,) mit einem A; oder B; zusammen
in einem Faktor stehen. Damit bleiben nur noch diejenigen Summanden {ibrig, in denen
wg (@b(v Jan) (v qun)) steht, welches man dann als Faktor vor die gesamte Summe ziehen
kann. Der Ubergang hier liefert nach Hilfslemma (5.2) das folgende Ergebnis:

T w(A° (0 fn)" 0(0fz) B) = T w(b(ofza)’ $(0fza)) ws(AB)  (5.42)

= wp(Ny) ws(A*B) (5.43)
1

_ -3 *

= (2n) T e@h ws(A*B). (5.44)

Integriert man in dieser Formel 3 {iber B, so erhilt man Gleichung (5.39).

Sei nun wp € C ein Referenzzustand und das Tripel (7p,bp,2p) die GNS-Darstellung
von F, die durch wp induziert wird.'® Definieren wir die dichte Teilmenge

X = mp(F°)Qp, (5.45)

13Siehe [5].
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wobei F° hier die in F dicht liegende Algebra definiert, die aus allen endlichen Polynomen
in (f) und (f) mit f € Z(R* C?) besteht. Dann ist wegen der Stetigkeit von mp die
Menge X dicht in hp. Wir definieren nun die Sesquilinearform N, durch

<7TB(A)QB |Nq/ |7TB(A/)QB> = wB(A*Nq/A’) (546)

mit wp(A*NyA') wie in Gleichung (5.38) definiert. Dieses Ergebnis ist wohldefiniert, wie
wir gezeigt haben. Auflerdem impliziert (5.39), dass

Nq/’]TB(A) = WB(A)Nq/ (547)

fiir alle A € F°, und wegen der Dichtheit von F° in F auch fiir alle A € F. Damit definiert
N, eine Sesquilinearform auf einem dichten Teilraum des Darstellungshilbertraumes. Seien
nun aber ¥ = [A] und ® = [B] mit A, A’ € F°, dann ist nach GNS-Konstruktion

(T|®) = wpy(A*A) (5.48)

und deswegen mit Gleichung (5.39) und der Cauchy-Schwartz-Ungleichung

(U[Ny|®) < (/de(ﬁ)qu(ﬁ)) ][Il (5.49)

Nun ist aber das Mafl dp() normiert und deswegen ist die so definierte Sesquilinearform
beschrinkt mit Norm || Ny || < (27)~3. Also kann man sie zu einem beschrinkten Opera-
tor mit derselben Norm auf den ganzen Hilbertaum fortsetzen. Dieser kommutiert noch
immer mit alle 75(A), A € F, und damit ist die Behauptung bewiesen.

Aus Satz (5.1) folgt, dass die zentrale Folge in (5.10) eine Makroobservable im Sinne von
Kapitel (2.5) definiert. Nach Gleichung (5.39) ist die thermale Funktion dieser Makroob-
servable gegeben durch

1

_ -3
Nq/(ﬂ) - (271-) 1 i e(ﬂ:q/)7 (550)
misst also die die Phasenraumdichte eines freien, masselosen Fermigases, wie von der
Fermi-Dirac-Statistik vorhergesagt. Diese thermale Funktion ist eine glatte Losung der
Wellengleichung auf V', wie man leicht sieht. Somit ist N, eine zulédssige Makroobserva-
ble, und wir kénnen Sp-thermalen Zustédnden an jedem Punkt ihres Thermalitédtsgebietes

konsistent eine mittlere Phasenraumdichte zuordnen.
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6 Sop-thermale Zustinde

In den letzten Kapiteln haben wir die thermalen Observablen bestimmt und die Wichtigs-
ten von ihnen identifiziert. Mit diesem Wissen wenden wir uns nun wieder der Analyse
der lokalen Gleichgewichtszusténde zu.

6.1 Bewegungsgleichungen

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die mikroskopischen Bewegungsgleichungen (hier
die Diracgleichung) das makroskopische Verhalten der Erwartungswerte der zuldssigen
Makroobservablen in Sp-thermalen Zusténden vollstéindig bestimmen.

Sei f € 2(R*,C). Dann sind Vs (f) und ,(f) Elemente in der C*-Algebra F, und die
Felder ; und 9, sind damit F-wertige Distributionen. Nun gilt fiir jede Distribution u
und ¢ € R%:
0
D (a — U O aa>a< = (Ouu) o o (6.1)
Oy (uoac) = () o ac. (6.2)
Die Abbildung f Ua(f)(f) ist ebenfalls eine F-wertige Distribution, die wir kurz mit
1i1h, bezeichnen. Fiir jedes ¢ € R* ist dann auch

9 _
S (a — (s 0 ay) (¥s 0 a_a)> (6.3)

a=(
eine Distribution, und fiir ihre Ableitung gilt:

8#% (a — (% o Oza) (@Z)S o a_a)> = oM ((8,@,: oac)(ths o) — (Y0 ag)(Duhs 0 O‘C))
a=(

= (O o ag) (s 0 o) — (Y3 0 ) (Ot 0 ax¢)

—0 (6.4)

wegen (6.1) und (6.2) und der Tatsache, dass die Komponenten des Diracfeldes die Klein-
Gordongleichung erfiillen (Gleichung (3.19)). Daraus folgt auch:

3((65 0 ac) (s 0 @) = 20t 0 a) (9", 0 a¢)

__9 9 (a s (5 0 @) (s 0 a_a)) . (65)

da* Oay, a=(

Weiterhin erhélt man aus der Diracgleichung (3.18)

. 0 - ' y
aghrs (au + %) (a = (i 0 ag) (Y 0 Oéfa)> = 2(a""* (9t 0 a¢) (e 0 )

a=(
=0 (6.6)
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und

. 0 - ] :
ghTs (8M _ M) <a — (¢t o aa)(’g/}s o Oz_a)>a:C = _Q(wi o Oég) (0“7T8(8M¢s) o Oé—C)

= 0. (6.7)
Diese Rechnungen fassen wir symbolisch zusammen:

Lemma 6.1 Die Felder erfiillen die folgenden Differentialgleichungen (im Sinne von Dis-
tributionen):

o 0, Yi(z + hs(z = () =0

o O, ¥u(z + sz — ¢) = —O¢ Wi + b (2 — ()
07O + Oev) Vi + Ohi(x — ¢) = 0

o 00y — Op) Vil + Qs (x — () =0

Aus Lemma (6.1) folgt zusammen mit (4.17) und (4.12) sofort, dass fiir die thermalen
Observablen folgendes gilt:

B, 0:"(z) = 0 (6.8)

0 0;4(x) + O;5.,""(x) =0 (6.9)

V" O () + 0" 0,0;(x) = 0 (6.10)
a7 Oy, M (2) — 0" 9,01 () = 0 (6.11)

Fiir die A*(x) erhalten wir mit Gleichung (4.17):

() =0
OMY () + X" (2) =0
o o gAMT () — 0V oL i 0N (2) =0

gV or i ANPT () + o 07, O AT (1) = 0. (6.15

Man sieht sofort mit Gleichung (4.19), dass die letzten vier Gleichungen zu den obigen
vier dquivalent sind. Bilden wir in den letzten beiden Gleichungen noch die Spur iiber die
freien Indices, so erhéilt man:

BN (2) = 0 (6.16)
A () = 0. (6.17)

Die Differentialgleichungen (6.12) - (6.15) bestimmen die raumzeitliche Entwicklung der
Erwartungswerte von zulédssigen Makroobservablen in Sp-thermalen Zusténden, wie wir
im Folgenden sehen werden.
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6.2 Erwartungswerte und Transportgleichungen

Lemma 6.2 Sei O C R* ein Gebiet, w ein So-thermaler Zustand auf F und = eine
zuldssige Makroobservable. Dann gilt

Dw(E)(z) = 0, (6.18)
oM w (0yE) (x) = 0, (6.19)
(@) w ((0m)"Z) (z) = 0 (6.20)

Dabei soll w als komponentenweise auf die Matrizen Oy= und (0y)TZ angewandt ver-

standen werden.

Beweis: Aus den Gleichungen (6.13) und (2.12) folgt, dass fiir jede Wahl an Konstanten

Cpw

Ow (Z cWA“”(x)) =w (D > C,LVA“”(JC))
= o (3w ™ (@)
— (Z CWLT””’) () =0

ist. Die letzte Identitéit gilt wegen

1 1

L™ (B) = Cdeg put20: " (m) = Cdeg p+20"" O (m) =0

Ausdriicke der Form ) ¢,,, L*"(x) sind nach Lemma (4.1) dicht in der Menge der zuléssi-
gen Makroobservablen bzgl. der Halbnormen (2.15), und die Sp-thermalen Zusténde sind
nach Gleichung (2.14) stetig beziiglich dieser Halbnormen. Damit folgt :

Ow(Z)(z) = 0. (6.21)

Um die Gleichungen (6.19) und (6.20) zu zeigen, benutzen wir die Gleichungen (6.14) und
(6.15):

0" o AT () = 07T 0 DN (1) = 0 (6.22)
0" o i AT () + 0V o O,NT () = 0. (6.23)
Dann bemerken wir, dass
o’ Or,tr LM (B) = Ceg put2 o’ o7, M7 (;) = Cdeg pt20" (6M6M)f (L)
(8,5) (8,5)

: 1
= Cdegu-‘rQ@M 5: U (m) = 0,
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ebenso wie auch 0" o ;L,*" () = 0 ist. Zusammen mit (6.23) und (6.22) folgt daraus,
dass fiir jede Wahl von Konstanten c,,

Oyw (Z cuo”" o, L“T> (x)=0
O,w (Z cual”” Or ti L”T> () =0

gilt. Analog zum Beweis der beiden Gleichungen (6.47) und (6.48) nutzen wir Lemma 4.1
und die Stetigkeit der w aus, um die Gleichungen

a""9, w (% St@“E) =0
V"0, w (0, #O"=) = 0,
was wir mit der Notation (3.3) kurz als

oM w (0)2) ()
(@) w ((0m)"E) (x)

0
0

schreiben kénnen. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Die letzten beiden Differentialgleichungen (6.19) und (6.20) kann in einer anderen Form
schreiben:

Lemma 6.3 Die Differentialgleichungen

OMw(0yZE) (x) =0 (6.24)
(@) w ((0m)'E) () = 0 (6.25)
die die Funktion x — w(Z)(z) im Sinne von Distributionen erfiillen, sind dquivalent zu
8,w(0"E)(z) = 0 (6.26)
Ouw(0,5)(x) = 0w (9,Z)(x), (6.27)

wobei 0,= diejenige zuldssige Makroobservable ist, die zu der thermalen Funktion [ —

0,2(B) gehort.

Beweis: Zuerst beweisen wir, dass aus (6.24) und (6.25) die Gleichungen (6.26) und (6.27)
folgen. Dafiir schreiben wir die Matrixgleichung

M w (0 E) ()

o 80 + 83 (91 — 182 w(@oE — 835)<CL') w(—@lE + 2825) (CC)
B 81 + iag 80 — 83 W(_alz - 71825)<=T> W<805 + 83E)<‘T)

in Komponenten aus, wobei wir im Folgenden der Ubersichtlichkeit halber die Abkiirzung

] = 0, (0,5)(2). (6.28)
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benutzen:
[00] — [11] — [22] — [33] — [03] + [30] — 4[12] + ¢[21] = 0, (6.29)

—[01] + i[02] — [31] + 4[32] 4 [10] — [20] + [13] — i[23] = 0, (6.30)

[10] + [20] — [13] — 23] — [01] + [31] — 4[02] + i[32] = 0 und (6.31)

[00] — [11] — [22] — [33] — ¢[21] + i[12] — [30] + [03] = 0. (6.32)

Ebenso erhélt man aus der Gleichung
(0")" w ((0m)"E) (2)

. (90 + 63 81 + 282 w(@OE - 835)(13) w(—alE - Z@gE)(I)
N 81 - 182 80 - 83 w(—@lE + Z@QE) (ZL‘) w(@oE + 835) (l’)

die vier Komponenten

[00] — [11] — [22] — [33] — [03] + [30] + [12] — i[21] = 0, (6.33)
—[01] — i[02] — [31] — 4[32] + [10] 4 [20] + [13] 4 i[23] = 0, (6.34)
[10] — i[20] — [13] 4 4[23] — [01] + [31] 4 §[02] — i[32] = 0 und (6.35)
[00] — [11] — [22] — [33] 4 4[21] — [12] — [30] + [03] = 0 (6.36)

Addiert man nun die Gleichungen (6.29), (6.32), (6.33) und (6.36), so erhalten wir
4([00] — [11] — [22] — [33]) = O, (6.37)

und ist das ist nichts anderes als Gleichung (6.26). Damit vereinfachen sich die Terme
(6.29), (6.32), (6.33) und (6.36). Addiert man (6.29) und (6.36), so erhilt man

21] — [12] = 0, (6.38)

subtrahiert man (6.32) von (6.33), so erhilt man

03] — [30] = 0. (6.39)
Weiterhin erhalten wir:
(6.30) - (6.34):
02] + [32] — [20] — [23] = 0 (6.40)
(6.31) - (6.35):
02] — [32] — [20] + [23] = 0 (6.41)

(6.30) + (6.34):

—[01] — [31] + [10] + [13] = 0 (6.42)
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(6.31) + (6.35):

01] — [31] — [10] + [13] = 0 (6.43)
Die Summe und Differenz von (6.40) und (6.41) ergeben
02] — [20] = 0 und 32] — [23] = 0, (6.44)
die Summe und Differenz von (6.42) und (6.43) ergeben
[01] — [10] = 0 und [31] — [13] = 0. (6.45)
Wir fassen (6.38), (6.39), (6.44) und (6.45) zusammen zu
) —[vpl =0 p,ve{0,1,2,3}, (6.46)

was nichts anderes als Gleichung (6.27) ist.

Die andere Richtung der Aquivalenz ist nun leicht einzusehen. Angenommen, es gelten
die Differentialgleichungen (6.26) und (6.27), was in der abgekiirzten Notation (6.28)
[pv] = [vp] und [00] — [11] — [22] — [33] = 0 lautet. Dann sieht man sofort, das jede der
Gleichungen (6.29) bis (6.36) gilt, und dieses sind nichts als die ausgeschriebenen Kom-
ponenten der Gleichungen (6.24) und (6.25). Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

Damit konnen wir die Differentialgleichungen, die z +— w(Z)(z) im Sinne von Distribu-
tionen erfiillt, in anderer Form aufschreiben:

Proposition 6.1 Sei w ein So-thermaler Zustand tiber F und Z eine zuldssige Makro-
observable. Dann gilt:

Ow(ZE)(x) =0 (6.47)
Mw(0,E)(x) =0 (6.48)
0,w(0,=Z)(x) — 0w (0,=)(x) =0 (6.49)

Beweis: Lemma 6.2 und Lemma 6.3.

Diese Bewegungsgleichungen, die fiir beliebige zulédssige Makroobservablen = gelten, neh-
men im Fall der Phasenraumteilchendichte = = NN, eine besondere Form an:

Korollar 6.1 Sei O € R* offen und w ein Sp-thermaler Zustand. Sei weiterhin p ein
positiver, lichtartiger Vektor und N,, die Phasenraumdichte, also die durch 3 +— (2m)~3(1+
eBPN=1 definierte zuldssige Makroobservable. Dann gilt

Ow(N,)(z) =0 (6.50)
pud" w(Np)(x) =0 (6.51)
p“&,w(Np)(x) = pvauW<Np) () (6.52)

fiir x € O. Die letzten beiden Behauptungen sind dquivalent zu

pud™w(N,)(x) = (par)" (0M) w(N,)(2) = 0 (6.53)
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Beweis: Die Funktion
B Ly(B) = =(2m) P In(1 + e~ PP)  gev? (6.54)

definiert eine zuldssige Makroobservable, da L, die Wellengleichung auf V* erfiillt. Es
gilt, dass

—L = N,(9) (6.55)

OLy(B) = (2m)

ist. Damit folgen alle Gleichungen (6.50) bis (6.52) aus Lemma 6.1, mit = = L,. Die
behauptete Aquivalenz der letzten beiden zu (6.53) folgt aus Lemma 6.3 und Gleichung
(6.55). Damit ist die Behauptung bewiesen.
Fiir einen Sp-thermalen Zustand interpretiert man die Abbildung

Ox V'3 (z,p) — Ny(x) = w(N,)(z) (6.56)
als mittlere Phasenraumdichte des Zustands. Es sollte angemerkt werden, dass die so

hergeleiteten Differentialgleichungen im Falle der Phasenraumdichte nicht unabhéngig
voneinander sind:

Lemma 6.4 Sei O C R* offen und
O x V" 3 (x,p) — Ny(z) € C (6.57)

eine Funktion, die fiir festes p differenzierbar im Sinne von Distributionen ist. Die Funk-
tion erfiille die folgenden Differentialgleichungen:

.0, N,() = p,0,N,(z) fiir allepe oV, x € O. (6.58)
Dann erfiillt N, auch
pu0* Np(z) = 0 (6.59)
ON,(z) = 0. (6.60)
Beweis: Wihlen wir zuerst einen Vektor p = (1, ). Dann ist nach Voraussetzung:
p'd° N,y(z) = 0" Ny(x). (6.61)

Daraus folgt:
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Damit folgt wegen Y27 (p*)? = 1 Gleichung (6.59). Weiterhin folgt aus Gleichung (6.61):

3
ANy (z) =Y 0O Ny(x) = > 9'p'd°N,(x)
i =1
3
= Zpiaﬂaiﬁp(a:)
=1

3
= ppd"° N,y(x)
i=1

= (0°)* Ny(),
was nichts anderes als Gleichung (6.60) ist. Die obige Argumentationskette gilt genauso

fiir Vielfache von Vektoren wie p = (1, p), wie man leicht sieht.

Das obige Lemma zeigt, dass die Gleichung (6.52) die beiden Differentialgleichungen (6.50)
und (6.51) impliziert, und damit nach Korollar 6.1 auch die Gleichungen (6.53).

6.3 Sop-thermale Zustinde und die Teilchendichte

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, dass jeder Sp-thermale Zustand durch Gleichung (6.56)
eine Phasenraumdichtenverteilung (x, p) — N,(x) definiert. Wie wir im Folgenden zeigen
werden, gilt umgekehrt: Gegeben eine solche Funktion, die die Eigenschaften aus Lemma
6.1 erfiillt und die in beiden Variablen schwach integrabel ist, dann definiert dieses N ein
lineares Funktional auf einer Unteralgebra von F.

Lemma 6.5 Sei O C R* ein Gebiet und
O x V' 3 (z,p) — N,(z) €R (6.62)
eine Funktion, die
PO, Ny(x) = p,0,N,y(x) (6.63)

im Sinne von Distributionen erfillt, sowie schwach integrabel in beiden Variablen ist.
Dann wird durch

P (B(F109)) = wnB()(9))

+ Z’/R3 % /RS dx dy g" (x)phy, f(y) sin(x —y,p) Ny (z +5) (6.64)
(V(9)0()) = wlb()(g))
_ Z/]Rs % /R8 dzdy g7 (x)p)y, f(y) sin(z — y,p) Ny (z + y) (6.65)

(v = o (P@)iN) = o(v(n) = ¢(2(n) =0 (6.66)
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mit f,g € 2(0,C?) und p' = (|p,p) ein quasifreies und eichinvariantes Funktional auf
der Algebra

Fo=|J FO) (6.67)

o'co

definiert.

Beweis: Es sei angemerkt, dass Fg in Gleichung (6.67) eine normierte *-Algebra mit der
C*-Eigenschaft ist. Sie ist jedoch nicht vollstandig.

Das oben definierte Funktional ist mit Sicherheit ein quasifreies und eichinvariantes Funk-
tional auf der freien Algebra, die von den v(f) und (g) mit f, g € 2(0, C?) erzeugt wird.
Da F aus der freien Algebra durch Herausteilen von Idealen entsteht, miissen wir tes-
ten, ob der Wert von ¢ auf diesen Idealen identisch null ist. Technisch bedeutet dies, dass
folgende Relationen gepriift werden miissen:

e Kommutatorrelation:

AB0(9) + e W(9)d () = {B(F), v(0)} (6.68)

Diese Gleichung folgt aus der Definition (6.64) und (6.65), sowie weo (¢(f)(g)) +
wae(B(9)B(F)) = {(). v(9) |-

e Stern-Relation:

P(U()Y(9)) = (b (¥ (f)) (6.69)

Dieses folgt ebenfalls aus der Definition, der Tatsache, dass ws diese Gleichung
erfiillt, und dass N eine reelle Funkton ist.

e Dirac-Gleichung:
P(BNwe(=i0")g)) =0 wd (60" f) b)) =0 (670)

Hierfiir benutzen wir, dass der Vakuumzustand Gleichung (6.70) erfiillt.

(D) 0(=i@")7g)) = wno (@) 0 ( = i(@")7g))

T /RS % /RS dz dy ((aM)Tg)T(JU)p/Mf(?/) sin(z — y,p) Np/ (z +7v)

—0- / TTwp / dz dy g" () " py f(y) 0o (sin (2 — y,p') Ny (2 + )



6 So-THERMALE ZUSTANDE 46

mit OM = 5+9,. Wegen a™ay; = (a, a)l, folgt damit:
(DN v~ i(@*)9))
d? - —
= —/ —p/ da dy g™ (2)p™ i f(y) (cos(z —y,p')) N(z +y,p)
ke [P Jrs

" F(y) sin(z -y, p)

N———

— /R3 % /Rs dx dygT(x)<(pI]\4)T((aajsw>TN(x +y,1'))
=0

wobei die letzte Gleichung aus
(p™)" 0y Np(z) = 0 (6.71)

folgt, was wegen Lemma 6.4 eine Konsequenz aus (6.63) ist. Die andere Gleichung
in (6.70) beweist man analog.

Ein jeder Sp-thermale Zustand resultiert in einer Phasenraumdichtenfunktion N,(x), die
gewisse Differentialgleichungen erfiillt. Das obige Resultat belegt einen (Teil-) Umkehrschluss:
Gegeben eine Funktion Np(x), die die entsprechenden Differentialgleichungen erfiillt, so
kann man daraus ein lineares Funktional auf einer Teilmenge von F konstruieren. Dieses
impliziert nun eine gewisse Konsistenz des Ansatzes zur Charakterisierung von lokalther-
malen Zusténden.

Das so konstruierte Funktional wird nun im Allgemeinen kein Zustand sein, wie man sich
leicht iiberlegt. Nur wenn ¢ die zusétzliche FEigenschaft hat, positiv zu sein, also

@(A*A) >0  fiir alle A € FY (6.72)

erfiillt, dann reicht dies nach Korollar C.1 aus dem Anhang aus, um einen eichinvarianten,
quasifreien Zustand auf der C*-Algebra Fp = FQ, zu definieren. Lemma C.3 garantiert
dann, dass ¢ zu einem Zustand auf ganz F fortgesetzt werden kann. Es ist zwar nicht
sicher, ob ein solcher Zustand irgendwelche thermalen Eigenschaften besitzt, insbesondere,
ob er ein Sp-thermaler Zustand ist. Trotzdem besteht die Moglichkeit, dass man sich auf

diese Weise Sp-thermale Zustidnde verschaffen kann.

6.4 Lokale thermale Zustinde scharfer Temperatur

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir diskutiert, wie man lokale thermale Zusténde
erhalten konnte. Man kann sich nun fragen, ob es Sp-thermale Zusténde geben kann,
die lokal eine scharf definierte Temperatur haben, bei denen also an jedem Punkt der
Referenzzustand ein KMS-Zustand ist. Man kann sich leicht {iberlegen, dass fiir einen
solchen Zustand wgr dann nach (5.50) und (2.10) gelten muss, dass

1

wsr(N,)(x) = (QW)_SW (6.73)
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ist, mit (3 einer schwach integrablen Funktion 3 : V*t — V7, sodass die Differentialglei-
chungen (6.51) bis (6.52) in einem Distributionensinne gelten. Die z-Abhéngigkeit von g
ist jedoch nicht beliebig, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 6.6 Sei O C R* offen und zusammenhingend und wgr ein So-thermaler Zustand
mit lokal scharfem Wert fir (3, also

1

wst(Np)(x) = (2m) " TG

(6.74)

Dann ist B(x) = Xz + ¢ mit A € R und c € R*.

Beweis: Nach Lemma (6.1) gelten die folgenden Differentialgleichungen im Sinne von
Distributionen:

1

e =0 (6.75)
|
(p, a) 1+ eB@).p) =0 (676)
Y S S 6.77
PuOv o PO @) (6.77)

fiir alle p € 8V . Definieren wir f (t) =1/(1 + €') fiir ¢ > 0, dann erhalten wir:

O(B(x),p) f'((B(x), p)) + 0u(B(x),p)0" (B(x), p) f" ((B(x),p)) = 0 (6.78)
((p,0)(B(x),p)) f'((B(z),p)) =0 (6.79)
((Pu0 = p.8,)(B(x),p)) F'((B(x),p)) =0 (6.80)

Weil f' keine Nullstellen hat, konnen wir die letzten beiden Gleichungen auch als
P (5(2), p) = 0 (6:51)
Pu0u(B(),p) = puOu(B(x), p) (6.82)

schreiben. Nun gelten diese Gleichungen fiir alle positiven, lichtartigen p und wir setzen
nun die beiden Vektoren p = (1,0,0,1) und p = (1,0,0,—1) in (6.82) ein und erhalten:

0By —B3) =0 (B~ B) = (6.83)
0'(Bo+03) =0 *(Bo+P3) =0 (6.84)
0*(Bo — B3) = 8°(Bo — 1) (6.85)
0*(Bo + Bs) = —0"(Bo + Bs)- (6.86)

Addiert und subtrahiert man hier je die beiden Gleichungen in der ersten und der zweiten
Zeile, so erhilt man

OBy =0°B3 = 0"y = 0' B3 = 0, (6.87)
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addiert und subtrahiert man die letzten beiden Zeilen voneinander, so erhéalt man
By = 0°Bs, B3 = —0°Bo. (6.88)

Man hitte in p anstatt p? = 1 z.B. auch p? = 1 und den rdumlichen Rest zu Null setzen
konnen, deswegen sind die Gleichungen (6.83)-(6.87) richtig, wenn man die Komponenten
1,2 und 3 beliebig permutiert, und so erhélt man fiir feste p und v:

"B, =0"B, (keine Summation) (6.89)
o*B, =0 fiir p # v. (6.90)
Damit wissen wir, dass 3 der folgenden Gleichung geniigen muss:
oG, (x) = Mz)o*, fir z € O, (6.91)
mit A : VT — R. Dann ist aber
0" (B(x),p)0u(B(x), p) = Mx)*(p,p) = 0, (6.92)
und da wir wissen, dass f” keine Nullstellen hat, wird Gleichung (6.78) zu
O(p(x),p) =0 fiir alle p € OV . (6.93)
Und deswegen mit Gleichung (6.91):
(OA(z),p) =0 fiir alle p € OV . (6.94)
Da die Elemente aus 9V eine Basis des R* enthalten, gilt damit
OX(z) =0 fir z € O, (6.95)

Also ist A eine Konstante, denn O ist zusammenhéngend nach Voraussetzung. Damit gilt
nach (6.91), dass

Blx) = r+c (6.96)

mit ¢ € R* und )\ € R, und das war die Behauptung.

Wenn es also einen Sp-thermalen Zustand mit lokal scharf definierter Temperatur 5(z)
gibt, so gibt es nur eine Moglichkeit, ndmlich dass f(x) = Az + ¢ ist. Es ist nun eine
interessante Frage, ob diese einzige Moglichkeit eines Sp-thermalen Zustandes mit lokal
scharfer Temperatur, iiberhaupt ein wohldefinierter Zustand ist, also ob die Phasenraum-
teilchendichte

1

No(@) = 2m) e

r €O, A€ R\{0}, ceR* (6.97)
mit Hilfe der Konstruktion aus Kapitel 6.3 iiberhaupt einen Sp-thermalen Zustand de-
finiert, und wie groff O dann maximal sein kann. Diese Fragen werden wir im folgenden
Kapitel klédren.
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7 Der Hot-Bang Zustand

7.1 Existenz und Positivitit

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass, wenn es einen nichttrivialen Sp-thermalen
Zustand w gibt, der an jedem Punkt eine scharf definierte Temperatur g(z) fiir x € O
hat, dieser die Eigenschaft

1

w(Ny) @) = 2m) s

r €O, \eR\{0} (7.1)

haben muss. Wir werden diesen Zustand nun fiir A > 0 und ¢ = 0 konstruieren. Nach
Kapitel 6.3 beschreibt

)
d*p =\ sin(z —y, p')
. -3 s r T / )
viter) [ [ dodng @) Tl (72)

ann(6(0) () = o (010) 91)
—ien [ [ aedig @) Tt 09
(B0 0(9) = (W) 6(0) = (D) = (WD) =0 (7.4)

fir f,g € 2(R*, C?) und fiir A > 0 ein quasifreies Funktional iiber einer dichten Teilmenge
von F, wenn die Integrale iiberhaupt existieren. Wie wir im Folgenden zeigen werden,
existieren sie, wenn man sich auf f,g € 2(V* C?), also Funktionen mit kompaktem
Trager im Vorwértslichtkegel beschrankt.

Hilfslemma 7.1 Sei f € 2(V*,C) und C, = {z € C|Im z > 0}. Dann ist fir jedes
P = (|pl,p) die Abbildung

1
(2m)?

holomorph und es gilt: Es gibt ein 6 > 0 und fiir jedes N € N ein Cy > 0, sodass

C's ¢ f(O) = / dz @ f(z) € C (7.5)

675 |p] Im =

W fiir alle z € C_+ (7.6)

{f(zp/)‘ < Cy

Beweis: Die Aussage iiber die Holomorphie folgt aus der Kompaktheit des Trégers, wes-
wegen unter dem Integralzeichen differenziert werden darf. Nach N-maligem partiellen
Differenzieren erhélt man fiir z € C,.:

AN o) = | gy @) 9N
i) F) = gz [ e 5 a). (7.7
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Nun gilt nach Cauchy-Schwartz e™'™ #') < e=01m 2Pl mit § = minge qupp f 2° — |7 > 0,
weil supp f in VT enthalten und kompakt ist, und Im z > 0. Bilden wir den Betrag auf
beiden Seiten von Gleichung (7.7), so erhalten wir:

6—5 |p] Im =

f(zp)] < ClW |zl |p] # 0. (7.8)

Andererseits ist f auf der Menge |[|¢|leurs < V2 beschriinkt, und damit gilt
|f(2p))| < CyedlPlm= fiir alle||2p'|| et < V2. (7.9)

Es ist aber ||2p/||cuts = V2 |2| |7], also gilt Ungleichung (7.9) fiir alle || [p] < 1. Weiterhin
gilt
1 < 2N
MY T (L [ [p)Y

wie man leicht zeigt. Mit der Definition Cy = 2V max{C}, Cy} folgt aus (7.10) mit den
Ungleichungen (7.8) und (7.9) die Behauptung

fir |z]|p] > 1, (7.10)

676|ﬁ\Imz
(1 + [=[ [pDY

Mit Hilfe dieser Abschétzung konnen wir die Existienz des Funktionals zeigen:

| f(zp) | < Cw fiir alle 2 € C,. (7.11)

Korollar 7.1 Seien f,g € 2(V*,C?). Dann existieren die Integrale (7.2) und (7.3).
Beweis: Weil je beide Komponenten von f und g die Voraussetzungen des Hilfslemmas

(7.1) erfiillen und |p*| < [p] fiir i = 1,2, 3 ist, existiert zu jedem N € N eine Zahl Cly > 0,
sodass

- 7 Cnlp . ——
‘gT(Zp/)p/Mf(Zp'” < W fiir alle z € C;;. (7.12)
gilt. Das zeigt, dass fiir jedes z € C,\{0}
d3p =
27r/ —= T (2" f(2p) < 0. 7.13
[ S o T (7.13)

Weiterhin gilt wegen der Skaleninvarianz des Integrals fiir z = re'®

d3p , = 2m d®p , =
2#/ — gL (re"p" ), f(reip) = —/ — gL (e"p"phy, fep)), 7.14
R32|m9( )P f( ) 3 RBQWQ( )P f( ) ( )

auBerdem ist wegen Gleichung (7.12) die Abbildung

B . N
/ S B G (e p\p Fe0p)
R3

oF <C (7.15)

0,7] 5 ¢ —
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beschrankt.

Sei nun A > 0. Dann gilt wegen Gleichung (7.14) und Gleichung (7.15):

Z /RS 2@ (L + inA)p ) s f (L + inN)p) (7.16)
< 2rC i m (7.17)

Die Existenz der Reihe (7.17) fiir jedes A # 0 ist nicht schwer zu zeigen. Also konvergieren
die beiden Reihen

27?2_% (—1)" /RS ;Zhijl 7 (1 4+ inNp )y f((1+in\)p) (7.18)
und 27?2 1)1 /1&3 ;ih; " (=1 + in\)p ) F (=1 + inA)p) (7.19)

absolut. Aus diesem Grund diirfen Integral und Summe vertauscht werden. Wegen

/ da dy g7 (@)phy J () €500 AP )
(7.20)

g ((£1+ in/\)p’)p’Mf((j:l +in\)p) = (271r)4

erhdlt man als Summe der beiden Reihen (7.18) und (7.19):
s 1 . /
27r2 /R32’ﬁ| (( +iAn)p >pr<( ~|—z)\n)p)
d3 =
+ 27 Z (-1t / b ~T<(—1 + i/\n)p/)p}/ff«—l + i)xn)p’)
n=1 R

3 2|]3]

ﬁ T i(p' x—y) N —e APz ty)yn
2/3 m/ddyg 2 f(y) e (Z( ))

n=0

3 [
won [ S [ dvdyg” @i e e (( o ””)Z(—e—“p’“y))m-”)
R3 n=1

P
i ) ~ilp/ )
- e e
dx dyg f(y) (1 + eAP' 7 +y) + 1+ 6—)\(p’,x+y)>

2isin((p, 2 —¥) | i
/da:dyg P (y )< 1 + eX@zty) ey
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Aufgrund der Konvergenz der Reihen (7.18) und (7.19) existiert auch wy, (¢(f)¢(g)). Ge-
nauso beweist man, dass wy,(¢(g)¥(f)) existiert. Durch die Gleichungen (7.2) - (7.4) ist
folglich ein Funktional definiert, wenn die Funktionen f und ¢ in (7.2) - (7.4) kompakten
Trager im Vorwértslichtkegel haben.

Das so definierte Funktional kann zu einem eichinvarianten, quasifreien Zustand auf Fy+
fortgesetzt werden. Um dies zu zeigen, betrachten wir zunéchst die Analytizitiatseigen-
schaften von Funktionen der Form (7.13) genauer.

Lemma 7.1 Sei f € 2(V*,C?). Dann ist die Funktion
d3
= 217

holomorph und fiir jede Folge {z,}nen in Co, die gegen ein r € R\{0} konvergiert, gilt

F:Ciozr— F(zp )Py f(Z71p') € C (7.21)

im [ S G FG) = [ SR e e @)
O JR3 2“ P R3 2|I7| "
Beweis: Nach Hilfslemma (7.1) und mit Hilfe von
L+ Izl o) L+ 27 [p1) = 1+ 11 + (P12 + 12]) > 1+ a1 (7.23)

wissen wir, dass es zu jedem N € N ein (), > 0 gibt, sodass

i ) —
< CNW fir alle z € C;\{0} (7.24)

ist. Sei v ein in C, verlaufender, geschlossener, zusammenziehbarer stiickweise C'-Weg.
Dann gilt

Fep)h f(z1p)

/ dz F(z) = /O dt 5 () F(~(1)). (7.25)

Wegen der Abschitzung (7.24) gilt der Satz von Fubini, und man darf die Integration
iiber dt vor der Integration iiber d®p in Gleichung (7.21) durchfiihren. Der Integrand

2 fp )Py f(Zp) =

(2;)4 / dxdy [T (x)py fy)e @ =) (7.26)

ist eine analytische Funktion auf C\{0}. Der Weg ~ verlduft in C,, was einfach zusam-

menhiingend ist, weswegen das Integral iiber dt und damit auch das iiber d®p verschwindet.
Daraus folgt:

/sz(z) = 0. (7.27)

Damit ist die Funktion F' holomorph nach dem Integralsatz von Cauchy, da jedes Kon-
turintegral iiber einen geschlossenen Weg im Definitionsbereich verschwindet. Dieselbe
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Abschétzung (7.24) garantiert auch, dass man in der Formel (7.22) die Integration und
den Grenzwertprozess vertauschen darf. Dass

T f(zp Wi f (2719 = Fp ) fr) (7.28)

gilt, folgt sofort aus der Stetigkeit von f (zp') beziiglich z. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Lemma 7.2 Sei f € 2(V*,C?) und 0 < a < 1. Sei im Folgenden

CyL,= C < ) 7.29
= {zeCy]arg 2 < ) (729
Dann ist die Funktion
. d3_p~1+a’/~—a—1/
Fo: Chad2r— fET )Py f(ze71p) € C (7.30)
w3 2|P]

holomorph, und fir jede Folge {z,}nen in Cy 4, die gegen ein r > 0 konvergiert, gilt

> ~ .
i Fa(z) = [ 58 5w Fre ), (7:31)
n—oe R3 2[P]
Beweis: Zuerst bemerken wir, dass
Ciad2zr— 2F*cCy (7.32)

in der Tat holomorphe Funktionen sind und wegen (7.32) das Integral (7.30) auch wirklich
existiert. Nach Hilfslemma (7.1) und mit Hilfe von

L+ D W+ 1227 [P = 1+ |25 + [B1(1 2" + [2) (7.33)
> 1+ |2*p)° (7.34)

wissen wir, dass es zu jedem N € N ein (), > 0 gibt, sodass

e )| < cN<1+|Z‘§aW)N fiir alle 2 € C;\{0}  (7.35)

ist. Sei nun 7 ein geschlossener und zusammenziehbarer, stiickweise C''-Weg in C , und
I' = minyejo,1) |y(¢)]. Dann ist

I 1+a, 1Y,/ T 1
S TOO AT < O (7.36)
und damit
0,1 xR > (.7) — —— Fr O™ )b D7) (7.37)

2|71
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eine integrable Funktion. Aufgrund dessen darf die Integrationsreihenfolge von dt und d3p
vertauscht werden. Der Integrand

<c+,aaz~>— (0 )y (2 1p) € C (7.38)

ist holomorph wegen (7.32), und damit gilt wegen derselben Argumentation wie im Beweis
von Lemma (7.1), dass

/ dzF,(2) =0 (7.39)

ist. Mit einem analogen Schluss wie im Beweis von Lemma (7.1) zeigt man unter Zuhil-
fenahme von Abschétzung (7.36), dass Gleichung (7.31) gilt. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Lemma 7.3 Sei f € 2(V™,C?) und 0 < o < 1. Mit den Bezeichnungen aus Lemma
(7.1) und (7.2) gilt

2P, (2) = F(2) fir alle z € C,. (7.40)

Beweis: Die Funktion z — 23*F,(z) ist nach Lemma (7.2) holomorph auf C, , und
besitzt auf der positiven reellen Achse die stetigen Randwerte

s [ 42 ey Ty = [ L2 foytyph Fr i)
' /RsQ]ﬁ]f( TP () /RBQW Frp ) f(r=1p) (7.41)

nach Skaleninvarianz des Integrals. Dies sind aber genau die stetigen Randwerte, die F'
auf der positiven, reellen Achse annimmt. Damit stimmen die beiden auf einer Teilmenge
des Randes mit offenem Inneren iiberein und nach einer Anwendung des Schwartzschen
Spiegelungsprinzips'® sind sie auf ihrem gesamten Definitionsbereich gleich. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Lemma 7.4 Sei f € 2(V*,C?) und F gegeben durch (7.21) wie in Lemma (7.1). Defi-
nieren wir

[0,7] 3 ¢ — L(¢) = F(e) € C. (7.42)

Wenn L nicht konstant null ist, ist L positiv, unendlich oft differenzierbar auf (0, ), stetig
am Rand und logarithmisch konvex.

Beweis: Die Glattheit von L auf (0,7) folgt aus der Holomorphie von F' auf C,. Aus
Lemma 7.1 folgt, dass L stetig am Rand ist.

Weiterhin bemerken wir, dass

10 = [ 32T = o (743

4Giehe [19).
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gilt, weil die Matrix p/, fiir jedes j € R? positiv semidefinit ist. Damit gilt eine Form der
Cauchy-Schwartzschen Ungleichung, die wir nun benutzen:

2 2

3 -
/Rs ;lm Fr(rep )ph f(r—teip)

FOR=| [ 5 el )| -

3 ~, . - 3 ~, . -
< / ap T(re'*p"p), f(rei*p) / ap L= tep)phy f(r-teip)
R

32|]7| R3 2|ﬁ|
_ﬁ dS z¢//~i¢,)2
=3 </Rs2!ﬂ (e p )ph f(ep')

aufgrund der Skaleninvarianz des Integrals. Diese Abschitzung ist also unabhéingig von
r. Besitzt die Funktion L also eine Nullstelle, so verschwindet F auf einem von der Null
ausgehenden, in die obere Halbebende reichenden Strahl, und ist damit nach dem Iden-
titdtssatz identisch Null. Dies hat zur Folge, dass L identisch Null ist. Im Folgenden
schlieen wir diesen Fall aus.

Nun wenden wir die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung auf die Gleichung (7.40) an. Sei
¢ € (0,m), dann gilt fir 0 < a < g = % — 1, dass

L(O)* = e Fa(e)I* (7.44)

_ ‘/RS 2\17\ )by F(eii-a)op) (7.45)

dp ; i(1+a)d N\ F(oi(14a)py &p ; i(1=a)dp N0y F(oi(l—a)day
< fle PPy f (et teeop!) fle P )Py f (et =)op!)
R

s 2|p] rs 2[P]
(7.46)
— L(6(1+ @) L((1 — a)9). (7.47)
Also gibt es fiir jedes ¢ € (0,7) ein gy > 0, sodass
2InL(¢) <InL(¢p+¢e)+InL(p —¢) fiir alle 0 < € < ¢y, (7.48)
weil L > 0. Damit folgt
(In LY'(6) = lim InL(p+e)+InL(p—e)—2InL(¢) >0. (7.49)

e—0 52

Dies bedeutet, dass In L konvex ist, was zu beweisen war.

Aus der Konvexitiat von In L folgt die von L. Die Konvexitit von L ist entscheidend, um
die Positivitit des Funktionals (7.2) - (7.4) zu beweisen, wie im Folgenden deutlich wird.
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Lemma 7.5 Sei 0 <a < § und L : [a,7] — RY konvex, einmal stetig differenzierbar auf
(a,7), stetig am Rand und monoton wachsend. Weitehin seien a < b < ¢ < 5 und

r:[0,7] 3 ¢ 1(¢) = | cos® ¢|. (7.50)
Sei g(¢) = r(¢p)L(¢). Dann gilt
[9(b) = g(c) | < g(m—b) —g(m —c). (7.51)

Beweis: Da ¢ auf (a,7) einmal stetig differenzierbar sowie stetig am Rand ist, gilt fiir
a < ¢ < 5 wegen der Konvexitéit und der Monotonie:

0<L(¢) < L(m — ¢), r(¢) =r(r = ¢), (7.52)
0<L'(¢) < L'(m =), r(¢) = —r'(m — ¢) <0.

Mit diesen Abschitzungen erhalten wir:

19'(@)] < |L(@)] (@) + [L'(9)] ()]
L(@)|r'(#)] + L'(¢)r(¢)

L(r — ¢)r'(m — ¢) + L'(m — ¢)r(m — )
g'(m—¢).

IN

Somit gilt:
b) — N d " —o)d
[ g(b) — 9(c) | s/b 19(6) cbs/bg(w 6) do
T—b

— [ q@do = glm )~ glr o)
womit die Behauptung bewiesen wiére.

Die Funktion L aus Lemma 7.4 ist konvex. Im Folgenden wird das Monotonieverhalten
von L in zwei Fille unterteilt. Diese werden der Ubersichtlichkeit halber in den beiden
folgenden Lemmata getrennt behandelt.

Lemma 7.6 Sei L : [0,7] — R" eine positive, konvexe, auf (0,7) einmal stetig defferen-
zierbare und stetig auf den Rand fortsetzbare Funktion. Sei weiterhin L entweder monoton
stetgend oder monoton fallend. Mit der Definition

r(¢) =lcos’ @, g(¢) =r(¢)L(¢) (7.53)
qilt fiir jede monoton steigende Folge 0 = ¢ < ¢1 < oo < --+ mit

lim ¢, = ~

n—oo 2 ’
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fuir die
AL = Z(—l)ng(gbn) + Z(_l)n_lg(ﬂ - ¢n)

absolut konvergiert, dass

AL, >0 (7.54)
15t.
Beweis: Sei L monoton steigend. Dann gilt nach Lemma 7.5 fiir alle n € N:

| 9(d2n) — 9(P2n-1) | < g(m = P2n-1) — g(m — dan). (7.55)

Damit erhalten wir

o0

Ar = g(¢o) + Z [9(¢2n) = 9(P2n-1) + g(m — P2n—1) — g(7 — ¢2n):|

3
—

> g(¢o) +

NE

97 = b20-1) = 9(7 = 62) — | 9(620) — 96201 |

1

3
Il

> g(¢o) > 0.

Sei nun L monoton fallend. Dann erfiillt die durch L(¢) = L(7—¢) definierte Funktion die
Voraussetzungen von Lemma 7.5. Sie ist insbesondere monoton steigend. Damit erhalten
wir

| 9(7 = Gans1) = g(7 = d20) | < 9(d20) — 9(S2011)- (7.56)

Daraus folgt

Ay =g(m=60) + 3 [9(62) = 9(ans1) + 9(7 = dania) = glm = 60|

Mz L0Je

> gm = 00) + 3 [9(620) = 9(6ans1) — 9(m = bani2) — g(x = 620) ||

Il
=)

> g(m—¢o) = 0.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Lemma 7.7 Sei L : [0, 7] — R eine positive, konvezxe, auf (0,7) einmal stetig differen-
zierbare und stetig auf den Rand fortsetzbare Funktion. Sei weiterhin L weder monoton
steigend noch monoton fallend. Sei

r(¢) =lcos’ o], g(¢) =1(¢)L(¢) (7.57)
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und 0 = ¢o < ¢1 < ¢ < ... eine monoton steigende Folge, die gegen 5 konvergiert, und
fiir die
Ap =) (=1)"g(¢n) + D ()" gl — ¢n)
n=0 n=1

absolut konvergiert. Dann ist A, > 0.

Beweis: Weil L weder monoton wéchst noch monoton fallt, gibt es also zwei Punkte, an
denen L’ unterschiedliches Vorzeichen hat, und weil L stetig auf (0,7) ist, auch einen
Punkt ¢y € (0,7) mit L'(¢nwy) = 0. Die Funktion L ist konvex, L ist daher monoton
fallend auf [0, ¢,y und monoton steigend auf [¢nu, 7).

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass ¢y, in der Folge der ¢,, vorkommt. Ist dies nicht
der Fall, existiert also ein m mit ¢, < dnuy < Gmr1, dann definieren wir eine neue Folge

{&n}nen durch
bn = bn fir n <m
Pmi1 = Omiz = Ovun
Pniz = G fiir n > m.

Dann gilt

> (-1 +Z Y9(m = o)
= (=1)"g(¢n) Z g(t — )

n=0 n=1

+ 9(Odnu) — 9(dnur) + (7 — dnunr) — 9(T — Onvunr)
:AL7

und die beiden Folgen liefern identische Werte fiir A. Damit konnen wir annehmen, dass
O N In den ¢,, vorkommt.

Wir unterscheiden nun drei Falle:

® dnun < 5

Die Funktion L ist auf [0, ¢ny] monoton fallend und auf [¢ ., 7] monoton wach-
send. Daraus folgt mit Hilfe von (7.57) sofort, dass ¢ auf [0, @] monoton fallend
und auf [7, 7] monoton steigend ist.
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Wir beweisen im Folgenden, dass fiir jedes m € N die endliche Summe

m

AT = g(do) + Z [9(¢2n) = 9(P2n-1) + 9(m — d2n—1) — g(m — ¢2n)] >0 (7.58)

n=1

ist. Sei ¢o < @dnuu- Dann gilt, da g auf [0, ¢nyy| monoton fallt und auf |7 —
dnui, | C [5, 7] monoton steigt, dass

-1

A = g(dom) + I [9(020) = 9(02mi)| + D [o(m = 620-1) = glm = 620)

1

3

3

3
I
o

n

nicht negativ ist. Die Aussage gilt also fiir jedes m mit ¢, < G- Andererseits gilt
fiir jedes m mit ¢o,, > O N, dass Goy_1 > Gy ist, weil @y in den ¢, vorkommt.
Also ist fiir jedes m € N mit ¢, > dnun

9(P2m) — 9(P2m—1) + g(m — d2m—1) — g(T — Pom)

> — | g(dam) — 9(dam—1) | + 9(7 = Pam—1) — g(7 — Pam)
207

nach Lemma 7.5, denn L ist auf [¢g,,_1, 7] monoton steigend. Die Aussage (7.58)
gilt also fiir jedes m. Damit gilt sei auch fiir den Grenzwert m — oo:

0< lim A" = A;. (7.59)

m—00

¢Null =3
In diesem Fall ist die Funktion L auf [0, 7] monoton fallend und auf |7, 7] monoton

steigend, und damit gilt dies auch fiir g. Damit folgt die Behauptung sofort aus

AL Z [ (¢2n) - ¢2n 1] + Z |: 7T_¢2n 1 —g(ﬂ'—ngn) > 0. (760)
n=0 n=1
ONull > 5
Wir definieren L(¢) = L(m — ¢) und g(¢) = r(¢)L(¢) = g(m — ¢). Weiterhin sei
Oyar = T — Onan < 5. Jetzt ist g auf [0, dy,,] monoton fallend und auf [%, 7]

monoton steigend. Wir schreiben nun Ay um:

A=) (=) glen) + Z g(m — ¢n) (7.61)

= 3(¢o) +§: [ (P2ns1) — ¢2ni| + i [ (T — ¢an) — (¢2n+1)]> (7.62)
n=0

n=0
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und beweisen im Folgenden, dass fiir jedes m € N die Summe

AP =5(60) + Y [9(02001) = F(02) + Tr = 620) = F(dnurr)]  (T63)

nicht negativ ist. Sei ¢omi1 < Gnuy. Dann gilt, weil g auf [0, ¢n,u] monoton fallt
und auf [7 — @y, 7] monoton wichst, dass

L - g ¢0 + Z [g ¢2n+1 (¢2n) + ?(W - ¢2n) - §(¢2n+1):|

n=0
= g(Pam+1) + Z [ (¢2n-1) — G(P2n) + Z T — $an) —§(¢2n+1)]
n=1 n=0

> §(¢2m+1) >0

ist. Diese Aussage gilt also fiir alle m mit @01 < Onuy. Sei nun Domi1 > ONull-
Weil @y in den ¢, vorkommt, ist ¢o,, > ¢y Die Funktion L ist auf [¢ .y, 7]
monoton wachsend und damit gilt nach Lemma (7.5)

9(Pans1) — G(P2n) + G(7 — d20) — G(b2n11)
> G(m — d20) — G(P2ns1) — | G(d2041) — G(d20) |
0.

v

Damit gilt die Aussage fiir alle m, somit gilt sie auch fiir den Grenzwert fiir n — oco.
Daraus folgt

oo

0= Jim A7 = 31 )+ Y1) 3l =)
n=1

( Z 7T_¢n)

—0 n=1

3

Il
S
=

was zu beweisen war.
Wir fassen die Aussagen von Lemma 7.6 und 7.7 zusammen:

Proposition 7.1 Sei L : [0,7] — R eine positive, konvexe, auf (0,7) einmal stetig
differenzierbare und stetig auf den Rand fortsetzbare Funktion. Seien

(@) =lcos’ 6], g(¢) =r(¢)L(9), (7.64)
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und 0 = ¢g < ¢1 < @9 < ... eine monoton steigende Folge die gegen 5 konvergiert, fiir
die

[e.9]

ALiZ an +Z 7T_¢n)'

n=0

absolut konvergiert. Dann ist A, > 0.

Beweis: Lemma 7.6 und Lemma 7.7.

Dieses wichtige Resultat benutzen wir nun, um die Positivitét des Funktionals (7.2) - (7.3)
zu beweisen.

Satz 7.1 Sei hy+ der Finteilchenraum und Fy+ die quasilokale Algebra des Vorwirts-
lichtkegels, wie in Kapitel (3.5) definiert. Dann ist durch die Gleichungen (7.2) - (7.3)
ein quasifreier, eichinvarianter Zustand wy, auf der C*-Algebra Fy+ definiert.

Beweis: Sei f € 2(VT,C?). Sei weiterhin z, = (1 + in)) = r,e*", dann ist

1
n — tan A > n — . 7.65
¢, = arctan An T pr—y (7.65)
Definieren wir wie in Gleichung (7.50):
[0,7) 5 7(¢) = |cos® ¢, (7.66)

und wie in Lemma (7.4):
3

o3 20) = [ SR P b ). (7.67)

Es gilt nun, wie im Beweis von Korollar (7.1) gezeigt wurde:

@) =20 3 (~1)" /

v 200 (o Mn)p’)pﬁwm

n=»

+ 2n i(_wl /R o L7 ((=1+ i )pi f (-1 4+ 0am))

n=1
> n d3p o ; B EEe—
=2m 3 (0 [ P e )
n=0
0 3
+ 27 (1)t QfT(r e T=on) ! f(r ei(m=dn)p/)
n=1
N R —
=2 Z(—l) = /R3 o0 Fr(emp ) f (i)
n=0 n
> 1 Bp —
2 -1 n—1 — SV FT (T —dn) 0, i(T—n) m/

:27'(2( 1)" r(¢n) L(0n) +27TZ r(m — ¢n)L(m — dn),

n=0
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wenn man die Skaleninvarianz des Integrals und Definitionen (7.66) und (7.67) benutzt.
Nach Lemma (7.4) ist L konvex, positiv, glatt in (0, ), stetig auf [0, 7] und erfiillt somit
die Voraussetzungen von Korollar (7.1). Aus diesem folgt:

w(V()U(f)) > 0. (7.68)

Wir erhalten aufgrund der Antivertauschungsrelationen, der Formel (7.67)

(YD) = {BUF), ¥ | = wn(B(FE(F)

= r(0)L(0) + r(m) L(7) — win (D (v (f))

o0

= o Z(—l)”r(ﬂ — ¢n) L(T — ¢n) + 2772 )L(6n)
=21y (1" 1(¢n)L(dn) + QWZ (7 — ¢n) L(1 — ¢n)

mit und r(0) = r(7) = 1 und L(¢) = L(7 — ¢). Die Funktion L ist glatt auf (0, ), stetig
auf [0, 7], positiv und konvex. Damit gilt

wn(Y()U(f)) > 0. (7.69)

Sei X C by+ die dichte Teilmenge, die von allen v(f) und ¥(f) mit f € 2(V+,C?)
erzeugt wird. Dann gilt mit Hilfe der Eichinvarianz

whp(A*A) > 0 (7.70)
whp(AA") >0 (7.71)

fiir alle A € X. Das ist nach Korollar C.1 ausreichend, um wy; eindeutig nach ganz Fy +
fortzusetzen.

7.2 Thermale Eigenschaften von wyy,

Der Zustand, den wir im letzten Abschnitt konstruiert haben, ist ein lokaler Gleichge-
wichtszustand: er ist Sy+-thermal. Um dies zu zeigen, wihlen wir ein z € V. Dann
berechnen wir mit Hilfe von (7.2) und (4.17)

wip (A () ) = wip (0* 2 ()0 S1pg () +)

—i(p,y—=2)
-3 l/TS 2 . ©n e— o —i(p,y—=2)
= (2m)~ /R4 dp 0(p”) ?—I»I(l) o¢ (E(pO)l—i—eA(vaJrZ) O(po)e ) e
<2<0 z=x—(
(271') 3 I/T‘S/ dgp / lim o~ e*i(p 72§)_6i(p ,2().
B T G e e

¢?<0



63 7 DER HOT-BANG ZUSTAND

Wegen = € V1 gilt e~ @) < e~ (@1 < 1. Deswegen ist der Integrand schnell fallend,
und wir diirfen den Bruch in eine geometrische Reihe entwickeln und Summation und
Integration vertauschen. Es ergibt sich:

. s d3 )
whb()\ﬂl/(x)) = —(27‘(’)_3@'0'”17"5 Z(_l)n—l lim 85 /ﬁp;ﬁ sin(2p', ¢) o~ 2An(z.p)
n=1 ¢—0

(%<0
= war (A (2)) = L*(2\z), (7.72)
wie ein direkter Vergleich mit Gleichung (4.14) zeigt.

Wir werden uns im Folgenden die Werte der einfachsten thermalen Observablen im Zu-
stand wy, anschauen. Zuerst betrachten wir die zulissige Makroobservable T2, die durch
die thermale Funktion T?%(3) = (# gegeben ist, also das Quadrat der Temperatur T’

8,8)
darstellt. Es gilt mit (7.72):

1

whb(TQ)(x) = m

(7.73)
Das Quadrat der Temperatur ist also in jedem Punkt des Vorwirtslichtkegels definiert
und divergiert am Rand. Fiir jeden Lorentzbeobachter, der am Nullpunkt des Minkow-
skiraumes startet und sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, fallt die Temperatur
mit der Zeit t wie 1/t ab.

Der Erwartungswert der Entropiestromdichte S* nimmt nach Gleichung (5.6) und (7.72)
im Hot-Bang-Zustand den Wert

() () = —— = (7.74)
1203 (z, z)?
an. Die Produktionsrate der Entropie o = 0,wp(S*)(z) ist in diesem Fall
o=0, (7.75)

wie man es von einem Modell, in dem keine dissipativen Effekte auftreten, erwarten wiirde.

Schauen wir uns nun die Phasenraum-Teilchendichte fiir einen Impuls p € OV "' an:

1

wip(Np) () = <27T>731 + e2\@p)”

(7.76)

Diese Funktion ist immer kleiner als 2(2;”)3 und strebt gegen dieses Maximum, sobald x

und p parallel werden. Um dieses zu verstehen, betrachten wir den Spurzustand wy. Der
Spurzustand ist quasifrei, eichinvariant, und seine Zweipunktfunktion ist durch

(B(7),(0)) = wo(0(0). 9() = 517 oD (7.77)
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gegeben. Man erhélt ihn, wenn man in der Formel (4.1) fiir den KMS-Zustand 3 formal
gegen Null gehen lésst, und er erfiillt die KMS-Bedingung zu 3 = 0, was mit der Definition
(B.1) den Namen Spurzustand erkldrt. Thm entspricht eine unendlich hohe Temperatur.
Wiéhrend die thermalen Observablen (4.17) im Spurzustand nicht mehr messbar sind,
existiert wo(N,). Der Zustand hat also eine wohldefinierte Teilchendichte. Man sieht an
der Form (4.1) und an (2.10), dass

wo(N,) = (7.78)

ist. Am Rand des Lichtkegels herrschen folglich dieselben Verhéltnisse wie im Spurzustand.
Obwohl die Phasenraumdichte endlich ist, divergiert die Teilchendichte aller sich in x-
Richtung bewegenden Teilchen:

/000 dt wpp(Nyy ) () = 00 (7.79)

wenn z und p’ parallel sind, der Ausdruck bleibt jedoch endlich, wenn x und p’ nicht
parallel sind. Wenn man sich einem Punkt x auf dem Rand des Lichtkegels ndahert, wird
das Ruhesystem (/]3] des Zustandes parallel zu x. Ein Beobachter dort wiirde also eine
sehr heifle und dichte Stoflwellenfront ausmachen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit vom
Nullpunkt des Raumes entfernt.

Der Zustand wy,;, beschreibt also einen Fluss von Teilchen, der vom Nullpunkt des Raumes
ausgeht und sich isotrop in den Raum ausbreitet. Mit den Betrachtungen iiber die Tempe-
ratur und die Teilchendichte ergibt sich das Bild einer heiflen Explosion am Zeitnullpunkt,
als alle Fermionen auf einen Punkt konzentriert waren. Deswegen nennen wir den Zustand
wpp den ,Hot Bang® -Zustand.

Obwohl das Modell keine dissipativen Effekte beschreibt, kehrt der Zustand in ferner
Zukunft in einem gewissen Sinne wieder zum Vakuum zuriick, wie wir nun zeigen. Die
Form fiir wy;, lautet

win(V(f)U(9)) = woo (L)Y (9)) + S (f, 9) (7.80)
win(V(9)U(f)) = wee (U(9)0(f)) — Sw(f. 9) (7.81)

mit

i(p' x—y)
Sw(f.g) = (27)~ /217/ (@)ph f(y)e . (7.82)

1 + e z+y)

Lemma 7.8 Seia € V' ein positiver, zeitartiger Vektor. Dann gilt fiir alle A € Fy+

tlim Whp © 0 (A) = Woo(A). (7.83)
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Beweis: Wegen der Quasifreiheit und Linearitét reicht es, die Aussage (7.83) fiir Paare
Y(f)(g) und ¥ (g)Y(f) zu testen. Mit den Gleichungen (7.80) und (3.15) priifen wir

; pr( ) ¥'.2=)
}H{}O (27 / 2’_1 / 1 + APz +y+2at) (7-84)
d’p 9" (2)phr f(y)e' @)
(271') /2|_1 dzr dy li t1—>r£o 1 + AP z+y+2at) (785)
=0. (7.86)

Die Vertauschung von Integral und Limes ist hierbei fiir alle ¢ > 0 moglich, da a € VT
ist. Deswegen wird der Integrand in Gleichung (7.84) durch eine integrable Funktion
majorisiert:

’9 ) f(y )|
= 2p 1+ QW)

1 |97 (@) f()]
S o5 1redm

L g"(@)py f(y)e Y
2‘231 1+ eMp' x+y+2at)

Damit ist Gleichung (7.83) gezeigt.

Der Zustand wpy, strebt somit in ferner Zukunft wieder zum Vakuum. Dieses hat jedoch
nichts mit einer Riickkehr zu globalem Equilibrium einer lokalen Stérung zu tun, denn in
dem zu betrachtenden Modell gibt es keine Wechselwirkung und deswegen keine dissipti-
ven Effekte. Die Storung Sy (f, g), die wp, im Vergleich zu we, darstellt, verteilt sich nur
immer gleichméBiger {iber den Minkowskiraum.

Nach Lemma C.3 kann man wy;, zu einem Zustand auf ganz F fortsetzen. Diesen Zustand
wird man allerdings nicht in einer einfachen Form wie in (7.2) darstellen kénnen. Das
Thermalititsgebiet eines solchen fortgesetzten Zustandes ist immer noch V', wie man sich
leicht iiberlegt: Hierfiir betrachtet man fiir einen positiven, lichtartigen Vektor p € ov "
die zuldssige Makroobservable M, die durch die Funktion 3 — (p,3) gegeben ist.'?
Weil die thermale Funktion von M, positiv ist, ist M, ein positiver Operator. Also muss

wip(M,)(x) > 0 fiir alle € O sein, wenn der fortgesetzte Zustand Sp-thermal ist. Es gilt

wip(M,)(x) = 2X(p, ) fir alle z € O. (7.87)

Dies ist nur dann fiir alle p € 9V positiv, wenn O C V+ ist.

5Der fortgesetzte Zustand ist immer noch stetig beziiglich der Halbnormen (4.21). Somit sind die
zuléssigen Makroobservablen auch im fortgesetzten Zustand messbar.
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8 Singularititensatz

8.1 Gebiete maximaler Thermalitiat

Im vergangenen Kapitel haben wir ein Beispiel eines Zustandes geliefert, der Sy +-thermal
ist. Dieser Zustand hat also nur im Vorwértslichtkegel eine thermale Interpretation. Und
das ist in einem gewissen Sinne auch eine obere Schranke fiir die Gréfle des Thermalitéts-
gebietes, wie im folgenden Kapitel gezeigt wird.

Im Folgenden werden wir zeigen, dass jeder Sp-thermale Zustand w, fiir den gilt, dass O
einen lichtartigen Kegel enthélt, entweder trivialerweise Sga thermal ist, mit w = wp € C,
oder ein Thermalitéitsgebiet O besitzt, das in einem simplizialen Kegel!® enthalten ist. Um
unsere Analyse zu vereinfachen, werden wir anstatt w den regularisierten Zustand wy =
[ dyf(y)w o, betrachten. Hierbei ist f eine nicht-negative Testfunktion mit kompaktem
Triger um 0 € R* zentriert und mit | f = 1. Die Menge der thermalen Vergleichszustéinde
C ist konvex. Also folgt aus der Sp-thermalitét von w, dass wy Sor-thermal mit O’ = {x €
O|z+supp f C O} ist. Aufgrund der Stetigkeit der w beziiglich der Halbnormen (4.21)
folgt

0w (E) (@) < H|=] (8.1)

gleichméfig auf kompakten Teilmengen von O, wobei die ¢* bestimmte Konstanten und
B C V* kompakt sind.

Sei p ein positiver, lichtartiger Vektor, dann definieren wir mit I'), die Menge der zuléssi-
gen Makroobservablen, die durch die 1 und thermale Funktionen der Form 5 +— T'(f3,p)
gegeben sind, wenn I' eine glatte Funktion von RT nach C ist. Die I sind damit unitale,
abelsche *-Algebren. Sie enthalten die fiir uns im Folgenden sehr wichtigen Elemente £,
und M}, die durch die thermalen Funktionen

B Ey(B) = PP (8.2)
B My(B)=(8,p)", neN (8.3)

gegeben sind. Da w; ein Zustand ist, definiert fiir festes + € O’ die Zuordnung = —
w¢(E)(x) fiir = € T'), einen Zustand auf I',. Einige wichtige Eigenschaften dieser Zusténde
sind:

Lemma 8.1 Sei wy ein wie oben reqularisierter So/-thermaler Zustand. Dann gilt fiir
xe O

a) puowi(E,)(r) = p,0uws(Ey,) (),

b) |ws(Ep)(z)] < 1,

16Ein simplizialer Kegel ist ein Schnitt von charakteristischen Halbrdumen. ,,Charakteristisch“ heift,
dass jeder der Rinder dieser Halbrdume tangential zu einem lichtartigen Vektor liegt.
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c) O x OVF 3 (x,p) — wr(E,)(z) ldsst sich zu einer glatten Funktion auf O' x C*
fortsetzen, wobei die Funktion C* 3 k v w;(Ey)(z) fir jedes x € O' holomorph ist.
n/(n+1) 1/(n+1)

4) 0 < w (M )(@) < (wr M) @) " (wr(M2)(@))

Beweis: Behauptung a) folgt aus Lemma (6.1) und der Beziehung 0" E, = ip” E,. Da w;
ein Zustand ist, gilt nach Cauchy-Schwartz |w;(E, - 1)(z)]* < w;(E,*E,)(z)ws(1)(z) = 1,
was b) beweist. Die von Teil ¢) postulierte Erweiterung lautet:

5 Bu(5) = (cos( o)+ D) 65

Man bemerke, dass dies fiir & € R* eine Potenzreihe in den Komponenten von k ist
und damit eine Potenzreihe fiir komplexe k definiert. Aufgrund der in Gleichung (8.1)
angesprochenen Stetigkeitseigenschaften ist die so definierte Abbildung

(@, k) = wy(Ep) (@)

glatt und holomorph fiir festes x. Die letzte Behauptung des Lemmas ist eine direkte
Konsequenz aus der Holderungleichung

Jol < ()" ([or)”

wenn 0 < p,¢ < 1 und p~! 4+ ¢! = 1 sind, wenn man beriicksichtigt, dass die Operatoren
M positive Elemente in I', sind, da sie positive thermale Funktionen haben.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun den zentralen Satz dieses Abschnitts formu-
lieren.

Satz 8.1 Sei w ein So-thermaler Zustand, wobei O ein Gebiet des R* ist, das einen
lichtartigen Kegel enthdlt. Dann gibt es folgende Moglichkeiten:

a) w=wp, dh wE)(z) = [5du(B)Z(B) hingt nicht von x ab.

b) w(E)(x) hangt nichttrivial von x ab (fir mindestens ein =) und es gibt einen zeit-
artigen simplizialen Kegel (einen Schnitt von charakteristischen Halbrdumen), der

O enthilt.

Beweis: Wie oben schon erkléart, wihlen wir eine positive Testfunktion f und betrachten
den regularisierten Zustand wy, der Spr-thermal ist. Dann enthélt die Menge

O ={reO|x+supp f C O} (8.4)

ebenfalls einen lichtartigen Kegel, sei dies 0.B.d.A. V. Sei p nun ein beliebiger positiver,
zeitartiger Vektor. Definieren wir jetzt

v Ey(x) = wi(E,)(x), re0 (8.5)
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und fithren wir Lichtkegelkoordinaten ein, per 24 = 2° +¢&- 7 und ¥, = ¥ — (€- 7)€, wobei
¢ = p/|p] ist. Die Koordinate x, wéchst in Richtung von p, die Koordinate x_ wéchst in
die Richtung senkrecht zu z, in der Ebene, die von p und (1,0,0,0) aufgespannt wird.
Der Vektor 7, parametrisiert die beiden iibriggebliebenen Richtungen, sodass die vier
Koordinaten ein Orthonormalsystem (im euklidischen Sinn) in R* bilden.

Wir schreiben Gleichung a) aus Lemma 8.1 um:
61'80 Ep(l‘) = 87, EP(I), x € Ol, (86)

und erhalten damit die Aussagen, dass E,(x) (fiir ein festes p) nur von z_ = (e, )
abhédngen kann.

Wir variieren nun p. Aufgrund der Analytizitdtseigenschaften von Ep, die wir in Teil c)
des Lemmas gezeigt haben, konnen wir die Funktion in eine Potenzreihe entwickeln:

= 3" I cu(a)et, (8.7)

wobei e = (1,€) und m = deg p sind. Alle Koeffizienten ¢, sind glatt in z und damit
kénnen nach dem, was wir im letzten Schritt gezeigt haben, die Funktionen x +— ¢, (z)e*
nur von z_ = (e, x) nichttrivial abhéngen. Durch k-faches Differenzieren und Anwenden
der Kettenregel erhalten wir damit

(y. )cu(x)et = (y, €)" dcu(w)et (8.8)

fir alle € € S?, 2 € O und y € R*. Driicken wir die Produkte der Komponenten von
¢ in Kugelflichenfunktionen aus, so wird klar, dass fiir £ > m = deg p diese Gleichung
nur erfiillt werden kann, wenn dic,(x)e* = 0 ist. Also ist jede Funktion z — c,(z)e*
ein Polynom in (e, x) vom Grad m oder weniger, dessen Koeffizienten Polynome in den
Komponenten von € sind.

Benutzen wir nun, dass

Z o 1) ) (8.9)

ist, dann folgt aus dem oben Gesagten, dass die Funktion
= wp(M")(x) = (—i)"mley(z)e”, re? (8.10)

Polynome vom Grad m oder weniger sind. Diese Polynome sind wegen der Positivitéit
von M" nicht negativ. Dariiberhinaus gibt es ein m, sodass das entsprechende Polynom
von erster Ordnung in (e, ) ist, wenn nicht z — w;(M!")(x) konstant fiir alle m € N
ist. Um dieses einzusehen, nehmen wir an, dass die z — w;(MPF)(x) konstant seien fiir
k =0,1,...,m — 1. Dann folgt aus Teil d) von Lemma (8.1), und weil der Grad von

T wf(Mézm_l))(:v) hochstens 2m — 1 ist, dass @ — wy(M")(x) nicht schneller als
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|(2m—1)/m

| wéchst und damit entweder konstant oder ein Polynom ersten Grades in (e, x)

sein muss.

Sei nun w kein Referenzzustand, womit es ein = gibt, sodass w(Z)(z) und damit 0.B.d.A
auch wy(Z)(x) nichttrivial von x abhéngt. Dann gibt es auch ein M", fiir das dieses gilt,
da die lineare Hiille der M dicht beziiglich der || - || g in dem Raum der Makroobservablen
liegt. Aus diesem Grund und dem oben Gesagten diirfen wir annehmen, dass

wi(M)(x) = Pr(e)(e, ) + Qp(€),  z €0

fiir alle € € S? ist. Die P; und Q; sind dabei Polynome in den Komponenten von €, und Py
ist nicht identisch Null. Aber wie schon erwéahnt, sind die M" positive Makroobservablen,
und damit muss

Pr(€)(e,z) + Qf(€) > 0, xre@

gelten. Weil Py ein Polynom und nicht identisch null ist, definiert Ps(€) = 0 eine Null-
menge in R3. Weil Q;(€) > 0 fiir alle € ist, folgt daraus, dass

0’ ¢ (el (ea) = ~Qu(@/ P(@)

fiir alle € mit Pf(€) > 0 gelten muss. Damit ist aber insbesondere O’ enthalten im Schnitt
von vier charakteristischen Halbrdumen und damit in einem simplizialen Kegel. Da der
Trager von f kompakt ist, gilt das eben Gesagte auch fiir O, was zu zeigen war.

Selbstversténdlich ist die Wahl von V' als Lichtkegel in obigem Beweis rein willkiirlich.
Durch Translation und Spiegelung kann man jeden Lichtkegel in V't iiberfiihren.

8.2 Singularititen

In diesem Zusammenhang ist folgendes Beispiel von Interesse: Angenommen, ein Zustand
w beschreibt einen nichttrivialen, makroskopischen, hydrodynamischen Fluss von Teilchen.
Das heifit, dass sich das Ruhesystem von w von Punkt zu Punkt &ndert. Das Ruhesys-
tem (/]3| kann man bestimmen, indem man fiir e € 8V die Makroobservablen M, aus
Gleichung (8.3) benutzt. Deren thermale Funktion sind durch § — M.(3) = (e, 3) gege-
ben. Wir wahlen uns eine Funktion f mit kompaktem Trager, der sich um den Nullpunkt
des Minkowskiraumes konzentriert und bilden wy = [ f(y)w o oy. Nun héingt w(M.)(z)
0.B.d.A nichttrivial von z ab, und damit ist die Funktion z — wg(M,)(x) ein Polynom
ersten Grades in (e, z) (Siehe den Beweis des Satzes 8.1). Es gilt also:

r— wi(M.)(x) = e,z — ), (8.11)

mit einer Konstanten ¢, # 0 und z, € R* beliebig. Nehmen wir an, die Konstante sei
positiv, dann muss x im Kegel z,, + V' sein, weil w¢(M,)(x) fiir alle e positiv sein muss.
Da alle ¢ € 9V ecine Basis des R enthalten, kann man den mittleren Temperaturvektor
B(x) aus geniigend vielen Messungen der M, rekonstruieren, und so jedem Punkt eine
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mittlere Temperatur und ein ,mittleres Ruhesystem* zuordnen. An der Gleichung (8.11)
wird klar, dass der mittlere Temperaturvektor am Punkt x einfach ¢, (x — x,,) ist. Daraus
ergeben sich folgende Schliisse:

Die Funktionen = +— wy(M,)(x) gehen gegen Null, wenn man sich dem Punkt z,, also
dem Apex des Kegels néhert. Folglich divergiert die Temperatur dort. Weiterhin wird das
Ruhesystem, wenn man sich mit z einem Punkt p auf dem Rand néhert, parallel zu p.
Auch am Rand des Kegels geht die mittlere Temperatur also gegen unendlich. Dadurch,
dass das Ruhesystems dort in Richtung von p zeigt, wiirde ein Beobachter an einem sol-
chen Punkt einen starken Teilchenfluss messen, der von x,, ausgeht und sich in den Raum
ergieft.

Ein Beobachter, der also in einem begrenzten Raumgebiet einen hydrodynamischen Fluss
wie (8.11) als Neutrinohintergrund misst, wiirde durch diese Analyse zum Schluss kom-
men, dass dieser Hintergrund die Folge einer sehr heiflen Explosion irgendwann in der Ver-
gangenheit ist, der danach schnell zu lokalem Gleichgewicht gefunden hat. Diese Schluss-
folgerung beruht allerdings auf der Hypothese, dass sich der Hintergrund in ganz x, +V*
in lokalem thermodynamischen Gleichgewicht befindet.

Satz 8.1 macht deutlich, dass das Gebiet O, in dem ein Zustand Sp-thermal sein kann,
nicht beliebig ist. Vielmehr stellt ein simplizialer Kegel, oder wie im obigen Falle V*, eine
Art maximales Gebiet dar, in dem ein Zustand eine thermale Interpretation besitzen kann.
Dies ist insofern interessant, als dass in solchen Zustédnden die Zeitspiegelungs - Symmetrie
gebrochen ist. Wahrend die Theorie des freien, masselosen Diracfeldes T-invariant ist, ist
diese Invarianz z.B. in wy;, gebrochen. Der Zustand zeichnet also eine Zeitrichtung aus.
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9 Darstellung der experimentellen Situation

Neutrinos sind die zweithdufigsten Teilchen im Kosmos. Im Gegensatz zu Photonen, die
durch ihre elektromagnetische Wechselwirkung stark an Materie gekoppelt sind, konnten
sich Neutrinos schon recht bald nach dem Urknall ungehindert ausbreiten. So nimmt man
an, dass sich die Photonen erst ungefiihr 8 - 10° Jahre nach dem Urknall vom Rest soweit
entkoppelten, dass die Materie fiir sie durchsichtig wurde. Diese Photonen bildeten die
heute messbare Hintergrundstrahlung. Verschiedene Modellrechnungen ergeben, dass dies
fiir Neutrinos schon nach einem Zeitraum von der Groflenordnung von einer Sekunde der
Fall gewesen sein konnte [14], [16]. Aus diesem Grund erhofft man sich, aus der Vermes-
sung der kosmischen Neutrino-Hintergrundstrahlung wertvolle Riickschliisse auf die Zeit
kurz nach dem Urknall gewinnen zu kénnen. Gerade in letzter Zeit sind die Moglichkeiten,
Neutrinos zu detektieren, stark verbessert worden (Kamiokande, Super-Kamiokande), so-
dass die Forschung in diesem Bereich starken Aufwind erhélt.

Wir wenden im Folgenden das Modell des Hot-Bang-Zustandes auf den Neutrinohinter-
grund an. Da Neutrinos fast wechselwirkungsfrei und fast masselos'” sind, stellt dieses
Modell eine gute Nédherung dar.

Zuerst miissen wir durch Abgleich mit experimentellen Daten den Parameter A in Glei-
chung (7.2) bestimmen. Aus (7.73) folgt fiir die Zeitabhéngigkeit der Temperatur

1

T(t) = 5 (9.1)

Vom heutigen Neutrinohintergrund nimmt man an, dass er eine Temperatur von ungefahr
Ty ~ 1,95K hat [15], [14]. Das ergibt (in natiirlichen Einheiten) einen Wert von

1
Ty = 1,37-107% =

= —. 9.2
2M\ty (9:2)

Gehen wir von einem Alter des Universums aus, das sich im Bereich von 15 Milliarden
Jahren, also ty = 2,55 - 1052 Planckzeiten befindet, so ergibt sich ein Wert von

A= 1,43 - 107%. (9.3)

Mit Gleichung (7.76) folgt, dass die Teilchendichte am Punkt z = (¢,0,0,0)%
N(t) = / d*pwpy(Ny)(x) ~ 0.97 2T (t)? (9.4)
R3

betrdgt. Das ergibt eine heutige Teilchendichte (wieder in natiirlichen Einheiten) von
N ~ 2,51 - 1077, was etwa

N =~ 56,8cm ™ (9.5)

1"Kosmologische Uberlegungen liefern eine Obergrenze von einigen wenigen zehntel eV fiir die Masse
des Elektronenneutrinos [14].
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entspricht. Dies stimmt mit dem Literaturwert [13] tiberein.

Aus kosmologischen Uberlegungen heraus nimmt man an, dass die Neutrinos eine Sekunde
nach dem Urknall vom Rest der Materie entkoppelten. So wurde die heutige (immer noch
nicht nachweisbare) Hintergrundstrahlung der Temperatur 7' = 1,95K gebildet. [13], [16]
Zum Zeitpunkt des Entkoppelns hatten die Neutrinos eine Temperatur von 1MeV, was
ca. 1,159 - 101K oder auch 8,22 - 10~% Plancktemperaturen entspricht. Mit dem \ aus
Gleichung (9.3) liefert Gleichung (9.1) fiir t = 1s (= (5,39 - 10~**)~! Planckzeiten) eine
Temperatur von ungefihr 2,66 - 10!8K. Dieses Resultat ist deutlich hoher als vermutet
und legt folgenden Gedankengang nahe:

Man geht davon aus [13], dass die Neutrinos zum Zeitpunkt ihrer Entkopplung und danach
lokal im thermodynamischen Gleichgewicht gewesen sind, und der Raum sich gleichméfig
ausgedehnt hat. Nehmen wir also an, dass ab etwa einer Sekunde nach dem Urknall
der Hot Bang ein akkurates Modell fiir die Neutrinos ist. Im Zeitraum bis eine Sekunde
nach dem Urknall jedoch kénnten Dinge geschehen sein, die mit unserem Modell nicht
mehr gut beschrieben werden. Insbesondere kénnte die Expansion des Raumes anders
abgelaufen sein, als es das Modell des Lichtkegels erwarten liele. Nehmen wir also an, dass
heute, zum Zeitpunkt ¢z, t; = 15 Milliarden Jahre nach der Entkopplung der Neutrinos,
eine Temperatur von 7' = 1,95K (=1,37 - 10732 Plancktemperaturen) herrscht, und die
Neutrinos zum Zeitpunkt der Entkopplung ¢t — t; eine Temperatur von 1,159 - 101°K
oder 8,22 - 10~% Plancktemperaturen hatten. Setzen wir diese Parameter in Gleichung
(9.1) ein, so erhalten wir

1
— =1.37-107% 9.6

1
- —8.22-107%. 9.7
Nty —tp) (5.7)

Setzen wir t; = 2,55-10% Planckzeiten ein, so erhalten wir fiir A fast denselben Parameter
wie oben:!'®

A=1,43-10"%. (9.8)
Setzen wir diesen Parameter jedoch wieder in Gleichung (9.7) ein, so erhalten wir
ty —tp = 4,25 107, (9.9)

was 2,29 - 10%s oder 2650 Jahren entspricht. Es ergibt sich also folgendes Bild:

18Das Ergebnis unterscheidet sich erst in der neunten Nachkommastelle.
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Abb.1: Im Zeitraum nach ty verhdlt sich der Neutrinohintergrund so, wie vom Hot-Bang-Modell
vorausgesagt (durchgezogene Linie). Rechnet man zuriick, so sagt das Modell jedoch ein falsches
Alter des Universums voraus (gestrichelte Linie). Da zum Zeitpunkt t; das Universum eine
Sekunde alt war, muss es in der Zeit davor sehr wviel stirker expandiert sein, als das Modell
vermuten ldsst.

Geht man von den heute allgemein akzeptierten Werten aus und setzt das Modell des
sich gleichformig ausdehnenden Universums an, wie es das Hot-Bang-Modell suggeriert,
so muss man annehmen, dass die Neutrinos von der Singularitéit bis zum Zeitpunkt ih-
rer Enkopplung etwa 2500 Jahre gebraucht haben. Kosmologische Modelle sagen jedoch
eine Groflenordnung dieses Zeitraumes von einer Sekunde voraus. Dieses legt nahe, dass
sich das Universum innerhalb dieses Zeitraumes erheblich schneller ausgedehnt hat als
danach, dass es also vor der Neutrinoentkopplung eine Phase der inflationdren Expansion
gegeben haben muss. Geht man also von einer gleichméfligen Expansion aus, so wiirde
das Universum eine Sekunde nach dem Urknall so aussehen, als wire es schon deutlich
dlter. In der Tat geht man heute davon aus, dass im Zeitraum von 107%6s bis 107%s
nach dem Urknall eine solche inflationédre Phase stattfand, in der sich das Universum ex-
trem stark aufbldhte. Diese Phase fiel in den Zeitraum der Symmetriebrechung zwischen
starker und elektroschwacher Wechselwirkung, und resultierte aus einem Phaseniibergang
des Higgsfeldes, bei dem spontan extreme Mengen kinetischer Energie freigesetzt wurden.
Diese verursachten der Vorstellung nach eine starke Expansion innerhalb eines sehr kurzen
Zeitraumes [16].
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10 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das von Buchholz, Ojima und Roos entwickelte Konzept zur Cha-
rakterisierung von lokalen thermodynamischen Gleichgewichtszustédnden [2] auf das Mo-
dell des freien, masselosen Diracfeldes angewandst.

Die Referenzzusténde sind die fiir dieses Modell wohlbekannten KMS-Zustdnde wg und
deren Mischungen, in denen 3 in einer kompakten Menge variiert. Aus der Menge der
thermalen Observablen 7, am Punkt z wurde, analog zum Vorgehen in [2] ein Teilraum
S, C 7, ausgewihlt und die Elemente darin als die balancierten Ableitungen der nor-
malgeordneten Wickquadrate des Feldes identifiziert. Die von den thermalen Observablen
induzierten Makroobservablen wurden berechnet. Analog zum bosonischen Fall in [2] sind
die diese Makroobservablen dicht in der Menge der glatten Losungen der Wellengleichung
auf V. Dies ermdglichte es, mit geeigneten Makroobservablen wichtige thermale Grofien
wie die Phasenraum-Teilchendichte N, oder die Entropiestromdichte S* zu approximie-
ren. Zustédnde mit einer lokalen thermalen Interpretation beziiglich S, mit = € O (kurz:
So-thermale Zustinde) besitzen also definierte Erwartungswerte dieser Gréfien und somit
eine konsistente thermale Interpretation am Punkt x.

In diesem Zusammenhang ist es bemerkenswert, dass, anders als im bosonischen Fall, der
Energie-Impulstensor : 0#: (z) ein Element der thermalen Observabeln am Punkt z ist:
: 0 (z) € S,. Im Falle masseloser Bosonen kann man den Energie-Impulstensor als
eine Summe eines Elementes aus S, und eines ,,Rests“ schreiben, dessen Erwartungswert
in allen Referenzzustéinden verschwindet. Dieses fithrte zu einem Phénomen der ,,missing
energy“, welches jedoch im Falle der masselosen Fermionen nicht auftritt. Der Rest® ist
hier identisch null, was bedeutet, dass die gesamte Energie des Systems thermaler Natur
ist. Die ,missing energy“ scheint ein bosonisches Phdnomen zu sein.

Weiterhin wurden die Auswirkungen, die die mikroskopischen Bewegungsgleichungen (in
diesem Fall die Diracgleichung) auf das raumzeitliche Verhalten der Erwartungswerte in
So-thermalen Zustéinden haben, untersucht. Bemerkenswert ist es hier, dass die Dirac-
gleichung zu mehr Einschrankungen fiihrt als die Klein-Gordon-Gleichung. Wahrend im
Falle der masselosen Bosonen fiir die Erwartungswerte einer zuldssigen Makroobservable
= in einem Sp-thermalen Zustand die Gleichungen

Ow(E)(z) =0
Oyw(0'z)(x) =0
fiir x € O gelten, kommt im Falle der masselosen Fermionen die Bedingung

0, (9,5)(x) = 9, w(9,5)(x)

fir x € O dazu. Fiir die Phasenraumdichte N,(z) = w(N,)(z) ergibt sich folgende Glei-
chung:

Pudy Np(z) = p,0, Ny(2).
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In Kapitel 6.3 wurde demonstriert, dass eine vorgegebene Phasenraumdichtenfunktion
(z,p) — N,(x), die die obige Differentialgleichung erfiillt, auch wieder ein Funktional auf
einer Unteralgebra von F definiert. Es bleibt eine noch ungeklirte Frage, unter welchen
Bedingungen ein solches Funktional positiv ist, also einen Zustand auf F definiert. Weiter-
hin gibt es noch kein Kriterium, um herauszufinden, ob ein solcher Zustand irgendwelche
thermalen Eigenschaften besitzt.

Sucht man nach Sp-thermalen Zustédnden, die einen lokal scharf definierten Temperatur-
vektor G(x) haben, so findet man (wie im Bosefall) als einzige Moglichkeit f(z) = Az + c.
Dieses definiert in der Tat einen Zustand, wy,, der Hot-Bang-Zustand genannt wird. Er
beschreibt den Fluss eines thermodynamischen Systems im Lichkegel V* — ¢, wobei das
Vorzeichen des Lichkegels das Vorzeichen von A ist. Am Rand des Kegels divergieren Tem-
peratur und Energiedichte, sodass wy, die Zukunft einer heifien Explosion bei —c € R*
beschreibt, woraus auch der Name ,,Hot Bang“-Zustand resultiert.

Letztendlich wurde ein Resultat analog zum bosonischen Fall bewiesen: Ein jeder Sp-
thermale Zustand, dessen Thermalitétsgebiet O einen lichtartigen Kegel enthilt, ist entwe-
der ein Referenzzustand (und damit trivialerweise Sga-thermal), oder besitzt ein Therma-
litatsgebiet O, welches seinerseits in einem simplizialen Kegel enthalten ist. Solche nichttri-
vialen Sp-thermale Zusténde zeichnen also eine Zeitrichtung aus, die durch einen solchen
Kegel determiniert wird. Es ist bemerkenswert, dass die Bedingung an die Zusténde, in
einem hinreichend grofien Gebiet lokal im thermodynamischen Gleichgewicht zu sein, zu
Zustanden fiihrt, die eine Zeitrichtung auszeichnen.

In einer kurzen numerischen Analyse wurde das Modell des Hot-Bang-Zustandes auf den
Neutrinohintergrund angewandt. Dabei hat sich gezeigt, dass das Modell Hinweise auf
eine inflationére Phase liefert, die sich irgendwann im Bereich bis eine Sekunde nach dem
Urknall abgespielt haben muss. Dies entspricht dem Bild, das man heutzutage von der
frithen Phase nach dem Urknall hat.

Es wire wiinschenswert, dieses Modell noch zu verfeinern. Der néchste logische Schritt
wére es, eine nicht verschwindende Masse zuzulassen. Damit konnten thermodynamische
Eigenschaften freier Fermionengase modelliert werden, wie sie zum Beispiel benutzt wer-
den, um Atomkerne oder Elektronen in Festkorpern zu beschreiben.

Desweiteren konnte man Fermionen auf gekriimmten Raumzeiten betrachten. Fiir den
allgemeinen Fall wird dies nicht ohne weiteres moglich sein, weil eine beliebige Raum-
zeit keine Symmetrien besitzen muss. Man wiirde sich zunéchst auf die Analyse maximal
symmetrischer Raumzeiten beschrinken miissen, auf denen es wenigstens einen Zeittrans-
lationsautomorphismus und damit den Begriff der KMS-Zusténde gibt. Es wére besonders
interessant, die Form der maximalen Gebiete zu bestimmen, in denen ein Zustand lokal
im Gleichgewicht sein kann.

Aus Zeitgriinden konnte eine interessante Fragestellung die thermalen Observablen betref-
fend nicht mehr beantwortet werden: Die thermalen Observablen \*(x) aus Gleichung
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(4.17) sind symmetrisch beziiglich der ersten m = deg g Indices, weil diese durch (mit-
einander kommutierende) Ableitungen zustande kommen. Dies gilt fiir den letzten Index
a priori nicht, da dieser durch eine Kontraktion mit der Paulimatrix ¢” entsteht. Obwohl
z.B. die thermale Observable A" (x) — A"#(x) nicht verschwinden sein muss, ist die zu-
gehorige thermale Funktion L* — LY* null (Gleichung (4.20)). Die thermale Observable
verschwindet also in allen Referenzzustédnden. Daher konnte man auf die Idee kommen,
diese thermalen Observablen ebenso wie nichtobservable Felder oder , : ¥(x)y(z) : von
der Analyse auszuschlieflen, und sich nur auf die symmetrisierten Observablen \(#)(z) zu
beschrénken. So wiirde man weniger Forderungen an die lokalen thermalen Zustédnde stel-
len. Es ist nicht klar, ob die so gewonnenen S),-thermalen Zustédnde weniger Beschrankun-
gen unterliegen als die Sp-thermalen Zustdnde, die in dieser Arbeit untersucht worden
sind. Die A#)(z) reichen aus, um alle zuldssigen Makroobservablen zu approximieren.
Trotzdem konnte es sein, dass sie gewissen Differentialgleichungen nicht mehr geniigen
miissen und somit weniger Bedingungen an das raumzeitliche Verhalten von S/,-thermalen
Zusténden stellen.
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A Anhang: Konventionen

A.1 Der Minkowskiraum

Die in dieser Arbeit untersuchten Quantenfelder leben auf dem Minkowskiraum, d.h. dem
R* mit der Paarung (,, Minkowskiprodukt*)

bO

bl

0

1
(a,b) = a’® — a'dt — a®b? — b3, a = s |, b= e R (A.1)
3

b2
b3

Fiir die Indices der Vektoren aus dem Minkowskiraum benutzen wir griechische Buchsta-
ben u, v, T, p, wenn sie von 0 bis 3 reichen sollen, und lateinische Buchstaben ¢, j, k, [,
wenn nur die rdumlichen Komponenten 1 bis 3 gemeint sein sollen. Die Komponenten
eines Vektors a lauten also a*. Indices an einem Vektor (oder Tensor) kann man nach
oben oder nach unten ziehen mithilfe des Minkowskiproduktes (A.1). Definieren wir die
Metrik n als 7, = diag(l,—1,—1,—1), so sind die a, = Zi:o nwa” die Komponenten
des zu a dualen Vektors b — (a,b). Tauchen zwei gleiche Indices in einer Formel auf, so
wird implizit die Summation {iber diese Indices angenommen, wenn einer der beiden oben
und der andere unten steht. Man kann also schreiben:

(a,b) = nuad't" =a,b”. (A.2)

Die Fouriertransformierte einer Funktion f auf dem Minkowskiraum definieren wir als

1 G fp) — P £ (g
F0) = s [ 0 €@ = s [ v e sa), (A3)

Die Fourierriicktransformation ergibt sich dann zu:

x) = L z e o) f
@) = Gz [ do e fw) (A4)

Wenn die Funktion f mehrere Komponenten hat, dann ist die Fouriertransformation von
f komponentenweise zu verstehen, und f hat dann ebensoviele Komponenten wie f.

A.2 Lorentzgruppe und Poincarégruppe

Unter einer Lorentztransformation A verstehen wir eine lineare Abbildung des Minkow-
skiraumes in sich selbst, die die Paarung (A.1) invariant lasst:

(Aa, Ab) = (a,b) fiir alle a,b € R*. (A.5)
Wir bezeichnen die Komponenten der Matrix A mit A*, und schreiben:

(Aa)t = A+ a”. (A.6)
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Alle diese Lorentztransformationen bilden eine Gruppe, die man mit £ bezeichnet und
Lorentzgruppe nennt. Sie besitzt vier Zusammenhangskomponenten. Die Zusammenhangs-
komponente der Identitét bezeichnet man als eigentliche, orthochrone Lorentzgruppe El.
Sie enthilt alle Lorentztransformationen A mit det A =1 und A% > 1.

Man bezeichnet alle affinen Transformationen, die die Paarung (A.1) invariant lassen, als
Poincarétransformationen und schreibt sie als Paare (A,a) mit A € £ und a € R%. Ein
solches Paar wirkt auf ein Element aus dem Minkowskiraum b durch

(A, a)b = Ab + a. (A7)

Die Poincarétransformationen bilden ebenfalls eine Gruppe, die man als P bezeichnet und
Poincarégruppe nennt. Das Verkniipfungsgesetz lautet, wie man an (A.7) sieht:

(Ala al)(Ag, ag) = (AlAQ, Agal + (12). (AS)

Das zu (A, a) inverse Element lautet (A~!, —A~'a). Auch diese Gruppe hat vier Zusam-
menhangskomponenten. Die Zusammenhangskomponente der Identitét der Poincarégruppe
nennt man die eigentliche, orthochrone Poincarégruppe, und bezeichnet sie als 731.

A.3 Spingruppe

Man benétigt zur Beschreibung des Transformationsverhaltens von Fermionen nicht die
Poincarégruppe, sondern deren Uberlagerung. [17] Die Lorentzgruppe besitzt eine zweifa-
che Uberlagerung, die man als Spingruppe oder auch S pin(1, 3) bezeichnet. Das heift, es
gibt einen Gruppenhomomorphismus

¢ :Spin(1,3) — L, (A.9)

sodass fiir jedes A € £ die Menge ¢1{A} = (S, —S) aus zwei Elementen aus Spin(1,3)
mit entgegengesetztem Vorzeichen besteht.

Auch Spin(1, 3) ist nicht zusammenhéngend: Man bezeichnet die Zusammenhangskompo-
nente der Identitat mit Sping(1,3). Die Gruppe Sping(1, 3) ist die zweifache Uberlagerung
von EL. Die Abbildung ¢ ldsst sich zu einem Gruppenhomomorphismus von Sping(1,3)
nach £} einschrinken, sodass wieder €'{A} = (S, —S) mit A € £} und S € Spiny(1,3)
gilt. Analog zum Schritt von El zu Pl konnen wir nun die zweifache Uberlagerung von
P! definieren, die wir mit P! bezeichnen und deren Elemente aus Paaren (S,a) mit
S € Sping(1,3) und a € R* bezeichnen, und die mit dem Verkniipfungsgesetz

(51, a1)(S2, az) = (5152, £(S1)az + ay) (A.10)
und dem Inversen
(S,a)™" = (571, =¢(5)a). (A.11)

ausgestattet ist.
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A.4 Spinoren

Im vorangegeangenen Kapitel haben wir die Spingruppe Sping(1,3) definiert. Man kann
zeigen'?| dass Sping(1,3) und die Matrixgruppe SL(2,C) homomorph zueinander sind.
Der Homomorphismus sei mit

p: Sping(1,3) — SL(2,C) (A.12)

bezeichnet. Die Uberlagerungsabbildung von SL(2,C) nach £1 kann man wie folgt dar-
stellen:

Definieren wir fiir jeden Vierervektor a € R* die folgenden Matrizen:

2

L[ ad+ad at—ia d e a®—a®  —a'+ia? A
ay = 1, ;.2 0 3 un a" = 1 52 0 3 , (A13)
a +a a —a —a —1a a’ +a

dann kann man zeigen, dass es zu jedem A € SL(2,C) eine orthochrone, eigentliche
Lorentztransformation A gibt, sodass

Aay AT = (Aa)y und (A™HTaMA™ = (Aa)M (A.14)

gilt. Man sieht sofort, dass A und —A dasselbe A liefern. In der Tat gilt, dass die so
gewonnene Abbildung A ~— A nichts anderes als £ o p~! ist. Die beiden Abbildungen

Sping(1,3) 3 S +2 A € GL(C? (A.15)
Sping(1,3) 3 S+ Ar— (A7H)T € GL(C% (A.16)

die beiden einzigen?® irreduziblen Darstellungen von Sping(1,3). Die Teilchen, die sich
nach der ersten Darstellung transformieren, nennt man ungepunktete, jene, die sich nach
der zweiten Darstellung transformieren, gepunktete Spinoren. Dieses hat folgende Ursache:

Obwohl beide Darstellungsriume der Darstellungen (A.15) und (A.16) C? sind, bezeichnet
man die Komponenten der Vektoren des ersten mit v, r = 1,2 und die des zweiten mit
Vi, 7 = 1,2. Der Punkt iiber den Komponenten des zweiten Satzes soll daran erinnern,
dass sich die Teilchen dieser Darstellung anders transformieren als die des ersten. Analog
zu den Indices der Minkowskivektoren kann man auch die der Spinoren nach oben und
nach unten ziehen, und zwar mittels der ,Metrik® e sowie deren Inversen e~!. Auf den
,gepunkteten® und , ungepunkteten “ C? ist € in Koordinaten durch

€rs — €Epg = ( _01 (1) ) . (A].?)
9Siehe z.B.: [17]

20Genauer: Es gibt bis auf Aquivalenz genau zwei irreduzible Darstellungen von Sping(1,3). Die Dar-
stellungen (A.15) und (A.16) sind irreduzibel und nicht fiquivalent.
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gegeben. Aufgrund der Antisymmetrie von € ist es wichtig, {iber welchen der Indices von
e summiert. Wir wéhlen den zweiten:

Y= €71 Ur = €r59° (A18)

Die Komponenten der Matrizen A bzw. (A~!)' sind gegeben durch A, und A;%. Die
Komponenten von aj; und a™ werden mit a,; und a™® bezeichnet. Fiir die Spinorindices
gelten die folgenden Regeln:

e Transponieren vertauscht die Indices einer Matrix:
ATy = (AT),. (A.19)
e Komplex konjugieren wechselt gepunktete und nicht gepunktete Indices:
qug = A_rs, CL_ST = Qgyp. (AQO)

e Weil fiir jede invertierbare 2 x 2-Matrix M die Gleichung eMe ! = det M (M—1)T
gilt, bedeutet dies:

AT = ((AH1),. (A.21)
In der Tat ist wegen det ay; = det a™ = (a, a)
aya™ = (a,a) (A.22)
und damit, wenn (a,a) # 0,
(aa) ™ = (a,a)a™, (A.23)

was mit (A.19) und (A.21) die Indexwahl a,; und a"* rechfertigt.

A.5 Paulimatrizen

In dieser Arbeit wird hiufig von den Paulimatrizen Gebrauch gemacht. Sie sind durch

10 0 1 0 —i 1 0
UO:(O 1)’ “1:(1 0)’ “2:(2' 0)’ "3:(0 —1) (A.24)

definiert. Kiirzen wir diesen Satz Matrizen mit o, ab, so erkennt man leicht, dass mit
(A.13) die Identitét

ay = a'oy, (A.25)
gilt. Aus diesem Grund bezeichnen wir die Komponenten der Paulimatrizen mit o, ;. Es
gilt

0, = +0, s, (A.26)

wobei das Pluszeichen fiir © = 0 und das Minuszeichen fiir p = 1,2, 3 gilt. Es gelten die
wichtigen Identitéten:

au,rs-a,jér = 20, (A.27)
N o, 050, = 20L6%. (A.28)
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B Anhang: KMS-Zustinde

B.1 Grundlegendes

In diesem Kapitel gehen wir genauer auf die Analyse der KMS-Zusténde ein (Siehe hier-
zu auch [3] und [5]). Die allgemein gebréuchliche Definition fiir KMS-Zustande zeichnet
eine Zeitentwicklung aus, sie ist also nicht Lorentz-kovariant. In [8] wird erstmalst eine
relativistische Version der Definition eines KMS-Zustandes beschrieben, die den nichtre-
lativistischen Fall als Spezialfall enthélt. Die relativistische Definition ist also stéarker. Im
Falle der masselosen, freien Fermionen fallen jedoch beide Definitionen zusammen.

Definition B.1 Sei § € V*t. Ein Zustand wg uber einer C*-Algebra F heifit KMS-
Zustand zur Temperatur 3, wenn gilt: Fiir alle A, B € F gibt es eine Funktion

HA32R4Xi<V+m(ﬁ—V ))—>C
fur die gilt:
(1) Hap ist stetig, beschrdnkt und analytisch im Inneren ihres Definitionsbereiches.
(ii)
Hap(a+10) = wg(A(a,B))
Hap(a+1iB) = ws((a,B)A) fiir alle a € R*

Den Definitionsbereich von Hapg, als Teilmenge von C*, nennt man auch eine Réhre mit

Basis (V' N (8=V")).

Im Temperaturvektor 3 sind die inverse Temperatur |3| = (5, ﬁ)% = (kgT)~! und das Ru-
hesystem, gegeben durch einen Einheitsvektor e € R, durch 3 = |3|e zusammengefasst.
Der Zustand wg beschreibt ein thermodynamisches System, welches sich an jedem Punkt
des Minkowskiraumes im thermodynamischen Gleichgewicht zur inversen Temperatur ||
im Ruhesystem e befindet.

Im Folgenden wird gezeigt, dass es im Falle masseloser Fermionen zu jedem gegebenen
B € V7T genau einen KMS-Zustand gibt. Weiterhin sind die Abbildungen f — wg(A)
schwach integrierbar fiir jedes A € F. Wir werden eine explizite Formel fiir die Zusténde
wg angeben konnen.

B.2 Die fouriertransformierte KMS-Bedingung

Wir leiten nun eine Art Fouriertransformation der KMS - Bedingung her, die in unseren
spéteren Rechnungen gebraucht wird.
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Dazu definieren wir fiir alle A, B € F die folgenden Funktionen:

Fap,Gap :R* — C (B.1)
FAB iu.w(B(OéaA)) = HAB(Cl+iO) <B2)
GAB = wg((OéaA>B) = HAB<CL + Zﬁ) (B?))

Diese Funktionen sind, da beschriankt und stetig, auf kanonische Art und Weise temperier-
te Distributionen. Deren Fouriertransformierten existieren und sind ebenfalls temperierte
Distributionen. Wir bezeichnen sie als Flug und G 5.

Um uns die Arbeit zu vereinfachen, beschranken wir unsere Rechnungen im Folgenden
auf die eindimensionale komplexe (Zeit-)Ebene. Definieren wir die Funktionen

hap :C DR x i[0,|8]] — C
hap(t+iu) = Hap(e(t +iu))  mit e = %
sowie

fag,gap : R — C
fap(t) = hap(t +i0)
9an(t) = hap(t +ilA]).

Dann ist die Funktion hap stetig, beschriankt und im Inneren ihres Definitionsbereiches
analytisch. fap und gap sind beschriankt und stetig und damit temperierte Distributio-
nen. Es gilt fap(t) = Fag(et) und gap(t) = Gag(et). Fir die Funktionen und die durch
sie induzierten temperierten Distributionen benutzen wir im Folgenden dieselben Symbole.

Sei nun ¢ € Z(R,C) eine glatte Funktion mit kompaktem Tréger, sowie [ = 1. Defi-
nieren wir die Funktionenfolge

Un(t) =mnyp(nt)  neN,

dann konvergiert die Folge in der Topologie von Z'(R, C) gegen dy. Weiterhin ist fiir jedes
neN

(Fas #0)(0) = / dy fan(t — y)ba(y)

eine glatte und beschrénkte Funktion. Die so definierte Folge liegt in £(R, C) und konver-
giert gegen fap in der Topologie von Z'(R, C). Definieren wir nun

Fip(t) = (fap * ) (t) e 3 (B.A)

und

G (t) = (gap * a)(t) e 3 () (B.5)
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so erhalten wir zwei Funktionenfolgen, die ganz in . (R, C) verlaufen und in der Topologie
von 2'(R,C) gegen fap und gap konvergieren?!.

Lemma B.1 Seien die Funktionenfolgen fliy und g% 5 wie in (B.4) und (B.5) definiert.
Zu jedem Folgenglied existiert also die Fouriertransformierte als Element in (R, C). Es
gilt:

fAB( ) = ~ZXB<E |ﬁ|) ol )

oder dquivalent dazu:

Fio(0) = T+ 1) st

Beweis: Die Funktion hp ist im Inneren ihres Definitionsbereiches analytisch. Da jedes
¥, kompakten Tréger hat, ist fiir jedes € € R die Funktion

1( t+iu)?
Wig : (tu) — </ dy hap((t —y) + iu) 1/%(9)) e 2(55) (B.6)
R
auf R x i[O, I H C C analytisch. Weiterhin haben wir:

fig(t) = Wig(t+i0) (B.7)

1 2il8]t—18|2

gap(t) = hip(t+ilfB))ez == . (B.8)

Wihlen wir nun den folgenden Integrationsweg:
iR

78 il6|

Va4 2

21 Beweise fiir diese Aussage finden sich in [9].
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so folgt aus der Funktionentheorie, dass fiir alle € € R

1 / 4
— np(2)e*dz =0 (B.9)
Vv 2m Y1+v2+73+74 AP

ist, da der Integrand z — h" z(2)e"** holomorph ist. Man bemerke, dass die Wege 7; von
dem Parameter M abhéngen.

Hilfslemma B.1 Sei M € R und

18]
E(M) = z/ du by g(M + iu). (B.10)
0
Dann gilt:

Beweis: Die Dreiecksungleichung liefert:

18]
€M) < / du

< |ﬂ| H e_§<%> e%(%) elﬁ\

1

/ dy hAB((M —y)+ ZU) Un(y) e_i(M:m)Q ete(M+iu)
R

Hierbei ist H das Maximum von H 4z (welches nach Voraussetzung beschrankt ist) und ¥
das Volumen von supp ¢. Geht | M| gegen unendlich, dann geht |£(M)| gegen null, woraus
die Behauptung folgt.

Da f)}5 eine Schwartzfuntktion ist, existiert die Fouriertransformierte und ist gleich

frs(e J_/dthB Zta—\/_/dth (t +i0)e’e

= lim —/ np(2)e” dz.
M—oo /27 1 (M) AB

Es gilt aber nun nach Gleichung (B.9), dass

1 : 1 .
= [ ez = —= [ Mg s+ 0n) (=)
73 7

mit (M) definiert wie in (B.10). Damit existiert auch

— lim o 2)e'* dz = f,(e).
o [ Hiate 15(6)
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und ergibt
7 » 1 o
n o(e) = — lim n 6% Ay = —— / dt h™ . (t +i eze(t+z|ﬁ|)
fAB( ) Moo \/— o ( ) \/% ® AB( |5|)
1 —2i|8]t-+1812 ,
— dt n t T a|B|€zat
\/%/R gAB( )

= lin (e — 10) e

was zu beweisen war.

Korollar B.1 Seien wg ein KMS - Zustand zur Temperatur 3 tber F und A, B € F.
Dann qilt fiir die Fouriertransformierten von fap und gap die sogenannte fouriertrans-
formierte KMS - Bedingung:

fap = el Gap. (B.11)
Beweis: Die Folgen fXB und ¢ 5 konvergieren in der Topologie von Z’'(R, C) gegen fan
und gap. Wenn man f% 5 und g’ 5 mit einer Funktion ¢ € Z(R, C) faltet, Gleichung (B.6)
anwendet, und danach den Grenziibergang n — oo ausfiihrt, folgt die Behauptung.

B.3 Eichinvarianz und Quasifreiheit

In der Analyse der KMS-Zusténde beschréanken wir uns auf Zustiande, die zusétzlich zur
KMS-Bedingung noch die Eichinvarianz erfiillen. Die Feldalgebra des freien, masselo-
sen Diracfeldes hat die Liegruppe U(1) als Eichgruppe. Wir suchen nach solchen KMS-
Zustédnden, die

ws (o, A) = wg(A) fir alle A € F (B.12)

erfiillen. Die Eichinvarianz ist eine natiirliche Forderung, die man an die KMS-Zusténde
stellen kann, da wg(A) den Erwartungswert fiir eine Observable A € A C F darstellt.
Umeichungen sind eine Operation #dhnlich einer Koordinatentransformation, deswegen
geht man davon aus, dass Messergebnisse nicht von einer speziellen Eichung, also der
Wahl eines speziellen Koordinatesystems abhéngen. Fordert man Fichinvarianz, so folgt

aus azy(f) = —¢(f) und der entsprechenden Gleichung fiir Y(f), dass
wg(Ar---A,) =0 fiir A; = (f;) oder 1(f;) und n ungerade. (B.13)

Ist das Argument in wy ein Produkt aus einer ungeraden Anzahl von ¢ und ), verschwin-
det das Ergebnis. Bleibt zu zeigen, was wg (A; ---A,,) liefert, wenn n gerade ist. Wir
werden sehen, dass sich die Werte von wg (A4; ---A,) fiir beliebige gerade n berechnen
lassen, wenn man die fiir n = 2 kennt.
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Hilfslemma B.2 Seien A,,..., A, € h C F, mit n gerade und wg ein KMS - Zustand
tber F. Dann gilt:

w(Ar - An) = 3 (1) wp(ArA) wa(As - Ay Ay) (B.14)

=2
wobet 1/4\z dafiir steht, dass der Faktor A; im Produkt nicht vorkommen soll.

Beweis: Durch sukzessives aneinander Vorbeitauschen errechnet sich

(A, Ao Ay =Y ()AL, A Ay A A, (B.15)
=2

Ersetzen wir nun A; durch a,A; und wenden die KMS - Bedingung an. Es seien im Folgen-
den fiir A, B € F die Funktionen Fup(a) = wg(B (a.(A4)) und Gap(a) = ws((a.(A) B)
definiert. Dann gilt, wenn wir ws auf Gleichung (B.15) anwenden:

n

—~

F(Al)(AgmAn)(a) + G(Al)(AzmAn)(a) = Z(_i)n(FAlAi(a) —+ GAlAi(a))wﬂ(Ag A An)

=2

Setzen wir nun a = et mit e = % und ¢ > 0 und wenden die fouriertransformierte

KMS-Bedingung (Korollar B.1) an, so erhalten wir:

n
—

Feanaa-an(L+e7PY =3 (=) (Ga,a, (1 + e ))ws(Ay - A; - Ay)

=2

als Gleichung zwischen temperierten Distributionen. Teilen wir durch (¢ +— 14 e71%1*) was
moglich ist, da die Funktion keine Nullstellen hat, so erhalten wir nach der Zuriicktrans-
formation mit ¢t =0

n

wa(Ar- - Ap) =D (=1)" wp(A1A;) wy(Az -~ Ay -+ Ay),

=2

was zu beweisen war.

Lemma B.2 Scien Aq,..., A, € h C F, mit geradem n. Dann gilt

wo(Ar-An) = Y (=) ws( A An) -~ w05 (Ar(n-1) An(m) (B.16)

TeEPZ
Hierbei sei P2 die Menge aller Permutationen m in n Variablen, fir die gilt:

m(2k — 1) < 7(2k) kE=1,...,n
T2k —1) <7w(2k + 1) E=1,...,n—1
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und (—1)™ das Signum der Permutation w. Als Beispiel: Fir n = 4 sieht die obige Be-
hauptung wie folgt aus:

wa (A1A2A3A4) = wg (AlAg)u)g (A3A4)
— W (AlAg)u)g (A2A4)
+ wa (A1A4)Wﬁ (A2A3)

Insbesondere ist m(1) =1 fir m € PZ. Einen Zustand mit der Eigenschaft (B.16) nennen
wir quasifrei

Beweis: Durch Induktion. Da P2 = {id}, ist das Lemma wahr fiir n = 2. Sei das Lemma
wahr fiir ein bestimmtes (gerades) n € N. Dann gilt mit Hilfslemma B.2:

n

wa(Ar-An) =Y (—1)" wa(A1A;) ws(Az- - Ay Ay)
=2
=D (D) wa(A ) > (=)™ ws(An@) Angz)) - Ai - w5 (Ar(1) Anm)
i=2 rePUY)

= > (=17 wp(Ar)An) - - w0 (Ar(n-1)An(n)

TeP?

womit die Behauptung auch fiir n gilt. Damit gilt sie aber fiir alle geraden n, was zu
beweisen war.

B.4 Eindeutigkeit des KMS-Zustandes

Aus Eichinvarianz und Quasifreiheit des KMS-Zustandes wird deutlich, dass, wenn es
einen KMS-Zustand gibt, er vollstédndig durch wg(A;A,), fir alle Ay, Ay € h C F deter-
miniert ist. Wir werden nun zeigen, dass in unserer Feldalgebra alle wg(A;As) allein aus
der fouriertransformierten KMS-Bedingung folgen. Gibt es also einen KMS-Zustand zu
einem Temperaturvektor 3, so ist er eindeutig.

Lemma B.3 Sei § € V' und wg ein dazugehoriger KMS-Zustand tber der Feldalgebra
F und f,g € 2(R* C?). Dann gilt:

wa () ¥(9)) = wa(B(f) Blg)) =0 (B.17)

on [ o o(57) o) TLLUICD) (B.13

w3 (6(f) 99)

Insbesondere ist der zu einer gegebenen Temperatur (3 gehérende KMS-Zustand durch
Fichinvarianz und Quasifreiheit eindeutig.



B ANHANG: KMS-ZUSTANDE 38

Beweis: Zuerst beweisen wir die Gleichung (B.18). Der Zustand wpg ist ein KMS - Zustand.
Damit gibt es zu A = ¢(f) und B = 1(g) die Funktionen H,p, Fap und G p wie in
(B.1)-(B.3), die wir analog regularisieren, das heifit, %5 , g%z € (R, C) seien genauso
definiert wie in Gleichungen (B.4) und (B.5).?? Dann gilt:

fap(t) + gan(t) = Fap(et) + Gaplet) = ws (V(g)ae(¥(f))) + ws(aa(¥(f))¥(9))

=2 | dpo(p*) e(po) S (p) pas §(=p) 7.
Wir verwenden die folgenden Abkiirzungen:

OV ={peR"|(p,p) =0}
/W du(p) = /R4 dp~5(p )
X(p) = e(po) f7(p) prr G(—p),

um die Rechnungen iibersichtlicher zu gestalten. Nun verschmieren wir die obigen Funk-
tionen und erhalten mit den Gleichungen (B.4) und (B.5):

Fi(t) + ghp(t) = 2me 3 ()’ / dy / ) dp(p)x(p)e “92) g ().

Fouriertransformieren liefert:

F / : . 2.
fip(€) + gap(e) /dt/dy/ du(p e~ w(ep) U (y) pitlen) o=3(L)" gite]
oV

Da der Betrag des Integranten auf der rechten Seite integrierbar ist, konnen wir nach dem
Satz von Fubini die Integrationsreihenfolge vertauschen, und die Integration iiber ¢t zuerst
ausfithren. Nun ist aber

/dt 6*%(%>2+it((e,p)+€) — 27 n e—%((e,p)-‘rs)z’
R

wie man durch quadratische Ergénzung errechnet. Weiterhin ist die Funktion

1
V2T

By, €) = —==e 3 Py (y)

eine Schwartzfunktion mit

/ o(y.€) dyde = 1,
R2

22Fs ist ein ungliicklicher Umstand, dass in den Formeln die dhnlich aussehenden Funktionen f und g,
sowie flip und g’ p vorkommen, obwohl sie nichts miteinander zu tun haben.
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und damit geht die Funktionenfolge ¢,,(y, €) = n*¢(ny, ne) in der Topologie von 2'(R?, C)
gegen (o, (ep))- Genau diese Funktionenfolge haben wir in unserem Integral:

fipe) + diple) = g/Oly/avclu p) e (y. e)]. (B.19)

Nun gilt nach Lemma B.1:

18]

in() = Fip (e + 10) oi+42) (B.20)

und weiterhin, weil 45 € (R, C), also differenzierbar ist:

16|

Fia (= +15) = Finte) + K0 +

T.(¢) (B.21)
mit

lim n? T,(¢) = 0. (B.22)

n—oo

Man sieht sofort, dass fiir jedes feste n die Funktionen k& und 7" Schwartzfunktionen von
e sind. Setzen wir die Gleichungen (B.20) und (B.21) in (B.19) ein, so erhalten wir:

Fisle) + (k(a)'n%' v Tn<e>) 1

]_ —I— 6‘5|( 27L )
ety(ep)
g/dy/ du(p (blgly’ ) (B.23)
ov 1+ elﬂ‘(€+ )
Betrachten wir
1
gn(€) = ———+

dann sieht man, dass 0 < j,, < 1 und die j, gleichmiBig gegen & — (1 + ¢/#¥)~! konver-
gieren. Nun seien [,, und 5,, die Fourierriicktransformierten von j,k und 7,7,. Dann gilt
wegen der gleichméfigen Konvergenz, dass [,, gleichméfig gegen eine Schwartzfunktion [
konvergiert und lim,, ., n?S,(t) = 0 fiir alle ¢t € R ist. Mit diesem Wissen wenden wir die
Fourierriicktransformation auf Gleichung (B.23) an und fithren den Grenzwert n — oo
aus. Damit geht die linke Seite von Gleichung (B.23) gegen fap(t). Den Grenzwert auf
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der linken Seite betrachten wir etwas genauer:

fap(t) = lim 27r/d5/dy/ du(p gb,T(ly, )e’“E (B.24)
n— av 1+ @‘5‘(5+m)
ety(e) ,

= lim 27T/d€/dy/ du(p O (y,&?)e,m (B.25)
n—00 oV 1 + €|’8|€

o X(p) it(e,p)

=27 /av du(p)me (B26)

T
o 2 7 (p) par G(—p) i(et,p)
= 27T/dp5(p )e(po) re@n © . (B.27)

Die Umformung von der zweiten auf die dritte Zeile ist aus folgendem Grund erlaubt:
Gegeben sei eine Funktionenfolge j, stetiger Funktionen auf R, die gleichméBig gegen
eine Funktion j konvergieren. Weiterhin existiere eine Folge v, die in der Topologie von
7' (R) gegen §; mit t € R konvergiert. Dann gilt

lim [ dt' j.()va(t) = j(t). (B.28)

In der Tat gilt dies auch fiir héhere Dimensionen, und weil die Funktionenfolge

. - X(p)@ y(erp) —ite
Jn(y,e) = 27r/av du(p )me (B.29)

stetig ist und gleichméflig gegen die Funktion

iy(e.p)
e = 2 [ aup) P (B30
konvergiert, ist die Umformung erlaubt gewesen.
Damit sind wir fertig, denn es gilt:
fa5(0) = h(0) = ws ((9) V(). (B.31)
Daraus folgt:
st 019) =25 [ dpop?) ety T DI (B.32)

Mit den Antikommutatorrelationen erhialt man daraus

on (000) 000)) =2x [ dpa3?) ety BT (B.33)
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was die Behauptung (B.18) ist. Um die Gleichungen (B.17) zu zeigen, wéahlen wir A = 9 (f)
und B = 9(g) und erhalten

Fan(t) = ws((9) (aavr()))) (B.34)
9an(t) = ws ((0t())) ¥(9))- (B.35)

Fiir diese gilt nach der fouriertransformierten KMS - Bedingung ebenfalls
fap=e" gap. (B.36)

Nun gilt fap(t) + gap(t) = 0 fiir alle t € R aufgrund der Antivertauschungsrelationen.
Damit gilt aber auch

0= fap+ Jas
= JaB e 1Pl ¢ JAB
= Gap (147171,

Nun ist das Multiplizieren mit der Funktion ¢ + (1 + ¢”1#*) ein Automorphismus auf
7' (R, C), weil die Funktion keine Nullstellen hat. Damit gilt

gAB = Oa

und daraus folgt
gAB(t):O VteR.

Also gilt ws (¥(f) ¥(g)) = 0. Auf die gleiche Art und Weise zeigt man, dass wg(¥(€) ¥(¢)) =
0. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Man hétte die Gleichungen (B.17) auch allein aus der Eichinvarianz erhalten kénnen.
Der explizite Beweis soll zeigen, dass die Gleichungen jedoch auch im Falle von nicht
eichinvarianten KMS-Zustéinden gelten.?

Korollar B.2 Sei wg ein KMS-Zustand diber F und f;,g; € (R, C?) firi=1,...,n.
Dann gilt

n
©J=

Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma B.2, der Gleichung ws(¢(f)¥(g)) = ws((f)v(g)) =
0 fiir alle f,g € 2(R*,C) und der Leibnitzformel fiir die Determinante.

23Tn dieser Arbeit beschrinken wir uns auf eichinvariante KMS-Zustéinde. Nicht eichinvariant wiren
KMS-Zusténde zum Beispiel in Modellen, die Phaseniibergéinge beschreiben.
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B.5 Existenz des KMS-Zustandes

Aus Korollar B.2 folgt: Wenn es zu 8 € V7 einen KMS - Zustand gibt, dann ist dieser ein-
deutig. Denn durch die Relationen aus Lemma (B.3), der Eichinvarianz, der Quasifreiheit
und der Linearitét liegt w auf ganz F fest. Nun miissen wir zeigen, dass es iiberhaupt einen
KMS - Zustand iiber F gibt. Auf dem im Einteilchenraum b dicht liegenden Teilraum X,
der von den v (f) und ¥ (f) mit f € Z(R* C?) aufgespannt wird, definiert

w(w() ¥l9)) = (90 @lg)) =0 (B.38)
o(00)0)) =20 [ dp o) <ty TDPUICD (B.39)

ein eichinvariantes Funktional w. Nun miissen wir priifen, ob dieses Funktional positiv ist,

also ob w (Y (f)Y(f)) und w(¢(f)¥(f)) beide positiv fiir alle f € Z(R*, C?) sind.

Lemma B.4 Sei 8 € V', und w das durch (B.38) und (B.39) definierte eichinvariante
und quasifreie lineare Funktional auf X. Dann ist w(A*A) > 0 fir alle A € X. Wei-
terhin kann man w eindeutig zu einem quasifreien, eichinvarianten Zustand auf ganz F
fortsetzen.

Beweis: Sei A = (f)+1(g) fiir f,g € 2(R*,C?). Dann gilt mit (B.38) und (B.39), dass

w(A*A) = w((Hv(f)) + w(®(9)¥(9)) (B.40)
— or [ v i) <) i ilp;”(f ) (B.41)
+ 27 /R4 dp §(p?) e(po) gT(]f)flg(i())_ml (B.42)
Es gilt
2 /W dp 6(p°) e(po) i gipeM(f() P)

_ 27T/ dp [T hy (1) 27T/ d’p f*('p)'pu F(='p) (B.43)

rs 2[p] 1+ e (B2 rs 2|P] 1+ e=(B'p) '
mit p’ = (|p], p) und 'p = (—[p], p). Substitution von p — —p"im zweiten Integral liefert
mit f(=p) = f(p):

3 &p F' ) v F(P) Bp FT(=p) phy F(=p)
(B.43) = 2w /R3 05 1t ) + 27 /IR3 207 T o) . (B.44)

Nun ist aber die Matrix

/ 1Pl + p* pl—iﬁ)
= B.45
Pm ( Pl 4 p? 7] — P ( )
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positiv semidefinit, denn die Spur ist positiv und die Determinante null. Damit ist die
Funktion

. 1 () phy F(P)

> B.4
0 dreen (B.46)

nicht negativ und darum ist (B.43) > 0. Genauso ergibt sich

~T =
2 g (p) pr g(—p)
o [ dp ) clon) TRPEELL > o, (BAT)

und damit ist w(A*A) > 0 fiir alle A € X. Aus Korollar C.1 folgt, dass w eindeutig zu
einem Zustand auf ganz F fortgesetzt werden kann.

Um die Frage zu klédren, ob der so definierte Zustand w ein KMS-Zustand ist, brauchen
wir das folgende Hilfslemma.

Hilfslemma B.3 Sei p € R* mit (p,p) = 0. Sei dariiberhinaus 3 € V' und b €
R +i(V N (B=V")). Dann gilt:

1
e:p) 4+ e(b—5.p) <1

Beweis: Es gibt zwei Moglichkeiten:
(1) po > 0: Dann haben wir wegen b € V" dass:

(b,p) >0 = ") >1

1
e(b.p) —+ e(b—8.p) <1

= e(bvp) + e(b_ﬁ7p) Z 1

(ii) po < 0: Dann wiederum gilt wegen b — 3 € V' dass:

(b—B,p) >0 = bt >

1
(b,p) (b—8.p)
=e +e >1 = SO 5 o5 <1

und somit folgt die Behauptung.
Korollar B.3 Seien f,g € 2(R* C?) und 8 € V*. Sei
RV iV N(B-V) —C

h(Z) =~ 9 /R4 dp 5(p2) 8(]70) fT(p> Pm g(_p) Gi(z’p)

1+ e—(Bp)

mit (z,p) = (a,p) +i(b,p) wenn z = a+ib a, b € R*. Dann ist die Funktion h auf ihrem
Definitionsbereich beschrinkt und holomorph. Auflerdem ist sie stetig auf den Rand ihres
Definitionsbereiches fortsetzbar (wir bezeichnen die Fortsetzung ebenfalls mit h).
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Beweis: Fiir a € R* und b € (V+ NG — V+)) gilt, wegen:

fT<p) Pm g(_p> ez’(z,p) —

fT( )pM g( ) ei(a,p)
1+ e=(Bp)

|5( 0) D) 1 o(—B.0)

e(po)

< /") para(-p)|.

fiir (p,p) = 0 als Konsequenz aus Korollar B.3. Dies ist aber eine iiber den Lichtkegel
integrierbare Funktion, und damit existiert das Integral. Weiterhin ist der Integrand stetig
und wird durch

pl—)

P J0) 3(=)| (B.43)

majorisiert, also ist auch das Integral stetig in z, und fiir a € R* und b € (V+ N(B— V+))
gilt:

mm+wn3%/“ww>

ov

prs 1(0) 3(-p)|. (B.49)
womit Beschrianktheit gezeigt wére. Bleibt die Holomorphie zu zeigen.

Sei 7 ein in der Rohre R* x ¢ (VN (3—VT)) C C* verlaufender, geschlossener, stiickweise
C'-Weg. Dann gilt:

/ h(z) dz = 27 /0 dt #(t) ( /a ) du(p) =(po) ng i peM(g()p> emm,p))

Nun ist aber der Integrand beschriankt, und somit diirfen wir nach dem Satz von Fubini
die Integrationsreihenfolge vertauschen:

/h(z) dz =27 /av du(p) (/0 dt 4(2) &(po) fTi —)i_peM(Z(p) p) ei('y(t),P))

fT() M ( ) i(z,p
:27?/6Vdu(p) (/des(po) 1—|—pe (%p)p e(’)>

=0,

denn der Integrand ist analytisch und die Réhre kontrahierbar, also verschwindet jedes
Integral {iber einen geschlossenen Weg. Da das Integral iiber jeden geschlossenen Weg von
h verschwindet, ist h analytisch, was zu beweisen war.

Lemma B.5 Sei w derjenige eichinvariante und quasifreie Zustand iber F, der durch
(B.38) - (B.39) fiir ein bestimmtes 3 € VT definiert ist. Dann ist w ein KMS-Zustand
zur Temperatur 3.
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Beweis: Zu testen ist, ob w die KMS-Bedingung aus Definition B.1 erfiillt. Ohne Ein-
schrankung testen wir sie fir A = Ay -+ A, und B = A1+ A,, mit A; = ¢¥(f;) oder

U(fi).

Weil w quasifrei ist, gilt

W(AB) =w(Ar-+ Ay) = D (—1)" w(Ar)An@) - @(Aru1) Arin))

mTeP?

also erhalten wir, wenn wir A und B vertauschen

w(BA) = w(Ampr e ApAress Ap) = 3 (1) @ (Ba Brez)) -+ w(Brtn1) Bagw)

TeP?
(B.50)
mit
Br2j-1) = Arj—1),  Br(2j) = Ar2j) fir 7(2j —1), 7(2j) <m+1
oder 7(2j — 1), m(2j) >m
Bﬂ(gj_l) = Aﬂ(gj), Bw(gj) = Aﬂ-(Qj_]_) fiir 7T(2j — 1) <m+1, 7T(2j) >1m

oder (25 —1) >m, w(2j) <m+ 1.
Wir definieren uns nun die Funktion
Hap RExiV n(B-V"))—cC

Hyp(z) = Z (=1)" hryr@ (2) = - Prn—1)n(n) (2)-

TeP?

Die Funktionen h;;, 1 < 4,7 < n haben denselben Definitionsbereich wie H4p und seien
gegeben durch die folgende Regel:

e Falls i,7 <m+1 oder 4,5 > m, dann sei h;;(z) = w(A;A;), also konstant.

e Falls i <m+ 1 und j > m (oder umgekehrt), dann sei

T a(— . _
ho(e) =20 [ 60?) et) TP i) e = (), 4, = 0l
~T a — . —
hij(2) = 21 /R4 Ip 0(p") =(o) : ipjrpeM(%,(p) D) oo fir A; = ¥(g), 4; = ¥(f)

und h;;(z) = 0 fiir alle anderen Méglichkeiten, also A; = ¥(f), A; = ¥(g) oder A; =
(f), Ay =(g).
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Die h;; sind so gebaut, dass h;j(a+1i0) = w(A; (aA;)) und hij(a+i83) = w((eA;)4;) fiir
i <m+1und j > m (oder umgekehrt) gelten, wie man an der Form (B.38) und (B.39)
sieht. Wenn wir noch beriicksichtigen, dass w(a,(4;) aa(4))) = w(aa(4:4;)) = w(Ai4;),

dann sehen wir nach Gleichung (B.50), dass Hp so konstruiert ist, dass
Hapla+i0) = w(A; -+ Ay aq(Amgr -+ 4y))
Hap(a+i8) = w(0a(Apsr - Ay) Ay -+ Ay)

ist. AuBerdem ist H4p als Linearkombination von Produkten von (nach Korollar B.3) ste-
tigen, beschrinkten und im Inneren ihres Definitionsbereiches holomorphen Funktionen
natiirliche ebenfalls stetig, beschrankt und im Inneren ihres Definitionsbereiches holo-
morph. Die KMS-Bedingung wird also fiir alle Elemente aus F° erfiillt. F° ist hierbei
die dicht liegenden Unteralgebra von F, die aus allen endlichen Summen von endlichen
Produkten von 9(f) und v (f) erzeugt wird. Wegen der Stetigkeit von w beziiglich der
C*-Norm findet man die entsprechenden Funktionen H4p aber auch fiir Elemente A und
B aus dem Abschluss von FY, also F. Damit ist die Behauptung bewiesen, und w ist ein
KMS-Zustand zur Temperatur (.

C Anhang: Zustinde auf CAR-Algebren

C.1 Positivitatsproblem von Zustéinden auf CAR-Algebren

Es ist nicht schwer zu zeigen [10], dass jeder quasifreie, eichinvariante Zustand w auf einer
C*-Algebra F = CAR(h) einen selbstadjungierten Operator T € B(h) mit 0 < T < 1
definiert, sodass

w((alf) -+ alf)) algr) - --algn)) = det {(fi|Tg;)}! _, (C.1)

gilt. Wie wir im Folgenden zeigen werden, gilt auch die Umkehrung, dass jeder solche Ope-
rator T' durch Gleichung (C.1), w(a*(f1) -+ a*(fans1)) = 0 und w(1) = 1 einen quasifreien,
eichinvarianten Zustand auf F definiert. Hierbei soll a*(f) ein Platzhalter fiir a(f) oder
a(f)* sein. Es sei bemerkt, dass T = idy, die Indentitdt auf b, den Fall des wohlbekannten
Spurzustandes wy darstellt (Siehe Gleichung (7.77)).

Sei b ein separabler Hilbertraum und F =CAR(h@®h). Sei ey, es, . . . eine Orthonormalbasis
von h, dann ist die Menge

€i1€iy " " " Eip s 1<i <ig < ovr <1y (C2)

mit &; = (e;,0) oder &; = (0, ¢;) eine Basis fiir F. Betten wir b in h @ b durch

b — (h,0) — (b, b) (C.3)
ein, so definiert (C.3) eine stetige Einbettung
F = CAR(h) — CAR(h & ) = F (C.4)

von F in eine abgeschlossene C*-Unteralgebra von F. Diese Einbettung nennen wir P.
Man kann aber auch wieder von F auf F zuriickprojizieren, wie folgendes Lemma zeigt:
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Lemma C.1 Seien by, F, F und die ¢; definiert wie oben. Dann kann man die Abbildung

Coe €i Cig " " " €, wenn €;; = (e;,,0) fiir alle j,
€i1Eiq Eq, { 0 sonst. (C5)

eindeutig zu einem stetigen *-Homomorphismus von F auf F fortsetzen. Diesen nennen
wir Q.

Beweis: Da die Abbildung auf einer Basis definiert ist und Norm 1 hat, wie man leicht
erkennt, kann man die Abbildung auf ganz F' (mit Q(1) = 1) fortsetzen. Durch diese
Konstruktion ist klar, dass Q) o P = idx und @ ein *~-Homomorphismus ist.

Lemma C.2 Sei by ein Hilbertraum, F =CAR(H) und T € B(h) ein selbstadjungierter
Operator mit 0 < T < 1. Dann kann die Abbildung

a(f1)"---alfu) algr) - -~ algm) — a(Tf1)" - a(Tfn) a(Tg1) - - a(Tgm) (C.6)
eindeutig zu einem *-Homomorphismus By von F nach F fortgesetzt werden.

Beweis: Der Operator T ist selbstadjungiert, positiv und hat || T]| < 1, also existiert auf
h @ b der Operator

h Th+v1—T2H

von dem man leicht zeigt, dass er das Skalarprodukt auf b & b respektiert und ein Inverses
hat, ndmlich

h h—I— T2
vons () — (Tws Ui ) <hen (©3)

Also ist diese Abbildung, die wir U nennen, auf h@, b unitdr. Dann ist die Abbildung
€iEiy €y, > (Uei)(Ueiy) - -+ (Ugyy) (C.9)

nach Satz 5.2.5. aus [3] eindeutig zu einem *-Automorphismus auf F fortsetzbar. Diesen
nennen wir . Wir konstruieren nun mit ) aus Lemma C.1 und P aus Gleichung C.4 die
Abbildung

Br=Qo~vyoP, (C.10)

die von F nach F fiihrt und ein *-Homomorphismus ist, weil die einzelnen Teilabbildungen
es sind. Weiterhin gilt nach Konstruktion

BT(eileZ-Q cee eik) == (T€Z’1)<T6i2) tee (T@zk) (Cll)
Damit also nach Linearitét

Br(d*(f1) - d*(fn)) = a*(Th) - (T fy), (C.12)

und das war die Behauptung.

Damit folgt:
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Satz C.1 Sei b ein separabler Hilbertraum und T ein selbstadjungierter, positiver Ope-
rator mit ||T'|| < 1. Dann ist durch

w((alfi) - alf)) algr) - -algn)) = det {(fi|Tg;)}! _, (C.13)
ein Zustand auf F =CAR(Y) definiert.

Beweis: Aufgrund der Voraussetzungen existiert 7’ > als selbstadjungierter, positiver Ope-
rator mit Norm kleiner eins. Sei wy der Spurzustand, und BT i definiert wie in Lemma

C.2. Sei
wr = Wp © BT%, (Cl4)

was sicher ein lineares Funktional auf F ist. Da BT 3 ein "-Homomorphismus ist, gilt fiir

jedes A € F

By (A*A) = (B4 (A)) (B, (4)). (C.15)

T2

Positive Elemente werden also auf positive Elemente abgebildet. Da der Spurzustand
positiv ist, ist wr es somit auch, also ein Zustand. Es gilt:

wo((alF) - alf) algn) -+ -alg)) = det {(filg)}0_,. (C.16)
und damit

wr((a(h) - alfa)) algr) -+ a(ga)) = wo((@(T3 f2) - alT4 ) a(Trgy) -+ a(Tg,))

= det {<T%fi‘T%gj>}Zj:1

= det {<fz ’ng>}i,j:1'

Der so aus T entstehende Zustand wy ist eindeutig, weil By es ist. Damit ist die Behaup-
tung gezeigt.

Der obige Satz hat eine wichtige Konsequenz:

Korollar C.1 Sei X C b eine dichte Teilmenge eines separablen Hilbertraumes. Gegeben
eine positives, lineares Funktional auf allen a(f)*a(g) und a(f)a(g)*, f,g € X, also

w(a(fa(f) = 0 (C.17)
wlalfalf)") = 0 (C.18)
fur alle f,g € X. Dann definiert w einen eichinvarianten, quasifreien Zustand auf F.

Beweis: Es gilt

{a(f),a(N)} = {a(f).alf)} = I, (C.19)



99 C ANHANG: ZUSTANDE AUF CAR-ALGEBREN

und damit sind Gleichungen (C.17) und (C.18) dquivalent zu

w(a*(NHal(f)) < IIfII3 (C.20)

wla(fa(f)) < If1E- (C.21)
Damit wird w durch

fr9— w(a*(f)alg)) (C.22)

zu einer beschréankten, positiven Sesquilinearform auf X, und lasst sich zu einer beschrank-
ten, positiven Sesquilinearform auf b fortsetzen, mit ||w|| < 1. Damit gibt es einen positi-
ven, selbstadjungierten Operator 7' mit Norm ||T|| < 1, sodass

w(a(f)alg)) = (f,Tg) fir f,g € (C.23)

gilt. Somit konnen wir w nach Satz C.1 auf ganz F zu einem eichinvarianten, quasifreien
Zustand w fortsetzen, fiir den gilt:

w((alh) -+ alf)) algr) - --algn) ) = det {w(a(f;)alg)}),, (C.24)
= det {(fi|Tg;)};,_, (C.25)

Das war zu zeigen.

C.2 Fortsetzung von positiven Funktionalen

Im Laufe dieser Arbeit begegnen wir Zustdnden, die nur auf einer C*-Unteralgebra von
F definiert sind. Man kann diese Zustédnde auf ganz F fortsetzen, wie folgendes Lemma
zeigt:

Lemma C.3 Sei t C § ein abgeschlossener Teilraum eines separablen Hilbertraumes. Sei
w ein eichinvarianter, quasifreier Zustand auf CAR(®), was auf kanonische Art und Weise
eine C*-Unteralgebra von F = CAR(Y) ist. Dann kann man w zu einem eichinvarianten,
quasifreien Zustand ' auf F fortsetzen.

Beweis: w ist ein lineares Funktional auf CAR(¥), einem abgeschlossenem Teilraum von
F. Das Funktional w ist normiert mit ||w|| = 1, und deswegen garantiert uns der Satz
von Hahn-Banach, dass man w zu einem linearen Funktional w’ auf ganz F mit ||o'|| = 1
fortsetzen kann. Aus der Normierung von w’ folgt

o (alfyaln) < 1712 (C.26)
o (alfa(h)) < 111 (C.27)

fiir alle f € . Aufgrund der Ativertauschungsrelationen

{a(£),a(N)} = {a(f).alf)} = Il (C.28)
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und w'(1) = 1 folgt daraus

o (alf)ya(f) = 0 (C.29)
w'(a( f)a(f)*) > 0. (C.30)

Das reicht nach Korollar C.1 aus, um w’(A*A) > 0 fiir alle A € F zu garantieren. Das
war die Behauptung.
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D Anhang: Symbolverzeichnis

Skalarprodukt auf b.

Halbnorm fiir Funktionen = auf V" [|Z]|p = supgep |2(8)].
Die Sterninvolution auf F angewandt auf (-).

,Ist definiert als®.

D’Alembertscher Operator 92 — V2.

2 x 2-Nullmatrix.

2 x 2-Einheitsmatrix.

Translationsvektor a € R*.

Element aus einer C*-Algebra.

Minkowskiprodukt zwischen a,b € R%.

Eine reelle Zahl: a* = a*'"#m = a*at? - - - a#m
Summation {iber den Mehrfachindex p:

apb = D Qe DR

Die Matrix ¢ = a,y".

Die Matrix ay = a*o,.

Die Matrix a™ = a*5,,.

Automorphe Wirkung des Elementes (S, a) auf F.
Globale Eichtransformation auf F.

Element aus SL(2,C) oder Element aus F.

Fir A € SL(2,C) das Transponierte von A.

Das hermitesch konjugierte von A.

Kommutator von A und B. Ist gleich AB — BA.
Antikommutator von A und B. Ist gleich AB + BA.
Observablenalgebra. Menge der Fixpunkte unter allen cv,.

Temperaturvektor 5 € V*. /(8, 6)_1 = kpT.
Kompakte Teilmenge des Vorwértslichtkegels.

Offene Kugel um Z € R? mit Radius r.

Menge der beschrinkten Operatoren auf H.

Die Menge der komplexen Zahlen mit Im 2z > 0.

Die Menge der komplexen Zahlen mit Im 2z > 0.

Menge der Referenzzusténde wp.

Der Grad des Multiindex p. Wenn p = (p1fto - - fin), dann deg g =
m.

Normiertes Maf3 auf B.

Deltadistibution bei z € R*: §,(f) = f(z).

Rand des Vorwirtslichkegels: {z € R* | (z,z) = 0, 2° > 0}.
Mehrfache Ableitung: O¥ = 91 o#2 - - - QHm.

Balancierte Ableitung.

Raum der glatten Funktionen von X nach Y mit kompaktem Tréger.
Raum der Distributionen der Funktionen in 2(X,Y).
Vorzeichenfunktion: e(z) = z/|z|, €(0) := 0.

Minkowskimetrik n = diag(1, —1, -1, —1).

Funktion aus Z(R* C?) oder Z(R*, C).
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L
A ()

Die Fouriertransformierte von f.

Komplex Konjugiertes von f.

Die um die Transformation (A, a) verschobene Funktion f q) mit
foaw(@) = fF(A (2 —a)).

Die um a verschobene Funktion f,(z) = f(z — a).

Vereinigung aller F(O) mit endlichem O.

Vereinigung aller (O') mit O' C O.

Abschluss von F° in der C*-Norm.

Abschluss von F°(O) in der C*-Norm.

Eichgruppe, in dieser Arbeit U(1).

Menge der invertierbaren komplexen 2 x 2-Matrizen.
Geschlossener Weg in der komplexe Ebene.

Gammamatrizen, die die Bedingung {v*, 7"} = 2n*1 erfiillen.
Einteilchenhilbertraum, ist in F eingebettet.
Darstellungshilbertraum einer C*-Algebra.

Diracoperator: @ = y*9,,.

Konturintegral in der komplexen Ebene iiber den Weg ~.
Dieses Symbol wird in der Arbeit nicht verwendet.

Positiver lichtartiger Vektor [ € ov".

Die von A" (z) erzeugte zuldssige Makroobservable.
Thermale Observable. Linearkombination aus den 6% (x).
Eigentliche, orthochrone Lorentztransformation.

Element aus P! mit A € £ und a € R*,

Eigentliche, orthochrone Lorentzgruppe.

Multiindex g = (papin - -« fom)-

Multiindex. Wenn g = (puypie -« - fn ), dann (i pig -« - ).
Fir p € OV " die Phasenraumdichte zum Impuls p.

Die thermale Funktion der Phasenraumdichte IV,,.

Teilchendichte am Punkt z € R? mit Impuls p € 9V .

Zustand auf einer C*-Algebra.

Spurzustand auf der CAR-Algebra.

Vakuumzustand auf der CAR-Algebra.

KMS-Zustand zum Temperaturvektor f3.

Statistisches Gemisch von KMS-Zusténden wp = [, dp(f)wg, fiir ein
normalisiertes Mafl dp auf B.

Offene Teilmenge des R*, manchmal auch endlich, d.h. mit kompaktem
Abschluss.

Fiir 7 € R3 st p/ = (|p], §) € OV .

Menge der Permutation in n Symbolen.

Menge der Permutationen 7 € P" mit 7(2k — 1) < 7(2k + 1) und
m(2k — 1) < 7(2k).

Vorzeichen der Permutation 7w € P".

Eigentliche, orthochrone Poincarégruppe.

Raum der quadratischen Formen, die Messungen an einem Punkt x €
R* symbolisieren.



103 D ANHANG: SYMBOLVERZEICHNIS

supp f Der Tréger von f. Abschluss der Menge aller Punkte, an denen f # 0
ist.

S Element aus Sping(1,3).

S2 Einheitskugelschale {¢ € R*|&- &= 1} in R>.

SH Entropiestromdichte.

SL(2,C) Komplexe 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1. Homomorph zu
Sping(1,3).

Spin(1,3)  Spingruppe.
Sping(1,3) Zusammenhangskomponente der Identitét von Spin(1,3). Universelle
Uberlagerung von El.

oy Die Pauli - Spinmatrizen.

o, 0o=09, und 7, = —o; fir1 =1,2, 3.

Op, rs Die (r$)-te Komponente der p-ten Paulimatrix.

S, Raum, der von den balancierten Ableitungen der Wickquadrate an

einem Punkt aufgespannt wird. S, C 7.
Z(X,Y)  Raum der schnell fallenden Funktionen von X nach Y.

() Heavisidedistribution. §(z) = 1, wenn x > 0, sonst 0.

;0" : (x)  Normalgeordneter Energie-Impulstensor.

6L () Thermale Observable. Element aus S,.

T, Raum der thermalen Observablen beziiglich eines Punkte z € R%.
7. C Q..

ot Das hermitesch Adjungierte des Vektors v. vf = o7

V+ Vorwirtslichkegel V™ = {z € R*| (z,z) > 0, 2° > 0}.

V' Abschluss des Vorwirtslichkegels {x € R* | (z,x) > 0, 2° > 0}.

Lineares Funktional auf einer C*-Algebra.
Uberlagerungshomomorphismus & : Sping(1,3) — ﬁl.
Zulassige Makroobservable.

(f) Feldoperator aus F fiir f € 2(R*, C?).

(f) Feldoperator aus F. ¥(f) = (f)*.

#

Platzhalter fiir ¢) oder .

ESERSERSN VI RA RS
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