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Kapitel 1

Einleitung

Bei der Formulierung von Modellen in der relativistischen Quantenphysik spielen punkt-
artig lokalisierte MeBgrofien (Quantenfelder) eine zentrale Rolle. Sie bilden die begriffliche
Grundlage fiir Feldgleichungen oder Wirkungsprinzipien, mit deren Hilfe sich spezielle Mo-
delle auszeichnen und stérungstheoretisch behandeln lassen.

Die scharfe Lokalisierung der Quantenfelder im Ortsraum fiihrt aufgrund der quanten-
mechanischen Unschérferelation jedoch zu Singularitdten, die eine mathematisch rigorose
Formulierung erschweren. Insbesondere sind Produkte solcher Felder am gleichen Raum-
Zeit-Punkt im allgemeinen nicht wohldefiniert, sondern weisen Divergenzen auf. Dies fiihrt
zu Problemen etwa bei der Behandlung nichtlinearer Feldgleichungen, von denen man er-
wartet, daf} sie die Dynamik wechselwirkender Modelle bestimmen.

Die vorliegende Arbeit stellt eine neue Methode zur modellunabhéngigen Analyse der
Eigenschaften von Punktfeldern vor. Ausgehend von einer Formulierung der Theorie durch
MeBgroBen, die in endlichen Raum-Zeit-Gebieten lokalisiert sind (und damit keine Singu-
laritédten aufweisen), untersuchen wir deren Kurzabstandsverhalten. Wir geben ein natiirli-
ches Phasenraumkriterium an, das uns erlaubt, den Feldinhalt der Theorie zu bestimmen,
indem wir Punktfelder als Limiten immer besser lokalisierter Observablen konstruieren.
Deren singuléres Verhalten wird analysiert.

Dasselbe Phasenraumkriterium erméglicht auch die Behandlung von Produkten der
konstruierten Felder: Im Limes kleiner Abstédnde kann eine asymptotische Reihenentwick-
lung der Feldprodukte (Operatorproduktentwicklung) etabliert werden. Diese gestattet die
Untersuchung von Normalprodukten und damit die Formulierung nichtlinearer Feldglei-
chungen im vorliegenden Rahmen.

Das genannte modelliibergreifende Kriterium wird beispielhaft in Modellen der freien
Feldtheorie explizit hergeleitet und untersucht; die Ergebnisse lassen Extrapolationen auch
auf den wechselwirkenden Fall zu.
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1.1 Punktfelder in der Quantenfeldtheorie

Der historisch édlteste und auch heute noch am weitesten verbreitete Zugang zur Quan-
tenfeldtheorie fithrt iiber punktartig lokalisierte Quantenfelder, die diesem Gebiet letztlich
auch den Namen gaben. Diese Punktfelder ¢(x) beschreiben im einfachsten Fall (soweit es
sich um neutrale Bose-Felder handelt) physikalische Messungen, die an einem Raum-Zeit-
Punkt z lokalisiert sind. Alle anderen Observablen der Theorie werden aus Funktionen
(Integralen, Ableitungen) dieser Felder aufgebaut. Symbolisch wird eine Quantenfeldtheo-
rie also charakterisiert durch eine Zuordnung

z— {¢(z)}, (1.1.1)

wobei die Menge {¢(z)} alle am Punkt z lokalisierten Observablen enthilt, also auch
Strome, Energiedichten u.4.

Die Idealisierung einer punktartig lokalisierten Messung ergibt sich zwar in natiirlicher
Weise, wenn man zur Quantenfeldtheorie durch ,,Quantisierung® einer klassischen Theorie
gelangt; sie fiihrt jedoch zu Problemen bei der mathematischen Formulierung. Es stellt
sich heraus, dafl die Punktfelder sehr singulére Objekte sind; mathematisch handelt es sich
um unbeschrankte quadratische Formen, was physikalisch bedeutet, daf§ der Erwartungs-
wert der zugehorigen Messung nicht in allen denkbaren Zusténden des Systems angegeben
werden kann. Man kann dies als Auswirkung der Unschérferelation deuten: Eine im Orts-
raum beliebig gut lokalisierte Messung muf einen beliebig groen Energie-Impuls-Ubertrag
aufweisen, d.h. ihr Hochenergieverhalten wird singulér.

Dies macht nicht nur eine mathematisch stringente Beschreibung technisch aufwen-
dig, sondern fiihrt spétestens dann zu manifesten Problemen, wenn Produkte dieser Felder
am selben Raum-Zeit-Punkt x definiert werden sollen, wie es z.B. zur Formulierung von
Wechselwirkungstermen in Lagrangefunktionen notwendig ist. Auch die Behandlung nicht-
linearer Feldgleichungen wird hierdurch sehr erschwert.f]

Zur axiomatischen Formulierung von Feldtheorien wurden daher andere Methoden als
die der punktartig lokalisierter Felder entwickelt. Man hob die scharfe Lokalisierung auf,
indem die Felder mit Testfunktionen f ,verschmiert* wurden, so dal man Operatoren ¢(f)
erhilt (Wightman-Distributionen). Eine Theorie wird in diesem Bild also grob gesprochen
durch eine Zuordnung

f=AeN} (1.1.2)

beschrieben. Die Operatoren ¢(f) sind zwar im allgemeinen unbeschrénkt, aber dennoch
yregular® genug, um ein Produkt zwischen ihnen definieren zu kénnen. Dieser Zugang
[SW64] ermoglichte es, gewisse Eigenschaften von Quantenfeldtheorien, wie das PCT-
Theorem oder den Spin-Statistik-Zusammenhang, auf allgemeine Axiome zuriickzufiihren.

Spéter 16ste man sich ganz vom Begriff der Quantenfelder und ging im Rahmen der
sogenannten algebraischen Formulierung zur Betrachtung allgemeiner Observablen {iber,
die in endlichen Raum-Zeit-Gebieten O lokalisiert sind [HK64]; zu jedem solchen Gebiet
erhilt man eine von den Observablen erzeugte Algebra A(O):

O A(O). (1.1.3)

1 “This problem has plagued quantum field theory throughout its history.” [Haads, p. 45]
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Die Elemente der Algebren sind hier beschrinkte Operatoren, so dafi die algebraischen
Relationen (insbesondere die Multiplikation) zwischen ihnen wohldefiniert sind. Konzep-
tionell wichtiger als dieser technische Punkt ist aber, daff man die ,, Koordinatisierung®“ der
Observablen durch Felder aufgibt: Als relevant erweist sich nur ihre Lokalisierung in der
Raum-Zeit und die ,abstrakte® algebraische Struktur.j Dieser Formalismus hat sich zur
modellunabhéngige Analyse von Quantenfeldtheorien sehr bewéhrt, etwa fiir Untersuchun-
gen zu Superauswahlsektoren und Austauschstatistik [DHR74, BERT], zur Teilcheninter-
pretation [BPSYT, Por9d], zur Renormierungsanalyse [BV95] und zu thermodynamischen
Aspekten [BWS6, BJRY].

Allerdings ist im Rahmen der lokalen Algebren die Punktfeldstruktur der Theorie nicht
a priori sichtbar. Zwar existieren Ergebnisse zum Punktfeldinhalt solcher Theorien [FHXT],
doch hat man iiber die Struktur dieser Felder relativ wenig detaillierte Aussagen, und
insbesondere der Aspekt der nichtlinearen Feldgleichungen hat keine direkte Entsprechung.
Aus diesem Grund gibt es bisher kaum Methoden zur Auszeichnung konkreter Theorien
im algebraischen Rahmen [Haa93].

Die Analyse von Punktfeldern und ihren Produkten bewegt sich insofern bislang meist
im storungstheoretischen Kontext oder im Rahmen exakt 16sbarer zweidimensionaler Mo-
delle. Eine Moglichkeit zur Beschreibung der bei der Produktbildung auftretenden Diver-
genzen bieten sogenannte Operatorproduktentwicklungen [Wil69], das sind asymptotische
Reihenentwicklungen von Punktfeld-Produkten der Art

;E+y)

o(z) - ' (y) = Y cile — )65 (=

J

(1.1.4)

mit c-Zahl-Funktionen c¢;(x) und Punktfeldern ¢;(x), die im Limes kleiner z — y giiltig
sind. Solche Entwicklungen wurden zunéchst storungstheoretisch eingefiihrt [Zim70] und
spielen in der Lagrange’schen Feldtheorie eine wichtige Rolle [Wei96, ch. 20]. Axiomatische

eine Herleitung . from first principles“ konnte nie ganz erreicht werden: Die Existenz der
Reihe scheint nicht aus den Wightman-Axiomen zu folgen; sie 148t sich unter der zusétz-
lichen Annahme einer konformen Symmetrie etablieren [SSV73], doch ist unklar, welche
physikalischen Eigenschaften im allgemeinen Fall eine wohldefinierte Operatorproduktent-
wicklung nach sich ziehen.

Solche Produktentwicklungen kann man nun auswerten, um einen ,endlichen Anteil*
der im allgemeinen fiir © — y divergenten Approximationsterme c;(z — y)¢o;(*3%) aus-
zuzeichnen und diesen als Normalprodukt der Felder zu verwenden, in Verallgemeinerung
des Wickprodukts der freien Feldtheorie. Dieses Normalprodukt kann dann z.B. zur For-
mulierung nichtlinearer (wechselwirkender) Feldgleichungen dienen [Zim67, Low70)]. Diese
Ergebnisse sind jedoch eng an die Struktur bestimmter Modelle gebunden und bisher kaum
systematisch (unabhéngig von konkreten Modellen oder Zusatzannahmen) analysiert wor-
den.

2 Genauer ist der physikalische Inhalt der Theorie nicht in den Algebren bei festem O codiert — sie
sind unter plausiblen Voraussetzungen an die Phasenraumstruktur alle isomorph [BDER7] —, sondern in
der Inklusionsstruktur 2A(O;) C A(O2) fiir O1 C Os.
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1.2 Ubersicht iiber die Arbeit

Das Anliegen dieser Arbeit ist eine modellunabhéngige, mathematisch rigorose Analyse der
Eigenschaften von Punktfeldern und ihrer Produkte. Hierzu gehen wir von einem qualita-
tiven Bild des Verhaltens einer Quantenfeldtheorie bei kleinen Phasenraumvolumina aus.
Auf dieser Grundlage bestimmen wir den Feldinhalt der Theorie und untersuchen das sin-
guldre Verhalten der Punktfelder. Weiter etablieren wir eine Operatorproduktentwicklung,
betrachten Normalprodukte und Feldgleichungen zwischen den konstruierten Groflen.

Als mathematische Grundlage fiir eine solche Analyse eignet sich der oben schon er-
withnte Rahmen der algebraischen Feldtheorie.f] Wir gehen aus von einem Netz O +— 2A(O),
das von beschrankten und in endlich groflen Gebieten O lokalisierten Observablen erzeugt
wird. Dieser Rahmen ist weit allgemeiner als der einer Quantenfeldtheorie aus Punktfeldern
— er konnte auch nicht-punktartig lokalisierte Objekte beschreiben, wie etwa Mandelstam-
Strings oder Wilson-Loops. Wir analysieren hier jedoch das Kurzabstandsverhalten solch
einer Theorie und untersuchen insbesondere, ob sich im Limes kleiner Gebiete O lokale
Punktfelder aus den Algebren konstruieren lassen.

Teil T der Arbeit beschéftigt sich mit der Konstruktion von Punktfeldern in diesem
Rahmen.

Hierzu formulieren wir ein natiirliches Phasenraumkriterium, das in Kapitel P motiviert
und mathematisch prézisiert wird. Es beruht auf der heuristischen Vorstellung, dafl sich
bei gleichzeitiger Einschrinkung im Orts- und Impulsraum die Struktur der Theorie sehr
gut durch nur endlich viele unabhéngige Megrofien beschreiben 1a83t.

Genauer betrachten wir folgende Situation: Die Auswertung lokaler Observablen A auf
energiebeschrinkten Zustdnden o, in Formeln

(0, A) — o(A), (1.2.1)

sollte sich im Limes kleiner Lokalisationsgebiete und nicht zu grofler Energien durch Ap-
proximation mit endlich vielen , Standardobservablen® ¢; und ,Standardzustédnden“ o;
beschreiben lassen:

a(A) ~ Y o(¢)o5(A). (1.2.2)

J

Die ¢; sind dann Kandidaten fiir lokale Punktfelder. In der Tat erlaubt es das prézi-
se formulierte Phasenraumkriterium, eine Folge von eindeutig definierten endlichdimen-
sionalen Rdumen zu konstruieren, deren Elemente sich als am Punkt x = 0 lokalisierte
Wightman-Felder herausstellen. Die Felder sind nach der Stirke ihrer Singularitét (ihrer
»,Dimension*) geordnet. Der berechnete Feldinhalt stimmt mit dem in der Literatur be-
kannten [FHRT)] iiberein. Diese Analyse findet sich in Kapitel B.

Die konstruierten Punktfelder ,erben® eine Reihe von Eigenschaften von der zugrunde-
liegenden algebraischen Theorie; insbesondere sind sie z.B. kovariant unter Lorentztrans-
formationen und Translationen. Auflerdem ist der Feldinhalt abgeschlossen unter Differen-
tiation. Diese Aspekte werden in Kapitel B in allgemeinerem Rahmen untersucht.

Teil IT der Arbeit beschiftigt sich dann mit der Untersuchung von Produktstrukturen
zwischen den konstruierten Feldern.

3 Eine genaue Auflistung des zugehorigen Axiomensystems findet man in Abschnitt .
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In Kapitel f etablieren wir in unserem Rahmen eine rigorose Version der Operatorpro-
duktentwicklung ([.I.4). Wir verwenden dazu erneut das Phasenraumkriterium. Die Er-
gebnisse gestatten eine weitere Untersuchung der Koeffizientenfunktionen ¢;(x), die trotz
des modellunabhéngigen Ansatzes sehr direkt bekannt sind. Im Fall raumartig getrennter
Argumente der multiplizierten Felder sind die Koeffizienten holomorph fortsetzbare Funk-
tionen, deren Divergenzgrad im Limes koinzidierender Punkte abgeschétzt werden kann.
Fiir beliebige Absténde der Felder existieren die Koeffizienten noch als Distributionen. Wir
untersuchen auferdem die Kovarianzeigenschaften der ¢;(x) unter anderem unter Lorentz-
transformationen und inneren Symmetrien.

Die Operatorproduktentwicklung erlaubt die Definition und Analyse von Normalpro-
dukten, die als Verallgemeinerungen des Wick-Produkts der freien Theorie verstanden wer-
den konnen (Kapitel ff). Wir leiten damit eine nicht-perturbative Fassung von Ergebnissen
her, die in der Literatur in speziellen Modellen und mit stérungstheoretischen Methoden
gewonnen wurden. Hierbei wird deutlich, daf§ ein Normalprodukt von Feldern sich im all-
gemeinen nicht eindeutig definieren lé8t. Vielmehr kann ein gewisser endlichdimensionaler
Vektorraum als ,,Spur der Produktentwicklung® ausgezeichnet werden; die konkrete Defi-
nition des Normalprodukts entspricht einer Auswahl von Elementen in diesen Raum. Die
Normalprodukte erlauben uns auch die Betrachtung nichtlinearer Feldgleichungen: Wir
bestimmen den , Feldgleichungsinhalt® einer gegebenen Theorie.

In Teil III der Arbeit diskutieren wir die Anwendung des entwickelten (modelliibergrei-
fenden) Formalismus auf konkrete Modelle. Dazu iiberpriifen wir zunéchst in Kapitel [] das
untersuchte Phasenraumkriterium in der Theorie eines freien reellen skalaren Teilchens. Ab-
gesehen von Infrarotdivergenzen bei niederdimensionalen Systemen (d < 2 + 1) lassen sich
die untersuchten Strukturen hier explizit etablieren; man erhélt durch unsere Konstruktion
die bekannten Punktfelder der Theorie (inklusive Ableitungen und Wickprodukte) zuriick.

Kapitel § diskutiert dann Erweiterungen auf allgemeinere freie Theorien sowie heu-
ristische Extrapolationen auf wechselwirkende Theorien (deren rigorose Konstruktion in
physikalischer Raumzeit bisher nicht gelungen ist). Wir skizzieren ein Kriterium zur Cha-
rakterisierung von Eichtheorien anhand ihres Punktfeldinhalts.

Auf diese Weise erhalten wir, ausgehend von einem sehr allgemeinen (dem algebrai-
schen) Rahmen, nicht-perturbative und modellunabhéngige Aussagen iiber das Kurzab-
standsverhalten von Quantenfeldtheorien, was sich explizit im Verhalten von Punktfeldern
und ihren Produkten wiederspiegelt. Betrachtet man das genannte Phasenraumkriterium
als plausible physikalische Annahme, dann sollten unsere Ergebnisse — wie etwa die Exi-
stenz der Operatorproduktentwicklung — in allen physikalisch realistischen Theorien giiltig
sein.

Abstrakter zeichnen wir durch Angabe des Phasenraumkriteriums eine bestimmte Klas-
se von Wightman-Theorien mit besonders angenehmen Eigenschaften aus (unter anderem
einem ,reguldren Verhalten der Feldprodukte im Limes scharfer Lokalisierung). Insofern
ist die Arbeit auch ein Beitrag zum Versténdnis der Feldtheorie im Wightman’schen For-
malismus.

Umgekehrt kénnte die vorliegende Analyse zu einem besseren Versténdnis des algebrai-
schen Rahmens fithren. Bisher werden konkrete Modelle der Feldtheorie fast ausschliellich
im Kontext von Punktfeldern konstruiert; im Rahmen der algebraischen Theorie ist dies
nur schwer moglich, da die gesamte heuristische Information iiber feldtheoretische Modelle
in Form von Feldgleichungen oder Lagrangefunktionen, d.h. als Relationen zwischen punkt-
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artig lokalisierten Groflen, vorliegt. Das Wissen um die Einbettung der Punktfelder in den
algebraischen Kontext sollte auch hier neue Erkenntnisse ermoglichen.

Von einem mehr mathematischen Standpunkt gesehen, leistet die vorliegende Arbeit
eine Klassifikation von lokalen Netzen (Prikogarben) aus von-Neumann-Algebren. Unter
Zuhilfenahme einer einparametrigen Symmetriegruppe mit positivem Generator zeichnen
wir eine gewisse Klasse solcher Priakogarben aus und konstruieren dort eine Folge von
endlichdimensionalen Vektorrdumen, die Invarianten des Netzes sind. Die Elemente der
Vektorraume sind, als operatorwertige Distributionen aufgefafit, affiliiert zum lokalen Netz;
die Rdume selbst sind abgeschlossen unter Symmetrietransformationen, Differentiation und
in gewissem Sinne unter Produktbildung.

Die Arbeit baut auf Ergebnissen aus [BosY98] auf bzw. iibernimmt diese zum Teil in
leicht verédndertem Kontext.

1.3 Technischer Hintergrund

Wir fiihren unsere Analyse zunéchst im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie
durch, und zwar im Vakuumsektor. Die hier verwendeten Axiome sind in Abschnitt [L371]
aufgefiihrt. Fiir einige Teilbereiche (insbesondere fiir die prizise Definition des Punktfeld-
Begriffs) beziehen wir uns auf die Wightman-Axiome, die in Abschnitt zusammenge-
stellt sind.

Die Relationen zwischen den beiden Formalismen werden in den Kapiteln B und B
ausfiihrlich diskutiert.

1.3.1 Algebraische Quantenfeldtheorie

Der algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie (,,Local Quantum Physics“ [Haa96]) ver-
wendet als Grundobjekt ein Netz von Algebren, d.h. eine Abbildung

0 — A(0), (1.3.1)

die jeder offenen Teilmenge O des Minkowskiraums M := R**! eine C*-Algebra A(O)
zuordnet; dabei fordert man Isotonie:

Ql(Ol) C Q((OQ) fir 01 - 02. (132)

Physikalisch stehen die lokalen Algebren 2((Q) — respektive ihre selbstadjungierten Ele-
mente — fiir die im Gebiet O mefibaren Observablen. Deren relativistische Lokalisierung
148t sich dann durch die algebraischen Relationen beschreiben: Sind O; und O, raumartig
getrennt, dann stellt man die Lokalitdtsbedingung

[A1, Ay] =0 fiir 4; € A(O;). (1.3.3)

Weiterhin ist eine Darstellung a(z, A) der Poincaré-Gruppe[] 8 durch Automorphismen
des Netzes A(QO) gegeben, die geometrisch auf den lokalen Algebren wirkt:

a(z,A)A(0) = A(AO + z). (1.3.4)

4 Priziser ist hier und im folgenden mit B die Zusammenhangskomponente der 1 in der Poincaré-Gruppe
gemeint (sonst oft mit ‘BL bezeichnet). Analog ist £ die 1-Zusammenhangskomponente der Lorentzgruppe.
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Die vorliegende Arbeit beschriankt sich auf die Analyse des Vakuumsektors eines solchen
Netzes: Wir nehmen die A(O) als schwach abgeschlossene Unteralgebren von B(H) fiir
einen Hilbertraum H an, also als von-Neumann-Algebren. Weiter sei die Darstellung «
unitdr implementiert, d.h. sie rithre von einer unitdren Darstellung U(z, A) von P auf H
her:

a(z,A) =U(z,A) - Uz, N)". (1.3.5)

Wir verlangen, daf§ U(x, A) beziiglich der starken Operatortopologie stetig in z, A ist. Dann
kann U(z,A) als Exponentialfunktion seiner selbstadjungierten Generatoren geschrieben
werden; man hat etwa fiir die Translationen

U(x,1) = U(z) = ", (1.3.6)

Die unbeschrinkten selbstadjungierten Operatoren P, (1 = 0...s) werden als Energie-
Impuls-Operatoren interpretiert; speziell ist H = F, der Hamilton-Operator. Seine Spek-
tralprojektoren auf das Intervall [0, E] bezeichnen wir mit P(E). Die Darstellung U soll
die Spektrumsbedingung erfiillen, d.h. das gemeinsame Spektrum der kommutierenden Ope-
ratoren P, liege im abgeschlossenen Vorwirtslichtkegel V, (,Positivitéit der Energie®).
Schlieflich gebe es in H einen unter allen U(z, A) invarianten Vektor Q (,das Vakuum*),
der bis auf skalare Faktoren eindeutig bestimmt sei. Er erfiillt dann P(E)Q = QVE > 0.

Wir setzen voraus, dafl die lokalen Algebren irreduzibel auf dem Hilbertraum wirken:
Ist Ak die Vereinigung aller 21(O) fiir beschrinkte Gebiete O, so soll 2(1°¢Q dicht in H
sein.

In unserem Zusammenhang werden wir oft nicht allgemeine Gebiete O, sondern speziel-
ler um den Koordinatenursprung zentrierte Standard-Doppelkegel mit Radius r betrachten,
die wir als

O, ={zeM||2°+ |7 <r} (1.3.7)

notieren. Die zugehorigen Algebren bezeichnen wir kurz mit 2(r) := (O, ).

Wir haben die lokalen Algebren 2((Q) als von-Neumann-Algebren vorausgesetzt, um
eine weitere mathematische Struktur zur Verfiigung zu haben, namlich ihren Prddualraum:
Der Raum der normalen (d.h. linearen und ultraschwach stetigen) Funktionale auf 2B (H)
sei mit ¥ bezeichnet; er ist identisch mit dem Raum der Spurklasseoperatoren B, (H) auf
H, wobei p € B1(H) ein 0 € ¥ induziert durch

o(-)=tr(p-). (1.3.8)
¥ wird mit der Supremumsnorm (entsprechend der Spurnorm auf %;(H)) zu einem Ba-
nachraum, dessen Dualraum gerade B(H) ist:

Y*=9B(H), auch notiert als ¥ = B(H). . (1.3.9)

Die positiven normierten Elemente von ¥ kénnen als physikalische Zusténde des betrachte-
ten Systems gedeutet werden. In unserer Analyse ist noch der Raum der energiebeschrink-
ten normalen Funktionale wichtig: Fiir £ > 0 sei

S(E) := P(E)SP(E); (1.3.10)
dabei schreiben wir P(E)oP(E) = o(P(F) - P(E)) fur o € ¥. Man hat dann
Y(E) =PE)B(H)P(E). (1.3.11)

Die ¥(F) bilden eine Prikogarbe im Sinne von Anhang P.Al.



14 Kapitel 1. Einleitung

1.3.2 Wightman’sche Quantenfeldtheorie

Die Wightman’sche Quantenfeldtheorie [SW64] formuliert man mit Hilfe von Feldern (un-
beschriankten Operatoren) ¢(f). Wir beschrdnken uns hier auf den Fall von Bose-Feldern;
sie bzw. ihre selbstadjungierten Funktionen représentieren dann die physikalischen Obser-
vablen. Genauer betrachtet man folgende Struktur:

Zunéchst ist ein Hilbertraum H gegeben, auf dem eine unitére, stark stetige Darstellung
U(z,A) von B wirkt. Wie in Abschnitt [.3.1] bezeichnen wir die Generatoren der Transla-
tion mit P,; sie mégen der Spektrumsbedingung geniigen. Auerdem gebe es einen bis auf
einen Faktor eindeutigen U-invarianten Vektor 2 € H.

Unter einem Quantenfeld bzw. einem Satz von Quantenfeldern ¢4, ... , ¢, versteht man
nun folgendes:

e Die ¢; sind operatorwertige temperierte Distributionen, d.h. sie sind lineare Ab-
bildungen von S(M) in die Menge der (nicht notwendig beschréankten) linearen
Operatoren auf D, wobei D C H ein dichter Unterraum ist. Man betrachtet al-
so unbeschrénkte Operatoren ¢;(f) auf einem gemeinsamen Definitionsbereich D.
Fir £, ¢ € D ist das Matrixelement (£|¢;(f)¢&’) stetig in f beziiglich der Laurent-
Schwartz-Topologie (,, Temperiertheit).

e Der Definitionsbereich D ist nicht nur dicht in H, sondern auch stabil unter Anwen-
dung der U(z,A) und ¢,(f); ferner ist 2 € D.

e Die adjungierten Operatoren ¢;(f)* sind ebenfalls in der Menge der Felder enthalten:
o;i(f)* = ¢r(f) mit zu j geeignet gewihltem k. (1.3.12)
Dies gilt als Operatorgleichung auf D.

e Die ¢; erfiillen kausale Vertauschungsrelationen, d.h. fiir Testfunktionen f, g mit
raumartig getrenntem Tréager gilt

[6,(f), ér(9)] =0, jk=1...n, (1.3.13)
wieder als Gleichung auf D.

e s gibt eine endlichdimensionale Matrixdarstellung S von £, so daf}

Uz, A) ¢;(f) ZSgk ) Gk (frn), (1.3.14)

wobei
fon(y) = F(A (y — ). (1.3.15)

Zusitzlich wird oft noch gefordert, daf die ¢;(f) eine Vollstédndigkeits- oder Irredu-
zibilitdtseigenschaft besitzen, analog zu dem, was wir im algebraischen Rahmen fiir die
Algebra 2% gefordert hatten: Die Menge der Polynome der ¢;(f) (mit beliebigen Test-
funktionen f) soll, angewandt auf 2, eine in ‘H dichte Menge ergeben. Dies 1afit sich ggf.
immer erreichen, indem man H durch einen abgeschlossenen Teilraum ersetzt.
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Héufig betrachtet man statt der ¢(f) auch punktartig lokalisierte Felder ¢(x); diese
sind dann nicht als Operatoren, sondern nur als quadratische Formen auf D x D definiert.
Die ¢(f) ergeben sich aus ihnen durch ,, Verschmieren® mit einer Testfunktion:

o(f) = / & f(2)g(x). (1.3.16)

Wir werden diese heuristische Formel in Abschnitt B4 genauer prézisieren. Die obigen
Bedingungen lassen sich fast alle in analoger Weise auch fiir die ¢(x) aufstellen. Probleme
bereitet dabei aber die Lokalitédtsforderung: Da das Produkt zweier quadratischer Formen
sich im allgemeinen nicht definieren l&8t, machen Kommutatorrelationen wie ([.3.13) fiir
die ¢(z) keinen Sinn. Fiir eine exakte Formulierung muff man hier auf die Operatoren ¢(f)
ausweichen.






Teil 1
Punktfelder






Kapitel 2

Phasenraumstruktur

Wir beginnen unsere Analyse der Punktfeldeigenschaften von Quantenfeldtheorien mit
einer Untersuchung des Kurzabstandsverhaltens der Observablenalgebren.

Wiéhrend die Konstruktion von ausgedehnten Observablen aus Punktfeldern in der Li-
teratur gut untersucht ist [DSWSR6H, BY90], sind die Ergebnisse zum umgekehrten Prozef3,
némlich der Beschreibung von Punktfeldern durch Approximation mit immer besser loka-
lisierten Observablen [FH&T Wol8H, RW8G, Sum&7|, bisher unvollstandig: Sie lassen nur
wenig detaillierte Aussagen {iber die betreffenden Punktfelder zu. Wir ndhern uns diesem
Problem durch Analyse der Phasenraumstruktur der Theorie.

Phasenraumkriterien [HS65, BWS6, BPYI0] sind im Rahmen der algebraischen Feld-
theorie ein wohlbekanntes Mittel zur Beschreibung des Verhaltens von Theorien bei sehr
groflen oder sehr kleinen Absténden. Sie verlangen grob gesagt folgendes: Bei gleichzeiti-
ger Einschriankung der auszufithrenden Messungen im Impuls- und Ortsraum lassen sich
die Mefergebnisse sehr gut durch Auswertung auf einem endlichdimensionalen Raum von
Observablen bzw. Zustdnden approximieren.

Wir untersuchen solche Phasenraumeigenschaften hier speziell im Hinblick auf das
Kurzabstandsverhalten der Theorie — zunéchst heuristisch und an einem nichtrelativi-
stischen Beispiel, dann mathematisch prézisiert. Wir geben dann ein Kriterium an, das
speziell auf asymptotisch kleinen Léngenskalen sensitiv ist und das solche Quantenfeld-
theorien selektiert, die sich in diesem Bereich in gewisser Weise ,regular® verhalten und
deren Observablenalgebren hier quasi durch endlich viele Observablen erzeugt werden.

Dieses Kriterium wird uns in spéteren Kapiteln ermdglichen, zu der algebraischen Theo-
rie assoziierte Punktfelder zu konstruieren.
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2.1 Das Kurzabstandsverhalten von
Quantenfeldtheorien

Zur Analyse des Kurzabstandsverhaltens einer allgemeinen Quantenfeldtheorie gehen wir,
wie angekiindigt, von einer Theorie in der algebraischen Formulierung aus. Wir betrachten
physikalisch also Observablen, die in endlich grofien Gebieten der Raumzeit (etwa Dop-
pelkegeln) lokalisiert sind, und untersuchen die Struktur der Theorie fiir immer kleinere
Durchmesser der Lokalisationsgebiete.

In einfachen Féllen, wie der freien Feldtheorie oder (ndherungsweise) dilatationsinva-
rianten Modellen, wird man dabei vermuten, dafl im Kurzabstandslimes die der Theorie
zugrundeliegenden Punktfelder als ,idealisierte Observablen® sichtbar sind; tatséchlich er-
wartet man hier sogar eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen dem algebraischen Modell und
dem unterliegenden Punktfeld-Formalismus.

Im allgemeinen allerdings ist der algebraische Rahmen deutlich reichhaltiger als der Zu-
gang iiber Punktfelder: Er konnte auch Observablen beschreiben, die nicht aus punktartig
lokalisierten Groflen aufgebaut sind, sondern die grundsétzlich ausgedehnte Lokalisierungs-
gebiete bendtigen; man kann hierbei an feldartige Grofien, die langs Wegen (Mandelstam-
Strings), Schleifen (Wilson-Loops) etc. lokalisiert sind, denken. Man wird also nicht erwar-
ten, daf} solche Theorien durch die Angabe zugehoriger Punktfelder eindeutig charakteri-
siert sind.

Wir interessieren uns hier allerdings nicht fiir solche ausgedehnt lokalisierten Grofien,
sondern sind lediglich an den in der Theorie enthaltenen (respektive dazu assoziierten)
Punktfeldern, also am ,Feldinhalt® interessiert. Dieser beschreibt die Theorie zwar mogli-
cherweise nicht vollstéindig, liefert aber zumindest eine Moglichkeit zur Klassifikation.

Es ist also zunéchst unsere Aufgabe, die Relationen zwischen dem algebraischen Bild
und dem Punktfeld-Formalismus genauer zu kldren. Dabei ist die eine Richtung, ndmlich
die Konstruktion von algebraischen Theorien aus gegebenen Systemen von Punktfeldern, in
der Literatur gut untersucht (siche [BY90] und die dort zitierten Referenzen). Die Punkt-
felder ¢(z) werden zunéchst mit Testfunktionen f zu i.allg. unbeschrénkten Operatoren
(Wightman-Feldern) ¢(f) ausintegriert:

o(f) = / f@) (@) &, feSM). (2.1.1)

Dann geht man zu beschrinkten Funktionen dieser Operatoren iiber; im Fall selbstadjun-
gierter Wightman-Felder werden die lokalen Algebren 2((Q) von den unitdren Operatoren

D) suppfcC O (2.1.2)

mit reellwertigen Testfunktionen f erzeugt.

Weit weniger untersucht ist die umgekehrte Richtung, also die Konstruktion gegebener
Punktfelder aus einem vorgegebenen lokalen Netz 2(Q). Hier hat man offenbar die Alge-
bren fiir Gebiete O zu analysieren, die sich auf einen Punkt x zusammenziehen. Heuristisch
konnte man die gesuchten Punktfelder einfach im Durchschnitt der Algebren 20(Q) {iber
alle Umgebungen O von x vermuten:

o(x) € () A(0). (2.1.3)

O>z
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Tatséchlich stellt sich aber unter recht allgemeinen Bedingungen heraus, dafl der Durch-
schnitt auf der rechten Seite nur Vielfache des Einsoperators enthélt [BV95, p.1215]. Dies
ist insofern nicht weiter verwunderlich, als die gesuchten Punktfelder singuldre Objekte
sein sollten, nicht beschrinkte Operatoren wie die Elemente der lokalen Algebren.

Diese Singularitét der Felder kann heuristisch als Folge der Unschérferelation verstan-
den werden: Eine in Raum und Zeit beliebig gut lokalisierte Messung mufl im Impuls-
raum vollig delokalisiert sein, also einen ,,unendlich grofien® Energie-Impuls-Ubertrag be-
sitzen. Das singuldre Verhalten der Felder ist also in ihrem Hochenergieverhalten begriindet;
dampft man dieses durch einen geeigneten Operator, etwa einen Spektralprojektor P(FE)
des Hamiltonoperators, dann sollten die resultierenden Felder P(E)¢(x)P(E) beschréankt
sein. In allen bisher konstruierten Modellen weifl man sogar, daf§ die Felder Schranken der
Art

|P(E)p(z)P(E)|| < E"- const. (2.1.4)

mit gewissem [ > 0 erfiillen (siehe z.B. [DE77]).
Aus diesem Grund scheint es natiirlich, auch in (B.I.3) eine Energieddmpfung ein-

zufithren, um das Scheitern des naiven Ansatzes zu umgehen. So betrachteten Fredenhagen
und Hertel [FHRT] fiir / > 0 und R = (1 + H)~' die Rédume

() RAO)R’ (2.1.5)

O>zx

und zeigten, dafl man die Elemente dieser Durchschnitte als energiegeddmpfte lokale Punkt-
felder R'¢(x)R! auffassen kann. In gewisser Weise erhilt man sogar alle mit der Theorie as-
soziierten Punktfelder mit Hilfe der Struktur (B.1.5). Diese Analysemethoden wurde spéter
von verschiedenen Autoren [RWE&6, Wal8H, Sum&7| noch auf groflere Klassen von Feldern
ausgedehnt. Alle diese Arbeiten zeigen, dal man die Felder als Grenzwerte lokaler Observa-
blen unter Energieddmpfung suchen muf. Sie ergeben jedoch kaum Aussagen iiber weitere
Strukturen der erhaltenen Wightman-Felder.

Die Idee der Energieddmpfung ist noch in einem anderen Zusammenhang von Bedeu-
tung, der zundchst unabhéngig von der Frage der Punktfelder untersucht wurde, ndmlich
den sogenannten Kompaktheits- oder Nuklearititseigenschaften. Zuerst diskutierten Haag
und Swieca [HS65] die Struktur lokaler Algebren bei endlichen Radien und beschriankten
Energien, ausgehend von folgender heuristischer Idee:

Im Rahmen eines halbklassischen Bilds der (nichtrelativistischen) Quantenmechanik er-
wartet man, dafl zu jedem endlichen Gebiet des klassischen Phasenraums nur eine endliche
Zahl von Zusténden des Quantensystems gehdren: Jeder Quantenzustand eines Einteil-
chensystems mit s Freiheitsgraden belegt eine , Phasenraumzelle“ der GroBe A%l In der
Quantenfeldtheorie wiirde man analog die Zusténde betrachten, die durch lokale Operatio-
nen aus dem Vakuum erzeugt werden konnen, und diese dann in der Energie beschrénken:
Die Réaume

P(E)A(r) Q (2.1.6)

!Eine quantitativere Fassung dieser Aussage ist z.B. die Bohr-Sommerfeld’sche Quantisierungsbedin-
gung § p;dg; = nh.
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von Zustdnden gehoren in diesem Sinn zu einem endlichen Phasenraumvolumen E - r und
sollte daher endlichdimensional sein, wenn sich die Ergebnisse der nichtrelativistischen
Theorie direkt iibertragen lassen. Tatséchlich ist dies aber nicht der Fall, wie der Satz von
Reeh und Schlieder zeigt: Es gilt P(E)2A(r)Q2 = P(E)H, d.h. mit den Zustdnden (2.1.6)
lassen sich beliebige energiebeschrinkte Zustdnde approximieren (sicher nicht nur endlich
viele).

Dennoch sollten nach Haag und Swieca die endlichdimensionalen Strukturen aus der
Quantenmechanik zumindest in einem approximativen Sinn sichtbar sein. Die Autoren
postulierten, dal die Mengen

P(E)A(r), Q (2.1.7)

,fast endlichdimensional“, ndmlich in der Hilbertraum-Norm prikompakt sein sollten, um
eine sinnvolle Teilcheninterpretation der Quantenfeldtheorie zuzulassen.

Diese Ideen wurden spéter von vielen anderen Autoren ausgebaut. Wegen des problema-
tischen Begriffs der Lokalisierung von Zustédnden empfiehlt es sich dabei, zur Lokalisierung
von Observablen iiberzugehen bzw. allgemein energiegedampfte Zustédnde zu betrachten,
die aber nur auf lokalisierten Operatoren ausgewertet werden. Hier lassen sich analoge Re-
sultate erzielen. So zeigten Buchholz und Porrmann [BPY0], da in gewissen Modellen der
freien Feldtheorie die Abbildungen

Avrs e PH Ae™PH (A cUAr)) (2.1.8)

nuklear sind (d.h. als Summe von Rang-1-Abbildungen geschrieben werden kénnen), und
konnten Abschétzungen fiir ihren Nuklearitdtsindex angeben.

Kompaktheits- und Nuklearitédtskriterien wurden in der Literatur einerseits zur Kurz-
abstandsanalyse von Quantenfeldtheorien eingesetzt, etwa zur Beschreibung eines Skalenli-
mes [BV95, BucY6], andererseits auch zur Analyse von Feldtheorien bei grofien Abstédnden
r, insbesondere zur Untersuchung thermodynamischer Aspekte. So folgt aus Nuklearitéts-
bedingungen die Existenz von KMS-Temperaturzustinden [BJI89] sowie die sogenannte
Split-Eigenschaft [BWSG], welche die Interpretation endlich ausgedehnter Teilsysteme in
der Theorie erlaubt. Diese Eigenschaften werden nicht durch die allgemeinen Axiome der
Quantenfeldtheorie (z.B. die Wightman-Axiome) garantiert, sondern man findet Gegenbei-
spiele z.B. in freien Feldtheorien mit unendlich vielen Teilchensorten, deren Massen nur sehr
langsam anwachsen [BJS86]. Insofern scheinen Nuklearitéitsbedingungen geeignet, um aus
der Menge aller mathematisch moglichen Quantenfeldtheorien diejenigen auszuzeichnen,
die eine sinnvolle physikalische Interpretation zulassen.

Der Zusammenhang zwischen den Phasenraumeigenschaften und der Existenz von
Punktfeldern wurde zuerst von Haag erwdhnt [Haa93] und spéter von Haag und Ojima
genauer formuliert [HO96]: Die Autoren vermuteten (und begriindeten im Beispiel des
masselosen freien Feldes heuristisch), dafi die analog zum Obigen gebildeten Raume

P(E)U(r) P(E) (2.1.9)

nicht nur ,fast endlichdimensional® sein sollten, sondern dafl die gesuchten Punktfelder
quasi eine Basis dieser beinahe endlichdimensionalen Raume bilden. Genauer betrachteten
sie die hierzu dualen Rdume

P(E)S(r) P(E) (2.1.10)
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(wobei X(r) = X[4(r)), von denen sie postulierten, dafl sie durch eine endlichdimensionale
Basis von E- und r- unabhingigen Zusténden o; bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit
im Limes r — 0 gut approximiert werden kénnen. Die Zahl der Elemente dieser ,,Basis“
erhoht sich, wenn man eine bessere Approximation fordert; so erhélt man eine Hierarchie
von Zusténden o; als Basis der Réume (2.1.10), und die gesuchten Punktfelder ergeben sich
quasi als Basis des Dualraums. Diese Ideen wurden in [Bos98] aufgegriffen und prézisiert;
das zu fordernde Kriterium konnte in Modellen der freien Feldtheorie in mindestens 3
rdumlichen Dimensionen mathematisch streng etabliert werden. Die vorliegende Arbeit
baut auf diesen Konzepten auf.

Nicht unerwéahnt sollen einige konkretere Ansétze bleiben, die in gewissen Modellen
eine direktere Konstruktion der Punktfelder erlauben: Im Fall von dilatationsinvarianten
Theorien hat man als zusétzliches Analysemittel die Darsteller D(A) der Dilatationen zur
Verfiigung. So bemerkten Buchholz und Fredenhagen [BE77], dal man (heuristisch) fol-
gendes Verhalten der A € 2(0O) finden sollte:

DN ADN) ' = (QlAQ) 1 + Xp(0) +o(\)  fiir A — 0 (2.1.11)

mit einem Punktfeld ¢(0). Fredenhagen und Jor$ [F.I96] fithrten eine dhnliche Konstruktion
in einem speziellen Modell, der zweidimensionalen konformen chiralen Theorie eines reellen
skalaren Teilchens, sehr explizit durch; sie erhalten Punktfelder ¢(0) als Limiten

A"D(N) AQ Y »(0) €. (2.1.12)
Diese Vorgehensweise 1afit noch Verallgemeinerungen zu [[I6r96], bleibt aber prinzipiell auf

dilatationsinvariante Modelle beschrankt: Unitdre Darsteller D(A) der Dilatationen sind
im allgemeinen nicht verfiighar, nicht einmal in Theorien freier massiver Teilchen.

2.2 Asymptotische Phasenraumeigenschaften

Der im letzten Abschnitt zusammengefafiten Wissensstand iiber die Struktur von Quan-
tenfeldtheorien bei kleinen Absténden 148t sich im wesentlichen auf folgende drei Aspekte
reduzieren:

e Neben der Lokalisierung der Observablen bendtigt man als weitere Struktur eine
Energiebeschrankung, um den Zusammenhang zwischen Feldern und lokalen Alge-
bren herzustellen.

e Die gleichzeitig in Ort und Energie beschriankten Objekte der Theorie — Rdume von
Observablen oder Zustédnden — besitzen eine sehr einfache, beinahe endlichdimensio-
nale Gestalt.

e Punktfelder erhélt man aus diesen Strukturen, indem man zum Limes kleiner Ab-
stdnde r iibergeht.

Unser Ziel ist es, unter Verwendung dieser Aspekte ein Kriterium zu entwickeln, das es
erlaubt, Punktfelder aus einem Netz von Algebren zu konstruieren. Dies geschieht zunéchst
heuristisch.
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Wir gehen dazu aus von einem lokalen Netz 2((Q) bzw. den zu Doppelkegeln O, gehoren-
den Algebren (r) = (0O,). (Es reicht fiir die Analyse der Punktfeldeigenschaften aus, um
den Koordinatenursprung zentrierte Doppelkegel zu betrachten, da die betrachtete Theo-
rie als translationsinvariant angenommen wird.) Die Operatoren in 2((r) entsprechen also
Messungen, die innerhalb des Raum-Zeit-Gebietes O, stattfinden. Mit > bezeichnen wir
die physikalischen Zustindef] des Systems, und $(E) = P(E)XP(E) sind die Zustinde mit
eingeschrénkter Energie E. Wir interessieren uns fiir das Verhalten der Erwartungswerte

o(A), wobeio € X(F), A€ A(r) (2.2.1)

bei kleinen Abstdnden r und nicht allzu grofien Energien F; diese Erwartungswerte sollen
analysiert werden, und zwar in einer Weise, die nicht vom speziell gewéhlten Zustand o
bzw. der Observablen A abhéngt.

Die zu erwartende Situation skizzieren wir zunéchst an einem Beispiel aus der Quan-
tenmechanik: Wir betrachten ein nichtrelativistisches, freies Teilchen in einer Dimensi-
on. Die energiebeschrankten Zustdnde entsprechen hier Hilbertraum-Vektoren der Form
v = P(FE)go, und als lokalisierte Observablen verwenden wir Funktionen f(Q) des Orts-
operators mit kompaktem Trager. Die Funktionen ¢ haben beschréinkten Trager im Im-
pulsraum und sind daher im Ortsraum holomorph, d.h. wir kénnen sie als Potenzreihe
schreiben:

n!

(n)
o(x) = Zan:v” = Z L4 (O)x" (2.2.2)

Die Koeffizienten der Reihe lassen sich dabei als , Skalarprodukte® mit Deltafunktionen
darstellen:f

P (0) = (—1)”/5(")(x)<ﬂ(x)dflf = (=1)"(0" ). (2.2.3)

Ist nun 9 eine weitere Wellenfunktion, die im Ortsraum beschrankten Triger besitzt, so
erhélt man fiir ihr Skalarprodukt mit ¢ die Entwicklung

W) =3 antley = 3 T lamy 5. (2.2.0

n!

n n

Aufgrund des beschrénkten Trigers von ¢ sind die Skalarprodukte (i|z™) hier wohldefi-
niert.

Nun sei A = f(Q) eine lokalisierte Observable. Im interessierenden Erwartungswert
d(A) = (o] f(Q)|p) konnen wir die Formel (R.2.4) zweimal anwenden und erhalten

o(4) = (6@ = 3 C o) v £(@) ) 6
= S AT 609) Q) = 3 o Au)nn ()
mit Ay, = %M(m))(é(m und oy, = (@™ 27). (2.2.5)

2 Technisch ist ¥ die Menge der schwach-x-stetigen Funktionale, also der Spurmatrizen, iiber B(H).
3 Indem wir im Ausdruck (6(™|p) einen Energieprojektor P(E) auf die linke Seite bringen, kénnen wir
die Deltafunktion hier durch einen regulidren Zustandsvektor im Hilbertraum ersetzen.
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Wir haben den Erwartungswert o(A) also in eine Reihe aufgespalten, deren einzelne
Terme durch Auswertung von o auf ,,Standardobservablen“ A,,,, und von A auf zugehérigen
,Standardfunktionalen“ o,,, entstehen. Diese A,,,, und o,,, hidngen nicht von der speziellen
Wahl von ¢ und A ab, sondern kénnen quasi als intrinsische Gréfen der Theorie angesehen
werden.

Weiterhin sieht man, dafi die einzelnen Terme der Reihe im betrachteten asymptoti-
schen Bereich ein charakteristisches Verhalten zeigen: Betrachtet man nur Observablen A,
die in einem Intervall der Lange r lokalisiert sind, so verhélt sich die korrespondierende
Norm des Funktionals o,,, offenbar wie r™*"*! Ist umgekehrt p der fiir den Zustand o
maximal zuléssige Impulswert, so divergiert der Anteil von A,,, im Limes grofler p wie
p™ L (Im nichtrelativistischen Fall ist dabei p ~ VE, withrend wir im unten zu betrach-
tenden relativistischen Fall p ~ E erwarten.) Wir erhalten also eine Art Hierarchie von
Approximationstermen o,,, A, fir den Erwartungswert o(A), wobei jeweils nur endlich
viele zu einem gegebenen Kurzabstandsverhalten r7 gehoren.

Wir werden diese Uberlegungen nun auf die Situation in der Quantenfeldtheorie iiber-
tragen und dort allgemein lokale Algebren 2((r) und Rdume von energiebeschriankten Funk-
tionalen ¥(E) betrachten. Uns interessiert das Verhalten bei kleinen Abstédnden, also r — 0
gleichzeitig darf die Energie F der zuldssigen Zustédnde anwachsen, jedoch nicht zu stark,
so daf} das ,Phasenraumvolumen®, d.h. das Produkt E - r, klein bleibt. Am einfachsten
148t sich dies so formulieren, daf§ wir den Grenzfall Er — 0 betrachten. (Es erscheint sinn-
voll, sich hier auf die skaleninvariante Grofle E - r zu stiitzen, da in dem interessierenden
Hochenergielimes die Massen der in der Theorie enthaltenen Teilchen keine Rolle spielen
sollten.)

Unsere Vorstellung ist nun, ausgehend vom eben diskutierten nichtrelativistischen Mo-
dell, folgende: Je kleiner Er wird, desto ungenauer wird man verschiedene Observablen
A bei einer gegebenen Meflauflosung unterscheiden kénnen. In erster Ndherung kann die
Messung A gut durch den zugehorigen Anteil des Einsoperators w(A)1 beschrieben werden;
hier ist w ein gewisses Funktional, das in konkreten Modellen durch den Vakuumzustand
gegeben ist. Es sollte also gelten, dafl

0(A) = o(w(A)1) fiir kleine Er. (2.2.6)
In der Tat findet man im allgemeinen, dafl etwas préziser

sup  sup |o(A) —o(L)w(A)| — 0. (2.2.7)
s€S(E)1 AEA(r)1 Er=0

In diesem Sinne tritt im Grenzfall nur eine unabhéngige Observable (der Einsoperator) auf.
Will man mehr Observablen unterscheiden, so mufi man die Meflauflosung mit Verkleine-
rung der Skala erhthen. Wir beriicksichtigen dies durch einen Faktor (Er)~! in (.:2.7);
man stellt fest, daf

sup %| o(A) — o(1)w(A) | 4 0. (2.2.8)

Auf diese Weise entdeckt man also weitere Anteile der Erwartungswerte. Um diese zu
kompensieren, subtrahiert man (in Beispielen) eine weitere Standardobservable ¢ mit einem
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passenden Koeffizienten 7(A) und erhélt

sup E—} o(A) — o(1)w(A) — o(¢)T(A)| —— 0. (2.2.9)
g, A LT Er—0

Dieses Verfahren 148t sich nun fiir immer héhere Meauflosungen fortsetzen; man ersetzt
den Faktor (Er)~! durch ein allgemeineres (Er)~" und erhilt dazu n Approximationsterme,

so daf3

n

1
80171313 Er) |o(A) — Z o(¢;)o;(A)| —— 0. (2.2.10)

= Er—0
Dabei wird n sich typischerweise mit wachsendem ~ vergrofern.
Wir finden in unserem Grenzwert kleinen Phasenraumvolumens also, dafl sich die Er-
wartungswerte o(A) durch eine Summe bzw. Reihe von Erwartungswerten von Standard-
Observablen ¢; darstellen lassen, also etwa

o(A) ~ Za(qﬁj)aj(A). (2.2.11)

J

Je hoher man im Limes Er — 0 die MeBauflosung wihlt, desto mehr Terme der (im
allgemeinen unendlichen) Reihe benotigt man, um die Meflergebnisse zu approximieren.

(Im oben besprochenen nichtrelativistischen Beispiel haben wir die Reihe (B.2.11]) kon-
kret durch eine Potenzreihenentwicklung erhalten; auch in relativistischen Modellen freier
Teilchen ist dies sehr dhnlich. Es sei aber betont, dal der hier gewéhlte Zugang allgemeiner
ist — er liBt auch Approximationsterme zu, deren Er-Verhalten nicht durch ganzzahlige
Potenzen (E7r)” beschrieben wird, sondern z.B. durch irrationale Exponenten oder loga-
rithmische Faktoren.)

Da die Giite der Approximation nicht vom speziellen o oder A abhéngt, kénnte man
auch von einer Entwicklung nicht der einzelnen Erwartungswerte, sondern , der Bildung
von Erwartungswerten an sich“ sprechen. Die Messungen in den lokalen Algebren 2A(r)
reduzieren sich auf die Messung endlich vieler Standard-Observablen ¢;, die quasi als r-
unabhéngige ,, Erzeuger® der Algebren angesehen werden konnen. Insofern liegt es nahe, dafl
es sich dabei um Objekte handelt, die am Punkt x = 0 lokalisiert sind; tatséchlich handelt es
sich im Beispiel der freien Feldtheorie aufler dem Einsoperator um die der Theorie zugrun-
deliegenden Punktfelder sowie ihre Ableitungen und Normalprodukte (Wick-Produkte).

Wir werden das hier angedeutete Kriterium im néchsten Abschnitt zu préazisieren und
in eine mathematisch auswertbare Form zu bringen haben. Dies wird uns spéter erlauben,
die auftretenden Standard-Observablen ¢; als lokale Punktfelder zu identifizieren, die den
Wightman-Axiomen gentigen. Zunéchst sei aber beziiglich des heuristischen Inhalts auf fol-
gende Punkte hingewiesen, welche die hier untersuchte Struktur von derjenigen unterschei-
den, die im Zusammenhang mit Phasenraumkriterien in der Literatur haufig betrachtet
wird:

e Das halbklassische Argument einer Aufteilung des Phasenraums in ,,Zellen* der Grofie
h?®, das urspriinglich die Motivation fiir die Einfithrung von Kompaktheitskriterien
lieferte [HSGH], spielt im hier betrachteten Zugang keine Rolle. Da unsere Analyse



2.3 Mathematische Formalisierung 27

sich im Bereich kleiner , Phasenraumvolumina®“ E - r abspielt, befindet man sich
quasi in dem Bereich, in dem die Theorie nur noch von einer einzigen halbklassischen
Phasenraumzelle bestimmt wird. Man sollte also nur noch einen einzigen Zustand des
Systems (das Vakuum der Quantenfeldtheorie) vorfinden. Dies ist insofern tatséchlich
realisiert, als die Reihe (B.2.T1]) in Beispielen nur einen fithrenden (im Limes Er — 0
nicht verschwindenden) Term besitzt; interessant ist aber vor allem die Analyse der
restlichen, unterschiedlich schnell verschwindenden Approximationsterme.

o Wir interessieren uns nicht fiir die Struktur der Theorie bei einem festen Radius
r und fester Energie F, sondern ausschliefllich fiir das asymptotische Verhalten im
Limes verschwindenden Phasenraumvolumens (E-r — 0). Dies unterscheidet den hier
gewihlten Zugang von den Phasenraumbedingungen, die beispielsweise in [BWS6]
und [BPY0] vorgeschlagen wurden. Von der postulierten Reihe (B.2.11) ist etwa im
Beispiel der freien Feldtheorie nicht bekannt, ob sie bei festem E und r konvergiert
— dies erweist sich fiir die Konstruktion der Punktfelder auch als irrelevant.

2.3 Mathematische Formalisierung

Wir werden nun die heuristischen Uberlegungen des letzten Abschnitts zusammenfassen
und in ihren mathematischen Kontext stellen. Dabei wird jedoch nicht auf alle technischen
Details der verwendeten Strukturen eingegangen; eine ausfiihrlichere Darstellung der Hin-
tergriinde findet sich in den Anhéngen B.A| bis 2.0.

Unser Ausgangspunkt ist eine Quantenfeldtheorie in algebraischer Formulierung (O —
20(0)), die den {iiblichen, in Abschnitt [[.3.1 genannten Axiomen geniigt. Wie bisher be-
trachten wir insbesondere die Algebren 24(r) = A(O,.). Mit den zwischen ihnen bestehenden
Inklusionen (A(r) < A(r’) fiir r < ') bilden sie eine Prikogarbe

A= {A(r)} auf dem Intervall (0,1]. (2.3.1)

(Das Intervall ist so gewéhlt, da wir das Verhalten der Theorie bei kleinen r analysieren
wollen.)

Ahnlich verfahren wir mit den energiebeschrinkten normalen Funktionalen
Y(F) := P(E)XP(E): Sie bilden eine Prikogarbe

= {Z(E)} auf dem Intervall 1, c0) (2.3.2)

mit den Inklusionen ¥(F) < 3(E') fir E < E'. (Wir betrachten das Hochenergieverhalten
der Theorie, deshalb haben wir uns auf das Intervall [1, 00) eingeschrénkt.) Dementspre-
chend bildet das mengentheoretische Produkt

Y x A= {S(E) x Ar)} (2.3.3)

eine Priikogarbe {iber [1, 00) x (0, 1]. Die uns interessierende Operation ,, Auswertung lokaler
Messungen“ kann als bilineare Abbildung auf ¥ x 2 verstanden werden:
Z: ¥xA—-C,
(0,A) — a(A). (2.3.4)
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Sie ist vertriglich mit den Inklusionsabbildungen und kann insofern als Abbildung auf der
Priakogarbe bezeichnet werden.

Zur Formulierung des Kriteriums geht es darum, Approximation dieser Abbildung = zu
betrachten. Nach Abschnitt 2.7 sollen die approximierenden Terme ,, Rang-1-Abbildungen*
sein, die in unserem Kontext ebenfalls als bilineare Abbildungen auf der Prikogarbe ¥ x 2
dargestellt werden kénnen:

@DAOJO : ixﬁ—ﬂc,
(0,A) — a(Ag)oo(A), (2.3.5)

wobei g € 3 ein festes Funktional ist und Ay eine Linearform iiber jedem der ¥(E), die mit
deren Inklusionen vertriglich ist. (A ist also eine evtl. unbeschrénkte quadratische Form
auf (Jp Xp mit der Eigenschaft, da P(E)AyP(FE) fiir jedes £ > 0 beschrinkt ist. Die
spater zu identifizierenden Punktfelder werden von diesem Typ sein.) Die obige Abbildung
Y ay0, bezeichnen wir im folgenden oft abgekiirzt mit Ayoy.

Wir werden unseren Formalismus also in der Sprache bilinearer Abbildungen auf ¥ x 2
aufbauen. Allerdings diirfen nicht alle solchen Abbildungen in der Analyse zugelassen wer-
den, sondern wir miissen uns auf in gewisser Weise ,reguldre” Abbildungen beschrénken,
um ausreichende Stetigkeitseigenschaften fiir die zu konstruierenden Punktfelder zu er-
halten. Dazu soll eine geeignete Topologie auf 3 x A eingefithrt werden; die , reguléren®
bilinearen Abbildungen sind dann gerade stetig in dieser Topologie. Wir miissen an diesen
Stetigkeitsbegriff folgende Anforderungen stellen:

e Die oben erwdhnten Abbildungen = und Agoq sollen stetig sein, wenn o schwach-x-
stetig ist und Ay auf jedem X (FE) beschrankt.

e Umgekehrt soll aus der Stetigkeit einer Abbildung Ayoq folgen, dal oy schwach-x*-
stetig ist, und daB ||P(E)A¢P(E)| < oo.

Wie in Anhang R.A| argumentiert wird, gibt es Topologien auf ¥ x 2, die diese For-
derungen erfiillen; die fiir unsere Zwecke natiirlichste ist die Finaltopologie beziiglich der

Abbildungen

mLe . A(r) — L(E) x 2A(r), A (0,A) (0 € X(F) fest),
mra: 2(E)— X(E)x2Ar), o (0,A) (A € 2A(r) fest); (2.3.6)

dies ist in Anhang 2-A ndher erldutert und hier zunéichst nicht weiter von Bedeutung. Wir
bezeichnen die Menge aller beziiglich dieser Topologie stetigen, bilinearen Abbildungen auf
¥ x A mit V.

Unsere Vorstellung ist es also, dafl sich die Auswertung lokaler Messungen, also die
Abbildung = € ¥, durch Summen von Termen der Form Ayoy € ¥ approximieren laft,
allgemeiner gesprochen durch Abbildungen in ¥ von endlichem Rang.

Auch hier ist zunéchst genauer zu kldren, was wir unter ,,endlichem Rang“ verstehen
wollen. Fiir eine solche Abbildung bei festem F und r ist das relativ klar: Zu jeder bilinearen
Abbildung ¢g, : X(E) x A(r) — C konnen wir die Linksadjungierte ¢r, g, definieren als

YLey . B(E) — Ar).,
o= Yp.(o, ) (2.3.7)
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und dann den Rang von g, als Dimension des Bildes dieser Abbildung (welches wir mit
Bildy, ¥, bezeichnen) festlegen, sofern es endlichdimensional ist. Analog 148t sich natiirlich
auch eine Rechtsadjungierte definieren,

YRE,: AU(r) — S(E),
A= Yp.( JA) (2.3.8)

und die Dimension ihres Bildes Bildg 95, zur Definition von Rang g, heranziechen. Es
stellt sich (wie zu erwarten) heraus, daf stets dim Bildy, ¢p, = dimBildg ¢, gilt, siche
Anhang BB,

Uns interessieren aber nicht die Abbildungen bei festem F und r, sondern ihr Verhalten
im Grenzfall Er — 0. Es ist hier nicht ausreichend, nur zu fordern, dafl der Rang von ¢z ,
fiir Er — 0 beschrénkt bleibt oder konstant ist, da es uns hauptséachlich auf die Interpreta-
tion des Bildes als Punktfelder (Bildg ¢) bzw. als deren duale Objekte (Bildy, ¢) ankommt.
Wir miissen daher von den approximierenden Abbildungen verlangen, daf§ Bildy, g, und
Bildg 9g, nicht nur endlichdimensional, sondern fiir kleine E - r sogar ,als Vektorraum
konstant“ sind. Wir bemerken hier nur, daf§ sich solche Abbildungen fiir kleine E -r gerade
als endliche Summen von Rang-1-Termen der Form (R.3.5) schreiben lassen:

J
w = Z¢j0'j mit 0; € Z, (bj S i* (239)
=1

Fiir eine ,basisfreie® Definition dieser Eigenschaft sei auf Anhang verwiesen. Solche
Abbildungen ¢ € W nennen wir Abbildungen von asymptotisch endlichem Rang. Die Menge
bzw. den Vektorraum aller dieser Abbildungen bezeichnen wir mit W,.

Polynomiale Energieschranken Wir werden h&ufig noch eine weitere Bedingungen
an die betrachteten Abbildungen ¢ € W, stellen, und zwar eine Einschrinkung an ihr
Hochenergieverhalten: Wir sagen, 1) € W, geniige polynomialen Energieschranken (oder:
ist polynomial energiebeschrdnkt), wenn fiir jedes ¢ € Bildg ¢ ein [ > 0 existiert, so dafl

9|l = [|P(E)¢P(E)| < E'- const. (2.3.10)

Es ist dann (durch Wahl einer Basis) klar, dafi im endlichdimensionalen Raum Bildg 1
dieser Wert [ gleichméfig gewéhlt werden kann. Den Teilraum von ¥, dessen Elemente

polynomialen Energieschranken geniigen, notieren wir als W, .

Die physikalische Bedeutung dieser Einschrankung ist folgende: In allen bisher konstru-
ierten quantenfeldtheoretischen Modellenf] erfiillen die Punktfelder solche Energieschran-
ken [DE77]. Da wir vermuten, daff Bildg ¢ in der interessierenden Situation aus solchen
Punktfeldern besteht, erscheint eine derartige Einschriankung an das Hochenergieverhalten
plausibel.

In der Literatur sind auch Feldtheorien bekannt, die nicht-polynomiales Hochenergie-
verhalten aufweisen [Jaf67, Sum&7], wobei allerdings die Temperiertheit der Wightman-
Distributionen aufgegeben werden mufl. Wir werden solche Modelle hier nicht betrachten
und unsere Analyse der Existenz lokaler Punktfelder nur unter der zusétzlichen Annahme

4 genauer in allen Modellen, die eine verschiirfte Version der Osterwalder-Schrader-Axiome erfiillen



30 Kapitel 2. Phasenraumstruktur

polynomialer Hochenergieschranken ausfithren. Tatséchlich geht diese Annahme aber nur
an wenigen Stellen in die Argumentation ein, so dafl viele Aspekte unabhéngig von dieser
Zusatzvoraussetzung betrachtet werden kénnen.

Verhalten bei kleinen Wirkungen Wir bendtigen noch einen quantitativen Begriff fiir
das Verhalten der Abbildungen ¢ € ¥ im Bereich kleiner Wirkungen E -r. Dazu definieren
wir (analog zu heuristischen Motivation in Abschnitt P.2) zunéchst

Ve (0, A)|
[Y]lgs = sup sup =t (2.3.11)
cEX(E) AcU(r) ||U||||A||

wobei das Supremum nicht notwendigerweise endlich sein mufl. Wie in Abschnitt 2.2 ver-
wenden wir zur Analyse skaleninvariante Begriffe und betrachten daher fiir w > 0

sup |[¢¥||lgr - (2.3.12)

E-r<w

Dies wird ebenfalls eventuell co; diese technische Schwierigkeit umgehen wir durch Anwen-
dung einer Funktion B(z) = 7= mit der Konvention B(co) = 1, die die Werte von (2.3.12)

1+z
auf das Intervall [0, 1] , kontrahiert“. Wir wollen also
Jo(w) = sup B([¢]lp.) (2.3.13)

im Limes w — 0 untersuchen. Hierzu definieren wir den ,,asymptotischen Exponenten* von
fy als

Y(fy) :=sup { A ‘w_’\fw(w) SN O} € [0, oo]. (2.3.14)

w—0

Es handelt sich hier also im Wesentlichen um den Exponenten, mit dem f,(w) fiir w — 0
abfillt. (Details dazu findet man in Anhang P.I).) Wir schreiben statt (f,) im folgenden
einfach

V(W) = (fy) - (2.3.15)

Um auch hier die technische Schwierigkeit , unendlicher“ Werte zu umgehen, betrachten
wir gelegentlich

_Jmm o W) <o
OE {0 v ) = oo (2.3.16)

Dann hat §(¢) — ) die Eigenschaften einer Pseudometrik auf U (siche Anhang R.I), liefert
also einen verniinftigen Konvergenzbegriff.
2.4 Ein Phasenraumkriterium

Wir wollen nun eine allgemeine Theorie, die die grundlegenden Axiome der algebraischen
Quantenfeldtheorie erfiillt, mit Hilfe der oben eingefiihrten Begriffe analysieren.
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Unsere Vorstellung ist, daB sich die lokale MeBauswertung = € ¥ durch Abbildungen
von asymptotisch endlichem Rang approximieren 1a8t, und zwar um so besser, je hoher
deren Rang ist. Wir betrachten daher im allgemeinen Fall folgende Grolen (fiir n € Ny):

Yo = 111;1(3«-;)(7(5 — Ym)) € [0,00], (2.4.1)

wobei das Maximum {iber alle ¥, € W, mit Rang Ymn)y < n genommen wird. Wie oben
setzen wir

1
i

e [0,1]. (2.4.2)

n -

Analog werden 7" und 67 definiert, wobei das Maximum in diesem Fall nur iiber ¢, € T(J;

genommen wird.
Es ist unmittelbar klar, da v, > 7,1, daf§ die 7, also monoton wachsen und die 9,
monoton fallen. Weiterhin gilt stets

HEHEJ“ =1 VE,T’ = Y= 0, o= 1. (243)

Das weitere Verhalten der -, 4, respektive v7' 67 charakterisiert die betrachtete Theorie.
Wir kénnen die auftretenden Fille grob klassifizieren:

1. Es gilt §,, — O fiir n — o0, jedoch d,, > 0V n. Dies entspricht dem in der heuristischen
Motivation betrachteten Fall: Die Approximation wird mit zunehmendem Rang der
Approximationsterme immer besser. Dieses Verhalten erwarten wir in allen Theori-
en, die aus Punktfeldern (ggf. mit polynomialen Energieschranken) aufgebaut sind.
Konkret ist das in freien Feldtheorien mit endlich vielen Teilchensorten explizit der
Fall (siehe Beispiel in Kapitel [1). Wir vermuten also beim beschriebenen Verhalten
der ¢, dafl die approximierenden Terme %,y bzw. ihr Rechts-Bild aus Punktfeldern
aufgebaut sind; es wird zu klaren sein, inwieweit dies tatséchlich der Fall ist.

2. Es gilt §,, = 0 fiir groBe n. Dies bedeutet, dal die Abbildung = beliebig gut (bzw.
besser als jedes Polynom) durch nur endlich viele Rang-1-Terme approximiert werden
kann. Solche Theorien besitzen also bei kleinem E7r im Vergleich zur freien Feldtheo-
rie eine Art ,ausgediinnten Phasenraum®. Dies wird man bei Modellen erwarten,
die nicht aus Punktfeldern aufgebaut sind, sondern aus anderen, auf endlich grofien
Gebieten lokalisierten Objekten. Solch ein Modell, in dem bereits ein einzelner Term
Yy = wl ausreicht, um §(=Z — wl) = 0 zu erreichen, wurde von Lutz betrachtet
[Eat97] — siehe auch die Diskussion in Abschnitt B.1].

Das Lutz’sche Modell ist fiir den beschriebenen Fall in folgendem Sinne generisch:
Gibt es im Feldinhalt der Theorie (siehe Abschnitt B.4) mindestens ein nichttriviales
Quantenfeld, dann ist er tatsdchlich unendlichdimensional, denn er mufl auch alle
Ableitungen dieses Feldes enthalten (Abschnitt .4).f Der Fall 6, = 0 fiir grofie n*

5 Dies kann man folgendermafen prizisieren: Unter sehr allgemeinen Bedingungen kann fiir lokale
Punktfelder ¢ (auler dem Einsoperator) der Ausdruck ¢(0)€2 nicht beschriankt sein [BVY5]. Nimmt man
an, da8 ||R!'¢(0)Q| < oo fiir geeignetes [ > 0, dann 148t sich unter Verwendung von 9; = i[H, -] zeigen,
daB das Hochenergieverhalten von 9F¢(0)Q2 mit wachsendem k divergenter wird; die Zeitableitungen des
Feldes sind also nicht linear abhéngig.
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fithrt aber, wie wir sehen werden, zu einem endlichdimensionalen Feldinhalt. Als
Punktfelder werden also nur , klassische Observablen* (Vielfache des Einsoperators)
auftreten.

3. 0, > 05 > 0 ist durch eine positive Konstante d,, von unten beschrankt. Die Auswer-
tung lokaler Messungen = kann also auch durch beliebig (aber endlich) viele Rang-1-
Terme nicht besser als (Er)°< approximiert werden; der Phasenraum ist besonders
,dicht gefiillt“. Dies kénnte folgende Ursachen haben:

e Es gibt in der Theorie unendlich viele Punktfelder der gleichen Energiedimension
(beispielsweise in einer freien Feldtheorie mit unendlich vielen Teilchensorten).
In diesem Fall reichen endlich viele Approximationsterme nicht aus, um den
Anteil dieser Felder zu kompensieren.

e Im Fall 6 > 6L > 0 koénnte es sein, daf§ die zur Approximation benétigten
Felder nicht polynomialen Energieschranken geniigen.

Wir interessieren uns im folgenden fiir den Fall §,, — 0, was den obigen Fall [ und —
trivialerweise — auch P umfafit. Dies 148t sich als Kriterium wie folgt formulieren:

Definition 2.1. Eine Theorie erfiillt das asymptotische Phasenraumkriterium [mit poly-
nomialen Energieschranken], wenn es eine Folge (1) C Wy [(¢y,) C W(I; ] gibt, so dafs

0(E —,) — 0.

Das so formulierte Phasenraumkriterium sollte nach unserer heuristischen Motivation
in der Lage sein, eine physikalisch interessante Klasse von Quantenfeldtheorien auszuzeich-
nen, namlich solche mit einem ,reguldren Kurzabstandsverhalten“. Theorien dieser Art
werden wir im folgenden betrachten. Wir werden in Kapitel B analysieren, inwieweit sich
die Approximationsterme 1), aus lokalen Punktfeldern zusammensetzen.

Zu fragen ist natiirlich, ob das jetzt mathematisch prézisierte Kriterium tatséchlich in
physikalisch relevanten Modellen streng erfiillt ist. Wir werden es in Kapitel [ zumindest in
einer grofien Klassef] freier Feldtheorien etablieren kénnen. Moégliche Erweiterungen werden
in Kapitel § diskutiert.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafi das formulierte Kriterium nur darauf ab-
zielt, Theorien mit einem wohldefinierten Punktfeldinhalt auszuzeichnen. Es ist nicht sen-
sitiv dafiir, zu entscheiden, inwiefern dieser Feldinhalt die Theorie vollstdndig bestimmt,
inwiefern also sdmtliche physikalischen Observablen im Verhalten des Systems bei kleinen
Absténden codiert sind. Wie oben bereits erwéhnt (Fall f]), kann es ohne weiteres vorkom-
men, dafl das Kriterium in nichttrivialen Beispielen nur den Einsoperator als ,,Punktfeld“
liefert; solche Theorien lassen sich nicht aus ihrem Feldinhalt rekonstruieren. Wir werden
dies in Abschnitt B2 naher ausfithren.

2.A Garbenstrukturen

Im Rahmen unserer Analyse von Quantenfeldtheorien am Punkt betrachten wir oft Raume
von normalen Zustinden mit einer Maximalenergie E sowie die lokalen Algebren eines

6Probleme ergeben sich i.W. nur bei Theorien in niedrigen Raum-Zeit-Dimensionen.
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Doppelkegels O,.. Thre mathematische Struktur bei Variation von E und 7 soll hier ndher
untersucht werden.

Zunéchst zur allgemeinen Situation: Die lokalen Algebren (r) = 24(0O,) sind Unter-
algebren von B(H) fiir einen gewissen Vektorraum H. Der mit ¥ bezeichnete Raum der
normalen Funktionale tiber B(H) ist identisch mit dem Prédualraum von B(H); d.h. X
tragt eine Banachraumstruktur, deren Dualraum ¥* mit B(H) iibereinstimmt. Weiterhin
ist (P(E)XP(E))* = P(E)B(H)P(E). Wir werden im folgenden B(H) und seine Unter-
algebren meist mit der schwach-x-Topologie ausstatten (deren Dualitéten wir mit einem
Stern unten kennzeichnen); es gilt dann B(H). = ¥ und 2A(r). = S[A(r).

Nun betrachten wir die E-Abhéngigkeit der Raume X (E) genauer. Offensichtlich gilt
Y(F) C X(F) fir E < E', so da die Rdume X(E) mit den kanonischen Inklusionsabbil-
dungen X(FE) — X(FE’) zu einer Prikogarbe auf z.B. dem Intervall [1,00) werden; dieses
Intervall wird gewéhlt, da wir uns lediglich fiir das Hochenergieverhalten der Theorie in-
teressieren. Wir bezeichnen diese Prikogarbe mit X.

(Der Begriff der Pritkogarbe wird hier etwas anders als iiblich verwendet. Ublicherweise
wiirde man Réaume 3 (U) fiir alle offenen beschréankten Mengen U C [1, 00) und Inklusionen
zwischen diesen betrachten. Indem wir aber statt 3(U) stets X (E) mit £ = sup U einsetzen,
konnen wir uns auf die Angabe eines reellen Parameters beschrénken.)

Ganz analog liefern die Algebren 2(r) mit den per Axiom geforderten Inklusionen
A(r) — A(r') fiir r < 7’ eine Prikogarbe & auf (0, 1] - wir schrinken durch diese Wahl
unsere Analyse auf den Bereich kleiner r ein.

Diese Strukturen iibertragen sich auch auf die Dualrdume der ¥(F) und 24(r): Wir
erhalten Pragarben

*

T = {S(E)} und A = {A(r),} (2.A.1)

auf den entsprechenden Intervallen; die Garbenabbildungen sind hierbei durch die gewohn-
lichen Restriktionen gegeben.

Unser Formalismus zur Analyse von Punktfeldern verwendet bilineare Abbildungen
Y(FE) x 2A(r) — C. Genauer gesagt sollen diese Abbildungen fiir alle E,r gegeben und
vertriglich sein mit den Inklusionen 3(E) — X(E’) und (r) — 24(r’). Dazu bemerken
wir, daf3 automatisch auch

Y x A= {S(E) x Ar)} (2.A.2)

zu einer Prigarbe auf [1, 00) x (0, 1] wird. (Hier ist statt einer offenen Menge U C [1, 00) X
(0, 1] wieder das Supremum der Menge in der jeweiligen Variablen einzusetzen.)

Die betrachteten Abbildungen 1 sollen bilineare Formen auf dieser Priakogarbe sein,
d.h. zu jedem Paar (E,r) hat man eine bilineare Abbildung

Ypy o B(E) xA(r) = C, (2.A.3)
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und diese g, sollen mit den Inklusionen X(FE) x (r) < X(E’) x 2(r’) vertriglich sein:[]
S(E') x A(r) (2.A.4)

%

f C

VEr
S(E) X A(r)

Auflerdem sollen diese Abbildungen in einem gewissen Sinne regulér sein; das heifit, wir
wollen Topologien auf den Y (£) x 2(r) einfiihren und fordern, da8 die Abbildungen g,
beziiglich dieser Topologien stetig sind. Es geht nun darum, diese Topologien geeignet zu
definieren. Aus dem Kontext des zu entwickelnden Konstruktionsverfahrens heraus ergeben
sich folgende Anforderungen:

1. In jedem Fall sollen folgende Bilinearformen zur Menge der stetigen Abbildungen
gehoren, da sie fiir die gewiinschte Analyse benotigt werden:

=: (U, A) — U(A) und
itgm : (0, A) 1 7Aoo (A) (2.A.5)

mit festem og € ¥ und Ay € B(H).fj

2. Umgekehrt wollen wir aus der Stetigkeit einer Rang-1-Abbildung der obigen Form
Yago, 7 0 (oder kurz Agog # 0) folgern konnen, daff oy schwach-k-stetig auf jedem
2(r) und Ay normstetig auf jedem X(FE) ist. Diese Eigenschaft erreicht man gerade,
indem man fordert, dafy die Abbildungen

mye . A(r) — L(E) x 2A(r), A (0,A) (0 € X(E) fest),
mra: N(E)— X(E)xAr), o (0,A) (A € A(r) fest); (2.A.6)

stetig sind, wenn man ¥(E) mit der Normtopologie und 2((r) mit der schwach-*-
Topologie versieht. (Dann wird ¢4,,, © mL, = 0(Ag)oo stetig, und folglich ist oy
schwach-*-stetig; analoges gilt fiir mg 4.)

Die zu wihlende Topologie auf 3( E') x 2((r) sollte beide Anforderungen [[] und g erfiillen.
Man stellt allerdings fest, dafl die ,,iiblichen” Topologien diesen Anforderungen nicht genii-
gen: So scheint es natiirlich, X(F) x 24(r) mit dem Produkt der beiden Normtopologien auf
Y(F) und 2(r) zu versehen; doch l&8t sich damit die schwach-*-Stetigkeit der Funktionale
0o nicht sicherstellen. (Wir werden die schwach--Stetigkeit spéter benttigen, um Fortset-
zungen gewisser Funktionale mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach zu erhalten.) Verwendet
man andererseits das Produkt aus Normtopologie auf ¥(E) und schwach-x-Topologie auf
2(r), dann wird die Abbildung = nicht stetig: Wenn ¢ — 0 in der Normtopologie und
A — 0 im schwach-*-Sinn, dann folgt im allgemeinen nicht, dal o(A) — 0.

Allerdings bieten sich aus den beiden Forderungen heraus die folgenden zwei Topologien
unmittelbar an:

7 Zur Notation kommutativer Diagramme siche Seite @
8 Tatséichlich bendtigen wir diese Abbildungen noch fiir allgemeinere Ag; es reicht aber aus, hier als
schwiichere Bedingung die Stetigkeit fiir Ay € B(H) zu fordern.
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1. Man betrachtet die initiale Topologie 7; auf ¥(E) x 2((r) beziiglich aller Abbildungen
E und ¢ ,,, mit o9 € X und Ay € B(H). In dieser Topologie sind alle diese Abbil-
dungen stetig (Forderung [l] ist also erfiillt), und sie ist die grobste aller Topologien
mit dieser Eigenschaft.

2. Man verwendet die finale Topologie 7, beziiglich aller Abbildungen my,, und mg 4.
In dieser Topologie sind die my,, und mg 4 stetig (sie geniigt also Forderung fl), und
7¢ ist die feinste aller Topologien, die dies erfiillen.

Wir zeigen nun, daB sowohl 7; wie 7; tatsdchlich beide Anforderungen erfiillen. Die
Abbildungen my, , sind nédmlich auch 7;-stetig: Dazu ist zu zeigen, dafl die Kompositionen
Eomy, und ¢ a,., © My, stetig sind. Man hat fir A € A(r)

Eompy(A) =Z(0,A) =0(A), (2.A.7)
was bei festem o sicher stetig in A ist, und

Dago0 © Mg (A) = Yage, (0, A) = 0 (Ag)ao(A), (2.A.8)

was ebenfalls in A stetig ist. Also ist my, , stetig beziiglich 7;, und ebenso sind es die mg 4;
daher erfiillt 7; auch Forderung B, und es gilt

T C Ty. (2.A.9)

Hieraus folgt aulerdem, dafl 74 auch Forderung [I] erfiillt (sie ist feiner als 7;).

Damit sind die fiir unsere Zwecke geeigneten Topologien vollstandig charakterisiert:
Eine Topologie 7 auf X (E) x (r) erfiillt die Forderungen [ und P genau dann, wenn sie
feiner als 7; und grober als 7y ist, also wenn

7, C T C Ty (2.A.10)

Fiir unsere Zwecke erscheint es natiirlicher, mit 7 zu arbeiten, und wir werden im folgenden
stets annehmen, daf8 ¥(E) x (r) mit der Topologie 7 versehen ist.

Wir bemerken noch, daf8 7; auch mit der Kogarbenstruktur auf ¥ x 2 vertriglich ist:
Fir F < E', r < r' liest man aus den kommutativen Diagrammen

A(r) D sE) xou(r) s(E) AED gy sxar)  (2.A.11)
e ) .|
() T 5 By o) S(E) AT s mry o)

leicht ab, dafl die Inklusionen 3 (E) x 2(r) — 3(E") x A(r") stetige Abbildungen sind (denn
ihre Kompositionen mit den my,, und mg 4 sind es). Insofern kénnen wir sagen, dafl 7¢
eine Topologie auf der Priikogarbe 3 x 2 liefert.fi

Wir werden im folgenden mit W die Menge aller bilinearen, 7;-stetigen Abbildungen
auf ¥ x 2 bezeichnen.

9 Fiir 7; wire dies allerdings auch erfiillt.
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Es gilt nun, die Elemente ¢ € ¥ weiter zu analysieren, und insbesondere den Spezialfall
einer Abbildung von endlichem Rang zu formulieren. Dies werden wir zunéchst fiir festes
E und r tun, d.h. wir werden die 7;-stetigen Abbildungen

Vpy: B(E) x A(r) = C (2.A.12)

betrachten. Es sei daran erinnert, daf§ hier ¥(F) stets mit der Normtopologie und 2A(r)
mit der schwach-x-Topologie versehen ist.

Es lohnt sich, die Analyse der Abbildungen von endlichem Rang etwas allgemeiner
durchzufithren, was im néchsten Abschnitt geschehen soll.

2.B Bilinearformen von endlichem Rang

Im folgenden seien U, V' zwei hausdorffsche, lokal konvexe topologische Vektorrdume mit
Topologien 1y, 7. (Wir werden die Dualrdume usw. beziiglich 7y mit dem Symbol *
kennzeichnen, die beziiglich 7, mit ,.) Unser Ziel ist es, bilineare Abbildungen ¢ : U x V' —
C zu analysieren, die gewissen Stetigkeitsbedingungen geniigen. Wir definieren dazu die
Abbildungen

mp,: V—-UXYV, v — (u,v) (u € U fest),

mry: U—UXYV, u— (u,v) (v eV fest) (2.B.1)
und versehen U x V' mit der finalen Topologie beziiglich aller dieser Abbildungen. Mit ¥
bezeichnen wir die Menge aller hierin stetigen, bilinearen Abbildungen U x V' — C.

Zur Analyse der Abbildungen in W fithren wir sie zunéchst auf lineare Abbildungen
zuriick. Zu ¢ € ¥ definieren wir dazu die Linksadjungierte y:

YU - Ve, ur—¢(u,-). (2.B.2)

Das ist wohldefiniert, d.h. die Bilder ¢r,(u) sind stetige Funktionale auf V: Man hat ndmlich
Yr,(u) = ¢ omy,,, und beide Abbildungen auf der rechten Seite sind stetig.

Wir versehen V, mit der von V' induzierten schwachen Topologie, so daf§ (V,)* = V
wird.[9 Dann ist ¢, nicht nur linear, sondern auch stetig: Man hat fiir v € V

| (1) (0)] = [ (u,0)| = [ 0 mpu(u)] — 0 (2.B.3)

fir u — 0, da mp,, stetig ist.
Ebenso erhilt man die Rechtsadjungierte 1g als stetige, lineare Abbildung

Yr:V —=U", v—=1(-,0), (2.B.4)

wobei U* analog mit der von U gelieferten schwachen Topologie versehen ist, so dafl (U*), =
U.

Die beiden adjungierten Abbildungen r, und r héngen sehr eng zusammen; es ist
namlich ¢f = 1Y und Y. = Y. Man sieht dies leicht durch eine kurze Rechnung: Fiir
veV=V"und u € U ist

(Yiv)(u) = v(ru) = v(W(y, -)) = ¥(u,v);
(rv)(u) = (Y-, v)) (u) = P(u, v) = YL =Y (2.B.5)

10 Die , Dualititen“ bzgl. der Topologie auf V. bezeichnen wir mit *.
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Analog folgt ¥r. = ¥r. Wir erhalten also folgendes Bild:

=) Uy, (2.B.6)
I I
v = v (=7
Weiter interessieren wir und fiir Kern und Bild von ¢y, und ¥gr. Wir nennen
Bildy, v := Bild ¢y, C V, und Kerny, v := Kern ¢, C U (2.B.7)

das Links-Bild respektive den Links-Kern von v; analog werden das Rechts-Bild und der
Rechts-Kern definiert. Man hat unmittelbar das kommutative Diagramm

o (2.B.8)
#
U U/Kemy ¢ > Bild, V.
L

wobei 11, = 1, /Kerny, ¢ stetig wird, wenn man U/Kerny, ¢ mit der Quotiententopologie
und Bildy, ¢ mit der Teilraum-Topologie versieht. Die bijektive Abbildung v, werden wir,
wenn keine Verwechslungsméglichkeit besteht, meist auch mit v, oder sogar einfach mit
bezeichnen (es handelt sich um dieselbe Abbildung, die nur ,zwischen anderen Réaumen*
definiert ist).

Ganz analog erhélt man fiir ¥g:

on (2.B.9)
#

U* <— Bildg ¢ ~o0 V/Kerng ¢ <—V
R

Wir wollen die beiden Diagramme (2.B.§) und (B.B.9) nun zusammenfassen und zeigen,
dafl Bildy, ¢ = (V/Kerng ¥),. (V/Kerng ¢ tragt hierbei wieder die Quotiententopologie.)

Zunéchst macht man sich klar, da} die Linearformen v, € Bildy, ¢ auf dem Quotien-
tenraum V/Kerng ¢» wohldefiniert sind: Es gilt v, = ¢¥pu mit gewissem u € U, und fiir
v € Kerng ¥ gilt dann

v, (v) = Yru(v) = ¥(u,v) (u) = 0. (2.B.10)

= YRU
—~~
=0
Wir kénnen also Restklassen aus V/Kerng ¢ in Linearformen aus Bildy, ¢ einsetzen, oder
mit anderen Worten: (Bildp ¢, V/Kerng v) ist ein Bilinearsystem bzgl. der Einsetzung.
Es handelt sich sogar um ein Dualsystem, d.h. die Einsetzung ist , definit“: Fiir festes
v, € Bildy, ¢ folgt

v (v+Kerngy) =0 VoveV/Kerngyy = v,=0; (2.B.11)
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fiir festes v + Kerng ¢ € V/Kerng ¢ gilt

vy (v + Kerng ¢) = 0 Vv, € Bildy, ¢

= Ypu(v+ Kerng ¢)) =0 VueclU

= u(Yrv + YrKerng 1) =0 VYuelU
—_———

=0
= ¢Yrv=0in U"
= wve€Kemngy bzw.v=01in V/Kerng . (2.B.12)

Bildy, ¢ ist zunéchst mit der Relativtopologie versehen (induziert von der schwachen To-
pologie auf V); man sieht durch Betrachtung der definierenden Halbnormen aber leicht,
daBl diese mit der von V/Kerng ¢ gelieferten schwachen Topologie iibereinstimmt. Damit
ist wegen der Dualsystem-Eigenschaft klar, daf in dieser Topologie

(Bildy, )" = V/Kerng ¢ . (2.B.13)
Ganz analog zeigt man, dafl
(Bildg ¢). = V/Kerny, ¢ . (2.B.14)

Wir erhalten damit folgendes Diagramm von dualen Rdumen und Abbildungen:

U'—> (Bildn ). HBﬂdL Yy V. (2.B.15)

I
I
I
[ < Bildy ¢ < (Bildy ¢)* ~— %
R

Es ist allerdings im allgemeinen nicht bekannt, daf (Bildg v)." = Bildg % usw. Dies ist
nur im unten betrachteten Spezialfall gesichert.

Wir interessieren uns nun besonders fiir den Fall, dafl einer der Rdume Bildy, ¢ und
Bildg 1 endlichdimensional ist. Als Teilraum eines hausdorffschen, lokal konvexen topolo-
gischen Vektorraums trigt er dann die Standardtopologie. Da 1, und g’ Isomorphismen
sind, ist sofort klar, dal dann Bildy, ¢, Bildg v sowie die zugehorigen Dualrdume alle end-
lichdimensional sind und dieselbe Dimension besitzen.

Wir sagen in diesem Fall, daf} die bilineare Abbildung 1 von endlichem Rang ist und
definieren

Rang 1 := dim Bildy, ¢ = dim Bildg 1. (2.B.16)

Dieser Typ von Abbildungen ist besonders einfach, da er sich auf die Abbildungen 1y’
bzw. g’ zwischen endlichdimensionalen Riumen reduzieren 148t. (Durch Wahl geeigneter
Basen in (Bildy, ¢), und Bildg ¢ kénnen wir erreichen, daf§ ¢, durch die Diagonalmatrix
diag(1,...,1) beschrieben wird.)

Ein wichtiger Spezialfall ist der einer Rang-1-Abbildung : In diesem Fall sind (Bildg ).
und Bildy, ¢ eindimensional; die Abbildung 1)y, ist zwischen diesen Rd&umen nur die Multi-
plikation mit einem Skalar, durch geeignete Basiswahl mit dem Skalar 1. Bezeichnen wir
die kanonische Projektion {7'— (Bildg ¢), =2 C als u* (sie ist eine stetige Linearform,
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also u* € U*) und ein dazu passend gewéihltes Basiselement in Bildy, ¢ als v, € V, dann
erhalten wir also

Y1, = u'v, bzw. ¢ = u'v, (2.B.17)

in dem Sinne, daf§ ¥ (u,v) = u*(u)v.(v) und P, (u) = u*(u)v,.

Wir interessieren uns weiterhin fiir eine Zerlegung von Bilinearformen von endlichem
Rang in solche von kleinerem Rang. Dazu sei ¥ € ¥ vom Rang n. Gilt fiir Abbildungen
U1, ... ¢ € ¥ vom Rang ny, ... ,n; die Gleichung

V=14 i, n=m+... .+, (2.B.18)

so nennen wir dies eine (direkte) Zerlegung von 1. Aus Griinden, die weiter unten ausgefiihrt
werden, schreiben wir oft auch ¢ = ¢y & ... ® ¢;.. Der Einfachheit halber werden wir im
folgenden direkte Zerlegungen von ¢ in nur zwei Abbildungen genauer betrachten; fiir
Zerlegungen in mehr als 2 Abbildungen gilt aber entsprechendes.

Zu einer gegebenen direkten Zerlegung v = vy + ¢y (und damit ¢ = ¥y + P2 p)
gehort offenbar eine Zerlegung Bildy, ¢ = Bildy, ¢, @ Bildy, ¢9 als direkte Summe. Analoges
gilt fiir Bildg 4. Die Inklusionsabbildungen Bildg ¢; — Bildg ¢, die das Diagramm

Bildg ¢, (2.B.19)

#
U* < Bildg

N

Bildg 1
kommutativ machen, liefern Projektionen zwischen den zugehorigen Dualrdumen, so dafl

(Bildg 1), (2.B.20)

]
U—— (Bildg ¢).
\ 1

(Bildg o).

kommutiert, was bedeutet, dafl ¢ 1, und o, auf (Bildg ). wohldefiniert sind. Wir kénnen
diese ,, Aufteilung® von (Bildg ). noch verfeinern: Aus Dimensionsgriinden ist (Bildg ¢), =
Kerny, ¢ @ Kerny, 12, und 4, 1, wirkt dabei nur auf Kerny, 3 usw., so daf beziiglich dieser
Zerlegung gilt v = 1)y @& 1)5. Die Inklusionen in dieser direkten Summe liefern Projektionen
Bildg ¢ /—— Bildg %; in den Dualrdumen, und entsprechendes mit vertauschtem L und R.
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Wir erhalten dann insgesamt das folgende Diagramm:

Kerny, 99 = YL (Kerng 99)* =
BlldR ¢1 BlldL Q,Dl

T |

(2.B.21)

UL (Bildg ¥). L Bildy, o=V,
s JU o7
BlldR ¢2 a1, BlldL 1/]2

= Kerny, ¢y = (Kerng ¢1)*

Hierzu sei bemerkt, dafl zwar die dufleren Dreiecke kommutativ sind, dafl die mit & be-
zeichneten Abbildungen die Vierecke in der Mitte jedoch im allgemeinen nicht kommutativ
machen; diese Abbildungen hédngen auflerdem nicht nur von einer einzelnen zugehorigen
Bilinearform 1;1,, sondern stets von der gesamten Aufspaltung ab.

Ein analoges Bild ergibt sich zwischen den Dualrdumen bzw. fiir die duale Abbildung
Yr = 1R D Y2R.

Auf diese Weise fithrt uns eine direkte Zerlegung 1) = 11 + 15 zu einer (eindeutig be-
stimmten) Zerlegung der Rdume Bildyp, ¢, Bildg ¥ und ihrer Dualrdume in direkte Summen,
so dafl ¥ = ¢y @ Ys.

Umgekehrt induziert z.B. eine gegebene Zerlegung Bildy, ¢ = V; & V4 sofort eine Zer-
legung der anderen drei Rdume und eine direkte Zerlegung der Abbildung ¢ in ¢y & s,
so dafl wieder das Diagramm (R.B.21)) gilt. Analoges gilt, wenn man von einer Zerlegung
eines beliebigen anderen der endlichdimensionalen Rdume startet.

Es ist zweckméfig, diesen Fall noch weiter zu formalisieren: Zu Bildy, ¢ = V; & V5 sei
W1 @& Wy die zugehorige Zerlegung von Bildg v. Anhand der direkten Zerlegung von 1)
rechnet man leicht nach, daB fir o € ¥ folgende Aquivalenz gilt:

Wi, ) eV, & o[Wy=0. (2.B.22)

Der Raum W; ist also durch Angabe von V; eindeutig bestimmt (und umgekehrt), un-
abhiingig von der Wahl von V, bzw. W;. Wir nennen daher W, den adjungierten Kern[
von Vi. Analog ist W, der adjungierte Kern von V5.

Mit den obigen Ergebnissen ist es insbesondere moglich, eine Rang-n-Abbildung ¢ €
U in eine direkte Summe von Rang-1-Abbildungen aufzuteilen: Jede Wahl einer Basis
{Vs1, ..., Ven} von Bildy, ¢ entspricht ndmlich eine Zerlegung von Bildy, ¢ in eine Summe
eindimensionaler Rdume und liefert damit nach obigen Ergebnissen

Y =uva D ... DU Vs (2.B.23)
mit linear unabhéngigen uj,... ,u; € U* (einer Basis von Bildg ), welche durch die
Vorgabe der v,1, ... , v, eindeutig bestimmt sind.

11 Diese Begriffsbildung bezieht sich immer auf eine festgehaltene bilineare Abbildung 1.
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2.C Abbildungen von asymptotisch endlichem Rang

Wir kehren nun zu dem uns interessierenden Spezialfall U = ¥(E), V = (r) zuriick und
betrachten wieder bilineare Abbildungen auf der Prikogarbe ¥ x L.

Bisher haben wir geklart, was wir bei festem E und r unter einer Abbildung von end-
lichem Rang verstehen und wie sie zu analysieren ist. Fiir die Analyse von Punktfeldern
interessiert uns jedoch der Grenzwert , verschwindenden Phasenraumvolumens® E -r — 0;
es ist zu prézisieren, was in diesem Fall die interessierenden Abbildungen ,,von endlichem
Rang® sind.

Man koénnte hier sicherlich fordern, daf z.B.

limsup Rang g, < oo, (2.C.1)
Er—0
daf also der Rang von g, im Grenzfall gleichméfig beschrénkt bleibt, doch wire dies fiir
unsere Analyse zu schwach; es schliefft nicht aus, daf§ der Rang fiir Er — 0 oszilliert. Zwar
lieBe sich durch Ubergang zu einer geeigneten diskreten Folge (E,,r,) erreichen, daf sogar
Rang v, », = const. fiir groie n; wir sind jedoch nicht so sehr an der numerischen Gréfie
des Rangs interessiert, sondern am (Links-/Rechts-)Bild von ¢, als Vektorraum. Um ihn
im Limes Er — 0 analysieren zu konnen, verlangen wir, dafl nicht nur die Dimension des
Bildes, sondern das Bild selbst fiir kleine Er ,konstant“ ist. Dabei ist , konstant® als , mit
den Garbenabbildungen vertréglich® zu verstehen.
Wir wollen dies etwas genauer ausfithren. Es sei dazu 1 € VU so, daf alle 1g, vom
gleichen endlichen Rang sind, und E' > E, v’ > r seien fest gegeben. Dann kommutiert
das Diagramm

S(B) > (Bildg b, )s 2= Bildy, th, > (1), (2.C.2)

ﬁ |

S(E') = (Bildg 1), 2" Bildy, 1o o A(r).

[eXNelNe]

wegen der Vertréiglichkeit von ¢ mit den Garbenstrukturen. Das Bild der Abbildung g J ¢
kénnen wir wegen der Kommutativitit von (2.C.2) durch die Inklusion Bildy, ¢ g, — 24(r).
hindurch ,zuriickziehen“ und erhalten damit eine aus Dimensionsgriinden bijektive Abbil-
dung Bildy, ¥ ,» < Bildy, ¥, , so dafl das Diagramm

S(E) — (Bildg ¢g,,). = Bildy ¢, > A(r). (2.0.3)

. ]

¢E’,7"

S(E') — (Bildg ¢ 1) —— Bildy, v o —— (1),

kommutiert. Analog erhalten wir auf der dualen Seite eine Bijektion Bildg ¢/ ,» <—
Bildg ¥ g, deren duale Abbildung das Diagramm

S(B) b (Bildg b, ) 2= Bildy, b, A(r), (2.C.4)

Lo e ]

¢E’,r’

S(E) > (Bildg o). = Bildy g > A(r).
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kommutativ ergéinzt. In diesem Sinne sind das Links- und das Rechts-Bild von ¢ dann
konstant.

Allerdings gilt obige Analyse nur fiir den Fall £’ > E und r’ > r. Dieser Fall ist jedoch
im Grenzwert Er — 0 eher irrelevant, typischerweise hat man » — 0, F — oo, also z.B.
E’ > E und ' < r. In diesem Fall 148t sich also die ,,Konstanz“ der Bilder nicht wie oben
folgern, sondern wir miissen sie explizit fordern:

Definition 2.2. Eine Abbildung v € VU heiffe Abbildung von asymptotisch endlichem
Rang, wenn fiir kleine E - r, E'-r" folgende Bedingungen erfillt sind:

o Y, ist von endlichem Rang;
e Zu E,E' rr' existieren Isomorphismen j;, und jgr, die die Diagramme

BlldL 1/)E7TC—> Q((T) ’LL’ﬂd E(E)* <—)BlldR I/JE’T

o] |

Bildy, ¢ g o (1) Y(E')* < Bildg ¢ v

kommutativ machen. (Die Pfeile zwischen A(r). und A(r'), sowie X(E)* und 3(E")*
sind je nach Groflenverhiltnis von E,E', r,r' ggf. umzukehren.)

Den Vektorraum aller Abbildungen aus U von asymptotisch endlichem Rang bezeichnen
wir mit Wy.

In unserer Analyse der Punktfeldstruktur von Quantenfeldtheorien stiitzen wir uns
auf solche Abbildungen von asymptotisch endlichem Rang. Sie besitzen fiir kleine Er ein
,konstantes Bild“ und lassen sich, wie wir unten sehen werden, kanonisch in eine Summe
von Rang-1-Abbildungen aus ¥ zerlegen.

Wir wollen jetzt untersuchen, wieweit sich die Existenz des Diagramms (2.C.4) fiir Ab-
bildungen von asymptotisch endlichem Rang jetzt auch auf beliebige E,E’,r,r’" ausdehnen
liBt. Von den vier zu behandelnden Fillen F'<E ! Zr sind zwei sofort klar; wir behandeln
nur F' > E, r’ < r, der vierte Fall ergibt sich analog. Fiir kleine Er, E'r’ hat man per
Definition

S(E) — (Bildg ¢g,,), = Bildy ¢, > A(r). (2.0.5)

N
¢E’,r’

Z(El) — (BﬂdR ¢E’,r’)* —— Bildy, wE’,r’C—> Q((T,)*

mit den geforderten Isomorphismen. Die beiden &ufleren Vierecke kommutieren; fraglich
ist lediglich, ob dies auch fiir das mittlere Viereck gilt.

Problematisch ist hier, dafl wir wegen E’ > E jedoch r’ < r die Garbenvertréiglichkeit
von 1) nicht direkt ausnutzen kénnen. Wir wiahlen uns daher £” > E' > Eund " > r > r/



2.C Abbildungen von asymptotisch endlichem Rang 43

und behandeln dann das Diagramm:3

S(E) e (Bildg g, )~ Bildy, v, = A(r), (2.C.6)

I T

# E(E/) L (BlldR ’lﬁE/m/)ﬂ< e BlldL ¢E,7T,C—> 91(7”/)* f

e ﬁ N

’l[) "ot
E(Eﬂ) B 91(7‘”)*

Wegen der Vertriglichkeit von ¢ mit den Garbenstrukturen kommutiert hier

....... o >e< (2.C.7)
/o e f o °

wobei mit gepunkteten Linien ,,zuriickgezogene Abbildungen* bezeichnet sind (Wahl eines
Urbilds) - man muf sich dabei {iberzeugen, dafl dies wohldefiniert ist (in diesem Fall ist

das allerdings sehr einfach). Wegen der geforderten Kommutativitiat in . Liee konnen

wir (.C.7) umformen zu )
e o e~ (2.C.8)

- hier wurde zusitzlich die Priagarben-Eigenschaft von 3 benutzt; bei der Zuriickziehung
(%) ist ein Urbild zu wéhlen, das im Bild der Inklusion ¥(FE) — X(E’) liegt.

o o oo

Weiter kann man die Urbildwahl e e (auf dem interessierenden Teilraum, wo Ur-

bilder existieren) wegen der geforderten Kommutativitét ersetzen durch . cedld J hier geht
die Existenz der geforderten Isomorphismen ein. Zusammen mit der Garbeneigenschaft von
2, 148t sich damit (2.C.§) umrechnen in:

e o >e o (2.C.9)

Verwendet man hier noch einmal die Garbenvertriglichkeit von v, so erhélt man die Kom-
mutativitat von

e eo—>o ° (2.C.10)

12 Es sei bemerkt, da wir fiir E”,r” nicht fordern miissen, daf ¢ g~ von endlichem Rang ist.
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wie gewiinscht. Wir haben also gezeigt, daf in (B.C.§) auch das mittlere Quadrat kommu-
tiert, was uns gewissermaflen ein , definiertes Verhalten® von ¢g , bei Anderung von E und
r sicherstellt.

Wir bemerken insbesondere, daf8 Bildy, ¢z, ,,nicht von E abhéngt® in dem Sinne, dafl
bei festem r und kleinen Er, E'r das Diagramm

Bildy, 15, (2.C.11)

N

Bildy, ¥,

kommutiert; die Rdume Bildy, g, und Bildy, ¢g , sind also als Teilraume von 2((r), gleich.
In derselben Weise ist Bildg 9, unabhéngig von r.

Besonders interessiert auch hier wieder der Fall von (asymptotischen) Rang-1-Abbil-
dungen. Eine solche Abbildung 1 sei im folgenden gegeben. Wir wihlen zunéchst E, r fest
(Er geniigend klein) und je ein Basiselement o, € Bildy, ¢g, und ¢g € Bildg g, so da8
Ve, = ¢po, (vgl. (B.BI7) ). Wir konnen g, also schreiben als

YE =1

£(E) =% (Bildg ¢5, ). = C C = Bild, v, 2= (1), (2.C.12)
wobei ¢, zwischen den beiden eindimensionalen Réumen einfach der Multiplikation mit
dem Skalar 1 entspricht.

Nun definieren wir o] fir v’ < r durch die fiir die Eigenschaft ,von asymptotisch
endlichem Rang® geforderten Isomorphismen j;: Sie sollen o, auf ¢, transportieren, d.h.
das Diagramm

C = Bildy, ¢, 2> A(r), (2.C.13)

4

(C = BlldL ¢E,T/(? 91(7"/)*

wird kommutativ gemacht. Fiir 7’ > r setzen wir o, beliebig als Linearform auf 2((r’) fort
(das ist moglich, da 2A(r), = X[(r)). Damit wird o insgesamt zu einer wohldefinierten
Linearform auf der Priikogarbe 2, also o € 2,.

Ganz analog definieren wir ¢ auf anderen Raumen ¥(E’), indem wir die Isomorphis-
men jr verwenden bzw. verlangen, daf3

S(E)* <22 OBildy ¢, = C (2.C.14)

Lk

S(E') <—Bild, ¢, = C
El

kommutativ wird. (Nach dem oben Gesagten kénnen wir hier v’ < r beliebig wéhlen, so daf3
wir sicherstellen kénnen, daB E'r’ klein bleibt.) Damit ist also auch ¢ € 5" wohldefiniert.
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Diese Definition von o und ¢ erméglicht es uns, fiir beliebige E’,r’" (jedoch kleine E'r")
die Abbildung ¢ g, folgendermafien darzustellen:

Vg =1

2(E) 22 (Bildg ¢s,). = C C=Bildy g, —7>Ar),  (2.0.15)

1 ﬂ !

S(E') 5 (Bildg ). & € — 2" € = Bildy 0 > A(r"),

Dabei entspricht auch g/, hier nur der Multiplikation mit einem Skalar; da wir nach
(R.C.10) aber wissen, dafl das mittlere Quadrat kommutiert, und da die Isomorphismen
die gewéhlten Basiselemente aufeinander abbilden, ist auch dieser Skalar gleich 1. Wir
erhalten auf diese Weise

¥ = ¢o (2.C.16)

as

mit o € A, und ¢ € =, wobei = bedeutet, daB die Gleichung eventuell nur fiir kleine Er

gilt (asymptotische Gleichheit).

Abbildungen ¢ € ¥, mit asymptotischem Rang n > 1 lassen sich entsprechend in
Rang-1-Abbildungen zerlegen: Bei festem E.r zerlegen wir ¢, wie in Formel (2.B.23) und
setzen diese Zerlegung dann mittels der Isomorphismen fort. Auf diese Weise erhalten wir:

Satz 2.3. Ls seiy € U, eine Abbildung vom asymptotischen Rang n. Dann gibt es linear
unabhdngige o; € A, und ¢; € DN (j=1,...,n), so daf

V=2 ;.
j=1

Da wir 2((r). = S[2(r) haben, kénnen wir hier statt o; € 2, auch o; € X annehmen
und das Element der Priagarbe ggf. durch Restriktion zuriickgewinnnen.

2.D Asymptotisches Verhalten

In diesem Abschnitt sei F' die Menge der Funktionen R™ — R™, die bei 2 = 0 beschrinkt
sind. Wir werden fiir f € F in verschiedenem Zusammenhang das asymptotische Verhalten
von f(x) fiir  — 0 analysieren und quantifizieren miissen; dazu sollen hier einige Begriffe
eingefiithrt werden.

Asymptotische Ordnung Es seien f,g € F' zwei Funktionen. Wir schreiben

f<g & f(z)<g(x)-const. fir kleine z (,asymptotisch“). (2.D.1)

Diese Relation liefert eine Pré-Ordnung auf der Menge F, d.h. wir erhalten eine Halbord-
nung modulo der Aquivalenzrelation

freg o f<gng<f (2.D.2)
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Weiter schreiben wir

f EE g <= m ﬁ 0. (2D3>

Diese Begriffe lassen sich auch beziiglich einer festen Nullfolge p definieren, d.h. in (2.D.1])

und (2.D.3) wird nur = € p zugelassen; wir schreiben die entsprechenden Relationen als <,
p

~ und <. Interessant ist das Verhalten beim Ubergang zu Teilfolgen von p: Gilt f < ¢ mit
p p P
einer Nullfolge p, dann ist auch f < g fiir jede Teilfolge p’ C p. Die Umkehrung ist aber
o
im allgemeinen falsch; insbesondere kénnte f ~ g sein, aber f « g (entsprechendes gilt
4 p

fiir <). Durch Ubergang zu Teilfolgen kann man die Ordnung also verfeinern: Gilt etwa

p
f # g, dann gibt es offenbar eine Teilfolge p’ C p, so daBl f < g. Wir kénnen also nicht
P o
vergleichbare Elemente durch Ubergang zu Teilfolgen vergleichbar machen.

Asymptotischer Exponent Einen quantitativeren Begriff des asymptotischen Verhal-
tens gibt folgende Definition: Fiir f € F' setzen wir

Y(f) =sup {A |z f(z) — 0} . (2.D.4)

rz—0

Wir nennen ~(f) den asymptotischen Exponenten von f; er nimmt Werte im Bereich [0, oo]
an. (Wir lassen den Wert oo des Supremums hier zu.) Der Name ,,asymptotischer Expo-
nent“ ist gerechtfertigt, denn es gilt offenbar

Y@M =X YA>0. (2.D.5)
Weiter haben wir fiir beliebiges (aber festes) e > 0, daf§

f< a7 f>> 27D+ mit einer geeigneten Nullfolge p. (2.D.6)
as P

Daraus ergibt sich sofort folgende Charakterisierung von ~( - ):
)=y & 7 7f(x) -0 Ve > 0. (2.D.7)

v(+) respektiert die asymptotische Anordnung in dem Sinne, daf
f<g = () =9 (2.D.8)
Beziiglich der Addition zweier Funktionen sieht man leicht, dafl

V(f +g) = min{~(f),~(9)}- (2.D.9)
Eine weitere interessante Eigenschaft von v ist diese: Sei u € R fest, dann definieren
wir zu f € F die skalierte Funktion f,(z) := f(px). Fiir diese Funktion ist

e (@) = 2 f ) W f(a), (2.D.10)

pa)

T
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was im Limes x — 0 genau dann verschwindet, wenn 2= f(z) — 0; es gilt also

Y(fu) = 2(f), (2.D.11)

d.h. der asymptotische Exponent éndert sich nicht bei Skalierung.
Um das potentielle Auftreten des Wertes v( - ) = oo zu vermeiden, betrachten wir haufig
auch

0 fiir y(f) =

was dann im Intervall [0, 1] liegt. Gleichung (2.D.9) liefert

3(f) = {ﬁm flir 7() < oo, (2.D.12)

0(f +9) = max{d(f),d(g)} < o(f) +(9), (2.D.13)

also erfiillt () die Dreiecksungleichung, und (f,g) — d(f — g) ist eine Pseudometrik
auf F.

Wir benoétigen in der Anwendung noch einige Verallgemeinerungen dieses Schemas. Es
sei dazu V' ein Vektorraum und ¢ : V' — F eine Abbildung, die ¢(v) = ¢(—v) erfiille und
zusétzlich einer ,;asymptotischen Dreiecksungleichung® gentige:

ou+v) <pu)+ @) firu,veV. (2.D.14)

(Z.B. konnte ¢ eine Halbnorm auf V' sein.) Wir definieren dann den asymptotischen Ex-
ponenten von v € V' durch

Y (v) = (p(v)). (2.D.15)

Als leicht abgeschwichtes Analogon von (B.D.9) haben wir dann

V(u+v) =v(p(utv) = (p(u)+ @) = min{y'(u),7'(v)}. (2.D.16)
(ED3)

Ist hier 7/(u) # +'(v) (wir konnen ,,<* annehmen), dann berechnet man analog

7'(w) =7 ((w+v) + (—v)) 2 min{y'(u +v), 7' (v)}; (2.D.17)

also ist tatséchlich +/(u + v) = +/(u), d.h. in (2.D.16) gilt Gleichheit.

Dementsprechend liefert ¢’ := § o ¢ eine Pseudometrik auf V.

Eine andere Verallgemeinerung ergibt sich wiederum dadurch, die Konvergenz auf eine
bestimmte Nullfolge p einzuschrinken: Wir setzen

Vo(f) :==sup {27 f(2) — 0}. (2.D.18)

P

7, und das entsprechend definierte J, haben dann analoge Eigenschaften, wie sie zuvor
fiir v und ¢ hergeleitet wurden. Auch eine Komposition mit einer Abbildung ¢ des obigen
Typs laBt sich analog bilden.



48 Kapitel 2. Phasenraumstruktur

Anwendung auf Zustinde und bilineare Abbildungen Wir wollen die obigen Struk-
turen (insbesondere die Definition des asymptotischen Exponenten) nun auf die fiir unsere
Analyse interessanten Objekte anwenden, namlich auf die Elemente von 2, und W.

Das asymptotische Verhalten eines Funktionals o € %A, (respektive o € ¥) fiir r — 0
konnen wir durch die Norm

ol = llo [2A )] (2.D.19)

beschreiben. Sie liegt als Funktion von r in unserer Funktionenklasse F', weshalb der asymp-
totische Exponent

V(@) = ~(lell) (2.D.20)

wohldefiniert ist (man beachte, daf || - ||, die oben an die Abbildung ¢ gestellten Voraus-
setzungen erfiillt).

Bilineare Abbildungen v € ¥ wollen wir im Limes kleiner Wirkungen analysieren und
betrachten dazu (wie zuvor in Abschnitt 2.3)

[¥[lpr = sup  sup [¢p,(0,A) (2.D.21)
o€ (E)1 Ae(r):
und
: T
fow) = sup B(¢]s,) mit Blz) = ——; (2.0.22)
Er<w 1+.’L’

durch die ,,Kappung® der grofien Werte durch die Funktion B liegt auch f, in /', und man
iberzeugt sich, dafl ¢ : ¢ — f, den obigen Voraussetzungen geniigt. Damit konnen wir
auch hier den asymptotischen Exponenten

V(W) = (fp) (2.D.23)

betrachten.

(Das Einfiigen der Funktion B hat in den fiir uns relevanten Fillen auf den asymptoti-
schen Exponenten keinen Einflu}: Fiir f € F gilt v(f) = v(Bo f), und falls f eine positive
Funktion mit v(B o f) > 0 ist, dann folgt f € F'.)

Der Vollstéandigkeit halber erwéhnen wir noch die Definition

9]l = [l[=(B) fir ¢ € 57 (2.D.24)
damit wird fiir Rang-1-Abbildungen ¢o € ¥, offenbar
¢oller = l¢ls lloll. - (2.D.25)

Asymptotische Exponenten fiir ||¢||z werden wir nicht betrachten.



Kapitel 3

Konstruktion von Punktfeldern

In diesem Kapitel behandeln wir die Bestimmung des Feldinhalts und die explizite Kon-
struktion von Wightman-Feldern im Rahmen der algebraischen Feldtheorie.

Wir gehen dazu aus von einer Theorie, die das im vorangegangenen Kapitel entwickelte
asymptotische Phasenraumkriterium erfiillt. Anhand einer Analyse der approximierenden
bilinearen Abbildungen im Limes kleiner Abstédnde zeichnen wir zunéchst eine Hierarchie
von endlichdimensionalen Vektorrdumen aus, die anhand eines reellen Parameters geordnet
sind. Diese Rdume wollen wir als Feldinhalt etablieren; der reelle Parameter beschreibt die
sasymptotische Dimension® der Felder.

Unter der Zusatzvoraussetzung polynomialer Energieschranken konnen wir die Elemen-
te dieser Rédume (es handelt sich um quadratische Formen) durch Folgen beschriankter loka-
ler Operatoren approximieren. Die quadratischen Formen lassen sich dann zu Wightman-
Feldern ausintegrieren, wobei sich die Lokalitdtseigenschaften der approximierenden Ope-
ratoren auf die Distributionen iibertragen.

Ein Vergleich mit dem in der Literatur bekannten Fredenhagen-Hertel-Feldinhalt [FHST]
zeigt nicht nur die Gleichheit mit den von uns berechneten Feldern, sondern wir erhalten
auBerdem explizitere Aussagen iiber die Kurzabstandsdivergenz bei Approximation der
Felder durch beschrénkte Operatoren.

Die konstruierten Felder sind affiliiert zum lokalen Netz und erfiillen die Wightman-
Axiome, wobei wir die Behandlung der Symmetrieaspekte auf Kapitel @] verschieben.
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3.1 Feldinhalt

Wir hatten im letzten Kapitel ein Phasenraumkriterium definiert, das es uns ermdoglichen
sollte, Punktfelder im Rahmen der algebraischen Feldtheorie zu konstruieren. Wir betrach-
ten nun eine Theorie, die dieses Kriterium erfiillt, und wollen ihren Feldinhalt bestimmen.

Das Kriterium besagt grob, daf§ die Auswertung lokaler Messungen (Abbildung =) sich
durch bilineare Abbildungen 1 von endlichem Rang approximieren 1a83t; und die heuristi-
sche Motivation in Abschnitt 1] legt nahe, dafl der Feldinhalt gerade aus dem Rechts-Bild
dieser Abbildungen besteht. Dies ist aus verschiedenen Griinden im allgemeinen nicht der
Fall, wie wir gleich sehen werden. Wir werden jedoch im Rechts-Bild gewisse Unterrdume
auszeichnen, die sich tatséchlich als der Feldinhalt der Theorie herausstellen.

Die Details stellen sich wie folgt dar: Das asymptotische Phasenraumkriterium ,,6,, — 0
(nach Definition .1)) garantiert uns, daB zu jedem 7 > 0 eine Abbildung ) € W, (respektive

U, ) existiert, so daf

VE—-¥) =7 (3.1.1)

Wir halten im folgenden %7 und zunéchst auch 1 fest. Um die zu erwartende Situation
zu kléren, gehen wir zunédchst zu einer Basisdarstellung von v {iber und schreiben die
Abbildung als eine (nicht eindeutig bestimmte) direkte Summe von Rang-1-Operatoren:

Rang vy
b= Y djo; mitg; €T, 0; € (3.1.2)
=1

Unsere Vermutung ist, dafl es sich bei den quadratischen Formen ¢; um lokale Punktfel-
der handelt. Dies kann aber im allgemeinen sicher nicht fiir alle der ¢; richtig sein. Gilt
beispielsweise v(o;) > 7 fiir ein j, dann ist fiir beliebiges B € B(H)

1Bojllgs < Bl llojll. = ~v(Boj) =7; (3.1.3)
daher gilt auch
Y(E—¢ = Boj) 27, (3.1.4)

und wir kénnten in der Approximationssumme (B.1.9) folglich ¢; durch B + ¢; ersetzen,
ohne die Eigenschaft (B.I.T) zu &ndern. Sicher mufl B und damit B+¢; aber im allgemeinen
nicht am Koordinatenursprung lokalisiert sein.

Wir miissen solche Terme also ausschlielen, wollen wir lokale Punktfelder im Rechts-
Bild von # identifizieren. Wir abstrahieren dazu von der Basisdarstellung (B.1.2) und de-
finieren folgenden Unterraum von S := Bildy, ¥:

S .={oecS|y(o)>7}. (3.1.5)
Dann wihlen wir einen weiteren Raum S’ C S, so daB
S =S8 s (3.1.6)

Wir nennen S? den primdren, S den sekundiren Anteil von S (der Grund fiir diese
Bezeichnung wird gleich noch klarer werden). Diese Aufspaltung ist hinsichtlich der Wahl
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von S! willkiirlich und héngt aulerdem vom gewithlten Wert % ab; dies unterdriicken wir
allerdings in der Notation.

Die Zerlegung von S in eine direkte Summe induziert (siehe Anhang P.() auch eine
Zerlegung von Bildg ¥ =: ® in zwei Rdume

d =o' @, (3.1.7)
so daB

Y=yl @yt (3.1.8)

beziiglich dieser Zerlegung in eine direkte Summe zerfillt. Dabei ist ®! als adjungierter
Kernf] von S? durch die Definition (B.1.5) eindeutig bestimmt, wihrend ®// von der Wahl
von S! abhiingt.

Die Zerlegung v = 1! @ ¢!l in primére und sekundire Anteile ist nun gerade die Auf-
spaltung, die oben am Beispiel der konkreten Basisdarstellung (B.1.3) erldutert wurde: Ein
¢ € ®! = Bildg ¢!! korrespondiert gerade mit einem fiir » — 0 schnell verschwindenden
o € S, weshalb man im allgemeinen nicht erwarten kann, dafl ¢ ein lokales Punktfeld ist.
Wir werden daher im folgenden nur den Raum & untersuchen (,,primére Felder*). Fiir das
Auftreten der ,sekundiren“ Felder aus ®//, deren genauere Analyse in unserem Rahmen
nicht moglich scheint, kann es folgende Ursachen geben:

1. Sie stammen aus ,redundanten® Terme, d.h. direkten Summanden 7 von 7, die
7(@@1 Iy > 7 erfiillen. Konkret konnen dies Rang-1-Terme ¢o mit nicht zu singuliirem
Hochenergieverhalten, namlich ||¢||g < E7 - const., sein. Solche Terme koénnte man
stets zu ¢ hinzuaddieren, ohne die Approximationseigenschaft (B.I.1)) zu &ndern,
bzw. man koénnte ihr Auftreten vermeiden, indem man in (B.I.1)) die Minimierung
von Rang ¢ fordert.

2. Es konnte auBerdem der Fall auftreten, dafl v(¢'!) < 7, so daB sich !/ nicht
vollstdndig durch eine Minimierung von Rang eliminieren 148t. Konkret ist dabei
an Rang-1-Terme ¢o zu denken, die etwa |||, ~ 777, ||¢||g ~ E7¢ erfiillen (e > 0).
Diese Terme, die man ,energiedominiert* nennen konnte, da sie in E singulérer sind,
als sie in r abfallen, zéhlen zum Anteil ¢!/, sind aber fiir die Approximation von =
im Sinne der Gleichung (B.1.1]) eventuell nicht verzichtbar.

Wir rechnen in physikalisch relevanten Modellen (explizit in der freien Feldtheorie,
allgemeiner in allen asymptotisch dilatationsinvarianten Modellen) damit, dafi keine se-
kundéren Terme von Typ B auftreten — im allgemeinen Fall 148t sich ihr Vorhandensein
aber wohl nicht ausschlieffen. Es sei jedoch bemerkt, daf§ sie in jedem Fall nicht zum Feldin-
halt beitragen: Wir werden in Abschnitt B.4 zeigen, dafl die untersuchten primdren Felder
den Fredenhagen-Hertel-Feldinhalt der Theorie ausschopfen, der in gewisser Weise ,,alle
Punktfelder der Theorie® enthélt.

Wie angekiindigt, werden wir uns fiir die folgende Analyse nur auf den Raum ®! be-
ziehen. Wir hatten bereits gesehen, dafl er unabhéngig von der (willkiirlichen) Wahl von
ST ist; allerdings konnte er von der Wahl der approximierenden Abbildung v abhingen,

I Zum Begriff des adjungierten Kerns siehe Anhang @
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die bisher festgehalten war. Tatsichlich ist ® aber auch bei Variation von 1 eindeutig
bestimmt (bei festen 7) und insofern eine intrinsische Eigenschaft der Theorie. Wir zeigen
dies, indem wir folgende Charakterisierung von ®! herleiten:

Satz 3.1. Firo € X(E), E beliebig, gilt:
oc[®' =0 & ~(EL0)>7.

Beweis. ®! ist beziiglich ¢ der adjungierte Kern von S/, und nach dessen Charakterisie-

rung (siehe (2.B.22)) gilt

Yo e S o o[ =0. (3.1.9)
Nach Definition von S/ ist also

oc[®' =0 < o) >7. (3.1.10)

Aus der Approximationseigenschaft ,,v(Z — ) > 7“ folgt aber insbesondere (durch Ein-
schrankung auf einen festen Wert von F), da8

y(ro —Epo) > 7, (3.1.11)
und damit ergibt sich laut (2.D.16):

Y(WLo) =27 & v(ELo) =27. (3.1.12)

(B-1.109) und (B.1.17) liefern zusammen die Behauptung. O

Die Eigenschaft ,v(Zp0) > 7“ ist nun aber vollig unabhéngig von der Wahl der ap-
proximierenden Abbildung . Da der endlichdimensionale Raum ® durch die Angabe
der auf ihm verschwindenden Funktionale vollsténdig charakterisiert wird, ist er ebenfalls
unabhéngig von 1 und héngt nur noch vom gewahlten Wert 7 ab.

Wir erhalten also (das asymptotische Phasenraumkriterium vorausgesetzt) zu jedem 7
einen eindeutig festgelegten Raum ®5 von ,,priméren Feldern“. Der Vergleich dieser Réume

bei verschiedenen 7 ist sehr einfach. Ist 7' > 7, dann erhalten wir nach dem Kriterium eine
Abbildung ¢ € ¥y mit

YE =) >7 >7. (3.1.13)
Da jetzt offenbar
SHE) ¢ gHA) (3.1.14)

nach Definition dieser Riume (wobei S™() beziiglich der Zerlegung zu 7 gebildet wird
usw. ), folgt sofort die umgekehrte Inklusion fiir die adjungierten Kerne:

&5 = Bildg ¢'7 C Bildg "7 = @ . (3.1.15)

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:
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Satz 3.2. Die betrachtete Theorie erfiille das asymptotische Phasenraumkriterium. Dann
gibt es zu jedem 7 > 0 einen endlichdimensionalen Raum &5 C S mit folgenden Figen-
schaften:

o &5 C Dy firy <7.

o Ist ) € Wy eine Abbildung mit v(Z — ) > 7, dann ist ®5 der adjungierte Kern des
Raums

S .= {oeBildLy|v(c) >7}.

o FiroccX gilt

O'((I)7:0 = ’Y(ELU)ZV

Es sei bemerkt, dafl durch das Phasenraumkriterium nicht garantiert wird, dafi die
Réume ®5 nicht trivial sind: Auch falls 6, > 0Vn, d.h. wenn man fiir die Approximati-
on y(Z — 1)) > 7 immer einen gewissen minimalen Rang von ¢ bendtigt, der mit n ggf.
sogar wéchst, konnte trotzdem dim ®5 = 0 sein — némlich dann, wenn Bildg ¢ nur se-
kundére Felder enthélt. Bei gegebenem v allerdings 1a8t sich die Dimension von ®5 jedoch
verhiltnismiBig leicht bestimmen, indem man die Dimension von S/ ermittelt.

3.2 Analyse des r-Verhaltens

Unser Ziel ist es, die Elemente der Rdume @5 als lokale Punktfelder zu etablieren. Dazu
sei im folgenden wieder 7 fest. Weiter sei ¢ € ¥ eine Abbildung mit v(Z — ¢) > 7 — ihre
Existenz wird durch das asymptotische Phasenraumkriterium garantiert. Wir verwenden
die Notation S, ST, ", & &' &1 wie zuvor; dabei ist &' = @=. Fiir S7 bzw. &7 bestehen
noch gewisse Wahlfreiheiten, die wir auch ausnutzen werden.

Bei der Analyse von &7 tritt folgendes Problem auf: Wie wir noch explizit sehen werden,
benétigt man sehr detaillierte Aussagen iiber das r-Verhalten der Funktionale o € S’ um
die quadratischen Formen ¢ € ®! durch beschrinkte lokale Operatoren approximieren zu
konnen. Bisher wissen wir nur, daf3

cecsSt = (o) <7, (3.2.1)

allerdings bedeutet dies im allgemeinen nicht, da8 ||o||,, > r77¢ - const. fiir ein € > 0; solch
eine explizite Abschétzung 148t sich ggf. nur auf einer bestimmten Nullfolge p etablieren,
deren Auswahl aber von ¢ abhédngen kann. Dieser Umstand erschwert den technischen Teil
der Analyse.

Wir werden aus diesem Grund auch noch andere Aufspaltungen von S als das oben
betrachtete ST @ S betrachten. Es sei dazu p C R* eine Nullfolge. Wir definieren analog

zu (B.L3):

st ={oeS|y0)=7}, (3.2.2)
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wobei

Yolo) =sup { X|r o], 70}, (3.2.3)

und erhalten bei geeigneter Wahl eines Raums S?? C S eine Aufspaltung
S=8rg st d=0Pp !l sodaBy =t e (3.2.4)

Wir sprechen hier von einer Zerlegung in p-primdre und p-sekunddre Anteile. Wiederum
sind 77 und sein adjungierter Kern ®/# durch die Definition (B.2.2) eindeutig bestimmt,
withrend bei S7 bzw. ®/? noch Wahlfreiheiten bestehen.

Aus der Definition ist sofort klar, dafl

stte 5 gt und damit d'r C @' (3.2.5)
ist weiterhin p’ C p eine Teilfolge, dann gilt
Sl 5 gte ynd @ c @lP, (3.2.6)

Im allgemeinen kann diese Inklusion echt sein; ist jedoch

/

Sliet — gt und daher P = v, (3.2.7)
fiir alle Teilfolgen p’ C p, so nennen wir die Folge p stabil. Offenbar kann man in jeder
Nullfolge pg eine stabile Teilfolge p finden, indem man unter allen Teilfolgen von p, eine
auswihlt, die die Dimension von S/ maximiert.

Die besondere Eigenschaft dieser stabilen Nullfolgen wird uns in die Lage versetzen, die
Elemente von ®!# als lokale Punktfelder im Wightman-Sinne zu etablieren. (Dies benétigt
allerdings noch einige Vorarbeiten.) Unsere Strategie ist also zunichst, ®! durch solche
Riéume ®77 mit unterschiedlichen p zu iiberdecken oder zumindest aufzuspannen.

Eine gewisse Schwierigkeit dabei ist, dafl die Folge p offenbar nicht abhéngig von einem
festen ¢ € ®!, sondern vielmehr zu einem gegebenem o € ST gewihlt werden mul — die
Auswahl der Folge soll ja zur Analyse des r-Verhaltens dienen. Dieser Umstand erfordert
einige Umwege bei der Konstruktion der gesuchten Uberdeckung von ®!. Der folgende,
etwas technisch wirkende Satz bildet hierfiir die Grundlage.

Satz 3.3. Sei @ G @ ein echter Teilraum von @, so dafs ®' ¢ &. Dann gibt es eine stabile
Nullfolge p, so dafi d* ¢ ®.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrénkung annehmen, daf d in @ die Kodimension 1 be-
sitzt. (Andernfalls ergénzen wir ® vorher durch geeignete Basiselemente aus @, ohne die
Bedingung ®! ¢ & zu verdindern.) Dann gilt mit einem im folgenden festen ¢y € @7,

b0 & P:
= Copy @ . (3.2.8)
Das induziert eine Zerlegung

S=Coo® S (3.2.9)
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mit einem Raum S C S der Kodimension 1 und einem o, € S, das durch ® eindeutig
bestimmt wird. Da ¢y € ®f, ist ST Teil des adjungierten Kerns von Cgy, also S C S; es
gilt also og & S und damit y(og) < 7. Wir withlen nun eine Nullfolge p, so da8 ||og ||, >

777 fiir ein € > 0. Durch eventuellen Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen,
dafl p stabil ist (die Abschétzung an ||og||, bleibt dabei erhalten). Es gilt insbesondere

oo &SP (3.2.10)
Wir kénnen dann S? und S’ so wihlen (hier bestand ja noch Wahlfreiheit), dafl
Coy C S C S (3.2.11)
Weiter kénnen wir S'/? so zu einem Raum S ergéinzen, daf
S=Coo®S, S>5. (3.2.12)

Wir haben damit folgendes Bild:

S = sl e gl (3.2.13)
U n

S = Sle e gl
U n

S = Cop © §

Ubertragen wir dies durch Ubergang zu den adjungierten Kernen in den Raum ®, so
erhalten wir:

d = ! o Pl (3.2.14)
@] N

o = plr o Plir
(@] N

o= Coh =

Hierbei ist ¢, als Basisvektor des eindimensionalen adjungierten Kerns von S gegeben. Wir
haben damit ein ¢} € &, ¢}, ¢ ® gefunden; also ist B/» ¢ P. O

Dieser Satz 148t sich nun folgendermafien anwenden: Wir konstruieren eine Basis von
®! induktiv aus Elementen von Riumen ®/? zu verschiedenen Nullfolgen p. Wir beginnen
mit dem nulldimensionalen Raum &, := {0} C ®'. Ist &, C &, dann finden wir nach
dem obigen Satz eine stabile Nullfolge p; und ein ¢; € /%7 ¢; & i)j. Der Raum <i>j+1 =
Span {¢;, CiDJ} ist also grofler als CiDj (explizit ist dim <i>j = j). Nach endlich vielen Schritten
muf} das Verfahren abbrechen ((i) 7 = ® mit einem gewissen J). Da o, per Konstruktion
eine Basis aus priméren Feldern beziiglich gewisser stabiler Nullfolgen besitzt, haben wir
also gezeigt:
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Satz 3.4. Sei ) € Uy, so daf v(Z — ) > 7. Dann gilt
®! = Span (U <I>Ip>,
p

wobei die Vereinigung tber alle beziiglich 1 und 7 stabilen Nullfolgen p lauft.

Unser Fernziel war es, die Elemente von ®' als lokale Punktfelder zu identifizieren; da
dies ein , linearer Begriff“ ist, kénnen wir uns dabei also auf die Raume ®!# konzentrieren.

Im folgenden sei die Folge p fest gegeben. Wir betrachten die Aufspaltung von ¢ in
p-primére und p-sekundére Anteile:

W = YlP @ plie. (3.2.15)

Wir interessieren uns dabei nur fiir die Anteile 1/?; wie aber oben schon bemerkt, kann
auch der Anteil !¢ fiir die Approximation v(Z — 1) > % wesentlich sein. Wir kénnen
diesen Anteil allerdings dann vernachléssigen, wenn wir im Limes die Dampfung der hoch-
energetischen Anteile erh6hen, und zwar in folgendem Sinne: Wir schreiben

Pllr = Zqﬁjaj mit o; € S und ¢; € ®I1*. (3.2.16)
J
Dann gilt offenbar
lim 77 ||oj|l, =0 Ve > 0. (3.2.17)
"2
Setzen wir
9(E) = max{||¢;l|z, E7}, (3.2.18)

dann ist trivialerweise

¢l e . .
——— < const. fiir alle F und j, 3.2.19
9(E) ( )
und deshalb wirdB
: 197 v : ;12 1lo;]l
limsup —— < limsup ————— = 0. 3.2.20
Er70p g(E) ro/e T ; Er—p»Op g(E) e ( )

2 Hier sollte

limsup f(E,r)
Er—0

genauer geschrieben werden als

limO sup{f(E,r)‘E €[1,00);7 € p; Er < w}.
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Andererseits haben wir

_ _ (@) . 1= =Yg,
y(=2 — >~ >0 limsup ———= = 0. 3.2.21
( v)z7 Er— 0p g(E)ri=e ( )

Die Dreiecksungleichung liefert aus (B.2.20) und (B.2.21]) sofort

N (R
imsup ————+-

msup e = 0 Ve>0. (3.2.22)

In diesem Sinne der Approximation von = sind die p-sekundéren Anteile von 9 also redun-
dant; die ,,energiedominierten Terme* wurden quasi durch den Faktor g(F) ,, weggedampft*.

Bemerkt sei, dafi im Fall ¢ € Eéj offenbar ¢g(F) polynomial beschriankt ist — siehe dazu
(B:2.18) -, d.h. wir kénnen g(F) = E' mit einem gewissen [ > 0 annehmen.

Der nichste zu klirende Punkt ist die genaue Struktur des Raums S?7. Bisher wissen
wir nur, daf fiir o € S° stets gilt

Volo) <7, (3.2.23)

was aber fiir unsere Zwecke nicht ausreicht. Zur Analyse kénnen wir Satz B.23 aus An-
hang B.A] verwenden: Danach gibt es eine Teilfolge p' C p und eine Zerlegung

Sr=8®..®8; (3.2.24)

mit gewissem J € N, wobei die Rdume S; beziiglich der Teilfolge p’ homogen sind, d.h. es
gibt Funktionen 7;, so dafl

o]l i Vo eS;, was wir auch notieren als: .S i (3.2.25)
Zusétzlich gilt

m>m>=>...>ny. (3.2.26)
p/ p/ p/

In diesem Sinne haben wir jetzt das Links-Bild von 4 vollstindig nach dem r-Verhalten
der enthaltenen Funktionale geordnet. Da p eine stabile Nullfolge ist, wissen wir wegen

(B2:23) und (B.2.23), daB

W) <7 Vi (3.2.27)

Durch weiteren Ubergang zu einer Teilfolge p” C p' kénnen wir dann erreichen (An-

hang P.1), dafl

n; > 770  mit gewissem § > 0. (3.2.28)
p//

Alle anderen oben erhaltenen Eigenschaften bleiben auch beziiglich p” erhalten. Wir for-
malisieren diese in einem eigenen Begrift:

Definition 3.5. Ein Tripel (p, g,{1;}), bestehend aus
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o ciner Nullfolge p,

e ciner monoton wachsenden Funktion g(E) : [1,00) — RT,

o ciner endlichen Menge {1;} C W, von bilinearen Abbildungen von asymptotisch end-
lichem Rang (wir numerieren j =1...J)

heiffe homogene Approximation zur Genauigkeit 7 > 0, wenn

o Y1 +...+Y; =01 D...DY; direkte Summe ist,

o die Rdiume Bildy, 1; homogen sind, und mit Bildy, ¢; ~ n; gilt
7]1>p>...>p>7]J>p>7’7_5mitemem5>0, ’

oy IE= @il

= =0 Ve>0.
Er70 g(E) e

Im Falle {1} C @5 und g(E) = E' mit gewissem | > 0 sprechen wir von einer homogenen
Approximation mit polynomialen Energieschranken.

Wir werden im Zusammenhang mit homogenen Approximationen die Elemente der
endlichen Menge {t;} meist stillschweigend mit j = 1....J durchnumerieren und ebenso
die Notation Bildy, ¢; ~ n; verwenden. Es sei aber betont, dafl J und die Funktionen 7;

P

keine eigentlich neuen Daten sind, sondern durch die Angabe der ¢; schon festgelegt werden
(bis auf Aquivalenz ~).
p

Unsere oben erhaltene Aussage ld8t sich jetzt so formulieren:
Satz 3.6. Es sei®y > 0 fest, 1 € Wy eine Abbildung mit v(Z —1) > 5 und p eine beziiglich
¥ und ¢ stabile Nullfolge. Dann gibt es eine homogene Approximation

(', 9, {¢5}),

wobei p' C p eine Teilfolge ist und
o' = (P Bildr 1); -
J

Zusammengefafit mit Satz B4 erhilt man:

Korollar 3.7. Die betrachtete Theorie erfiille das asymptotische Phasenraumkriterium.
Dann gibt es bei festem 7 > 0 homogene Approzimationen (p;, gi, {¢;i}) zur Genauigkeit
7 (i durchliuft eine endliche Indexmenge I), so dafl

Ji
®5 = Span (| @D Bildr 1) -

iel j=1
Ist das asymptotische Phasenraumkriterium mit polynomialen Energieschranken erfiillt,

dann konnen hier auch homogene Approximationen mit polynomialen Energieschranken
gewdhlt werden.

Wir haben im folgenden also lediglich nachzuweisen, daf§ die Rechts-Bilder solcher ho-
mogenen Approximationen aus lokalen Punktfeldern bestehen.
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3.3 Felder als Grenzwerte lokaler Operatoren

Nachdem uns die Analyse der Approximationsabbildungen auf den Begriff der homogenen
Approximationen gefiihrt hat, gehen wir nun daran, die Elemente ihres Rechts-Bildes als
Grenzwerte lokaler Observablen darzustellen. Wir konstruieren Folgen von beschriankten
Operatoren, die in immer kleineren Gebieten lokalisiert sind, und die unter einer geeig-
neten Energieddmpfung gegen die in Rede stehenden quadratischen Formen konvergieren.
Dies wird uns spéter erméglichen, die Lokalitétseigenschaften der approximierenden Ob-
servablen auf die Grenzwerte zu iibertragen und diese dann als lokale Wightman-Felder zu
interpretieren.

Dieser Grenzprozef3 148t sich allerdings in der gewiinschten Weise nur dann ausfiihren,
wenn zusétzliche Einschréinkungen an das Hochenergieverhalten der Abbildungen v € ¥,
gestellt werden. (Dies wird unten noch genauer diskutiert.) Wir werden dabei stets nur
polynomiale Hochenergieschranken behandeln.

Motivation und Ansatzpunkt Wir betrachten eine homogene Approximation I =
(p,9,{¢;}) im Sinne von Definition B.5. Fiir ein gegebenes ¢ € @, := Bildg ¢); suchen
wir eine Folge von lokalen Operatoren, die gegen ¢ konvergiert. Genauer soll zunéchst
P(E)pP(E) € X(E)" durch P(E)A,P(E) mit lokalen A, € 2(r) approximiert werden.
Wir kénnen den letzteren Ausdruck so schreiben:

P(E)A,P(E) =EZg,(,Ar) = ErprAr (3.3.1)
Die Approximationseigenschaft von II bedeutet grob, dafl
ErerAr = (BY)rer A im Limes r — 0; (3.3.2)
es liegt daher nahe, A, als ein Urbild von ¢ unter (€D ¢;)r g, zu wihlen, so dafl dann
P(E)¢P(E) = (®¢))rprAr = Erp,Ar = P(E)A,P(E) (3.3.3)

gilt. Wir werden von dieser Idee etwas abweichen und zunéchst nur einen einzelnen Sum-
manden ; mit homogenem Links-Bild betrachten — die notwendige Erweiterung wird
spater diskutiert.

Es sei also allgemein w € \IIO mit homogenem Links-Bild gegeben. Unser Ziel ist es,
zu einem gegebenen ¢ € Bllde/} ein Urbild unter ¢R in 2A(r) zu finden, dessen Norm wir
kontrollieren kénnen. Wir erhalten bei festem E und r folgendes Diagramm:

N(E) b (BﬂdR b), BﬂdL S A(r). (3.3.4)

|
|
|
N(E)* <——Bildg 1 ~—— (Bildy §) —2A(")
R r
(18] w (18] w

P(E)¢P(E) ¢ Ao A,

Wir konnen dabei zu ¢ sicher ein (eindeutiges) Urbild Ay € (Bildy, ¢)* wiihlen, da ¢g im
obigen Diagramm ein Isomorphismus ist. Diese Wahl ist ,,unabh&ngig von . Zu klaren ist,
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welches Urbild A, man unter der jeweiligen Projektion 2A(r)— (Bildy, ¢))* zu wihlen

hat, wenn man dabei seine Norm als Funktion von r abschétzen mochte. Aulerdem soll ein
solches Urbild linear in ¢ gewéhlt werden, d.h. wir suchen eine Rechtsinverse zur Projektion
i;. Der folgende Satz garantiert ihre Existenz:

Satz 3.8. Sei ) € U, eine Abbildung mit homogenem Links-Bild beziiglich einer Nullfol-
ge p:

Bildy, ¢ =: S ~ 1.
P

Dann gibt es ein ¢ > 0 und zu jedem r € p einen linearen Operator F, : S* — A(r) mit

c

n(r)

iroF.=idg und [F| <
Beweis. Wir definieren zunéchst einen Operator F,. vom Teilraum S C 2(r), (genauer
i,,S C A(r).) nach S als Umkehrung der Inklusion i,. Fiir o € 7,.S gilt dannf]

C

n(r)

mit einem festen ¢ > 0, da S homogen ist (siche Satz B.21] in Anhang B.A]). Abstrakter ist
also

[Erolls = llolls < ——= o]l (3.3.5)

[Frefdn S| < % (3.3.6)

Wir setzen diesen Operator F,., nun mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach fort (bzw. mit
einer leichten Erweiterung davon, siehe Satz B.24 in Anhang B.B) zu einem Operator F,.,
auf ganz 2(r), mit gleicher Normschranke (bis auf eine multiplikative Konstante). Fiir
diesen fortgesetzten Operator gilt per Konstruktion

F.. 01, = ids. (3.3.7)

Setzen wir nun F,. = (F,.)*, dann haben wir einen Operator mit den im Satz behaupteten
Eigenschaften gefunden, denn [|F..|| = ||(F.)*|| = || Frl- O

Fiir den Fall einer homogenen Approximation mit nur einem Summanden (J = 1)
haben wir also das gewiinschte Urbild gefunden, und man wird nach (B.3.3) vermuten, dafl
A, = Frozﬁglgb fiir r — 0 gegen ¢ konvergiert. Die genaue Formulierung dieser Konvergenz
sowie die Erweiterung auf J # 1 stellen wir zunéchst zuriick, da vorher noch die verwendete
Energieddmpfung genauer betrachtet werden musf.

3 Dabei bezeichnet || - ||s eine Norm auf S. Zwischen dem Funktional ¢ € i,.S und seinem Urbild in S
unterscheiden wir in der Notation nicht.
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Aufweichung der Energieschranken Wir haben bisher die quadratischen Formen ¢
stets mit einer scharfen Energieschranke P(FE) betrachtet. Es scheint in diesem Zusam-
menhang natiirlich, die Konvergenz einer Folge A, € (r) gegen eine quadratische Form ¢
y,unter Energieddmpfung” zu formulieren als

P(E)A,P(E) — P(E)¢P(E) YV E >0, (3.3.8)

also i.W. als Konvergenz im Sinne von Linearformen auf . Eine solche Aussage erweist sich
aber nicht als ausreichend, um spéter die Lokalitat der Punktfelder zu gewéhrleisten. Wir
gehen daher zu den schon von Fredenhagen und Hertel [FH&T] verwendeten polynomialen
Energieschranken iiber: Wir setzen

1

und suchen dann nach einer Konvergenz der Art
R'A,R' — R'¢R' fiir ein [ > 0. (3.3.10)

Offenbar setzt dies Restriktionen an das Hochenergieverhalten von ¢ voraus, und wir wer-
den deshalb im folgenden nur noch quadratische Formen bzw. homogene Approximationen
mit polynomialen Energieschranken betrachten. Fiir die physikalische Anwendung sollte
dies keine grofie Einschrankung darstellen, wie in Abschnitt bereits diskutiert. Zwar
sind die Ideen aus [FHRT] von verschiedenen Autoren auch auf Felder mit anderem, z.B. ex-
ponentiellem Hochenergieverhalten verallgemeinert worden [RWSR6, Wal8H, Sum8&7]; jedoch
werden wir diese Uberlegungen hier nicht aufgreifen, zumal auch das Phasenraumkriterium
auf die Beschreibung von Theorien mit polynomialem Kurzabstandsverhalten ausgelegt ist
— wir approximieren die Abbildung = stets mit einer , polynomialen Genauigkeit* (Er)7.

Wir diskutieren nun den formalen Ubergang von der bisher verwendeten scharfen Ener-
giedimpfung zu derjenigen mit Faktoren R' (nach Fredenhagen und Hertel). Zuniichst ist
die Beschrinktheit von R'¢R! dquivalent mit dem bisher diskutierten polynomialen Hoch-
energieverhalten:

Lemma 3.9. Fiir festes € & sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Es gibt ein k > 0, so dap ||¢||g < E* - const. fiir alle E > 1.
2. Es gibt ein | > 0, so daf |R'OR|| < .

Beweis. Die Richtung [l = P folgt durch Ausnutzen der Spektraldarstellung von R' — siche
Lemma in Anhang B.Q (dabei ist [ = k4 1). Um die umgekehrte Richtung zu zeigen,
berechnen wir

|P(EYOP(E)|| < |P(B)R™| |RR| |[RP(E)| < E¥ - const. (E>1),  (3.3.11)
also folgt Aussage [l aus P mit k = 21. O

Wir betrachten nun die Verbindung zwischen der Konvergenz im Phasenraumlimes
Er — 0 und der Konvergenz unter Energiedimpfung R' - R'.
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Satz 3.10. Es sei k >0, ¢ € ¥ mit || RF)rRF|| < oo, p eine Nullfolge, n : RT — RT eine
Funktion und A > 0, so daf

lim su Hw”ET
p

=0 wund r) >
E‘r70 Ek??(T) 77( ) p

Weiter sei A, € UA(r) (r € p) eine Folge von Operatoren mit

1
1A < —
P

n(r)

Dann gibt es ein 1 > 0, so dafs

IR r(A) R — 0.

Beweis. Fiir r € p setzen wir im folgenden E, = \/i;, so dal dann E, - r — 0. Im Limes
r — 0 haben wir den Ausdruck

| R*r (AR (3.3.12)

zu kontrollieren, der zunéchst wegen der polynomialen Hochenergieschranken von v wohl-
definiert ist (fiir { > k). Man erhélt mit Q(FE) := 1 — P(F) durch Anwenden der Dreiecks-
ungleichung;:

IR YR (AR < [|R'Q(E)yr (AR + | R'P(E,)Yr(A)Q(E)R'|

Der erste Summand 148t sich dabei abschitzen durch

IR Q(E (AR < [RTFQE)|| | R rRE| IR 1A
1

1 -k _
<75 '

W) r -const.70 (3.3.14)

1k 1
) 77(7“) -const. < (

fir geniigend grofies . Der zweite Summand in (B.3.13) verschwindet im Limes analog. Zu
zeigen bleibt, dafl auch fiir den dritten Term gilt

IR P(E,)¢r(A)P(E)R| — 0. (3.3.15)

Dazu betrachten wir die Operatoren B, := P(E,)Yr(A,)P(E,). Es sei E' > 1 beliebig. Mit
Erin = min{E,, '} ist dann

P(E)B,P(E') € ¥ | (3.3.16)

so daf3

/ / 1
|P(E) B P(E)| < [[Yr(Ar) | Bin < VR B [ Ar[] < %H@bllEmm (3.3.17)
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Da nach Voraussetzung gilt

wobei die Konvergenz gleichméfig in E.;, < E,. ist, konnen wir zu gegebenem € > 0 ein
o) € p finden, so daf fiir r < r(g gilt:

|P(E")B.P(E)| < X, < (B (3.3.19)

m

Dies gilt fiir alle £ > 1; € und r() sind von E’ unabhingig. Nach Lemma [B.2§ in An-
hang kénnen wir dann ein nicht von € und r abhéngiges d > 0 finden, so dafl

||Rk+1BTRk+1H S e-d furr S Ty, T € p. (3320)

Damit verschwindet auch dieser Term fiir » — 0, womit der Satz bewiesen ist. 0

Konvergenz Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, das Rechts-Bild einer
gegebenen homogenen Approximation durch lokale Operatoren zu approximieren. Es sei
dazu (p, g, {wj}jzl) eine homogene Approximation mit polynomialen Energieschranken.
Wir zeigen durch Induktion nach K (fir K < J), da8

@Bﬂde] - N\ FRmR," (3.3.21)

r>0

wobei —/ "I den Normabschluf} bezeichnet.

Den Induktionsanfang machen wir bei K = 0 (also mit der ,trivialen Aussage®). Ist
(B-3:2T) fiir K — 1 statt K bereits bekannt, dann gehen wir so vor: Nach Voraussetzung
gilt

IE — & _1¥ille,
lim su = — =0, 3.3.22
B (B (3322
wobei wir € > 0 so klein wihlen kénnen, daff]
Nk > 15> 17" (3.3.23)
P P

Die Dreiecksungleichung liefert aufgrund der ,,asymptotischen Anordnung® der 7;, da$$

li HE - @}KzleHE,r
im sup

Er70 g(E) UK(T) =0 (3324)

Wir konnen dabei ohne Einschrinkung annehmen, daf g(E) = E* mit geniigend grofiem
k > 0. Zu gegebenem ¢ € Bildg ¢k verschaffen wir uns nun nach Satz eine Folge
A, € A(r) (r € p) und ein ¢ > 0, so daB

1/JK(A7‘) = 9257 ||Ar|| <

7 (3.3.25)

4 Die Funktionen 7n; werden hier wie in Definition @ verwendet.
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Damit konnen wir Satz B.I0 anwenden; wir erhalten

IR (2 @%R )R —0 (3.3.26)

fiir groffe [. Nach Auswertung der Abbildungen bedeutet dies

K-1
R'OR' = n—lim(R'A, R — €D ¢;r(4,). (3.3.27)
p J=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢, r(A4,) € Bildg ¢; fiir j < K bereits durch beliebig
gut lokalisierte Operatoren approximierbar; wir haben also fiir grofle [

ROR € RAMR + RAMR " = RAMR" " vr>o0. (3.3.28)

Damit haben wir insgesamt gezeigt:

Satz 3.11. Sei (p,g,{v;}) eine homogene Approximation mit polynomialen Energie-
schranken. Dann gilt fiir gentigend grofie L:

R'(Bildg ;)R ¢ (\RRAMNE " vj. (3.3.29)

r>0

Zusammenfassung Die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte lassen sich folgen-
dermaflen zusammenfassen: Wir waren ausgegangen von einer Theorie, die das asympto-
tische Phasenraumkriterium erfiillt; das hatte uns zur Definition der Rdume ®5 gefiihrt
(Satz B.2). In diesen Rdumen konnten wir eine Basis finden aus Elementen, die zu gewissen
(,stabilen®) Nullfolgen p assoziiert waren (Satz B.4); die zugehorigen bilinearen Abbildun-
gen konnten wir als homogene Approximationen genauer analysieren (Satz B.G). Unter
der zusatzlichen Voraussetzung polynomialer Energieschranken konnten wir das Rechts-

Bild dieser Approximationen schliefllich als Grenzwerte lokaler Operatoren darstellen (Satz
B.11)). Wir erhalten also:

Korollar 3.12. Die betrachtete Theorie erfiille das asymptotische Phasenraumkriterium
mit polynomialen Energieschranken. Dann gilt fir die in Satz [5.3 beschriebenen Rdume

R'&- R C m RlQl(T)Rl”.H fiir zu 5 > 0 ausreichend grof$ gewdbhltes I. (3.3.30)
r>0

Diese Eigenschaft ist genau die, welche die Elemente der ®5 zu lokalen Punktfeldern
macht, wie wir unten noch sehen werden.

3.4 Lokalitiatseigenschaften

Im letzten Abschnitt haben wir die Approximation der erhaltenen quadratischen Formen
¢ € ®5 durch lokale Operatoren hergeleitet. Es liegt nahe, dafl dies auch Lokalitdtseigen-
schaften der quadratischen Formen ¢ nach sich zieht. Wir formulieren diese Eigenschaften
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nun genauer und untersuchen auferdem die Eigenschaften der ¢ als operatorwertige Dis-
tributionen (im Wightman-Sinn).

Dazu werden wir den Raum der von uns erhaltenen Felder mit dem von Fredenhagen
und Hertel [FHST] betrachteten vergleichen. Dies verschafft uns neben Lokalitédtsaussagen
auch Einsicht in weitere Eigenschaften der betrachteten Felder.

Fredenhagen und Hertel betrachteten folgende Klasse von quadratischen Formen (und
etablierten sie als lokale Punktfelder):}

Dpyy = { bex ‘ 31> 0: |RR|| < 0o, R'9R' € (| RRAN)R! “’} . (3.4.1)

r>0

Die Autoren zeigten, dal ®py gerade die polynomial energiebeschrankten quadratischen
Formen enthélt, die einer sehr schwachen Kommutativitdtsbedingung mit den lokalen Al-
gebren geniigen. Insofern kann ®py als Raum aller zum Netz 2 assoziierten Punktfelder
verstanden werden, wenn man die polynomialen Energieschranken als Obervoraussetzung
betrachtet.

Nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts ist sofort klar, daf§ unsere Felder die
Bedingungen von Fredenhagen und Hertel erfiillen, dafl also ®5 C ®py fiir alle 7 > 0.
Zunichst scheint — da in (B.4.0]) der schwache und nicht der Normabschlul gewihlt ist
— die Klasse ®py aber echt grofler zu sein. Im Laufe der Diskussion werden wir jedoch
zeigen, dafl die Vereinigung aller ®5 den Raum ®py tatséchlich ausschopft, dal also unser
Konstruktionsverfahren sémtliche Fredenhagen-Hertel-Felder liefert.

Die dabei verwendeten Methoden lehnen sich zum Teil sehr dicht an [FHST] an; wir
reproduzieren sie hier der Vollstdndigkeit halber.

Distributionen Wir beschéftigen uns zunéchst mit den Eigenschaften der quadratischen
Formen auf ®py als Distributionen (durch ,, Ausschmieren® mit einer Testfunktion). Sei
¢ € % fest, und es gelte ||R'GR!|| < oo fiir groBe . (Die andere Fredenhagen-Hertel-
Bedingung benétigen wir zunéchst nicht.) Fir f € S(M) definieren wir

of) = / & f(2) U(2)oU ()" (3.4.2)

zuniichst als Linearform auf 3, d.h. im Sinne eines schwachen Integrals. Die Form ¢(f) ist
durch die Integration jedoch soweit ,regularisiert®, dafl sie sich zu einem (im allgemeinen
unbeschriankten) Operator erweitern 1&8t, und zwar auf dem Definitionsbereich

C¥(H) = R'H. (3.4.3)

Um dies zu sehen, verwenden wir die in Lemma B.28 in Anhang berechneten Vertau-
schungsrelation

(R, ¢(f)] = —iR (0. f) R; (3.4.4)

% Schreiben wir im folgenden ||R!¢R!| < oo, so ist damit immer gemeint, daB sich die Linearform
R'$R! € " zu einem beschréinkten Operator erweitern 1d8t. Da diese Erweiterung dann eindeutig ist,
verzichten wir auf eine neue Bezeichnung.
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mit ihrer Hilfe erhiilt man aus ||R'¢(f)R!|| (was fiir grofie [ aus der Konstruktion klar ist)
sofort ||¢(f)R¥| < oco. Fiir £ € C*(H) ist also die Abbildung

x = (x|o(f) [€) (3.4.5)

stetig und wird daher vom Skalarprodukt mit einem Vektor ¢(f){ € H induziert. Eine
erneute Anwendung der Vertauschungsrelation (B.4.4) liefert ¢(f)¢ € C*(H), d.h. der
Operator ¢(f) iiberfiihrt seinen Definitionsbereich C*°(H) in sich.

Mit ||RI$R!|| < oo gilt auch ||R!¢*R!|| < oo, wenn ¢* die zu ¢ adjungierte quadratische
Form bezeichnet; damit existiert auch ¢*(f). Fir &,& € Hp ist sofort klar, dafl

(Elo()E) = (€le*(£)8) (3.4.6)

diese Relation (die definierende Gleichung fiir ¢(f)*) 148t sich auf Vektoren £ € C>*(H), &’ €
'H stetig erweitern, deshalb ist

o"(f) C o(f)", (3.4.7)

und ¢(f)* ist dicht definiert. Damit ist ¢(f) C ¢(f)** abschlieBbar [Kat84, Ch. III Thm.
5.28].

Die Abbildung f +— ¢(f) ist nach obigen Ergebnissen eine operatorwertige Distribution
auf C*(H); diese ist sogar temperiert, denn fiir festes x,& € C*°(H) und geniigend grofles

[ gilth

[(Xle(f) &) < /ds“ﬂflf(fc)! | (x| U(x)oU ()" €) |
< IRTXIIRT SRR /If(x)lds“x — 0, (3.4.8)

wenn f — 0 in der S-Topologie. Damit haben wir folgendes Resultat:

Satz 3.13. Sei ¢ € 5, und es gelte |R'¢R!|| < oo fiir grofe I. Dann lift sich die Line-
arform

o) = [ @2 f@) Ua)oU(-a) (1 € S(M)
zu einem abschliefSbaren Operator mit dichtem Definitionsbereich

C*(H) =) R'H

leN

erweitern. Es gilt ¢(f)C®(H) C C>®(H). Die Abbildung f +— ¢(f) ist eine temperierte
operatorwertige Distribution.

Insbesondere erlaubt uns dieser Satz, Produkte von Operatoren ¢(f)¢'(g) fir f,g €
S(M) und ¢, ¢’ € Ppy zu betrachten.

Intuitiv ist klar, dafl man ¢ aus den Operatoren ¢(f) ,zuriickgewinnen“ kann, indem
man fiir f eine Delta-Folge f, einsetzt. Die Details zeigt folgendes Lemma:

6Zu Konvergenzfragen des auftretenden Integrals siehe (B.C.10).
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Lemma 3.14. Sei ¢ € Opy mit || RIGR'|| < co. Sei ferner (f,) C S(M) eine Folge mit
fn(z) >0, /fn(x)dSHI =1Vn wund suppf, C O,, mitr, — 0.

Dann gilt

R'¢(fu)R' —R'oR',

R o(f) R — 7 RHYOR™ genauer: RN (@(fn) — @) R < 1 - const. (o).

Beweis. Fiir festes ¢& € ‘H hat man

[R (@)~ OR)E < [ ¢ fuo) | R W)U ) - )R
< sup [|U(z Rl¢Rl(U(x)*—1)5|| + sup |[(U(z) — 1)R'¢R¢||. (3.4.9)

ze(’)rn !L‘EOTn

Dann gilt fiir den ersten Summanden (der zweite wird analog behandelt):

sup [|U(2)R'6R (U(x)" = 1E|| < [R'oR'|| sup [[(U(-2) - 1)¢], (3.4.10)

xe OT‘n xe TN

was wegen der starken Stetigkeit der Translationen fiir n — oo verschwindet. Die starke
Konvergenz ist damit gezeigt.
Zum Beweis der behaupteten Normkonvergenz berechnet man analog

HRH—I( fn) o RH—I) ||

< sup [[U@@)RMSR'R(U(z)" = 1)|[ + sup [|(U(x) = 1)RR'GR™. (3.4.11)
€0, €0y,

Daraus folgt sicher die behauptete Abschétzung, wenn noch gezeigt werden kann, dafl
|(U(x) — 1)R|| < ||z]| - const. (3.4.12)

Um diese Relation einzusehen, berechnet man mit Hilfe der gemeinsamen Spektraldarstel-
lung der Translationsoperatoren, daf3

I(U(z) = DR[| = sup

peEV 4

(3.4.13)

; n
| ‘

14 po

Wegen der Giiltigkeit der Abschéitzung
e — 1] < [sin(pua®)| + [ cos(pua®) — 1] < 2pua| < 8pollzll (peVy)  (3.4.14)

folgt dann

3p
I(U () = DR[| < 2] - sup - °
po>0 L+ D

(3.4.15)

womit das Lemma bewiesen ist. O
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Lokalitat Wir werten nun die Lokalitdtseigenschaften der Felder ¢ € ®py aus, d.h. die
geforderte Approximierbarkeit durch lokale Operatoren. Zunéchst sind die ¢ relativ lokal
zueinander:

Satz 3.15. Seien ¢, ¢ € Ppy und f,g € S(M); dabei seien supp f und supp g raumartig
getrennt. Dann gilt

[6(f). ¢'(9)] =0
als Operatorgleichung auf C*°(H).

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dafl supp f kompakt ist. Dann kann man eine Null-
umgebung O finden, so dafl auch supp f + O und supp g + O raumartig getrennt sind. Wir
wahlen Netze Ay und B, in A(O), so dafl

R'A,R! - R'¢R', R'B,R — Rl'¢'R". (3.4.16)
Dann gilt auch
RANf)R — R(f)R', R'Bu(9)R' — R'¢/(g)R, (3.4.17)
denn im Ausdruck
(EIR'¢(f)R'E) = / e f(z) Iim(E|U(x) RAR'U(2)'¢) (6,8 €H)  (34.18)

konnen Limes und Integration vertauscht werden, da der Integrand gleichméfig beschrankt
ist (analog fiir B,,). Man hat dann fiir £,¢&' € C*(H):

(€l [6(f): #'(9)]€') = lim lim (] [Ax(f), Bu(9)]€) = 0, (3.4.19)

denn A,(f) liegt in A(O + supp f), B,(g) in A(O + supp g).
Fiir den Fall, daf§ supp f nicht kompakt ist, fiihrt eine Zerlegung f = >° f; in Testfunk-
tionen mit kompaktem Tréager supp f; C supp f zum Ziel. O

Dies zeigt die relative Lokalitit der Felder untereinander. Wie zu erwarten, erhélt man
dhnliche Lokalitatseigenschaften auch zwischen einem Feld und Elementen der lokalen Al-
gebren 2A(r). Allerdings sollen diese Eigenschaften etwas anders formuliert werden. Wir
sagen, ein abgeschlossener Operator C' mit Definitionsbereich Do C H ist affilitert zur
von-Neumann-Algebra 2(r), wenn fiir A" € A(r)’ stets gilt

A'De = D (3.4.20)
und [C,A'] =0 als Gleichung auf De. (3.4.21)

Wir notieren dies als C'n2((r).
In unserem Fall gilt:

Lemma 3.16. Sei ¢ € $py, und seien f € S(M), r > 0 gegeben, so daf$ supp f C O,.
Dann gilt fir den Abschluf8 ¢(f)~ von ¢(f):

o(f)" nA(r).
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Beweis. Der Tréager von f liegt kompakt in der offenen Menge O,., also kénnen wir Radien
r’,r” > 0 wéhlen, so dafl supp f + O, + O,» C O,. Wir wihlen eine nichtnegative Test-
funktlon g mit Trager in O, und [ g(x)d*ttz = 1; setzen wir dann g, := n*ttg(n~'z),
dann gilt auch [ g,(z)d** e = 1.

Ist nun A" € A(r)’, dann erfiillt A" als beschrankter Operator insbesondere die Bedin-
gungen von Satz B.13 mit [ = 0, und es ist deshalb A’(g,)C>*(H) C C>(H). Eine analoge
Uberlegung wie im Beweis zu Satz B.17 zeigt

(6(f), A'(9,)] =0V n als Gleichung auf C*(H), (3.4.22)

wobei die Lokalisierung von ¢(f) und A’(g,) sowie deren , Trennung® durch einen weiteren
Doppelkegel O, ausgenutzt wird.

Es bezeichne D~ den Definitionsbereich von ¢(f)~; zu £ € D~ gibt es also eine Folge
(&,) C C®°(H) mit

&n — &, ¢(f)£n - (b(f)ig (3'4'23)

Nun gilt

1A (gn)&n — AEIL < A (gn) Il 1(6n = O+ [[(A" = A'(gn) )<
< A€ = Ol + 1A= A'(gn))S ]l (3-4.24)

Da &, — £ und nach Lemma @ auch A'(g,) — A’, erhalten wir also

A'(gn)6n — A€ (3.4.25)
Ganz analog folgt
A'(ga)d(f)&n — AO(f)& (3.4.26)
die Vertauschungsrelation (B4.23) liefert also
O(f)A(92)6n — A'O(f) 7€, (3.4.27)
und wegen der Abgeschlossenheit von ¢(f)~ bedeutet das
AeeD und o(f) At = Ag(f) ¢ (3.4.28)
0

Wir wissen also, dafi ¢(f) n2(r). Fiir den Fall beschriankter ¢(f)~ = ¢(f) hieBe dies
o(f) € A(r)”" = A(r). Fir unbeschrankte ¢(f) kann das so natiirlich nicht gelten; ist aber

o(f)” =Vie(f) | = V/OOO AdE()\) (3.4.29)

die Polarzerlegung von ¢(f)~ [Kat84, Ch. VI §2.7], dann gilt stets V' € 2(r), E(\) € A(r)
— zum Beweis siehe [BR79, Lemma 2.5.8].
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Lokale Approximation Wir zeigen nun, daf} sich die quadratischen Formen aus ®py
aufgrund der gewonnenen Erkenntnisse noch besser durch lokale Operatoren approximieren
lassen, als wir dies in der Definition (B.4.1]) gefordert hatten, ndmlich (unter Energiedamp-
fung) in der Operatornorm, wobei auch die Norm der approximierenden Operatoren kon-
trolliert werden kann.

Satz 3.17. Sei ¢ € Opy. Dann gibt es eine Folge A, € A(r) (0 <r < 1), einl > 0 und
ein k>0, so dafs

|RY (A, — ¢)R'|| <7 -const., [|A.|| <r™" - const.

Beweis. Es sei f € §(M) eine feste Testfunktion mit f(x) > 0, [ f(z)d**'e =1, supp f C
O,—1. Wir setzen

= r—<s+1>f<§), (3.4.30)

so daB dann supp f, C O, und ebenfalls [ f.(z)d*t'z = 1. Zunichst sei r fest. Wir wissen,
dal ¢(f,)” affiliiert zu 2A(r) ist, und schreiben die Polarzerlegung als

&(fy) =V, D, mit V, € Ar), Df =D,, D, >0, (3.4.31)
g(D,) € A(r) fir jede beschrankte Funktion g.

Wir setzen fiir € > 0
1
A, .= —V,.sin(eD,) € A(r) (3.4.32)
€

und schétzen im folgenden die Norm von R*(A, . — ¢(f.)) R ab. (Dabei sei [ so grof, dafi
|R'¢R!|| < oc.) Man hat

[ (Ave = 6 RN = IV; (- sin(eD,) — D) RY < (D, — ~sin(eD)) RY). (343
Aus der leicht nachzupriifenden Ungleichung
|z —sinz| <2? Vo >0 (3.4.34)
erhédlt man durch Ersetzung z — ex:
|x — %sin ex| <exr? Vo >0,e>0. (3.4.35)
Entsprechendes gilt fiir die quadrierte Ungleichung; daher folgt
I(Dr — %Sm(eDr))R‘”II < e| DIRY| = ello(f.) o (fr) RY|- (3.4.36)

Durch 4/-maliges Ausnutzen der aus Lemma B2 in Anhang folgenden Identitét

(R, 6()] = ~iR6(0f;) R = — R o(r D @uf)(D) R (3.4.37)
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(bzw. analog fiir ¢(f,.)*) und unter Verwendung der Abschétzung

||Rl¢(f)(*)Rl|| < /|f(x)| &'z - const. ¥ f € S(M) (3.4.38)
erhélt man
lp(f) e (fr)RY < r ¥ - ¢, (3.4.39)
wobei ¢ > 0 nicht von r abhéngt. Damit ist schliefSlich
IR (Are — ¢(f)) R <77 -e-c. (3.4.40)

Nun miissen wir noch die Konvergenz ,¢(f,.) — ¢(0) betrachten. Lemma B.14 liefert
IR (o(f,) — @(0)) R < -7, ¢ > 0 konstant, (3.4.41)
so daff wir zusammen mit (B.4.40) erhalten (wobei [ > 1 angenommen werden darf):
|R*(A,c — @)RY|| < (er * +7)-¢", " >0 konstant. (3.4.42)

etzen wir nun € = r ann erhalten wir
Set 4+l g halt

RYA, . R" ”—‘L> RUGRY, || A, < v~ . const. (3.4.43)
Damit ist die gewiinschte Folge A, = A, . gefunden. (]

Die Wahl der ,, Approximationsgiite“ r - const. fiir die Norm der Differenzfolge ist hier
willkiirlich; durch eine Neuzuordnung der Folgenglieder, etwa A/ := A.x (A > 1) 148t sich
genauso ||RY A" —¢)R'|| < r*-const. fiir groBe [ erreichen, wobei die Normschranken der A’
entsprechend skalieren. Wir kénnen sogar noch weitere Eigenschaften der approximierenden
Folgen fordern:

Satz 3.18. Die Operatoren A, in Satz G177 kénnen so gewdhlt werden, dafs mit einer
geeigneten Testfunktion f € S(M) und f, == r=TV f(Z) gilt:

A (f) €Ur), |JA(f)|| € r % const., ||RYA(f,) — ¢)R!|| < - const.

Dieser Zusatz ist fiir spétere Anwendungen wichtig, da wir nun die Vertauschungsrela-
tion aus Lemma B.2§ auf die approximierenden Folgen anwenden kénnen.

Beweis. Durch Skalierung kénnen wir annehmen, daf in Satz .17 schon A, € (3) gilt.
Wir wiihlen eine Testfunktion f > 0 mit kompaktem Tréger so, daf [ f(z)d*™a = 1. Ist
f geniigend gut lokalisiert, dann gilt sicher A, (f,.) € 2((r). Die Eigenschaft

[A(fll < A Sl < 777" - const. (3.4.44)
folgt sofort aus der entsprechenden fiir A,. Ebenso gilt
IRY(G(f,) — A(F) R < Ifolls - 1B (6 — A)RY| < 7 - const. (3.4.45)
Aus Lemma B4 erhalten wir
IR (¢(f.) — &) R|| <1 - const., (3.4.46)

nachdem [ eventuell vergrofiert wurde. (B.4.45) und (B.4.46) liefern zusammen die dritte
der behaupteten Relationen. 0
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Aufgrund der ,,verbesserten* Approximationseigenschaften kénnen wir nun die Freden-
hagen-Hertel-Felder mit unserem Phasenraumkriterium in Verbindung bringen. Wir be-
trachten im folgenden eine Theorie, die dem asymptotischen Phasenraumkriterium mit
polynomialen Energieschranken geniigt. Zu einem festen ¢ € ®py verschaffen wir uns nach
Satz B.17 eine Folge A, € (r), so dafl

| A || <777 - const. mit gewissem 7 > 0; R'A.R' — R'¢R' fiir groBe [ > 0. (3.4.47)

Wir werden dann zeigen, dal ¢ € ®5;,. Dazu verschaffen wir uns nach Satz B.§ eine
homogene Approximation (p, g, {%;}) zur Genauigkeit 7 + 1. Wir setzen 1 := @&);. Dann
gilt

R
im sup

(B i =0 Ve>0 und Bildgy C ®54;. (3.4.48)
Er—0

Wir wahlen € = % Weiter sei E > 1 fest. Dann ist

lim 12— Yler _ (3.4.49)
1”70 7«’Y+§
insbesondere
lim (2~ ¥)(4,)l|e < lim||(E — ¥)]lg, 14, = 0. (3.4.50)

Zusammen mit (B.4.47) ergibt das
Yr(4,) — ¢ in X(E)". (3.4.51)

Andererseits bewegt sich die linke Seite im endlichdimensionalen Teilraum
P(E)(Bildg ¥)P(F) C ¥(E)*; dieser ist abgeschlossen, also ist

P(E)pP(E) € P(F) (Bildg ) P(E). (3.4.52)
Dies gilt fiir alle £ > 1, weshalb
¢ € Bildg ¢ C @544, (3.4.53)

wie zuvor behauptet. Dieses Verfahren 148t sich fiir jedes ¢ € ®py durchfiithren (mit jeweils
angepafitem 7); daher gilt:

Satz 3.19. Die betrachtete Theorie erfiille das asymptotische Phasenraumkriterium mat
polynomialen Energieschranken. Dann ist

Opy = | J 5.
>0

Der von uns bestimmte Feldinhalt stimmt also mit dem von Fredenhagen und Hertel
betrachteten iiberein; wir erhalten durch unsere Konstruktion alle polynomial energie-
beschriankten Punktfelder der Theorie.



3.A Lokalisierte Zustande im Limes kleiner Abstédnde 73

Zusammenfassung Wir haben in diesem Abschnitt verschiedene Eigenschaften der
Fredenhagen-Hertel-Felder hergeleitet und konnten schliefSlich feststellen, dafl die von uns
konstruierte Klasse von Feldern mit der von Fredenhagen und Hertel betrachteten iiber-
einstimmt. Wir stellen nun noch einmal zusammen, was wir im Laufe der Konstruktion
also fiir unsere Punktfelder etabliert haben:

e Die ¢ € ®5 werden durch Integration zu operatorwertigen temperierten Distributio-
nen f — ¢(f). Die Operatoren ¢( f) sind abschlieSbar und besitzen den gemeinsamen
invarianten dichten Definitionsbereich C*(H).

e Die ¢(f) sind lokal und relativ lokal; ihr Abschlufl ¢(f)~ ist affiliiert zu den lokalen
Algebren.

o Jedes ¢ € O 1Bt sich (unter Energieddmpfung) in der Operatornorm durch eine Fol-
ge A, € A(r) approximieren. Die Norm der A, divergiert im Limes r — 0 hochstens
wie eine inverse Potenz.

3.A Lokalisierte Zustiande im Limes kleiner Abstiande

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Kurzabstandsverhalten von Rdumen lokalisierter
Zusténde, d.h. endlichdimensionaler Teilrdume S C 2., die in der Anwendung als Links-
Bilder gewisser Abbildungen von endlichem Rang auftreten. Wir wollen eine Zerlegung von
S in eine Summe von Réumen herleiten, deren Elemente sich im Kurzabstandslimes jeweils
gleich verhalten.

Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall, ndmlich den, in dem alle Elemente von
S dieselbe Asymptotik zeigen:

Definition 3.20. Ein endlichdimensionaler Teilraum S C 2, heifle homogen beziglich
einer Nullfolge p, wenn es eine Funktion n auf (0, 1] gibt, so dafs fiir alle o € S\{0}

o]l ~ n(r).
p

Wir schreiben in diesem Fall auch kurz S ~n.
P

Auf homogenen Teilriumen von 2, 148t sich das r-Verhalten der Zusténde sogar gleich-
méfig iiber den ganzen Raum abschétzen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.21. Sei S C A, homogener Teilraum beziiglich p (S ~ n), und sei || - ||s eine Norm
p

auf S (als endlichdimensionalem Raum). Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dajs
VoeS: |lofl.=cllollsn(r) (rep).

Beweis. Nach Voraussetzung ist |||, ~ n fiir alle betrachteten o; es gibt also Konstanten
p

c(o), so daB

loflr = c(a)n(r) (€ p). (3.A.1)
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Wir zeigen, dafl diese Konstanten lokal gleichméflig gewahlt werden konnen. Dazu sei
{o1,... ,0,} eine Basis von S. Fiir ¢ € R" und festes o € S gilt

|U+Z%|| lolle = el lloill - (3.A.2)
Da ||lo;]| ~ n, konnen wir Konstanten d; > 0 wahlen, so daB ||o;||, < din(r) fir r € p;
p
folglich wird

lo+ ZGMH > c(o Z el din(r) = (c(o) — Z l€ildi) n(r), (3.A.3)

Z%C(O') fiir kleine €

d.h. wir kénnen die Konstanten ¢(o) lokal gleichméfig wéahlen. Da die Einheitskugel bzgl.
| - ||ls kompakt ist[] kénnen wir die Konstante dann auf der gesamten Einheitskugel
gleichméfig wihlen; es gibt also ¢ > 0, so daf

lofl- = clloflsn(r)  Vrep, (3.A.4)

was zu zeigen war. ]

Wir wollen nun allgemeinere endlichdimensionale Raume S C A, in direkte Summen
aus homogenen Rdumen (wie oben beschrieben) zerlegen. Dies wird im allgemeinen nur
moglich sein, indem man, ausgehend von einer gegebenen Nullfolge p, zu Unterfolgen iiber-
geht.

Dazu zunéchst eine Vorbemerkung: Ist

S=5 85, (S, Sl, Sy C ﬁ*), (3A5)

so haben wir fiir festes r folgende Situation, wobei wir mit ig die Inklusion S — 2A(r),
usw. bezeichnen:

S A (3.A.6)
is,
#
SC—>iS A(r)
/4ﬁ
1Sy
S

Im folgenden wollen wir die Normen der hier eingezeichneten Inklusionsabbildungen
analysieren, und zwar ist

lisall

lig|l = sup (3.A.7)
ves [lolls
mit einer fest gewahlten Norm || - ||s auf S. (Es ist fiir das spéter zu betrachtende asymp-

totische Verhalten gleichgiiltig, welche Norm auf S gewéhlt wird: Da fiir eine andere Norm

7 Jede Norm auf dem endlichdimensionalen Raum S induziert die Standardtopologie.
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| - |I's stets Konstanten a,b > 0 existieren, so daf a|o|ls < [|o||s < b|lo]ls, wird dann
lis|lr ~ |lis]l., d.h. asymptotisch ergibt sich kein Unterschied.)
Fiir die Abbildungen ig,, ig, haben wir zunéchst zwei Normbegriffe: Einerseits ist analog

zu (B.AT)

HZ‘SJUHT'

lis, |l = sup : (3.A.8)

o€S;

andererseits kann man die Norm der Inklusionen als Abbildungen auf S (fortgesetzt durch
0 auf dem Komplement) betrachten:

S T
lis, ® 0], = sup L @0l - llonl

= _— (3.A.9)
oes lolls 0,5, |lon + oals

Diese beiden Begriffe sind jedoch fiir unsere Zwecke gleichwertig: Wir wéhlen dazu die
Norm auf S zunéchst als
lor @ o2lls := [lovlls, + llozlls, (3.A.10)

(das definiert tatséchlich eine Norm). Dann ist offenbar

ol _ ol

lis, ® 0|, =  sup = = |lis, || - (3.A.11)
' 01€51,02€852 ||01||51 + ||02”52 01E€51 ||01||S1 '
Bei anderer Wahl der Normen auf S, S; gilt immerhin noch
lis, © Ol ~ [lis: - (3.A.12)

wegen der Aquivalenz aller Normen auf endlichdimensionalen Rédumen. Interessieren wir
uns also nur fiir das asymptotische Verhalten, dann miissen wir die beiden Normbegriffe
nicht unterscheiden, wovon wir im folgenden 6fters Gebrauch machen.

Es seien nun ein endlichdimensionaler (mindestens eindimensionaler) Raum S C 2,
und eine Nullfolge p vorgegeben; wir wollen S beziiglich einer geeignete Teilfolge von p in
eine direkte Summe homogener Teilrdume zerlegen.

Dazu wéhlen wir zunéchst eine Teilfolge p’ C p und Unterraume S, Sy C S derart, dafl

S =S &S, (3.A.13)
lésillr > llisu - (3.A.14)

und so, dafl dim S; unter diesen Nebenbedingungen minimal wird. (Mit S; = S, Sy = {0}
148t sich sicherlich eine Zerlegung finden, die (B:A-T13) und (B.A.14) erfiillt, so dafl wir das
Minimum nicht iiber die leere Menge bilden.) Durch diese Wahl, so behaupten wir, wird
S1 homogen.

Dies begriindet sich folgendermafien: Sicher ist dimS; > 0 (wegen (B.A.14), solange
dimS > 0). Fir dimS; = 1 ist S; trivialerweise homogen. Sei also dim.S; > 1. Wir
nehmen an, dal es o € Sy gibt, so daf3

ol 9% [l7s, ]I - (3.A.15)

o
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Sicher gilt aber ||o||, < ||is, ||, so daB beziiglich einer gewissen Teilfolge p” C p’ gelten muf
o'

o]l < lis, - (3.A.16)

Wir zerlegen dann S; = 57 @ Co mit geeignetem S C Sy und zeigen, dafl

S=5®(CodS,) (3.A.17)
Sl

ebenfalls eine Zerlegung von S ist, die (B.A.14) erfiillt: Es ist ndmlich

lisillr o llis; @ Oll- = llés, = 0@ dcolly = llisy |- = 10 ® icoll; ~ Nl |- (3.A.18)
<,<,Hi51|‘7”
P
und
||ZS§|| S” ||0 S Z.‘5'2”7" + ||7:(CO'||7‘ § ||i51||r; (3A19)
P
also
lis llr > iy - (3.A.20)

Damit ist ein Widerspruch zur geforderten Minimalitdt von dim S; erreicht, und es gilt

doch ||a]|, ~ |lis]|- Folglich ist Sy ~ ||ig||, =: n(r) homogen. Wir erhalten also folgende
4 4

Aussage:

Satz 3.22. Sei S C 2, ein endlichdimensionaler Teilraum, S # {0}, und p eine Nullfolge.
Dann gibt es eine Teilfolge p' C p, einen beziglich p’ homogenen Teilraum S; C S und
einen weiteren Teilraum Sy C S, so dafs

S = Sl S¥ 527 ||i51||r >? ||Z.52||7" :
P

Wenden wir diesen Satz wiederum auf Sy an (es gilt dim Sy < dim S) und iterieren dieses
Verfahren, bis als zweiter Summand nur noch der Nullraum {ibrig bleibt, dann erhalten
wir:

Satz 3.23. Sei S C A, ein endlichdimensionaler Teilraum, S # {0}, und p eine Nullfolge.

Dann gibt es eine Teilfolge p' C p und beziiglich p' homogene Teilrdume Sy,...,S, C S,
so dafs

S=8® ... 88, lisll >...> llis,|. -
p p
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3.B Eine Erweiterung des Satzes von Hahn-Banach

Der Satz von Hahn-Banach wird iiblicherweise fiir die Fortsetzung linearer Funktionale
auf einem Banachraum formuliert. Wir benétigen eine leicht erweiterte Fassung, die nicht
lineare Abbildungen nach C, sondern solche mit einem allgemeinen endlichdimensiona-
len Vektorraum V' als Bildraum behandelt. Der Satz 148t sich auf diese Situation leicht
verallgemeinern:

Satz 3.24. Es sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Norm || - ||v. Dann gibt
es eine Konstante ¢ > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Ist (B, || - ||g) ein Banachraum
und U C B ein abgeschlossener Unterraum, dann lifst sich jeder lineare stetige Operator
A:U —V zu einem linearen stetigen Operator A : B — V fortsetzen (d.h. A[U = A), so

dafs
JA| < c- || Al .

(Die Konstante ¢ hdngt hier von der Wahl der Norm || - ||v, nicht aber von A oder || - ||5
ab.)

Beweis. Wir wahlen eine Basis {v;}?_; von V aus Einheitsvektoren und bezeichnen mit p;
die Projektionen auf die zugehorigen Komponenten. Dann sind die Funktionale p; = p;0 A
stetige lineare Funktionale auf U; sie lassen sich nach dem Satz von Hahn-Banach also zu
Funktionalen ¢; auf B fortsetzen, ohne ihre Norm zu vergroflern. Wir setzen nun

L= @i v - (3.B.1)
i=1
Dann gilt
ATU = (@i )[U)vi =D (pi(-) 0 A)vy = A, (3.B.2)
und wir erhalten die Normabschétzung

IAL <D @O Joall =D o)l < Z D COIHAI = ell Al (3.B.3)
i=1 1 i=1

=:C

wobei ¢ nur von der Wahl der Einheitsvektoren v; (und damit von || - ||y) abhéngt. O

3.C Linearformen mit polynomialen
Energieschranken

Fiir die Konstruktion punktartig lokalisierter Felder ¢ ist es wichtig, die scharfe Energie-
abschneidung P(E)¢P(FE) abzuschwiichen und etwa zu der von Fredenhagen und Hertel
[FHRT] verwendeten Energieddmpfung R'¢R! iiberzugehen. Dabei ist R der wegen der
Spektrumsbedingung beschrinkte Operator R = (1 + H)™'. Als wesentliches Bindeglied
zwischen den beiden Formen von Energieschranken erweist sich folgende Formel:
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Lemma 3.25. Im Sinne schwacher Konvergenz auf H x H gilt firl € N:

(e e}

R l/dE (H%>Z+1P(E)

0

Beweis. Es seien f(FE) eine stetig differenzierbare, g(F) eine monoton wachsende und be-
schriankte Funktion auf R derart, dal die im folgenden auftretenden Integrale existieren. g
ist dann bis auf abzihlbar viele ,,Sprungstellen” F; differenzierbar mit Ableitung ¢’. Man
wertet folgendes Riemann-Stieltjes-Integral aus:

/ J(E) dg(E / P (B)E + 3 18 — g(E-)). (3.0.1)

Auflerdem berechnet man durch partielle Integration:

| -r@Ee / FE)G(ENE — f(Eii)g(Bua-) + F(E)g(Eit)).
(3.C.2)

(Dabei sind eventuelle Randterme bei E' = +o0 in suggestiver Weise notiert.) Die beiden
Integrale (B.C.1) und (B.C.2) stimmen also iiberein. Setzt man nun

1B = (1) 9lB) = WIPEW) (v emn) (3.C3)

dann folgt die Behauptung zumindest auf Zustédnden (1| - ¢) . Die Polarisationsidentitét
liefert die Erweiterung auf alle Matrixelemente. O

Wir konnen hieraus eine etwas technische, aber sehr niitzliche Abschétzung folgern:

Lemma 3.26. Zu | € N g¢ibt es eine Konstante d > 0 mit folgender Eigenschaft: Sei
B € B(H), und sei ¢ >0, so daff

IP(E)BP(E)[|<c B VE>1.
Dann folgt
IR'RBR'| <c-d.

Ein wichtiger Aspekt ist hierbei, dal die Konstante d universell gew#hlt werden kann
und nicht von B oder ¢ abhéngt.

Beweis. Wir konnen aus der Abschétzung fir ||P(E)BP(E)| folgern, daf fiir beliebige
El, Es >0

|P(Ey) B P(E,)|| < (1+max{E,, B,})'! -c. (3.C.4)
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Nun berechnet man fiir Einheitsvektoren &, & € H:

(EIR'BR'¢)]
o) o] I+1
(Lemm_a@) 2 1 ) 1 /
25 \p [ap, [an (G ) € PE)BPE
0 0
< l27dE 7dE ! LT (1 +max{E, F>})t. (3.C.5)
~C 1 2 1+E1 1—|—E2 max 1, L9 . L.
0 0

Dieses Integral existiert, da der Integrand mindestens wie E; 2 abfillt. Damit ist eine von
£, &, B und ¢ unabhidngige Abschiatzung gefunden. O

Wir konnen dieses Lemma auch auf unbeschrinkte Linearformen ausdehnen, solange
deren Hochenergieverhalten polynomial ist:

Lemma 3.27. Sei ¢ € & eine Linearform mit
lpllz < E" e fir einl €N, ein c> 0 und alle E > 1.
Dann lifst sich RI¢R! zu einem beschrinkten Operator erweitern, und es gilt
IR'GR| < c-d
mit einer von ¢ und ¢ unabhdingigen Konstanten d.
Beweis. Sei zunéchst E' > 1 fest. Wir setzen B = P(E')¢P(E’). Nach Voraussetzung ist
|P(E)BP(E)| < E"' - (3.C.6)

Lemma liefert dann

|P(E")R'$R'P(E")| = |R'BRY| < ¢-d. (3.C.7)

Da diese Abschitzung unabhingig von E' ist, laBt sich R'¢R' zu einem beschrinkten
Operator fortsetzen. O

Wir interessieren uns auflerdem fiir die Vertauschungsrelationen von R mit den durch
Testfunktionen f , verschmierten quadratischen Formen

¢m=/ﬁﬂwmvw¢ww,f6&M» (3.08)

Dabei erfiille ¢ die Bedingungen aus Lemma B.27; das Integral (B.C.§) ist dann im Sinne
von Linearformen auf Y erklart. Da f absolut integrierbar ist, gilt

lo(N)lle < /dS“x [f(@)] 1ol < B - const.. (3.C.9)



80 Kapitel 3. Konstruktion von Punktfeldern

also existiert auch Rl'¢(f)R! als beschrinkter Operator. Wir bemerken, daf} fiir das ener-
giegeddmpfte Feld die Integralformel (B.C.8) sogar stéirker gilt: Man hat

Rl+1¢(f)Rl+1 _ /dS—HI f(ZL‘) U(l’) Rl+1gle+1 U(ZL‘)* (3010)

im Sinne von Normkonvergenz, d.h. als Bochner-Integral. (Das sieht man so: Das Integral
auf der rechten Seite existiert sicherlich, da U(z)R normstetig ist, wie (B.4.19) zeigt. Auf
Funktionalen o € ¥ stimmen die linke und die rechte Seite wegen (B.C.8) iiberein, also
sind sie auch als Operatoren gleich.) Wir zeigen nun:

Lemma 3.28. Sei f € S(M); dann gilt im Sinne von Operatoren auf C*°(H):

(R, ¢(f)] = —iRo(0.f) R. (3.C.11)

Beweis. Sei im folgenden E > 1 fest, und sei 0 € %(E). Da P(E)R™! beschriinkt ist, hat
man

1 1

AR = ol (60, (L B 1) = —o(RIH, (NI B).  (3.C.12)

Wir setzen o’ := o(R - R); auch dieses Funktional liegt in ¥(£). Da die Operatoren P(E)P,
beschrankt sind, konnen im Ausdruck

o' (U(x)pU(x)") (3.C.13)

die Translationsoperatoren U(z) = e7»®" als Potenzreihe ausgeschrieben werden, und

(B-C.13) wird damit eine differenzierbare Funktion von x. Man berechnet nun:

/(eiPHm” gbe—iPHI”)

0o’ (U(x)oU(x)*) = 5207
=o' (P U(z)pU(x)* — U(x)pU(z)* Py) = io'([H,U(x)pU(z)*]). (3.C.14)
Damit ergibt sich schlieflich

o'([H,¢(f)]) = /d”le(f) o'([H, U(z)oU(x)"])
= —z’/d$+1x f(x) 0o’ (U(x)pU (2)*)

(P.L)

i / &2 8, f () o' (U(2)oU (2)*) = io’ (¢(D,f)). (3.C.15)

Zusammen mit (B.C.12) liefert das die Behauptung zunéchst im Sinne von Linearformen
auf X, was sich dann als Operatorgleichung fortsetzen 1af3t. O

Fiir den Beweis des Lemmas mufite hinsichtlich der Funktion f nur ausgenutzt werden,
daf in (B.C.15) partiell integriert werden kann und dafi 0,f absolut integrabel ist. Wir
miissen f also nicht als Schwartzfunktion annehmen; es reicht, wenn f eine verallgemeiner-
te Ableitung im Sinne von Sobolevraumen besitzt. In der Anwendung (Satz B.13) bedeutet
dies, dafl man — bei oben festgehaltenem [ — die ¢(f) zu unbeschriankten Operatoren er-
weitern kann, sobald f verallgemeinerte Ableitungen [-ter Ordnung besitzt. Bei festem [
kann man die Klasse der zuldssigen Testfunktionen fiir die operatorwertige Distribution ¢
also iiber S(M) hinaus erweitern. (Vgl. hierzu auch [BDHYA, §8].)
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Symmetrien

Ein wichtiger Aspekt bei der Klassifikation und Analyse von Quantenfeldtheorien sind die
Darstellungen von Symmetriegruppen, wie der Poincaré-Gruppe, der Dilatationsgruppe
oder innerer Symmetrien der Theorie. Wir untersuchen in diesem Kapitel das Verhalten
der konstruierten Punktfelder unter solchen Symmetrietransformationen.

Dazu geben wir zunéchst eine vereinfachte Version des betrachteten Punktfeld-Forma-
lismus an, der zwar nicht alle Aspekte des Phasenraumkriteriums enthalt, sich fiir die
Betrachtung von Symmetrien aber als geeignet erweist.

In diesem Rahmen untersuchen wir dann allgemein die Ubertragung von Kovarianz-
eigenschaften der algebraischen Theorie auf die konstruierten Rdume von Punktfeldern.
Von den betrachteten Transformationen miissen wir voraussetzen, dafl sie Lokalisierungs-
eigenschaften in Orts- und Impulsraum nicht zu stark stéren; in diesem Fall kann gezeigt
werden, dafl sie die Punktfeld-Vektorrdaume in sich iiberfithren, daf§ sich die Felder also
kovariant unter der Transformation verhalten.

Als konkrete Anwendung behandeln wir die Lorentzkovarianz der Punktfelder, deren
Hermitezitat sowie eine mogliche Kovarianz unter Dilatationen (als Zusatzstruktur).

Bis hierher wurden stets am Koordinatenursprung lokalisierte Punktfelder betrachtet;
alle Strukturen wurden fiir diesen Spezialfall definiert. Das stellt wegen der Translations-
symmetrie der Theorie keine Einschréankung dar. Diese Tatsache wird prézisiert: Wir geben
explizit eine Wirkung der Translationen auf den Punktfeldern an und etablieren so die Ko-
varianz der Punktfelder bzw. Wightman-Distributionen unter der vollen Poincaré-Gruppe.
Insbesondere sind damit die Wightman-Axiome fiir die konstruierten Punktfelder etabliert.

Auflerdem untersuchen wir partielle Ableitungen der Punktfelder, die in der Wight-
man’schen Feldtheorie zur Formulierung von Feldgleichungen wichtig sind. Wir zeigen, dafl
die Menge der konstruierten Felder abgeschlossen unter Differentiation ist.
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4.1 Reformulierung der Struktur

Wir haben bisher unsere Strukturen in der Sprache bilinearer Abbildungen ¥ x %A — C
formuliert und ihr Verhalten im Limes kleiner Wirkungen E-r — 0 betrachtet. Das asymp-
totische Phasenraumkriterium mit polynomialen Energieschranken, das wir in diesem und
in folgenden Kapiteln stets als gegeben annehmen, erlaubt uns die Analyse des Punkt-
feldinhalts. Dabei war die gleichzeitige Betrachtung von E- und r-Verhalten unbedingt
notwendig, um die Lokalitatseigenschaften der Punktfelder zu etablieren, wie wir in Kapi-
tel B gesehen hatten.

Jetzt, da wir diese Analyse durchgefiihrt haben, kénnen wir den Formalismus etwas
vereinfachen und das E- vom r-Verhalten trennen. Dies fithrt uns zu einer Formulierung, die
die Rdume @5 statt der bilinearen Abbildungen als zentrales Element in den Mittelpunkt
stellt, und die ndher an den von Haag und Ojima [HOY6] urspriinglich vorgeschlagenen
Strukturen liegt.

Wir halten dazu im folgenden E zunéchst fest. Ist £ dabei hinreichend grofl, dann
kénnen wir @5 als Teilraum von X(E)* betrachten; die Inklusionsabbildung nennen wir js:

S(B) <0y (4.1.1)

Diese Inklusion ist trivialerweise stetig (da auf ®5 die Teilraumtopologie mit der Standard-
topologie iibereinstimmt). Betrachten wir also den (Pré-)Dualraum des endlichdimensio-
nalen Raums ®5 (®5, =: ¥5), dann kann man die Abbildung js als , praduale“ Abbildung
J7+ auf die Priadualrdume iibertragen:

S(E) s Yy (4.1.2)
Z(‘E)* <T)@—

Bei geniigend groflem F ist js, dabei surjektiv, d.h. wir kénnen jz, als Projektionsabbildung
beziiglich einer Quotientenbildung verstehen. Diese wollen wir genauer untersuchen; es
stellt sich also die Frage nach einer Charakterisierung von Kern js,. Die Antwort darauf
gibt folgendes Lemma:

Lemma 4.1. Im Diagramm (f.1.9) gilt:
Kern j5, = {0 € 2(E) [y(ELo) 27 } .
Beweis. Man hat per Definition
ceKemjs & (j0)(¢)=0Veoeds & o(js5¢) =0 Vo€ Dx, (4.1.3)

d.h. o liegt im Kern von js. genau dann, wenn o auf dem Teilraum ®~ C ¥ verschwindet.
Nach Satz B.2 ist das dquivalent zu

1(Ero) > 7. (4.1.4)

womit das Lemma bewiesen ist. O
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Wir konnen damit schreiben:
Ss = $(E) / {o € S(E) |1(E10) = 7} | (4.15)

Der Raum Y5 ist also quasi der Raum aller energiebeschréankten Funktionale, wobei dieje-
nigen identifiziert werden, deren Differenz im Limes r» — 0 auf 2((r) schnell verschwindet

— man beachte hierzu, dal nach (B.D.7) gilt
VELo) =7 & o, =20 Ve 0. (4.1.6)

Damit entsprechen die ¥5 den Halmen der Pragarbe X(E)[2((r) beziiglich der betrachteten
Aquivalenzrelation; ihre Elemente sind gerade die von Haag und Ojima in [HOY6] betrach-
teten Zustandskeime (,germs of states”). Die Dualrdume ®5 = ¥Z bilden den Punktfeld-
inhalt der Theorie (zu einem gegebenen Kurzabstandsverhalten r7). Wir werden die 5
daher auch als Zustandshalme und die ®5 als Feldhalme bezeichnen.

Wir skizzieren noch die Situation bei Variation von 7 und E. Fiir verschiedene E, E’
(etwa E < E') erhélt man, wie Lemma [L.] zeigt, das folgende Diagramm von zueinander
dualen Rdumen und Abbildungen:

S(E') (4.1.7)
jW*(EI)
t
(I 3
() ) !

|
| |
| . |
E(E)*<L3q>

J\ %
Jz(E")

E(E/)*

7

Das ist hier nur der Vollsténdigkeit halber erwdhnt — die Abbildungen j5, j5+ kann man in
diesem Sinn als ,,unabhéngig von E“ verstehen, vorausgesetzt, F ist hinreichend grofs.

Bei Variation von 7 — wir geben uns zwei Werte 7/ < 7 vor — kennen wir bereits aus
fritheren Kapiteln eine natiirliche Inklusion jy5 : ®5 < @5, die uns folgendes Diagramm
liefert:

et (4.1.8)
m
Y(E)! Y Yo
| I |
| e s |
Y(E)* - P < OP,

Wie von Haag und Ojima erwartet, erhalten wir also eine ganze ,, Kaskade“ der Rdume von
Zustandskeimen

RS YN » B R 5 B (4.1.9)
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und eine entsprechende Kette fiir die Rdume von Punktfeldern auf der dualen Seite:

SN S S S— (4.1.10)

Die Indizierung mit n, n — 1 etc. soll dabei darauf hinweisen, dafl man gewisse geordnete
Werte fiir 7 auswéhlt; die Schritte miissen nicht notwendigerweise ganzzahlig sein. Sinnvoll
ist sicher, sie so zu wéhlen, dafl alle in der Kette auftretenden Radume unterschiedliche
Dimension haben, so daf} die Inklusionen bzw. Projektionen ,echt® sind.

Wir wollen nun diese ,, Kette“ von Vektorrdaumen in Abhéngigkeit von 7 genauer unter-
suchen. Dazu betrachten wir die Funktion

d(7) = dim ®~ : R* — Nj. (4.1.11)

Sie ist monoton wachsend und deshalb stiickweise konstant; zwischen den konstanten
Stiicken liegen diskrete Unstetigkeitsstellen. Es sei 7, eine solche Stelle, d.h. es gelte in
einer Umgebung von 7,:

ny  fir y <7,
A7) = ny fiir y =7,, (4.1.12)
ns flir 5y > 7,.

Dabei ist n; < ny < ng. Um die Stetigkeitseigenschaften bei 7, zu untersuchen, nehmen wir
ny < np an; dann ist also @, & Py, fiir kleine € > 0; entsprechende echte Inklusionen
gelten fiir die X5 und Kern j5,. Man beachte, daB auf den Intervallen, auf denen d(%)
konstant ist, sich auch die Rdume ®5, 35, Kern js. selbst nicht dndern. Wir kénnen also

in unserer Situation ein ¢ € 3 wihlen, so daB
o & Kern jy, ., o € Kern j,_e fiir kleine € > 0. (4.1.13)
Nach Lemma BT bedeutet dies
Y(ELo) < T, aber ~(Epo) > 7, — € fiir kleine € > 0, (4.1.14)

was offenbar ein Widerspruch ist. Also gilt ny = ny, und die Funktion d(7¥) ist linksseitig
stetig. Thr qualitativer Verlauf ist in Abbildung B gezeigt. Bezeichnen wir die Unstetig-
keitsstellen mit 7, < 7, < 73 < ..., dann reicht es zur Analyse also meist aus, die Kette

B D C P ¢ . (4.1.15)

zu betrachten.

Zu kldren bleibt, wie sich die Approximationseigenschaft ,v(= — ¢) > 7“ in den neu
formulierten Rahmen iibersetzt. Wir fiihren dazu den Begrift der requldren Projektion auf
den endlichdimensionalen Raum ®s ein. Dieser ist in Anhang [-A] ndher erlautert; wir
bemerken hier nur, daf es sich dabei um einen Projektionsoperator auf ®5 handelt (also
p:% — % Bildp = &5, p? = p), der sich in der Form

J
p=Y_o;(-)¢; mito; € T(E)und ¢; € by (4.1.16)
j=1
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Abbildung 4.1: Qualitativer Verlauf der Punktfeldraum-Dimensionen

dma_
Y o
€}
———X
—x
Y, ¥ ¥ Y

schreiben 1aft (£, J geeignet). Eine solche reguldre Projektion existiert zu jedem endlich-
dimensionalen Teilraum von 3 (siche Satz in Anhang [£.A)), muB aber nicht eindeutig
sein.

Mit Hilfe dieser Projektionen 148t sich die Approximationseigenschaft umformulieren.
Wir schreiben dazu etwas symbolisch ps= = Z(ps. -, - ) usw. und zeigen:

Satz 4.2. Sei py ein requldrer Projektor auf ®, dann gilt
T(IE = p5Eles) 27 VE>0.
Hierbei ist || - ||g, bet festem E als Funktion von r zu lesen.

Beweis. Wir wiahlen vermoge des Phasenraumkriteriums ein ¢ € E(’f ,sodaBy(E—v) > 7.
Beachten wir Satz B.2, dann kénnen wir nach eventuellem Weglassen des ,sekundéren®
direkten Summanden annehmen, dafl Bildg ) = ®5, und daf} bei festem E gilt

Y(IE=+ler) =7 (4.1.17)

Die regulére Projektion ps schreiben wir als ps = ijl o;(+)¢; mit o; € X(E') (B geeig-
net), ¢; € 5. Dann folgt, dafl

J
Ip5(E = ) lgr = 1Y (E=2)(05, ) bjlles
j=1

J
<Y ol sz lIE = lles < IE—=¢)py - const. (4.1.18)
j=1

Zusammen mit ([L.1.17) ergibt das also

Y(lp5(E = ¥)les) 27 VE > 0. (4.1.19)
Wegen Bildg ¢ = @5 gilt ps1) = 1; damit folgt die Behauptung per Dreiecksungleichung

aus (L.I.T7) und ({L.I.I9). [
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4.2 Gruppendarstellungen

Wir interessieren uns nun fiir Darstellungen von Symmetriegruppen auf den Punktfeldrau-
men ®; dies ist unter anderem zur Nachpriifung der Wightman-Axiome von Bedeutung.
Die Wirkung solcher Symmetrieoperationen, wie etwa der Lorentzgruppef], der Involution
A +— A* oder der Dilatationsgruppe, sind auf B(H) bereits vorgegeben. Die Frage ist
nun, wie diese Operationen auf die Rdume ®5 wirken und insbesondere, ob sie diese in
sich iiberfithren; in diesem Fall kénnen wir dann von einer Kovarianz der konstruierten
Punktfelder sprechen. Das Prinzip der Ubertragung solcher Operationen auf die O wird
in diesem Abschnitt erldutert.

Wir befassen uns zunéchst mit einer einzigen Transformation und ignorieren eine even-
tuell vorhandene Gruppenstruktur. Fiir unsere Zwecke soll solch eine Transformation durch

eine Abbildung
a:B(H) — B(H) (4.2.1)

gegeben sein, von der wir voraussetzen, daf sie linearf], invertierbar und schwach-x-stetig ist.
Auflerdem sei sie isometrisch, d.h. es gelte ||aB|| = || B||V B € B(H). In den Anwendungen
sind solche Operationen typischerweise gegeben durch

aB = UBU* (4.2.2)

mit einem unitdren Operator U € B(H). Solch ein « erfiillt offenbar die geforderten Be-
dingungen.

Da wir die schwach-*-Stetigkeit von a gefordert hatten, kénnen wir v auf den Préadual-
raum X von B(H) ,liften“, indem wir setzen

a,c=coa  bzw. a,.0(B) =o(aB) (0 € X,Be€B(H)). (4.2.3)

Allerdings werden « und «, im allgemeinen nicht vertriglich sein mit den Garben-
strukturen von ¥ bzw. 2. Um die Transformation in diesem Rahmen behandeln zu kon-
nen, miissen wir zusétzlich fordern, dafl o die Lokalisierung in Orts- und Impulsraum in
gewisser Weise respektiert. Es ist sicher nicht vorteilhaft, dabei zu verlangen, dafl etwa

aAd(r) cAr) Vo<r<li, (4.2.4)

denn dies wiirde z.B. Lorentz-Boosts oder Dilatationen ausschlieen. Wir schwachen daher
(E:2.4) in folgender Definition etwas ab:

Definition 4.3. Fine lineare (oder antilineare) Abbildung o : B(H) — B(H) heifie lo-
kale Transformation, wenn sie invertierbar und isometrisch ist, stetig bzgl. der schwach-x-
Topologie auf B(H), und wenn es ein A > 1 gibt, so dafs

a20(r) C™ANr) VO<r<l,Ar<1
und

. 2(E) CS(AE) VE>1,AE > 1.

I Translationen bilden hier einen Sonderfall und werden erst in Abschnitt [.J behandelt, so da8 erst
dort die Kovarianz der Felder unter der vollen Poincaré-Gruppe untersucht werden kann.
2 Wir werden unten eine Verallgemeinerung auf antilineare Transformationen diskutieren.
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Ein solches o konnen wir dann als Abbildung auf der Prikogarbe 2 auffassen: Wir
erhalten Abbildungen «,.,» : A(r) — 2A(r'), wenn 7’ geniigend gro§ gewahlt ist (r'/r >
A), und diese sind sicher vertrdglich mit den Garbeninklusionen. Analoges gilt fiir die
Prikogarbe X.

Dementsprechend koénnen wir auch von einer Wirkung von a auf % sprechen: Ein
¢ € ¥ ist gegeben durch eine Linearform ¢p auf jedem L(E), und adp : (AE) — C
bildet dann auch eine wohldefinierte Linearform auf ¥. (Dabei setzen wir ggf. durch die
Garbenabbildungen zu ,kleinen* E fort.) Ohne direkt auf die Garbenstruktur Bezug zu
nehmen, kénnen wir also « einfach als Abbildung auf dem Vektorraum ¥ betrachten.

Wir wollen nach der Kldrung dieser Begrifflichkeiten nun untersuchen, wie o auf ®5
wirkt, und insbesondere zeigen, dal o @5 C ®5. Dazu iibertragen wir die Wirkung von o
zunéchst auf die Pradualrdume.

Wir hatten schon gesehen, in welchem Sinne die priaduale Abbildung a, auf der Pra-
kogarbe ¥ bzw. auf die Riume Y (E) wirkt. ZusammengefaBt haben wir dort folgende
Situation:

Y(\E) (4.2.5)
Jx(AE)
X(E)

Hierbei wissen wir nach Lemma E.1], dafl
Kern j5.(E) = {o € 2(E) |v(0) > 7} (4.2.6)
Nun gilt aber wegen der Isometrie von «, daf3
ool = ||looal, < |lo|lax fir kleine r, (4.2.7)
und deshalb wird nach (2.D.11)):

Yawo) > (o). (4.2.8)

Wir haben also o ker j7.(E) C ker jz.(AE), und damit liefert o, eine wohldefinierte lineare
Abbildung auf dem , Quotientenraum® Y=, die wir mit ¢, bezeichnen. Wir kénnen diese

wiederum per Dualitdt auf den Dualraum ¥ = &5 iibertragen und erhalten so einen

Operator & : &5 — P5. Insgesamt haben wir vier , Darsteller von « erhalten, die wir
symbolisch so zusammenfassen:

X O (4.2.9)
A
| |
I |
I |
D R
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Man rechnet aus den Definitionen nun leicht nach, dafl gilt
Jyo& = o jz, (4.2.10)

oder daf, wenn wir ®5 als Teilraum von ¥ begreifen, dieser stabil unter der Wirkung von
« ist. Dies ist die gewiinschte Ergebnis.

Wir erhalten solch einen Operator & natiirlich fiir jedes 7 (das oben festgehalten war),
wobei per Konstruktion klar ist, dal diese verschiedenen Operatoren mit den Inklusionen
P5 — 5 (§ < 7') vertréglich sind. Wir konnen also auch von einem Operator auf ®py
sprechen, der jedes ®5 in sich {iberfiihrt.

Wir bemerken noch, da$§ sich obige Uberlegungen genauso auch fiir antilineare Opera-
toren « formulieren lassen, wobei der praduale Operator a, hier abweichend definiert wird
durch

(.0)(9) :=0(ap), oc€X, ¢E DK (4.2.11)

analog modifiziert man die Definition von ¢& durch ¢,. Damit haben wir insgesamt folgenden
Satz bewiesen:

Satz 4.4. Es sei « eine lokale Transformation (linear oder antilinear). Dann gibt es einen
Operator & auf Ppy, der jedes O stabil lifit und der

j7 (0] éé = O j7
erfillt, d.h. als Teilrdume von S sind die O stabil unter a.

Da die Transformationen & auf den ®5 im diskutierten Sinne nichts anderes sind als
Restriktionen von a auf Teilriume von &, ist sofort klar, daB die Zuordnung o — ¢ nicht
nur linear ist, sondern auch die Produktstruktur erhélt ((a8) = af). Ist also g — a(g) eine
Darstellung einer Gruppe G auf B(H), wobei die Darsteller a(g) lokale Transformationen
sind, so erhalten wir unmittelbar Darstellungen g — &(g) der Gruppe auf den ®=.

Entsprechend ergeben sich auch Darstellungen der Gruppe auf ¥ und Y-, wobei wir
allerdings ax(g) = a.(g7!) als Darsteller auf ¥ verwenden miissen. Wir werden diese
Darstellungen aber hier nicht weiter betrachten.

Von Interesse ist noch die Stetigkeit der Darstellung g — &(g) auf ®5. Dazu versehen
wir den Raum der linearen Abbildungen « : 3(E)* — X(E’)* mit folgenden Halbnormen:

peerale) = |(ElaAl)|, ¢,& € P(EYH, Ae S(E). (4.2.12)

Das liefert eine lokal konvexe, hausdorffsche Topologie auf diesem Raum von Abbildungen.

Wir betrachten nun speziell den (fiir die Anwendungen wichtigen) Fall, dafl die a(g)
von einer stark stetigen unitdren Darstellung g — U(g) der Gruppe G auf H herriihren.
Es gelte aulerdem

U(g)P(EYH C P(AE)YH VYV E >1 mit in g lokal gleichmé&fig wéhlbarem A\;  (4.2.13)

das impliziert dann gerade die geforderte Vertriglichkeit der «(g) mit der Energiebeschrén-
kung. Mit £’ = AE (X fest auf einer Umgebung von 1¢) erhalten wir in diesem Fall

peealalg) — 1) <|(E[(U(g) = DAU(9)* )] + |(€|AU(9)* — 1) &), (4.2.14)
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was wegen der starken Stetigkeit von U(g) fiir ¢ — 1g verschwindet. Die Zuordnung
g — a(g) ist also in der betrachteten Topologie stetig. Eingeschrankt auf den endlichdi-
mensionalen Raum der linearen Abbildungen ®5 — ®5 stimmt diese aber mit der Stan-
dardtopologie iiberein, so daf§ g — ¢(g) stetig im iiblichen Sinne ist. Unser Ergebnis lautet
also:

Satz 4.5. Sei a eine Darstellung einer Gruppe G auf B(H), und die Darsteller a(g) (g9 €
G) seien lokale Transformationen. Dann liefert die Restriktion von a auf ®gy C > dort
eine Darstellung & von G, die jedes ®5 stabil lifst. Ist speziell

a(g) =Ulg) - Ulg)’
mit einer stark stetigen unitiren Darstellung U(g) von G auf H, und gilt
U(g)P(EYH C PANEYH VYE>1

mit zu g lokal gleichmdfig wihlbarem A, dann ist g — d&(g) auf jedem O eine stetige
Darstellung.

Wir wollen noch die Transformation von reguléren Projektionen auf ®5 betrachten,
die ja in unserem Kontext die ,,Phasenraumapproximation® realisieren. Es sei py eine sol-
che Projektion. Auch auf sie wirken die Symmetrietransformationen in natiirlicher Weise,
namlich durch Adjunktion:

pr=aopyoa . (4.2.15)
Wir zeigen, dafl diese Operation regulidre Projektionen wieder in solche iiberfiihrt.

Satz 4.6. Sei o eine lokale Transformation. Ist ps eine requlire Projektion auf ®5, so

auch pL = aopyoa.

Beweis. Da a®5 = &5 gilt, ist Bildp, = ®5. Die Eigenschaft (p%)2 = p- folgt sofort
aus p?—y = p5. Die Stetigkeitseigenschaft von p% ist ebenfalls gegeben, da a~! die Energie-
beschranktheit von Funktionalen respektiert. O

Wir kommen nun zu den angekiindigten Anwendungen.

Lorentz-Transformationen Sind U(A) die Darsteller der Lorentztransformationen auf
B(H), so sind a(A) = ad U(A) lokale Transformationen. Nachzupriifen bleiben dabei nur
die Lokalitatsbedingungen: Die Ortsraumlokalisierung bleibt wegen

a(N)A(r) C A(AO,) C A(2||Al|r) (4.2.16)
erhalten. Im Impulsraum hat man
P(EYUN) =U(A) UN)*P(E)U(A) =U(A) PA(E); (4.2.17)

hier ist P*(E) der Energieprojektor in einem lorentztransformierten Bezugssystem. Da sich
das gemeinsame Spektrum der P, mit der bekannten (s + 1)-dimensionalen Darstellung
von £ transformiert, erhélt man fiir geniigend grof§ gewéhltes A

PME) P(AE) = PME). (4.2.18)
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Dies impliziert nach ({£.2.17), dafl
P(E)U(AN)P(AE)=P(E)U(A) = U(A)P(EYH C P(AE)H. (4.2.19)

Wir kénnen hier also Satz .5 anwenden und erhalten bei festem 7 eine stetige endlich-
dimensionale Darstellung ¢ von £ auf ®=. Entwickeln wir sie nach einer Basis {¢1,... ,¢,}
von ®=, dann erhalten wir eine stetige Matrixdarstellung Sj;(A) von £, so da8

= Sp(Ah) o (4.2.20)

im Sinne von Linearformen auf . Die Darstellung ist vollstindig reduzibel [Boehs, IX §3];
durch Aufspaltung von ®5 in irreduzible Teilréume kann man einzelne Skalar- und Vektor-
felder sowie Tensorfelder hoherer Ordnung identifizieren [Cor84, 17.2].

Zur Uberpriifung der Wightman-Axiome ist Gleichung (£2.20) noch auf die ausinte-
grierten Felder zu iibertragen. Man hat fiir o € 3(F):

a(U(N)g;(fIUA)) = /d8+1$f(90)U(U(A)U@)cbjU@)*U(A)*)
J
T2 § g5 (A / &0 f(2) o (U(Ax)dnU (Az)")

I
(-

Sik(AY) / o f(A ) o (U (@) el (2)°)

i
I

= Sik o(or(fa)),  wobei fa(y) = f(A™'y). (4.2.21)

k=1

Dies 148t sich stetig auf Vektorfunktionale o = (§| - &) mit £ € H, &' € C*°(H) erweitern,
d.h. man hat

U(A)o; = Z Sik(A™Y) ¢r(fa) (4