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0.1 Einleitung und Motivation

Seit langem werden Begriffe der Thermostatik und -dynamik zur Beschreibung von Systemen
vieler Teilchen erfolgreich benutzt. In diesem Zusammenhang taucht oft der Begriff von Zu-
stinden im ’lokalen thermischen Gleichgewicht’ auf, der bedeuten soll, daf§ sich ein solcher
Zustand zumindest mit lokaler Signifikanz durch Begriffe beschreiben 1i83t, die ihren konzep-
tuellen Ursprung in der Analyse von globalen Gleichgewichtszustinden haben, und auflerdem
rigoros, zum Beispiel mit Hilfe der statistischen Physik, auch nur auf solchen definiert wurden.
FEin prominentes Beispiel fiir eine solche Grofe ist die Temperatur.

Die rigorosen Begriffe der Gleichgewichtssysteme sind schon seit iiber einem halben Jahr-
hundert auch in Quantentheorien etabliert. Neben einer Ubertragung von aus der klassischen
statistischen Physik bekannten Modellen und Methoden auf die Quantenphysik —beispielsweise
durch die vollkommen analoge Modellierung von Gleichgewichtszustinden durch Gibbsensem-
bles in einer Fockraumdarstellung— konnten die alten Ergebnisse teilweise sogar in wesentlich
méchtigerer Form und verkniipft mit Einblicken in tiefliegende Zusammenhiinge grundlegender
mathematischer Strukturen neugewonnen werden. Solche Ziige zeigt die Charakterisierung und
vollstindige Klassifikation der Gleichgewichtszustéinde durch die nach Kubo-Martin- Schwinger
benannten KMS-Bedingung in den 1960er Jahren, siche [HHWG67], die neben den der Gibbs-
schen Methode zuginglichen endlichen Systemen auch unendliche beschreibt.

Ein gleichermaflen vertieftes Verstédndnis des lokalen thermischen Gleichgewichts einerseits
und der Ubertragbarkeit von Begriffen des globalen Gleichgewichts auf Nichtgleichgewichtszu-
stdnde andererseits zu erreichen, ist ein grofles Ziel der modernen Physik. So wurde in einer
Arbeit von Buchholz, Ojima und Roos aus dem Jahre 2002 [BORO02] eine neuartige Methode,
lokale thermische Gleichgewichtszustinde und die dort zuginglichen Makroobservablen rigoros
zu charakterisieren, vorgestellt. Diese Charakterisierung basiert auf einer prizisen Fassung der
Idee, dafl man lokal nicht zwischen lokalen und globalen Gleichgewichtszustéinden unterscheiden
kann.

Demnach wihlt man zunéichst eine Menge von thermischen Vergleichszustéinden C, beispiels-
weise KMS-Zusténde in verschiedenen Bezugssystemen und deren Gemische. Des weiteren wiihlt
man fiir einen Punkt z € R* der Raumzeit eine Menge von Observablen S,. Ein generischer
Zustand ¢ wird nun als S, —thermischer, also am Punkt = lokal thermischer Zustand im Sinne
dieser beiden Mengen bezeichnet, wenn er mit einem thermischen Vergleichszustand w, € C
in den Erwartungswerten aller Observablen aus S, iibereinstimmt, und es ist moéglich, gewisse
thermische Eigenschaften des Referenzzustands w, dann auch dem Zustand ¢ am Punkt z
zuzuschreiben.

¢ lokal thermisch am Punkt z :< Jw, € C: V¢ € S, gilt w, (¢) = ¢ (¢)

Dies implementiert die Idee der lokalen Ununterscheidbarkeit von lokalem und globalem Gleich-
gewicht, wobei sich bewuflt auf die Auswertung nur einer Teilmenge von Observablen be-
schrinkt wurde. Eine Ubereinstimmung auf allen Observablen der Feldalgebra wiirde nimlich
implizieren, daf} es sich bei ¢ um w, handelt, also um einen Vergleichszustand, der per Vor-
aussetzung schon rigoros untersucht ist. Die Beschrinkung erlaubt also einerseits, iiberhaupt
Zusténde, die nicht Vergleichszusténde sind, als thermisch zu charakterisieren, und anderer-
seits 1488t die Freiheit der Wahl von S, die Moglichkeit offen, bei der Thermalitit strenge oder
nachsichtige Mafistibe anzulegen. Auch 148t sich mit Hilfe einer Hierarchie von Mengen S, auf
natiirliche Weise eine Hierarchie von entsprechend S, —thermischen Zustéinden beziiglich ihrer
Thermalisierung ermitteln.
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Gibt es weiterhin fiir jeden Punkt = eines Gebietes O C R* einen solchen Vergleichszustand
wy, so hat der generische Zustand ¢ auf ganz O eine Interpretation als thermischer Zustand
— auch mit moglicherweise von Punkt zu Punkt variablen thermischen Eigenschaften, denn
ein wesentliches, zentrales Merkmal des Formalismus ist die Zuléssigkeit der Variation des
zum jeweiligen Punkt z gehorigen Vergleichszustands w,. Zustinde dieser Art heiflen dann
So—thermisch und ermoglichen eine formale, rigorose Analyse der raumzeitlichen Variationen
der Zustandsgrofien.

Somit gewiihrt diese Methode auf der Grundlage natiirlicher, anschaulicher Annahmen so-
wohl eine Charakterisierung und Klassifizierung einiger lokaler Gleichgewichtssysteme als auch
einen Zugang zur Analyse ihrer thermischen Eigenschaften.

Kurz nach der Einfiihrung dieser Methode wurde sie in einer weiteren Arbeit von Buch-
holz [Bu03] auf eine masselose, wechselwirkungsfreie, bosonische Theorie angewandt und lokale
Gleichgewichtszustidnde konstruiert. Weiterhin wurden auch die makroskopische Eigenschaften
So—thermischer Zusténde dieser Theorie untersucht und einige Aussagen allgemeiner Natur
bewiesen. Neben den interessanten Feststellungen, dafl Sp—thermische Zustéinde kompatibel
mit #lteren Kriterien fiir lokales Gleichgewicht, wie der stof}freien Boltzmanngleichung, sind
und durch echte lokale Gleichgewichtszustinde ein Zeitpfeil definiert wird, stellte sich unter
anderem heraus, dafl die Evolution makroskopischer Groflen durch die GesetzméBigkeiten auf
mikroskopischen Skalen bestimmt werden. Dies mag nicht iiberraschen, da die masselose Theo-
rie skaleninvariant ist.

Die vorliegende Arbeit ist der Konstruktion und Analyse von Sp—thermischen Zustdnden
des massiven bosonischen Feldes gewidmet. Hierbei ist natiirlich das Ziel, nichttriviale Beispiele
zu finden, also solche, die sich nicht global im thermischen Gleichgewicht befinden. Auf dem
Weg dorthin tritt der Einflufl der inhéirenten Skale der Theorie, die die neu eingefiihrte Masse
darstellt, mehrfach in Erscheinung.

Tatséchlich gibt es wesentliche Unterschiede zum masselosen Fall. So erlaubt die massive
Theorie Ladung bzw. chemisches Potential und damit eine griolere Menge von Vergleichszustén-
den und zusitzliche variable Parameter. Auch stellt sich heraus, daf3 der 'HotBang’-Zustand
whp, der sowohl in der bosonischen als auch fermionischen masselosen Theorie existiert, in der
hier vorliegenden Theorie nicht existieren kann, wohl aber andere nichttriviale lokale thermi-
sche Gleichgewichtszustinde. Manche von diesen neuen Zustéinden sind allerdings nur auf einer
—gegeniiber der Wahl im masselosen Fall der Originalarbeit [BOR02]— nochmals erweiterten
Menge von Vergleichszustdnden Sp—thermisch.

Auch benétigt die Antwort auf die Frage, welche Observablen zulissig sind, durch die ver-
éinderte Feldgleichung und die Erweiterung von C neuartige Ansétze.

0.2 TUberblick

In Kapitel 1 werden zuniichst ein Modell des freien massiven bosonischen Feldes konstruiert,
der Begriff des Zustands auf dem Feld gegeben, sowie wichtige Automorphismen wie die mit
der Feldladung verkniipfte kompakte globale Eichgruppe und die Poincarétransformationen
vorgestellt.

In Kapitel 2 werden dann die globalen Gleichgewichtszusténde der Theorie entwickelt, die
die Grundlage fiir die Menge der Vergleichszustéinde C bilden und somit wesentlich fiir die
Begrifflichkeit der Sp—Thermalitéit sind. Hier taucht als neue Eigenschaft bzw. weiterer Para-
meter globaler Gleichgewichtszustéinde das mit der Feldladung verkniipfte chemische Potential
auf.



Alsdann wird im Kapitel 3 der Begriff So—Thermalitit im massiven bosonischen Modell
etabliert, und im Zuge dessen das Konzept des lokalen thermischen Gleichgewichts in vertie-
fender, priiziser Weise erldutert. Dazu gehoren die Beleuchtung modellspezifischer Aspekte, wie
z.B. die Wahl der grundlegenden Menge C und S;, sowie die Beziechung des Mikroskopischen mit
dem Makroskopischen. Zudem kénnen schon wichtige observable Groéfien wie der erhaltenene
Strom, Temperatur, chemisches Potential und der Energie-Impuls-Tensor gegeben werden.

Die Frage, welche thermischen Funktionen in den Sp—thermischen Zustéinden iiberhaupt
noch wohldefiniert und damit einer Untersuchung zugénglich sind, wird im Kapitel 4 behandelt.
Zu diesen zuldssigen Groflen gehoren, unter Annahme gewisser Voraussetzungen, neben den
schon im vorigen Kapitel gegebenen u.a. auch die Phasenraumteilchendichte.

Im weiteren Verlauf der Arbeit —gewissermaflen nach der nstigen Vorarbeit— wird das Po-
tential des formalen Apparats der Sp—Thermalitéit zur Untersuchung der Gesetzmifligkeiten
der interessanten raumzeitlichen Variationen der zulissigen Makroobservablen genutzt und de-
ren Transportgleichungen aufgestellt. Die Anwendung dieser Gleichungen auf die Phasenraum-
teilchendichte, verbunden mit der in diesem Zusammenhang bewiesenen Erkenntnis, dafl alle
makroskopische Information iiber einen Sp—thermischen Zustand w in seinem Erwartungswert
der Phasenraumteilchendichte (z,p) — w (Np) (x) kodiert ist, erdffnet einen Zugang zur Kon-
struktion von Darstellungen Sp—thermischer Zustéinde. Diesem Thema ist das letzte Kapitel
dieser Arbeit gewidmet.
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1 Das untersuchte Modell: Feldalgebra, Automorphismen und
Zustinde

1.1 Konstruktion eines Modells des freien bosonischen massiven geladenen
lokalen Quantenfeldes im Minkowskiraum

Quantenfelder konnen mit Hilfe von *—Algebren in Verbindung mit auf ihnen definierten Mor-
phismen und Funktionalen modelliert werden'. Hierbei miissen diese mathematischen Objekte
natiirlich so beschaffen sein, daf} sie die experimentell beobachtete Physik widergeben, also die
Quanteneigenschaften, die Struktur der zugrundeliegenden Raumzeit, Kausalitét, etc.

Die Eigenschaften, die die Quantenfeldalgebren und Funktionale zur Feldbeschreibung taug-
lich machen, sowie die Auswahl der Morphismen stammen dabei aus einem allgemeinen mini-
malen Anforderungskatalog, den jede physikalische Theorie erfiillen muf3, konkretisiert durch
feldspezifische Aspekte.

Wir wollen nun das in dieser Arbeit untersuchte Modell konstruieren: Die x—Algebra eines
freien bosonischen massiven geladenen lokalen Quantenfeldes im Minkowskiraum.

1.1.1 Allgemeine Konstruktionsaspekte

FEin Quantenfeld wird von einer Raumzeit getragen, und beide sind mathematisch-formal mit-
einander verkniipft. Bei der Raumzeit handelt es sich im vorliegenden Fall um den Minkow-
skiraum M = (R?, ), den Ortsraum R?* mit Metrik n*¥ =diag(1, —1,—1,—1). Den offenen
Teilmengen O C R* dieser Raumzeit ordnen wir korrespondierende (Feld-)algebren F (O) zu,
deren Elemente die lokalen Feldoperatoren ¢ (f) sind, wobei f eine Testfunktion mit Triger in
O ist.

Die Spezifizierung der Feldoperatoren mit Testfunktionen kénnen wir folgendermaflen an-
schaulich motivieren. Die Mengen F (O) enthalten (unter anderem) Operatoren, die Observa-
blen entsprechen, d.h. als durch Messung zugingliche Gréflen interpretiert werden. Da es in
der Realitéit problematisch ist, zielgerichtet eine Messung an einem exakt festgelegten Punkt
zu einer exakt festgelegten Zeit durchzufithren, stammen die aussagekriftigsten physikalischen
Begriffe, die wir uns von Feldern machen kénnen, von Messreihen, die ein iiber ein Gebiet
der Raumzeit gewichtetes Mittel der gemessenen Feldgrofle ergeben. Dies spiegelt sich —nicht
als zufillige Erscheinung, sondern als grundlegendes Prinzip verstanden— in der algebraischen
Begriffsbildung wider; so wird die Wirkung von allen Feldoperatoren ¢ € F (O), also auch
denen, die nicht Observablen entsprechen, durch Testfunktionen f € C3°(O, C) charakterisiert,
die diese Gewichtung iiber Gebiete in der Raumzeit reprisentieren.

Doch nicht nur die Anschauung legt es nahe, diese Definition zu wihlen. Eine weitergehende
Idealisierung der Feldoperatoren, die dann Messungen bzw. Operationen am Punkt bedeuten
sollen, wirft auch tiefliegende mathematisch-konzeptuelle Fragen auf, so z.B. falls Produkte
dieser Feldoperatoren am selben Punkt auftreten.

Eine solche Idealisierung wird im Rahmen dieser Arbeit noch benétigt, ist aber in der
benétigten Form aus den zunichst nicht idealisierten Operatoren ableitbar. Hierbei geht al-
lerdings als wesentlicher Punkt eine Einschréinkung der Menge der Zusténde ein, in denen die
idealisierten Formen betrachtet werden sollen (siche hierzu Kapitel 3.1.2).

Definition 1.1 (x—Algebra auf flacher Raumzeit) Sei M = (R*, ) (der Minkowskiraum)
und bezeichne O C M eine offene Teilmenge. Die Algebra F von lokalen Operatoren eines sich

!'Streng genommen ist dies nur eine Vermutung.



in M befindlichen Quantenfeldfeldes ist die Vereinigung

F= |J F

OCM, O offen
aller Algebren F (O), die aus dem Netz
M >0O+— F(O)
stammen. Dabet gelte die Inklusionsrelation
OcO =F(O)cCF(O). (1.1)

Die FElemente der Algebren F (O) sind hierbei als Polynome tber C implementiert, die von
Objekten ¢ (f)
C5°(0,C) 5 fr—0(f) € F(O)

und der Identitit 1 gebildet werden. Die Inklusionsrelation ist also aufgrund der Implikation
O cC O = C(0,C) C C§°(O,C) automatisch erfiillt. Dariberhinaus trigt die Feldalgebra
folgende Struktur.

e Linearitit in den Testfunktionen Fiir alle A\, A2 € C und fi, fo € C§° (M) gilt

¢ (Af1 + Aaf2) = Mo (f1) + X (fa) - (1.2)

e Existenz des hermitesch konjugierten Elements Auf jeder Algebra F (O) ist
eine involutive, antilineare Operation * definiert, die einem Element a € F (O) sein
hermitesch konjugiertes Element a* € F (O) zuordnet.

*: F(O) — F(O), ¢(f)—o(f), (1.3)
sodaf}
L ¢ (f)" =" (f)
2. ()" =0 (f)
3. (ci —
4. (Bicid (f1) ¢ (fn))" = ZiCiop (fo)" -0 (f1)"

Dadurch werden die Algebren F (O) und damit auch die Algebra F zu x—Algebren.

e Lokalitét Objekte, deren Triger raumartig getrennt sind, kénnen sich nicht beein-
flussen. Diese Eigenschaft duflert sich im Falle des hier vorliegenden bosonischen Feldes
darin, daB der Kommutator? von Feldoperatoren, deren Argumente raumartig getrennt
sind, verschwindet. Es gilt also

(61 (f1),d2 (f2)] =0, falls supp (f1) x supp (f2) .

e Existenz einer Feldgleichung Die Feldoperatoren gehorchen einer Bewegungsglei-
chung.

2Im fermionischen Fall wiire es der Antikommutator.



e Wirkung der Poincarégruppe Auf der Feldalgebra F ist eine Menge von
*—Automorphismen {ap,} (d.h. bijektiven, die algebraische Struktur erhaltende
Abbildungen F — F) definiert, die die Wirkung der eigentlichen orthochronen
Poincarégruppe 731_ auf F implementiert (siche ’Automorphismen’).

e Wirkung einer Eichgruppe Auf F ist die automorphe Wirkung einer kompakten
globalen Eichgruppe, genannt G, definiert, die die Algebra jedes endlichen Gebiets wieder
auf sich selbst abbildet. Sie trigt wesentlich zum Begriff der Observablen bei (siehe ’Au-
tomorphismen’), und die Zustéinde der Feldalgebra sind invariant unter ihrer Wirkung.

1.1.2 Konkretisierung: Das freie massive geladene bosonische Feld

Kodierung der Masse und Angabe der Feldgleichung

Definition 1.2 (Feldgleichung) Die Feldoperatoren aus F gehorchen der Klein-Gordon-
Gleichung im Distributionensinne

(O +md)é (z) =0 (14)

mit m3 > 0. Es handelt sich um die Euler-Lagrange-Gleichung eines freien massiven Feldes.

Kodierung der Ladung und Angabe der Vertauschungsrelation Aus den Wightman-
Axiomen kann man mafitheoretisch die sogenannte Killén-Lehmann-Darstellung der allgemei-
nen positiven Zweipunktfunktion W (¢ (z) ¢ (y)), und somit auch den Erwartungswert des da-
zugehorigen Kommutators o, ableiten. Fiir ein Klein-Gordon-Feld der Masse mg erhélt man
auf diese Weise

o(z—y)=2m)° / d*p e (po) 6 (p2 — mg) P CE)
im Sinne von Distributionen. o erfiillt die Lokalititsbedingung nach Konstruktion.

Definition 1.3 (Kommutatorrelation) Es gelte im Sinne von Distributionen
[¢(x),¢ ()] =0
[0 (x),¢" ()] = 0
0" (@), 6 W] = ¢ (2),¢" ()] =0 (z —y) 1.

Auflerdem definieren wir

710 = [da [ty @)oo =),

Durch diese Vertauschungsrelationen beschreibt die Feldalgebra F ein geladenes bosonisches
Feld.

1.2 Automorphismen
1.2.1 Die Poincarétransformationen

Bei der Charakterisierung der Feldalgebra wurde die Existenz von x—Automorphismen oy ,
postuliert, die die Wirkung der eigentlichen orthochronen Poincarégruppe 731 auf das Feld
implementieren. Die konkrete Definition ihrer Wirkung auf Feldoperatoren steht noch aus.



Definition 1.4 (Poincarétransformationen) Die Wirkung der Abbildungen oy, auf Ele-
mente aus F sei definiert durch

anad® (f) = (MY 6P (fam) (1.5)
ana (Bicip(f1)--0(fn)) = Ticiana (¢(f1)) --ana (¢(fn))

wobei fipq) (x) = f (A‘lx — a) und (M_l) eine dem Tensorcharakter von ¢ angepafite Ma-
trizdarstellung des Poincarégruppenelements (A, a) ist. Es gilt also

apeF(0O)=F(AO+a).

Lemma 1.5 Bei den so definierten Abbildungen anp o, die die Wirkung der eigentlichen ortho-
chronen Poincarégruppe P]r vermitteln, handelt es sich um x— Automorphismen auf F.

Beweis. Nach Definition gilt die Relation
apa (Nicig(f1)--0(fn)) = Biciana (9(f1)) ---ana (¢(fn))

Weiterhin besitzt jeder Operator ap 4 einen inversen Operator. Er lautet
-1 _
aA,a = aA_l,—Aa'

Die algebraische Struktur von F bleibt unter der Wirkung der ap , ebenfalls erhalten, wie wir
folgendermafien sehen: Die Zuordnung zweier hermitesch konjugierter Elemente a und a* aus
F geméf (1.3) wird nicht beriihrt, denn

A
= ((M—l)(ﬂ)(y) ¢(V))* (]F(Aya)) ~ ara <¢(H) (f)*> '

Auch die Inklusionsrelation (1.1) und die Zuordnung in (1.2) bleiben unberiihrt, wie man sich
auf analoge Weise iiberzeugt. Da der D’ Alambert-Operator [ poincaréinvariant ist, bleibt auch
die Klein-Gordon-Gleichung (1.4), siche "Kodierung der Masse’, erfiillt. Die Kommutatorrela-
tion (1.1.2) erfordert ein Nachrechnen. Die Beziehungen [¢* (f1), ¢ (f2)] = [6 (f1),é (f2)*] =
ot t (0)1 bzw. [¢(f1), ¢ (f2)] = [#(f1)*,#(f2)*] = 0 miissen erhalten bleiben, siche "Kodie-
rung der Ladung’. Nun ist einerseits

anaosf (01 =0, 7, (0)anel = op g, (0)1,
N——
C-Zahl

und andererseits

anal9” (f1) .9 (f2)] = [aa,a®” (1), ana® (f2)]
= [¢*(f1,(A,a))7 ¢(f2,(A,a))]

= /d4y/d4zf1(A_1y —a)fo(A 2z —a)o(y — z)i
= [ty [ a2 n)nE)en - )i

=045 (0)1.

Die fiir dieses Ergebnis ausgenutzte Eigenschaft ist die Poincaréinvarianz von o. Analog lassen
sich die anderen Relationen zeigen. Die Wirkung von o, , éndert also nichts an der Kommu-
tatorrelation. H



Definition 1.6 (Translationen) Die Wirkung der Operatoren

¢ (f) = ¢ (fa)
wobei fr (y) = f(y — x), auf die Quantenfeldalgebra heiffen Translationen.

1.2.2 Die globale Eichgruppe G

Auch die Eichgruppe G mufl nun noch spezifiziert werden. Die globale Eichgruppe G sei gegeben
durch die kompakte Liegruppe U(1), und insbesondere sei die Wirkung eines Elementes g €
G = U (1) implementiert auf F durch die Abbildung ~,,

V(@ (f)) = d(gf) = g6 (f)
Ye(@ (f)") = o(9f)" = go (f)"
(Y cd(f1)d(fa)*) =D cdlafr).-d(gfn)*
Vg(i) =1

Lemma 1.7 Bei den so definierten Abbildungen g4, die die Wirkung der Eichgruppe G ver-
mitteln, handelt es sich um *— Automorphismen auf F.

Beweis. Nach Definition gilt

Yo (D ed(f1)-0(fn)*) = Y cd(gf1)--P(gfn)"

Auch exisiert zu jedem 7, eine Umkehroperation; es handelt sich um ~5. Die algebraische
Struktur bleibt ebenfalls unberiihrt. Es gilt

(vg (@(MN)" = (¢ (9/))" = (90 (/)" =30 (f)" = (¢ ()") -

Auch die Eigenschaften (1.1), die Zuordnung in (1.3) und (1.2) sowie (1.4) bleiben erhalten, wie
man sich leicht iiberzeugt. Die Kommutatorrelation erfordert ein Nachrechnen. Die Beziehungen

[0 (f1),0 (£2)] = [0(f1),¢(f2)"] = 040, ()1 bzw. [6(f1), 0 (f2)] = [¢(f1)",¢(f2)] = O

miissen erhalten bleiben. Dazu betrachten wir einerseits

Yo | Of1.f2 (0)1 = 0f1,f2 (0) j—u
N —
C-Zahl

und andererseits

(0 (f)" 0 (£2)]) = 96 (f1)". 90 (f)] = [0 (f1)". & (f2)] = 01,5, (0) 1.

Analog lassen sich die anderen Relationen zeigen. Die Wirkung von ~y, beriihrt die Kommuta-
torrelation also nicht. O
Lemma 1.8 Fir alle vy, g € G, und alle apq, (A, a) € 731, gilt

Vg © XNa = QA0 O Tg-

Beweis: Dies ergibt sich direkt aus der Konstruktion dieser Automorphismen. O



Definition 1.9 (Observablenalgebra) Die G— Fixpunktalgebra von F wird Observablenalge-
bra A genannt.
A={AecF; v(A)=AVgeG}

Sie st stabil unter Wirkung von P_TH da [vg,arq) = 0. Da die Observablen aus F invariant
unter globalen Eichoperationen sind, sind sie in der Observablenalgebra enthalten.

2 ist genau die von allen Elementen a*a und der 1 aufgespannte Unteralgebra von F, wobei
a € F Monom von ¢ und ¢*—Operatoren ist, da einzig diese aufgrund der Beziehungen

Y0(@*0) = g (6 ())& () = g0 () GO (f) o = b () 6 (f) . = @
Ylcl) = el

invariant sind (’...” ersetzt die anderen Faktoren).

1.3 Zustinde

Zusténde sind spezielle Funktionale iiber Feldalgebren. Die Anwendung eines solchen Funktio-
nals auf eine Feldgrofie wird hierbei als Bestimmung des Erwartungswertes der Feldgrofie in
diesem Zustand interpretiert.

Definition 1.10 (Zustdinde) Auf der Feldalgebra F wird eine Menge F*() won Funktionalen
w: F — C, Zustinde genannt, definiert. Zustinde zeichnen sich durch folgende Figenschaften
aus:

o VA€ F gilt w(A*A) > 0 (Positivitit, daher das (+))

e VA BeF, \pueC:wAA+ uB) = w(A) + pw(B) (Linearitdt)
e w(l) =1 (Normierung)

o Invarianz unter Eichoperationen vy, g € G

o Stetigkeit in den Testfunktionen, die die Feldoperatoren spezifizieren. Die dabei verwen-
dete Topologie auf den Testfunktionen sei die Schwartzraumtopologie. Sie wird mit einer

Familie von Halbnormen
3qo+...+q3
ko k3
To T3 <8:178°...3x§3 f ) (@)

definiert. Wir schreiben f, 5, f, wenn samtliche Ableitungen von fn, auf jedem endlichen
Gebiet gleichmdafig gegen die entsprechenden Ableitungen von f konvergieren und in der
Ungleichung || fully, < Ck,q die Konstanten Cy g unabhdngig von n gewdhit werden kin-

s ko,...,q?, ENO

[/ llkq = sup
T

nen. Fir eine konvergente Folge von Familien von Testfunktionen (fj”“) - soll also
Jj=1...

gelten
)iy > By = (@) 0 () = w (@ (f1) 6 (£2)] =0

Sei eine konvexe Menge W von Zusténden und daraus ein Zustand w gegeben. Besitzt die
Zerlegung des Zustandes w = ciwi + cows, wi, w2 € W, nur die triviale Losung w; = we = w,
c1+c2 = 1, s0 heifit der Zustand w extremal (in der Menge W). Insbesondere ist die Extremalitéit
eines Zustandes von der betrachteten Menge abhéngig.



2 Globales thermisches Gleichgewicht

Fiir die Konstruktion und Analyse So—thermischer Zustinde werden globale thermische Gleich-
gewichtszustinde des Feldes bendtigt. In diesen Zustinden sind makroskopische Griffen wie die
Temperatur bekannt, deren physikalische Bedeutung wir in einer geeigneten, spdter prazisierten
Weise auf die Sp—thermischen Zustinde tibertragen wollen.

Die globalen Gleichgewichtszustinde des Feldes F sollen im folgenden konstruiert werden.
Dabei gilt die Zielstellung, eine moglichst umfangreiche Menge zu erhalten, um moglichst viele
So—thermische Zustéinde betrachten zu kénnen.

2.0.1 Die KMS-Bedingung

Mit Hilfe der nach Kubo-Martin-Schwinger benannten KMS-Bedingung kénnen auf sehr ele-
gante Weise die globalen thermischen Gleichgewichtszustéinde beschrieben werden, denn es ist,
im Gegensatz zur Beschreibung durch Gibbsensembles in der Fockraumdarstellung, die Be-
schreibung unendlich ausgedehnter Systeme schon in natiirlicher Weise enthalten. Auf dieses
interessante Thema kann hier leider nicht weiter eingegangen werden, siche hierzu [HHWG67]
und [HK64].

Definition 2.1 (KMS-Bedingung) Ein Zustand wg. erfillt die KMS-Bedingung auf einer
Algebra A bei inverser Temperatur 3 > 0 im durch e gegebenem Lorentz-Bezugssystem, falls
es fiir jedes Paar von Operatoren A, B € A eine Funktion h gibt, die analytisch im Streifen
Sg={2€C:0<Imz <} und stetig an den Rindern ist, sodaf

h(t) = wae(Aawe(B)), h(t +i8) = wge(awe(B)A), t€R.

FEin Zustand w heif$t (oue, 3) —KMS-Zustand auf A, falls er diese KMS-Bedingung erfillt.

Im folgenden werden wir mit Hilfe der KMS-Bedingung zuniichst eine Darstellung der Zwei-
punktfunktionen der (ae, 5) —KMS-Zusténde auf der Feldalgebra F konstruieren. Bei diesen
Zustinden handelt es sich um Gleichgewichtszustinde ohne chemisches Potential. Wie wir
zeigen wollen, ist die Menge aller globalen Gleichgewichtszustinde iiber F aber noch um-
fangreicher. Daher werden wir im Anschluff an einen Exkurs, ob und wie wir die Menge der
(atte, ) —KMS-Zusténde erweitern konnen, die Zweipunktfunktion einer weiteren Klasse, der
sogenannten (., 3) —KMS-Zusténde auf der Feldalgebra F, konstruieren. Die Menge dieser
Gleichgewichtszustinde mit chemischem Potential stellt die maximale Erweiterung der Menge
der (oue, ) —KMS-Zusténde iiber F dar. Schliefilich kénnen wir auf Basis der Zweipunktfunk-
tion die Form der allgemeinen n—Punktfunktion der (af., 3) —KMS-Zustéinde iiber F bestim-
men. Auf diesem Wege werden Schritt fiir Schritt wesentliche Eigenschaften von Zusténden im
globalen thermischen Gleichgewicht iiber F herausgestellt.

Eine Einschrinkung der Allgemeinheit wollen wir allerdings a priori noch machen. Unter
den hier konstruierten globalen Gleichgewichtszusténden sollen keine Gemische unterschiedli-
cher Phasen auftreten — die globalen Gleichgewichtszusténde sollen also schon allein durch die
Angabe von Temperatur, chemischem Potential und Eigenzeitrichtung eindeutig identifizierbar
sein. Da die KMS-Zusténde mit gleicher Temperatur, chemischem Potential und Eigenzeitrich-
tung eine konvexe Menge bilden, gilt es also, in dieser Menge die extremalen Elemente zu



finden. Diese Forderung nach Extremalitéit fithrt uns zu einem Auswahlkriterium, das spéter
besprochen wird.

Es dariiberhinaus hilfreich, zuniichst folgende vorbereitende Feststellungen zu machen.
Lemma 2.2 Die Distribution I*

e (po) 6 (p* —mg)
1— e_ﬂe(piﬂe)
f(®)i(-p)

1 — e PelpEne) ’
pO:wﬁ pO:—wﬁ

S(R',C) % S(RY.C) 3 (f9) — If, =2 [ d'p Fp)i(—p)

2(,‘]17 ]_ —_ e_ﬂe(p:t.u‘e)

wobei e zeitartig und B > 0 sind, hat folgende Eigenschaften
'LL .
1I%, >0 fir [p| < mg
2. Fiir \j, i € C, fi,g9; € CgO(R4,C) gilt
p _ p 0 0 7
I>\1f1+>\2f27lt191+u292 - Alullfl,gl + )\2M1[f2791 + A1M2If1792 + >\2M2If27y2

3. I}‘g ist stetig in den Testfunktionen, und zwar im Sinne
S
msgn) S (F9) = |, —1h,| =0

4. I}‘g ist stetig in e € VT sowie p € (—mg, mg)

Beweis. Siehe Appendix, Kapitel A.1. O

Lemma 2.3 Die Funktion I}‘g

€ (po) 6 (p2 — mg) ipet

1— e_ﬂe(pi#e)

R>t— I} (1) = 2w/d4p f®)a(—p)

wobei f und g Testfunktionen aus C§°(R*, C), e ein zeitartiger Einheitsviervektor und 3 > 0
sind, ist analytisch und beschrinkt im Streifen Sg = {z € C : 0 < Imz < B} und stetig an
seinen Rdindern.

Beweis. Siehe Appendix, Kapitel A.2 O
2.1 Gleichgewichtszustinde ohne chemisches Potential: Die Zweipunktfunk-
tion der (o, ) —KMS-Zusténde iiber F
Satz 2.4 Die Zweipunktfunktion der (cue, 3) — KMS-Zustinde auf F ist gegeben durch?

e (po) 6 (p* — mj)
1—eBep 7

w6 (F) 6 (9)) = waeld (1) 6* (9)) = 2r / d*p Fp)i(—p) (2.1)

bzw. (im Sinne von Distributionen)

S 2 _md) _.
3@ (1) 6 (0) = 39 @) 9) = om) [ atp WL o)

3Bem: In der Theorie des ungeladenen Feldes ist wge(d(f)d(9)) = wpe(¢*(f)é(g)) und im geladenen Fall ist
wge(¢"(f)P(9)) # wae(d(f)o(g)) = 0.



Beweis. Konstruktion mit Hilfe der KMS-Analytizitidtsbedingung. Wir definieren zunéchst
i.S.v.D.

F(2) = wpe(¢" (f) az(0(9))) (2.2)
G (2) = wpe(az(9(9))9" (f)) =" F(x +ife).

Betrachten wir weiterhin
F(p) = (2m)~” / d'z F (z)e " = (2m)"° / d'z F(z + ife)e Ptide)
— é(p)eﬁep.

Die Abénderung des Integranden ist zuléissig, da F(te) nach KMS-Bedingung auf Sg analytisch,
beschrinkt und am Rande stetig ist. Des weiteren gilt

Wir folgern . . )
Frg(p) = 1,4(p) + Grg(p) = G1,4(p) + € PP Fy4(p),

und bekommen somit die Identitit

(1= e ) Fyg(p) = G1.4(p)- (2.3)

Wir konnen diese Gleichung durch Lorentztransformation auf die Form

(1- e_ﬁpo)ﬁf,g (p) = Gy4(p)

bringen, da e nach KMS-Bedingung zeitartig ist und somit ein durch Lorentztransformation
zugéngliches Bezugssystem existiert mit e = (|e[,0,0,0) = (1,0,0,0) . Diese Gleichung gilt, wie

oben ausgefiihrt, im Sinne von Distributionen. Durch F4(-) und 6¢4(-) werden also (mit den
gleichen Symbolen bezeichnete) Distributionen definiert, fiir die Identitét

(1- e_ﬂ')pf,g [u] = G1,4[u] (2.4)
gilt. Nun hat (1 — e_ﬁf"o)_1 einen Pol von erster Ordnung bei py = 0.

Losung von xR = S im Sinne von Distributionen, Eindeutigkeit der Ldsung
Eine Abhandlung hierzu findet sich z.B. in [BLT75], wo die folgende Ausfiihrung z.T. motiviert
wurde. Es seien R, S Distributionen, wobei S gegeben und R zu finden ist. Bezeichne weiterhin
x die Funktion C 3 2z —— x(2) = 2z, und u eine beliebige Testfunktion. Dann soll nach
Voraussetzung gelten S[u] = xR[u] = R|zu].

Somit gilt fiir jede Testfunktion der Form vy = zv, dal R[vg] = S[v]. Auf dem Teilraum
der Testfunktionen {u € S, u(0) = 0} ist R demnach schon definiert. Sei u; eine Testfunktion
mit u1(0) = 1. Eine beliebige Testfunktion u ist darstellbar als u (z) = u(0)uy () + zv (z) =
u(0)uy (z) + vo (x) , wenn auch im allg. nicht eindeutig. Es ist nun R[u] = u(0)R[u1] + R[vo] =
R[u1)6[u] + S[v]. Damit wird sichtbar, da eine Distribution R mit der Eigenschaft xR = S erst
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durch die (beliebige) Definition auf der Menge der u; eindeutig bestimmt wird. Trotz der nicht
eindeutigen Zerlegung von u, ist R —einmal festgelegt auf der Menge der u;— dann eindeutig
bestimmt. Die Nichteindeutigkeit stammt von der moglichen Transformation u; — v} = u; +
wo, Vg — vy = vg — u(0)wp, wobei wp(0) = 0. Damit erhalten wir R[u] = u(0)R[u}] + R[vj] =
w(0)R[u1] + w(0) R[wo] + S[v] — u(0)S[w] = w(0)R[u1] + S[v], und konnen folglich fiir u; stets
eine Standardfunktion w7 einsetzen.

Daher ist R[u] = cé[u] + S[v], wobei § die Deltadistribution und u (xz) = u(0)uy (z)+
zv (z), ¢ = R[uy] ist. Hiermit sind auch alle Félle, in denen statt = eine analytische Funktion
mit Nullstelle erster Ordnung steht, abgedeckt (Reihenentwicklung). q.e.d.

Bei der Ubertragung dieses Ergebnisses auf die Gleichung (2.4) miissen wir noch beachten,
daf die Konstante ¢ zwar unabhéingig von py ist, eine Restabhéngigkeit in den anderen Variablen
aber erhalten bleibt, und es sich bei der Konstante ¢ also in Wirklichkeit um eine f und
g—abhingige Grofe cg 4, handelt. Demnach lautet die Losung von (2.3)

; G14(P)
Frg(p) = % +(2m)% ¢,46(p),

und somit, mit dem Zwischenergebnis 5 4(p) = 27)? f(p)g(—p)e (po) 6(p?—m?), die allgemeine
Losung fiir Ff g ()

r3 ~ € (p o p2 - m2 inz
Fra ) = 2x [ Fs-p ) g,

Es ist laut Definition

(8" (1) (0)) = Fro(0) =27 [ a'p Fo)(-n) = ey,

Es stellt sich noch die Frage, ob (1 — e_ﬁ') ein Multiplikator der Distribution Ff,g ist. Die
Antwort ist ja, denn erstens ist (1 —e P ) € C* und zweitens ist das Wachstum dieser Funktion
auf dem Triger von Fﬁg schwach genug, um von der Distribution aufgefangen zu werden. Zur
Bestimmung der Konstanten cy 4 wird folgende Nebenbedingung ausgenutzt.

Schwaches a;.—Clustern Wie in der Einleitung erwiihnt, wollen wir von den hier kon-
struierten (aye, ) —KMS-Zusténden noch eine weitere Eigenschaft fordern: Sie sollen extremal
sein, also bei gegebener Temperatur (3 nicht weiter in (aye, §) —KMS-Zustéinde zerlegbar.

Wir wollen dazu zunéchst die Beziehung der globalen Gleichgewichtszustéinde und der Au-
tomorphismen ay o néher betrachten. Es fillt nicht schwer einzusehen, dafi alle KMS-Zusténde
(zeit-)translationsinvariant sind, aber nicht invariant unter Boosts und im allgemeinen auch
nicht unter Drehungen. Insbesondere trifft dies auch fiir Gemische unterschiedlicher Phasen
und ihre extremalen Konstituenten zu.

Wollen wir also einen extremalen Zustand in der Menge aller méglichen Gemische von
unterschiedlichen Phasen oder Modifikationen mit gleicher Temperatur, chemischem Potential
und Eigenzeitrichtung identifizieren, bietet sich daher als formales Kriterium an, dafl ein solcher
Zustand nicht mehr weiter in zeittranslationsinvariante Zusténde zerlegbar sei. Mathematisch
prézisiert bedeutet diese Eigenschaft, dafl diese Zustédnde extremal ase—invariant sind, wobei
aye der Zeittranslationsautomorphismus der Feldalgebra ist.

Nun ist ein extremal aze—invarianter KMS-Zustand primér, und primére Zustdnde haben
die schwache cluster-Eigenschaft. Auf diese Zusammenhéinge kénnen wir an dieser Stelle leider



11

nicht weiter eingehen. Siehe hierzu [Ha96]. In der folgenden Definition werden beide dquivalen-
ten Eigenschaften zusammengefafit.

Wir bemerken an dieser Stelle noch, dafl die Eichinvarianz, also Invarianz unter Operationen
von 7y, a priori eine Eigenschaft aller Zustinde ist, und diese Automorphismen des Feldes also
kein weiteres Kriterium liefern. Damit sind auch schon alle Automorphismen der Feldalgebra
F ausgeschopft.

Definition 2.5 (schwaches ai.— Clustern) Ein Zustand w heifit schwach oue—clusternd,
wenn,

1. w(ogeA) =w(A)
2. iy oo NUON L G(A(ate)"B) = w(A)w(B).

Zum Punkt 1). In den KMS-Zusténden gilt im Koordinatensystem mit e = (1,0,0,0),

daB
wp(Baie(A)) = w(aetipe(A)B).

Also ist (mit B = 1) wg(ase(A)) periodisch mit Periode i3. Da wg(a.e(A)) auBerdem laut
Voraussetzung im Streifen 0 < Imt¢ < @ analytisch und beschrinkt und auf den Réndern
des Streifens stetig ist, stellt dieser Ausdruck auf dem ganzen Streifen 0 < Imt < ([ eine
stetige, beschrinkte Funktion dar. Nach Sétzen der Funktionentheorie ist er damit auf ganz C
analytisch, und auf jedem Streifen — und somit wegen der Periodizitit auf ganz C— beschrinkt.
Nach dem Liouvilleschen Satz ist daher wge(a,(A)) konstant.

Zum Punkt 2). Aus Punkt zwei ergeben sich weitere Einschrinkungen an die Zweipunkt-
funktion. Seien A = ¢* (f) und B = ¢ (g) . Die Einpunktfunktionen w (¢* (f)) und w (¢ (g))
verschwinden aufgrund der Eichsymmetrie w = w o 4. Daher impliziert Punkt zwei

N
lim N1 w(6" (f) ()" (9)) = 0.

N—oo

Betrachte (o.E im System mit Eigenzeit ¢)
N
N7EY w(9 (f) ()9 (9))
n=1

N
= N1 Z Fj4(nt)

n=1

o

3= f(p)g(_P) €ip0t eiNPOt _ 1
:ch,g+27r/dp e

eirot —1 N
Po=wgp
Nach Ergebnissen in Lemma (2.2) existiert 2w [d3p % R Der Term
~ Po=Twp
1(f )eg_(ﬁ_ef,) N ist stetig und beschrinkt fiir mg > 0. Des weiteren sind die Funktio-
Po=Twp
nen

. 1 pot =21, nNnEZL
fn(pot) = { ¢ipot  iNpot_1

Pt ] N sonst
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stetig und im Betrag durch 1 beschrinkt und konvergieren sogar als Folge in N fiir N — oo
fast iiberall gleichmiBig gegen die Nullfunktion. Somit ist

lim N_127T/d3ﬁ f(p)g(—P) |: .€ip0t einot_1:|
N—o00

1—eBep |eirot —1 N

po="dwy

und damit bekommen wir das Ergebnis

Jim NS (6" () (@) (9)) = e
n

Soll also w schwach ;. —clusternd bzw. extremal sein, mufl ¢f , = 0 gesetzt werden.

Wir bemerken an dieser Stelle, dal unter der Forderung nach Eichinvarianz der Zustén-
de jeweils nur eine Zweipunktfunktion eines extremalen (o, ) —KMS-Zustands bei festem /3
moglich ist — die konvexe Menge der (o, ) —KMS-Zweipunktfunktionen iiber F mit festem
0 stellt sich also als trivial heraus. Umgekehrt kénnen wir schlielen, dafi andere Modifika-
tionen/Phasen (was immer sie darstellen mogen) nicht durch eichinvariante Zusténde tiber F
beschrieben werden kénnen.

Schlieflich ergibt sich unter Zuhilfenahme der Lemmata (2.2) mit ¢ = 0 und (2.3), dal
Fy4(0) mit ¢f4 = 0 die Auswertung der Zweipunktfunktion eines Zustands ist, die nach Kon-
struktion die (oye, 3) —KMS-Bedingung erfiillt. Es gibt keine weiteren Zweipunktfunktionen
von (aye, ) —KMS-Zusténden iiber F im Sinne der Definition (1.3). Sie sind durch die Angabe
von 3 also eindeutig bestimmt. Il

2.2 Das chemische Potential

Von Systemen, die aus geladenen Teilchen bestehen, ist bekannt, dafi die Existenz eines chemi-
schen Potentials, also einer Grifie, die das Vorhandensein von Ladung energetisch ’bewertet’,
das Aussehen des Gleichgewichtszustands beeinflujst.

Zunichst ein kleiner Vorgriff auf die Form der (o, #) —KMS-Zusténde iiber F: Diese sind
allein durch die Zweipunktfunktion bestimmt, wie man folgendermaflen sieht. Wegen der ge-
forderten Eichsymmetrie w = w o 74 der Zusténde w mufl die Einpunktfunktion verschwinden.
Weiterhin gilt zwischen den n-Punkt-Funktionen und den (n — 2)-Punkt-Funktionen aufrund
der KMS-Bedingung die rekursive Beziehung

wge(a(1)23...n) (Zwﬂe (1), m]23...70.. n><p>)+wﬂe<2m.<1>><p>

/-\_/

- (Zwﬂe m]23...7.. n)(p)> + e Puge(a (1)23...0)(p),

wobei m = ¢(f,,) und rm ausgelassen wird. Insbesondere stehen in der Summe Fouriertrans-
formierte von (n — 2)-Punkt-Funktionen.
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Eine Grofle, die dem chemischen Potential entsprechen kénnte, kommt in den in Kapitel
(2.1) konstruierten (e, ) —KMS-Zweipunktfunktionen auf 7 —und damit, der oben gemach-
ten Bemerkung folgend, auch in den (o, 3) —KMS-Zustéinden auf F— nicht vor. Offenbar
haben wir die Zweipunktfunktion einiger Gleichgewichtszustinde gefunden — aber nicht alle.
Die gewiinschte Abhéingigkeit der Gleichgewichtszustinde von einem chemischen Potential wird
durch eine Umformulierung der KMS-Bedingung erreicht, die darin besteht, die Zeittranslati-
onsautomorphismen mit Eichautomorphismen zu koppeln.

Dahinter steht folgende, in [AKTH77] ausfiihrlich dargelegte Idee. Es geniigt, wenn die
in Definition (2.1) formulierte KMS-Bedingung statt auf der ganzen Feldalgebra F nur auf
ihrer G—invarianten Teilmenge? erfiillt ist, der Observablenalgebra 2, die u.a. die observablen
FeldgroBen enthilt. Ziel dieses Kapitels ist es also, alle phaseniibergangsfreie KMS-Zustinde
auf F zu finden, deren Einschrinkung auf A der KMS-Bedingung (2.1) geniigen. Die Frage, die
sich nun stellt, ist, ob und wie man den Automorphismus oz, von 2l zu einem Automorphismus
Qe auf F fortsetzen kann, sodafl die mit dieser Fortsetzung dy. konstruierten KMS-Zustéinde
wieder phaseniibergangsfreie KMS-Zusténde sind.

Die gesuchte Fortsetzung von oy von 2 auf F existiert, ist aber nicht eindeutig, und die
maximale Menge moglicher Fortsetzungen enthilt genau die Automorphismen, die in ihrer all-
gemeinen Form die Gestalt die = e © 74() besitzen, mit Einparametergruppen g(t) € U(1).
Tatséichlich erzeugen dann diese Automorphismen auf der vorliegenden Feldalgebra F mit Eich-
gruppe U(1) neue, (af., 3) —KMS-Zusténde genannte, Funktionale, die in ihrer Einschréinkung
auf A (e, ) —KMS-Zustéinde sind, aber mit den Zusténden, die unter Verwendung von oy,
entstanden sind, im allgemeinen nicht zusammenfallen.

Diese Behauptung wird nun unter Anwendung von Erkenntnissen aus einer Arbeit von
Araki, Kastler, Takesaki und Haag aus dem Jahre 1977 [AKTH77] bewiesen. Sie ist die Quelle
fiir die hier gefithrten fundamentalen Betrachtungen, jedoch wird dort mit C*—Feldalgebren
gearbeitet. In der vorliegenden Arbeit handelt es sich bei der Feldalgebra F im Gegensatz dazu
um eine x—Algebra, auf der keine Norm definiert ist. Dies macht es nétig, den zentralen Satz
zur Erweiterbarkeit der Menge der Gleichgewichtszustéinde fiir den vorliegenden Fall neu zu
formulieren.

2.2.1 Vorbereitung — etwas Terminologie

Sei 7 ein x—Automorphismus
T € AutF,

sodafl i, 74 und 7 paarweise kommutieren. Es kann sich hierbei beispielsweise um einen Ope-
rator oy, handeln, wobei ty > 0. Die Untergruppe

Gy ={9 € G; p(yy(a)) = pla) Va € 7}
wird der Stabilisator von ¢ und die Untergruppe
Z(Gy,G) ={g9 € G; gh =hg Vh € G,}

Zentralisator von G, genannt. Da G abelsch ist, gilt G, = Z(G,,G) = G.

*Man beachte den sich hier widerspiegelnden, aus [DHR69.1] und [DHR69.2] wohlbekannten Zusammenhang
zwischen Ladungsstruktur und globaler Eichgruppe!
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2.2.2 Eine Betrachtung der Eigenschaften der KMS-Zustinde mit chemischem
Potential

Die Erweiterbarkeit von oz von 2 auf F wird durch eine Eigenschaft der KMS-Zustidnde auf
F reglementiert, die sich beweisen ldfit, ohne einen solchen Zustand tatséichlich konstruiert
zu haben. Dazu zuniichst ein allgemeines Lemma, dessen auf die x—Algebra F anwendbarer
Beweis sich in [AKTH77] findet.

Lemma 2.6 [AKTH77] Sei ¢ ein schwach T—clusternder Zustand auf einer Feldalgebra F
mit Eichgruppe G, dessen Einschrinkung auf die G—invariante Unteralgebra A von F invariant
unter Zeittranslationen ist:

(e (A) =@ (A) VAecA teR, e >0.
Dann existiert eine (zu ¢ gehdrige) stetige Einparametergruppe
R3t+— g € G,
sodafs o invariant unter der modifizierten Zeittranslation
Qe (@) = quee, (@), a € F

1st. O

Definition 2.7 (modifizierte KMS-Bedingung) Ein Zustand wge erfillt die modifizierte
KMS-Bedingung auf der Algebra F bei inverser Temperatur 3 > 0 im durch e, e zeitartig,
gegebenem Lorentz-Bezugssystem, falls es fiir jedes Paar von Operatoren a,b € F eine Funktion
h gibt, die analytisch im Streifen Sz = {z € C:0 <Imz < 3} und stetig an den Rindern ist,
sodafs

h(t) = wge(Adue(B)), h(t+if) = wge(duwe(B)A), teR.

Fin Zustand ¢ heifst (Gue, f) —KMS-Zustand auf F, falls er diese KMS-Bedingung erfillt.

Auf Lemma (2.6) baut nun der folgende zentrale Satz auf. Die Beweisidee ist ebenfalls durch
ein Lemma in [AKTH77] motiviert.

Satz 2.8 Sei ¢ ein schwach T—clusternder Zustand auf F, und wie in Lemma (2.6) ¢y € G
die zum Zustand ¢ gehérige Einparametergruppe, sodafi ¢ unter due (a) = cueve, (a) invariant
ist. Ist die Einschrinkung des Zustandes ¢ von F auf U ein (aye, 5) —KMS-Zustand, dann ist
¢ ein (e, ) —KMS-Zustand auf F.

Beweis. Seien a,a’,b,b' € F und k (E) eine beliebige C*°—Funktion von E € R mit kom-

paktem Trager sowie
oo

kg (1) = / dt k (E)exp (iEt + sE).

—00

Da éye (A) = aue (A) fiir A € 2, ergibt die angenommene KMS-Bedingung, dafl

/ dt ¢ (A (0, 7a') Gy A (7™, 70)) ki (1) = / dt o ([reA (b, 7)] A (0, 7)) kg (8),
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wobei A (a,7"b) = [, 74 (a*7"b) dg € 2. Die Mittelung zunéchst tiber n und dann iiber m ergibt
aufgrund der Cluster-Eigenschaft von ¢

/G dg /G dh / dt ¢ (vg (a*7"a’) Gueyn (7™ (0) 7)) kg (1)
= /Gdg/(flh/dt ¢ ([aeyn (7™ (b") 77') ] 7 (a*77a")) ko (1)

= /G dg /G dh [ dt 0 (y0") 0 Gt (o () Gacrnl) B 0
— /G dg /G dh / dt @ (aweynb®) @ (ate (') Yha') @ (vga*) kg (1) .

Aufgrund der dy—Invarianz von ¢ ist dies gleichbedeutend mit

/dg/dh/dw 190") ¢ (b*) @ (g (') G’ kg (t)
/ dg / dh / dt © (b*) ¢ (Gue (W) 74a") @ (1ga™) kg (t) .

Dies entspricht einem inneren Produkt
(fE @ 1 F (a8 k) ) = (8@ 1 G (6 ko) )

mit den Definitionen f§ = ¢ (y4a) und
F(d,V kg) = / dt ¢ (vg (a) eend') kg (t) € C(G x G)
G (d\V,ky) = / dt o (Gee (b)) 740 Ko (£) € C (G % G)

Man beachte, da§ die Menge der Funktionen f{ ® ff dicht in L? (G x G) liegt und daher
bekommen wir

/dt ¢ (vg (a) dueynt) kﬁ; (t) = /dt ¢ (dte (Wb') vga”) ko (t) Vd',b' € F, Vk.

Dies zeigt, dal ¢ die modifizierte KMS-Bedingung erfiillt. O

Ergebnis und Anwendung: Modifizierte Dynamik Die Einparametergruppen aus G =
U (1) sind die Gruppen {exp{ikt}, x € R}. Aus Griinden der Vertrautheit der Erscheinung
wihlen wir nun k = —p und erhalten folglich die Menge

{afe = ateYe—im| p € R}

von Automorphismen einer modifizierten Dynamik, die mogliche neue KMS-Zustinde auf F
erzeugen. Mit ihnen werden im folgenden p—abhéngige (ak., 3) —KMS-Zusténde auf F kon-
struiert.

Korollar 2.9 Aus dem Satz (2.8) —in Verbindung mit der oben gegebenen Struktur der Eich-
gruppe G ~ U(1)— folgt, daf$ mittels dieser Konstruktion alle Zustinde der hier vorliegenden
Feldalgebra F mit Eichgruppe G ~ U(1) gefunden werden, die in ihrer Finschrinkung auf 2
ae— clusternde (oue, 3) — KMS-Zustinde sind. O
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2.3 Gleichgewichtszustinde mit chemischem Potential: Die Zweipunktfunk-
tion der (o, ) —KMS-Zustéinde iiber F

Die Zweipunktfunktion der extremalen (af,, 3) —KMS-Zusténde auf F werden nun, den obigen
Erkenntnissen entsprechend, vollstindig analog zu denen ohne chemisches Potential, aber unter
Verwendung der Automorphismengruppen af, statt oy, konstruiert.

Satz 2.10 Die Zweipunktfunktion der (ad,, 3) —KMS-Zustinde auf F ist gegeben durch

2 _ 2
A& (N6 0) =2r [ d'p Fo)a(-p)* ) j_(é’e(p_ﬂef) (2.5)

606" @) =2 [ ' Fio)g(-p) =T o
(67 (F) 6" (9)) = 0
W (6(£) 6 (9)) = 0,

bzw. (im Sinne von Distributionen)

§(p2 —m2)
10" @000 = 0n) [ty S ey

A 6@ 6 W) = 0m)° [ aty TPV iy
(" (@) 0" (1) =0
(@ (2) 6 (9)) = 0.

Beweis. Analog zu Satz (2.4). Betrachte zunichst wj, (¢* (f) ¢ (g)). Sei af¢ (f) = ¢(fL)
wobei® f£ (z) = e e f (x — 2). Bs ist
Grge () = (2m) / d'ze / d'z / d*yf (x) e gy — 2)
< (2m) [ daea)ela? — mi)e o
=) [tz [ate [atys @) gy -2
< (2m) [ daean)ela? —mi)e o
= 5-fygz(p + /’Le)
Somit wird die Fouriertransformierte des Ausdrucks Ff gu (2) = wge (¢* (f) ot (¢ (9))) zu

—~— G g2 (p)
Frge(p) = 72555 + (2n) ¢148(p).

Also

i EP0)8 (PP =mB) ippe)s
Fygn(z) =2 / d'p f(p)a(—p)—— e_(ﬂe(p_#e)(])e Pmme)z 4 cp .

’Im Bezugsystem, in dem z = te = (t, 0,0, 0) 1aBt sich dieser Ausdruck zu f*(r) = e~ f(r — t) reduzieren.
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Zur Extremalitiit, bzw. az.—cluster-Eigenschaft. Mit derselben Argumentation wie im Fall
wge finden wir die of, —Invarianz der Zweipunktfunktion wg .- Damit der zu wg . gehorige qua-
sifreie, eichinvariante Zustand o}, —clusternd wird, miissen wir also noch wie bei wg, fordern,
daf ¢y 4 = 0.

Mittels der Beziehung wj (¢*(f)¢(9)) = Fygu(0) ergibt sich (2.5). Der Fall

wg (¢ (f) 9" (g)) 1aBt sich analog behandeln. Das Ergebnis

erhalten wir, weil der Kommutator dieser Feldgrofien verschwindet und folglich im Konstruk-
tionsschritt (2.4) fiir sie

(1-— e_ﬂ')ﬁkg[u] =0

gilt, mit einer analog zu (2.2) definierten, wge(qﬁ* (f) ¢* (g)) bzw. wh (¢ (f) ¢ (g)) entsprechen-

Be
den, Distribution F} ..

Wir bemerken, dafl die Zweipunktfunktion wge nur auf der Observablenalgebra 2 Werte
ungleich Null annimmt; somit kénnen wir wegen ok, = quey—int direkt auf die aye—Invarianz

bzw. aze—cluster-Eigenschaft der Zweipunktfunktion wg . schlieflen.

Schliellich ergibt sich auch hier unter Zuhilfenahme der Lemmata (2.2) und (2.3), da8
Fpgn(0) mit cpy = 0 die Auswertung der Zweipunktfunktion eines Zustands ist, die nach
Konstruktion die (a4, 3) —KMS-Bedingung auf F erfiillt. Auch hier erhalten wir wiederum
das Ergebnis, dafl es im Sinne der Definition (1.3) von Zustéinden auf der Menge F jeweils
nur eine Zweipunktfunktion der eichinvarianten (o, 3) —KMS-Zusténde zu einem Paar von
Parametern (3, u) gibt.

Wie im Beweis des Lemmas (2.2), der sich im Appendix findet, beziiglich der Eigenschaf-
ten des Funktionals C§° x C° > (f,g) — I }i g ausgefithrt wurde, erhalten wir eine noch
einschrinkende Bedingung fiir Parameter u. Die fiir die Positivitét dieses Funktionals wesent-
lichen Beziehungen Vp': 1 — e #@stt) > 0 und Vp': 0 > 1 — eP@s®H) sind genau dann erfiillt,
wenn || < mg. Teilchen mit Masse mg = 0 konnen also keine Gleichgewichtszustinde mit
chemischem Potential ¢ # 0 haben. Die im massiven Fall mogliche Verschirfung || < mg der
obigen Bedingung 143t sich als nach physikalischen Gesichtspunkten sinnvolle Zusatzannahme
interpretieren. Das chemische Potential ist eine Grofle, die einerseits mit dem Verhiiltnis von
positiver und negativer Ladungsdichte direkt verkniipft ist und andererseits den Energiegewinn
durch Hinzufiigen von Ladung représentiert. Ist der Betrag des chemischen Potentials grofler als
die Ruhemasse der Feldquanten, so entstehen spontan Teilchen, deren Gegenwart den Betrag
des chemischen Potentials verringert. Im weiteren sei also stets |u| < mg gegeben. O

2.4 Die n-Punktfunktion der (o}, ) —-KMS-Zustéinde iiber F

Lemma 2.11 (Quasifreiheit) Ein (al., 3) — KMS-Zustand auf F ist allein durch seine Zwei-
punktfunktion bestimmd.

Beweis. Wegen der geforderten Eichsymmetrie w = w o vy, der Zustdnde w muf} die Ein-
punktfunktion verschwinden. Weiterhin gilt zwischen den n-Punkt-Funktionen und den (n—2)-
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Punkt-Funktionen eine rekursive Beziehung. Betrachten wir dazu

—_

Ao (e (1)23..0) (p) = <nge([a.(1),/rﬁ]/23...m...n)(p)> + ot (23..m0u (1)) (p)

i (Xn:WE6<[a.(1),/1Z]/23...m...n)(p)) T e P (0 (1)23...0) (1),
m=1

(2.6)

wobei m = ¢( fy,) und 7 ausgelassen wird. Insbesondere stehen in der Summe Fouriertransfor-
mierte von (n—2)-Punkt-Funktionen. Durch Rekursion kommen wir zur Aussage des Lemmas.[]

Die rekursive Anwendung der Regel (2.6) und Riicktransformation in den Ortsraum definiert
uns eine Distribution goge, die offenbar die (., 3) —KMS-Bedingung erfiillt’. Wir bemerken,
dafl die Form (2.7) von wg . durch (2.6) eindeutig bestimmt ist, wenn wir wie stets die Freiheit
von Phaseniibergéingen fordern.

e (B(1)B(22)..0(20))

Do alle Paare, wge(¢($zl)¢(37zz))wﬁe(qs(ivtnfl)qﬁ(%n)) n gerade
= lexikalisch geordnet (27)
0 n ungerade

Das Funktional wg .: ein Zustand iiber 7 Die notwendigen Eigenschaften, damit wg . ein
phaseniibergangsfreier Zustand iiber F ist, sind Positivitiit, Stetigkeit in den Testfunktionen,
Linearitéit, Normiertheit, Eichinvarianz und oy —Clustern. Zur Positivitéit:

Lemma 2.12 Die mittels Identitit (2.7) auf Basis der (al,, ) — KMS-Zweipunktfunktion (2.1)
konstruierten Funktionale @ge sind positiv, d.h. fir ein Element

¢ = Zcz-as(fi,l)...qs(fi,n)

der Feldalgebra gilt
Ppe(¢7¢) = 0.

Beweis. Fiir den Fall ¢ = c¢ (f) siche Lemma (2.2). Der Rest folgt aus dieser Eigenschaft
(siehe Literatur). O

Des weiteren folgen Stetigkeit in den Testfunktionen, Linearitit, Normiertheit und Eichinva-
rianz des Funktionals wg . wegen der Giiltigkeit der Identitét (2.7) sofort aus den entsprechenden
Eigenschaften der Zweipunktfunktion wge. Ebenso iibertriagt sich die age—cluster-Eigenschaft
der Zweipunktfunktion wg . auf alle n—Punktfunktionen.

6Zum Begriff "lexikalisch geordnet’: wie die Biicher in einer Bibliothek 11,12,13,21,22...
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Zusammenfasssung Somit handelt es sich bei gpge um einen o.—clusternden

(aki, B) —KMS-Zustand auf F. Er ist wegen der Eindeutigkeit der Zweipunktfunktion
wge durch die Formel (2.7) als (ak.,3) —KMS-Zustand im Sinne der Definition (1.3) von

Zustianden auf der Menge F eindeutig bestimmt und bekommt das Symbol wge. Die Giiltigkeit

der Identitét (2.7) macht wge zu einem quasifreien Zustand’.
Weiterhin zeigt Korollar (2.9), da8 es nicht mehr KMS-Zusténde auf F geben kann, die in
der Einschriankung auf 2 (a4, ) —KMS-Zustéinde sind, als die Klasse

{wgea €ec V+7 ﬁ € ]R-i-: IS [_m07m0]} :

2.4.1 Implementierung der Poincarétransformationen auf den (al,,[) —KMS-
Zusténden

Aufgrund der Eindeutigkeit der (a4, 3) —KMS-Zustéinde kann eine einfache Formel fiir deren
Poincarétransformation angegeben werden. Die Poincarétransformation des Feldes vor Aus-
wertung eines Zustandes wge o ax’la dndert 8 und p nicht, sondern wirkt nur auf e, wie die
Darstellung der Zweipunktfunktion i.S.v.D. durch Formel (2.5) zeigt. Da es nur einen Zustand
mit dem transformierten Vektor e gibt, gilt

B -1 _  p
Whe © X0 = Whge:

Die Zeittranslationsinvarianz von wg . bedeutet also eine generelle Translationsinvarianz und
im Ruhesystem des KMS-Zustands (8* = (1/3?,0,0,0)) herrscht offenbar Isotropie.

2.5 Das Vakuum

Das Vakuum ergibt sich als Grenzwert verschwindender Temperatur, also 8 — co. Wegen der
Quasifreiheit geniigt es wiederum, die Zweipunktfunktionen anzugeben. Die Einpunktfunktion
ist natiirlich auch im Limes identisch Null.

woo(¢ ()" @ (9)) = Jim wp (6" (f) ¢ (9))

e o 7oy E(po)é (PP —mi)
= ﬂh_)r{.lo 27T/d p f(p)g(—p) 1 — e—Be(p—pe)
. 1 fwa-p) f(p)g(-p)
. 3
—5153027?/”% 1 ¢ Belp—pe) T 1 e Pelp—pe)
pOZWﬁ pOZ_wﬁ
1 ~
_ 35 G(— -
27r/d P 2wﬂ{f(p)g( P, ~0

denn aufgrund e(p — pe) < 0 fiir pg < 0 konvergiert (1 — e_ﬂe(p_”e))_l — 0 (po) gleichmiBig
auf [—oo, —mg/2] und [mg/2, 0], sodal man den Grenzprozel 5 — 0 und die Integration

"Diese Eigenschaft ist natiirlich eng mit der Feldgleichung verkniipft (*freies Feld’). Hierzu folgende Betrach-
tung: Wesentlich dafiir, daB die im Beweis des Lemmas vorgenommenen Umformungen zur Identitéit (2.7) und
somit zur Form eines quasifreien Zustands fiihren, ist die Art des Kommutators (c—Zahl), die {iber maftheore-
tische Betrachtungen aus der Feldgleichung abgeleitet werden kann.
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vertauschen kann. Im Sinne von Distributionen:
el (@) 0 (0)) = (20)" [ d'p (o) 8 (5 = mf) =),
Analog
en(6(P0()) =27 [ a'p Fo)a(-p) 6 ()8 (5~ )
om0 @) 6" () = (2m) " [ dp 0 ()8 (o — i) o),

wobei hier e(p + pe) < 0 fiir pg < 0, und

woo(¢™ (f) 9" (9))
Woo (9" () ¢" ()

0, weo(@(f)@(9)) =0,
0, weole(z)0(y)) =0



21

3 Lokales thermisches Gleichgewicht — Grundlagen

Grundlegend fiir diese Arbeit ist der Thermalititsbegriff, der der in [BOR02] und [Bu03] vor-
gestellten Methode eigen ist.

Die folgenden Kapitel dienen dazu, zuniichst den Begriff der Sp—Thermalitit prizise zu
definieren und eine sinnvolle Wahl der lokalthermalen Observablen und Vergleichszustinde zu
treffen. AnschlieBend werden wir uns der Frage der Verbindungen zwischen mikroskopischer und
makroskopischer Welt zuwenden und so z.B. die Menge der thermalen (Makro-)Observablen der
Theorie betrachten und einige Beispiele konkret charakterisieren. Diese Uberlegungen folgen
in weiten Teilen dem Vorgehen in [BOR02] und [Bu03] und stellen in ihrer abstrakten, mo-
dellunabghiingigen Form lediglich eine skizzenhafte Ubersicht der dort und in umfangreichen
Vorgingerarbeiten angestellten Gedankengéinge dar. Auf diese Quellen sei hier ausdriicklich
verwiesen, insbesondere [Bo00].

3.1 Voriiberlegungen
3.1.1 Der Begriff der Sp—Thermalitit

So—Thermalitét ist eine Implementation der Idee der lokalen Ununterscheidbarkeit von loka-
lem und globalem Gleichgewicht, bzw. der Zustéinde, die diese Situationen beschreiben, wobei
sich beim Vergleich bewufit auf die Auswertung nur einer Teilmenge von vielen moglichen
Observablen beschriankt wird.

Hierzu wiihlen wir zuniichst eine Menge von globalen Gleichgewichtszustinden C, die Re-
ferenzzusténde. Die Idee dahinter und die wesentliche Eigenschaft dieser Referenzzustinde ist,
daf} die thermischen MeBgroBen und Begriffe, die wir auf (nichtglobale) Gleichgewichtszustéinde
iibertragen wollen, hier schon definiert und dartiberhinaus durch zentrale Observable zugéing-
lich sind. Zu dieser Art von Zustidnden zéhlen beispielsweise KMS-Zustinde in verschiedenen
Bezugssystemen und deren Gemische. Des weiteren withlen wir fiir einen Punkt € R* der
Raumzeit eine Menge von Observablen S, .

Ein generischer Zustand ¢ wird als S;—thermischer, also am Punkt = lokal thermischer
Zustand im Sinne der beiden Mengen C und S, bezeichnet, wenn er mit einem thermischen
Vergleichszustand w, € C in den Erwartungswerten aller Observablen aus S, iibereinstimmt,
und es ist moglich, gewisse thermische Eigenschaften des Referenzzustands w, dann auch dem
Zustand ¢ am Punkt z zuzuschreiben. Neben Ubereinstimmungen auf einzelnen Punkten der
Raumzeit ist fiir die Untersuchung von raumzeitlichen Entwicklungen von makroskopischen
Observablen die Moglichkeit der Ubereinstimmung eines Zustands mit von Punkt zu Punkt
varriierenden Vergleichszustéinden w, auf zusammenhiingenden Gebieten O wesentlich. Diese
So—Thermalitét genannte Eigenschaft eines Zustandes ¢ erlaubt es, die raumzeitliche Evolu-
tion thermischer Groflen in ¢ formal zu untersuchen.

Definition 3.1 (So— Thermalitit) Ein Zustand w € F*F) soll So—thermisch auf einem
Gebiet O C R* heiflen, wenn

1. es zu jedem Punkt x € O eines Gebietes der Raumzeit einen Vergleichszustand w, € C
gibt, sodaf fiir alle ¢ (x) € S, gilt

w(@ () = wa (¢ (),
wobei Sy = az(Sp), und
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2. die Punktionen x — w(¢ (x)) schwach integrabel in x sind.

3. Weitere Bedingungen beziiglich der Zustinde w,, siehe Kapitel 3.2.1.

Punkt 2. stellt sicher, dafl die Zustinde i.S.v.D. differenzierbar sind.

3.1.2 Punktfelder, Auswahl eines Basisfeldes ¢q ()

Alle im Kapitel 1 definierten, in der Feldalgebra F enthalten, Feldoperatoren der Theorie ha-
ben Argumente aus C§°(R*, C), die eine Verschmierung iiber raumzeitliche Gebiete bedeuten.
Fiir die folgenden Analysen benétigen wir im Gegensatz dazu lineare Rdume Q, von quadra-
tischen Formen am Punkt, die wir als idealisierte Observablen mit lokaler, fiir einzelne Punkte
der Raumzeit giiltiger, Signifikanz betrachtet werden (lokalthermale Observablen). Wie sich
zeigte, kann man sich diese quadratischen Formen unter gewissen Forderungen an die Zustén-
de, in denen man messen will, aus Feldoperatoren in F ableiten. Allerdings enthiilt Q, mehr
Feldoperatoren, als zur Untersuchung der Nichtgleichgewichtszustéinde bendttigt werden. Eine
Teilmenge 7, C Q. sollte ausreichen.

Sei ¢(f;) € F und (f;) = (6;) eine Dirac-Folge aus C§°(R*,C). In einer Vakuum-Sektor
Hilbertraumdarstellung existiert fiir hinreichend grofie m im Formsinn der Norm-Grenzwert

(14 H)Y ™6 () (L H)™ = Jim (1 H)™9(8:)(1 + H) ™,
Diese sich aus Uberlegungen in [FH81] ableitende Normbedingung ist mit der Eigenschaft des
Feldes verwandt, dafl die Feldgrofien nur im Fall grofler Energie grofl werden. Die so definierten
Felder ¢ (x) sind auf Zustéinden mit w((1+ H)?™) < oo wohldefiniert. Der C-Vektorraum iiber
den ¢ mit
|14+ H)™¢ (x) (14 H)™™|| < oo,

wobei ||-|| die Operatornorm im entsprechenden Hilbertraum ist, wird mit Qp, ,, m > 0 be-
zeichnet. Fiir zu kleine m < mo wird Qy, o = C1 gelten. Das Basisfeld ¢ ist das Feld mit dem
kleinsten Wert m, fiir das dies nicht gilt (wenn dies eindeutig sein sollte).

Die Q¢ sind im allgemeinen endlichdimensional und invariant unter den Poincarétrans-
formationen, die x fest lassen. Es gilt O, » C Q5 fiir m < m!.

3.1.3 Quadrate und hdhere Potenzen von ¢ (x), balancierte Ableitung, die Men-
gen S, und Sp

Es wurde in [Bo00] gezeigt, daf fiir ¢g € Q,y, , im Formsinn eine wohldefinierte N&herung des
Produkts ¢o(x — {)po(z + (), ¢ raumartig, moglich ist. Fiir jedes ¢ > 0 gelingt mit endlich
vielen Feldern ¢; (x) € Q) und analytischen Funktionen ¢;({) die Abschiitzung

J(q)
(1+H)™" | dolx = Odolz +¢) = > ¢i(Q)¢y (@) | (1+H)™|| <el¢|.
j=1

Die Konvergenz ist so gut, daf§ die Beziehung auch fiir Ableitungen nach ¢ aufrecht erhalten
werden kann. Der Raum N (¢3),., der von den ¢; (), j = 1...J(q), gebildet wird, enthalt also
Felder, mit denen sich lim¢_.g ¢o(x — {)do(x + ¢) und lim¢_o O¢do(x — ¢)Po(x + () begrifflich
fassen lassen. Die auf diese Weise spezifizierte Ableitung des Quadrats von ¢g durch Felder
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¢j wird balancierte Ableitung genannt. Das Feld ¢; lebt dabei gewissermaflen im Mittelpunkt,
dem sich ¢g(x — () und ¢o(x + ¢) annéhern.
Analog werden die Réume N (¢}), » gebildet. Es sei

T, = 3 N () e

wobei NV (¢9)g2 = C1 und N(4§) g = Cep ist.

Obige Betrachtungen wurden im Vakuumsektor angestellt. Der Hamiltonoperator H kann
in thermischen Zustéinden durch eine lokale Version Hp ersetzt werden, in dem Sinne, dal Hp
ebenso wie H die Zeittranslationen der Observablen A € 2(0O) induziert, d.h. [A, H] = [A, Hp],
jedoch gelte fiir Ho in gewissen Zustéinden w((1 + Hp)?™) < co. In diesen Zustinden w sind
¢ (z) und 7, analog zur obigen Vorgehensweise wohldefiniert, wobei die gemachten Aussagen
einen lokalen Charakter erhalten.

Man beachte, dafl auf den wh—Zustéinden aufgrund ihrer o, —Invarianz in Verbindung mit
ihrer Stetigkeit in den Testfunktionen die Definition

WA (2)) = (A (), / f(@)do=1

gut ("wohl’) ist, und die (a4, 3) —KMS-Zustéinde somit auf die Rdume Q,, , fortsetzbar sind.
Dies ist eine formale Entsprechung der physikalischen Beobachtung, dafl KMS-Zustéinde iiberall
gleich aussehen (solange man das Bezugssystem nicht verldfit) und daher die Kopplung eines
MeBgeriits an den Zustand auch auf beliebig kleinen Gebieten stattfinden kann (man kann den
Tréger von f beliebig verkleinern) wenn das Mefigeréit nur empfindlich genug ist (die Betriige
der Funktionswerte von f steigen im Mittel iiber den Tréiger, weil das Integral [ f (z) dx gleich
bleiben muf}). Die Stérke der beobachteten Felder ist also nicht nur im Mittel endlich, sondern
auch nicht auf einzelne Punkte konzentriert.

Nun wire es moglich, die ganze, eben definierte Menge 7, als Menge der lokalthermalen
Observablen zu wiihlen. Betrachtungen zeigen, dafl jedoch die Beschrinkung auf eine Teilmenge
S, C 7, bei der man sich auf hochstens zweite Potenzen von ¢y beschrinkt, geniigt, bzw. in
gewisser Weise sogar besser ist (siche Kapitel 3.2.2).

Schliefllich kénnen wir, ausgehend vom schon bestimmten Begriff der Menge der lokalther-
malen Observablen am Punkt 0, zum Begriff einer Menge von lokalthermalen Observablen auf
einem Gebiet O gelangen. Hierzu werden wir die Operatoren aus der Menge Sp mittels der auf F
definierten automorphen Poincarétransformationen auf jeden Punkt des Gebietes O fortsetzen:

3.2 Auswahl der thermischen Vergleichszustéinde und lokalthermalen Ob-
servablen des Feldes F

Nach den einleitenden Betrachtungen, die beziiglich der Mengen S, und So abstrakt gebleiben
sind, kénnen wir nun die Menge S, in ihrer konkreten, modellabhdngigen Form einfithren. Aber
nicht nur die Menge So bestimmt den Begriff, den man sich von einem Zustand macht; dieser
hingt auch noch wesentlich von der Menge der Vergleichszustinde C ab®, die wir nun auch
konkret angeben wollen.

$Man beachte, daf die Auswahl der Menge C EinfluB auf eine sinnvolle Wahl von Sp hat — so ist es z.B.
nutzlos, thermale Observable zu wéhlen, die die Elemente in C nicht trennen.
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3.2.1 Auswahl der Mengen Cg ,,, Cp,» und C von thermischen Vergleichszustéinden

Die Grundlage dieser Auswahl bilden die oben diskutierten (., 3) —KMS-Zusténde. Es liegt
nahe, zunéchst Zusténde mit gleicher Temperatur 8 und chemischem Potential y in einer Menge
Cg,, zusammenzufassen. Diese Zusténde sind nach Konstruktion eindeutig, also folgt

Cap= {wg} )

Zur Untersuchung von Zustidnden, in denen die Temperatur oder das chemische Potential
nur als statistische Grofle bekannt ist, ist es notwendig, Gemische von Zustéinden aus verschie-
denen Mengen Cg ,, zum Vergleich heranzuziehen. Sei p eine positive Dichte mit Tréger in B und
M. Unter der Annahme, da8 fiir alle Elemente ¢ € Sy die Ausdriicke p (53, p) wg (¢) integrabel
sind, existiert eine Darstellung

wpar()= [ dBdu pl.n)hC),
wobei B C V+, M C [~mg, mg] die Gebiete moglicher statistischer Fluktuation sind. Diese
Zusténde sind in den Mengen Cp )y zusammengefafit. Schlielich bildet die Vereinigung dieser
Mengen Cp ar die Menge der Vergleichszusténde

c=|JCum-
Es ist natiirlich C ¢ F*(H),

In [Bu03], wo eine Theorie masseloser’, ungeladener Bosonen untersucht wurde, war es
ausreichend!?, ausschlieBllich solche Parametergebiete B zu wiihlen, die in einer kompakten
Teilmenge des offenen Vorwirtslichtkegels V' enthalten sind. Diese Wahl wird hier nicht vor-
ausgesetzt, um die Vergleichszusténde nicht zu weit einzuschrianken. Es stellt sich insbesondere
heraus, daf} einige interessante mogliche nichttriviale lokale Gleichgewichtszustéinde in der hier
vorliegenden massiven Theorie diese Eigenschaft nicht teilen — die Menge der zu erwartenden
Temperaturen von in den folgenden Kapiteln konstruierten Beispielen wird typischerweise eine
Dichte p mit Trager auf Teilen von V+ besitzen, die keinen endlichen Abstand zu dessen Rand
haben.

Unter Voraussetzung der Beschriankung auf Kompakta im Inneren von V1 kénnen wir auf
den makroskopischen Observablen eine sehr angenehme Topologie finden, definiert durch die
Supremumshalbnorm. Der Vollstindigkeit halber, und weil sie sinnvoll fiir die Herleitung der
in dieser Arbeit verwendeten allgemeineren Klasse von Topologien auf den thermischen Funk-
tionen ist, soll die Supremumshalbnorm hier kurz vorgestellt werden. Thre Anwendung setzt
jedoch einen weiteren technischen Punkt voraus. Dieser Punkt ist wichtig fiir die Fortsetzbar-
keit dieser Zustinde auf groflere Mengen von Makroobservablen, als die, die wir allein durch
die lokalthermalen Observablen erhalten. Zur Supremumshalbnorm siehe auch Kapitel 4.1.2.

Sa. Sei w ein Zustand, der auf einem Gebiet O die So— Thermalititseigenschaft sogar unter
Beschrinkung auf Vergleichszustinde mit Temperaturdichten 3 —— pg (B, 1) mit kom-
paktem Triger B, C VT besitzt. Also

0 (6(@) = [ d'Bdu o (5.0 (6 0).
mit z € O, ¢ () € S, supp (pz) C B, kompakt.

Yimpliziert g =0
19 (und praktisch fiir die mathematische Handhabung der Untersuchung der lokalen Gleichgewichtszustinde)
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In diesem Fuall gelte
Vre O= B, €B

fiir ein von x unabhingiges Kompaktum B C V.

Im Fall, daf} die Beschriinkung des Temperaturtriigers von p auf Gebiete, die einen endlichen
Abstand zum Rand des Vorwirtslichtkegels besitzen, aufgehoben wird —dies sei hier der Fall—
muf} eine andere, allgemeinere Forderung gestellt werden.

Zur Bedeutung dieser Forderung siehe die Einleitung des Kapitels 4.1. U.a. folgt, falls sie
erfiillt ist, die Stetigkeit der mit diesen Dichten definierten Sp—thermischen Zusténde, sowie
die Wohldefiniertheit der lokalthermalen Observablen in diesen Zusténden.

3b. Bei Aufhebung der Beschrinkung auf Vergleichszustinde mit Temperaturdichten, die kom-
pakten Triger im Inneren des offenen Vorwdrtslichkegels V' besitzen, gelte fiir alle ther-
mischen Funktionen T, definiert durch

V+ x [=mo,mo] 3 (B, 1) — T (8, 1) = 5 (¢(0)),  ¢(0) € So

und die Dichten p, der Referenzzustinde, mit denen Sp— Thermalitit auf einem Gebiet
0> x etabliert werden soll, die Beziehung

VeeO:Tel, (Wx [—mo,mo],dpw).

3.2.2 Awuswahl der Menge S,

Es ist moglich, in natiirlicher Weise von einer Hierarchie von Zusténden beziiglich ihrer Ther-
malisierung zu sprechen. Einer solchen Klassifizierung liegt die Idee zugrunde, dafi sich ein be-
liebiger Zustand und ein thermischer Vergleichszustand um so dhnlicher sind, je mehr Momente
des Feldes sie auf dieselben Erwartungswerte abbilden. Die Konsistenz dieser Begriffsbildung
wird durch die Beobachtung illustriert, daf} alle p’-Punktfunktionen eindeutiger KMS-Zusténde
durch die p-Punktfunktionen festgelegt sind, falls p’ < p. Wie in [BOR02] dargelegt, und auf
den hier vorliegenden Rahmen iibertragbar, wird die p-Punktfunktion eines KMS-Zustands
durch seine Erwartungswerte der Feldgrofien

¢ (x) € N(¢()q.e

determiniert. Somit impliziert eine Ubereinstimmung eines Vergleichszustands mit einem belie-
bigen Zustand auf einer Menge N (¢}), eine Ubereinstimmung auf allen p/-Punktfunktionen
mit p’ < p. Eine kanonische Wahl der lokalthermalen Observablen fingt also bei Momenten
des Feldes niedriger Potenz p an, um eine moglichst geringe Thermalisierung bzw. Ahnlichkeit
mit ’echten’ thermischen Zustéinden der zu untersuchenden Zusténde vorauszusetzen.

Die Menge C1 erlaubt es lediglich, einen Zustand auf Normiertheit zu testen und bringt
daher kaum Information. Auch ergibt die Untersuchung der nichsthoheren Potenzen von Fel-
doperatoren, dafl insbesondere

¢(x), ¢* (), o(z)¢(y), ¢ (x) 9" (y)

mitsamt ihren Ableitungen von w € C auf die Null abgebildet werden. Neben der Eigenschaft,
keine Observablen zu sein und daher auch keiner Messung zugginglich, trennen sie die Vergleichs-
zustédnde also nicht und sind somit fiir die Analyse lokaler Gleichgewichtszustéinde im Rahmen
der hier gewihlten Vergleichszustéinde wertlos. Diese Kritikpunkte treffen auf die Feldgrofien

" (x)d(y), ¢(x)¢" (v)
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nicht zu. Die Grenzwerte dieser Operatoren bei Anniherung an einen Punkt sowie die ihre
Ableitungen approximierenden Felder im selben Grenzwert entsprechen also, zusammen mit
Vielfachen der 1, der natiirlichen Wahl einer Menge von lokalthermalen Observablen. Sie for-
dern die fiir eine Ubereinstimmung zwischen einem zu untersuchenden Zustand und einem
thermischen Vergleichszustand geringstmogliche Thermalisierung des zu untersuchenden Zu-
stands, die nicht mehr vollkommen trivial ist.

Diese Grenzwerte sind in der Menge 7, enthalten und finden durch die oben kurz skizzierte
Methode der ’balancierten Ableitung’ quadratischer Feldoperatoren (und solcher hoherer Po-
tenzen) Eingang in diese Arbeit. Die folgende Definition implementiert die modellspezifische
Form dieser Ableitungsvorschrift.

Dariiberhinaus ist es sinnvoll, die normalgeordneten Feldgrofien zu betrachten, da der un-
endlich grofile Erwartungswert nicht normalgeordneter Gréfien in einem Vergleichszustand die
Summe aus dem ebenfalls unendlich groflen Grenzwert im Vakuum und einem endlichen Teil
ist, der von der Temperatur und dem chemischem Potential abhingt. Da das Vakuum fiir alle
Vergleichszusténde gleich aussieht, ist es angemessen, sich fiir parameterspezifische Untersu-
chungen auf den endlichen Rest zu beschrinken, und folglich den Beitrag des Vakuums stets
abzuziehen.

Definition 3.2 (Auswahl von S,) Die im folgenden verwendete Menge S, ist definiert als
Menge der Polynome iber C, generiert durch die 1 und simtliche balancierten Ableitungen
der normalgeordneten Quadrate : ¢ipo : (x) und : Pody : (x) von ¢g und ¢f, welche unter
Verwendung der Multiindez-Notation k = (K1, K2, ..., Km) und 3? = 0, --0,,, folgendermafien
definiert sind,

76 (2) = 8% @0 : (1) = lim O (65 (x + do(w = ¢) —woo (@ (@ + (e = O)),

wobei ¢ raumartig ist. Analog To: (x) = O : ¢ody ¢ (w). Als Kurzschreibweise gelte in Zu-
kunft, daf$ Vektor Be zu einem Vektor B zusammengefafit wird. Der Limes ¢ — 0 kann in den
Referenzzustinden ausgefithrt werden.

Um dies zu sehen, betrachten wir folgendes. Mit dem Ziel, die zugehorigen thermischen
Funktionen, also die Auswertung dieser Observablen in den (afk., 3) —KMS-Zusténden zu er-
halten, setzen wir mit der von oben bekannten Integraldarstellung dieser Zustidnde an.

iy (i (2)) = lim O (96 (@ + (ol = €) = woo(@h (@ + ()do(x — 1)

= lim 8% (2r) / iﬁ 6—22@; B 621‘(;5;
0 ¢ 2wy e~V 1 1 — efperVP? |
wobei p = (wp, D).

Es ist 8? unter dem Integral durch 2™ (—¢)™II;p" bzw. 2™(i)™IL;p"™ ersetzbar. Der Grund
dafiir ist folgender. Die Funktion

R = 5 {e‘m’

2wﬁ

e
e V| 1 — eBperV/5

ist fiir jedes feste ( {iiber p integrierbar, weil sie durch die integrable Funktion
. o L 1 _ 1 o . . . . . — 2
filp) = %p {eﬁﬁe*l‘\/ﬂj—l 1—eﬂﬁeu\/ﬂ_2} dominiert ist; hierbei beachte man Bp > +u+/5%.
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Weiterhin ist sie fiir jedes feste p nach den Komponenten von ( differenzierbar und es gilt

1 1 1
9167 2wy " 0 eBie—mVB2 _ 11— eBoenV/B?

wobei die rechte Seite eine iiber p’ integrable Funktion darstellt. Damit gilt nach S&tzen der
Analysis, dafl

o [ &5 s = [ @roscn.
Analoge Argumente treffen auf alle weiteren Ableitungen nach Komponenten von ¢ zu.

Wir erhalten, mit ¢, = 2™~ 1™ (2r)~® | im Grenzwert ¢ — 0

d3p

WWﬁm=%/—ﬂMW%4W 1 1 }. (31)

Wy Bre VP _ 11— eBrerVB?

Der Integralausdruck auf der rechten Seite ist eine fiir jede Indexmenge x in (3 analytische
Funktion; es existiert also jede der auf die obige Weise definierten balancierten Ableitungen in
den KMS-Zustédnden und somit auch in den Referenzzustéinden. Die obige Form kann weiter
umgewandelt werden zu

2

wi(m6 (2)) = cm / %ﬁ(ﬂiﬁm) {(-Um Z sV Z e_"ﬁp_"“\/ﬁ} : (3.2)
n=1

n=1
Bemerkungen

1. Fiir die lokalthermalen Observablen gilt offenbar die Beziehung

(75 (2)) = ()"h(rE (@),

da ein Wechsel von ¢g¢g zu ¢o¢y den Ubergang y1 — —p bedeutet.
2. Im Fall ungerader m gilt =0 = wg(nﬁo (z)) = wg(nﬁ* (x)) =0.

3. Definieren wir noch Tit (8,1) = wj(rs (), Tox (B,1) = wp(7ex (). Das Symbol
T (3, i) steht fiir Tk (3, 1) oder Tss (5, i)

3.3 Sp—Thermalitit und Makroobservablen: der Ubergang vom Mikrosko-
pischen zum Makroskopischen

Wie in [Bu03] gezeigt, und auf das massive Feld mit chemischem Potential tbertragbar, lie-
fern die idealisierten, oben entwickelten und am Punkt wirkenden Feldoperatoren ¢ (x) dieselbe
Information tiber die thermischen Vergleichszustinde wie gewisse, thnen entsprechende Makro-
observablen ®.
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3.3.1 Uber die Beziehung des Mikroskopischen mit dem Makroskopischen

Aufgrund der Vertauschbarkeit der Feldoperatoren auf raumartigen Abstéinden in Verbindung
mit deren Lokalisation in kompakten Gebieten, 1:it sich durch die Wahl der Testfunktionen-
folge fn, mit f, (z) = n~*f(n"lz — z,), (wobei n € N, [d*zf(z) = 1 und (x,) eine Folge
ist, die schnell genug raumartig divergiert) mit Hilfe des idealisierten, am Punkt wirkenden
Feldoperators ¢ (x) iiber die Beziehung

6 = [ datu(z) (@
eine Zentralfolge ¢(f,,) definieren. Deren Grenzwert
@ = lim 6(f,)

existiert in allen durch Referenzzustinde generierten Hilbertraumdarstellungen und definiert
dort eine zentrale Observable. Betrachten wir die Eindeutigkeit der KMS-Zustéinde und deren
Translationsinvarianz'!, so ergibt sich unter Anwendung des Ergodizitiitssatzes, da8 fiir jeden
Vergleichszustand w), tiber die Beziehung

B A"®A) = Tim wp (4°6 () 4) = [ dp(B, (A" A)efi(0(0)) (33)

die Zentralzerlegung von ® bestimmt wird. Die Observable ® wird im wesentlichen also durch
die sogenannte thermische Funktion (3,u) — ®(0, u)

(B, 1) — ®(B, 1) = wi((0))

charakterisiert. Wir bezeichnen diese zentralen Observablen als Makroobservable.

3.3.2 Makroobservableneigenschaft zulédssiger Observablen

Eine Observable kann nun auf zwei Arten als 'makroskopisch in einem Sop—thermischen Zu-
stand w’ charakterisiert werden. Einerseits ist es moglich, dal eine thermische Funktion T' zu
einem Feldoperator ¢ (z) gehort, der auf einfache Weise direkt angebbar und in den Referenzzu-
stinden auf die in Kapitel 3.3.1 beschriebene Weise als 'mit einer makroskopischen Observable
® dquivalent’ identifizierbar ist. Hierzu gehoren, den obigen Ausfithrungen folgend, diejenigen
thermischen Funktionen, die durch Auswertung der lokalthermalen Observablen in den KMS-
Zusténden entstehen. Wir wollen sie im folgenden als lokalthermale Funktionen bezeichnen. Sie
transformieren sich wie Lorentztensoren.

(B.11) = TE(B, 1) = Wa(r5(0)),  7%(0) € o

Diese direkte Methode ist erweiterbar. Sichtbar wird dies im Kontext der lokalen Aqui-
valenz von Sp—thermischen Zustéinden mit gewissen, durch die Referenzzustéinde definierten
Funktionalen. Hierzu folgendes.

" Aufgrund der Translationsinvarianz der KMS - Zustéinde sind natiirlich auch die Erwartungswerte dieser
Operatoren in den Vergleichszustéinden unabhéingig von & und daher gilt fiir die in den Testfunktionen stetigen
Objekte wh(p(fn)) die Identitit wi(d(frn)) = wj(4(0)) [ d*zfn(z) = wi(¢(0)), falls —wie hier— die f, normiert
sind.
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Durch die Dichten V+ x [—mg, mg] 3 (8, 1) — p (B, ), die die thermischen Vergleichszu-
stéinde aus C

wy(*) = /_ dp(B, p)wi(-)

V+x [—mo,mo}

charakterisieren, werden Funktionale auf lokalthermalen Funktionen 7% mittels
p[T%] = /_ dp(B, W) T™(83, 1)
V+><[—mo,mo}

definiert. Die lokale Aquivalenz eines Referenzzustands w und eines generischem

So—thermischen Zustands w impliziert dann

p(x)

w(T%) (1) = Wy(a) (T%(0)) = p () [T%], x € O.

Diese Aquivalenz der Auswertung des Zustands w auf der Observable T% mit der Auswer-
tung des Funktionals p auf der lokalthermischen Funktion 7% (-, --) &8t sich auf natiirliche Weise
auch fiir mogliche weitere, durch durch die Funktionen 7% (-, --) approximierbare, sogenannte
zuldssige thermische Funktionen Z (-, --) und zugehorige Observable = verallgemeinern durch

w(E) (x) = p (=) [Z(, )],

wobei = &~ > ¢, T% in einer zunéchst rein heuristischen Notation. Die Frage nach den approxi-
mierbaren thermischen Funktionen und der Fortsetzbarkeit der Funktionale p (x) [-] auf diese
grofere Menge wird in Kapitel 4 weiter beleuchtet, und es zeigt sich, dafl unter gewissen Vor-
ausetzungen an die Sp—thermischen Zustinde z.B. auch die Phasenraumteilchendichte zu den
zuléssigen Funktionen gehort. Da die lokalthermalen Observablen zu makroskopischen Grofien
korrespondieren, ist = also auch makroskopisch.

Wihrend der Raum der lokalthermischen Funktionen T% prinzipiell abschlielbar ist, ist die
Grenzwertbildung der zu diesen Funktionen korrespondierenden Elemente in S, nicht trivial;
der zugehorige Grenzwert wird sich im allgemeinen nicht in S, befinden. Eine Approximation
von zuldssigen Observablen durch Makroobservable T% kann aber auf jeden Fall im Sinne einer
gewissen Topologie, auf die spiiter noch eingegangen wird, mit beliebiger Genauigkeit geleistet
werden.

Die interessanten raumzeitlichen Variationen der Erwartungswerte der Makroobservablen
in Sp—thermischen Zustinden sind Gegenstand weiterer Untersuchungen.

3.4 Beispiele von aus den lokalthermalen Observablen erhaltbaren thermi-
schen Funktionen

FEinige interessante Makroobservablen konnen schon direkt aus den lokalthermalen Observablen
abgeleitet und daher schon vor der eigentlichen Besprechung der Menge der zuléssigen ther-
mischen Funktionen, also séimtlicher durch die lokalthermischen Funktionen approximierbaren,
analysiert werden.

3.4.1 Der Strom

In der klassischen Theorie eines geladenen Klein-Gordon-Feldes handelt es sich hierbei um die

erhaltene Grofle
T )
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Aufgrund der Beziehung
Olgi(x + )o(x =€) = (i@ +©)) dola — )+ ¢i(a +&) (9fo0( — ©))
= (016(x + ) d0(w — &) = di(x +©) (O60( — ©))
ist die ihr entsprechende, in der Menge S, enthaltene, normalgeordnete Form gegeben durch
A (x) = —it) ().
Sie nimmt auf den KMS-Zusténden die Erwartungswerte
1 (B,1) = (1) (@) = (M0)) = =it (v (0))

s [ 25T
Wy cosh /(3% — cosh Bp

an. (B, ) ist erhalten (siehe Kapitel 5.1).

Im Ruhesystem des KMS-Zustands (6* = (\/@ ,0,0,0)) ergibt sich erwartungsgeméif, dafl
der rdumliche Anteil des Stroms verschwindet, wie man durch einen Wechsel 9 — —p sofort
ermittelt. Dieser erbringt némlich unmittelbar, da§ Iy (8, n) = —Ix (8, 1), k =1,2,3.

Sei v = puy/2 und b = /32 Die lorentzskalare GroBe

I (V& /) = signum {1° (8, 1)} VI (3.1 I (B ),

die Dichte der durch das chemische Potential hervorgerufenen Ladung im Ruhesystem, hat den
Wert

—1 [ 2 sinh v
10 (b :221/d ¢ . 3.4
(b,v) = (%) 0 qcoshu—coshwqb (3:4)

Siehe dazu Abbildung 1. Man beachte, dafl die Kurven fiir ;4 — 4+mg, auch wenn es nicht so
aussieht, stetig in einen Grenzwert gehen (siehe Kapitel 4.1.1). Offenbar ist 1° (b, ) gleich Null,
falls das chemische Potential Null, die Temperatur Null oder die Ruhemasse unendlich grof ist
— auch dies entspricht der Erwartung. Wir bemerken, daf3 diese Grofe fiir jeden Beobachter
denselben Wert annimmt.

3.4.2 Die Temperatur und das chemische Potential

Betrachten wir zuniichst die Funktion 79.
3 d3ﬁ oo ~
T2 (8, 1) = (27)~ /— g e PP cosh (n,u\/ﬂQ)

T9 ist eine lorentzskalare Funktion und nimmt somit in jedem zeitartig zu 3 liegenden Be-

zugssystem denselben Wert an. Dies manifestiert sich natiirlich auch in der obigen Darstellung,
3 —

denn sowohl das Maf3 % als auch der Integrand sind lorentzinvariant. Somit erhalten wir unter
p

der Lorentztransformation des zeitartigen Vektors § —— (\/ 32,0,0, 0) die folgende Form der
Funktion

7250 = (272) [ gL 3 eV o (mp/ ) 210 (V2. /).
9 n=1

0
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Abbildung 1: I° im Ruhesystem von KMS-Zustinden w"

5:(@,0,0,0) ’

Durch das Hinzunehmen der Ladungsdichte im Ruhesystem IY erhalten wir mit der Defi-

nition
R x [—mq, mg] 2 (\/@’ M) - (TQ (\/@’“\/@) 17 (W’M\/@»

eine injektive Abbildung — diese induziert natiirlich eine Bijektion in ihre Bildmenge. Somit
konnen wir prinzipiell \/@ und g aus T2 und I° gewinnen.

Um uns die Injektivitit klarzumachen, betrachten wir einmal die Kurven im Raum RT x
[—m0, mo] (W , u), die konstante Werte von T2 und I° auszeichnen, und schreiben dabei

-~ e’} 2 o3 hv 1 e’}
°(bv) = (202) " [ dg—L = (272 /d'ob
(b,v) ( T ) /0 qcoshl/—coshwqb ( T ) 0 g1 (b v,q)

oo 2 00
2 (b,v) = (2772)_1/ dqi— Ze‘”bwg cosh (nv) = (2#2)_1/ dqt2 (b,v,q).
0 ot 0



32

Parametrisieren wir die Kurven konstanter Werte I° bzw. T2 konkret mit ¢ — (byo (), v70 (¢)),
bzw. t — (bge (t) ,vq0 (1)), so erhalten wir fiir konstantes I°

1 010 Obro 3_10 Ovro

"= o o o 3
Analog T2. Rechnungen ergeben
0i%  _0t2  09i° otY
- =9 = > .
0> 5 2 5% b = 2wWg—— ey 0 (3.6)
und o 0 o 0 a 0 o 0
>4 < <5 —. .
o' b~ wy = v o — Wq (37)

Gleichheit an den Stellen >' bzw. <3 liegt nur im Fall v = 0 vor, und dies ist dquivalent zu
1% = 0. Dieser Fall ist leicht zu identifizieren und da b —— T2 (b,0) offenbar streng monoton
fallt, ist die Umkehrung (TQ (b,0) ,0) +—— (b,0) kein Problem.

Betrachten wir nun v > 0. Wir bemerken, daf in diesem Fall 91°/9b # 0 # dT2/dv und
formen Formel (3.5) und ihr Analogon fiir T2 um und erhalten
Obpo 1% 91" Obro ore ote

e oo G oo

0<

Mit den Erkenntnissen aus (3.6) und (3.7) bilden wir (unter mehrfacher Anwendung des Satzes
iiber die Vertauschbarkeit von Integration und Ableitung bei parameterabhéingigen Integralen)
die folgende Kette von Ungleichungen

Obpo  01° 01°  f” dqf"iO (b,v,q)

Ovro ov' ob I dq 2 (b,v,q)

2i0% 0
fo wlq 8b (b,v,q) [ g% (b,v, q)

fo dq Ob (b7 V: q) f(] dqwq o12 (ba Va q)
S5 dg%e (bvg) 9T OTO Bbpo

fO dqato (b7 v, q) E % - aVTQ

> 0.

Das Integral verbessert hierbei die Relationen >2 und <* in den Ungleichungen (3.7) zu >

0i% _ 1 9i® 9t 1 80 : s . o1t .
bzw. <, da ——V = 0.0 bzw. -5 = 5o 9p Dur an einem einzigen Punkt gilt (ndmlich bei
wq = v/b = p, unmoglich, da p < mg). Die Integranden —a% etc. miifften nun an diesem

Punkt konzentriert sein, damit die entsprechenden Integrale gleich sind. Dies ist aber nicht der
Fall.

Bei jedem Schnittpunkt zweier Kurven v +— b (v) konstanter Werte I° und T2 ist also die
Ableitung der Kurve mit konstantem I° gréBer als die Ableitung der Kurve mit konstantem
T2, Der Fall v < 0 kann analog gezeigt werden, dabei kehren sich nur die GroBenverhiltnisse
der Ableitungen um. Daraus folgt auch schon, da$ ein Wertevektor (T2 (b, ub) , I° (b, ub)),, nur
an einem Paar von Parametern (b, ub), angenommen werden kann.

Es ist zu bemerken, dafl die Aussagekraft der auf diese Weise erhaltenen Gréfien begrenzt
ist. So gehoren zwar I° und T2 zu den lokalthermalen Funktionen und werden somit durch die
Auswertung von in S, enthaltenen Observablen in den Sp—thermischen Zustéinden erhalten.
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Somit sind auch ihre Schwankungsquadrate und #hnliche Grofien zugénglich, also die gesamte
Information, die wir gewothnlich voraussetzen, um uns im Rahmen der Quantenfeldtheorie ein
vollstéindiges Bild einer Observablen machen zu kénnen.

Dies trifft allerdings fiir die aus den Funktionen I° und T2 abgeleiteten Funktionen b und
u micht zu. Sie gehoren nicht zu den lokalthermalen Funktionen und a priori ist es auch nicht
klar, ob sie durch solche approximierbar, also zuléssig sind. Siehe hierzu die Einleitung des
Kapitels 4 und Kapitel 4.2. Allein den obigen Betrachtungen folgend, kénnen wir zwar ihren
Zahlenwert angeben, aber keine dariiberhinausgehende Information gewinnen.

Wie wir in Kapitel 6.1 herausstellen werden, ist es sogar ein wesentliches Merkmal nicht-
trivialer Sp—thermischer Zusténde in der massiven bosonischen Theorie, daB sie keine scharfe
Temperatur besitzen konnen. Diese Tatsache schrinkt den Wert der Information iiber den
Erwartungswert von (§ natiirlich ein.

3.4.3 Der Energie-Impulstensor

Mittels der Noether-Theorie kann man aus der freien Lagrangedichte
U
£ =5 (9"6"0u0 —mis")
den klassischen symmetrischen (kanonischen) Energie-Impulstensor

T = 5 ((067) 006 + (0,6°) 040) — 50 (9567106 — o)

ableiten. Die Variation von L ist dabei bis auf einen divergenzfreien Term bestimmt — es ist
jedoch von vornherein nicht klar, ob und mit welchem divergenzfreien Term man Tﬁ, erginzen
soll.

Ein allgemeinrelativistischer Zugang zu dieser Thematik bedient sich einer Lagrangedich-
te, die neben der Minimalkopplung d, — V, auch noch eine Kopplung an die Kriimmung
beinhaltet:

L= 5 (V#6'V,6 — m3e"s) — o RS0

Durch Variation der Metrik und das dem vorliegenden Fall angemessene Einsetzen der Min-

kowskimetrik in das Ergebnis gelangt man so zu einer allgemeineren Form von Tﬁ,, nédmlich

T = 5 (046 000+ (0067) 0u8) — 5000 (0,690 — m3"6) — 7(3,0, — 9 )6"0. (38)
Ein spezieller Fall, der im folgenden benutzt werden wird, ist durch die Wahl o = 1/6 gegeben.
Es ist die fiir die Untersuchung von skaleninvarianten Theorien natiirliche Wahl, siche auch
[GM92], denn hier gilt T", = mZ¢*¢, also Spurfreiheit, falls mqg = 0.

Dieser sich auf Variation der Metrik stiitzende Ansatz bietet ad hoc leider wenig Einsicht in
die feldtheoretischen Aspekte der zugrundeliegenden Symmetrien. Allerdings kann diese Form
des Energie-Impulstensors auch auf rigorose Weise im Rahmen einer Theorie hergeleitet werden,
die sich dhnlich dem Noether-Theorem direkt auf Symmetrien der Felder bezieht [GM92]'2, und
ist als ’verbesserter’ Energie-Impuls-Tensor bekannt.

Im vorliegenden mathematischen Rahmen wird der Energie-Impulstensor 7}, durch eine
entsprechende normalgeordnete symmetrische Form reprisentiert, deren Spur in vollkommen

analoger Weise m272 ist.

Zergiinzend siche auch [FR99]
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Satz 3.3 Eine im vorliegenden formalen Rahmen dem Energie-Impulstensor T, entsprechende

normalgeordnete symmetrische Form, deren Spur mng ist, ist

1 1
OV () = =7 (@) + 75 {920 — O} 72 (a).

Beweis. Die Feldgleichung ist ({0, + m3)¢o (r) = 0 i.S.v.D. Dementsprechend gelten fiir
das klassische, geladenene Klein-Gordon-Feld die Identitéiten (sei dabei der Kiirze wegen ¢§ =

¢§(xz+ &) und ¢o = ¢o(xz —§))
0016300 = Ol 0sd0 + 2 (0165 ) Otyo0 +2 (9103 ) 9100
D ¢0¢0 = —2mi5 o + 2 ( (2] ¢3) Iz)pPo

und somit
1 a)\ * 81/ 8 _ 18)\ vk 18)\ v
2 ((0y95) 900 + (105) 90 ) = ~1%1%%0%0 + 7920 %00
* * 1 *
(00,196)91a)p %0 — mgdso = 51 #6090
Wenden wir diese Identitdten auf (3.8) mit o = 1/6 an, so erhalten wir
T)\u ( (L‘)

. 1 1 1 " v «
= glﬂ%{[ OOl 9300 + 3:4 1%%}—59“1/ <§‘3[x1¢o¢0> 5Ot — 9 D[wﬁ%%}

i 1 Av *
:?3%{ Fdlgd500 + 35 { 1% 9 Dm}%%}:

was, nach Normalordnung, obiger Form 19’\”( ) entspricht. Nach Bemerkung (1) in Kapitel 1
ist 7% (x) = 72V (z), daher sei das Symbol 7" (z) verwendet. Die Spureigenschaft ergibt sich
aus

Opyd5d0 = —Oigdhdo — 4masido,
denn damit erhalten wir

1

T = lim {——a[g]am AP0 + {a@w]aw - gAAD[x]} d>od>o}

= %l_r{l { Oigj¢odo — D[m] ¢o¢>0}

= lim m, .
s o600
Damit ist der Satz bewiesen. O

Bei der Auswertung von 0™ (z) auf den KMS-Zustéinden leisten die Ableitungsterme keinen
Beitrag, da diese Zustinde raumzeitlich nicht variieren. 6** (x) nimmt auf den KMS-Zustéinden

den Wert g

— (™ (0)

an. Es liegt nahe, diese thermische Funktion —also den Erwartungswert von 0" (z) auf den
KMS-Zustinden— als den thermischen Anteil der Energie-Impulsdichte zu deuten, und die

EM(B, p) = wj(07(0) =
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Ableitungsterme als einen Zusatz, der nicht in S, enthalten ist. Wir fithren dementsprechend
zusiitzlich zu 6 (x) noch den um die Ableitungsterme reduzierten Tensor der thermischen
Energie-Impulsdichte ein

& (1) = T (2).

mit dem wir diesen thermischen Anteil der Energie-Impulsdichte auf Sp—thermischen Zustin-
den messen werden.
Die Erwartungswerte der Tensoren #* und € stimmen auf KMS-Zustinden iiberein, weil

der Term 1—12 {8[’; ] f; |~ GuvUz) } 70 (x) in den globalen Gleichgewichtszustinden verschwindet
— jedoch wird durch ihn in Sp—thermischen Zustéinden im allgemeinen ein Zusatzterm an
nicht-thermischer Energie-Impulsdichte erzeugt, der auf die Existenz von Inhomogenititen in
solchen Zusténden zuriickzufiihren ist.

Wir bemerken, dafl der Zusatzterm mit Messungen, die durch Operatoren aus S, reprisen-
tiert werden, nicht entdeckbar ist. Der in den globalen Gleichgewichtszustéinden vollkommen
ausreichende Begriff der lokalen Energiedichte, der mittels des Tensors e’ gewonnen wird,
zeigt in den lokalen, bzw. Sp—thermischen Zusténden also (iiberraschenderweise) Unzuling-
lichkeiten. Hier wird klar, daf eine Ubertragbarkeit von Begriffen des globalen auf das lokale
Gleichgewicht nicht trivial ist.

Bei einer experimentellen Bestimmung des Energie-Impulstensors eines massiven bosoni-
schen Feldes konnte man diese Erkenntnisse zukiinftig beriicksichtigen.
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4 Der Raum der thermischen Funktionen

4.1 Diskussion geeigneter Topologien

Aufler der Menge der aus den lokalthermalen Observablen hervorgehenden Makroobservablen
gibt es auf Sp—thermischen Zustinden eine weitere, gréfiere Klasse. Es handelt sich um Ma-
kroobservablen, die nicht notwendigerweise lokalthermalen Observablen entsprechen, aber durch
solche im Sinne einer geeigneten Topologie approximiert werden kénnen.

Wir rufen zunéichst in Erinnerung, wie Sp—Thermalitéit eines Zustands und die Zuléssig-
keit von Observablen in ihm kanonisch zusammenhéingen. Jeder Sp-thermische Zustand kor-
respondiert zu einer dichtewertigen Funktion O 3 & —— p,, wobei jede Dichte p, Triger in
V+ x [~mg, mg) besitzt

03— w() (@)= [ o (8. ().
V+x [—mo 7Tno]
und diese dichtewertige Funktion p, definiert auf dem Raum der moglichen thermischen Funk-
tionen eine Menge von Funktionalen p (z)[-] und somit eine Topologie. Es ist leicht zu einzu-
sehen, daf es sich bei diesem Raum moglicher thermischer Funktionen um die Menge

ﬂ L1 (V"" X [—mo,mo], dpm) 5

€O
kurz L; ,, handelt, denn die Elemente von L , sind genau diejenigen, fiir die ein Erwartungs-
wert in allen Funktionalen p () [-] existiert. Wir stellen uns vor, daf es fiir jede dieser thermi-
schen Funktionen = (-, ) eine Observable Z gibt, soda8 w,(Z) (z) = p (x) [Z (-, -+)]. Physikalisch
bedeutsam ist fiir uns nur eine Teilmenge davon, ndmlich der Abschlufl der lokalthermalen
Funktionen in der Topologie von Lj ,. Diese thermischen Funktionen gehéren zu Makroob-
servablen, wie die Erlduterungen in Kapitel 3.3.2 zeigen, und werden zuldssige Observablen
genannt.

Seien nun 7% (0) lokalthermale Observable und T% die korrespondierende lokalthermische
Funktion. Es stellt sich unmittelbar die Frage, in welchen Zustéinden —also fiir welche Dichten
p— denn die Menge {T*}, die wir in L1 , abschlieSen wollen, iiberhaupt selbst in L1 , enthalten
ist. Wie wir noch herausstellen werden, sind die Funktionen T% stetig in 3 und g in V7T x
[—mg,mp] und haben ein Randverhalten am Rand von V+ 3 3 wie (BQ)_Q, wobei m +1 >
g > m+1/2 mit & = (K1, K2, ..., Kkm). Wir kénnen also schon festhalten, dafl p so beschaffen
sein muf}, dal die Funktionen (52) Y fiir alle g € N in L1, enthalten sind.

Es ergeben sich beziiglich der Vervollsténdigung der Menge {T%} einige technische Fragen.
Betrachten wir die Aquivalenzen

Wp <: — E CpT™ (0))
dp (B, p)wh | 2 — E .7 (0
/_\/Jr X [—mo,mo] o ) 7 < P ( )>

/W - ]dp (B, 1) <E (Bop) =D eaT= (B, u))

<e€

= <e

= <e
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Nun ist bei normierter Dichte p mit Triiger in einem kompakten Gebiet B. C V' und integra-
blen Funktionen Z aufgrund der Stetigkeit von T% im Inneren von V' die Bedingung

sup = (0, ZCRT_ B, 1)

IBEBD ne [—T)’Lo 7m0}

offenbar ein hinreichendes Kriterium fiir die Giiltigkeit der letzten Ungleichung. Obwohl wir
dieses Szenario bei den kommenden Betrachtungen explizit beriicksichtigen wollen, wird die im
masselosen Fall benutzte Beschrinkung des Trigers von p auf kompakte Temperaturgebiete
B. C V7 ja in dieser Arbeit nicht mehr notwendigerweise vorausgesetzt, um die Menge der
Vergleichszustédnde nicht zu weit einzuschrianken.

Wir méchten also neue Ansétze finden, die im Gegensatz zur aus [BOR02] bekannten Supre-
mumshalbnorm auf kompakten Gebieten B, auch Temperaturbereiche in V1 beriicksichtigt,
die beispielsweise beliebig nahe gegen den Rand gehen. Diese Absicht fiihrt auf natiirliche Weise
zu Abschitzungen der Art

(B, 1) |E (B, ) — ZCKT“ B )| <ef (B, 1),

wobei ¢ eine Dichte ist, die —wie p— die Divergenzen der Funktionen T% unterdriickt und f
eine normierte, integrable Funktion. Es ist mit Hilfe der oben gefiihrten Abschitzungen leicht
zu sehen, daf3 auf diese Weise die Zuliissigkeit von Z auf einer ganzen Klasse von Zustédnden
wp, p < o etabliert wird, wobei die Relation '<’ im schwachen Sinn gilt. Es ist also idealerweise
o > p, denn dann wird gleichzeitig Zuléssigkeit und die Beziehung {T%} C L, , gesichert.

Das Prinzip Spo—Thermalitéit gestattet es nun, alle zuldssigen Observablen auf den
So—thermischen Zustéinden zu betrachten und ihnen dort dieselbe physikalische Bedeutung
zuzusprechen, die sie in den Vergleichszusténden haben, da in ihnen ja die Makroobservablen

£ dicht liegen und die Sp-thermischen Zustéinde nach Konstruktion stetig in den 7% sind. Mit
diesem Schritt findet der Transfer einer erweiterten Klasse von Begriffen, die nur im globalen
Gleichgewicht eine wohldefinierte Bedeutung haben, auf sich nicht global im thermischen
Gleichgewicht befindliche Zusténde statt. Zu dieser erweiterten Klasse gehoren idealerweise
viele —im Gegensatz zu den lokalthermalen Observablen— physikalisch bedeutsame und
aussagekriiftige GroBlen wie die Phasenraumteilchendichte.

Definition 4.1 (Zuldssigkeit von thermischen Funktionen) Sei R, eine Menge von po-
sitiven normierten Dichten auf V+ x [—mo, mg]. Sei o eine weitere positive normierte Dichte
auf V7t x [—m0, mo] und es gelte co > p fir alle Dichten p C R, mit einer Konstanten ¢ > 0.
FEine thermische Funktion Z heiffe zuldissig auf der Menge von Zustinden {w,, p € R,}, wenn
fiir jedes ¢ > 0 endlich viele Konstanten c, und zugehérige, aus lokalthermalen Observablen
T£(0) hervorgehende, thermische Funktionen T (3, 1) gefunden werden kénnen, sodafS die Un-
gleichungen

U(ﬂa E Ba ZCRT_ 67 < 6f (ﬂa,u)a

fiir alle B € V't und alle p € [—mg, mg] gelten, wobei f eine normierte, integrable Funktion
tiber V+ x [—=mq, mp] darstellt.

Diese Auffassung Von Zulissigkeit umfafit die Supremumshalbnorm, wie zum Beispiel durch
die Wahl 0 = f = Vol( Vol(Boy X Be deutlich wird.
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Lemma 4.2 Sei R, eine Menge von positiven normierten Dichten auf V+ x [—mo, mg]. Sei
o eine weitere positive normierte Dichte auf VT x [—mo, mo), die einen So—thermischen Zu-
stand generiert, in dem die lokalthermalen Observablen zuldssig sind. Es gelte co > p fiir alle
Dichten p C R, mit einer Konstanten ¢ > 0. Ein Funktional w, fir das w(-)(x) = w,, ()
mit der Bedingung Vx € O : py € R, gilt, definiert unter diesen Voraussetzungen eine in den
Testfunktionen aus C§° (O, C) stetige Abbildung im Sinne der Schwartzraumtopologie

C2(0,€)5 fr—w(d(f)), $(0) € Sy
Beweis. Denn sei ¢ (0) € Sp und |f — g]L1 < 6. Dann folgt
W (B() —w (@) =l (& — )
| / (7 @) = 9 @) [ dp(0.p.0) % 6(0)

<1f =gl da(ﬂ,ﬂ>wg<¢<0>>'

< §C|(I)|L1,U. )

und c|®[;  ist sowohl endlich (nach Voraussetzung) als auch unabhiingig von f und g. Die

durch || 1, erzeugte Topologie ist grober als die des Schwartzraums. Daraus folgt das Lemma.
O

Es ist nun sinnvoll, zunéchst eine genaue Untersuchung des Divergenzverhaltens der (im
Inneren von V7 stetigen) lokalthermalen Observablen am Rand des Temperaturlichtkegels
(8% — 0) vorzunehmen. Analoge Betrachtungen werden dann natiirlich auch fiir den neuen
Parameter p angestellt. Schliellich kénnen mit Hilfe dieser gewonnenen Informationen Klassen
von Zustéinden und ihre zugehorigen zuldssigen Observablen angegeben werden.

4.1.1 Das Randverhalten der zu den lokalthermalen Observablen geh6rigen Ma-
kroobservablen

Lemma 4.3 Seien n,r € N und o, mg € RT. Fiir die Funktionen

ar— I (« :/ dg/q? + 2moqae™ ™

0

I o0
ar— J(a,r) ic’iy’" / dg\/ g% + 2moqae™ ™
0

sind folgende Abschdtzungen wahr:

()] < % (1+ vZmoa)

1 1 ™mo
Ryl )\ =

|J (e, )| <
mit k (r) = (2r — 1)!11/2".

Beweis. Die Existenz des Integrals I («) und die erste Ungleichung ergeben sich folgender-
maflen. Geht man mit der Beziehung

a,b20:>(a+b)2>a2+b220:>a+b2 Vaz+v2>0
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in das Integral [;° dg\/q? + 2qmoae™™ = [* dg\/q + 2moa,/ge” ™ hinein, so erhélt man

(o]
O§/ dg/ ¢ + 2gmooae™™
0
< Ood (f+\/2m a)fe_nq—i+ 2m ai—
= 0 q q 0 q _n2 0 ’I’L3/2 2

mit a = \/q, b = v/2mpa.

Um die Wohldefiniertheit des Ausdrucks J (o, 7) zu zeigen, transformiert man die zunéchst
die Integrationsvariable

oo 1 o0
/ dg\/ ¢* + 2qgmoae™ ™ = — / dp\/p? + 2pnmoaeP.
0 n* Jo
Die partiellen Ableitungen

or _ (2pmon)” _
DT VP2 + 2pnmoae? =k (r) p—y1e P

(p? + 2pnmoa)

sind auf @ € R stetig und von einer integrablen Funktion dominiert, wie folgende Abschiitzung
zeigt.

1 (e o) s

— d,
n? Jo Poar

1 o° 2 "
VD% + 2pnmoae™ = <k (r) dp (Zpmon) e P
0 ( )1"—1/2

n? p? + 2pnmoa

1 o0 (2pmon)” 1 1 o0 _
— - o —— P
< nzk(T)/O dp(anmoa)r—l/ze ns/zk(T) M2 dp+/pe
. 1 1 ™mo
~ 32 (7) ar—172\/ T2

Neben der Differenzierbarkeit von I («), die benétigt wird, um J (o, ) zu einem wohldefinierten
Ausdruck zu machen, wurde hiermit auch die zweite Ungleichung gezeigt. O

Fiir die weitere Untersuchung des Randverhaltens der zu den lokalthermalen Observablen
gehorigen Makroobservablen ist es sinnvoll, auf V' x R folgenden Ableitungsoperator einzu-
fithren. Diese Idee geht zuriick auf [BuPM].

9 pr o
a8, 32" o

Er hat die leicht nachzurechnenden Eigenschaften

VA =

e Fiir reguliire Funktionen F : RT — R gilt VAF (ﬂﬁ + Wu) = p F' (ﬂﬁ + \/@M)
e VA VK] =0
o [Vl (8% 0) = [F (V29)] (8% 1) + [(V1) 9] (6% 1)
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An dieser Stelle lassen sich schon einige Beobachtungen notieren. Sei im folgenden a=+/32.
Zuniichst ergibt sich durch Rechnung, dafl sich am Rand von V* der Term

VMLV H ﬁ;i wie o~ (5127

K1,ee-Kos

verhilt. An der Spitze von VT ist das Verhalten sogar besser; hier soll aber nur der schlimmste
Fall betrachtet werden. Des weiteren gilt

Ao
VA () = %%I(a),

und daher erkennen wir mit Hilfe des Lemmas (4.3), da8 sich
VM..VMI(a) Dbesser als ol/272"

verhélt fiir € N und wie 1 fiir » = 0. Weiterhin errechnen wir, dafl
6)\
v)\e—na(moiu) — _mo_ne—na(moiu)
Q

und sich daher
1-2r r 7& 0

A1 Ar ,—na(motp) : a
V.. Vire wie { 1 r=0

verhilt. Es sei zusitzlich bemerkt, daB V.. .VAre—na(motu) maximal r Faktoren n hervor-
bringt.

Satz 4.4 Die zu einer lokalthermalen Observablen T5(0), k = (K1, ...km) , gehdrige thermische
Funktion |T= (B, )| divergiert am Rand des Vorwdrtslichtkegels V+© > 3 wie (52)_(7”“) (m

gerade) bzw. (52)_(m+l/2) (m ungerade und p # 0). GemdfS Bemerkung (2) in Kapitel 3.2.2
gilt T=(B3,0) = 0, falls m ungerade.

Beweis. Die im folgenden vorgenommenen Vertauschungen der Reihenfolge von Summen-
bildung, Integration und Ableitung durch V werden durch das Lemma (A.1) im Kapitel A.3 des
Appendiz gerechtfertigt.

Erster Schritt— Umformung Die zu den lokalthermalen Observablen gehorigen thermi-
schen Funktionen haben laut Identitét (3.2) die Form

T (B,) = em / %(Hiﬁni) {(—1)’” i Ve + i o (B5+V/F) } ’
g n=1 n=1

bzw. p — —p. Mit dem Operator V schreiben wir

Teo (6, 1)
P L (o o~ L (85t
= m/wﬁvm Ve {nz_:ln e n<p “)—i—( 1)ng::1n—me n( p+\/_”>
o o P~ 1 —n(pp—/5 m P~ 1 —n(ppt\/5
SR CY e o S P Y o) o
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Das Herausziehen der Ableitungsoperatoren aus dem Integral ist auf (3, 1) € V' x (—mg, mg) ,
also dem Definitionsbereich von T4, nach Lemma (A.1.1) erlaubt.

Sowohl das MaB d3p/w; als auch die anderen j—abhéngigen Terme 3pF /32y sind lorentz-
invariant, daher ist der vorteilhafte Wechsel ins Bezugssystem mit § = («/ 32, 6) moglich. Die

Ausfithrung des Winkelanteils und ein Wechsel der Integrationsvariablen |p| — s = wy — mg
bringt

dg_‘ - ﬂp¢\/_,u> * 2 - 1 —n\/ﬂ_2(s+m Fu)
Cm Z nm =4re, ; ds\/s? + 2smy Z n—me 0TH)
n=1 n=1

Ein weiterer Wechsel /(325 — ¢ ergibt

_Amen [ /EN- L nan B2 (moFp)
—7/0 dq\/ ¢* + 2qmg ﬁgn—me g—ny/B (mon),

Sei
hE iR x (=mg,mo) — R, m € N°

(e.e] [e.e]
1
o, pu) — dme d 2 4+ 2gmoa E —_e—na—na(moFp)
( M) m/o qv q qmyo 2 o

Laut Lemma (A.1.2) sind Summe und Integral vertauschbar. Somit haben wir die Funktion

[o¢]
1
ht (o, p) — 4men, Z — e e(moFp) / dgr/ ¢ + 2gmoae™™
n=1

0

vor uns und Formel (4.1) wird zu

12 6.0 = 95 { ot (V) + (17 (V) |

die es nun zu betrachten gilt.

Zweiter Schritt— Randverhalten Die Strategie in diesem Schritt ist folgende. Fiir den
Operator V gilt die Produktregel. Der Term

e v*@m@m(\/_u)

ist somit eine Summe von Produkten aus Ableitungen der Funktion 8 +—— 1/4% und Ab-
leitungen von h,,. Beide werden auf ihr Randverhalten hin untersucht und wir erhalten das
Ergebnis, dal die Anwendung der Ableitungsoperatoren auf die Funktion 3 — 1/3? stéirkere
Divergenzen hervorruft als die Anwendung auf h,}. Diese sind leicht abzuschéitzen.

Betrachte zunichst

VML VMAE (a,p) = VM. V’\T47rcmZ—e_”am°¢“/ dgv/ ¢ + 2gmoae™™,

0
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wobei {1, ..\ } C {k1,...km } . Mit Hilfe des Lemmas (A.1.3) kommen wir zur Form

0 oo
e, Z VMLV (nime_”a(mﬂ“) / dgr/¢? + quoae_”q> ) (4.3)
0

n=1
Nach der Produktregel ergeben sich bei der Ableitung der Summanden endlich viele Terme

o0
Vi, Vs ! e_na(m°¢“)v>‘j1..-vAjrs/ dq\/ % + 2qmooe™",
0

nm

wobei die disjunkten Mengen {i1,...is} und {ji,...jr—s} in der Vereinigung die Menge {1,...r}
ergeben.
Die auf Seite 40 gemachten Beobachtungen ergeben, daf sich

N B ie 1 falls  — 5 = 0
VAHWVAJT_S/O dq /q2+2qm0ae nq { wie i) alls r — s

besser als o sonst

verhilt und sich der Term

AR mv)\isie—na(moiﬁu) wie { al™® 5 #£0
nm 1 s=0
verhilt.

Insgesamt erhalten wir somit fiir (4.3) das Randverhalten « . Selbst fiir r = m ist
maximal /272" erreichbar. Eine wichtige weitere Beobachtung in diesem Zusammenhang
wollen wir ebenfalls festhalten: Der Grenzprozel y — +myg ruft iiberhaupt keine Divergenzen
hervor.

1/2—2r

Wegen des sich insgesamt ergebenen Randverhaltens

e

K1 Kp ¢N
VeLLVR T, {1 i

stammt der am stérksten divergente Term in V’“...V”méh,ﬁ somit von der Wirkung der

Ableitungsoperatoren auf die Funktion 3 —— 1/8? und nicht auf A}, denn

v vﬁmi ~ a—2—2m
5 .

Folglich ist der in der Divergenz fithrende Term von T% (3, ) fiir 'm gerade’ gegeben durch

4dmey, [%ﬁlazm %] (h,‘; (W, u) + h,, (W,u))
B, gem

~ T (B (0, 18) + hiy, (0, )

wobei ht (0, i) nicht von yu abhingt.

Im Fall 'm ungerade’ kommen wir auf dieselbe Weise zu dem Ergebnis, dafl der am stérksten
divergente Term

i | 55| (e (Vo) = s (VA1)

0B, 0B, 2

ist. Fiir kleine o (und p # 0) geht Al (a, p) — hy,, (o, 1) wie sinh a ~ a;; dadurch verringert sich

m+1/2

die Divergenzordnung auf 1/ (52) . Somit folgt die Behauptung. O
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4.1.2 Auswahl geigneter Topologien

An dieser Stelle sollen nun geeignete konkrete Ansiitze zur Etablierung der Zuldssigkeit gewis-
ser thermischer Funktionen angegeben werden. Wir verfolgen hierbei das Hauptziel, dafl diese
Ansiitze sich idealerweise auf ganze Klassen von interessanten Sp—thermischen Zustéinden an-
wenden lassen.

Die Supremumshalbnorm Die Supremumshalbnorm ist niitzlich im Zusammenhang mit
Vergleichszustéinden w,, bei denen es sich um Gemische mit einer Temperatur auf kompaktem
Trager B, handelt.

Auf einer kompakten Menge B, x [—mq, mg] C VT X [—myg, mg| existiert fiir Funktionen Z,
die stetig auf V* x [=mg, mo]'® sind, die Supremumshalbnorm ||-[| 5 , definiert durch

Els = s (2w,

BEBe, pe[—mo,mo]
Damit diese Definition anwendbar ist, seien alle Mengen B,, x € O, der im Kontext der
Supremumshalbnorm betrachteten Sp—thermische Zustéinde in der gemeinsamen, kompakten
Menge B, C V' enthalten — hierdurch wird der mit der Supremumshalbnorm etablierte Zu-
lassigkeitsbegriff zu einem Spezialfall des in der Definition (4.1) gegebenen, wie durch die Wahl
oc=f= WXBC deutlich wird.

Im masselosen Fall erzeugt diese Halbnorm die ’Standardtopologie’ [BOR02], [Bu03]. Der
Umstand, daf in dieser massiven, bosonischen Theorie Sp—Thermalitéit auch unter Beriick-
sichtigung von Vergleichszustéinden etabliert werden soll, die Gemische mit nicht kompaktem
Tréger C VT der Temperatur sind, verringert den Gebrauchswert der Supremumshalbnorm
[l 5, im Kontrast zum masselosen Fall erheblich. Sie ist daher hier nur der Vollstéindigkeit
halber angefiihrt.

Die Kegelhalbnorm Wir fithren nun auf der Menge der in V' x [—my, my] stetigen Funk-
tionen die Kegelhalbnorm H||V—Jr ein. Sie ist, unter Benutzung von verschobenen Lichtkegeln
b

W:{ij(b,ﬁ),veVJr}, mit b > 0,

gegeben durch

IElgr=__ sup EICADIE
/36‘/17+7 .U‘e[_m()va}

Es ist leicht zu sehen, daf auf diese Weise ein Zuléssigkeitsbegriff auf Zusténden mit supp(p) C
V," im Sinne der Definition (4.1) etabliert werden kann.

Die Kegelhalbnorm hebt somit zwar die Kompaktheitsforderung an den Tréger der Dichte p
des betrachteten Sp—thermischen Zustands auf, erlaubt es aber dennoch nicht, dafl der Triger
von p beliebig nahe an den Rand des Vorwirtslichtkegels heranreicht. Trotzdem ist sie fiir
erste Betrachtungen sehr niitzlich, weil bekannt ist, dafl —ihre Anwendbarkeit vorausgesetzt—
eine interessante Klasse von thermischen Funktionen unter ihrer Mafigabe zuléssig ist, unter
anderem die Phasenraumteilchendichte. Die Menge dieser Funktionen heif3t 7,,,—Klasse, mehr
dazu in Kapitel 4.2.

Diese Norm 1483t offenbar auch eine Behandlung von Sp—thermischen Zustéinden zu, die eine
Dichte p mit kompaktem Triiger besitzen und macht die Supremumshalbnorm somit iiberfliissig.

Bnach Kapitel 4.1.1
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Exponentiell abfallendes 0 Maochten wir nun im Sinne von Definition (4.1) eine Topologie
auf ganz VT x [—mo, mp] etablieren, so legt das polynomiale Wachstum der zu den lokalther-
malen Observablen gehorigen thermischen Funktionen 7% nahe, o zum Rand von V+ hin so
stark fallen zu lassen, dafl bei Multiplikation von ¢ mit Polynomen in (ﬁQ)_l noch Konver-
genz auftritt. Der Parameter p macht in Bezug auf Divergenzen keine Probleme und so kann
o (B, 1) = o (B) gewihlt werden.

Einige Vielzahl solcher Funktionen o kann mit Hilfe der Exponentialfunktion angegeben
werden. Beispiele sind

oo (B)=e M A>0

e 02 () = 6_1/(62)k, k>0
1
- =% )
® Ok finas (50: ‘ED =) X[0,8ma] (Bo) e (Po71A)Tfalls 3 € VT, ‘5‘ <B/2 o<k
0 sonst

und &hnliche. Die Funktion oy, g, wird noch eine wichtige Rolle bei der Konstruktion von
So—thermischen Zustéinden des massiven bosonischen Feldes spielen.

4.2 Ein Raum thermischer Funktionen im massiven Fall: die 7,,,—Klasse-
Funktionen

Betrachte fiir mg > 0 die Klasse 7y, von Funktionen = (), die eine Integraldarstellung in der

Form
1

=(6) = /d4p0 (po) 8 (p* — mg) € (7) e —1

erlauben, wobei £ (p) eine summierbare Dichte auf R3 darstellt. 7,,, ist eine Teilmenge der
thermischen Funktionen.

Lemma 4.5 [Bro04] Sei Z(8) € Tp, und sei ¢ > 0. Dann ezistiert fir jeden Kegel W
(mit b > 0) eine endliche Familie von lokalthermalen Observablen {T%, Toﬁ} mit zugehdorigen
Konstanten cy, cox, sodafs

2(8) = 3 (cxT=(8) + coxT (B))] < .

sup
Bev,t

0

Dieses Lemma 148t sich in analoger Weise fiir den Fall mit chemischem Potential || < my
formulieren, wenn man folgende Form von = annimmt.

EB,n) = (4.4)
/d4p9 (po) 6 (p* — mg) &4 (P) #\/5_2—1 + /d4p9 (po) 6 (p* —mg) &- (P) #\/5_2—1

mit summierbaren Dichten 4 (p), wodurch eine analoge Abschétzung

sup
BEV,T, pEl—mo,mo]

2(B,1) = Y (eaT™ (B, 1) + cosT* (B, M))‘ <e
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moglich wird.

Tmo—Klasse-Funktionen sind folglich in der Kegelhalbnorm approximierbar, und somit zu-
ldssig in Sp—thermischen Zustidnden, deren zugehorige dichtewertigen Funktionen O 5 x —
pz in eine Teilmenge von Dichten iiber V+ x [—myg, mo] abbildet, die einen Tréiger mit endlichem
Abstand zum Rand des Vorwirtslichtkegels besitzen.

Wir konnen uns an dieser Stelle der Frage der Zulidssigkeit von Observablen in
So—thermischen Zustéinden, deren zugehorige Dichten p beliebig nahe an den Rand des
Vorwirtslichkegels gehen, nicht mehr zuwenden. Die Frage, ob und um welche Funktionen
sich die Menge der lokalthermischen Funktionen unter diesen Voraussetzungen bei Abschlufl
in Ly , vergroflert, mufl an einer anderen Stelle gekléirt werden.

4.3 Beispiele zulissiger thermaler Observabler und Interpretation als Ma-
kroobservablen

Von Interesse bei der Untersuchung von Zustinden nahe dem thermischen Gleichgewicht sind
Grifien wie die Phasenraumteilchendichte, Entropiedichte w.d.

4.3.1 Die Phasenraumteilchendichten N;

Das vorliegende Feld beherbergt zwei Arten von Teilchen: positiv und negativ geladene. Die
Phasenraumteilchendichten beider Sorten kénnen getrennt ermittelt werden. Im endlichen Vo-
lumen V sind sie gegeben durch

_ 1
N =a D)ap), Ny =3 b)),
wobei a! und a die Erzeuger und Vernichter der positiven Feldquanten und b und b die der
negativen sind. Im thermodynamischen Limes erhalten wir

NS = Jim 2wpdo (fom) do (fon)" s Ny = lim 2ws¢o (fom)" @0 (fon)

mit einer Testfunktion f5n, 2.B. f5n (x) =n=%27%g (n"F2¢) h (n"1%) eP*, wobei g und h den
Bedingungen [ dzog(z9) = 1 und [d3% ]h #)|> = 1 geniigen sollen und k < 1 ist. Diesen

Grenzwert konnen wir in allen Vergleichszustéinden w € C ausfithren und erhalten
1 1
eﬁﬁ+u\/ﬁ_2 _ 1’ eﬁ:ﬁ—u\/@ _ 1'

Die Gesamt-Phasenraumteilchendichte ist dabei die Summe der Phasenraumdichten aller Teil-
chensorten

N (B,p) = (27) Ny (8,p) = (2m) 7"

ges _ art -
NE® = Nt + N .

Wenden wir uns der Frage zu, ob wir hier Operatoren vor uns haben, die zu Makroob-
servablen #dquivalent sind. Ersetzen wir die obige Wahl von fj,, durch die Testfunktionenfolge

ngn so erhalten wir, den Uberlegungen in Kapitel (3.3.1) folgend, in allen durch thermische
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Zustiande generierten Hilbertraumdarstellungen im Grenzwert n — oo die makroskopischen
Feldoperatoren
=N 1 +
N5 = lim N5 (f5.)-

n—oo

Weiterhin gehoren die Funktionen Nﬁi zur verallgemeinerten 7,,,, —Klasse mit den spezifischen,
summierbaren Dichten

NE: & 5(q) = @2m) 26 (F— @) 2wy
§+5(q) =0,

und sind damit in jeder Kegelnorm zuldssig. Daher handelt es sich bei den Observablen Ng['
in jeder durch eine Kegelhalbnorm induzierten Topologie, bzw. zugehorigen So—thermischen
Zustianden, um zuldssige Makroobservable.

4.3.2 Die Hilfsfunktionen V"L

Betrachten wir die Funktionen
s P VAR RN -3 —Bp 2
Ly (B,p): V R, 8+— (2r) % In (1 _ BT3B u)

und die daraus abgeleiteten Funktionen

1
VIE (B.) = (20) " ————,
P =0 e

Konzentrieren wir uns auf letzere. Sie stammen von den Operatoren
V/Ly = lim 2" éo (fpn) éo (fpn)", V'Lg = lim 2050”0 (fpn)" éo (fpn)

die wie im Fall Nﬁi demonstriert, in den Referenzzustéinden auch als Grenzwerte von Zentral-
folgen angebbar sind
=N 1 +
VILy' = lim VLG (fpn)-

Zudem sind die Funktionen V¥ L;,-t durch Einsetzen der summierbaren Dichten

Er (@) = (2m) %8 (7 — @) 2waq”
&+5(0) =0

aus (4.4) zu gewinnen. Somit gehoéren sie zur verallgemeinerten 7,,,—Klasse, und es handelt
sich nun ebenfalls in jeder durch eine Kegelhalbnorm induzierten Topologie, bzw. zugehorigen
So—thermischen Zusténden, um zuldssige Makroobservable.

4.3.3 Der Druck und die Entropie'*

Aus der Thermostatik ist bekannt (siehe [Di78]), dafl man dem thermischen Energietensor in
Gleichgewichtszustinden gewisse thermische Funktionen entnehmen kann. So ist

A 2 2 A 2 A
EY(6%,1) = Q (8% n) ee” = P (6% 1) g™
“Die Zulissigkeit dieser beiden Funktionen und ihre Eigenschaft, Makroobervablen zu sein, bleibt zunéchst
eine Hypothese.
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Hierbei entspricht P (ﬂQ, u) dem Druck. Die Entropiestromdichte S* (3, i) transformiert sich
wie ein Viervektor, daher gilt die Beziehung

SM(B, ) =S (8% ) €,

wobei die Entropiedichte S (62, u) mit der Grofe ) (62, u) iiber die Gleichung

S(6%n) = (547 Q (7 )

verkniipft ist. Wiihrend die so definierte Grofle S auf den KMS-Zustéinden als Entropiedichte
wohlbekannt ist, ist diese Interpretation in den Sp—thermischen Zustinden nicht trivial, kann

aber gerechtfertigt werden, wenn die Zuldssigkeit von S in der behandelten Theorie geklirt ist
(sieche Appendix A in [BOR02)).

Lemma 4.6 Die thermischen Funktionen Druck P und Entropiedichte S sind gegeben durch
die Funktionen

R x [=mg, mo] 3 (8%, 1) — S (5%, 1)

B %ﬁ {8F2,0(8%, 1) + B Fa (5%, 1) — 43, (5%, )}
RY x [=mg, mo] 3 (8%, 1) — P (6*, 1)

11 '
T A 2 {2F20(8% 1) — F2,1(52’U)} ’

mit
3 =
Fm,l(52,u) = mé / @ {Lim_l(e_ﬁp+“\/ﬁ_2) + (—l)mLim_l(e_ﬁﬁ_“\/ﬁ_Q)}
Wy
3 =
71 (B2 18) = 1O, / % {Lim_l(e_ﬁﬁ“\/ﬁ) + (—1)mLim_l(6—ﬂp—m/ﬁ)},
2

Beweis. Die zu losende Aufgabe ist das Extrahieren der Koeffizienten der Tensoren ete?

und g"* aus den Ausdriicken (3.1) bzw. (3.2) fiir & = p.

FErster Schritt. Zum Erhalten einer Form von EN(, ), die der obigen entspricht, be-
trachten wir zunéichst den Ausdruck (3.2). Hieraus erhilt man - Integration und die Reihenbil-
dung sind unter der Bedingung 3p 4 jv/32 > 0 vertauschbar'® - die Form

1 sinh npu/ 32 dp _
A (1)) = 2 Z—{ VE Vo [ Lo
5T m /3
i nm coshnu~/f3
o0
1
. m+1{ sk 7 } i [ g e
—n cosh npy/3? Wq

5 Aufgrund von dominierter Konvergenz, da die Funktionenfolgen N 3 N +—— fﬁ; fﬁ(ﬁ) =

u% 271:7—1 ﬁefn’@ﬂ:""v 52 fwei Folgen integrabler Funktionen sind, die jeweils von den integrablen Funktionen
e =

5‘_1 sinh (n‘g‘ q) ,

gt (@) = L Li, (e PPFHV %) dominiert werden, gegen die sie (im entsprechenden Fall) iiberall konvergieren.
P
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wobei die obere Wahl in der geschweiften Klammer fiir den Fall m ungerade’ und die untere
fiir den Fall 'm gerade’ steht. Den Integralausdruck in der Summe kann man mit Hilfe der
modifizierten Besselfunktionen K (z) = [;° dt e~7°sht cosh st vereinfachen. Es gilt'®

(oe)
/ dqie_”ﬁo“’q
0 Wq

3 (o))

{ 8’5’ / n’ﬁ’q nPBowg _ £ 8’5’ /oo dt 6nam0(sinh o sinh t—cosh ¢g cosh t)
ﬁ 213
R OO —namg cosh(t—po) 1 1
. a’ﬁ’ dt e = T@,ﬁ,Kg(namo) = __8aK0(nOém0)
2 ‘ﬂ ‘ " ‘ﬂ ‘ n no
= @Kl (namy),
a
und somit
— 1 sinh nu+/3
wh (5 (x)) = 8mmgc Z — { }&{ K1 (n/B2mo) } (4.5)
/3 *O m poo 1
_ " + coshnu+/3? \/7
Zweiter Schritt. Elementare Rechungen zeigen, dafl (mit der Kiirze halber gewéhlter Nota-

tion K; = K;(n+/3%mo) usw.)
oy {(#) " k)
=ete” (62) —3/2 [(n\/@moy K — Kl] + g (ﬂ2)_3/2 [(n\/@mo) K| — KI]

_ {€>‘€V ( ) 3/2 [(n Qmo) K, +4 (n\/@mg) Ko+ 8K1]
g ()2 [(ny/Pmo) Ko+ 2K}

Diese Voriiberlegung erlaubt unter Benutzung der oben gegebenen Definitionen von F und F’
zusammen mit den Identititen

1 h
(52) e /2ZW{ (Sz:;hzllj\/\/: } ”\/_mo K n\/_mo

n=1

_ () / L L) (<D Ly (e )

8 Wy
= (8%~ *D2(8rmg) T Fr (52, ),
bzw.

1
Sk { o/ /PP

n=1

__(52) (k—1+1)/2 3m0/d34 Lij_( ﬂp+u\/_) + (- )kle (e —Bp— u\/_)}

— — ()Y Brmg) U (8%, ),

ﬁ’ = acsinh o und By = a cosh py.

Y5Mit ¢ = mosinht und w, = mo cosh t sowie
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die Schreibweise

E’\”(ﬁ, @) = 8wmgpcs Z % cosh (nu\/@) 8;‘” {ﬁfﬁ (n\/@mo)}
n=1
= (4m33%) T { e [8Fy0 (8%, 1) + B2Fap (9% 1) — 4F3, (B2, 1)
—g™ [2F50 (8%, 1) — F5 1 (8% 1)] } -

Daraus folgt die Behauptung. Il

Ein Wort zum Divergenzverhalten dieser thermischen Funktionen. Wir bemerken, dafl F;, ;
fiir gerades m folgende Form hat.

Fm,l(ﬁ2>ﬂ) = % (h:z_z (Wa M) +h, (\/@, M)) , m gerade

Den Erkenntnissen aus Satz (4.4) zufolge, geht die Funktion . (\/ 32, u) fiir \/32 — 0 stetig

in einen Grenzwert, und somit divergiert F, ;(3%, u) wie (ﬁQ)_l am Rand des Vorwirtslichtke-

gels. Eine analoge Betrachtung ergibt, daf3 Fr’ml(ﬁQ, ) schwécher als (52)_1 in den Rand des
Vorwirtslichtkegels geht, falls m gerade.

Folglich divergieren Entropiedichte und Druck wie (52)_3/ ? baw. (52)_2. Zur Illustration
siche Abbildung 2 auf Seite 50. Es fillt auf, dafl das chemische Potential nicht viel Einflufl
besitzt.
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Abbildung 2: Druck und Entropiedichte

5 Transportgleichungen

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln sowohl die Klasse von So—thermischen Zustinden
als auch die auf thnen definierten zuldssigen Observablen eingefiihrt wurden, kann man sich nun
der Untersuchung dieser Zustinde widmen. Wichtige Informationen tiber die So—thermischen
Zustinde sind u.a. in Transportgleichungen bzw. in der Fvolution der zuldssigen Observablen
kodiert.

Eine interessante Frage ist, welchen Einflufl die Masse des Feldes auf die thermischen Aspek-
te der Theorie hat. Eine wichtige Antwort darauf liegt in den Zusammenhingen zwischen mi-
kroskopischer und makroskopischer Dynamik; darin, wie die erste die zweite bestimmt.

Eine Theorie, die aus den Gesetzen und Dynamiken, die die Feldquanten beherrschen,
die thermischen Eigenschaften von Zusténden des Feldes ableitet, stellt in gewisser Weise eine
Verbindung zwischen zwei unterschiedlichen Welten dar, da Quanteneffekte auf Lingen relevant
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werden, die viele Groflenordnungen kleiner sind als die typischerweise untersuchten thermischen
Phénomene. Im Fall einer masselosen, also skaleninvarianten Theorie ist der Schritt von der
einen Welt zur anderen konzeptuell nicht schwer, da das Feld aufgrund der Skaleninvarianz
in allen Groflenordnungen gleich aussieht. Durch Einfithrung einer Masse, die eine natiirliche
inhérente Skale darstellt ([Masse] = [Lénge] '), wird die Einsicht in diese Verbindung erst
interessant.

Im masselosen bosonischen Fall fiihrte die Feldgleichung in Verbindung mit der Lokalitéts-
bedingung zu folgender Evolution makroskopischer Observablen.

Oyw (0"E) () =0, Ow(E)(x)=0

fiir x € O, falls w ein Sp—thermischer Zustand und = eine zuléssige thermische Funktion ist.

Dariiberhinaus ist es in der masselosen Theorie moglich, dal ein nichttrivialer
So—thermischer Zustand einen Vorwirtslichtkegel ausfiillt. Ob die Dynamik des massiven
Falls andere Ergebnisse liefert, scheint wissenswert.

Bei der nun folgenden Untersuchung der zuldssigen thermischen Funktionen nimmt die
Phasenraumteilchendichte eine Sonderstellung ein, denn unter anderem kann mit ihrer Hilfe die
Boltzmanngleichung formuliert werden. Das Verschwinden des Stofiterms in dieser Gleichung ist
die klassische Bedingung zur Charakterisierung lokalen Gleichgewichts, und anhand der Trans-
portgleichungen der Phasenraumteilchendichte 1:i8t sich zeigen, daf3 in den Sp—thermischen
Zustianden die stofifreie Boltzmanngleichung tatsiichlich gilt. Der Umstand, dafl zur Bestim-
mung dieser Zustinde allerdings keine der klassischen Annahmen zur Natur der Teilchenbewe-
gung wie Wechselwirkung und molekulares Chaos gemacht wurden, 148t hoffen, daf§ der Begriff
der Sp—Thermalitéit einen unkonventionellen Ansatz zum Verstéindnis der Entwicklung von
thermischen Zustéinden und der Herkunft von Thermalisierung liefern kann.

Einen noch weitaus wichtigeren Beitrag zur Theorie der Sp—thermischen Zustéinde leistet
die Phasenraumteilchendichte weiterhin dadurch, daf sie —wie in den Folgekapiteln ausgefiihrt
werden wird— der Schliissel zur Konstruktion dieser Zusténde in der massiven Theorie ist. Das
Wissen um ihre Eigenschaften stellt somit die Grundlage dafiir dar, mit generischen Phasen-
raumteilchendichtefunktionen generische Sp—thermische Zustéinde zu konstruieren.

5.1 Bestimmung der Evolutionsgleichungen der zuléssigen thermalen Ob-
servablen

Die Referenzzustéinde, die einen Sp—thermischen Zustand charakterisieren, werden im allge-
meinen iiber den Punkten x € O variieren. Durch diese Ortsabhingigkeit der Vergleichszustan-
de stellt sich eine Ortsabhingigkeit der Erwartungswerte der in einem Sp—thermischen Zustand
betrachteten Observablen ein. Diese raumzeitlichen Variationen wollen wir jetzt untersuchen.

Zwecks weiterer Betrachtungen rechnet man mit Hilfe der Feldgleichung aus:

K0P o (w + ol — ¢) =0
Oeo(x + Qo (a — ¢) = =Ocdo(x + (ol — ¢) + 4mido(x + ¢)do(x — ¢)
i.S.v.D. Dies impliziert fiir eine lokalthermale Observable 72 (z)
o () = 0 (5.1a)
Op78 () = —7, "% (2) 4 4m375 (z) . (5.1b)
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Lemma 5.1 Seiw ein So—thermischer Zustand und = eine zuldssige Makroobservable. Dann
gilt i.5.v.D.
Ow(E) (z) =0 firxeO.

v

Ist weiterhin =¥ eine zuldssige Makroobservable, so gilt

Ow(EY) (z) = 0.

In diese Klasse fallen beispielsweise zuldssige Funktionen VY=, die zu thermischen Funktionen
(B, 1) — VVE(B, n) gehoren.

Beweis. In den KMS-Zusténden gilt die Identitdt —T' Am 4m3TE = 0 aufgrund der
Beziehung

wy (—TA A 4m3Tﬁ> (x)
= wg (—TA A (z) + 4mire (:1:)) =1 wg(DxTﬁ (2))
= Oywp(T%) (2) =20,

wobei das Gleichheitszeichen =1 aufgrund Formel (5.1b) gilt und das Gleichheitszeichen =2 in
der Translationsinvarianz der KMS-Zusténde begriindet ist. Betrachten wir weiterhin folgende

Gleichungen, nun mit einem Sp—thermischen Zustand w und = € O,

Cw < Z cﬁTﬁ> (x) = 0w < Z CxTE (x))

endlich endlich
=w ( Z ¢, OT" (x)) =w < Z Cr (—7’/\ A (1) + 4mirE (x)))
endlich endlich
=w ( Z Cr (—T)\ A +4m%Tﬁ)> (x)=0.
endlich

Die Einsicht, daf fiir zuléssige Observablen Ow(E) (x) = 0 ist, folgt jetzt aus der Stetigkeit
der Sp—thermischen Zusténde in Verbindung mit der Tatsache, dafi die Menge der zuléssigen
thermischen Funktionen die Vervollstindigung der Menge der aus den lokalthermalen Obser-
vablen hervorgehenden thermischen Funktionen {T%} in der durch w definierten Topologie!
sind. Siehe auch Kapitel 4.

Betrachten wir nun folgende Gleichung, mit einem Sp—thermischen Zustand w und z € O,

Opw ( Z cﬁT”ﬁ> (z) = Oyw ( Z crT R (x)) =w ( Z CkOy TV (x)) =0,

endlich endlich endlich

die aus Formel (5.1a) abgeleitet werden kann. Die zweite Aussage des Lemmas folgt somit
wiederum aus der Stetigkeit der Sp—thermischen Zustéinde und der Eigenschaft der zuléssigen
thermischen Funktionen, in der Vervollstindigung der Menge {T%} in der durch w definierten
Topologie zu liegen. Il

7 _bzw. einer noch feineren Topologie...
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Korollar 5.2 Hieraus ergibt sich unmittelbar, daff der Strom I"((3,pu) in So—thermischen
Zustinden erhalten ist. O

Diese Evolutionsgleichungen sind dieselben wie im masselosen Fall. Auf dieser Ebene hat
sich ein Unterschied beider Theorien also nicht manifestiert. Im Gegenteil, den erhaltenen
Transportgleichungen scheint eine universelle Bedeutung beizukommen.

5.2 Evolution der Phasenraumteilchendichte

Satz 5.3 Sei w ein So—thermischer Zustand und p ein positiver zeitartiger Vektor auf H,
und seien die Phasenraumteilchendichten N; sowie die Hilfsfunktionen V¥ L;,—t zuldssig fiir w.
Dann gilt +.5.v.D. fiir die Phasenraumteilchendichten Ng[ der unterschiedlich geladenen Sorten
von Feldquanten

ﬁ”@,,w(NgE) (x)=0 (5.2a)
Ow(N5) (z) =0 (5.2b)
firx e O.
Beweis: Betrachte die Funktionen (siehe Kapitel 4.3.2)
+ R -3 BT/
Ly (B,p): VT — R, B+ (21) " In (1 —e ﬁpx\/ﬁi“)
Nun gilt V¥ L;,-t (B, ) =p” N; (8, 1) und damit auf Sp—thermischen Zustéinden
v + _ v nTE _ vyt _
P Ow(Ny ) (z) = O,w(p” Ny ) (z) = ,w(VYL5) (z) = 0.
Damit folgt (5.2a). Gleichung (5.2b) ist eine direkte Konsequenz von Lemma (5.1). O

Gleichung (5.2a) zeigt die Giiltigkeit der stoBfreien Bolzmanngleichung in den
So—thermischen Zustéinden mit zuléissigen Groflen Ng[ und V”Lg, die somit iibereinstimmend
auch nach diesem klassischen Kriterium als lokal thermische Zusténde identifiziert werden.

5.3 Rekonstruierbarkeit von lokalen Gleichgewichtsfunktionalen aus der
Phasenraumteilchendichte

In den vorangegangenen Kapiteln waren die Phasenraumteilchendichten Ng: auf
So—thermischen Zustinden untersucht worden, und wir haben gesehen, dafl die Phasenraum-
teilchendichten, Zuldssigkeit von Ngt und V¥ LZ%E vorausgesetzt, den Differentialgleichungen
(5.2a) und (5.2b) geniigen. Eine im weiteren Verlauf dieses Kapitels bewiesene, interessante
und fiir die Konstruktion von Sp—thermischen Zustédnden sehr wichtige Beobachtung
ist, daB} die Phasenraumteilchendichteverteilungen v — w (Ngt) () und das Mafl p mit
w(-)(z) = [dp(B,p,x) wg (-) dieselbe Information iiber einen Sp—thermischen Zustand w
liefern. Sp—thermische Zustinde (bzw. ihre Mafle) kénnen somit aus den Erwartungswerten
von Ngt rekonstruiert, bzw. ansatzweise aus generischen Funktionen Ngt : R* — RHO, die
obigen Differentialgleichungen gehorchen, konstruiert werden.
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Lemma 5.4 Gegeben seien zwei Funktionen N_gt
R x Hf, D O x H 3 (x,p) — N (z) € R,

schwach integrabel in x und p, mit den Eigenschaften (i.5.v.D.)

P’O,Ny (z) =0, ON; (z)=0. (5.3)
Dann wird durch
@ (65 () ¢o (y)) (54)
3_’ I . —_— L - -
— oo (65 (2) 60 (3)) + ;%p e VR (m : y) 4 eV (w : y)
v (o () &5 (y))
-
o (60 (2) 85 (1) + ;%’ N (x;y) e (x;y>

(¢ () do (y)) = ¢ (¢0 (x) ¢ (y)) = 0

dber O i.5.v.D. die Zweipunktfunktion eines quasifreien eichinvarianten Funktionals definiert,
mit den Eigenschaften

1. @ (o6 (z) do (y) — ¢o (y) &5 (x)) =0 (x —y)
2. (Oz +mf) 0 (65 () o (y)) = 0= (0 +mf) ¢ (do (x) ¢ (1))

Beweis: zur Eichinvarianz Betrachten wir die Auswertung des Funktionals ¢

o (6 () 6 () = / d'x / iy (85 () do (1) F (2) g ()

Die Eichoperationen haben die Wirkung ¢ (f)* — v\ [¢ ()] = e o (f)* = ¢ (ei)‘f)*, bzw.
#(9) — [P (9)] =ed(g9) = ¢ (ei’\g), also ergibt sich durch Einsetzen umittelbar

oo (f) 6 (@) = / d / dhy (86 (2) do (1)) P (2) g (1)
— / d' / dhyp (63 (2) do (1) F (2) 9 (1) = ¢ (6 ()" 6 (9)).

Zu den weiteren Punkten

1. Der zweite Summand in (5.4) ist invariant unter ¢§ (z) ¢o (y) — ¢o (y) ¢ (z), er ver-

schwindet also, wenn wir ¢ (¢ (v) ¢f (x)) von ¢ (¢ (z) ¢o (y)) abziehen. Der bei dieser
Subtraktion verbleibende Restterm entspricht dem des Vakuumzustands und erfiillt die

geforderte Relation'®

2. Bs gilt (0p + md) wee (6 () ¢ (y)) = 0. Weiterhin rechnen wir 1.S.v.D. mit dem Rest-

term
Bp [ iien— (T +Y r+y
2 ip(x ip(x—
(Dmﬁ—mo)/?—wﬁ[e ( y)Ng’ <T>—|—@p( y)Np ( 5 >:|
d3_’ —ip(z—y) At w—l—y 2\ _ip(z—y) Ar— (L'—l—y
:/M [(m ) il y)zv;( . )}—F[(Dz—kmo)ep( y)Np< . )]

8 hekanntes Resultat
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Es ist, ebenfalls i.S.v.D.,
(O +mf) e PN (2/2)
- (—ipA) (—ipy) e PP NT (2/2) + 2¢~7" ( ) AN (2/2) + e (T, + m2) N (x/2)

0
= —m2e PNT (2/2) + mie PNF (2/2) + e PO, N (2/2)

~~

0

=0.

Analog der zweite Term. Daraus folgt die Behauptung. Il

Bemerkungen:

1. Im folgenden werden wir noch zeigen, dafl die hier emgesetzten Funktionen N (x) den
Erwartungswerten der Phasenraumteilchendichten N - am Punkt z entsprechen Die For-

derung, dafl Nﬁ nach R0 abbildet, ist somit fiir die Interpretierbarkeit von Nﬁ als
Phasenraumteilchendichte notwendig.

2. Dennoch bemerken wir, daf§ die Bedingungen
P’O,Ny (x) =0, ONF(x)=0

an N NZ nicht nur aus der in Satz (5. 3) gewonnenen Einsicht entspringen, daf§ die Phasen-
raumtellchend1chtenvertellungen N () in Sp—thermischen Zustdnden unter Vorausset-
zung der Zuléssigkeit von N und \Yid L diesen Differentialgleichungen tatséchlich ge-
niigen, sondern sie stellen 1nsbesondere eine hinreichende Bedingung dafiir dar, daf3 die
nach Formel (5.4) konstruierte Zweipunktfunktion die Feldgleichung

(Oz +mp) w (4" (2) ¢ (y) =0
1.S.v.D. erfiillt.

Der Ansatz aus Lemma (5.4) fiihrt zunéchst nur zu einem Funktional itber F — ob es
auch ein Zustand (iiber z.B. einem Gebiet O C R%) ist, hiingt davon ab, ob es zusitzlich die
Positivitdtsbedingung

0< / it / dhy (65 (2) b0 W) T@)f () Vf €S (0)

erfiillt. Auch bleibt selbst im Fall mit Positivitdt a priori noch unklar, ob der entstandene
Zustand Sp—thermisch ist, also ob es einen entsprechenden Vergleichszustand, respektive eine
zugehorige positive Dichte p gibt. Beide Bedingungen miissen bei der Konstruktion im Einzelfall
gekldart werden.

Schlieflich stellt sich die Frage, ob die suggestive Bezeichnung N—;,t gerechtfertigt ist, also das
so konstruierte Funktional ¢ auch —angenommen es handelt sich um einen Sp—thermischen
Zustand, in dem die Observablen Ng: zuldssig sind— unter gegebener Konstruktionsvorschrift

(5.4) die Erwartungswerte ¢ (Nﬁi) (x) = N_g[ (z) der Phasenraumteilchendichte zuriickliefert.
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Lemma 5.5 Sei durch die Konstruktion (5.4) die Zweipunktfunktion eines So—thermischen
Zustands ¢ 1.5.v.D. gegeben, in dem die Observablen Ngt zuldssig sind. Die bei dieser Kon-

struktion eingesetzten Funktionen N_ﬁi entsprechen dann den Erwartungswerten der Phasen-
raumteilchendichten (N;,t) () in diesem Zustand.

Beweis: Fiir Sp—thermische Zustéinde ¢ gibt es ein positives, normiertes Maf p auf V7 x
[—mo, mo] x O, sodaf} gilt

o(63 @000 = [ do (30 ) ofs 65.0) 0 1)
= [ o (5m 52 [o 66 0 0 ) = (65 0) 0 ()

v fan (s u,x;y)%@ 50 (0)).

Der zweite Summand ist gleich weo (¢ () ¢o (v)) . Somit impliziert die obige Gleichung

0 (65 (2) 6o () — woo (65 (2) b0 (1) 1)
= [do (B ) [ 06 )0 ) = e (65 ) 0 )]

8

+ o

und mit der von Identitét (3.1) bekannten Form von

W (65 (2) do (y) — woo (95 (x) G0 (1)) 1)

erhalten wir

@ (65 (@) do (y) — woo (95 (x) G0 (1)) 1)

T4y L, [P ey eP(z—y)
— [ dp (8,0, Y 2m)3 [ &2 n
/ p (ﬁ Hy ) (2m) 2w | W BETINB? 1 BPuVB?

e T +y (2m)~°
= e~z y)/d < " >
/ 2%3‘ AG 2 eﬁﬁ+u\/ﬁ_2 -1

o) (25)

(e +y (2m) "
e [ (5 E50)
AL 2 ) Br-n/B _ 4

o(N5 ) (*3*)

(.

unter Anwendung des Satzes von Fubini, da die Funktionen e¥#(@—¥) eﬂf‘ﬂt“\/ﬁE -1 ' in
den Parametern 3,y und p’ Lebesque-integrabel sind. In dieser Darstellung sind die Funktio-
nen ¢ (Ng:) (%q) eindeutig bestimmt bis auf Abénderungen auf Nullmengen. Damit folgt die
Behauptung. Il

Offenbar ist die Konstruktionsvorschrift in sich schliissig; aus den ggf. zuléssigen Phasen-
raumteilchendichten eines Sp—thermischen Zustands w 183t sich derselbe Zustand w wieder
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zuriickgewinnen. Auch erhalten wir KMS-Zusténde, falls dp als ein von (x + y) unabhingiges
0—MaB in § und p gewihlt, und somit ein reines Planckspektrum als Phasenraumteilchendichte
verwandt wird.

Zusammenfassung Es ist iiber die Konstruktionsvorschrift (5.4) moglich, aus gegebenen be-
liebigen Funktionen Ng[, die den Bedingungen (5.3) geniigen, Funktionale zu konstruieren, die
—wenn sie der Positivitidtsbedingung gehorchen— Zweipunktfunktionen eines Zustands auf der
lokalen Feldalgebra F (O) sind. Diese Zweipunktfunktionen definieren iiber die bekannte Rela-
tion (2.7) quasifreie Zustédnde auf F (O), die, wenn sie Sp—thermisch sind, die ggf. zuléssigen
Groflen Ng[ als Phasenraumteilchendichten

¢ (NF) () = NZ (2)

besitzen.

5.4 Gebiete lokalen Gleichgewichts

Wer iiber vier Dinge nachgriibelt,
der wire besser nie geboren:

was oben, was unten,

was vorher und was nachher ist.

(Talmud, Chagigah 2.1)

Nichttriviale!® Sp—thermische Zustinde des massiven Felds kénnen nicht auf dem ganzen
R* definiert sein. Préziser formuliert, kann ein Gebiet O nichttrivialen lokalen Gleichgewichts
noch nicht einmal Kegel K, y = {z, 2 € R4, 72 < \ad, 20 >0NeRT}, bzw. K_, ={z, z €
RY, 72 < )\x%, o < 0 X € RT} enthalten, also auch keine Vorwérts- bzw. Riickwértslichtkegel.
Hier zeigt sich ein erster wesentlicher Unterschied zwischen der masselosen bosonischen und
der massiven bosonischen Theorie. Der Verdacht, dafl die Gebiete O in der massiven Theorie
sdmtlich in kompakten Mengen enthalten sind, konnte allerdings nicht bestétigt werden — es
ist ein Gegenbeispiel vorhanden, das im Kapitel 6 konstruiert wird.

Seien im folgenden die Phasenraumteilchendichten Ng[ als zuldssig angenommen. Dariiber-
hinaus ist es sinnvoll, statt eines Sp—thermischen Zustands w den ihm entsprechenden regu-
larisierten Zustand wy = [dy wo ay, mit f € C° und [d*y f (y) = 1 zu betrachten. Da C
eine konvexe Menge ist, handelt es sich ebenfalls um einen Sp, —thermischen Zustand auf einer
—entsprechend f— etwas verkleinerten Menge Of C O,,. Nach Voraussetzung in Lemma (5.4)
ist w (Ngt) (x) eine Distribution und somit wy (Ngt) (x) eine C*°—Funktion in x € Oy.

Lemma 5.6 Sei p = (p,0,0). Dann ist N}tp (w0, 1, T2, 73) = wf (Ng:) (x) nur von vrg — x1,
x2 und x3 abhdngig, wobei v = p/wp.

Beweis. Die ist eine unmittelbare Folge der Boltzmanngleichung (5.2a). U

Y Triviale So—thermische Zustéinde sind solche, die global im Gleichgewicht sind, also KMS-Zustéinde und
deren Gemische.
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Lemma 5.7 Sei p = (p,0,0). Dann ist N]itp eine harmonische Funktion i.5.v.D. in den Va-
riablen 11 = x1/V1 — 02, yo = x9, Y3 = x3.

Beweis. Aus der Boltzmanngleichung (5.2a) folgt 83]\7}"[]5 (x) = 172812]\7}% (x) . Somit impli-
ziert die Wellengleichung (5.2b)

ONE (2) =0 (8 — 0% — 83 — 83) N7, (x) =0

= | (¥ =1)8} -8 - 33 | N7 (z) =0,
N——

f7p
#0
wobei v? < 1 eine Eigenschaft des massiven Feldes ist. Hieraus folgt das Lemma. Il

Zusammengenommen ergibt sich, dafl die auf dem Gebiet O; C R* definierten

Funktionen N fi’p gewissen Funktionen nip entsprechen, die auf der Menge {7 € R3,

7= (va:o — V1 - v2,y2,y3) = (vwg — x1,22,23), * € Oy} definiert sind. Diese haben die
Eigenschaften i.S.v.D.

w5 (v0 — V1= 02 2,35) = N, (20, 9) (5.5)

und L
Agn?’p (va:o —y1vV1— 02 ys, y3> =0. (5.6)

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse folgern wir den Satz

Satz 5.8 Ein Gebiet O, auf dem ein nichitrivialer lokaler Gleichgewichtszustand w
So,, —thermisch ist, kann keinen Kegel K \ oder K_ \ enthalten.
Beweis. Wir fiihren die Annahme, daf} ein solcher Kegel enthalten ist, zum Widerspruch.

Betrachten wir die C*°—Funktionen = +— N}tﬁ (x) = wy (Nﬁi) () auf dem Gebiet Oy.
Wiéhlen wir 7 = (0,0,0), und betrachten wir die zu dieser Geschwindigkeit gehérige Phasen-

raumteilchendichte Ny (generisch fiir N +( o9) bzw. N ) und die entsprechende Funktion

£,(mo,0)

)

ng.
Gemi8 (5.5) und (5.6) gilt fir x € Oy

r+—— Ty (—x1,T2,23) und  Agng (—x1, 22, x3) = Azng (1, 22, 23) = 0.

Insbesondere fehlt jede zo—Abhiingigkeit. Da es fiir jedes ¥ € R? ein zq gibt, soda (zg, )
in K, ) bzw. in K_ ) enthalten ist, folgern wir, dafl g eine auf dem gesamten R3 definierte
Funktion ist.

Die Funktion g ist also eine auf dem ganzen R? definierte harmonische Funktion. Das
Liouville-Theorem fiir harmonische Funktionen sagt aus, daf eine harmonische Funktion R3 >
7+ Tg (%) € R, die (nach unten) beschriinkt ist, eine auf ganz R3 konstante Funktion ist,
sieche hierzu [FLO03]. Dies ist der triviale Fall, bei dem der Sp—thermische Zustand w einem
KMS-Zustand bzw. einem Gemisch entspricht. Diesen wollen wir nicht betrachten.

Also sei ig nach unten nicht beschriinkt und wir finden einen Vektor ¢/~ € R? mit g (§7~) <
0. Wie schon oben diskutiert wurde, ist es moglich, zu 3~ einen Wert xy zu finden, sodafl
(z0,5~) € Of. An diesem Punkt (x9, %) ist also auch Ny definiert und es gilt No (20,5~ ) < 0.
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Dies ist mit der Interpretation dieser Grofe als Phasenraumteilchendichte nicht vereinbar.
Auflerdem impliziert es auch, daf§ die Dichte p (53, u, x) negative Werte annimmt, wir wir an
der Darstellung

-3
Nz @)= [ o (.p0) 2

eﬁﬁiu\/ﬁ -1
—_——
>0

bemerken. Dies ist ein noch eklatanterer Widerspruch zu den Grundannahmen der Theorie, da
er von der Interpretation der Observablen /N unabhingig ist. Somit ist der Satz bewiesen. [

Abschliefend noch ein kleiner Satz zum Verlauf der Phasenraumteilchendichten in
Sp—thermischen Zustianden.

Satz 5.9 Die Phasenraumteilchendichte in einem Sp—thermischen Zustand nimmt auf dem
Inneren von O keine Extrema an.

Beweis. Betrachten wir die Phasenraumteilchendichte in regularisierten Zusténden wy (sie-
he Kapitel 5.4)

N}%ﬁ () = wy (Ngt) (2)

Wir konnen fiir jedes offene Gebiet O C O ein f finden, sodal w; Sor—thermisch ist, da
der Tréger von f beliebig klein gewdhlt werden kann. Es handelt sich bei den Funktionen
N fip um C* (O0') —Funktionen, und da sie dariiberhinaus gemé#fi Lemma (5.7) harmonische
Funktionen in den Raumrichtungen sind, nehmen sie ihre Extrema auf den Randpunkten der
Zusammenhangskomponenten von O an.

Hat nun w (Nlét) () ein Extremum im Inneren von O, so ist es moglich, Funktionen f fiir
die Regularisierung von w zu finden, sodal a) @' C O und b) soda$ N}%ﬁ ein Extremum im

Inneren von O C O besitzt, wie eine einfache Uberlegung ergibt. Da wir diese Moglichkeit
ausgeschlossen hatten, kann w (Ngc) () kein Extremum im Inneren von O haben. O
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6 Konstruktion von Beispielen nichttrivialer lokaler Gleichge-
wichtszustinde

Ab nun werden alle Energien und inverse Lingen in Einheiten der Masse mg gemessen. Somit
gilt natiirlich auch mg = 1.

Bevor nichttriviale lokale Gleichgewichtszustéinde konstruiert werden, ist es sinnvoll, noch
eine allgemeine Betrachtung anzustellen.

6.1 Zur Frage, ob iiber F nichttriviale Sp—thermische Zustinde mit
scharfer Temperatur und scharfem chemischen Potential existieren (No
Go—Theorem)

Im masselosen Fall existieren Sp—thermische Zusténde, die nicht identisch mit KMS-Zustéinden
sind, denen aber trotzdem an jedem Raumzeitpunkt ihres Definitionsbereichs eine eindeutige
Temperatur zugeordnet werden kann. Fiir das massive Feld gibt es solche Zustédnde nicht,
wie der folgende Satz (6.2) zeigt. Es kann somit nur noch eine Wahrscheinlichkeit angegeben
werden, einen Wert des Temperaturvektors zu messen.

Lemma 6.1 Seip = (:I: m2 —HﬁQ,ﬁ) , mg > 0. Dann gilt
(Vﬁe RS : p,py A = o) o (AM - —AM) .

Beweis: Es nehmen im folgenden griechische Indizes Werte von 0 bis 3 an und lateinische
nur Werte von 1 bis 3.

Es ist, mit Einsteinscher Summenkonvention, 0 = ﬁuﬁ)\A’”‘ = PRAY + pp A* +
DoP; (AOi + Aio) . Durch den Ubergang p — —p ergibt sich Vp; : p; (AOi + Aio) = 0 und somit
A% = — A0 Setzt man = 0, so erhilt man A% = 0 und damit p;p,A* = 0. Setzt man fiir
feste i, k die Werte p; = Py, = 1 und alle anderen gleich Null, so erhiilt man A% = —A*, O

Satz 6.2 Wie stets gelte a priori die einschrinkende Bedingung |p| < mg. Dann gilt:
So—thermische Zustinde des quasifreien massiven bosonischen Felds mit chemischem
Potential, die in jedem Punkt des offenen Gebietes O scharfe Temperatur und scharfes
chemisches Potential haben, wobei Temperatur und chemisches Potential stetige reelle
Funktionen des Ortes sind, haben rdumlich konstante Temperatur und rdumlich konstantes
chemisches Potential in diesem Gebiet.

Beweis. Die generische Zweipunktfunktion eines Sp—thermischen Zustands mit rdumlich
scharfer Temperatur und scharfem chemischen Potential besitzt, im Sinne von Distributionen,
die Darstellung

WO (¢ (z = (2m)"* [ d'pe 2 —m? c .
K0 @ o) = @) [ dloe (o) 8 (= m) — R

Ein Wort zu den Voraussetzungen. Es stellt sich zuniichst die Frage, ob die Stetigkeit
von ((-) und p(-) auf O und die einschréinkende Bedingung |u| < mg gut genug gewiihlt sind,
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damit durch (6.1) ein Funktional auf F (O) definiert wird. Auf die Positivitéit und Stetigkeit
dieses Funktionals, die Voraussetzung ist, damit (6.1) sogar einen Zustand definiert, wird in die-
sem ersten Abschnitt nicht mehr eingegangen —sie sind fiir die néchsten Schritte entbehrlich—,
die Linearitédt ist unmittelbar klar.

Wir wollen zunéchst die Frage nach der Wohldefiniertheit der Voraussetzungen noch pri-
zisieren. Durch eine Umbenennung der Variablen v = %54, w = %71 erhalten wir

e (po) & (v* —m§)
1 — e Blw)p+u(w)\/B?(w)

e P =t (w,v).

A @) 6 (w=0) = 20 [ d'p
Sehen wir uns die folgende Auswertung der Distribution ¢ an.
T uc)[f, 9]
B(-)
= )™ [atpetu)at? i) | [atu [[ato (1= e MDY i ) g )
~1 ~
= (2m) 7" /d4p€(po)5(p2 —mp) [/ d*w (1 — el g(w)] f (@)

Die Frage, ob mit T ) €ein Zustand der Feldalgebra definiert werden kann, reduziert sich also

darauf, ob die Funktion m,
1
Hyyy 5 p— mg(p) = / dho (1 - e BOrVET) g )

mit generischem g € C3° (O, C), stetigen Funktionen ((-) und p(-) und der einschréinkenden
Bedingung |¢| < mg ein Multiplikator des MaBes d*pe (po) 6 (p* — m§) ist.

Zunéchst ist zu bemerken, dafl der Tréiger von g in einer kompakten Menge IC C O enthalten
ist. Weiterhin ist fiir alle w € K die Auswertung 3 (w) € V' und auf dem Triiger des Mafles
d*pe (po) § (p* — md) ist auch p € H,}, C V. Daher gilt die Ungleichung

(8 (w)p)* > B(w)?*p* = B (w)* m§ > 0.

Da 1 (+) eine auf dem ganzen offenen Gebiet O definierte, stetige Funktion ist, haben wir auf
dem Kompaktum / C O eine Abschiitzung |u (w)| < kg < mo mit einer Konstanten kg > 0.
Nimmt man obige Ungleichung hinzu, folgt

=B (w)p+p (w) VI ()| > /T W) | (w) = mo| = |g —mo| >0

fiir alle p € H,,, und alle w € K. Also ist die Funktion
-1
HE %< K3 (pw) — L (p,w) = (1 _ e—ﬁ(w)p+u(w)\/ﬁ2(w)>

beschrénkt. Hieraus folgern wir, daf§ my eine C*° (]R4, (C) —Funktion ist und ebenfalls beschrinkt
als Funktion von p.

Daraus folgt schon, da8 m ein Multiplikator von d*pe (pg) § (p — mo) ist und damit, dafl
das Funktional T' ., tatséichlich problemlos in der oben gegebenen Form (6.1) auf C5° (O, (C)

B()
C§° (O, C) definiert werden kann.
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Aus der Beschriinktheit von [ als Funktion iiber w € O kénnen wir weiterhin folgern, dafl
einerseits C3° (0) 3 f +—— my (p) ein stetiges Funktional und andererseits H, > p — my (p)
eine stetige Funktion ist. Aus letzterem folgt wiederum, dafl

G (0)3 fr— Ty (£ = )" [ dipelon)olv? = mdmy () F ()
ein stetiges Funktional darstellt. Insgesamt ist also C§° (O,C) x C°(O0,C) > (f,g9) —

T .y [f, 9] ein stetiges Funktional. Da C§° (O, C) x Cg° (O, C) dicht liegt in C° (O x O,C),
“B()

iibertrigt sich die Aussage zur Wohldefiniertheit der Voraussetzungen (und auch die zur
Stetigkeit) auf die Distribution

G (0.0) % CF (0.0) 3 (1.9) — Ty 1) = [ a'a [ 'yf (@) g i) (0" @) o),

und somit auf die oben definierte Zweipunktfunktion.

Beweis des Satzes. Die Zweipunktfunktion eines Zustandes iiber F (O) muf} als Konse-
quenz der Feldgleichung die Gleichung

(Oe +mf) w(¢* (2) ¢ (y) =0
i.5.v.D. erfiillen, und so auch wggi Skalieren wir der Einfachheit der Notation halber um:

x — 2x, y — 2y. Es ist moglich, die singulére Distribution wg8 (¢* (z) ¢ (y)) aufzuspalten

W (0" (2) 6 (1)) = whl) (6" (1) 6 (1)) — weo (6" (2) & (1)) +woo (8" () & (1),

g

t(z,y)

s(z,y)

wobei s (-, --), gegeben durch
sla,g) = (2m)"" [ d0 () 6 (17 — ) e o),

unabhiingig von 3 und p ist und die Klein-Gordon-Gleichung 16st?’. Es bleibt daher, den Rest
t (-, ) zu untersuchen, der die Klein-Gordon-Gleichung nun separat erfiillen muf. Betrachte
den Ausdruck

= W) (67 (2) 6 (1) — woo (67 (2) 6 (9)) = Wit (8" (2) 6 (1) — woo (6" (2) 6 (4) 1)
- d3ﬁ —ip(x— 1 1p(x— 1
=(m™ / 2wy {e ey Bty — 1 © ey 1 — eBlaty)ptv(ty) } ’

mit v (z +y) = p(z+y) /5% (x + y). Dieser Term hat die Eigenschaft, eine regulire Distribu-
tion zu definieren, weil die Integralausdriicke

3~ 3=
D —ip(e—y) 1 und @D ipa—y) 1
2wy eBz+y)p—v(z+y) _ 1 2wy 1 — eBlzty)ptv(z+y)

20hekanntes Resultat
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existieren und somit ¢ einer in & und y auf ganz O stetigen Funktion entspricht.

Wir betrachten nun die Differentialgleichung i.S.v.D.
(O +mf) v(z,y) = 0.

Sie impliziert

&P [ —ina—) 25, 5 1
0= / 2wy {6 (D”” —i2p\9 ) Blaty)p—vaty) —

L 1
_ ip(z—y) ‘9= A\
eP(@—y (Dx + 2P0 ) APty }

L . RS 1 i = A 1
_ /2_% {e (Dw — 25,0 ) p o (Dw + 2520 ) — }

Integration mit einer Testfunktion f € C5° (O) gibt

d*p —ipv = 1pv = Il
0= [ SZ{eT Py () = 7 Fy- ()} = F ()
Wy
mit )
N\ 4 ‘= A\
Frae () = [ o (Ot 20) £ w).

Wie bei den Betrachtungen zur Funktion m, im Abschnitt, der sich mit den Voraussetzungen
des Satzes befaBt, erkennen wir: die Funktionen R?® > p — Fy¢ 1 (p) sind integrabel und
beschrinkt. Somit ist F eine analytische Funktion, die auf O identisch mit der Nullfunktion ist.
Diese ist fortsetzbar auf R* und wegen der Eindeutigkeit der Funktionen F + in der Darstellung
der (Fortsetzung der) Funktion F' = 0 bis auf Nullmengen bekommen wir Fy, = 0. Da dies
fiir jede Testfunktion f auf O gelten muf}, erhalten wir die Gleichungen i.S.v. Distributionen
iiber C5° (O)

1

— — 95, A
0= ([l i2p)0 ) v 1 (6.2a)
1
— 195 AN
0= (D +i2p)0 ) gt (6.2b)

die simultan und fiir alle p" gelten miissen. Hierbei miissen offenbar Real- und Imaginérteil
beider Gleichungen separat verschwinden. Nullsetzen des Imaginirteils von (6.2a) ergibt

0=2i (eﬁﬁ—" - 1) s {85 — v}

Man beachte, daf 2i (e?P~" — 1) - # 0, sodafl

pox{ps—v} =0 (6.3)
sein muf. Im Imaginérteil von (6.2b) ist das Vorzeichen von v umgekehrt, also
poa{pB+v}=0. (6.4)

Durch Subtraktion von (6.3) und (6.4) ergibt sich p*dyv = 0 fiir alle 5’ € R3 und daraus

Oy =0 (6.5)
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Eine Anwendung des Lemmas (6.1) auf die Gleichung (6.3) in Verbindung mit Gleichung (6.5)
ergibt, dafl 053, ein antisymmetrischer Tensor ist. Es gilt i.S.v.D.

auBVﬂA = _auaAﬁu = _aAauﬂz/ = a)\auﬁp = auaAﬁu = _auauﬂk = _auauﬁA

Also ist i.8.v.D. 0,0,8\ = 0, und folglich hat die stetige Funktion £, die Form (3, (w) =
Az/)\wA + /811,07 mit Ay, = —A,x.

Eine Betrachtung des Realteils von (6.2a) ergibt

(3p€ﬁp—v) (3peﬁﬁ—v)

0=2 T — 9,0rePPY
OB @O ) (5,005, + (9,50%) (0000))

Daraus leiten wir
0= (1+e77) (9,80*) (9°6:0*) + (1= 7) (9,075,
ab. Da, wie oben gezeigt, apaﬂmaA =0 und (1 + eﬁﬁ_”) = 0, folgt
0= (9,0:8") (070"
Setzen wir die allgemeine Form S, (w) = A, yw* + B, ein, liefert dies

2 2
0= (Aorp" + Ao2p® + Aosp®)” — (Arowy + A12p® + A13p°)
— (Agowy + A21p" + A33P3)2 — (Asowy + Az1p" + A32p2)2

Im Fall ﬁ =0 ergibt sich 0 = m% [(A10)2 + (A20)2 + (A30)2:| = AlO = A20 = Ago = 0. Auf

analoge Weise kann man nun zeigen, daf§ alle A,y = 0 und erhalt

8 = const.

Wir betrachten nun dyv = 0 & 0, (,U,\/ﬂ2) =0 = 0O\ (u) = 0. Aus Sétzen der Theorie

der Differentialgleichungen?' kann man ableiten, da8 falls u eine schwache, stetige Losung der
Differentialgleichung dyu = 0 auf O C R* ist, die ebenfalls stetige Funktion

O 3 wr— (O\u) (w)
tatséchlich existiert und iiberall auf O den Wert Null annimmt. Somit ist auch
u = const.

KMS-Zusténde (also solche mit konstantem [, ;1) sind globale Gleichgewichtszusténde und
daher insbesondere Sp—thermisch fiir jedes O C R%. O

Wie schon in Kapitel 2.2 gezeigt wurde, gibt es einen grundlegenden Unterschied zwischen
den Gleichgewichtszustinden des masselosen und des massereichen bosonischen Feldes: Die

?12.B. [Hoe83.i], S. 59, Thm 3.1.7
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Gleichgewichtszustidnde des massiven bosonischen Feldes besitzen —im Gegensatz zu denen des
masselosen— zusétzlich zur Temperatur einen weiteren Parameter, das chemische Potential. Das
obige Lemma zeigt nun, daf} es mit der prinzipiellen Unschirfe der Parameter in nichttrivialen
Sp—thermischen Zustéinden des massiven Feldes einen weiteren fundamentalen Unterschied
beider Theorien gibt.

Bemerkenswert ist, dafl der mit Einfiihrung der Masse gewonnene Freiheitsgrad p die Un-
schéirfe der Temperatur in dieser massiven Theorie nicht kompensieren kann. Das lifit u.a.
erkennen, daf} eine mogliche Einschrinkung auf Zustinde mit p = 0 bei der Suche nach Bei-
spielen nichttrivialer lokaler Gleichgewichtszustinde von nicht allzu grofler Tragweite wiire.

6.2 Die Mengen .7-";(+) und .7-";(+) lokaler Zustinde

Nachdem nun klar ist, daf$ es keine nichttrivialen So—thermischen Zustinde der Art

e (po) & (p* — mp) o)
1 — e Blaty)ptu(z+y)\/B*(z+y)

A @ow) = @n [d

mit geeigneten stetigen Funktionen ((-) und p(-) geben kann, und somit die Suche nach ei-
nem dem HotBang-Zustand verwandten Zustand im Fall des massiven bosonischen Feldes von
vornherein zum Scheitern verurteilt ist, besinnen wir uns in diesem Kapitel auf die in Kapitel
5.3, Lemma (5.4) vorbereitete Methode zuriick.

Fiir die ersten Schritte bei der Konstruktion der lokalen Gleichgewichtszustéinde kénnen
wir zunéchst den Spezialfall p = 0 (N];' =N; = E) annehmen und bekommen fiir lokale
Gleichgewichtsfunktionale

30 x
(65 (1) 00 1) = e (05 (@) n () + [ 7 (22

- )eosm —y,  (66)

wobei selbstversténdlich auch die generische, auf einem Gebiet O definierte Funktion Fﬁ den
Differentialgleichungen p*9, Np (x) = 0 und ONjp (z) = 0 gehorchen muf.

Ein Reservoir lokaler Zusténde der Form (6.6) bilden die Mengen ]:;;H') und ]:g(-S-) nichtsta-
tionéirer bzw. stationidrer lokaler Zustinde, die wir im folgenden charakterisieren wollen. Daf
in diesen Mengen auch Sp—thermische Zustéinde enthalten sind, wird sich bei weitergehenden
Untersuchungen herausstellen.

Lemma 6.3 Sei f € C° (]R4, (C) . Die Fouriertransformierte f von f besitzt auf der Massen-
schale die Darstellung, mit p> = mg, po > 0,

F (£p) = Fwpta (£5) + b (£7) ,
wobei fir die Fourier(rick)transformierten a und b von a und b gilt
a,b € C° (R*,C).

Der Triger von a und b in R3 ist dabei nicht ausgedehnter als der Basisradius des kleinsten
Doppelkegels, der den Trdager von f enthdlt.
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Beweis. [ 148t sich auf der Massenschale aufspalten

; 1wﬁ{f(wﬁ’ﬁ) _f(_wﬁ’ﬁ)}'

—) 1 r D f D
F (s ) = 5{7 (@) + 7 (~wpB) } +5 “p

b7 -

Des weiteren ist die Riicktransformierte
[F] @ =@n 2 [ @5 n [y e e,
und damit ergibt sich aus den Definitionen

f (W 9) = F (~wp D) ;

a(p) = und  b(p) = f (wp, D) + f (—wp, D),

Wi
daf}
0 (@) = [f(w.,-) ;ff(_”’ )] .
= 43 (271')—7/2/d4yf (y) / %p;e—iﬁ(f—ﬁ) [e—iwﬁ“yo _ e—|—iwﬁvy0]
P
und

3> _ .
:4(277)_7/2/d4yf (y)/ge—zp(m—y) [6—zwﬁvy0 +6+zwﬁ«y0] '

Es handelt sich beim Ausdruck

3 -
(271')_3 / ;l_pe—iﬁ(f—g') [e—iwﬁyo _ e+iwﬁyo]
Wi

um den Kommutator
oly—z) = (2#)_3/d4p5 (po) 6 (p2 — m%) e~ iP(@=Y)

eingeschriankt auf die Hyperfliche xg = 0 und bei

3 =
/ % ¢~ PET) [ 4 Hiwo]

um die Ableitung i.S.v.D. (0yo) (y — x) auf der Hyperfliche zg = 0. Der Kommutator und seine

Ableitungen haben Triger in V+ UV —. Sei D C R* ein Doppelkegel, der den Triiger von f
einschlieffit und dabei den kleinstmoglichen Basisradius R hat. Dann ist der Tréger von

d @)= [ Ay @)=y b V@) = [ a7 6) @) @)
in (W U F) + Dpg enthalten. Man bemerkt, daf die Triiger von a und b in

((WUF) +DR) ﬁ{:z: €R4; o :O}

liegen und somit ebenfalls in einem kompakten Gebiet enthalten sind, das nicht grofler ist als
ein Doppelkegel mit Basisradius R. O
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Im folgenden verwendete Bezeichnungen

1. Sei im folgenden fiir zwei Funktionen R3 3 5+ a(p),b(p) € C, a,b e S (R3,C) das
Skalarprodukt (a | b) definiert als

3—»
<a\b>ﬁ/d—a<%m

2. Es bezeichnen die Funktionen R? 3 '+ ay (p),bs (p) € R die gemiB Lemma (6.3) zur
generischen Funktion f € Cg° (R4, (C) gehorigen Komponenten in der Darstellung

R® > pr— f(£p) = +wyis (£5) + by (£P)
der Fouriertransformierten f von f in der Einschrinkung auf die Massenschale.

3. Sei nun und im folgenden |c) ein beliebiger Zustand, C§° im Ortsraum mit einem Triger,
der in P? = {Z € R3, 23 < R?} bzw. Q2 = {Z € R3, 2% + 23 < R?} enthalten ist, je
*(+)

nachdem, ob wir Zustidnde aus f;t(ﬂ oder F5"’ betrachten wollen. (Die Bedeutung von
P3 und Q32 wird spiter klar.) Der Zustand |c) steht symbolisch fiir die bei der Zerlegung
von f auftretenden generischen Zusténde |ay) bzw. |by) .

Das im folgenden bei der Konstruktion von lokalen Zustinden angewandte Positivitdtskri-
terium ist eine Idee von Buchholz [BuPM].

6.2.1 Die Menge ]:;I(H nichtstationérer lokaler Zusténde

Satz 6.4 Seien R3 > p+—— A(p), B(p) € R zwei schwach integrable, kugelsymmetm’sche
Funktionen. Weiterhin gebe es fir alle f € C§°(0,C), O C Pr = {z € R*, af + 21 < R?}
eine Funktion R3 3> § — Zy (p) € R, die idiberall ungleich Null und Fouriertransformierte

einer Funktion Z mit supp (Z) C P3 ist, sodafs die Ungleichungen

[(ag| Aw? |ag)| > r){asl Z; 2B2w4+Zf]af> (6.7a)
[{bs| Albs)] = ( )(bf\Z ‘B’ + ZF |by) (6.7b)

gelten. Dann wird durch
* - * d3ﬁ_ —
0 (65 (2) 60 () = e (6 (2) 0 () + | LRG0+ ) cosp(o =),
P

wobei L
Np (x) = A () + B (P) (wpr1 — p10) ,
die Zweipunktfunktion eines Zustands iber F (O) definiert.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zundchst ist zu kldren, ob Nj (-) den Auflagen
des Lemmas (5.4) geniigt. Darauf aufbauend bleibt nur noch die Positivitit von ¢ zu zeigen.

Die Auflagen des Lemmas (5.4). Zu zeigen ist: Die durch (x,p) — Nj (-) definierte
Funktion ist schwach integrabel in = und pund geniigt den Differentialgleichungen p” 8,,@ (x) =
0 und ONj (z) = 0.
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Die Funktion Fﬁ ist in = auf ganz R* stetig, und daher in dieser Variable auch schwach
integrabel. Uber ' sind die Funktionen A und B schwach integrabel nach Voraussetzung, daher
ist Fﬁ iiber p'schwach integrabel. Die angegebenen Differentialgleichungen werden erfiillt, denn
als lineare Funktion in x 16st Fp die Wellengleichung

ON; () =0
und eine kurze Rechnung ergibt, daf§ ebenfalls
"0y N5 (z) = B (p) (w5 (=p1) + prwp) =0
gilt.

Die Positivitdt Zu zeigen ist

0< / i / dhyp (65 () do (1) F@f () VF € C°(0,C).

Der Vakuumteil des Funktionals ¢, also wee (¢ () ¢o (y)) , ist als positiv bekannt. Ein Einsetzen

des Rests [ %ﬁp (x4 y)cosp(x —y) ergibt

[ [y / Ny (2 + y)cosp (z — ) @/ (1) (6.9)
- / iz / d'y / %A(ﬁﬁg e~ Py +e"ﬁ("”‘y’}mf (v)
+ /d4x/d4y/%73 (P) % {e_ip(x_y) + €ip(m_y)} (p1 (w0 + yo) —wy (z1 +31)) f (@) f () -

Es gilt weiterhin

/cl‘lac.sjﬁp’c (xopj — :ijﬁ) f(x)

.0 ipe 0 _  Foo o s
= izwﬁ@ / dwe™P f (z) = iwﬁa— F(£0) = Fwpdi f (D) = FM; f (+D),

wobei M;, j =1,2,3, der Generator der Boosts in die j—Richtung ist.
Unter Benutzung des invarianten Skalarprodukts (f | g) = [ % f(P)g(p), beziiglich dessen
- p
M hermitesch ist, und mit der Schreibweise fi = f (£p) schreiben wir (6.8) —unter der schon

in der Voraussetzung des Lemmas gemachten Annahme von kugelsymmetrischen Funktionen
A und B— als

(f+] Afs) + (f+] BMify) + (Mify| Bfy) (6.9)
+ ([~ Af-) = (f-| BM1f-) = (Myf-| Bf-)
(bis auf Faktoren 1/2). In Lemma (6.3) wurden fiir f in der Einschréinkung auf die Massenschale
die Identitéiten
J (0) = Hwpis (£5) + by (+7)
gezeigt. An selber Stelle konnte bewiesen werden, dafl a und b einen Triger besitzen, der nicht

ausgedehnter ist als die Basis des kleinsten Doppelkegels, der den Triger von f einschlief3t, und
daher in P} enthalten ist. Daher schreiben wir (6.8) schlielich als

(af| Aw® |ag) + (ag|w® BMy + MiBw? |ag) + [(bs| Albg) + (bg| BMy + MiBbs)] . (6.10)
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Hierbei ging ein, daB M; bei Spiegelung sein Vorzeichen dndert. Die Positivitétsbedingungen
fiir @ und b entkoppeln also und kénnen somit separat betrachtet werden.
Zunéchst bemerken wir, daff A = A* > 0. Nehmen wir nun eine Betrachtung des Terms

<C’ MY +Y M, ’C>

vor. Hierbei sei Y = Y* und aufierdem |c) ein Zustand, soda$f im Ortsraum c € C5° (P3). Sei
weiterhin wie in den Voraussetzungen des Satzes Z eine reelle Funktion des Impulsoperators,
die Fouriertransformierte einer Funktion Z ist, und sei der Tréiger von Z in P3 enthalten, sowie
Vp': Z (p) # 0. Da eine Multiplikation im Impulsraum einer Faltung im Ortsraum entspricht,

c(p) — Z (p)c(p) ist dquivalent zu é (&) — (2#)_3/2 (Z * 6) (%), bedeutet dies also, dafl
die Multiplikation von ¢ mit Z die Lokalisierung von |c) im Ortsraum, in x;—Richtung nicht

wesentlich verschlechtert, ndmlich maximal um den Betrag r.
Wir erhalten die Gleichungen

(el YZT'ZMy + My ZZ7YY |c)|

= (Y27 Zwiy + 210227V |0)| 270 (e Y 27w Ziy + 81 ZwZ Y ||

= [l YZ'w[Z,&1] + [#1, Z|wZ Y |c) + (c| Y Z 7 \witr Z + ZidrwZ 'Y |c)]
Nun ist Z als Fouriertransformierte einer Co—Funktion differenzierbar (sogar analytisch), und

daher ist
(Z,21] = —i0 (Z)

und somit ist [Z, 1] insbesondere wieder eine Funktion des Impulsoperators. Wir erhalten
(|YZ w([Z, 1] + [#1, Z)wZ Y |e) = (| Y Z 7 w ([Z,#1) + [21, Z]) |¢) = 0.

Also
(| YZ7 Zwiy + 31w ZZ 7Y |e)| = (| Y Z 7 wir Z + Za1wZ 'Y |c)|

Eine weitere Uberlegung zeigt, dafl

1
(| YZ'\wirZ + Z21wZ 7Y |e)| < (| NwZ Y22 + Fchiz lc)
~ 1
<A (| 272V %2 |e) + 1 (B+ 2 (c| Z%|c)

mit beliebigem A > 0. Sei nun A = /R + 7, so erhalten wir die Abschitzung
| Y My + MY |e)| < (R+7) (c| Z72Y%w? + Z2|c).
Dem entspricht, im speziellen Kontext des Satzes mit Y = Bw bzw. Y = B,
|(ag|w?BMy + MyBw? |ag)| < (R+7) (af| Z7*B*w* + Z%|ay)

bzw.
[(bg| BMy + My B|bg)| < (R+7) (bs| Z72B*w? 4+ Z2 |by) .

Die Anwendung der Voraussetzung (6.7) auf die eben erhaltenen Ungleichungen zeigt
nun unmittelbar die fiir die Positivitédt der beiden entkoppelten Teile in Ausdruck (6.9)
hinreichende Majorisierung der Terme |{af|w?BM; + MiBw?|af)| durch (af| Aw? |ag) bzw.
‘(bf’ BM, + M B ‘bfﬂ durch (bf’ A ’bf> auf.

Damit ist der Satz bewiesen. O
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Definition 6.5 Die Menge der Zustinde, die den Voraussetzungen des Satzes (6.4) geniigen,
: *(+)
heifle Fo ™.

Bemerkung: Die Abhingigkeit der Phasenraumteilchendichte Nj(z) = A(p) +
B (p) (wﬁ:gl — plxo) von der Zeit g impliziert, dal diese Zustinde nicht stationér sind.

6.2.2 Die Menge ]:é(+) stationérer lokaler Zustinde

Satz 6.6 Seien R3 > p—— A(p), B(p) € R zwei schwach integrable, kugelsymmetrische
Funktionen. Weiterhin gebe es fir alle f € C°(O,C), O C Qp = {z € R*, 2} + 2} < R?}
eine Funktion R? 3 p—s Z¢ (p) € R, die diberall ungleich Null und Fouriertransformierte einer

Funktion Z mit supp (Z) C Q3 ist, sodaf die Ungleichungen

(| Aw? lag)| > V2 (R +7) (ag] Z; 2P B + Z3|ay) (6.11a)
_ -~
[(brl Albp)l > V2 (R+7) (bg| Z; 2B + Z3|by) (6.11b)

gelten. Dann wird durch
* . * d3ﬁ_ —
v (95 () b0 (y)) = woo (65 () b0 (y)) + | ——Np (z +y)cosp(z —y),
P
wobei
N5 (z) = A(p) + B (P) (x1p2 — x2p1) ,
die Zweipunktfunktion eines Zustands tiber F (O) definiert.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zundchst ist zu kldren, ob Nj (-) den Auflagen
des Lemmas (5.4) geniigt. Darauf aufbauend bleibt nur noch die Positivitdt von ¢ zu zeigen.

Die Auflagen des Lemmas (5.4). Zu zeigen ist: Die durch (z,p) — Np(-) definierte
Funktion ist schwach integrabel in z und 5'und geniigt den Differentialgleichungen p*9, Nj (x) =
0 und ON; (z) = 0.

Die Funktion Fﬁ ist in o auf ganz R* stetig, und daher in dieser Variable auch schwach
integrabel. Uber p'sind die Funktionen A und B schwach integrabel nach Voraussetzung, daher
ist Fp iiber p integrabel. Die angegebenen Differentialgleichungen werden erfiillt, denn als
lineare Funktion in z lost Vp die Wellengleichung

ON; (z) =0
und eine kurze Rechnung ergibt, daf§ ebenfalls
70, Np (z) = B (p) (p2 (—p1) +p1p2) = 0
gilt.

Die Positivitdt Zu zeigen ist

0< / diz / dhyo (65 () do (1) T@f () VF € C3°(0,C).
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Der Vakuumteil des Funktionals ¢, also ws (¢ () ¢o (v)) , ist als positiv bekannt. Ein Einsetzen
des Rests [ ‘iif;ﬁﬁ (x 4+ y)cosp(x — y) ergibt, mit Ly = x1pa — xap1,

/d4 /d4 / Ny (2 +y) cos p (x —y) F @) ()
3 . L
= [ate [aty / LA 5 {e e eI TR )
+/d4x/d4y/@3 (ﬁ)l e~ P@=y) 4 eip(z—y) L 1. (x)f ()

=[e fas [Lao{lfol +|ionf}
+/d4x/d4y/@3(m O”’ﬂ() U( /@)

2 + (L P) F (=) + F (=) (L3 (-P))

Nach Lemma (6.3) ist es erlaubt, auf der Massenschale mit der Darstellung f(*p) =
Fwpa s (£p) + bf (£p) zu rechnen, wobei a und b einen Triiger besitzen, der nicht ausgedehnter
ist als die Basis des kleinsten Doppelkegels, der den Tréger von f einschliet, und somit
in Q% enthalten ist. Wir erhalten unter Ausnutzen der Symmetrien A (p) = A(—ﬁ) sowie

B(p) = B(-p)

= [t [ty [ T2 {fir o] + s

) &y Lsbs ()) by (7) + by (9) (Lsbs ()
o 0 [ GP O () e 95 5 s

In etwas iibersichtlicherer Schreibweise

= (ay] Aw? las) + {af| wLsBw + wBLsw |ag) + [(bs| Albs) + (by| LsB + BLs|bs)],  (6.12)
und da
(af|wLsBw +wBLsw|af) = (af| [w, L3) Bw + wB [Ls,w] lay) + (ay| L3Bw? + w*BLs |ay)
= (ay|[w, Ls] Bwag) — (ag|wB[w, Ls] lag) + {af| L3 Bw? + w?BL |ay)
wB, L hermitesch (af| L3Bw? + w?BL3 |1a)
schreiben wir (6.12) als
= (ag| Aw® |ag) + {as| L3Bw? + w*BLg |ag) + [(bs| Albs) + (bs| LsB + BLz [bs)] . (6.13)

Die Anteile von a und b entkoppeln also analog zum nichtstationéren Fall. Untersuchen wir
nun die einzelnen Anteile auf Positivitét.
Zunichst bemerken wir, daff A = A* > 0, und betrachten des weiteren den Term

<C| L3Y + YL3 |C> s

wobei Y = Y* und (c| ein Zustand ist, sodaB im Ortsraum ¢ € C§° (Q%). Wie im Beweis des
Satzes (6.4) wihlen wir nun eine reelle Funktion Z des Impulsoperators, die Fouriertransfor-
mierte einer Funktion Z ist. Hierbei sei die Funktion Z stets ungleich Null und verschlechtere
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die Lokalisierung von |¢) nicht wesentlich (um maximal 7 > 0). Letzteres bedeutet also wie-
derum, dal Z als Funktion von Ortsraumkoordinaten beschriinkten Triger besitzt, der in Q3
enthalten ist. Mit ihr gelingt die Abschétzung

_ 1 1 _
@Yzwmﬁzm+mzﬁmzlym

1 1
(dYZ ™ pl =LsZ + ZLs—
1] |1

Py 1 1
<N YZTRZTY [+ 55 (e ZLgpngZ]@

[{c|Y L3 + L3Y |c)| =

[2.L5]=0

61 Z71Y )

mit beliebigem A > 0. Den Operator Lgp%Lg kénnen wir abschéitzen

1 1 2 2
0< Limls = (z1p2 — x2p1) = (par1 — prag) <2 <x1%$1 - $2%$2> <2 (af +23)

und somit gilt

1
(c| ZLgpngZ le)| < 2(R+71)%(c| Z%|c) .

Mit A2 = /2 (R + r) erhalten wir

(el Y Ly + LaY |0}l < V2 (R+7) (el Y2272 |} + (e 22 |e))

Unter den Voraussetzungen (6.11) wird folglich |(ay| LsBw? +w?BLslay)| durch
(af| Aw? |ag) dominiert, genauso wie |(bf| BLs 4+ LsB |bs)| durch (bg| A|bf). Dies ist fiir die
Positivitét des Ausdrucks (6.13) hinreichend.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Definition 6.7 Die Menge der Zustinde, die den Voraussetzungen des Satzes (6.6) geniigen,
heife ‘7_-;(+)'

Bemerkung: Die Unabhingigkeit der Phasenraumteilchendichte Nj(z) = A(p) +
B (P) (x1p2 — x2p1) von der Zeit xg impliziert, dafl diese Zusténde stationér sind.

6.2.3 Eine verschirfte Version der Positivitdtsbedingungen (6.7) und (6.11)

Es stellt sich heraus, dal mit der Zusatzforderung

Z (9)* = |wiB (9|

an die Funktionen Z, die in den Kriterien (6.7) bzw. (6.11) benttigt werden, um die Positivitéit
der in den Sétzen (6.4) bzw. (6.6) konstruierten Zustéinde zu sichern, eine beiden Sétzen ge-
meinsame, wesentlich einfacher zu handhabende Positivitéitsbedingung formuliert werden kann.
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Lemma 6.8 Seien A und B zwei schwach integrable Funktionen des Impulsoperators wie in
den Voraussetzungen der Sditze (6.4) bzw. (6.6). Weiterhin sei Z eine reelle Funktion des Im-

pulsoperators, die tiberall ungleich Null ist und die Ungleichungen

[(c| Ale)| > 2v2 (R + ) (c] Z*|c)

Z (p)* > |w2B (p)]

erfillt. Dann erfillt Z auch
V3 (R+7)(c| Z72B% + Z2|¢)
(R471)(c| Z72B?w? + Z%|c)
V2 (R+7){c| Z‘%}QB%:? + Z%c)
(R+r) (| Z72B%WA + 72 |c)

Beweis. Ist namlich Z ()% > ‘wg.B (ﬁ)‘ , so kbnnen wir wegen

wi 2
ZGP 2 2B = 2G> % 2P

die Ungleichung

[(c| Ale)] > 2V2(R+7) (c| Z%|¢) > V2(R+7) (c| Z72B*w* + Z?|c).

folgern.
Betrachten wir den konkreten Fall

1. Zur Abschétzung (6.15a). Es folgt mit obiger Betrachtung
{c| Ale)| = V2(R+7) (| Z72B2w* + Z%|c).

> V2(R+7) (| 27°B% +2°|¢)

2. Zur Abschitzung (6.15b). Es folgt
(el Ale)| = V2(R+7) (| 272 B + 2% |c)
> (R47){c| Z72B%w? + Z%|c) .
3. Zur Abschitzung (6.15c). Es folgt

(el Aw? |6)] = [(e] A o)
> VAR +7) (el 2728 + 22 |o)

> V2(R+1) (| Z72B%Y + Z2c) .

4. Zur Abschitzung (6.15d). Es folgt
[ (] Aw? |e)] = (c| Alc)l
>V2(R+7)(c| Z72B%* + 722 |c)
> (R+7){c| Z72B*w* + Z%|c) .

(6.14a)
(6.14D)
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Damit ist das Lemma bewiesen. O

Der grofie Vorteil der Formulierung der Randbedingung in der Form (6.14) liegt darin, dafl
wir ein einfaches Kriterium dafiir angeben konnen, wann eine Menge 3 von Funktionen Z
geeignet ist, fiir alle in Frage kommenden Zustéinde |c) ein Element Z. zu enthalten, das mit
gegebener Funktionen A die Ungleichung (6.14a) erfiillt. Eine solche Menge 3 ist spéter explizit
angebbar.

Wir bemerken an dieser Stelle noch einmal, daf8 in den Sétzen (6.4) und (6.6) die Positivi-
titsbedingungen fiir die Zusténde |ay) und |bs) entkoppeln — daher ist es sinnvoll, mit solch
einer universellen Menge 3 zu arbeiten, mit der sich die obigen Ungleichungen mit der Gesamt-
heit der in Frage kommenden Zusténde |c) , ein Symbol, das ja fiir die Zusténde |as) und |by)
im entsprechenden Fall steht, erfiillen lassen.

6.2.4 Ein Kriterium fiir die Erfiillbarkeit der Teilbedingung (6.14a)

Wir nehmen fiir zukiinftige Betrachtungen an, daf} jede Funktion Z kugelsymmetrisch ist, und
werden dementsprechend auch nur solche Exemplare explizit konstruieren. Sei also Z(|p]) =

Z (p) .
