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Kapitel 0

Einfiihrung

Buchholz und Haag berichten, daf} in den frithen sechziger Jahren der Spruch kursierte “The
contribution of axiomatic quantum field theory to physics is smaller than any preassigned
positive number &” [1]. Ein Grund fiir diese ausgesprochen negative Einschitzung der Bedeu-
tung des axiomatischen und auch des algebraischen Zugangs zur Quantenfeldtheorie damals
wie heute ist sicher darin zu sehen, daf allen zweifelsohne erreichten Erfolgen das noch im-
mer ungeloste Problem gegeniibersteht, mathematisch kontrollierbare und nicht-triviale, d.h.
wechselwirkende Modelle im 1 4 3-dimensionalen Minkowskiraum zu formulieren. Bislang
fithrte dieses Unterfangen nur im Fall von integrablen oder von konform-invarianten Model-
len in 1 4 1-dimensionaler Raumzeit (niederdimensionaler Fall) zum Erfolg. Die vorliegende
Arbeit stellt einen ersten Schritt dar in einem auf Ideen Bert Schroers [2, 3, 4] zuriickgehen-
den Ansatz, im Fall der letzteren erfolgreiche Methoden in den hoherdimensionalen Fall zu
iibertragen.

0.1 Ausgangspunkt: Die “fundamentale Struktur” der 1 + 1-
dimensionalen konformen Quantenfeldtheorie

0.1.1 Chirale Faktorisierung und Zopfgruppen-VR

Als fundamentale Struktur in den lésbaren konformen Modellen im niederdimensionalen Fall
haben sich quadratische Vertauschungsrelationen chiraler Austauschkomponenten erwiesen,
aus denen zelluldre Darstellungen der Zopfgruppe aufgebaut werden kénnen. Wir wollen dies
etwas niher erldutern.

Belavin, Polyakov und Zamolodchikov (BPZ) gelang es Mitte der achtziger Jahre, kon-
forme Quantenfeldtheorien mit endlich vielen priméren Feldern im niederdimensionalen Fall
zu klassifizieren und einen Algorithmus anzugeben, um die n-Punktfunktionen prinzipiell als
Losungen einer endlichen Anzahl bestimmter (auf Ward-Identitidten der euklidischen konfor-
men Invarianz aufbauender) Differentialgleichungen zu berechnen, die jeweils nur von einer
Lichtkegelkoordinate abhdngen [5]. Die n-Punktfunktion eines konformen Feldes ® in 1 + 1
Dimensionen hat die Form!

(@ (20, tn) - ®(ar,t1)) = D Fy (@) F (27) (1)
i—=1

'Die Aussagen von [5] gelten wie gesagt fiir endlich viele verschiedene primire Felder; wir konzentrieren
uns der Ubersichtlichkeit halber aber auf die Vertauschungsrelationen zwischen identischen Feldern.

7



8 KAPITEL 0. EINFUHRUNG

mit % = (z, £ t,,..., 21 £ t1); die konformen Blicke Fiz) (%) sind Lésungen der angespro-
chenen Differentialgleichungen.

Es stellt sich die Frage, wie diese chirale Struktur zusammenpafit mit der Lokalitdt der
Quantenfelder im Minkowskiraum. Ausgehend von Lehren aus [6, 7] fanden Rehren und
Schroer darauf eine Antwort [8, 9, 10]:

Die zweidimensionalen Felder lassen sich zerlegen in Anteile, die zwischen den Sektoren
der chiralen Observablen interpolieren. Diese Zerlegung ist eine Verfeinerung der Spektralzer-
legung bzgl. des Zentrums der Uberdeckenden der konformen Gruppe?. Diese Anteile wieder-
um faktorisieren in chirale Austauschkomponenten: Bezeichnen wir die Sektoren der chiralen
Observablen mit HE, so ist

o(,t)= 3 o, (2 ed5 , (o) (2)
atiBy
a_,B_
mit
(I)+

By (z7): ’H;Lr — HY

B+’
und jeder konforme Block ist ein Vakuumerwartungswert einer Kette solcher Austauschkom-
ponenten,

FJ(:) (x+) = <¢'a:a(n—1) (xr-lz_)@;r(n—n’a(n—m (x;:_1) T q);r(z),a(n (x;r)@;r(l)’o(xir)>

und entsprechend fiir den anderen Lichtkegel. Jede dieser Ketten definiert einen Pfad durch
die Menge der Sektoren der chiralen Observablen. Im folgenden betrachten wir der Einfach-
heit halber nur noch den Lichtkegel z, und unterdriicken den Index bzw. Superscript +;
entsprechende Gleichungen gelten jeweils auch fiir den anderen Lichtkegel.

Aus den Eigenschaften der F(*) in den in [5] betrachteten Modellen folgt fiir z; 1, > x;
(o= (a1, ..., aV)), o entsprechend)

<'1>0,a<n—1> (@n) + Potin) 00 (F1) Poi) o1 (Tig1) -+ @a<1>,o($1)>

= Z(Di)a,a’ : <¢0,O/(n_1) (xn) e @O/(H—l),a’(i) (xi+1)¢al(i)’a/(i—1) (xz) e ¢a/(1)’0(x1)> (3)

al
mit

L (a(i+1),a(i—l))

bzw. fiir 2,41 < z;

<@o,a<n—1> (@n) *+ Potin) o) (F1) o) o1 (Tig1) - - @a(1>,o($1)>
-1
= Z(Dz( ))a,a’ : <(I>0’a/(n—1)(xn) @) ) (i) P i () -+ q)af(1>,0($1)> .(5)
Oé,
Die Lokalitdt der unzerlegten Quantenfelder ist nun gleichbedeutend mit Constraints an

die R-Matrizen in (4): Damit die unzerlegten Felder ®(z,t) (s. (2)) lokal sind, miissen die
Matrizen der Vertauschungen der beiden Lichtkegelkomponenten sich geeignet kompensieren;

’Die ersten Verdffentlichungen zu diesem Thema arbeiten nur mit der Spektralzerlegung; spiter zeigte sich
aber, daf} diese i.a. zu grob ist.



0.1. 1 + 1-DIMENSIONALE KONFORME QUANTENFELDTHEORIE 9

im Fall eines hermiteschen, skalaren Feldes ® beispielsweise? ist dies dquivalent zur Unitaritit
der R.
Aus (3) und (4) folgert man die quadratische Vertauschungsrelation (VR)

©y5(2)®s,0(y ZRM "y (Y)Ppral2), y > . (6)

In diesem Sinn sind die Austauschmatrizen D; aufgebaut aus den R-Matrizen quadratischer
VR der Austauschkomponenten. Darstellungen dieser Art nennen wir im folgenden zelluldr
(s.a. Definition 1.2.4).

Die aus den R-Matrizen aufgebauten Austauschmatrizen D;,2 = 1,...,n — 1 bilden eine
Darstellung von Artins Zopfgruppe [11]: Die Reihenfolge dreier benachbarter chiraler Koor-
dinaten kann durch D;D;1D; oder D;y1D;D; 1 umgekehrt werden; fiir die Eindeutigkeit
dieser Operation ist es notwendig und hinreichend, daf}

D;D;i1D; = Di1D;Djqq (7)
gilt. Desweiteren sieht man leicht, daf§

Die Austauschalgebra (6) leistet aber noch wesentlich mehr, als nur die chirale Struktur
(1) mit der Lokalitit zu “versshnen”. In der Tat erweist sie sich als wichtiges Instrument zur
Bestimmung von n-Punktfunktionen in konformen niederdimensionalen Quantenfeldtheorien;
wéhrend sich die aus den Ward-Identitdten gewonnenen Differentialgleichungen fiir n > 4 i.a.
nicht mehr 16sen lassen, legt eine gegebene zelluldre Darstellung der Zopfgruppe im besten Fall
die Korrelationsfunktionen der zugehorigen Theorie fest [8]. Aber auch schon die abstrakten
Relationen (7) und (8) zusammen mit den sich aus der Lokalitdt der unzerlegten Felder
ergebenden Constraints stellen Restriktionen an die mdéglichen aus R-Matrizen gebildeten
Darstellungen und damit an die moglichen Skalendimensionen und Fusionsregeln [9, 10]. In
diesem Sinn gilt, “the exchange algebra [(6)] is the most fundamental structure inherent in
two-dimensional conformal quantum field theory” [9].

Die in der vorliegenden Arbeit aufgegriffene Idee Schroers besteht im wesentlichen darin,
ein Pendant dieser fundamentalen Struktur in héherdimensionalen konformen Quantenfeld-
theorien zu etablieren. Bevor wir dies ndher erliutern, machen wir noch eine Bemerkung zur
“Herkunft” der zelluldren Zopfgruppendarstellungen.

0.1.2 Darstellungen der Zopfgruppe in der DHR-Theorie

Der Ansatz von BPZ, der den Startpunkt der obigen Diskussion bildet, baut auf bestimmten
(Ladungs-, Virasoro-, W-) Algebren der konformen chiralen QFT und ihren positive-Energie-
Darstellungen auf und ist somit auf die niederdimensionale Quantenfeldtheorie beschrinkt.
Die Struktur der quadratischen VR interpolierender Felder und der daraus aufgebauten zel-
luldren Zopfgruppendarstellungen aber erweist sich als ein Sonderfall der DHR-Theorie der
Statistik [12, 13|, was eine Verallgemeinerung zum hoherdimensionalen Fall hin moglich er-
scheinen [48t.

3Hier stimmen Ff)(a:_,_) und F(z_) in der geordneten Region x$+1) > xz) ihrer Argumente iiberein,
“leben” aber auflerhalb der geordneten Region aufgrund unterschiedlicher ie-Vorschriften auf verschiedenen

Riemann-Flichen; daher ist in diesem einfachsten Fall R“Y) = R(-) = R.
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Im hoherdimensionalen Fall liefert die DHR-Theorie [14, 15, 16, 17] eine Beschreibung
der Superauswahlsektoren der Theorie und eine intrinsische Definition der Statistik eines
Sektors — mit jedem Sektor ist eine (bis auf Aquivalenz) eindeutige Darstellung der Per-
mutationsgruppe P, assoziiert. Fredenhagen, Rehren und Schroer zeigen, daf sich die DHR-
Theorie prinzipiell auch auf den niederdimensionalen Fall anwenden 148t; nur ist die Permu-
tationsgruppe in diesem Fall durch die Zopfgruppe By, zu ersetzen [12, 13], s.a. z.B. [18]. Das
Doplicher-Roberts-Theorem [19, 20] gilt dann nicht mehr.

Die Statistikoperatoren der DHR-Theorie liefern eine Darstellung der Zopfgruppe oder
im héherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe auf endlichdimensionalen Intertwiner-
RAumen. Eine natiirliche Basis dieser Rdume ist durch die Pfade durch die Menge der Sek-
toren indiziert; die Matrixelemente der Darsteller sind wie in (4) durch R-Matrizen gebildet,
die tatsichlich als Koeffizienten einer Austauschalgebra (6) gedeutet werden diirfen. Wir stel-
len diese Ergebnisse in Kapitel 1 zusammen. In diesem Sinn sind die Darstellungsrdume der
Zopfgruppe im chiralen Fall Pfadrdume einer gezopften DHR-Kategorie [12, 13].

Die niederdimensionalen Felder lassen sich nun entsprechend der so gefundenen Sektor-
Struktur durch die Sektor-Projektoren der chiralen Observablen-Algebra 2f = AT @A~ zerle-
gen; da die Sektoren infolge des Spin-Statistik-Theorems das Zentrum der Uberdeckenden der
konformen Gruppe diagonalisieren, ist diese Zerlegung eine Verfeinerung der Zerlegung bzgl.
dieses Zentrums [6, 7]. Die zerlegten Felder kommutieren gemafi einem Tensorprodukt zwei-
er Zopfgruppen Bl ® B, so, daf§ die unzerlegten Felder bei raumartigen Abstéinden gerade
kommutieren [21].

Die DHR-Theorie liefert somit eine abstrakte Begriindung® der zuniichst empirisch gefun-
denen Zerlegung der Felder in chirale Austauschkomponenten mit quadratischen VR, die auf
zelluldre Zopfgruppendarstellungen fiithren.

0.2 Erwartungen an den héherdimensionalen Fall

Im hoherdimensionalen (insbesondere im 1+ 3-dimensionalen) Fall werden wir natiirlich keine
chirale Faktorisierung erwarten kénnen. Was uns aber in konformen Theorien erhalten bleibt,
ist die spektrale Zerlegung der Felder unter dem Zentrum der Uberdeckenden der konformen
Gruppe [6, 7].

Desweiteren erfiillen die konforme Zwei- und Dreipunktfunktion zeit- und raumartige
Vertauschungsrelationen [2, 3, 4]; so gilt etwa fiir die konforme Zweipunktfunktion

(F(z)F(y)*) = ™8 (F(y)*F(z)), >y,

wobei dr die (anomale) Skalendimension des Feldes F' ist und = > y zu verstehen ist als “z
liegt in der Zukunft von y”.
Ausgehend von diesen Beobachtungen stellt Schroer die folgende Hypothese auf [2, 3, 4]:

Hypothese 0.2.1
Es gibt eine Zerlegung der konformen Felder

P(z) =) Fga(z), Fsalz):=PsF(z)P,,
B«

*Um MiBverstindnissen vorzubeugen, weisen wir darauf hin, da die DHR-Theorie alter ist als die chira-
len quadratischen VR; diese sind aber erst empirisch gefunden und dann abstrakt mittels der DHR-Theorie
begriindet worden.



0.2. ERWARTUNGEN AN DEN HOHERDIMENSIONALEN FALL 11

wobei P,, Pg orthogonale Projektoren sind, so daf die Austauschkomponenten Fj ,(z) Teil
einer Austauschalgebra

2)Gj.al Z RG 5 (5,9) - G o (4) iy ), (9)

fiir nichtlichtartige Abstinde von x und y, (z —y)? # 0, sind, die ggf. zwischen einer gréfBeren
Menge von Feldern gilt als denen, die in der Zerlegung von F' vorkommen. Fiir die beschrénk-
ten Operatoren der lokalen Algebren lautet (9)

F,5Gp0 =y RS (supp F,supp G) - G Fiyr
ﬁ/

wobei supp F' das Lokalisierungsgebiet von F' bezeichnet und supp F,supp G entweder voll-
standig zeit- oder vollstindig raumartig zueinander sind.

Auf Ketten einer gegebenen Linge n dieser Austauschkomponenten operieren Austausch-
matrizen D;(z;,z;11), die analog zu (4) aus den R-Matrizen der quadratischen VR (9) auf-
gebaut sind. Da die zeitartige Region in 1 4+ 3 Dimensionen dieselbe Topologie hat wie ein
Lichtkegel in einer chiralen Theorie (bzgl. eines gegebenen Punktes zerfillt die zeitartige
Region in zwei Zusammenhangskomponenten, Zukunft und Vergangenheit), miissen diese
Austauschmatrizen fiir zeitartige Abstinde® ((z;41 — z;)? > 0) wieder Darstellungen der
Zopfgruppe B, sein. Gegeniiber dem chiralen Fall treten aber neue Constraints an die mogli-
chen Zopfgruppendarstellungen auf: Fiir raumartige Abstéinde ((z;11 — 7;)? < 0) bilden die
Dj(z;,x;+1) infolge der Topologie der raumartigen Region bzgl. eines gegebenen Punktes im
héherdimensionalen Minkowskiraum eine Darstellung der Permutationsgruppe P,,; die Zopf-
und die Permutationsgruppendarstellung miissen kompatibel sein, d.h. Gleichungen der Form
(7) und (8) miissen fiir beliebige nichtlichtartige relative Abstinde der x;,7 = 1,...,n erfiillt
sein.

Vorbehaltlich der noch ausstehenden Rechtfertigung von Hypothese 0.2.1 besteht ein er-
ster Schritt zur Konstruktion hoherdimensionaler Modelle in Analogie zu den im niederdi-
mensionalen Fall erfolgreichen Methoden darin, die Kompatibilitit der zeitartigen (Zopf-)
mit der raumartigen (Permutations-) Statistik zu untersuchen. Unter der Annahme quadra-
tischer VR, d.h. VR der Form (9), miissen wir als Pendant der Zopfgruppe im chiralen Fall
die Vertauschungsgruppe BP, abstrahieren, die von den Austauschmatrizen dargestellt wird;
diese wird die Permutations- und die Zopfgruppe als Untergruppe enthalten, die Kompati-
bilitdtsforderung fithrt zu Restriktionen an die “gemischten” Produkte von Erzeugern der
beiden Untergruppen. Diese Gruppe ist in den VR zelluldr zu realisieren, d.h. die Darstel-
lungsmatrizen der BP,, sind aus den R-Matrizen der quadratischen VR (9) analog zu (3),
(4) und (6) aufzubauen. Dieser erste Schritt ist in der vorliegenden Arbeit ausgearbeitet, s.a.
den folgenden Abschnitt.

In einem weiteren Schritt wére zu iiberpriifen, wie sehr bereits die abstrakten Relationen
der BP,, wie im chiralen Fall a priori Restriktionen an die Skalendimensionen und Fusi-
onsregeln einer Theorie stellen. Die Situation in chiralen Theorien gibt Anlafl zu noch wei-
tergehender Hoffnung: Im giinstigsten Fall kénnte die Wahl einer Darstellung bereits die
n-Punktfunktionen der Theorie fixieren; das auszuarbeiten wire ein dritter Schritt. Die er-
folgreiche Ausarbeitung aller drei Schritte rechtfertigte dann die Hoffnung Schroers “In this

*Wir verwenden fiir den 1 + (d — 1)-dimensionalen Minkowskiraum die Metrik g = < ! 1 )
—lg—1
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way | expect 4-dimensional conformal fields to be the first nontrivial nonpertubatively con-
trollable and explicitly constructed QFT in physical spacetime” [4].

0.3 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit dient der Ausarbeitung des ersten Schrittes des oben skizzierten Pro-
gramms, d.h. der Abstraktion der Gruppe BP, und der Verifikation der Hypothese 0.2.1
im Spezialfall des konformen verallgemeinerten freien Feldes im héherdimensionalen Fall. Sie
zerfillt (abgesehen von dieser Einfithrung, dem Schlufikapitel 10 und den Anhingen) in drei
grofle Teile.

In Teil T geben wir einige “Hintergrundinformationen”: In Kapitel 1 skizzieren wir, wie
die DHR-Theorie via Statistikoperatoren auf zelluldre Darstellungen der Zopfgruppe (bzw.
im héherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe) in der Basis der Pfadintertwiner fiihrt;
im Permutationsfall konnen die R-Matrizen der quadratischen VR ohne Verwendung der
DHR-Endomorphismen und Intertwiner aus den Clebsch-Gordan-Koeffizienten einer eindeu-
tig bestimmten kompakten Gruppe (FEichgruppe) berechnet werden. Da sich die “fundamen-
tale Struktur” der quadratischen VR (6) bzw. der zelluliren Zopfgruppendarstellungen in
konformen chiralen Theorien als ein Sonderfall der DHR-Theorie erweist, erscheint es loh-
nend, sich diesen Mechanismus niher anzusehen. Es liegt nahe, zu vermuten, daf§ eine (noch
ausstehende) abstrakte Verifikation von Hypothese 0.2.1 zumindest Ahnlichkeiten mit dieser
im Fall der zelluldren Zopf- bzw. Permutationsgruppendarstellungen erfolgreichen Vorgehens-
weise zeigt. Tatséchlich gelingt uns in Kapitel 7 die Verifikation von Hypothese 0.2.1, d.h. die
Angabe von Austauschkomponenten mit zeit- und raumartigen quadratischen VR, fiir das
konkrete Beispiel des konformen verallgemeinerten freien Feldes im hoherdimensionalen Fall
in einer gewissen Analogie, allerdings auch mit groflen Unterschieden zu Abschnitt 1.3.

Auflerdem fithren wir in diesem Teil der Arbeit zur Vorbereitung von Kapitel 5 den Begriff
einer symmetrischen oder gezopften tensoriellen Kategorie ein, der eine natiirliche Sprache
und mittels einer graphischen Notation ein geometrisches Verstindnis von Vertauschungsre-
lationen bereithilt (Kapitel 2).

In Teil IT beschéftigen wir uns mit der von den Austauschmatrizen D;(x;,z;1) fiir zeit-
und raumartige Abstinde dargestellten Gruppe BP,,. Dabei dient Kapitel 3 der eigentlichen
Ausarbeitung des ersten Schrittes des oben skizzierten Programms: Ausgehend von Hypothese
0.2.1, d.h. insbesondere unter der Annahme quadratischer VR untersuchen wir die Kompa-
tibilitdt der zeit- und der raumartigen Statistik und abstrahieren die Vertauschungsgruppe
BP,.

Die BP,, 148t sich sowohl aus der Permutations- als auch aus der Zopfgruppe durch das
Hinzufiigen eines weiteren Erzeugers generieren (Kapitel 4). Dies liefert ein Verfahren, geeig-
nete Darstellungen einer dieser beiden Untergruppen zu Darstellungen der BP,, zu erweitern
— oder zu zeigen, daf} sich eine Darstellung der Zopfgruppe nicht zu einer Darstellung der
BP,, erweitern lafit (Darstellungen der Permutationsgruppe lassen sich immer trivial erwei-
tern, s. Abschnitt 4.1). Wir illustrieren dieses Verfahren in Kapitel 5, indem wir es auf eine
konkrete Darstellung der Zopfgruppe anwenden; es zeigt sich, daf sich diese von einer DHR-
Kategorie erzeugte Darstellung nicht zu einer Darstellung der BP,, erweitern I4ft.

In Teil IIT schlieBlich verifizieren wir die Hypothese 0.2.1 fiir den Fall des konformen ver-
allgemeinerten freien Feldes im hoherdimensionalen Fall. Die 2n-Punktfunktion dieses Feldes
zerfillt in (2n — 1)!! Produkte von Zweipunktfunktionen, und diese bilden die natirliche
Basis einer natirlichen Darstellung der BPs, (Kapitel 6). In der natiirlichen Basis ist die-
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se Darstellung allerdings nicht zellular. In Kapitel 7 erweitern wir den Fockraum des kon-
formen verallgemeinerten freien Feldes und identifizieren auf diesem grofleren Hilbertraum
Austauschkomponenten, die zwischen gewissen Unterrdumen interpolieren und in zeit- und
raumartiger Richtung quadratische VR erfiillen. Die Erzeuger und Vernichter des konformen
verallgemeinerten freien Feldes und damit auch das Feld selbst sind Linearkombinationen
bestimmter Austauschkomponenten. Wegen der quadratischen VR ist klar, dafl auf Ketten
der Liange 2n dieser Austauschkomponenten die BPy, zelluldr dargestellt ist; diese zellulére
Darstellung stimmt mit der natiirlichen Darstellung aus Kapitel 6 bis auf Aquivalenz iiberein
(Kapitel 8).

Bei dem hier zugrundeliegenden Pfadraum handelt es sich nicht um eine Tensorkategorie
und bei den genannten Unterrdumen nicht um Sektoren im Sinne der DHR-Theorie einer
geeigneten Observablenalgebra. Es ist zum einen nicht klar, bzgl. welcher “Observablen”
eine DHR-artige Realisierung (Endomorphismen und zugehérige Intertwiner) zu erwarten
wiére, zum anderen wird die in der DHR-Theorie wichtige Forderung nach Haag-Dualitdt und
daraus abgeleitet nach Natirlichkeit der Statistikoperatoren i.a. nicht in raum- und zeitartiger
Richtung aufrecht erhalten werden kénnen (vgl. Abschnitt 2.3).

Dennoch zeigt der Pfadraum gewisse Analogien zum gruppentheoretischen Pfadraum bei
Anwesenheit einer Eichsymmetrie (s. Abschnitt 1.3); an die Stelle der Eichgruppe tritt die
Gesamtheit der Permutationsgruppen Py, an die Stelle der Tensorierung mit einer Elemen-
tareichladung und anschliefender Ausreduktion tritt die Induktion zwischen Darstellungen
von Py und Pny1, N € Ny, bzw. die Restriktion zwischen Darstellungen von Py und Py _1,
N € N; anstelle der Clebsch-Gordan-Koeffizienten bestimmen im wesentlichen die Kompo-
nenten der Induktionsmatrizen zwischen Darstellungen der Py und der Py die R-Matrizen
der quadratischen VR der Austauschkomponenten (Kapitel 9).

In Kapitel 10 fassen wir unsere Ergebnisse noch einmal zusammen und weisen auf offene
Fragen hin; insbesondere werden im Rahmen dieser Arbeit die Schritte zwei und drei des
skizzierten Programms nicht untersucht.
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Kapitel 1

Darstellungen der Zopfgruppe in
der DHR-Theorie

Wir skizzieren, wie die Statistikoperatoren der DHR-Theorie eine Darstellung der Zopfgrup-
pe oder im héherdimensionalen Fall der Permutationsgruppe auf endlichdimensionalen Inter-
twinerrdumen liefern; eine natiirliche Basis dieser Rdume ist durch Pfade durch die Menge der
Sektoren indiziert, und die Matrixelemente der Darsteller sind wie in (4) aus R-Matrizen gebil-
det, die tatséchlich als Koeffizienten einer Austauschalgebra interpolierender Felder gedeutet
werden diirfen. Im Permutationsfall gilt auflerdem das Doplicher-Roberts-Theorem: Die Sek-
toren lassen sich auffassen als irreduzible Unterdarstellungen der Observablenalgebra in der
Vakuumdarstellung einer Feldalgebra, wobei die Observablen die Fixpunkte der Feldalgebra
unter einer eindeutig bestimmten kompakten Gruppe G sind. Die Sektoren korrespondieren
mit den Darstellungen von G, und die R-Matrizen lassen sich allein aus der Kenntnis der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten von G berechnen. Unsere Untersuchungen in Kapitel 7 werden
sich in (etwas entfernter) Analogie zu dieser Vorgehensweise bewegen.

1.1 Praliminarien aus der DHR-Theorie

Den Rahmen der DHR-Theorie [14, 15, 16, 17] bildet der algebraische Ansatz zur Quanten-
feldtheorie nach Haag und Kastler [22]. In diesem Ansatz wird jeder offenen Menge O mit
kompakten Abschlufl im Minkowskiraum M eine C*-Algebra () mit Einselement zugeord-
net. Es gelten Isotonie,

Oy C 0O = 91(02) C Ql((’)l),

wobei das Einselement in 24(0s) mit dem in () iibereinstimmt, und Lokalitét,
0O, C Oll — 9[(02) C Q[(Ol)l,

wobei O] das kausale Komplement der Raumzeit-Region O; und 4(0;)" die Kommutante
der Algebra 24(O;) bezogen auf die Algebra der quasilokalen Observablen
oM
2= Ju(0)
o

bezeichnen. 2 enthélt alle relevanten Observablen der Theorie. Die Poincarégruppe ‘B ist auf
2 durch eine Gruppe von Automorphismen dargestellt,

Pogray € Autd, o,A(0) = A(gO).

17
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2 besitze mindestens eine treue irreduzible Darstellung.

Dieses abstrakte Algebren-Netz wird als grundlegend fiir die Theorie angenommen.

Unter einem Zustand verstehen wir im folgenden eine positive normierte Linearform auf
20 [23]. Eine positive Linearform w iiber einer C*-Algebra mit Eins ist reell, d.h. w(A4*) =
w(A),A € 2 (s. zB. [24]), und fiir selbstadjungierte Elemente von 2 (Observable) folgt
w(A) € Ry somit 148t sich ein Zustand fiir die Observablen als ein Erwartungswertfunktional
interpretieren. Jeder Zustand w fiihrt iiber die GNS-Konstruktion auf eine Darstellung =,
von A auf einem Hilbertraum #,, [25, 26]. H,, enthilt einen Vektor €2, der zyklisch ist fiir
(), d.h.

o (A)Q = Hy,.
Dies liefert eine Quantenfeldtheorie im Sinne von beschrinkten Operatoren auf einem Hil-
bertraum.

Wir nehmen im folgenden an, dafl es einen eindeutigen unter Poincarétransformationen
invarianten Zustand wy gebe, das Vakuum'; die zugehorige GNS-Darstellung g sei irredu-
zibel und treu auf dem Vakuumhilbertraum Hg. Da wg unter den Poincarétransformationen
invariant ist, wp o oy = wp, g € ‘B, induziert die Darstellung von P durch Automorphismen

auf 2 eine unitire Darstellung von P auf H,
7o (ag(A)) = U(g)mo (A) U(g)*

(vgl. [23], I11.3.2).

Wir betrachten ferner nur Darstellungen positiver Energie, d.h. solche, in denen die
Energie-Impuls-Operatoren (die Erzeuger der Translationen) unitéir implementiert sind und
ihr Spektrum im Vorwirtslichtkegel haben.

Die DHR-Theorie beschreibt geeignete Darstellungen der Algebra 2 durch lokalisierte
Endomorphismen p; die Superauswahlsektoren werden verstanden als Aquivalenzklassen der
irreduziblen geeigneten Darstellungen von 2. Eine zentrale Rolle spielen die Statistikoperato-
ren £(p,0'), die VR der sektorerzeugenden (“geladenen”) nichtobservablen Felder kodieren.
Wir geben keinen vollstindigen Uberblick iiber die DHR-Theorie, sondern tragen nur einige
fiir das Folgende wichtige Fakten zusammen, um den Ausgangspunkt fiir die Pfadraumdar-
stellungen der Zopfgruppe in den folgenden Abschnitten zu kliren und um die verwendeten
Begriffe und Notationen einzufiihren.

1.1.1 Voraussetzungen

Wir betrachten nur solche Darstellungen 7 des Algebrennetzes 2A(0), O C M, die im kausalen
Komplement O’ eines geeigneten Doppelkegels O der Vakuumdarstellung 7y unitér dquivalent
sind,

Tlaor) = mola(or)- (1.1)
Dieses Kriterium ist zu restriktiv, um Theorien mit langreichweitigen Ladungen wie etwa die
Quantenelektrodynamik zu betrachten [16]. Eine elektrische Ladung beispielsweise fiihrt via
GauBsches Gesetz auf einen konstanten Flufl durch eine beliebige, die Ladung umschliefende
Sphére und ist damit auch in beliebiger Entfernung vom Vakuum zu unterscheiden. Trotz-
dem gibt die DHR-Theorie die wesentlichen Strukturen wieder. Modifikationen fiir weniger
restriktive Kriterien werden beispielsweise in [28] diskutiert (Lokalisierung von Ladungen in
raumartigen Kegeln).

'Eine priizisere Definition eines Vakuumzustandes sowie eine kurze Diskussion der Existenz und der Eigen-
schaften von Vakuumzusténden findet sich z.B. in [23], III.3.2.



1.1. PRALIMINARIEN AUS DER DHR-THEORIE 19

Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes identifizieren wir die abstrakten Algebren der
Einfachheit halber mit ihren jeweiligen Vakuumdarstellungen [15],

A(0) = m(A(0)).
Desweiteren nehmen wir an, daf} fiir alle Doppelkegel O
A(0") =A(0)

gilt (Haag-Dualitat).

1.1.2 Endomorphismen

Unter der Annahme von Haag-Dualitéit fiir die Vakuumdarstellung ist das Kriterium (1.1)
daquivalent dazu, dafl ein in O lokalisierter Endomorphismus p : A — 2 existiert, so dafl
T = mp o p ([16], Proposition 1.2). Dabei bedeutet “lokalisiert in O”, daf§

o(A) = A YA € %(0)).

Das ist aus zwei Griinden von Interesse: Zum einen ermoglicht es, alle Aquivalenzklas-
sen von Darstellungen, die (1.1) erfiillen, auf demselben Hilbertraum #;, zu betrachten, zum
anderen induziert das Kompositionsgesetz der Morphismen eine Komposition von Darstel-
lungen.

Die Begriffe (unitir) d4quivalent und reduzibel bzw. irreduzibel verwenden wir im folgenden
fiir die Endomorphismen p so, wie fiir die von ihnen induzierten Darstellungen my o p. Die
Klasse der zu p unitir dquivalenten Endomorphismen bezeichnen wir mit [g].

Definition 1.1.1 A;(O) sei die Menge aller in O lokalisierten Endomorphismen p, fiir die
gilt, daB fiir jede aus O durch Poincarétransformation hervorgegangene Region O ein zu p
dquivalenter Endomorphismus mit Lokalisierungsgebiet in O existiert. Die Vereinigung aller
A4 (O) nennen wir Ay,

Ay = U (@)}
o
Die Endomorphismen in A; heiflen transportable Endomorphismen. Die Untermenge aller
irreduziblen ¢ € A; bezeichnen wir mit Al

Eigenschaften der lokalisierten Endomorphismen finden sich in [16], Lemmata 1.2, 2.1
bis 2.5. Wir erwihnen, dafl die Menge der durch Endomorphismen von A; beschriebenen
Darstellungen abgeschlossen ist unter direkten Summen und Unterdarstellungen.

Die Superauswahlsektoren der Theorie entsprechen in 1-zu-1-Korrespondenz den Klassen
unitir dquivalenter irreduzibler Endomorphismen in Al

1.1.3 Intertwiner

Zwei Darstellungen 7y o o, g o 0 besitzen genau dann unitir dquivalente Unterdarstellungen,
wenn es nichttriviale Intertwiner

A>T :0— 0, To(A) =c(A)T VAe A (1.2)

gibt ([16], Abschnitt IV).
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Die Menge aller Intertwiner ¢ — o bezeichnen wir im folgenden mit (o|p). Die Menge
(0|o) der Selbstintertwiner von p bildet offenbar gerade die Kommutante der Darstellung o,
und mit Schurs Lemma, folgt

o irreduzibel <= (p|o) = C - 1.
Fiir irreduzible p bildet (o|g) somit einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(T»,T1) == T}T; € C (1.3)

13,

1.1.4 Statistikoperatoren

Fiir zwei Endomorphismen p,0 € A; gibt es einen unitiren lokalen Intertwiner £(p,0) €
(0ploo), den Statistikoperator [16].
Die Gesamtheit der Statistikoperatoren e(p,0), 0,0 € A; ist eindeutig bestimmt durch
die Bedingung
e(o1,02) 01(T2) Th = Th 02(T1) e(01, 02) VT = (oi]0i) (1.4)

(Natiirlichkeit) und die “Anfangsbedingung”
e(o,0) =1, 0 < p, falls dimM=1+1 (1.5)

wobei o < ¢ bedeutet, dafl o im linken raumartigen Komplement des Lokalisierungsgebietes
von o lokalisiert ist, bzw.

e(o,0) =1, 0Xp, falls dimM > 1+ 2, (1.6)

wobei o)X bedeutet, dafl die Triiger der beiden Endomorphismen raumartig getrennt sind
(s. z.B. [13]).
Aus den obigen Bedingungen folgen die Gleichungen

e(0102,0) = e(01,0) e1(e(02,0)) bzw. e(g, 0102) = a1(e(0,02)) £(0, 01) (1.7)
und, da id in jeder Region des Minkowskiraumes lokalisiert ist,
£(o,id) = ¢(id, o) = 1.
Insbesondere folgt, dafl die Statistikoperatoren der Zopfrelation

03(e(01, 02))e(01, 03)01(e(02, 03)) = €(02, 03)02(£(01, 03))e(01, 02) (1.8)

geniigen.
Die Bedingung
e(o,0) =1, p <o,

anstelle der Bedingung (1.5) fiihrte auf die Operatoren (o, 0)*, 0,0 € Ay; im hoherdimensio-
nalen Fall (d.h. ohne eine intrinsische Unterscheidung zwischen dem linken und dem rechten
raumartigen Komplement) folgt die Permutationsrelation

e(0,0) = €(0,0)* baw. £(0,0)e(0,0) =1, fallsdimM > 14 2.
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Im héherdimensionalen Fall fithrt somit die Zuordnung

ti — 030" (e(0, 0)) (1.9)

fiir ein festes pg € A; mit der Transposition #; : ¢ <+ % + 1 auf eine unitdre Darstellung der
Permutationsgruppe ([16], Abschnitt 4), im niederdimensionalen Fall fithrt

bi + 030" ' (e(0, 0)) (1.10)

mit den Erzeugern b; von Artins Zopfgruppe [11] auf eine unitéire Darstellung der Zopfgruppe.
Diese Darstellung fiir pg = id heifit Statistik des Sektors .

1.1.5 Konjugierte Endomorphismen

Fiir jedes o € A; existiert eine Linksinverse ¢,, d.h. eine normierte, positive, lineare Abbil-
dung, so dal ¢,(0(A)Bo(C)) = Ap,(B)C, A,B,C € A ([16], Lemma 3.4).

Fiir jedes o € A" mit ¢,(e(0,0)) # 0 (endliche Statistik) gibt es einen bereits von der
Aquivalenzklasse [0] bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmten konjugierten Endomorphismus
2 € A", s0 daB ein isometrischer Intertwiner R € (pplid) existiert, d.h. my o go enthilt die
Vakuumdarstellung ([16], Theorem 3.9). p ist konjugiert zu p.

Wir nehmen im folgenden an, daf} alle betrachteten Endomorphismen endliche Statistik
haben und somit ein konjugierter Endomorphismus existiert.

Eng mit den Begriffen der Linksinversen und des konjugierten Endomorphismus’ verwandt
sind die Begriffe der statistischen Dimension und der statistischen Phase; da sie aber fiir
das Folgende nicht von direkter Bedeutung sind, verzichten wir an dieser Stelle darauf, sie
einzufithren, und holen dies in Kapitel 2 nach.

1.2 Zellulare Darstellung der Zopf- bzw. der Permutations-
gruppe

Wir fithren einen reduzierten Hilbertraum ein, der alle Sektoren mit Vielfachheit 1 enthalt.
Zwischen den Sektoren interpolieren Elemente eines reduzierten Feldbiindels, die bei raum-
artigem Abstand quadratische VR erfiillen; die R-Matrizen dieser quadratischen VR sind
durch die DHR-Endomorphismen und Intertwiner (insbesondere die Statistikoperatoren) be-
stimmt. Auf Produkten gegebener Linge von Elementen des reduzierten Feldbiindels ist die
Zopf- bzw. im héherdimensionalen Fall die Permutationsgruppe zellulédr dargestellt.

Bemerkung 1.2.1 Die in diesem Abschnitt zusammengestellten Ergebnisse gehen zuriick
auf Fredenhagen, Rehren und Schroer [12, 13].

1.2.1 Reduzierter Hilbertraum

Durch die Einfithrung der Endomorphismen oben ergibt sich die Moglichkeit, nicht unitéir
aquivalente Darstellungen auf demselben Hilbertraum # zu beschreiben. Die Abbildung
(I), o © Q(A)q))
(@, @)
wobei ® € H, ist und (-, -) das Skalarprodukt des H bezeichnet, ist ein Zustand iiber 2. Ein

solcher Zustand wird offenbar vollstéindig erst beschrieben durch Angabe des Vektors ® € H,
und des Endomorphismus’ p.

919Al—>(




22 KAPITEL 1. DARSTELLUNGEN DER ZOPFGRUPPE IN DER DHR-THEORIE

Dieses Bild enthilt einige Redundanz, da alle ¢ € [g] auf denselben Zustandsbegriff
fithren. Wir beseitigen diese Redundanz, indem wir aus jeder Klasse in Al einen Reprisen-
tanten auswihlen [13]; der Reprisentant von [id] sei id. Die Menge dieser Reprisentanten
bezeichnen wir im folgenden mit Aeq.

Definition 1.2.2 [13], 3. Ein generalisierter Zustandsvektor ist ein Paar {o,®} mit o €
Aved, ® € Hy. Der reduzierte Hilbertraum Hieq ist

Hred = @ Hga

0€Aed

wobei fiir p € Areq
HQ = {{Q,(I)} S HO} = {Qa HU}

ist.

Zwischen zwei Elementen von A.q gibt es keine Intertwiner, da die zugehorigen Darstel-
lungen irreduzibel und nicht dquivalent sind. Ein Produkt 9,0, 00,0 € Areq wird aber im
allgemeinen reduzibel sein in Endomorphismen g3 € A4 mit Vielfachheiten

08 _ A28 _ NOx _ NOx _ N8

id _ Ao _
Nowo = Noia = 000 0-

Somit gibt es fiir gegebene 04,0,038 € Areq einen Ngfg—dimensionalen Intertwinerraum
(0a0l0s); da pp irreduzibel ist, handelt es sich hierbei um einen Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt (1.3). Fiir diese Intertwinerrdume wihlen wir Orthonormalbasen {7.}; der Index e
enthélt Information iiber die Quelle s(e) = [0a], die Ladung c(e) = [o] und das Ziel r(e) = [op]
sowie eine Nummerierung bzgl. der gewéhlten Basis des Intertwinerraumes (g,0/0p). € heifit
ein Kanal von der Art (0, 0, 0a). Fiir e, f mit s(e) = s(f) und c(e) = c(f) gilt

TiT. = Oefloiey und Y ToTF = Lyoye(e),s (1.11)
r(e)

Falls Ladung oder Quelle trivial sind, wéhle T, = 1. Ist das Ziel trivial, d.h. ¢ = 94, so
wéhle T, = R, = Ry

1.2.2 Reduziertes Feldbiindel

Wir fithren nun das reduzierte Feldbiindel ein, dessen Elemente zwischen den Sektoren H, C
Hreq interpolieren.

Definition 1.2.3 [13], 3. Der lineare Operator {e, A} mit e von der Art (g, 0, 0,) und A € 2A
ist definiert durch

{e, A} : Mo — Heops {e, A} {0a, ®} = {0, T¢ 0a(A) D} . (1.12)

Das reduzierte Feldbiindel ist

Frea = P {e. 2}

e

{e, A} heift lokalisiert in O, {e, A} € Frea(O), wenn {e, A} mit allen Observablen kommu-
tiert, die im kausalen Komplement von O lokalisiert sind,

(mo © 05(B)) {e, A} = {e, A} (m0 0 0a(B)) VB € A(O").
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Observable sind offenbar Elemente aus F,eq mit trivialer Ladung.

Eine gewisse Willkiir birgt natiirlich die Auswahl der Reprisentanten p aus den jeweiligen
Aquivalenzklassen; wegen der unitiren Aquivalenz aller Darstellungen in einer Klasse fiihrte
aber eine andere Wahl der Représentanten nur auf zu den urspriinglichen unitir dquivalente
Grofen, dnderte also im wesentlichen nichts. Fiir eine gegebene Wahl von